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OZET

YUKSEK LiSANS TEZI

IKiNCi MERTEBEDEN PER{YQDiK KATSAYILI BiR FARK DENKLEMININ
COZUMLERI UZERINE

Ali YILDIRIM

Necmettin Erbakan Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dal

Damsman: Dr. Ogr. Uyesi Durhasan Turgut TOLLU
2020, 62 Sayfa
Jiiri

Dog. Dr. Necati TASKARA
Prof. Dr. Ibrahim YALCINKAYA
Dr. Ogr. Uyesi Durhasan Turgut TOLLU

Bu ¢alisma alt1 boliimden olugmaktadir.
Birinci boliimde, fark denklemlerinin 6nemi hakkinda genel bilgiler verildi.
Ikinci boliimde, fark denklemleri ile ilgili genel tanim ve teoremler verildi.

Ugiincii boliimde, cesitli tipteki fark denklemlerinin ve fark denklem sistemlerinin ¢dziimlerinin
periyodik karakteri, smirlihgi ve denge noktalarmim global asimptotik kararlilig: ile ilgili yapilmis
calismalar hakkinda bir literatiir arastirmasi verildi.

Dérdiincii bolimde, « parametresinin tim pozitif degerleri igin ikinci mertebeden
X,.q = al(1+X,%,1) fark denkleminin pozitif ¢éziimlerinin global davranisi incelendi. Yine bu béliimde,

ikinci mertebeden periyodik katsayill X, =@, / (1+X,%,;) fark denkleminin kapali formda

n+l
¢oziilebilirligi, pozitif ¢oziimlerinin siirliligl, periyodik karakteri ve global davranisi incelendi.

Besinci boliimde, elde edilen teorik sonuglar1 dogrulamak igin sayisal 6rnekler verildi.
Altinci boliimde, dordiincii boliimde incelenen fark denklemiyle ilgili sonug ve oneriler verildi.

Anahtar Kelimeler: Fark denklemi, Global davranis, Kapali form ¢oziim, Periyodik ¢6ztim, Periyodik
katsay1.



ABSTRACT

MS THESIS

ON SOLUTIONS OF A SECOND-ORDER DIFFERENCE EQUATION WITH
PERIODIC COEFFICIENT

Ali YILDIRIM

THE GRADUATE SCHOOL OF NATURAL AND APPLIED SCIENCE OF
NECMETTIN ERBAKAN UNIVERSITY
THE DEGREE OF MASTER OF SCIENCE
IN MATHEMATICS

Advisor: Asst. Prof. Dr. Durhasan Turgut TOLLU

2020, 62 Pages

Jury

Assoc. Prof. Dr. Necati TASKARA
Prof. Dr. ibrahim YALCINKAYA
Asst. Prof. Dr. Durhasan Turgut TOLLU

This study consists of six sections.

In the first section, general information about the importance of difference equations is given.

In the second section, general definitions and theorems related to difference equations are given.

In the third section, a literature research about the studies on the periodic character, boundedness
of solutions and global asymptotic stability of equilibrium points of various types of difference equations

and systems of difference quation are given.

In the fourth section, the global behavior of positive solutions of the second order difference
equation x,,,; =a/ (1+xnxn_1) for all positive values of parameter « is examined. Again in this section,
the solvability in closed form, periodic character, boundedness and global behavior of positive solutions
of the second order, periodic coefficient difference equation x, ., = «, /(1+xnxn_1) are examined.

In the fifth section, numerical examples are given to confirm the theoretical results.
In the sixth section, the conclusions and suggestions about the difference equation examined in

the fourth chapter were given.

Keywords: Difference equation, Global behavior, Closed form solution, Periodic solution, Periodic
coefficient.
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1. GIRIS

Insanda dogustan var olan merak duygusu, bilim ve teknolojinin gelismesi i¢in
bir baslangi¢c noktasi olmustur. Yeniliklerin kesfedilmesinde her zaman bir lokomotif
gorevi tstlenen bu merak diirtiisii sayesinde insanoglu; elindeki bilgileri, bulgular1 ve
imkanlar1 yeterli olarak gérmemis, tutku ve heyecanla yeni ufuklara yelken agarak farkl
seriivenlerin pesine diigmiistiir. Zihinlerdeki belirsizliklere, celiskilere ve sorulara
¢Ozliim bulabilmek i¢in siirekli ¢aba gostermis, yogun calismalar ve arastirmalar
sonucunda bas dondiiriicii buluslara imza atmustir. Insanlik tarihi boyunca yapilan biitiin
kesifler ve buluslar, iste bu merak duygusu sayesinde gergeklesmistir. Unlii bilim adam1
Einstein' merak duygusu ile ilgili olarak, "Hicbir 6zel yetenegim yok. Yalnizca tutkulu bir
merakliyim." diyerek bu duygunun vazgecgilmez Onemine dikkat g¢ekmistir. Merak
dirtiillerini  siirekli diri tutan Einstein gibi bilim insanlari, duyu organlariyla
algilayabildikleri ger¢eklerin ve halihazirdaki bilgilerin daha da Gtesini merak ederek
stirekli sorgulamiglardir. Bunun neticesinde; giines sistemini, izafiyet teorisini, atom ve
yapisini, suyun kaldirma kuvvetini, internet ve iletisim araglarmi, navigasyon ve uydu
teknolojisini, insanli ve insansiz hava araglarini, yapay zeka ve robot teknolojisini ve
buna benzer daha nicelerini kesfederek insanligin hizmetine sunmuslardir. Imza attiklar:
bu kesif ve buluslar sayesinde bilimin, teknolojinin, kavram ve teorilerin gelismesine

cok onemli katkilar1 olmustur.

Teknoloji ve bilimin gelisimine katki saglayan en 6nemli faktorlerden birisi de
siiphesiz ki matematik bilimi olmustur. Insanm kendisini ve yasadig1 cevreyi taniyip
anlayabilmesi i¢in, evrende matematik diliyle yazilmis gergekleri okuyabilmesi gerekir.
Nitekim, Fibonacci’nin® “Bir giiliin giizelligindeki sir, onu Yaratan’mn igine sakladig1
matematik sanatinda gizlidir.” soziine katilmamak miimkiin degildir. Bu baglamda,

yeniliklerin giin yiizline ¢itkmasinda matematigin etkisi yadsmamaz bir gercektir.

Matematigin giinliik hayattaki uygulamalar1 sayesinde, zor veya imkansiz gibi
goriinen olgularin rahatlikla iistesinden gelinebilmistir. Antik Yunan uygarlig:
oncesindeki Misir ve Mezopotamya uygarliklarinda matematige olan ihtiyac ilk olarak

deneme-yanilma ve sayma diizeyinde olmustur. Zamanla modern uygarliklardaki

! Albert Einstein (1879 — 1955), Alman fizikgi.
2 Leonardo Pisano Fibonacci (1170-1250), italyan matematikgi.



ihtiyaglarin ¢ogalmasi ve cesitlenmesi nedeniyle yeni teoriler gelistirilmis, bu teoriler
iizerine yapilan kapsamli ¢caligmalar sonucunda matematik bilimi giiniimiizdeki modern
¢ehresine kavusmustur. Modern matematik uygulamalar1 sayesinde; miihendislikten
mimariye, biyolojiden tip bilimine, ekonomiden sanayiye, meteorolojiden astronomiye
kadar yiizlerce bulusa imza atilmig, bunlarla da yetinilmeyip insan yasamini

kolaylastiran daha nice bas dondiiriicii yenilikler kesfedilmistir.

Uygulamali matematigin 6nemli ¢aligma alanlarindan biri olan fark denklemleri,
son yillarin popiiler konular1 arasinda yerini almistir. Fark denklemleri, adi ve kismi
diferansiyel denklemlerde oldugu gibi ger¢ek yasam problemlerinin modelleri olarak
ortaya ¢ikabilmektedir. Bu modellemelerdeki fark denklemlerinin kolaylikla
algoritmalastirilabilmesi sayesinde, ¢oziimleri de bilgisayar araciligiyla kolayca
yapilabilmektedir. Diferansiyel denklemlerden farkli olarak fark denklemlerinde
bagimsiz degisken, tam sayilar tizerinde tanimlanmustir. Fark denklemleri, bilinmeyen
fonksiyonun farklarini ihtiva ettiginden, genellikle siirekli olmayan problemleri
modellemektedir. Bunun yani sira fark denklemleri, diferansiyel denklemlerin yaklagik
¢oziimlerinde de kullanilmaktadir. Bu denklemler; matematigin kendi iginde oldugu
kadar, farkli disiplinlerde de wuygulama alani bulmustur. Bu yoniiyle sadece
matematikgilerin degil, diger bilim dallarinda ¢alisan bir¢ok bilim insaninin da ¢alisma
alan1 haline gelmistir. Literatiirdeki agik problemler sayesinde fark denklemleri her
zaman cazibesini koruyacak ve bilim insanlar1 i¢in gizemli bir diinya olamaya devam

edecektir.

Bu giine kadar bu alanda yapilmis bir¢cok ¢alisma, siiphesiz ki fark denklem
teorisine katki saglamistir. Bu baglamda, yapmis oldugumuz bu tez ¢calismasinin da fark

denklemleri teorisine katk1 saglayacagini timit ediyoruz.



2. FARK DENKLEMLERI iLE iLGIiLi GENEL TANIM VE TEOREMLER

Bu boliimde, fark denklemleri ile ilgili literatiirde var olan genel tanim ve

teoremlere yer verilmistir.

Tammm 2.1. k pozitif bir tam say, neN;={0,12,..} bagimsiz degisken ve X

bilinmeyen bir fonksiyon olmak iizere,

F(n x,, X Xy ) =0 (2.1)

LA TR A FE RS

esitligine bir “fark denklemi” denir (Soykan ve arkadaglari, 2017).

Tanmmm 2.2. N, iizerinde tanimli bir x, fonksiyonu her ne N, i¢in (2.1) denklemini
sagliyorsa, bu durumda x, fonksiyonuna N, iizerinde (2.1) denkleminin bir “¢coziimii”

denir. k ymci1 mertebeden bir fark denkleminin, ¢ ve w birer fonksiyon olmak {izere,

#(n,X,,¢,,C,,....,C ) =0 (2.2)
veya
X, =y (N,€,,Cp\ s Gy ) (2.3)

seklinde k tane c,c,,...,c, € R keyfi sabit iceren ¢dziimiine (2.1) denkleminin “genel

coztimii” ad1 verilir. Genel ¢oziimden elde edilen ¢oziimlere de “Ozel ¢oziim” denir

(Soykan ve arkadaglar1, 2017).

Tammm 2.3. Bir fark denkleminde bilinmeyen fonksiyonun en biiyilk ve en kiigiik

argiimentlerinin farkina o denklemin “mertebes:i” denir (Soykan ve arkadaslari, 2017).

Tanim 2.4. n,eN; ve ¢,,,,...,, , reel sabitler olmak iizere, k ymc1 mertebeden bir

fark denkleminin bir 6zel ¢6ziimiinii bulmak i¢in o ¢6ziim ile iliskili



—a, 0<i<k-1 (2.4)

Ax =a;, 0<i<k-1 (2.5)

formunda ilk k tane ardisik degerin belirtilmesi gereklidir. (2.4) ya da (2.5) kosullarina
“baglangi¢ kosullar:” ad1 verilir. K yinc1 mertebeden bir fark denklemi ve (2.4) ya da
(2.5) baslangi¢ kosullarindan olusan probleme ise bir “baslangi¢ deger problemi” denir
(Soykan ve arkadaslari, 2017).

2.1. Lineer Fark Denklemleri

Tamm 2.1.1. n>n, icin tammh reel degerli a(n),a,(n),..,a(n) Kkatsay

fonksiyonlari ve reel degerli g(n) fonksiyonu verilsin. n>n, icin a,(n)=0 olsun.

x(n+k)+a,(n)x(n+k-1)+..+a,(n)x(n)=g(n) (2.6)

formundaki denkleme “k yinct mertebeden bir lineer fark denklemi” denir. Eger,

g(n)=0 ise

x(n+k)+a,(n)x(n+k-1)+..+a,(n)x(n)=0 (2.7)

denklemine “homojen denklem” denir. g(n)=0 ise (2.6) denklemine “homojen

olmayan denklem™ denir. Ayrica, biitin a (n) katsayilar1 a (n)=a, seklinde sabit ise

(2.6) denklemine “sabit katsayuli”, aksi durumda “degisken katsayili fark denklemi”
denir (Soykan ve arkadaslari, 2017).

Ornek 2.1.1. Asagida verilen denklemleri mertebe, homojenlik ve lineerlik bakimindan

inceleyiniz.



a. X,;+4cosax,,—Xx,=0 (2.8)

b. X,,+5x,—n=0 (2.9)

C. XX, =e"x (2.10)

d. x,;=cotn (2.11)
Coziim.

a. (2.8) denklemi; 3. mertebeden, homojen lineer bir fark denklemidir.
b. (2.9) denklemi; 2. mertebeden, homojen olmayan lineer bir fark denklemidir.

o

(2.10) denklemi; 4. mertebeden lineer olmayan bir fark denklemidir.
(2.11) denklemi; bir fark denklemi degil, bir fonksiyondur.

o

2.1.1. Sabit katsayili lineer fark denklemlerinin ¢éziilebilirligi

(2.7) de verilen denklemde &, (n) katsayilari, & (n)=a,, (a, #0) olacak sekilde

sabit alinirsa
x(n+k)+ax(n+k-1)+..+ax(n)=0 (2.12)

sabit katsayili lincer fark denklemi elde edilir. Bu denklem genel olarak ¢oziilebilirdir.

Bu kisimda bu denklemin ¢éziilebilirligi incelenecektir. (2.12) denkleminin x(n)=A"

formunda bir ¢oziimii oldugunu kabul edelim. Bu durumda, bu ¢oziim (2.12)

denkleminde yerine yazilarak
A" ra A"+ +ad" =0
veya

A"(A +a it +a)=0

esitsigi elde edilir. a, # 0 oldugundan A #0 ve dolayisiyla A" # 0 olacagindan



AX+a i t+.+a =0 (2.13)

olur. (2.13) denklemine, (2.12) denkleminin “karakteristik denklemi” ya da “yardimci
denklemi” denir. Bu denklem, k tane reel veya kompleks koke sahiptir. Bu kokler

A Ay, A, 1le gosterilsin. Bu durumda ¢oziimiin sekli, bu koklerin durumuna baglidir

ve agagidaki li¢ durumda incelenir.
Durum 1: (Koklerin reel ve ayrik olmasi)

Bu durumda A,4,,...,4, koklerinin hepsi birbirinden farkli reel sayilardir. O
halde

ifadeleri de denklemin birer ¢ozliimiidiir. Bu ¢6ziimlerin herhangi lineer kombinasyonu

da bir ¢6ziimdiir. Elde edilen bu ¢6ziim aslinda (2.12) denkleminin genel ¢6ziimii olup
x(n)=c A +CA +---+C A
seklinde verilir. Burada c,,C,,...,c, keyfi reel sabitlerdir.

Durum 2: (Koklerin kompleks olmasi)

Bazi hallerde (2.13) karakteristik denkleminin bazi kokleri kompleks eslenik
olabilir. Eger a+if kompleks sayisi, karakteristik denklemin bir kokii ise a—if

kompleks sayist da bu denklemin diger bir kokiidiir. Bu durumda, x, (n)=(a+ig )n ve

X (n)=(a —i,B)n ifadeleri de (2.12) denkleminin birer ¢6ziimiidiir. Ayrica bu ifadelerin

lineer kombinasyonu da bir ¢6ziim olacagindan

x,(N)=k (a+iB) +k,(a+iB)"



olarak yazilabilir. Burada k;,k, keyfi reel sabitlerdir. De Moivre teoreminden
(a+iB)" =r"(cos(n@)+sin(ng))

ve

(a—ip)" =r"(cos(n@)—sin(nd))

olur. Bu durumda (2.12) denkleminin ¢6zimii

X, (n) =r"(k, cos(n@)+k,sin(no))

formundadir. Burada k,,k, keyfi reel sabitlerdir.

Durum 3: (Koklerin esit olmasi)

Eger (2.12) denkleminin p tane kokii 4, =4, =---=1, seklinde birbirine esit

ise bu durumda (2.12) denkleminin ¢6ziimiiniin bu koklere karsilik gelen kismi
(c,+Cn+en?+--+cnPt) 4

seklinde olur (Spiegel, 1971).
Ornek 2.1.1.1. Her n>0 icin

X,,p —5X,,; +6%, =0 (2.14)

n+1
fark denkleminin genel ¢6ziimiinii bulunuz.

Coziim. Bu denklem ikinci mertebeden sabit katsayili lineer homojen bir fark denklemi

olup karakteristik denklemi,



A?=51+6=0

dir. Bu karakteristik denklemin kokleri 4, =2 ve A, =3 olup, (2.14) fark denkleminin

genel ¢oziimii, her n >0 igin

X, =¢2"+¢,3"

seklindedir. Burada c;,c, keyfi reel sabitlerdir.

Ornek 2.1.1.2. a pozitif bir reel say1 olmak iizere,

X, s—aX, =0, n=0 (2.15)
fark denkleminin genel ¢6ziimiinii bulunuz.

Coziim. Bu denklem iigiincii mertebeden sabit katsayili lineer homojen bir fark

denklemidir. Bu denklemin karakteristik denklemi 1*—a =0 cebirsel denklemidir. Bu

cebirsel denklemin bir reel ve iki kompleks eslenik kokleri vardir. Bu kokler

%/5(—11 \/§i)

h=Ya ve Zg=——

olup (2.15) denkleminin genel ¢oziimii, her n>0 i¢in
X, = cl(i/a)n +(§/§)n (c,cos(nd)+c,sin(no))
seklindedir. Burada c,,c,,c, keyfi reel sabitler, |4,|=|4|=%a ve 9=arctan(—\/§) tir.

Ornek 2.1.1.3. Her n>0 icin

Xo3 —9X,,, +24X,,, — 20X, =0 (2.16)

n+3 n+2



fark denkleminin genel ¢6ziimiinii bulunuz.

Coziim. Bu denklem iciincii mertebeden sabit katsayili lineer homojen bir fark

denklemidir. Bu denklemin karakteristik denklemi A°—-91°+241-20=0 cebirsel
denklemidir. Bu cebirsel denklemin bir ayrik ve iki c¢akisik reel kokleri vardir. Bu
kokler

A=2,=2 ve J,=5

olup (2.16) denkleminin genel ¢6ziimii, her n>0 igin
X, =(c,+¢,n)2" +¢,5"

seklindedir. Burada c,c,,c, keyfi reel sabitlerdir.

2.2. Fark Denklemleri Icin Genel Tanim ve Teoremler

Teorem 2.2.1. | reel sayilarin herhangi bir alt aralig1 olmak tizere, f :1x1 — 1 siirekli
diferansiyellenebilen bir fonksiyon olsun. O zaman her x ,,X, € | baslangi¢c kosullar1

i¢in,

Xpp = T (X, Xy), N=0,12,... (2.17)

n+1 n?' “n-1

denklemi bir tek {x,}"  ¢dziimiine sahiptir (Kulenovi¢ ve Ladas, 2002).

Tamim 2.2.1. Eger X noktasi f(Y,Y):Y denkleminin bir ¢6ziimii ise X e, f nin
“denge noktasi” denir. Eger Vn>0 i¢in X, =X ise X e, f nin “sabit noktas:” denir

(Kulenovi¢ ve Ladas, 2002).

Ornek 2.2.1. a ve b pozitif reel sayilar olmak iizere,
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X1 = % (2.18)

n

fark denkleminin denge noktalarini bulunuz.

Coziim. Denge noktasi tanimima gore, f(Y,K):Y olmalidir. Buradan hareketle

a+bx

X

X = denklemi, X*>—bx —a =0 seklinde yazilabilir. Bu denklemin kokleri istenen

denge noktalar1 olup,

_ b++/b®+4a

X+
b 2
oldugu goriiliir.
Tamim 2.2.2. X , (2.17) denkleminin denge noktasi olmak iizere,

a. Eger x,,X, €J olmak iizere her ¢ >0 igin,

X, — X|+|x., —X| < & iken her n>0

i¢in,

X, —Y| < ¢ olacak sekilde bir 6 >0 sayis1 varsa X denge noktas1 “lokal

kararlidir” denir.

b. Eger X denge noktasi kararli ve X ,,X, €J iken limx, =X olacak sekilde,

nN—o0
|X0 - Y| + |X7l - Y| <y sartin1 saglayan y >0 sayisi varsa, X denge noktasi “lokal

asimptotik kararlidr” denir.

c. Eger her x,,x,e€J iken limx =X ise, X denge noktast “global ¢ekimlidir

n—o

(Cekim Noktast)” denir.
d. Eger X denge noktasi kararli ve global ¢ekimli ise, X denge noktast “global
asimptotik kararlidir” denir.

e. Eger X denge noktasi kararli degil ise, X denge noktas1 “kararsizdur” denir.

f. Eger her x,,X,€J iken |X0—Y|+|Xfl—¥|<r ve bazi N >-1 sayilar1 i¢in

|XN - ¥| >r olacak sekilde bir r >0 sayisi varsa, X denge noktasina “repeller”

denir (Kulenovi¢ ve Ladas, 2002).
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Tamm 2.2.3. (2.17) denkleminin ¢oziimii {x,}  olsun. Eger her n>-1 igin

X, p = X, ise, {x,}”_ dizisi “p periyotludur” denir ve p bu sart: saglayan en kiigiik

tam sayidir (Kulenovi¢ ve Ladas, 2002).
Ornek 2.2.2. Lyness denklemi olarak bilinen

1+x,

n+l '

Xn -1

n=012,.. (2.19)

fark denkleminin her ¢6ziimiiniin 5 periyotlu oldugunu gésteriniz.

Coziim. X ; ve X, baslangi¢ kosullar1 olmak iizere, N=0,1,2,... i¢in

1+x,
X—l
1+x
iBr—
X Clex X, _1+x_1+x0
, = = =
XO XO X—lxo
1+1+ X+ X,
Clex, X%  1+xy
L= = =
X 1+x X
X,
1+x
1+ =
1+x, X,
4= TTrx L+ X X
X, 1TAT A
X 1%,
Clex,  lex,
ST TIax,
X, .
XO
B 1+x B 1+x, B
° X4 X—l
1+X,
1+x X 1+ X, +X
X, = 6 _ -1 _ -1 "% _ X,

X X X%
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1+1+ X+ X,
_ 1+x, _ Xa% 1+x, _x
X, 1+, X, 3
X
1+x
1+ 2
Cl+xg XX .
- - =X =X,
X, 1+ X, +X,
X%
1+%,  1+x,
X0 = = =X =X
Xg 1+x,
XO
olup bu sekilde devam edilirse
x _{ 1+Xx, 1+X,+X 1+X, ¥ . 1+X, 1+X,+X, 1+X }
n —11 M0 ’ 1 1 A1 N 1 ’ yre
X—l X—1X0 XO X—l X—1X0 XO

seklinde c¢oziimler elde edilir. Sonug¢ olarak, verilen denklemin her ¢Oziimiiniin 5

periyotlu oldugu goriiliir.

(2.17) de verilen f fonksiyonunu diistinelim. Bu fonksiyonun kismi tiirevlerinin

X denge noktasindaki degerleri
p:i(i, X) ve q:%(i,i) (2.20)

olmak iizere,
Ynia = PYn Yo (2.21)

denklemine (2.17) fark denkleminin “X denge noktasi civarindaki lineerlestirilmis

denklemi” denir. (2.21) denkleminin karakteristik denklemi

A —pi-q=0 (2.22)
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seklindedir (Kulenovi¢ ve Ladas, 2002).
Teorem 2.2.2. (Lineer Kararhlik Teoremi)

a. Eger (2.22) denkleminin her iki kokii de mutlak degerce 1 den kiigiik ise, (2.17)

1

denkleminin X denge noktas1 “lokal asimptotik kararlidir.”

b. Eger (2.22) denkleminin koklerinden en az biri mutlak degerce 1 den biiyiik ise,
(2.17) denkleminin X denge noktasi “kararsizdir.”

C. (2.22) denkleminin her iki kokiiniin de mutlak degerce 1 den kii¢iik olmasi igin
gerek ve yeter sart |p|<1-q <2 olmasidir. Bu durumda, (2.17) denkleminin x
denge noktasi “lokal asimptotik kararhidr.”

d. (2.22) denkleminin her iki kokiiniin de mutlak degerce 1 den biiyiik olmasi i¢in
gerek ve yeter sartlar |q|>1 ve |p|<[l-g| olmasidir. Bu durumda, (2.17)
denkleminin X denge noktast “repellerdir.”

e. (2.22) denkleminin bir kokiiniin mutlak degerce 1 den biiyiik, diger kokiiniin

mutlak degerce 1 den kiigiik olmasi icin gerek ve yeter sartlar p>+4q>0 ve

|p|>[1-q| olmasidir. Bu durumda, (2.17) denkleminin X denge noktast

“kKararsizdir” ve X € “eyer noktast” denir.

f.  (2.22) denkleminin iki kokiiniin mutlak degerce birbirine esit olmasi igin gerek
ve yeter sart |p|=[L—q| veya q=-1 ve |p|<2 olmasidir. Bu durumda, (2.17)
denkleminin X denge noktasma “hiperbolik olmayan nokta” denir (Kulenovi¢

ve Ladas, 2002).

Tanim 2.2.4. {Xn}::_l dizisinde her n i¢in P <x <Q olacak sekilde P ve Q sayilari

varsa, {x,} _ dizisine “stnirlidir” denir (Camouzis ve Ladas, 2007).

Teorem 2.2.3. (Clark Teoremi) p,qeR ve k,ne{1,2,..} olmak iizere,

X4+ PX,+0x,, =0 (2.23)
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fark denkleminin denge noktasinin lokal asimptotik kararli olmasi i¢in gerek ve yeter

sart |p|+|q| <1 olmasidir (Elaydi, 2005).

Ornek 2.2.3.
1 1
X1 +EX” —gxn_z =0, X, X, %R (2.24)

ticiincii mertebeden lineer fark denkleminin X =0 denge noktasmm lokal asimptotik

kararli oldugunu gosteriniz.

Coziim. Verilen denklemin tek denge noktasinin X =0 oldugu kolayca goriilebilir.

Clark Teoremine gore,

‘1
=+
2

olup X =0 denge noktasi lokal asimptotik kararhdir.

3

1‘:§<1
6

Lemma 2.2.1. F :( f, g) fonksiyonu, agik bir D e R? kiimesinde tanimli, siirekli ve

diferansiyellenebilen bir fonksiyon olsun.

ioJe ((LT, \7)) Jakobiyen matrisinin 6zdegerlerini veren
A2 =Trd, ((T,V))A+Detd, ((7,v))=0 (2.25)

karakteristik denkleminin her iki kokii de mutlak degerce 1 den kiigiik ise

neN, (2.26)

denkleminin (1,V) denge noktas, lokal asimptotik kararlidur.
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ii. (2.25) karakteristik denkleminin her iki kokiiniin de mutlak degerce birden
kiigiik olmasi i¢in gerek ve yeter sart

i, (@) <1+ D0, (8.9) <2

(2.27)
olmasidir (Hu ve Xia, 2014).
Teorem 2.2.4.
P(z)=2"-az’-Bz-y=0 (2.28)
kiibik denkleminin diskriminanti
A=—a’p? 4B +4a’y +27y° +18afy (2.29)

seklinde verilir. Bu durumda, asagidakiler dogrudur

a. A<O0ise P polinomunun p,, p,, p, gibi ii¢ farkli reel kokii vardir.

b. A=0 ise iki durum vardur.

3
. - (24
. f=

3 ve y = 27 ise P polinomunun ii¢ kath bir p = % \okii vardir.

2 3
ii. g+ Z veya yi% ise P polinomunun ¢ift kath bir p kokii ve basit bir
r kokii vardur.

C.

A >0 ise P polinomunun bir tane reel o kokii ve iki tane kompleks ve eslenik
olan re*”’, (0, 7) kokii vardir (Raouf, 2012).
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3. KAYNAK ARASTIRMASI
3.1. Fark Denklemleri Uzerine Yapilmis Cahsmalar

Bu kisimda, cesitli tipteki lineer olmayan fark denklemlerinin ¢6ziimleri,
¢ozliimlerin periyodikligi, sinirlilig1 ve global asimptotik kararlilig: ile ilgili son yillarda

yapilmis bazi ¢aligmalar hakkinda kisa bilgiler verilmistir.

Camouzis ve arkadaslan (1994), yaptiklari ¢alismada; 8 €(0,0) ve baslangig

2
kosullar1 X ;,X, keyfi pozitif sayilar olmak iizere, x_ = fark denkleminin

n+1

¢Ozlimlerinin davranigini incelemislerdir.

Philos ve arkadaslar (1994), yaptiklari ¢alismada; a ve b, (k=12,...,m)

. il . m b
negatif olmayan reel sayilar ve BEZbk >0 olmak iizere, X, ,=a+y —
k=1 k=L Xn_k

denkleminin tiim pozitif ¢6ziimlerinin denge noktasmma g¢ekilip c¢ekilmedigini

arastirmislardir.

DeVault ve arkadaslarn (1997), yaptiklar1 ¢alismada; A,B,p,q pozitif

parametreler ve pozitif baslangi¢ kosullar ile X, = Ap +% fark denkleminin pozitif
X X

n n-1

coziimlerinin sinirli olabilmesi i¢in gerek ve yeter kosullar1 incelemislerdir.

Feuer ve arkadaslan (1997), yaptiklar1 ¢alismada; baslangi¢ kosullari sifirdan

: : . X, +B
farkh reel sayilar ve B parametresi reel bir say1 olmak iizere, X, =—"

Lyness tipi

fark denkleminin davranisini incelemislerdir.

Zheng (1997), yaptigi cahismada; «<(0,1)U(Lo) iken x

n+l

denkleminin pozitif ¢6ziimlerinin periyodik olmadigini géstermistir.
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DeVault ve arkadaslar1 (1998), yaptiklar1 ¢alismada; A>0 ve X,,X,, X,

baslangic kosullar1 i¢in X ,, =—+—— fark denkleminin ¢Oziimlerinin 2 periyotlu
X, X,

n n

coziimlere yakinsadigmi gostermislerdir.

Kosmala ve arkadaslar1 (2000), yaptiklar1 ¢alismada; pozitif parametreler ve

p + yn—l
ayn + Yo

ve pozitif denge noktasinin global kararliligini incelemislerdir.

baslangi¢ kosullar1 ile y_, = fark denkleminin ¢oziimlerinin periyodikligini

Kulenovi¢ ve arkadaslar1 (2001), yaptiklar1 ¢calismada; o, f# ve A pozitif
parametreler, x, ve X, negatif olmayan baslangi¢ kosullar1 olmak {izere,

_ax, + BX. 4

y lineer olmayan rasyonel fark denkleminin ¢oziimlerinin smirlilik
+X 4

n+1

karakterini, periyodikligini ve global asimptotik kararliligini incelemislerdir.

Camouzis ve DeVault (2003), yaptiklar1 ¢alismada; sifirdan farkli baslangig

kosullar1 ve p parametresi i¢in, X, =p+—= fark denkleminin yasakli kiimesini
X

n

arastirmislar ve sifira yakisayan ¢oziimlerinin varligimi gostermislerdir.

Chatterjee ve arkadaslan (2003), yaptiklar1 ¢alismada; X ,,X ;,X, baslangic
kosullar1 negatif olmayan reel sayilar ve «,y,A,B parametreler olmak {izere,

a+yX, 4

=———"=— fark denkleminin ¢6zlimlerinin global kararliligini, smirliligin1 ve
A+BXx, +X,,

n+1

periyodik karakterini incelemislerdir.

El-Owaidy ve arkadaslarn (2003), yaptiklar1 calismada; «,f pozitif reel

. —-ax .
sayilar olmak tizere, X, = ﬂTH fark denklemlerinin sifir denge noktalarinm global
£X,

cekimli oldugunu gdstermislerdir.
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Yan ve Li (2003), yaptiklar1 c¢alismada; « >0, p,y >0 olmak iizere,

_a-px,

X
n+1
VX

fark denkleminin global asimptotik kararhiligini incelemisler ve tek

pozitif denge noktasmnin global g¢ekici olabilmesi i¢in gerekli olan sartlari

belirlemiglerdir.

X -
Cinar (2004a), yaptig1 caligmada; X, :1“—*1 rasyonel fark denkleminin
+Xan—l

¢Ozlimlerini incelemis ve

[(n+1)/2

1
IT (2xxi+1)

X [(M)/Z‘Jj , n tek ise
((2i+1)x %, +1)

X = i=0
n/2

[T((2i-1)xx, +1)

i=0 3 :
X, - n cift ise

n/2 !

l—[(Zixflx0 +1)

i=1

genel ¢oziimiinii elde etmistir.

Cinar (2004b, 2004c), yaptig1 iki ¢alismadan birincisinde; X ,, X, baslangic

aXn -1

fark denkleminin, ikincisinde ise
1+bx X, ,

kosullar1 altinda a,b>0 igin X, =

X,,, = ———— fark denkleminin genel ¢dziimlerini elde etmistir.
1+ax. x,

El Afifi (2004), yaptig1 caligmada; negatif olmayan parametreler ve pozitif

baslangi¢ kosullart ile X, = @ ;’B X"g Pt fark denkleminin pozitif denge noktasinin
X, +UX,

global asimptotik kararli oldugunu gostermistir. Ayrica, bu denklemin yar1 dongii ve

degismez aralik analizini yapmuistur.
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El-Owaidy ve arkadaslan (2004), yaptiklar1 calismada; «, 8,y >0 ve y > S8
a— X

"L fark denkleminin pozitif denge noktasinin global asimptotik kararl

icin x_, =
n+1 7+Xn

oldugunu gostermislerdir.

Kulenovi¢ ve arkadaslarn (2004), yaptiklar1 ¢alismada; baslangi¢ kosullari

pozitif ve p, parametresi pozitif degerli iki periyotlu bir dizi olmak iizere,

X, =P, +—=2 fark denkleminin ¢6ziimlerinin periyodikligini, sinirlilik karakterini ve
X

n

global asimptotik kararliligini incelemislerdir.

Berenhaut ve Stevié (2005), yaptiklar1 ¢alismada; X ,,X 5, X ,,X ;, X, >0 i¢in

1 1
X = b= fark denkleminin ¢oziimlerinin 3 periyotlu ¢6ziimlere

n+l
Xn Xn—l Xn—3Xn—4

yakinsadigini gostermislerdir.

Gibbons ve Overdeep (2005), yaptiklar1 ¢alismada; iki periyotlu negatif

olmayan parametreler ve pozitif baslangic kosullar1 ile XM:L%‘X”’l fark

A1 + ann

denkleminin ¢oziimlerinin global davranisini incelemislerdir.

Papaschinopoulos ve Schinas (2005), yaptiklar1 ¢alismada; k bir tek tam sayi
ve p,, k+1 periyotlu pozitif bir dizi olmak iizere, X, =p, +—==* fark denkleminin
X

n
pozitif ¢6ziimlerinin sinirliligini, periyodikligini ve ¢ekimliligini arastirmislardir.

Ayrica, k =3 i¢in bu denklemin global asimptotik kararliligini incelemislerdir.

Saleh ve Alogeili (2005), yaptiklar1 ¢aligmada; yfk,yfkﬂ,...,yo,Ae(O,oo) ve
ke{2,34,.} olmak izere, yM:AJrM fark denkleminin tek pozitif denge
Y
noktasinin global asimptotik kararliligini, ¢6ziimlerinin periyodikligini ve yar1

dongiilerini incelemiglerdir.
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Zeng ve arkadaslan (2005), yaptiklar1 ¢alismada; «,f,7 >0 ve g(X);

a_—ﬂxn fark

(—oo,oo) araliginda taniml siirekli bir fonksiyon olmak iizere, X , =
]/ + g (Xn—k )

denkleminin global davranigini incelemislerdir.

Sun ve Xi (2007), yaptiklari ¢alismada; baslangig kosullart X_;, X, €(0,)

_1+%0% fark denkleminin {x,}._, pozitif ¢dziimlerinin X =2
» -

n

olmak ftizere, X,

pozitif denge noktasina yakinsadigmi gostermislerdir.

Amleh ve arkadaslan (2008), yaptiklar1 c¢alismada; negatif olmayan

: + X X +7X
parametreler ve negatif olmayan baslangi¢ kosullar1 altinda X, = 4 PX X F 7 X
A+Bx x,, +Cx,

n“n-1

rasyonel fark denkleminin ve bu denklemin bir ¢ok 6zel durumlarinin ¢éziimlerinin
global davranisini, periyodikligini ve ¢éziimlerinin smirliligmni arastirmiglardir. Ayrica,

bu denklem i¢in baz1 a¢ik problemler birakmuslardir.

Elsayed (2008), yaptig1 caligmada; X ,, X, baslangi¢ kosullar1 pozitif reel sayilar

bx, X .
=ax, +——"1— fark denkleminin

ve a,b,c,d pozitif sabitler olmak {izere, X
cx, +dx,

n+1

pozitif ¢6ziimlerinin davranismi incelemistir. Ayrica bu denklemin baz1 6zel

durumlarinin genel ¢6ziim formlarmi elde etmistir.

Hu ve arkadaslann (2008), yaptiklar1 ¢alismada; X, X, E[O,OO) baglangic
kosullari,  f,7,AB,C e(O,oo) parametreler ve X, ,+X,>0 olmak iizere,

ﬂxn +7/Xn—l

Xyq = ikinci mertebeden rasyonel fark denkleminin asal iki periyotlu
A+Bx, +Cx

¢oziimlerinin olmamast durumunda, denklemin tek pozitif denge noktasinin global
asimptotik kararli oldugunu gostermislerdir.

Elabbasy ve Elsayed (2009), yaptiklar1 ¢caligmada; X ,,X . X, pozitif reel

—relree

sayilar, I = max(l,k, p,q) negatif olmayan bir tam say1 ve a,b,c pozitif sabitler olmak
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. ax X . .- S ..
lizere, X ,=—a-=n1"0k  fark denkleminin pozitif ¢oziimlerinin davranigini

n+1
bX,_, +CX,_,

incelemiglerdir. Ayrica bu denklemin bazi 6zel durumlarinin genel ¢6ziim formlarini
elde etmislerdir.

Hamza ve Morsy (2009), yaptiklar: calismada; o €(0,%0) ve k €(0,) sartlar
altinda X, = a+X“—;1 fark denkleminin ¢éziimlerinin smirlihigini, global kararliligini,

n

salmimliligini, periyodik dogasini incelemislerdir.

a‘Xn -1

Sedaghat (2009), yaptig1 caismada; a,b>0 olmak iizere, X, =X +b ve
nn-1
aXan,l o« . s o e L
" :—b rasyonel fark denklemlerinin tiim c¢oziimlerinin global davranigini
Xn + Xn—2

incelemistir. Bu denklemlerin yari-eslenik bagintilar vasitasiyla birbiriyle baglantili
oldugunu ve birinci mertebeden denklemlere indirgenebildigini gdstermis ve bu
ozellikleri kullanarak, her bir denklemin tanimlanamayan ¢oéziimlerini veren baslangig
degerlerinin kiimelerini belirlemistir. Ayrica, bu denklemlerin 2 periyotlu veya smirsiz
¢cOzlimlere sahip olduklarini1 gostermistir. Baz1 durumlarda, baslangi¢ kosullarina bagl

olarak farkli tiirden ¢o6zlimlerin oldugunu da séylemistir.

Papaschinopoulos ve Stefanidou (2010), yaptiklar1 ¢calismada; a pozitif bir

reel say1, m,k € {1, 2, } ve baslangi¢ kosullar1 pozitif reel sayilar olmak iizere,

ax

_ n—m(k+1)+1
Xn+l Tk
H Xn—m(s+1)+1 +1
s=0
k
aXn—Zk—lH Xn—2$
X _ s=0
n+1 2k+1 K K
[+ T Dooces + T T%0ess
s=0 s=0 s=0

ve
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a‘Xn Xn—m(k+l)+l
X p—

n+l

X, + Xn—m(k+1)
rasyonel fark denklemlerinin periyodik ¢oziimlerinin varligini ve pozitif ¢oziimlerin
asimptotik davranislarmi incelemislerdir. Ayrica, s6z konusu denklemlerin ortak
ozellikleri olarak homojen olmayan lineer bir denkleme indirgendiklerine dikkat

cekmiglerdir.

Bajo ve Liz (2011), yaptiklar1 ¢alismada; a,b reel parametrelerinin biitiin
degerleri i¢in (X, X%,)eR? herhangi baslangic kosullart ve n>0 olmak iizere,

X o . -
=—>n1  jkinci mertebeden lineer olmayan rasyonel fark denkleminin

a+bx X,

Xn +1

coziimlerinin kararliligini ve asimptotik davranisini incelemislerdir.

Dehghan ve arkadaslann (2011), yaptiklar1 caligmada; X,, X, baslangic

: " b L
kosullar1 birer reel say1 olmak iizere, X, ,=a+—+ ikinci mertebeden rasyonel

X X, X

n n“*n-1
fark denkleminin {i¢ilincii mertebeden lineer bir fark denklemiyle iligkili oldugunu
gostermiglerdir. Bu iliskiyi ve lineer denklemlerin 6zelliklerini kullanarak ¢oziimlerin

global davranisimi incelemislerdir. a,b>0 ve a+b,c>0 iken s6z konusu denklemin

tek pozitif denge noktasinin kararl ve global ¢ekimli oldugunu gostermislerdir.

Taskara ve arkadaslann (2011), yaptiklar1 ¢alismada; ke N ve baslangig

Pn Xk + X .
kosullari X, ;,X ... X, € R olmak iizere, X, =—— < Y fark denkleminin

n+1
qn + Xn—(k+l)

(k +1) periyotlu ¢oziimlerin varligi igin gerek ve yeter sartlar1 ve periyodik ¢dziimlerin

k parametresine bagl formiillerini elde etmislerdir.

Anisimova (2012), yaptig1 calismada; £ parametresi ve baslangi¢ kosullari

1
X, X

n“n-1

pozitif reel sayilar olmak {izere, X, =/+ rasyonel fark denkleminin
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¢oziimlerinin smirliligini, lokal ve global kararliligint ve periyodiklik karakterini

arastirmistir.

Drymonis ve arkadaslan (2012), yaptiklar1 ¢alismada; «,,f,,7,, A, B,.C,

parametreleri negatif olmayan periyodik diziler ve x_,,x, baslangi¢ kosullar1 negatif

a. + B XX . +vX .
0S¥ Kot ¥ fark denkleminin baz

olmayan reel sayilar olmak iizere, X, =
A1 + Bn Xn Xn—l + Can—l

0zel durumlarinin ¢éziimlerinin global kararliligini, periyodik karakterini ve smirlilik

Ozelligini aragtirmiglardir.

Kulenovi¢ ve Mehulji¢ (2012), yaptiklar1 calismada; negatif olmayan
parametreler ve. A+ B+C >0 sarti1 saglayan baslangi¢ kosullar1 ile, birka¢ denge

noktasma sahip olan xml:OH’B %Y1 ¥ %1 gormundaki fark denkleminin global
A+Bx X ,+Cx. ,

n“*n-1

davranismi bes 6zel durumda arastrrmuslardir. Ozel durumlardan elde edilen bes
denklemin dordiinde, tek denge noktasinin global asimptotik kararli oldugunu ve besinci
denklem igin, tek denge noktasnin kararli oldugunu, ancak asimptotik kararl

olmadigmi ispatlamislardir. Elde ettikleri sonuglardan bazilarini ise genellestirmislerdir.

Anisimova ve Bula (2014), yaptiklar1 ¢alismada; negatif olmayan parametreler
ve keyfi, negatif olmayan baslangi¢ kosullar1 altinda, payda her zaman pozitif olacak
bicimde daha oOnce Amleh ve arkadagslarmm (2008) yaptig1 caligmadaki

a+BXX X

X . =
" A+Bxx _,+Cx |

n“*n-1

ikinci mertebeden kuadratik terimli rasyonel fark denklemini

incelemiglerdir. S6z konusu fark denkleminin bazi 6zel durumlarmi gbéz Oniinde
bulundurmuslar, Amleh ve arkadaslarinin ileri siirdiikkleri bazi varsayimlari

dogrulamiglar, onlarin verdikleri bazi agik problemleri ¢6zmiislerdir.

Tasdemir ve Soykan (2016), yaptiklar1 caliymada; X ; ve X, baslangi¢ kosullar1

reel sayilar olmak {izere, X, ,,=XX,,+a  lineer olmayan fark denkleminin

n n“n-1

periyodikligini ve ¢oziimlerinin davranigini incelenmislerdir.
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Stevi¢ ve arkadaslan (2018), yaptiklar1 ¢alismada; a,b,c birer parametre,

c#0 ve X, X, baslangi¢c kosullar1 kompleks sayilar olmak iizere, X, =a+ b +
X X X

n nn-1

lineer olmayan ikinci mertebeden fark denkleminin ¢oziilebilirligini arastirmislardir.

Abo-Zeid (2019), yaptigi caligmada; o >0 ve X, X, baslangic kosullar reel

sayllar olmak {izere, X —— % fark denklemini ¢ozmiistiir. Bu denklemin

n+1

X X

nn-1

coziimlerinin degigsmez araligin1 bulmus ve global asimptotik kararliligini incelemistir.

2 . o . o
a >ﬁ iken belirli kosullar altinda, her bir ¢6ziimiin periyodik oldugunu veya
periyodik c¢ozlimlere yakinsadigini ya da ¢dziimlerin yogun oldugunu gdstermistir.

2 . . . .
Ayrica, @ < —= iken negatif denge noktalarindan birinin Lebesgue 0l¢iisii sifir olan bir

33

kiimenin disinda kalan baslangi¢ noktalar1 ile baslayan tiim ¢éziimlerinin ¢ekim noktasi

oldugunu gostermistir.

Giimiis ve Abo-Zeid (2019), yaptiklar1 ¢calismada; o >0 ve x,,X, baslangic

kosullar1 reel sayilar olmak tizere, X, , = % fark denkleminin degismez araligin
— X X

n“n-1

bulmuslar, bu denklemin ¢6ziimlerinin global davranisini incelemisler, & <— iken

33

pozitif denge noktalarindan birinin Lebesgue 6lciisii sifir olan bir kiimenin disinda kalan

baslangic noktalar1 ile baslayan tiim c¢oziimlerinin ¢ekim noktasi oldugunu

gostermislerdir. Ayrica, « :i iken denklemin tek pozitif denge noktas: Lebesgue

33

Olciisii sifir olan bir kiimenin disinda kalan baslangi¢ noktalar1 ile baglayan tiim

. : . : : 2
¢oziimlerinin ¢ekim noktast oldugunu gostermiglerdir. Son olarak, o > ——= oldugunda

33

belirli kosullar altinda, periyodik veya periyodik ¢oziimlere yakinsayan ¢oziimlerin

varligin1 gostermisler ve bazi 6rnekler vermislerdir.
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3.2. Fark Denklem Sistemleri Uzerine Yapilmis Cahsmalar

Bu kisimda, ¢esitli tipteki fark denklem sistemlerinin ¢oziimleri, ¢6ziimlerin
periyotlari, smirlilig1 ve global asimptotik kararlilig: ile ilgili son yillarda yapilmis bazi

calismalar hakkinda kisa bilgiler verilmistir.

. X, +1 .
Schinas (1997), yaptig1 ¢alismada; X, = n T Lyness fark denkleminin iig
X

n-1

genellestirmesi olan

ay,+A bx, + A
N+l ! N+l
Xn—l yn—l
ay,+A b.x, +A
N+l T ! N+l
Xn—l yn—l
max {a, Y, A} max {b,x,, A}
Xn+l = ! N+l T
Xna Yo

rasyonel formdaki fark denklem sistemlerinin ve maksimumlu fark denklem

sistemlerinin invaryantlarini vermistir.

Papaschinopoulos ve Schinas (1998), yaptiklari calismada; p ve g pozitif tam

sayilar1 i¢in lineer olmayan iki fark denkleminden olusan,

fark denklem sisteminin ¢dziimlerinin salmimmliligint ve smirliligmmi incelemislerdir.
Ayrica, bu fark denklem sisteminin pozitif denge noktasinin global asimptotik

kararlilig1 tizerinde calismiglardir. S6z konusu fark denklem sisteminin denge

noktasinmn (c,c)=(1+A, 1+ A) seklinde oldugunu elde etmisler ve Ae(0,%0) i¢in

denklem sisteminin ¢oziimlerinin, bu denge noktasinda salinimli oldugunu

gostermislerdir. Ayni sartlar altinda denklem sisteminin ¢oziimlerinin alt ve {ist
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smirlarni elde etmigler, A>1 olmasi durumunda ise denklem sisteminin pozitif denge

noktasinin global asimptotik kararli oldugunu gdstermislerdir.

Clark ve Kulenovi¢ (2002), yaptiklar: calismada; a,b,c,d keyfi pozitif sayilar

Ve X,,Y, baslangic kosullar1 negatif olmayan sayilar olmak iizere,

_ X y = Y
a+cy, "™ b+dx,

Xn +1

fark denklem sisteminin ¢oziimlerinin global asimptotik kararlili§mi ve asimptotik

davranisini incelemislerdir.

Kulenovi¢ ve Nurkanovic (2003), yaptiklar1 ¢alismada; A ve B katsayilari

(O, oo) araliginda segilen reel sayilar ve X;, Y, baslangi¢ kosullar1 negatif olmayan keyfi

sayilar olmak {izere,

y X
X,y = AX, —"—, vy, =By, —"
™ "1+y, o = O 1+ X,

fark denklem sisteminin ¢oziimlerinin global kararliligini arastirmislardir.

Camouzis ve  Papaschinopoulos  (2004), yaptiklar1  galismada;
i=-m,—m+1,..,0 icin XY, baslangic kosullar1 pozitif reel sayilar ve m pozitif bir

tam say1 olmak iizere,

=1+ al v Yo =14 Yn
yn—m Xn—m

X

n+1

fark denklem sisteminin pozitif ¢éziimlerinin sinirliigini, direngliligini ve global

asimptotik davranigini incelemislerdir.
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Ozban (2006), yaptig1 calismada; k negatif olmayan bir tam say1, m pozitif bir
tam say1 ve X ., X e Xos Yoo Yomokerro Yo Daslangic kosullart pozitif reel sayilar

olmak tizere,

Yn
X = — y =
n+1 ' n+l
ynfk Xn—m yn—m—k

rasyonel fark denklem sisteminin ¢dziimlerinin periyodik dogasini aragtirmistir.

Yalginkaya ve arkadaslari (2008), yaptiklari ¢alismada; ae(0,00) bir

parametre ve k =-1,0 i¢in z,,t, €(0,%) baslangi¢ kosullari olmak iizere,

7.t

n-n-1

+a tz +a

n“=n-1

n+1

z +t "t 4z

n n-1 n n-1

fark denklem sisteminin global asimptotik kararli olmasi igin bir yeter kosul elde

etmislerdir.

Kurbanh (2011), yaptig1 calismada; X,,X,,V¥,, Y, Z,,Z, baslangic kosullari

YoX, =1, Xy, #1, Y,Z, # 0 sartlari saglayan reel sayilar olmak iizere,

fark denklem sisteminin pozitif ¢oziimlerini arastirmistir.

Kurbanh ve arkadaslarn (2011), yaptiklari ¢alismada; baslangic kosullari

Yor Yo11 %o: Xy €[0,00) olmak iizere,
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fark denklem sisteminin pozitif ¢dziimlerini arastirmiglardir.

Tollu ve arkadaslar1 (2013), yaptiklari1 ¢alismada;

biciminde verilen iki 6zel tip fark denkleminin ¢oziimlerinin Fibonacci sayilariyla

iligkili oldugunu gostermisler ve bu denklemlerinin ¢6ziim formlarini vermislerdir.

Yazhk ve arkadaslan (2013), yaptiklari ¢aligmada;

X, , =1 Y tl

_ n-1—
n+1

yn Xn—l Xn yn—l

n+1

rasyonel fark denklem sistemlerinin ¢6ziim formlarini incelemisler ve elde ettikleri bu

¢Ozlim formlarini1 Padovan sayilari ile iliskilendirmiglerdir.

Tollu ve arkadaslann (2014), yaptiklar1 caligmada; X, ve Yy, reel baslangic
kosullar1 ve p,,q,,r,,s, dizilerinin her biri ya x, dizisini ya da y, dizisini gostermek

lzere,

_1+ P, _1+rn

n+l ! n+l —

On Sh

fark denklemlerini incelemisleridir. Bu durumda, on alti muhtemel durumda ortaya
cikan sistemlerin on dordiinii ¢6zmiislerdir. Bu on dort sistemin on iki tanesinin

coziimlerinin Fibonacci sayilari ile iligkili oldugunu bulmuslardir.

Tollu ve Yalginkaya (2018), yaptiklar1 ¢alismada; neN, igcin u,,v,, W,
(i:O,l,Z) baglangi¢ kosullar1 negatif olmayan reel sayilar, «;,/f;,7; (j :1,2,3)

parametreler ve p,q,r pozitifreel sayilar olmak tizere,



_ o ogu AT _ oW,
- p ' - q ! n+l — r
Bt Vo, Bo+ VW, Bs+ 73U,

un+l n+1

fark denklem sisteminin pozitif ¢dziimlerinin global davranigini incelemiglerdir.

29
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% ___ FARK DENKLEMINIiN COZUMLERI

4. X .. =
1+ XX,

n+1l
Bu boliimde,

— 2 neN, (4.1)

fark denkleminin pozitif ¢oziimleri, {an}nzo dizisinin durumuna gore iki kisimda ele

almmugtir. Birinci kisimda, {e,}  dizisinin sabit bir dizi olmasi durumunda (4.1)

n>0
denkleminin pozitif ¢oziimleri, ikinci kisimda ise {e,}  dizisinin iki periyotlu bir dizi

olmasi1 durumunda (4.1) denkleminin pozitif ¢oziimleri incelenmistir.

a

41. X . =
1+ x X,

el Denkleminin Céziimleri

Bu kisimda (4.1) denkleminin ¢dziimleri, {,}  dizisinin sabit dizi olmasi
durumunda incelenmistir. Daha kesin olarak, her n>0 i¢in «, = oldugu kabul

edilmistir.

Her n>0 icin, &, = o kabuliinden dolay1 (4.1) denklemi

nelN, (4.2)

denklemine indirgenir. (4.2) denklemi, Amleh ve arkadaslar1 (2008) tarafindan
calisilmis olup yapilan ¢alismada bu denklemin her ¢dziimiiniin sonlu bir limite sahip

oldugu varsayiminda bulunmuslardir. Elde ettikleri sonuglar asagida ifade edilmistir.

Teorem 4.1.1. O<a <2 olsun. Bu durumda (4.2) denkleminin pozitif denge noktasi,

global asimptotik kararlidir (Amleh ve arkadaglari, 2008).
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Varsayim 4.1.1. (4.2) denkleminin her pozitif denge noktasi, sonlu bir limit degerine
yakimsar (Amleh ve arkadaslari, 2008).

Amleh ve arkadaslar1 (2008), (4.2) denkleminin pozitif denge noktasmin sadece
0<a <2 ic¢in global asimptotik kararli oldugunu gostermislerdir. Bu kisimda onlarin

varsayimi, o parametresinin tiim pozitif degerleri icin dogrulanacaktir.

(4.2) denkleminin tek pozitif denge noktasinin ¢ parametresinin tiim pozitif
degerleri i¢in lokal asimptotik kararli oldugu Amleh ve arkadaglar1 (2008) tarafindan
gosterildi. Bu nedenle, burada sadece denge noktasinin global ¢ekimli oldugu

gosterilerek global asimptotik kararlilik sonucu elde edilecektir.

Lemma 4.1.1. ¢ pozitif bir reel say1 olmak iizere,
S(A)=4°-cA*-c

kiibik polinomunun pozitif reel kokii p ile kompleks koklerinin mutlak degeri olan r

arasimda

p

J1+p°

r =

bagmtis1 vardir.

Ispat. Teorem 2.2.4.(c) ye gore, S(1)=0 denkleminde A>0 oldugundan bu
denklemin bir reel p kokii ve iki kompleks eslenik z=re’, Z=re™, 0<(0,7)
kokleri vardir. Bu durumda |z|=|Z|=r olup 2Z =r? oldugu aciktir. Ote yandan p,

S(A) polinomunun kékii oldugundan

p’—cp’-c=0
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esitligi saglanir. Ayrica, bu denklemde kokler carpimi ¢ = pzZ = pr® olup
p®—prip?—pri=0

veya

2

2_ D
1+ p?

r

esitligi yazilabilir. Buradan

p

J1+p°

r =

sonucu elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur. m

P

J1+p°

Sonuc¢ 4.1.1. Lemma 4.1.1. den r =

< p sonucu elde edilir.

Teorem 4.1.2. (4.2) denkleminin her pozitif ¢oziimii sonlu bir limit degerine yakinsar.

Ispat. (4.2) denkleminde

x = o (4.3)

degisken degistirmesi uygulanirsa,

z a az,

z 1+££ Z,+Z7,,
Z 7

n n-1

esitligi elde edilir. Bu esitlikte gerekli diizenlemeler yapilirsa,



33

__Zn__z_2=0 (44)

ticiincii mertebeden lineer homojen fark denklemi elde edilir. (4.4) denkleminin

karakteristik denklemi

P(ﬂ,):ﬂs—lﬂz—l=0 (45)
(04 o

olup Teorem 2.2.4.(c) ye gore A>0 oldugundan bir reel p kokii ve iki kompleks

eslenik re™”, @< (0,7) kokleri vardir. Bu durumda (4.4) denkleminin genel ¢dziimii;
z,=c,p"+r"(c,cosnd+c,sinnd), n>-2 (4.6)

seklinde olur. Burada c,,c,,c; keyfi birer sabit sayidir. (4.3) ve (4.6) dan (4.2)

denkleminin genel ¢oziimii

¢ p i1 (c,cos(n-1)6+c,sin(n—-1)6)

" c.p"+r"(c,cosnd +c,sinno) = 4.7
olarak bulunur.
(4.2) denkleminin bir denge noktasi
R(X)=X*+X-a=0 (4.8)

denkleminin bir kokidiir. P, polinomunun tek reel kokii olan X ile (4.5) te verilen P
polinomunun tek reel kokii olan p arasinda

X = (4.9)

1
p
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bagmntisi vardir. Gergekten, P,(X) polinomunda X = 1 yazilirsa
p

elde edilir. Boylece X = 1 esitliginin dogru oldugu goriiliir.
p

Son olarak, (4.7) de verilen ifadenin n—oo igin limiti alinirsa (4.9) ve

Sonug 4.1.1. den

=—=X
P

n-1
LG J{rJ (c,cos(n—-1)0+c,sin(n—1)6)
limx, = lim 2 P

n—o n—ow pn

c, J{;j (¢, cosnd+c,sinng)

oldugu goriiliir. m

Teorem 4.1.3. (4.2) denkleminin tek pozitif denge noktasi, « parametresinin her

pozitif degeri i¢in global asimptotik kararhdir.

a N :
———"— Denkleminin Coziimleri

42. X, =
1+ XX,

n+l

Bu kisimda (4.1) denkleminin ¢oziimleri, {e,}  dizisinin
b, n tek

a, n cift
a, = ve a>0,b>0, a=b

olacak sekilde tanimli ve iki periyotlu bir dizi olmasi durumunda incelenmistir. Daha

kesin olarak bu kisimda, (4.1) denkleminin ¢éziimlerinin smirliligi, lokal asimptotik
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kararliligi, kapali form ¢6ziimii, global asimptotik kararlilig1 ve periyodik ¢oziimleri ele

almmistir. Burada x_, x, baslangi¢ kosullar1 pozitif reel sayilardir.

(4.1) denklemi

_ Oy _ %
X2n+1 - ' X2n+2 - (410)

1+ X2nX2n—l 1+ X2n+1X2n
biciminde yazilabilir. (4.10) ifadesinde n>0 i¢in a,, =a Ve a,,,, =b yazilirsa

a b

2 x.,= 4.11
T+ X Xy 21 (411)

X

2n+l

+ X2n+1X2n

elde edilir. (4.11) esitliklerinde X,,, ifadesi ikinci denklemde yerine yazilip

diizenlenirse
b(1+x, X
Xoni2 = - = s = ( = Znil) (4.12)
1+ X2n+1X2n 1_|_ L X 1+ XZnXZn—l + aXZn
2N
l+ X2nX2n—1
elde edilir. Bu durumda,
b(1+x, X
X2n+1 = 1#’ X2n+2 = ( - Zn—l) (413)
+ X2nX2n—1 1+ X2nX2n—1 + aXZn

esitliklerinde
Xong =U,, X, =V,, NeN, (4.14)
doniistimleri uygulanirsa,

a _ b(1+uyy,) (4.15)

n+l n+l

1+uv, 1+uyv, +av,
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denklem sistemi elde edilir. Bundan sonraki kisimlarda yerine gore (4.1) denklemi,

yerine gore de (4.15) denklem sistemi ele alinacaktir.

o . -
4.2.1. X, =——"— denkleminin sinirhhg:
1+ X X,

Bu kisimda, (4.1) de verilen denklemin sinirliligi incelenmistir.

Lemma 4.2.1.1. (4.1) denkleminin her ¢6ziimii sinirlidir.

Ispat. (4.1) de verilen x_, = — % ne N, denkleminde her n>0 i¢in
1+ XX,
X, =—D <q (4.16)
1+ XX,

oldugu aciktir. Buradan hareketle x, ,<a ve X, ., <b oldugu rahathkla goriilebilir.
Ayrica (4.1) ve (4.16) dan her n>1 i¢in

@

T1t XX, l+ab

Xn +1

dir. Buradan hareketle, her n>1 i¢in

a a a
X2n+1 = 2n = 2
1+ %, %, , 1+X%X.%,, 1+ab
ve
X Ponia  _ b > b

n+2

1+ X0, %,  1+X%,,.,%, 1+ab

elde edilir. Sonug olarak her n>0 igin
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— <x, .<a 4.17
1+ab 2n+1 ( )

ve

b

——<X, ,<b 4.18
1+ab 2n+2 ( )

olarak bulunur. O halde (4.1) denkleminin her ¢6ziimii smirlidir. m

422 x . =—%__ denkleminin lokal asimptotik kararhhg:
"lex X,

Bu kisimda, (4.15) denklem sisteminin (T,V) pozitif denge noktasimn lokal

asimptotik kararlilig1 incelenmistir.

Lemma 4.2.2.1. (4.15) denklem sistemi, a ,a |x b ,b | arahginda bir tek
1+ab 1+ab

pozitif denge noktasma sahiptir.

Ispat. (4.15) de verilen denklem sisteminin denge noktalar1

b(1+0v
u= a_, \7=¥ (4.19)
1+0v 1+0v+av
cebirsel sisteminin ¢oziimleridir. (4.19) sisteminin birinci denkleminden
1+ov = 2
u
esitligi elde edilir. Bu esitlik, (4.19) sistemin ikinci denkleminde yerine yazilirsa
V= EU (4.20)
a



esitligi elde edilir. (4.20) esitligi,

diizenlemeler yapilirsa,

ve

P( a J_ a’ La_a _a’
1+ab) (1+ab)’ bl+ab b

olur. Ayrica,

P'(T)=30" +%>0

a2 ab((l+ ab)2 —l)
—— 3 <0
b (1+ab)

38

ifadesinde yerine yazilip gerekli

(4.21)

(4.22)

(4.23)

(4.24)

(4.25)

dir. Bu durumda P(T) polinomu monoton artandir. O halde P(T) polinomu,

( a
1+ab’

b_ _ (b a b j ( b
—u=vel — y—a | = )
a al+ab a 1+ab

a] araliginda bir tek koke sahiptir. Diger taraftan (4.20) den

J
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olarak bulunur. Bu nedenle, (4.15) sistemi a ,a|x b ,b | araliginda
1+ab 1+ab

(T,v)= (U,EUJ seklinde bir tek pozitif denge noktasma sahiptir. m
a

Teorem 4.2.2.1. (4.15) denklem sisteminin tek pozitif denge noktasi lokal asimptotik

kararlidir.

Ispat. (4.15) denklem sistemine karsilik gelen

F:( a ,a)x( b ,bj—)( a ,ajx( b ,bj
l+ab 1+ab 1+ab 1+ab
a

X 1+ xy
F =
(yj b(1+xy)

1+ xy+ay

fonksiyonu tanimlansin. F fonksiyonunun Jakobiyen matrisi

[ -ay —ax |
(1+ xy)2 (1+ xy)2
Je (xy)= aby? —ab
(1+ xy+ay)2 (1+ xy+ay)2_

o | T

bigimindedir. Dolayisiyla, F fonksiyonunun (LT, Uj denge noktasi lizerindeki

Jakobiyen matrisi ise

—ba® -’
i a’ a
JF(u’V)= bSUG bu4




40

olur. Bu Jakobiyen matrisin karakteristik polinomu

a’bu?® +a*bu* ab’n’ +bu?®
6 ﬂ’ + 6

P(1)=2?
()= A"+ —— )

bi¢ciminde bulunur.

43 34 2—7 3—=9
a“bu’ +a’bhu ab“U’ +b°u
2 _
AT+ = A+ = =0

karakteristik denkleminde Lemma 2.2.1.(ii) ye gore

4.3 354 2—=7 3—9
a“bu” +a’hu |<1+abu +b’0 <9 (4.26)
a’ | a°

oldugu gosterilirse ispat tamamlanmis olur. Simdi bu esitsizligin saglandigmni

gosterelim:
(4.21) ifadesinde gerekli diizenlemeler yapilirsa,
bu® +al—a’=0
bu® =a’-ali =a(a-10) (4.27)
esitligi elde edilir. Ayrica, (4.26) ifadesinin ilk kismi

a‘bt?® +a*bu* ab’n’ +ba?®
— s <l
a a

seklinde yazilabilir. Simdi bu esitsizligi ¢ozelim.

a’bld® +a’hu’ <a® +ab’t’ +b*n®

a’ou® (a+1) <a’® +(bu®) (am +bu’)



elde edilir. Burada (4.27) ifadesi kullanilirsa

a“(az—UZ)<a‘5+a4(a—U)2

a’-u’ <a2+(a—LT)2
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ifadesi elde edilir ki bu durumun daima saglandig1 asikardir. Yine, (4.26) ifadesinin

ikinci kismi

ab’n’ +b’0?
1+ U <2
a

seklinde yazilabilir. Simdi bu esitsizligi ¢ozelim.

ab’i’ +b’u’ <a®

(bo®)" (am +bu?) < a®

elde edilir. Burada (4.27) ifadesi kullanilirsa

(a-T)" <a?

la-t|<a

O<U<?2a

elde edilir. (4.28) deki U < 2a ifadesi (4.21) de kullanilirsa

2
8a®+22a-2 50
b b

(4.28)
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8a’b+a*>0
a’(8ab+1)>0

8ab+1>0

elde edilir ki bu durumun da daima saglandigi asikardir. O halde, (4.15) denklem

sisteminin tek pozitif denge noktasi lokal asimptotik kararlidir. m

423 x . =—%__ denkleminin kapah form ¢oziimii
"™lex X,

Bu kisimda, (4.1) de verilen denklemin kapali form ¢6ziimleri elde edilmistir.

(4.1) denklemine

= Zna (4.29)

degisken degistirmesi uygulanirsa,

~ L, -Ls =0 nen, (4.30)

n+l n

o, a,

z

tiglinci mertebeden lineer bir fark denklemi elde edilir. Burada z,=1, z,=x, ve

Z, =X,X, dir. (4.30) denklemi

Zona _1 Zyn _1 Zynp = 0 (4-31)
a
ve
1
Zonso _B Zonn — B Zng = 0 (4.32)
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seklinde ifade edilebilir. Bu durumda, (4.31) esitligi (4.32) de kullanilirsa, her ne N,
igin,

L 2 z, —iz =0 (4.33)

Zya—— Loy —— _
2n+4 ab 2n+2 ab n ab 2n-2

denklemi elde edilir. (4.33) denkleminin karakteristik denklemi

R(A)=A g 2 e L

=0 (4.34)
ab ab ab

seklinde olur. Bu karakteristik denklem

1, 1

1 1
A | A+ —==22 +—j:0
( Jab© yab j( Jab©  Yab
seklinde yazilabilir. Burada,

1 1

ve
R(1)=z3+izz+i (4.36)
Vab " ab

olmak uzere,

olarak ifade edilebilir. Ayrica, Q (/1) ve R(i) polinomlar1 igin Q(—/i) = —R(ﬂ,)
iliskisinin varlig1 da agik¢a goriilebilir. Yani 4, R polinomunun bir kokii ise —4 da Q

polinomunun bir kékiidiir. Ote yandan,
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-——W —-——W,_,——W,,=0 (4.37)

ticiincii mertebeden lineer fark denklemini ele alalim. (4.37) denkleminin karakteristik

denklemi

1, 2 1
R (V)= p === 0

seklindedir. Teorem 2.2.4.(c) den Pl(\/;):o denkleminin biri reel, ikisi kompleks

eslenik olan ii¢ koki vardwr. g =A> oldugundan bu kokler swrasiyla p*> ve

ree*?’, HE(O,ﬂ) seklindedir. Ayrica a ve b reel sayilar1i igcin ab>0 ve

,u3=ib(,u+1)2 oldugundan u kokiiniin pozitif oldugu goriilebilir. Bu durumda
a

C,,C,,C, keyfi sabitler olmak iizere, (4.37) denkleminin genel ¢6ziimii

W, , =¢,p*" +r®"(c,cos2nd +c,sin2nd), n>-1 (4.38)
seklindedir. Burada, (4.33) denkleminin genel ¢6ziimii (4.37) denkleminin genel
¢oziimiine karsilik gelir. Bu durumda, w, , =z, oldugundan (4.33) denkleminin genel
¢Ozumil

z,, =¢,p*" +r*"(c,cos2nf+c¢,sin2nd), n>-1 (4.39)

seklinde olur. (4.29) degisken degistirmesine gore baslangic kosullar1 olarak z,=1,

Z,=X, Ve Z_, =X,X, kabul edilmisti. (4.31) ve (4.32) ifadelerinden

elde edilir. (4.39) denkleminden
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Z,=%XX, =i+i2(c2 €0s 260 —c,sin 20)
p> r
z,=1=c +¢,

Z, =%(1+ xox_l)+%xO =c,p?+r°(c,cos20+c,sin 20)

esitlikleri elde edilir. Bu esitliklerden c,,c,,c, keyfi sabitleri ¢oziiliirse,

p? (abr* +1)x,x_, +ax, — 2abr* cos 20 +1

T p* +r*—2p?r?cos20
(ab—p?) (abr +1)x,x., +ax, — 2abr’ cos 20 +1
C, =
? ab p*+r*—2p?r?cos20
cos 2(9(abp4 + p? (@brx,X , —ax, —X,X —1)—abr4)— r? (abp*x,x_, —ax, — %,x_, -1)
C, =

absin 20( p* +r* - 2p*r’ cos 20)

olarak bulunur. Ote yandan (4.31) denkleminde z,, ve z, , ifadeleri yerlerine

yazilirsa,

Lonn ="yt~ 25

Zyoy = é(c1 p*" +17" (¢, c052n0 + ¢, Sin 2n0)

+§(clp2"‘2 +r?"%(c,cos(2n—2)0+c,sin(2n —2)0))

elde edilir. Bu ifadede gerekli diizenlemeler yapilirsa,

2 2n
Z,.,=C pT+1 P> 4+ r?(c; cos2nd+c,sin2nd), n>-1 (4.40)

ifadesi bulunur. Buradaki c, ve c; keyfi sabitleri
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C, (r2 +c0520)—c3sin 20
2

c, (r2 +cos 29)+c2 sin 26

!
C, = Ve ¢ = -

r r

bi¢imindedir. Ayrica p, Q polinomunun bir kokii oldugundan Q(p):O esitligi

saglanir. Buradan

=./=p (4.41)

esitligi elde edilir. (4.41) esitligi, (4.40) genel ¢oziimiinde yerine yazilirsa,
b 2n+l r2ﬂ i [

Zyn =Ciy[— P +—(c; c0s2n6 +C;sin2nf), n>-1 (4.42)
a a

sonucu bulunur.

O halde, (4.29) degisken degistirmesinden ve (4.39) ile (4.42) esitliklerinden her

n>0 igin (4.1) denkleminin kapali formdaki ¢oziimii;

c,p*"?+12"?(c,cos(2n-2)0 +c,sin(2n-2)0)

Xopg = b 22 (4.43)
cl\/;p2”1+a(c; cos(2n—2)#+c;sin(2n—2)6)
ve
2n-2
Cl\/szn_l-F ' (c; cos(2n—-2)6+c;sin(2n-2)0)
Xop =2 . (4.44)

c,p™ +r’"(c,cos2nd +c, sin 2nH)

seklinde yazilabilir.



47

424. X ,,= ﬁ denkleminin global asimptotik kararhhg:
n“*n-1

Bu kisimda, (4.15) denklem sisteminin tek pozitif denge noktasmmn global

asimptotik kararlilig1 incelenmistir.

Teorem 4.2.4.1. (4.15) denklem sisteminin tek pozitif denge noktasi global asimptotik

kararhdir.

Ispat. Teorem 4.2.2.1. den (4.15) denklem sisteminin pozitif denge noktasmin lokal
asimptotik kararli oldugunu biliyoruz. Global asimptotik kararli oldugunu gdstermek

igin

limu, =t ve limv =V

nN—o0 n—oo

oldugunu veya (4.14) dikkate alinarak,
limx,, ,=0 ve limx,, =V

a_ a°

oldugunu gostermek yeterlidir. Burada T, (4.22) ile verilen P(U)=U3+EU—F

polinomunun tek reel kokiidiir. Ayrica, P polinomunun T kokii ile (4.35) de verilen Q

polinomunun p kokii arasinda,

oo 21
u—\/;p (4.45)

bagntis1 vardir. Bu bagintinin dogrulugunu goéstermek igin, P(\/% lj =0 esitliginin
p

saglandig1 gosterilmelidir. Gergekten,
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al)] alal alal a° a1 1 1 a1
P e~ 2= __ ¢ - 3__— p2__- |=_= - =0
(\fbpj b\fbp“b\fbp b b ps(p Jab @j b o (P

oldugu goriiliir. Buradan hareketle, (4.43) ve (4.44) de verilen ifadelerin n— oo igin

limitleri alinirsa (4.45) ve Sonug 4.1.1. kullanilarak,

My lim—2 p?" 2 +r®"?(c,cos(2n-2)0+c,sin(2n-2)0)

rl1i—>oo 2n-1 n—o b r2n—2
cl\/;pzn‘l+ . (c;cos(2n—2)0+c;sin(2n-2)0)

2n-2
s c1+(:)j (c,cos(2n-2)6+c,sin(2n-2)0)
e E b V|
c +[;j ;(c; cos(2n—2)6+c;sin(2n-2)0)

a

bulunur. Ayrica,

2n-2
cl\/apz”‘“rr (c; cos(2n—-2)6+c;sin(2n-2)0)
limx,, = lim—2 a

N noee c,p* +r*"(c,cos2néd +c, sin 2nd)

2n-1
o Cl\/EJ{U alr(c; cos(2n—2)0+c;sin(2n-2)0)

2n

=lim

n—oo p

\F1 b
= [——=—U =V
ap a

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir. m

2n
c + (;J (c,cos2nd +c,;sin2no)
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425. X,,,= ﬁ denkleminin periyodik ¢oziimleri
n“*n-1

Bu kisimda, (4.1) de verilen denklemin periyodik c¢oziimlerinin varhgi

incelenmistir.

Teorem 4.2.5.1. (4.1) denklemi
{...,U,EU,U,EU,..} (4.46)
a a

seklinde verilen pozitif iki periyotlu ¢oziimlere sahiptir.

Ispat. (4.1) denklemi

{ v ...}
seklinde iki periyotlu ¢oziimlere sahip olsun. (4.11) den

a b

= , = 4.47
¢ Tidw V=10 » (4.47)
olarak ifade edilebilir. (4.47) den

b
v=—¢ (4.48)
a

oldugu kolayca goriilebilir. (4.48) esitligi, (4.47) ifadesinde yerine yazilarak gerekli

diizenlemeler yapilirsa,

2

P(¢):¢3+%¢—%:O (4.49)
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bulunur. (4.22) den, T nun P(T) polinomunun kékii oldugunu biliyoruz. Béylelikle,

¢ =U oldugu goriiliir. O halde, (4.48) esitliginden (4.1) denklemi,

seklinde pozitif iki periyotlu ¢oziimlere sahiptir. m
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5. NUMERIK UYGULAMALAR

Bu boliimde, onceki bdliimlerde elde edilen teorik sonuglar1 desteklemek igin

bazi niimerik 6rnekler verilmis ve ¢oziimler grafiklerle gorsellestirilmistir.

Ornek 5.1. =5 ve x,=3.2, x,=7.3 igin (4.2) denkleminin ¢oziimii Grafik 1 de

verilmistir.

Grafik 1: =5, x =32, x =73

Ornek 5.2. =15 ve x,=5.1, x,=4.3 i¢in (4.2) denkleminin ¢dziimii Grafik 2 de

verilmistir.

Grafik 2: a =15, X, =51, X, = 4.3
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Ornek 5.3. =25 ve x,=7.6, x,=1.3 igin (4.2) denkleminin ¢oziimii Grafik 3 te

verilmistir.

Grafik 3;: a =25, X, = 7.6, X, = 1.3

Ornek 5.4. a=13, b=5 ve u,=3.1, v, =2.3 icin (4.15) denklem sisteminin ¢dziimii

Grafik 4 te verilmistir.

0 10 20 30 40 30
n

u(n)=x(2n-1) — - v(n)=x(2n)|

Grafik 4: a=13, b=5, u = 3.1, v, = 2.3
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Ornek 5.5. a=8, b=7 ve u,=5.7, v, =0.3 igin (4.15) denklem sisteminin ¢dziimii

Grafik 5 te verilmistir.

{u(n),

0 10 20 30 40 50
n

u(n)=x(2n-1) — - v{n)=x(2n)|

Grafik 5: a=8, b=7, u0=5.7, v, =03

Ornek 5.6. a=0.8, b=25 ve u,=4.2, v,=12.3 i¢in (4.15) denklem sisteminin

¢Oziimii Grafik 6 da verilmistir.

[— - u@)=x(n-1) v(n)=x(2n)|

Grafik 6: a=0.8, b =25, U, = 4.2, v, =123
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Ornek 5.7. a=3, b=5 ve x_, =3.1, x, =2.3 icin (4.1) denkleminin ¢dziimii Grafik 7

de verilmistir.

251

x(r)

054

Grafik 7: a=3, b=5, x_1:3.1, x0:2.3

Ornek 5.8. a=7, b=4 ve x,=3.1, X, =2.3 i¢in (4.1) denkleminin ¢dziimii Grafik 8

de verilmistir.

251

x(r)

Grafik 8: a=7, b=4, x, =31, X, =23
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Ornek 5.9. a=13, b=15 ve x,=3.1, x,=2.3 igin (4.1) denkleminin ¢oziimii

Grafik 9 da verilmistir.

321
3.0
281
2.6

2441

x(n)

221

201

0 20 40 60 80 100

Grafik 9: a=13, b =15, x_1:3.1, X =23

0
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6. SONUC VE ONERILER

Bu calismada, X ,,X, baslangic kosullar1 pozitif reel sayilar olmak {izere,
Xo =, [ (1+%,%,;) fark denklemi incelenmistir. S6z konusu denklemde {a,}
dizisinin sabit dizi olmasi durumunda her n>0 i¢in «,=a oldugu kabul edilerek

oo =/ (1+X%,X,_,) fark denklemi elde edilmis ve bu denklemin pozitif ¢éziimleri, «

n“n-1
parametresinin tiim pozitif degerleri i¢in incelenmistir. Yine bu fark denkleminin tek
pozitif denge noktasiin global ¢ekimli oldugu gosterilerek global asimptotik kararlilik

sonucu elde edilmistir.

Ayrica, yine bu calismada X, =a,/(1+xx,_,) fark denklemi, {a,}
dizisinin iki periyotlu bir dizi olmasi durumunda, kararlilik analizi yapmak i¢in bir
sisteme doniistiiriilmistiir. Dahasi, s6z konusu denklemin ya da sistemin smirliligi, lokal
asimptotik kararlhiligi, kapali form ¢6ziimii, global asimptotik kararlilig1 ve ¢oziimlerinin

periyodiklik karakteri incelenmistir.

Xo =, 1 (1+x,x,,) fark denkleminde {«,}  dizisinin ii¢ periyotlu bir dizi

n“*n-1
olmast durumunda denklemin ¢06ziilebilirligi arastirilabilir. Ayrica, ¢6ziimlerin
periyodiklik karakteri, smirliligi, lokal asimptotik kararliligi ile global asimptotik

kararlhilig1 arastirilabilir.
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