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OZET
Yiiksek Lisans Tezi

HARDY-HILBERT TiPLi ESITSiZLIKLER VE BAZI
OPERATORLERIN BEREZIN SAYILARI

Dilara GUNDOGDU

Siilleyman Demirel Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali

Danisman: Dog¢. Dr. Suna SALTAN

Bu caligmada ilk olarak konunun tarihi gelisimi ifade edilmis ve ¢aligmada kul-
lanilan baz1 temel tamimlar verilmistir.

Daha sonra, klasik Hardy esitsizlikleri ve Hardy-Hilbert tipli esitsizlikler ifade
edilmistir.

Uretici cekirdekler ve Berezin sembolii metodunun bir uygulamas: bazi Hardy-
Hilbert esitsizliklerinin kullanilmasi ile verilmigtir.

Yani, iiretici ¢ekirdekli Hilbert uzay1 tizerindeki pozitif bir operatoriin Berezin
say1sl i¢in ters kuvvet esitsizligi ispatlanmigtir.

Anahtar kelimeler: Uretici cekirdekli Hilbert uzayi, Uretici cekirdek, Hardy
uzay1, Hardy-Hilbert egitsizligi, Berezin sembolii, Berezin sayisi, Niimerik Yari-
cap, Pozitif operator, Kendine es operator.

2017, 31 sayfa
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ABSTRACT
M.Sc. Thesis

HARDY-HILBERT TYPE INEQUALITIES AND BEREZIN
NUMBERS OF SOME OPERATORS

Dilara GUNDOGDU

Siileyman Demirel University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics

Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Suna SALTAN

In this work, firstly, the historical development of the topic is mentioned, and
some main definitions are given.

Later, classical Hardy inequalities and Hardy-Hilbert type inequalities are ex-
pressed.

An application of method of reproducing kernels and Berezin symbol is given
by using some Hardy-Hilbert inequalities.

Namely, the inverse power inequality for Berezin number of a positive operator
on reproducing kernel Hilbert space is proven.

Keywords: Reproducing kernel Hilbert space, Reproducing kernel, Hardy space,
Hardy-Hilbert inequality, Berezin symbol, Berezin number, Numeric radius, Pos-
itive operator, Self-adjoint operator.
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SIMGELER VE KISALTMALAR DiZiNi

A
ber (A)
Ber (A)

A operatoriiniin Berezin sembolii
A operatoriiniin Berezin sayisi

A operatoriiniin Berezin kiimesi
Fonksiyonel Hilbert uzay1

A operatoriiniin adjointi
Ortonormal baz

Birim disk

‘H Hibert uzayindaki lineer siirl operatorler
Kompleks sayilarin agik bir kiimesi
Negatif olmayan reel sayilar dizisi
Hardy uzay:

Niimerik yarigap

Niimerik deger kiimesi

Uretici cekirdek

Normallegtirilmis tiretici ¢ekirdek
Bergman uzay

Uretici cekirdek

Normallestirilmis tiretici ¢ekirdek



1. GIRIS

Uretici cekirdekler teorisi, yirminci yiizyiin basinda ilk olarak Zaremba’nin
(1907) harmonik ve biharmonik fonksiyonlar igin sinir deger problemleri ile ilgili

calismasinda kullanilmigtir.

Bir stire dikkat ¢ekmeyen ve iizerinde calisilmayan iiretici c¢ekirdek kavramu,
Szegd (1921), Bochner (1922) ve Bergman’in (1922) ¢alismalar ile yeniden giin-
deme gelmistir. Ozellikle Bergman’in calismalari ile kompleks degiskenli fonksi-
yonlar teorisinde 6nemli sonuglar elde edilmistir (Bergman, 1922). 1941 yilinda
iiretici ¢ekirdekler Kolmogorov tarafindan olasilik teorisinde kullanilmig, orijinal

ve yeni sonuclar bulunmustur.

Daha sonra iiretici gekirdekler konusu ayrintil olarak Aronszajn tarafindan ele

alinarak, konunun genel teorisi ortaya konulmustur (Aronszajn, 1950).

Sonraki yillarda, Japon matematik¢i Saitoh iiretici cekirdekler teknigine yeni
yonler vererek, analizde, diferansiyel denklemler ve integral denklemler teorisin-

de, operatorler teorisinde 6nemli sonuglara imza atmigtir (Saitoh, 1988; 1997).

Uretici cekirdekler, Hilbert uzaylarindaki lineer ve lineer olmayan operatorlerle
birlikte diisiiniildiigiinde oldukg¢a genis uygulama alanlarina sahiptir. Bergman
gekirdegi ve Szegd cekirdegi gibi belirli iiretici gekirdekler de kompleks analizde

gesitli uygulama alanlar1 bulmaktadir.

Berezin sembolii kavrami, iiretici g¢ekirdekler kullanilarak ilk defa Rus mate-
matik¢i Berezin tarafindan tanimlanmigtir (Berezin, 1972; 1974). Boylece Bere-
zin operatorler icin kovaryant ve kontravaryant sembol kavramlarini ifade et-

mistir.

Berezin sembolii, operatorler teorisinde 6nemli bir yere sahiptir. Ciinkii bir ope-
rator icin onemli bilgiler tasimaktadir. Ornegin, fonksiyonel Hilbert uzaylarinda
bir operator Berezin semboliiyle tek tiirlii tanimlanabilir. Dolayisiyla operator-

lerin baz ozellikleri Berezin sembolii ile ortaya koyulabilmektedir.



Unlii Hardy esitsizliklerinin gelisimi 1906-1928 yillarinda olmustur. G.H. Hardy’
den bagka Landau (1921), Polya (1926), Riesz (1919) gibi iinlii matematikgiler

bu esitsizliklerin gelistirilmesinde énemli katkilarda bulunmuslardir.

Klasik Hardy esitsizlikleri olarak bilinen

S (5 <) 5

n=1 k=1

Z éo/xf(t)dt pdxg (ﬁ)pjfp@)dx.

esitsizlikleri Hardy vd. (1967) tarafindan yazilan "Egitsizlikler" adl kitabin

ve

olugsmasina 1s1ik tutmustur. 1900 li yillarin baginda David Hilbert tarafindan
klasik Hardy esitsizligi ile yakindan iligkilidir. Dahas1 Hilbert esitsizligi, Hardy
icin temel motivasyon kaynagi olmustur. Hilbert esitsizliginin ispat1 tek bagina
Hilbert tarafindan verilmemistir. Bu esitsizligin ispatinda énemli katk: saglayan
Hardy sayesinde, bugiin literatiirde Hardy-Hilbert tipli esitsizlikler olarak yer
alan teori ortaya konulmustur. Bu esitsizlikler analiz ve uygulamalarini iceren

matematigin birgok alaninda kullanilmigtir (Mitrinovic vd., 1991).

Baz1 genellegtirmeler yapilarak Hardy-Hilbert tipli yeni esitsizlikler Das ve Sa-
hoo (2010), Krinic ve Pecaric (2006) tarafindan elde edilmigtir. Konunun farkl
yollarla ele alinmasi ve geligtirilmesi ile Hardy-Hilbert tipli egtsizlikler ve uygu-

lamalar1 operatorler teorisinde yerini almigtir.

Bu tez ¢alismasinda, Berezin sembolii methodunun bir uygulamasi Hardy-Hilbert

tipli esitsizliklerin kullanilmasi ile verilmistir.

Uretici cekirdekli Hilbert uzay: tizerindeki, pozitif A operatériiniin Berezin sayis

i¢in ters kuvvet esitsizligi ifade edilmistir. Yani

(ber(A))" < C(n,m)ber(A™)



esitsizligi Hardy-Hilbert esitsizlikleri kullanilarak ispatlanmigtir.

Boylece operatorlerin Berezin sayilarinin klasik egitsizliklerine alternatif bir bakisg

acis1 kazandirilmigtir.



2. KAYNAK OZETLERI

Uretici cekirdekler kavrami, ilk olarak 1907 yilinda Zaremba tarafindan kul-
lanilmigtir (Zaremba, 1907).

1950 yilinda Aronzajn konuyu ayrintili ve derinlemesine ele alarak caligmalar

yapmast iiretici ¢ekirdeklerin genel teorisini ortaya koymustur (Aronszajn, 1950).

Uretici cekirdekler teknigine yeni yonler veren Japon matematikci Saitoh ko-
nunun operatorler teorisinde yer almasima énemli katki saglamigtir (Saitoh, 1988;

1997)

Berezin sembolleri kavrami iiretici cekirdekler kullanilarak Rus matematikei
Berezin tarafindan tanimlanmigtir. Berezin kavrami kullanilarak Schrodinger
operatorii, Hamilton operatorii, Jacobi operatorii gibi kuantum fizigi ve mate-
matiksel fizigin 6nemli operatorlerinin 6zdegerlerinin dagilimi konusunda 6nemli

sonuglar elde etmistir (Berezin, 1972; 1974).

Siirl bir fonksiyon olan Berezin sembolii, operatorleri incelemek igin iyi bir
aractir. Bu sebeple Nordgren ve Rosenthal standart fonksiyonel Hilbert uza-
yindaki kompakt operatorlerin karakterizasyonunu Berezin sembolii kullanarak

ifade etmigtir (Nordgren ve Rosenthal, 1994).

Hardy ve Bergman uzay1 gibi fonksiyonel Hilbert uzaylarinda bir A operatorii
kendisinin Berezin sembolii A ile tek olarak tammlanabilir. Berezin sembolii
Toeplitz ve Hankel operatorlerini inceleme konusunda da ¢nemli rol oynamigtir.
Boylece "Berezin sembolii operatorler icin baska hangi bilgileri verebilir?" dogal
sorusu sorulabilir. Bu sorunun cevabi ile ilgili baz1 sonuglar Zhu'nun kitabinda,
Zorboska, Karaev, Karaev ve Saltan’in makalelerinde verilmigtir (Zhu, 1990;

Zorboska, 2003; Karaev, 2010; Karaev ve Saltan, 2005).

H (€2) fonksiyonel Hilbert uzaymdaki A operatoriiniin Berezin kiimesi ve Berezin

sayis1 Karaev tarafindan

Ber(A) := {E(A) A€ Q}
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ber(A) := sup {‘Z(A)‘ TN E Q}

seklinde tanimlanmigtir (Karaev, 2006; 2013).
w(A) := sup {[{Az, z)| : ||z[l5, = 1}

seklinde ifade edilen A operatoriiniin niimerik yaricapi i¢in kuvvet esitsizligi

Halmos tarafindan verilmistir (Halmos, 1982):
w(A™) < (w(A)", VYn > 1.

Klasik Hardy esitsizlikleri olarak bilinen, p > 1 ve {a,};" negatif olmayan reel

sayilar dizisi i¢in,
p
[e9) 1 n p o0
>(13a) < () L
n=1 r k=1 p= n=1
ve p > 1 ve (0, +00) lizerinde p-integrallenebilir f fonksiyonu igin,
xT p

07 éo/f(t)dt iz < (ﬁ)pff(x)pdx.

esitlikleri {inlii Hardy esitliklerinin gelistirilmesinde temel olusturmusgtur (Hardy,

1967).

1900 lii yillarin baginda David Hilbert tarafindan ifade edilen

N =

1 1
S cn (Y] (30)
n=1 m=1 n=1 n=1

Hilbert esitsizligi {a, };" reel sayilar dizisi i¢in verilen klasik Hardy esitsizligi ile
yakindan iligkilidir. Bu esitsizligin ispatindaki adimlarda Hardy ve Riesz’in de

katkilar:1 olmustur.

Konunun geligimi ile asagidaki Hardy-Hilbert esitsizlikleri literatiirdeki yerini

almigtir.



p>1,a,,b0,>0,0< > a? <+oovel< ) bl icin
n=1 n=1

S5t <amn (S) (5)

m=1 n=1 n=1

ve bu esitsizlige denk olan

dir.

Hardy-Hilbert esitsizlikleri analiz ve uygulamalarimi iceren matematigin cesitli
alanlarimda kullanilmigtir (Mitirinovic vd., 1991). Bu esitsizliklerin genellegti-
rilmeleri yapilarak Hardy-Hilbert tipli yeni esitsizlikler Das ve Sahoo (2010),

Krinic ve Pecaric (2006) tarafindan elde edilmistir.



3. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde, tez caligmasinda kullanilacak olan gerekli bazi kavramlar ve bu

kavramlarla ilgili tanim, notasyon ve teoremler verilecektir.

Tanim 3.1. X, C skaleri iizerinde bir vektoér uzay: olsun. Her z,y,z € X ve A

skaleri i¢in,

kosullarim saglayan (z,y) fonksiyonuna i¢ carpim denir. Uzerinde i¢ garpim

tanimlanmig X kompleks vektor uzayina i¢ garpim uzayi denir (Kreyszig, 1989).

I¢ carpim uzaymm en 6nemli 6zelligi her z,y € X icin

(= y)| < =[]yl

esitsizligini saglamasidir. Bu esitsizlige Cauchy Schwarz egitsizligi denir. Esitli-
gin saglanabilmesi i¢in gerekli ve yeterli kosul x ve y vektorlerinin lineer bagim-

s1z olmasidir.

Tanmim 3.2. X, C skaleri iizerinde bir vektor uzayi olsun. Her z,y, 2z € X ve A

skaleri igin,

1. ||z]| > 0 ve ||z|| = 0 <= = = 0 (pouzitif),
2. |z +yll < llzll + llyll (tggen esitsizligi),
3. [|Az]] = IA[ |l

kogullarini saglayan ||z|| reel sayisina X uzayindaki norm denir. Uzerinde norm
tanimlanan X vektor uzayina normlu uzay denir. Her i¢ ¢carpim uzay1 normlu

uzaydir (Kreyszig, 1989).

Tamim 3.3. Normlu bir X uzaymnda {z,} dizisi verilmis olsun. Eger,



lim ||z, —z|| =0
n—oo

olacak gekilde bir x € X varsa, {z,} dizisi kuvvetli yakisaktir ya da norma

gore yakinsaktir denir ve bu durum,

limz, =z
n—oo

veya, kisaca x, — x ile gosterilir. z degerine, {z,} dizisinin kuvvetli limiti
adi verilir ve {z,} dizisi kuvvetli olarak = degerine yakinsaktir denir (Kreyszig,

1989).

Tanim 3.4. X, C kompleks skaleri iizerinde bir normlu uzay olsun. f: X — C
siirh operatorii her x,y € X ve a, 8 € C i¢in f(ax + By) = af(x) + 5f(y)
kogulunu sagliyorsa f fonksiyoneline siirli lineer fonksiyonel denir. Buna gore

her z € X icin

|f(@)] < el

olacak gekilde bir ¢ sayisi vardir. Ayrica f nin normu
/1] = sup {[f(z)[ « [[«]| = 1}

ile tamimlanir (Kreyszig, 1989).

Tanim 3.5. X normlu uzay bir olsun. X iizerindeki tiim simirh lineer fonksi-

yonellerden olusan kiime,

1] = sup&) — sup | £(x)|
zeX zeX
z#0 =1

ile tanimlanan norma sahip olan, normlu bir uzay olusturur. Bu uzaya, X in

dual uzay1 adi verilir ve X ile gosterilir (Kreyszig, 1989).

Tanim 3.6. Normlu bir X uzayinda {z,} dizisi verilmis olsun. Eger her f € X’
icin lim f(z,) = f(z) olacak sekilde bir z € X varsa {z,} dizisi zayif yakin-
saktir denir ve z,, = x ile gosterilir. = degerine, {x,} dizisinin zayif limiti ad:

verilir ve {z,} dizisi x degerine zayif yakinsaktir denir (Kreyszig, 1989).



Tamim 3.7. X normlu uzaymnda bir {z,} dizisi m — oo ve n — oo iken
|Zm — @n|| — 0 ise o zaman {x,} dizisine Cauchy dizisi denir. Eger X normlu
uzayinda her Cauchy dizisi yakinsak ise X uzayma tam uzay denir (Kreyszig,

1989).
Tanim 3.8. Tam i¢ ¢arpim uzayma Hilbert uzay denir (Kreyszig, 1989).
Tanim 3.9. Tam normlu uzaya Banach uzay1 denir (Kreyszig, 1989).

Simdi verecegimiz Riesz temsil teoremi, Berezin sembollerinin taniminda kul-

lanmilan tiretici ¢ekirdek kavraminda énemli bir role sahiptir.

Tanim 3.10. (Riesz temsil teoremi) Bir H Hilbert uzayindaki her siirh li-
neer f fonksiyoneli, i¢ carpim olarak ifade edilebilir. Yani, y, f fonksiyoneline

bagli olmak iizere

f(x) = (z,y)

esitligini saglayacak sekilde bir tek y vektorii vardir ve || f|| = ||y|| dir (Kreyszig,
1989).

Tanmim 3.11. ¢;, j = 1,2, ... icin Hilbert uzayinda vektorler olsun. Eger S =

{e1, €9, ...} vektorler dizisi

) j=k
<ej7 ek) - (1), ;‘;ék

kosulunu sagliyorsa S kiimesine ortonormal kiime denir (Kreyszig, 1989).

Tanim 3.12. ‘H bir Hilbert uzay ve T' : 'H — H bir doniigiim olsun. Eger T'
doniigiimii her z,y € ‘H ve o, 5 € C igin T(ax + By) = aTz + [Ty ozelligini
saglarsa T ye lineer operator denir (Kreyszig, 1989).

Tanim 3.13. H Hilbert uzayinda bir 7" lineer operatorii her = € H icin ||Tz| <
c||z|| olacak sekilde ¢ > 0 sabiti varsa T" ye sinirhi lineer operator denir. Ayrica

T nin normu

1T = sup{[[T| - l=] = 1}



dir (Kreyszig, 1989).

Tamim 3.14. H Hilbert uzayinda 7" ve S sinirh lineer operator olsun. O zaman

agagidaki ozellikler saglanir (Kreyszig, 1989).

1. Her a € C igin ||oT|| = |a] ||T||
2. |7+ S < TN+ 1151
3 TSI < TIHS]

Hilbert uzay: iizerinde tanimladigimiz siirli lineer bir operatér adjoint ope-
ratorii tanimlamamiza olanak saglamaktadir. Bu operatoriin, ayni zamanda,
kendine eg, normal, iiniter, ortogonal projeksiyon ve izomeri operatorlerin tanim-
lanmasinda ve cesitli uygulamalarin incelenmesinde énemli bir rolii vardir. Ilk

olarak adjoint operatoriin tanimini verelim.

Tanim 3.15. H; ve Hs Hilbert uzaylar olmak iizere 7' : 'H; — Hy sinirh lineer

operator olsun. 1" nin 7™ adjoint operatorii her x € H; ve y € Hs igin
(Tw,y) = (z,T"y)

olacak gekilde bir 7% : Hy — H; operatoriidiir (Kreyszig, 1989).
Adjoint operatorlerin bazi ¢zelliklerini verelim.

Tanim 3.16. H; ve H, Hilbert uzaylar1, S : H;y — Hs ve T': H; — Ha smrh

lineer operatorler ve o herhangi bir skaler olsun. Buna gore

a ||| = |7

b. (S+T)" = S +T*
c. (aT)" =aT*

d. (T*) =T

e. (ST)" =T*S*
£ 77| = |TT*|| = |T|
g T"l'=0<«=T=0

dir (Kreyszig, 1989).

10



Adjoint operator yardimiyla bazi 6zel tip operatorler soyle tanimlanabilir.

Tanim 3.17. Hilbert uzay1 tizerindeki baz 6zel tip operatorler asagidaki gibi

tanimlanir (Kreyszig, 1989).

kendine esg operator: T* =T

normal operator: T*1T = TT*

ortogonal projeksiyon operator: 172 =T ve T* =T
tiniter operator: T*T =TT* =1

izometri operator: T*1" = [

pozitif operator: (T'z,z) > 0 (her x € H)

Tanim 3.18. S C C olmak iizere f : S — C kompleks fonksiyon ve zy € S

olsun. f kompleks fonksiyonu zg noktasinin bir
D(zp,7) ={2€C:|z—2| <r}

komsulugunun biitiin noktalarinda tiirevlenebilir ise f, zy noktasinda analitiktir

denir.

Bagka bir deyisle, f fonksiyonu zp noktasinin her D(zp, ) komsulugunda yakin-
sak io: an(z — zo)™ Taylor serisine sahip ise f, zo noktasinda analitiktir denir.
Egern ?Okompleks fonksiyonu S bolgesinin tiim noktalarinda analitik ise f fonksi-
yonuna S kiimesi iizerinde analitiktir denir. f fonksiyonu, C nin tiim nokta-

larinda analitik ise tam fonksiyon olarak tanimlanir (Rudin, 1991).

18

Tanmim 3.19. D = {z € C: |z| < 1} birim diski iizerinde f(z) =

2
< o0

uzayma klasik Hardy uzay1 denir ve H? = H?(D) ile ifade edilir.

(n)z"

n=0

analitik fonksiyonlarinin olusturdugu

= {1:56)= 5 fopsnve [

f(z)=>] f(n)z" ve g(z) = > g(n)z" icin H? uzaymdaki i¢ ¢arpim,
n=0 n=0

11



ile tanimlanir.

~

( )2™ vektoriiniin normu,

f(z) =

||M8

f<n>)2)é

seklinde olup, f(n) = % ifadesi f(z) analitik fonksiyonunun n. Taylor kat-

1= (&

n=0

sayisidir (Rosenblum, Rovnyak, 1985; Martinez-Avendano, Rosenthal, 2007).

Tanim 3.20. ||f|3, = /\f(z)\sz(z) normu sonlu olacak sekilde tiim ana-

D
litik fonksiyonlarin olugturdugu Hilbert uzayma L? = L2(D) Bergman uzayi
denir. Burada dA = %, D nin 6l¢timii 1 e esit olacak sekilde normallegtirilmis

Lebesgue bolge slctimiidiir.

Tanmim 3.21. Kompleks sayilarin agik € kiimesi iizerinde her A € € i¢in f —
f(A) lineer fonksiyoneli siirekli olacak sekilde Q kiimesi iizerinde kompleks degerli
f fonksiyonlarmin olusturdugu ‘H = H (2) Hilbert uzayina fonksiyonel Hilbert
uzay1 ya da iiretici gekirdekli Hilbert uzayi denir (Halmos, 1982).

Klasik Riesz temsil teoreminden A € Q icin f (\) = (f, kx.r) olacak sekilde bir

tek ky n € 'H fonksiyonu vardir. Bu ky )y = k) fonksiyonuna H uzaymin iiretici

gekirdegi, EM A= fonksiyonuna ise H uzayimin normallestirilmis iiretici

K
[[Ereall
cekirdegi denir. Diger taraftan iiretici ¢ekirdek bazlar yardimiyla

/{H)\()—kﬁ )\Z Zen €n

n>0

seklinde tanimlanabilir. Burada e,, H uzaymin herhangi ortonormal bazidir

(Stroethoff, 1997). Fonksiyonel Hilbert uzayina 6rnekler verelim.

Ornek 3.22. H%(DD), {2"} ortonormal bazina sahip fonksiyonel Hilbert uzayidr.
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Bu uzayn iiretici ¢ekirdegi

ko () = 3 en New (2) = 332" =3~ (Re)" = -

n>0 n>0 n>0

dir. Bu c¢ekirdege ayn1 zamanda Szego cekirdegi de denir.

Ornek 3.23. Bergman uzayl {\/n + lz"} ortonormal bazina sahip fonksiyonel

Hilbert uzayidir. Bu uzayin {iretici ¢ekirdegi

krz \(2) = Zen—(k)en (2) = Z (\/n + 1)\n> (\/n+ 12”)

_ z< PO = z< + 1) (R2)"
) () ()

seklindedir.

Tanim 3.24. H uzayi € kiimesi iizerinde /k\H, A normallestirilmig iiretici ¢ekirdege

sahip fonksiyonel Hilbert uzay1 ve A bu uzayda lineer sinirli operator olsun.

A ()\) = <AEH,A7 EH,,\>H

seklinde tanimlanan A fonksiyonuna A operatoriiniin Berezin sembolii denir

(Berezin, 1972).

Tanim 3.25. k) iiretici ¢ekirdegine sahip, €2 kiimesi iizerindeki kompleks degerli
fonksiyonlarin H = H (£2) fonksiyonel Hilbert uzay1 iizerindeki sinirh lineer bir

A operatoriiniin Berezin kiimesi ve Berezin sayis1 sirasiyla

Ber(A) : = Range (ﬁ) = {g()\) TN E Q}
ber(A) : = sup{‘g()\)‘ TN E Q}

seklinde tanimlanir (Karaev, 2006).
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Tanim 3.26. A operatorii igin niimerik deger kiimesi ve niimerik yaricap kavram-

lar1 da sirasiyla

W(A) = ={(Az,z) : ||zl = 1}
w(A) = = sup{[{Az, )| : [lz]l,, = 1}

seklinde ifade edilir (Karaev, 2013).
Acikca goriiliiyor ki
Ber(A) C W(A) ve ber(A) < w(A)

dir.
Berezin semboliiniin baz1 6zellikleri agagidaki gibidir (Kilig, 1994).
1. A porzitif bir operator ise A pozitif bir fonksiyondur.

2. Siirh lineer bir A operatoriiniin A Berezin sembolii sl bir fonksiyondur.

Yani
70| = (Ao < ] o]
< AN [Frea]| [Frea]| = 141 (3 € @)

dir.

3. A = I birim operatoriiniin Berezin sembolii A=1=1 dir.

4. A=A dir, yani A* adjoint operatériiniin Berezin sembolii A nm kompleks

eslenegine egittir.

A () = <A*EH,A,EH,A> _ <EH,A,AEH7A> - <AEH,A,EH,A> _ A

dir.
5. A* — Aise A = A reel degerli bir fonksiyondur.
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6. Her A € Qicin A(\) = B()\) olmasi i¢in gerek ve yeter kogul A = B olmasidur.

Tamm 3.27. {a,} ve {b,} reel diziler, 0 < > a2 < 00,0 < > b2 <ocoverm
n=1 n=1
sabit carpan olmak iizere,

sz+ b <7T<Z Zzﬁ) (3.1)

n=1 m=1
seklinde ifade edilen esitsizlige Hilbert esitsizligi denir (Weyl, 1908).
Tamim 3.28. f(z) ve g(z) olgiilebilir fonksiyonlar, 0 < f fA(z)dx < oo ve

0< f g*(z)dx < oo olmak iizere;

y)dzdy < m /f2 dm/92 (3.2)
0 0 0

esitsizligine Hilbert integral esitsizligi ad1 verilir (Schur, 1911).

Tanim 3.29. p > 1 ve {a,}; negatif olmayan reel sayilarin bir dizisi olmak

{izere

n=1

p oo
(1) (X)) e
esitsizligine Hardy egitsizligi denir. Kesin olarak bu esitsizligi saglayan sabit
p
(#) dir (Hardy, 1967).
Bu esitsizligin integral formu asagidaki sekildedir.
Tanim 3.30. p > 1 ve f fonksiyonu (0, +o0) araliginda negatif olmayan p-

integrallenebilir bir fonksiyon olmak iizere,

/ é/f(t)dt iz < (ﬁ) /fp(:c)dx
0 0 0
dir (Hardy,1967).

Teorem3.31.p>1,i+%:1,an,bn20,0< Yoabk <oove0< Y b < oo

n=1 n=1
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olmak {izere,

B =

(i bg) E (3.3)

esitsizligine Hardy-Hilbert esitsizligi denir (Hardy, 1920; Hardy vd., 1967). Bu

sz+n sm( ) (iaﬁ)

n=1m=1 n=1

esitsizlige esdeger (denk) olan esitsizlik

Z(Zmafn) [ ]Za” (3.4)

seklinde ifade edilir.

(3.3) ve (3.4) numaral Hardy-Hilbert egitsizlikleri analiz ve uygulamalar: i¢in

onemlidir (Mitrinovic, 1991).

Teorem3.32.p>1,%+%:1,an,bn20,0< SoaP <oovel< > bl < oo
n=1 n=1

(£x)

Z (Z —maX {m, n}) < (pa)")_dl

olmak {izere,

LA

Y ()

n=1 m=

esitsizligi ve bunun bir egdeger formu olan

esitsizligi de Hardy-Hilbert esitsizligi olarak adlandirihr (Hardy, 1920).
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4. ARASTIRMA BULGULARI
4.1. Operatorlerin Berezin Sayilar1 igin Ters Kuvvet Esitsizlikleri

Bu boliimde, iiretici gekirdekli H = H (2) Hilbert uzay: iizerindeki pozitif A

operatoriiniin Berezin sayis1 icin
(ber(A))" < C(n,m)ber(A™)

seklinde ifade edilen ters kuvvet esitsizligi Hardy-Hilbert egitsizligi kullanilarak

ispatlanmigtir.

Kompleks sayilarin acik €2 kiimesi iizerindeki kompleks degerli fonksiyonlarin
H = H (Q) iiretici gekirdekli Hilbert uzay1 iizerinde sinirh lineer A operatériiniin

(A € B(H (£2))) Berezin sembolii
11()\) = <A7€\H,)\7EH,)\>7 AeQ
LETPN

[Freall”

A operatoriiniin Berezin sayisi ve niimerik yaricapi

seklinde tanimlanir. Burada EH, A= ‘H uzaymin {iretici ¢ekirdegidir.

ber(A) := sup {‘Z(/\)) TN E Q}

ve

w(A) := sup {[{(Az, z)| : [lz]l,, = 1}
seklindedir ve ber(A) < w(A) oldugu agiktir.

A Hilbert uzay1 operatoriiniin niimerik yarigapi icin ifade edilen
w(A") < (w(A))", n =1

kuvvet esitsizligi Halmos tarafindan verilmigtir (Halmos, 1982).

Berezin sayisi ile niimerik yarigap arasindaki ber(A) < w(A) esitsizliginden
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dolay1, dogal olarak,
ber(A™) < (ber(A)", n>1

esitsizligi dogru mudur sorusu akla gelmektedir. Ancak bu sorunun cevaba lite-

ratiirde heniiz verilememistir.

Buna ragmen, Hardy-Hilbert tipli esitsizlikler kullanilarak H (€2) uzay: {izerinde-
ki pozitif operatoriin Berezin sayisi icin ters kuvvet esitsizligi ispatlanmigtar.

Yani, H = H () uzaymdaki pozitif A operatorii igin
(ber(A))" < C(n,m)ber(A™)

ters kuvvet esitsizligi ispatlanmigtir.

Burada C(n,m) > 1 sadece n ve onun eslenigi olan m ye bagh bir sabittir ve
41 —1dir
4.2. Hardy-Hilbert Tipi Esitsizlikler ve Bazi1 Operatorlerin Berezin

Sayilar:

H = H () iiretici ¢ekirdekli Hilbert uzay: tizerindeki bazi kendine eg ve pozitif

operatorler icin

1 1
o0 o0 mbn o0 P o0 q
g g ¢ Pq ( aﬁ) ( b%) (4.2.1)
max {m,n}
n=1m=1 n=1 n=1

ve

> (3 sy ) <0 122

n=1 \m=1 n=1

esitsizliklerine benzer esitsizliklerin verilmesi ile baglayacagiz.

Teorem 4.2.1. p > 1, 119 + % = 1 olsun. f ve g fonksiyonlar1 A C (0, +o00) a-
raliginda tanimli, siirekli fonksiyonlar ve f, g > 0 olsun. Bu durumda asagidaki

ifadeler dogrudur.

(1) B(H(Q2)), H uzaymdaki lineer sinirli operatorler kiimesi olmak iizere,

18



spektrumlart A araliginda olan A, B € B(H (£2)) kendine es operatorleri ve
iy A € €2 igin,

dir.
(7i) Spektrumlar1 A araliginda olan kendine es A, B € B (H (f2)) operatorleri
icin,
(ber (f (A)))* < 4(pq — 1) ber (f (A)°)
dir. Ozel olarak
(ber (A))* < 4 (pq — 1) ber (A?)

dir.

Ispat. (i) ai,as, b1, by pozitif skalerler ve x,y € A olsun. (4.2.1) esitsizligi
kullanilarak
aiby  agby | asby

mb + ==+ 5=+ = < pq (af + ab)

=
Q=

(07 + b2) (4.2.3)

elde edilir.

Teoremin koguluna gore her z,y € A olmak iizere f(z) > 0, g(x) > 0 olsun.

(4.2.3) esitsizliginde ay = f(x), as = f(y), by = g(x), by = g(y) yazilirsa

S
Q=

<pq (f(2)" + f(y)")7 (9(x)" + g(y)7) (4.2.4)

elde edilir. Kendine es A operatoriiniin A iizerindeki siirekli fonksiyonlar sinifin-
dan fonksiyonel iglemlere sahip oldugu goz oniinde bulundurularak (4.2.4) egit-
sizliginin devamu niteliginde agagidaki esitsizlik elde edilir. (basitlik i¢in AI skaler

operatorii yerine A notasyonu kullanilmigtir.)
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1

f(A)g(A) + §g(y)f (A) + %f (y)g(A) + %f (¥)9(y)

Q=

< pg (F(AP + Fy))7 (9(A) + g(y)?)

buradan her \ € 2 ve Jy € A i¢in
~ o~ 1 ~ o~
(FAg( A, Frn) + 590) (F(AFrr, )

% F(y) <g(A)EH,A,EH,A> + %f (v)g(y)

hSA

< pa ((FAY + F@))? (9(A) + 9(0)")" e, )

elde edilir.

Fonksiyonel iglemler bir kez daha kendine es B operatorii i¢in kullanilarak

(F(Ag(Arer, Fren ) + 50(B) {F(AVbrer, B )
5 1B (oAb o) + 31(B)a(B)
<pa ((f(A) + F(BY)? (g(AY +g(B))i T Frea)  (4.25)
elde edilir. Dolayisiyla (4.2.5) esitsizliginden

f(A>g(A)EH,)\7/k\7H,>\ +1 g(B)EH,u»%H,u f(A)EH,mEH,A
2

+ <f(B)7€\H,uj{7\H,u> <9(A)/I%H,A7EH,A> + % <f(B)9<B)/I;H,uj{7\H,u>

N | —

< pa {(JIAY + J(BY)? (g(A)" + g(B)")" Frea b )

bulunur.

Dolayisiyla tiim kendine es A, B € B (H (£2)) operatorleri ve A, u € Q igin,

R e g —_~

(Fo) (A) () + 59 (B) () FTA) () + 37 (B) (1) g(A) () + 5 (7o) (B) (1)
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1

(9(A)" +g(B))7| "N (4:2.6)

D=

<pg |(f (A" + F(B))
elde edilir. Boylece (i) ispatlanmis olur.

(ii) Ozel olarak B = A, g = f, 1 = X almrsa ve her A € Q icin (4.2.6)
esitsizliginden

—_—— 1

FOAP )+ 5F (A7 W)+ 5 [T W]+ 57 (20

3=
Q=

< pa |2 (A7 (2F (A
]_ —
2

FEW] < pa o7 P )

—_
—~

[F W] < 2008 (A7 ()~ 2F (A7 (3)

1 ___g. P

5 [f (A) ()\)]2 <2(pg—1)f(4)° (V)

—~—
e~

[FA W] < 4pa - 17 (A2 W) (127)

elde edilir. pg—1 > 0 ve her A € Q i¢in f/(\Z) (A) bir reel say1 oldugundan (giinkii

—_~—

2
f(A) kendine eg) ve [ f(4) ()\)} > 0 olur. Boylece (4.2.7) esitsizliginden her
A€ Qicin f(A)*(\) > 0 sonucuna varihir. Buradan her A € Q icin

—~—
e~

FEAW] < 4a=1)5up 1 (4 () = 4 (pa = D ber (£ (4))

elde edilir. Bu acikca
(ber (f (A)))* < 4(pg — 1) ber (f (4)°)
oldugunu gosterir. Ozel olarak f(x) = z igin
(ber (A))? < 4 (pq — 1) ber (4%)

bulunur ve istenen sonuca ulagilmig olur.
Boylece Onerme 4.2.2 verilebilir. Ispat1 Teorem 4.2.1 in ispatina benzerdir.
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Onerme 4.2.2. H () tiretici ¢ekirdekli Hilbert uzay1 tizerinde tanimlh herhangi

bir pozitif A operatorii igin
(1 (4)) < 4(pg — 1) w (42)

esitsizligi dogrudur.

Herhangi bir A € B (H) ve bir n > 1 sabiti i¢gin w (A") < (w(A))" oldugundan
dolay1 Onerme 4.2.2. den

1 2 2 2
m(w (4))" < w (A%) < (w(A))
elde edilir.

Teorem 4.2.3. p > 1, %+% = 1 olsun. f, A C (0,+00) araliginda tanimh
stirekli bir fonksiyon ve f > 0 olsun. A : H(Q2) — H () operatorii H ()
iiretici ¢ekirdekli Hilbert uzay: iizerinde taniml pozitif bir operator olsun. A

nin spektrumu A araligindadir.
[ber (f(A))]" < Cber (f7(A))

olacak gekilde bir C' = C(p, q) > 1 sabiti vardur.
Ozel olarak ber (A)? < Cbher(AP) dir.

Ispat. ai,as, by, by pozitif sayilar olsun. (4.2.2) esitsizligi kullamlarak

Qa p a Qa p
<a1 + ;) + (31 + é) < [pq]” [a} + a5]

elde edilir. x,y € A olsun. Her x € A i¢in f(x) > 0 oldugundan a; = f(z),

as = f(y) yazilirsa

(70 + 1) (L2 20N o+ ) a9

bulunur.
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Sonug olarak Teorem 4.2.1. in ispatinda oldugu gibi ayni fonksiyonel hesap iglem-
leri kullanilarak (4.2.8) esitsizliginden A’nin igerdigi bir spektrumu olan her po-

zitif B operatorii ve her A\, € 2 i¢in

—_

—<f<A)/k\3H,>\jf\H,/\> + = <f(B)/k\3H,uaEH,u>]p

\)

+ % < f(A)EH,A,EH,Q n % < f(B)%H,M,EH,Qr

< lpal” [ (£ Fren ) + (77 (B oy Fre )|

bulunur ve dolayisiyla

T + 57 B ] + |57 + 57 B w]

—_—

< [pgl” [f7 (A)A) + f7 (B) ()] (4.2.9)

elde edilir.

Simdi (4.2.9) esitsizliginde B = A ve u = X yazilirsa her \ € 2 igin,

—_~—

E%(A)r + [ f (A)(A)r < [pg’ [%%(/\)]

3 —_—

[(5);) + 1] [f (A)(A)]p < 2[pq]” [J%(A)]

e~

olur. fP(A)(A) > 0 oldugundan her A € Q igin,

—_— p

o) <2[(2) 1] arer gy

bulunur. Bu da

per anr <2[(2) 1] g er (7

23



oldugunu gosterir. Ozel olarak

ber(A)” < 2 Kg)p + 1} gl ber (A7)

olur ve % + % = 1 esitligini saglayan her p, ¢ igin

C=Cl(p,q) =2 K%)Z 1} N [pql” > 1

elde edilir ve teorem ispatlanmig olur.
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5. SONUC VE ONERILER

Giintimiiziin siirekli gelismekte olan ¢aligma alanlarinda, Berezin sembolii ve
taniminda kullanilan iiretici ¢cekirdek metodu operatorlerin genel teorisinin bir-
¢ok probleminde aktif olarak kullanilan konulardir. Hazirlanan bu tez calig-
masinda, iiretici ¢ekirdek ve Berezin sembolii metodunun bir uygulamasi1 Hardy-
Hilbert tipli esitsizliklerin kullanilmasi ile verilmistir. Uretici cekirdekli Hilbert
uzay1 iizerindeki pozitif operatoriin Berezin sayisi i¢in ters kuvvet egitsizligi ifade

edilmigtir.

Berezin sembolii metodunun Hardy-Hilbert esitsizligi ile birlikte kullanilmasi,
operatorlerin Berezin sayilarimin klasik esitsizliklerine alternatif bakis acis1 ka-

zandirmigtir.
Bu calismanin devam olarak diisiiniilen bir 6neri vardir:

Uretici cekirdekli Hilbert uzayinda, niimerik yaricap icin

w(A™") < (w(A)", n>0

esitsizligi verilmistir (Halmos, 1982).

Acaba Hardy-Hilbert egitsizlikleri kullanilarak niimerik yarigap icin ters kuvvet

esitsizlikleri elde edilebilir mi?
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