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ÖZET

Yüksek Lisans Tezi

HARDY-H·ILBERT T·IPL·I EŞ·ITS·IZL·IKLER VE BAZI
OPERATÖRLER·IN BEREZ·IN SAYILARI

Dilara GÜNDO¼GDU

Süleyman Demirel Üniversitesi
Fen Bilimleri Enstitüsü
Matematik Anabilim Dal¬

Dan¬̧sman: Doç. Dr. Suna SALTAN

Bu çal¬̧smada ilk olarak konunun tarihi geli̧simi ifade edilmi̧s ve çal¬̧smada kul-
lan¬lan baz¬temel tan¬mlar verilmi̧stir.

Daha sonra, klasik Hardy eşitsizlikleri ve Hardy-Hilbert tipli eşitsizlikler ifade
edilmi̧stir.

Üretici çekirdekler ve Berezin sembolü metodunun bir uygulamas¬baz¬Hardy-
Hilbert eşitsizliklerinin kullan¬lmas¬ile verilmi̧stir.

Yani, üretici çekirdekli Hilbert uzay¬üzerindeki pozitif bir operatörün Berezin
say¬s¬için ters kuvvet eşitsizli¼gi ispatlanm¬̧st¬r.

Anahtar kelimeler: Üretici çekirdekli Hilbert uzay¬, Üretici çekirdek, Hardy
uzay¬, Hardy-Hilbert eşitsizli¼gi, Berezin sembolü, Berezin say¬s¬, Nümerik Yar¬-
çap, Pozitif operatör, Kendine eş operatör.
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In this work, �rstly, the historical development of the topic is mentioned, and
some main de�nitions are given.

Later, classical Hardy inequalities and Hardy-Hilbert type inequalities are ex-
pressed.

An application of method of reproducing kernels and Berezin symbol is given
by using some Hardy-Hilbert inequalities.

Namely, the inverse power inequality for Berezin number of a positive operator
on reproducing kernel Hilbert space is proven.

Keywords: Reproducing kernel Hilbert space, Reproducing kernel, Hardy space,
Hardy-Hilbert inequality, Berezin symbol, Berezin number, Numeric radius, Pos-
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TEŞEKKÜR
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S·IMGELER VE KISALTMALAR D·IZ·IN·I

eA A operatörünün Berezin sembolü
ber (A) A operatörünün Berezin say¬s¬
Ber (A) A operatörünün Berezin kümesi
H Fonksiyonel Hilbert uzay¬
A� A operatörünün adjointi
feng Ortonormal baz
D Birim disk
B (H) H Hibert uzay¬ndaki lineer s¬n¬rl¬operatörler

 Kompleks say¬lar¬n aç¬k bir kümesi
fang11 Negatif olmayan reel say¬lar dizisi
H2 Hardy uzay¬
w(A) Nümerik yar¬çap
W (A) Nümerik de¼ger kümesi
kH,� Üretici çekirdekbkH;� Normalleştirilmi̧s üretici çekirdek
L2a Bergman uzay
k� Üretici çekirdekbk� Normalleştirilmi̧s üretici çekirdek
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1: G·IR·IŞ

Üretici çekirdekler teorisi, yirminci yüzy¬l¬n baş¬nda ilk olarak Zaremba�n¬n

(1907) harmonik ve biharmonik fonksiyonlar için s¬n¬r de¼ger problemleri ile ilgili

çal¬̧smas¬nda kullan¬lm¬̧st¬r.

Bir süre dikkat çekmeyen ve üzerinde çal¬̧s¬lmayan üretici çekirdek kavram¬,

Szegö (1921), Bochner (1922) ve Bergman�¬n (1922) çal¬̧smalar¬ile yeniden gün-

deme gelmi̧stir. Özellikle Bergman�¬n çal¬̧smalar¬ile kompleks de¼gi̧skenli fonksi-

yonlar teorisinde önemli sonuçlar elde edilmi̧stir (Bergman, 1922). 1941 y¬l¬nda

üretici çekirdekler Kolmogorov taraf¬ndan olas¬l¬k teorisinde kullan¬lm¬̧s, orijinal

ve yeni sonuçlar bulunmuştur.

Daha sonra üretici çekirdekler konusu ayr¬nt¬l¬olarak Aronszajn taraf¬ndan ele

al¬narak, konunun genel teorisi ortaya konulmuştur (Aronszajn, 1950).

Sonraki y¬llarda, Japon matematikçi Saitoh üretici çekirdekler tekni¼gine yeni

yönler vererek, analizde, diferansiyel denklemler ve integral denklemler teorisin-

de, operatörler teorisinde önemli sonuçlara imza atm¬̧st¬r (Saitoh, 1988; 1997).

Üretici çekirdekler, Hilbert uzaylar¬ndaki lineer ve lineer olmayan operatörlerle

birlikte düşünüldü¼günde oldukça geni̧s uygulama alanlar¬na sahiptir. Bergman

çekirde¼gi ve Szegö çekirde¼gi gibi belirli üretici çekirdekler de kompleks analizde

çeşitli uygulama alanlar¬bulmaktad¬r.

Berezin sembolü kavram¬, üretici çekirdekler kullan¬larak ilk defa Rus mate-

matikçi Berezin taraf¬ndan tan¬mlanm¬̧st¬r (Berezin, 1972; 1974). Böylece Bere-

zin operatörler için kovaryant ve kontravaryant sembol kavramlar¬n¬ ifade et-

mi̧stir.

Berezin sembolü, operatörler teorisinde önemli bir yere sahiptir. Çünkü bir ope-

ratör için önemli bilgiler taş¬maktad¬r. Örne¼gin, fonksiyonel Hilbert uzaylar¬nda

bir operatör Berezin sembolüyle tek türlü tan¬mlanabilir. Dolay¬s¬yla operatör-

lerin baz¬özellikleri Berezin sembolü ile ortaya koyulabilmektedir.

1



Ünlü Hardy eşitsizliklerinin geli̧simi 1906-1928 y¬llar¬nda olmuştur. G.H. Hardy�

den başka Landau (1921), Polya (1926), Riesz (1919) gibi ünlü matematikçiler

bu eşitsizliklerin geli̧stirilmesinde önemli katk¬larda bulunmuşlard¬r.

Klasik Hardy eşitsizlikleri olarak bilinen

1X
n=1

 
1

n

nX
k=1

ak

!p
�
�

p

p� 1

�p 1X
n=1

apn

ve
1Z
0

0@1
x

xZ
0

f (t) dt

1Ap

dx �
�

p

p� 1

�p 1Z
0

fp (x) dx:

eşitsizlikleri Hardy vd. (1967) taraf¬ndan yaz¬lan "Eşitsizlikler" adl¬ kitab¬n

oluşmas¬na ¬̧s¬k tutmuştur. 1900 lü y¬llar¬n baş¬nda David Hilbert taraf¬ndan

araşt¬r¬lmaya başlanan Hilbert eşitsizli¼gi, fang11 reel say¬lar dizisi için verilen

klasik Hardy eşitsizli¼gi ile yak¬ndan ili̧skilidir. Dahas¬Hilbert eşitsizli¼gi, Hardy

için temel motivasyon kayna¼g¬olmuştur. Hilbert eşitsizli¼ginin ispat¬tek baş¬na

Hilbert taraf¬ndan verilmemi̧stir. Bu eşitsizli¼gin ispat¬nda önemli katk¬sa¼glayan

Hardy sayesinde, bugün literatürde Hardy-Hilbert tipli eşitsizlikler olarak yer

alan teori ortaya konulmuştur. Bu eşitsizlikler analiz ve uygulamalar¬n¬içeren

matemati¼gin birçok alan¬nda kullan¬lm¬̧st¬r (Mitrinovic vd., 1991).

Baz¬genelleştirmeler yap¬larak Hardy-Hilbert tipli yeni eşitsizlikler Das ve Sa-

hoo (2010), Krinic ve Pecaric (2006) taraf¬ndan elde edilmi̧stir. Konunun farkl¬

yollarla ele al¬nmas¬ve geli̧stirilmesi ile Hardy-Hilbert tipli eştsizlikler ve uygu-

lamalar¬operatörler teorisinde yerini alm¬̧st¬r.

Bu tez çal¬̧smas¬nda, Berezin sembolü methodunun bir uygulamas¬Hardy-Hilbert

tipli eşitsizliklerin kullan¬lmas¬ile verilmi̧stir.

Üretici çekirdekli Hilbert uzay¬üzerindeki, pozitif A operatörünün Berezin say¬s¬

için ters kuvvet eşitsizli¼gi ifade edilmi̧stir. Yani

(ber(A))n � C(n;m)ber(An)

2



eşitsizli¼gi Hardy-Hilbert eşitsizlikleri kullan¬larak ispatlanm¬̧st¬r.

Böylece operatörlerin Berezin say¬lar¬n¬n klasik eşitsizliklerine alternatif bir bak¬̧s

aç¬s¬kazand¬r¬lm¬̧st¬r.
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2: KAYNAK ÖZETLER·I

Üretici çekirdekler kavram¬, ilk olarak 1907 y¬l¬nda Zaremba taraf¬ndan kul-

lan¬lm¬̧st¬r (Zaremba, 1907).

1950 y¬l¬nda Aronzajn konuyu ayr¬nt¬l¬ve derinlemesine ele alarak çal¬̧smalar

yapmas¬üretici çekirdeklerin genel teorisini ortaya koymuştur (Aronszajn, 1950).

Üretici çekirdekler tekni¼gine yeni yönler veren Japon matematikçi Saitoh ko-

nunun operatörler teorisinde yer almas¬na önemli katk¬sa¼glam¬̧st¬r (Saitoh, 1988;

1997)

Berezin sembolleri kavram¬ üretici çekirdekler kullan¬larak Rus matematikçi

Berezin taraf¬ndan tan¬mlanm¬̧st¬r. Berezin kavram¬kullan¬larak Schrödinger

operatörü, Hamilton operatörü, Jacobi operatörü gibi kuantum �zi¼gi ve mate-

matiksel �zi¼gin önemli operatörlerinin özde¼gerlerinin da¼g¬l¬m¬konusunda önemli

sonuçlar elde etmi̧stir (Berezin, 1972; 1974).

S¬n¬rl¬ bir fonksiyon olan Berezin sembolü, operatörleri incelemek için iyi bir

araçt¬r. Bu sebeple Nordgren ve Rosenthal standart fonksiyonel Hilbert uza-

y¬ndaki kompakt operatörlerin karakterizasyonunu Berezin sembolü kullanarak

ifade etmi̧stir (Nordgren ve Rosenthal, 1994).

Hardy ve Bergman uzay¬gibi fonksiyonel Hilbert uzaylar¬nda bir A operatörü

kendisinin Berezin sembolü eA ile tek olarak tan¬mlanabilir. Berezin sembolü

Toeplitz ve Hankel operatörlerini inceleme konusunda da önemli rol oynam¬̧st¬r.

Böylece "Berezin sembolü operatörler için başka hangi bilgileri verebilir?" do¼gal

sorusu sorulabilir. Bu sorunun cevab¬ile ilgili baz¬sonuçlar Zhu�nun kitab¬nda,

Zorboska, Karaev, Karaev ve Saltan�¬n makalelerinde verilmi̧stir (Zhu, 1990;

Zorboska, 2003; Karaev, 2010; Karaev ve Saltan, 2005).

H (
) fonksiyonel Hilbert uzay¬ndaki A operatörünün Berezin kümesi ve Berezin

say¬s¬Karaev taraf¬ndan

Ber(A) :=
n eA(�) : � 2 
o
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ber(A) := sup
n��� eA(�)��� : � 2 
o

şeklinde tan¬mlanm¬̧st¬r (Karaev, 2006; 2013).

w(A) := sup fjhAx; xij : kxkH = 1g

şeklinde ifade edilen A operatörünün nümerik yar¬çap¬ için kuvvet eşitsizli¼gi

Halmos taraf¬ndan verilmi̧stir (Halmos, 1982):

w(An) � (w(A))n ; 8n � 1:

Klasik Hardy eşitsizlikleri olarak bilinen, p > 1 ve fang11 negatif olmayan reel

say¬lar dizisi için,
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eşitlikleri ünlü Hardy eşitliklerinin geli̧stirilmesinde temel oluşturmuştur (Hardy,

1967).

1900 lü y¬llar¬n baş¬nda David Hilbert taraf¬ndan ifade edilen
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Hilbert eşitsizli¼gi fang11 reel say¬lar dizisi için verilen klasik Hardy eşitsizli¼gi ile

yak¬ndan ili̧skilidir. Bu eşitsizli¼gin ispat¬ndaki ad¬mlarda Hardy ve Riesz�in de

katk¬lar¬olmuştur.

Konunun geli̧simi ile aşa¼g¬daki Hardy-Hilbert eşitsizlikleri literatürdeki yerini

alm¬̧st¬r.
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p > 1, an; bn � 0, 0 <
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Hardy-Hilbert eşitsizlikleri analiz ve uygulamalar¬n¬içeren matemati¼gin çeşitli

alanlar¬nda kullan¬lm¬̧st¬r (Mitirinovic vd., 1991). Bu eşitsizliklerin genelleşti-

rilmeleri yap¬larak Hardy-Hilbert tipli yeni eşitsizlikler Das ve Sahoo (2010),

Krinic ve Pecaric (2006) taraf¬ndan elde edilmi̧stir.
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3: TEMEL KAVRAMLAR

Bu bölümde, tez çal¬̧smas¬nda kullan¬lacak olan gerekli baz¬kavramlar ve bu

kavramlarla ilgili tan¬m, notasyon ve teoremler verilecektir.

Tan¬m 3:1: X, C skaleri üzerinde bir vektör uzay¬olsun. Her x; y; z 2 X ve �

skaleri için,

1: hx; xi � 0 ve hx; xi = 0() x = 0,

2: hy; xi = hx; yi,

3: hx+ y; zi = hx; zi+ hy; zi,

4: h�x; yi = � hx; yi,

koşullar¬n¬ sa¼glayan hx; yi fonksiyonuna iç çarp¬m denir. Üzerinde iç çarp¬m

tan¬mlanm¬̧s X kompleks vektör uzay¬na iç çarp¬m uzay¬denir (Kreyszig, 1989).

·Iç çarp¬m uzay¬n¬n en önemli özelli¼gi her x; y 2 X için

jhx; yij � kxk kyk

eşitsizli¼gini sa¼glamas¬d¬r. Bu eşitsizli¼ge Cauchy Schwarz eşitsizli¼gi denir. Eşitli-

¼gin sa¼glanabilmesi için gerekli ve yeterli koşul x ve y vektörlerinin lineer ba¼g¬m-

s¬z olmas¬d¬r.

Tan¬m 3:2: X, C skaleri üzerinde bir vektör uzay¬olsun. Her x; y; z 2 X ve �

skaleri için,

1: kxk � 0 ve kxk = 0() x = 0 (pozitif),

2: kx+ yk � kxk+ kyk (üçgen eşitsizli¼gi),

3: k�xk = j�j kxk,

koşullar¬n¬sa¼glayan kxk reel say¬s¬na X uzay¬ndaki norm denir. Üzerinde norm

tan¬mlanan X vektör uzay¬na normlu uzay denir. Her iç çarp¬m uzay¬normlu

uzayd¬r (Kreyszig, 1989).

Tan¬m 3:3: Normlu bir X uzay¬nda fxng dizisi verilmi̧s olsun. E¼ger,

7



lim
n!1

kxn � xk = 0

olacak şekilde bir x 2 X varsa, fxng dizisi kuvvetli yak¬nsakt¬r ya da norma

göre yak¬nsakt¬r denir ve bu durum,

lim
n!1

xn = x

veya, k¬saca xn ! x ile gösterilir. x de¼gerine, fxng dizisinin kuvvetli limiti

ad¬verilir ve fxng dizisi kuvvetli olarak x de¼gerine yak¬nsakt¬r denir (Kreyszig,

1989).

Tan¬m 3:4: X, C kompleks skaleri üzerinde bir normlu uzay olsun. f : X ! C

s¬n¬rl¬operatörü her x; y 2 X ve �; � 2 C için f(�x + �y) = �f(x) + �f(y)

koşulunu sa¼gl¬yorsa f fonksiyoneline s¬n¬rl¬lineer fonksiyonel denir. Buna göre

her x 2 X için

jf(x)j � c kxk

olacak şekilde bir c say¬s¬vard¬r. Ayr¬ca f nin normu

kfk = sup fjf(x)j : kxk = 1g

ile tan¬mlan¬r (Kreyszig, 1989).

Tan¬m 3:5: X normlu uzay bir olsun. X üzerindeki tüm s¬n¬rl¬lineer fonksi-

yonellerden oluşan küme,

kfk = sup
x2X
x 6=0

jf(x)j
kxk = sup

x2X
x=1

jf(x)j

ile tan¬mlanan norma sahip olan, normlu bir uzay oluşturur. Bu uzaya, X in

dual uzay¬ad¬verilir ve X 0 ile gösterilir (Kreyszig, 1989).

Tan¬m 3:6: Normlu bir X uzay¬nda fxng dizisi verilmi̧s olsun. E¼ger her f 2 X 0

için lim
n!1

f(xn) = f(x) olacak şekilde bir x 2 X varsa fxng dizisi zay¬f yak¬n-

sakt¬r denir ve xn
z! x ile gösterilir. x de¼gerine, fxng dizisinin zay¬f limiti ad¬

verilir ve fxng dizisi x de¼gerine zay¬f yak¬nsakt¬r denir (Kreyszig, 1989).

8



Tan¬m 3:7: X normlu uzay¬nda bir fxng dizisi m ! 1 ve n ! 1 iken

kxm � xnk ! 0 ise o zaman fxng dizisine Cauchy dizisi denir. E¼ger X normlu

uzay¬nda her Cauchy dizisi yak¬nsak ise X uzay¬na tam uzay denir (Kreyszig,

1989).

Tan¬m 3:8: Tam iç çarp¬m uzay¬na Hilbert uzay denir (Kreyszig, 1989).

Tan¬m 3:9: Tam normlu uzaya Banach uzay¬denir (Kreyszig, 1989).

Şimdi verece¼gimiz Riesz temsil teoremi, Berezin sembollerinin tan¬m¬nda kul-

lan¬lan üretici çekirdek kavram¬nda önemli bir role sahiptir.

Tan¬m 3:10: (Riesz temsil teoremi) Bir H Hilbert uzay¬ndaki her s¬n¬rl¬li-

neer f fonksiyoneli, iç çarp¬m olarak ifade edilebilir. Yani, y, f fonksiyoneline

ba¼gl¬olmak üzere

f(x) = hx; yi

eşitli¼gini sa¼glayacak şekilde bir tek y vektörü vard¬r ve kfk = kyk dir (Kreyszig,

1989).

Tan¬m 3:11: ej, j = 1; 2; ::: için Hilbert uzay¬nda vektörler olsun. E¼ger S =

fe1; e2; :::g vektörler dizisi

hej; eki =
�
1; j=k
0; j 6=k

koşulunu sa¼gl¬yorsa S kümesine ortonormal küme denir (Kreyszig, 1989).

Tan¬m 3:12: H bir Hilbert uzay ve T : H ! H bir dönüşüm olsun. E¼ger T

dönüşümü her x; y 2 H ve �; � 2 C için T (�x + �y) = �Tx + �Ty özelli¼gini

sa¼glarsa T ye lineer operatör denir (Kreyszig, 1989).

Tan¬m 3:13: H Hilbert uzay¬nda bir T lineer operatörü her x 2 H için kTxk �

c kxk olacak şekilde c > 0 sabiti varsa T ye s¬n¬rl¬lineer operatör denir. Ayr¬ca

T nin normu

kTk = sup fkTxk : kxk = 1g

9



dir (Kreyszig, 1989).

Tan¬m 3:14: H Hilbert uzay¬nda T ve S s¬n¬rl¬lineer operatör olsun. O zaman

aşa¼g¬daki özellikler sa¼glan¬r (Kreyszig, 1989).

1: Her � 2 C için k�Tk = j�j kTk

2: kT + Sk � kTk+ kSk

3: kTSk � kTk kSk

Hilbert uzay¬ üzerinde tan¬mlad¬¼g¬m¬z s¬n¬rl¬ lineer bir operatör adjoint ope-

ratörü tan¬mlamam¬za olanak sa¼glamaktad¬r. Bu operatörün, ayn¬ zamanda,

kendine eş, normal, üniter, ortogonal projeksiyon ve izomeri operatörlerin tan¬m-

lanmas¬nda ve çeşitli uygulamalar¬n incelenmesinde önemli bir rolü vard¬r. ·Ilk

olarak adjoint operatörün tan¬m¬n¬verelim.

Tan¬m 3:15: H1 ve H2 Hilbert uzaylar olmak üzere T : H1 ! H2 s¬n¬rl¬lineer

operatör olsun. T nin T � adjoint operatörü her x 2 H1 ve y 2 H2 için

hTx; yi = hx; T �yi

olacak şekilde bir T � : H2 ! H1 operatörüdür (Kreyszig, 1989).

Adjoint operatörlerin baz¬özelliklerini verelim.

Tan¬m 3:16: H1 ve H2 Hilbert uzaylar¬, S : H1 ! H2 ve T : H1 ! H2 s¬n¬rl¬

lineer operatörler ve � herhangi bir skaler olsun. Buna göre

a: kT �k = kTk

b: (S + T )� = S� + T �

c: (�T )� = �T �

d: (T �)� = T

e: (ST )� = T �S�

f : kT �Tk = kTT �k = kTk2

g: T �T = 0() T = 0

dir (Kreyszig, 1989).
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Adjoint operatör yard¬m¬yla baz¬özel tip operatörler şöyle tan¬mlanabilir.

Tan¬m 3:17: Hilbert uzay¬üzerindeki baz¬özel tip operatörler aşa¼g¬daki gibi

tan¬mlan¬r (Kreyszig, 1989).

kendine eş operatör: T � = T

normal operatör: T �T = TT �

ortogonal projeksiyon operatör: T 2 = T ve T � = T

üniter operatör: T �T = TT � = I

izometri operatör: T �T = I

pozitif operatör: hTx; xi � 0 (her x 2 H)

Tan¬m 3:18: S � C olmak üzere f : S ! C kompleks fonksiyon ve z0 2 S

olsun. f kompleks fonksiyonu z0 noktas¬n¬n bir

D(z0; r) = fz 2 C : jz � z0j < rg

komşulu¼gunun bütün noktalar¬nda türevlenebilir ise f , z0 noktas¬nda analitiktir

denir.

Başka bir deyi̧sle, f fonksiyonu z0 noktas¬n¬n her D(z0; r) komşulu¼gunda yak¬n-

sak
1P
n=0

an(z � z0)n Taylor serisine sahip ise f , z0 noktas¬nda analitiktir denir.

E¼ger f kompleks fonksiyonu S bölgesinin tüm noktalar¬nda analitik ise f fonksi-

yonuna S kümesi üzerinde analitiktir denir. f fonksiyonu, C nin tüm nokta-

lar¬nda analitik ise tam fonksiyon olarak tan¬mlan¬r (Rudin, 1991).

Tan¬m 3:19: D = fz 2 C : jzj < 1g birim diski üzerinde f(z) =
1P
n=0

bf(n)zn
analitik fonksiyonlar¬n¬n oluşturdu¼gu

H2 =

�
f : f(z) =

1P
n=0

bf(n)zn ve 1P
n=0

��� bf(n)���2 <1�

uzay¬na klasik Hardy uzay¬denir ve H2 = H2(D) ile ifade edilir.

f(z) =
1P
n=0

bf(n)zn ve g(z) = 1P
n=0

bg(n)zn için H2 uzay¬ndaki iç çarp¬m,

11



hf; gi =
1P
n=0

bf(n)bg(n)
ile tan¬mlan¬r.

f(z) =
1P
n=0

bf(n)zn vektörünün normu,
kfkH2 :=

� 1P
n=0

��� bf(n)���2� 1
2

şeklinde olup, bf(n) = f (n)(0)
n!

ifadesi f(z) analitik fonksiyonunun n: Taylor kat-

say¬s¬d¬r (Rosenblum, Rovnyak, 1985; Martinez-Avendano, Rosenthal, 2007).

Tan¬m 3:20: kfk2L2� =
Z
D

jf(z)j2 dA(z) normu sonlu olacak şekilde tüm ana-

litik fonksiyonlar¬n oluşturdu¼gu Hilbert uzay¬na L2� = L2�(D) Bergman uzay¬

denir. Burada dA = dxdy
�
, D nin ölçümü 1 e eşit olacak şekilde normalleştirilmi̧s

Lebesgue bölge ölçümüdür.

Tan¬m 3:21: Kompleks say¬lar¬n aç¬k 
 kümesi üzerinde her � 2 
 için f !

f(�) lineer fonksiyoneli sürekli olacak şekilde 
 kümesi üzerinde kompleks de¼gerli

f fonksiyonlar¬n¬n oluşturdu¼gu H = H (
) Hilbert uzay¬na fonksiyonel Hilbert

uzay¬ya da üretici çekirdekli Hilbert uzay¬denir (Halmos, 1982).

Klasik Riesz temsil teoreminden � 2 
 için f (�) = hf; kH,�i olacak şekilde bir

tek kH,� 2 H fonksiyonu vard¬r. Bu kH,� = k� fonksiyonuna H uzay¬n¬n üretici

çekirde¼gi, bkH;� = kH;�
kkH;�k

fonksiyonuna ise H uzay¬n¬n normalleştirilmi̧s üretici

çekirde¼gi denir. Di¼ger taraftan üretici çekirdek bazlar yard¬m¬yla

kH;� (z) = kH (�; z) =
X
n�0

en (�)en (z)

şeklinde tan¬mlanabilir. Burada en, H uzay¬n¬n herhangi ortonormal baz¬d¬r

(Stroetho¤, 1997). Fonksiyonel Hilbert uzay¬na örnekler verelim.

Örnek 3:22: H2(D), fzng ortonormal baz¬na sahip fonksiyonel Hilbert uzay¬d¬r.

12



Bu uzay¬n üretici çekirde¼gi

kH2;� (z) =
X
n�0

en (�)en (z) =
X
n�0

�
n
zn =

X
n�0

�
�z
�n
=

1

1� �z

dir. Bu çekirde¼ge ayn¬zamanda Szegö çekirde¼gi de denir.

Örnek 3:23: Bergman uzay¬
�p
n+ 1zn

	
ortonormal baz¬na sahip fonksiyonel

Hilbert uzay¬d¬r. Bu uzay¬n üretici çekirde¼gi

kL2�;� (z) =
X
n�0

en (�)en (z) =
X
n�0

�p
n+ 1�

n
��p

n+ 1zn
�

=
X
n�0
(n+ 1)�

n
zn =

X
n�0
(n+ 1)

�
�z
�n

=
X
n�0

��
�z
�n+1�0

=

�
1

1� �z

�0
=

�
1

1� �z

�2

şeklindedir.

Tan¬m 3:24: H uzay¬
 kümesi üzerinde bkH;� normalleştirilmi̧s üretici çekirde¼ge
sahip fonksiyonel Hilbert uzay¬ve A bu uzayda lineer s¬n¬rl¬operatör olsun.

eA (�) = DAbkH;�;bkH;�E
H

şeklinde tan¬mlanan eA fonksiyonuna A operatörünün Berezin sembolü denir

(Berezin, 1972).

Tan¬m 3:25: k� üretici çekirde¼gine sahip, 
 kümesi üzerindeki kompleks de¼gerli

fonksiyonlar¬n H = H (
) fonksiyonel Hilbert uzay¬üzerindeki s¬n¬rl¬lineer bir

A operatörünün Berezin kümesi ve Berezin say¬s¬s¬ras¬yla

Ber(A) : = Range
� eA� = n eA(�) : � 2 
o

ber(A) : = sup
n��� eA(�)��� : � 2 
o

şeklinde tan¬mlan¬r (Karaev, 2006).
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Tan¬m 3:26: A operatörü için nümerik de¼ger kümesi ve nümerik yar¬çap kavram-

lar¬da s¬ras¬yla

W (A) : = fhAx; xi : kxkH = 1g

w(A) : = sup fjhAx; xij : kxkH = 1g

şeklinde ifade edilir (Karaev, 2013).

Aç¬kça görülüyor ki

Ber(A) � W (A) ve ber(A) � w(A)

d¬r.

Berezin sembolünün baz¬özellikleri aşa¼g¬daki gibidir (K¬l¬ç, 1994).

1: A pozitif bir operatör ise eA pozitif bir fonksiyondur.
2: S¬n¬rl¬lineer bir A operatörünün eA Berezin sembolü s¬n¬rl¬bir fonksiyondur.
Yani

��� eA (�)��� =
���DAbkH;�;bkH;�E��� � 


AbkH;�





bkH;�




� kAk



bkH;�





bkH;�


 = kAk (� 2 
)

dir.

3: A = I birim operatörünün Berezin sembolü eA = eI = 1 dir.
4: fA� = eA d¬r, yani A� adjoint operatörünün Berezin sembolü eA n¬n kompleks
eşlene¼gine eşittir.

fA� (�) = DA�bkH;�;bkH;�E = DbkH;�; AbkH;�E = DAbkH;�;bkH;�E = eA
dir.

5: A� = A ise eA = eA reel de¼gerli bir fonksiyondur.
14



6: Her � 2 
 için eA(�) = eB(�) olmas¬için gerek ve yeter koşul A = B olmas¬d¬r.
Tan¬m 3:27: fang ve fbng reel diziler, 0 <

1P
n=1

a2n < 1, 0 <
1P
n=1

b2n < 1 ve �

sabit çarpan olmak üzere,

1X
n=1

1X
m=1

1

m+ n
ambn < �

 1X
n=1

a2n

1X
n=1

b2n

! 1
2

(3.1)

şeklinde ifade edilen eşitsizli¼ge Hilbert eşitsizli¼gi denir (Weyl, 1908).

Tan¬m 3:28: f(x) ve g(x) ölçülebilir fonksiyonlar, 0 <
1R
0

f 2(x)dx < 1 ve

0 <
1R
0

g2(x)dx <1 olmak üzere;

1Z
0

1Z
0

1

x+ y
f(x)g(y)dxdy < �

0@ 1Z
0

f 2(x)dx

1Z
0

g2(x)dx

1A 1
2

(3.2)

eşitsizli¼gine Hilbert integral eşitsizli¼gi ad¬verilir (Schur, 1911).

Tan¬m 3:29: p > 1 ve fang11 negatif olmayan reel say¬lar¬n bir dizisi olmak

üzere
1X
n=1

 
1

n

nX
k=1

ak

!p
�
�

p

p� 1

�p 1X
n=1

apn

eşitsizli¼gine Hardy eşitsizli¼gi denir. Kesin olarak bu eşitsizli¼gi sa¼glayan sabit�
p
p�1

�p
dir (Hardy, 1967).

Bu eşitsizli¼gin integral formu aşa¼g¬daki şekildedir.

Tan¬m 3:30: p > 1 ve f fonksiyonu (0;+1) aral¬¼g¬nda negatif olmayan p-

integrallenebilir bir fonksiyon olmak üzere,

1Z
0

0@1
x

xZ
0

f (t) dt

1Ap

dx �
�

p

p� 1

�p 1Z
0

fp (x) dx:

dir (Hardy,1967).

Teorem 3:31: p > 1, 1
p
+ 1

q
= 1, an, bn � 0, 0 <

1P
n=1

apn <1 ve 0 <
1P
n=1

bqn <1
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olmak üzere,

1X
n=1

1X
m=1

ambn
m+ n

<
�

sin(�
p
)

 1X
n=1

apn

! 1
p
 1X
n=1

bqn

! 1
q

(3.3)

eşitsizli¼gine Hardy-Hilbert eşitsizli¼gi denir (Hardy, 1920; Hardy vd., 1967). Bu

eşitsizli¼ge eşde¼ger (denk) olan eşitsizlik

1X
n=1

 1X
m=1

am
m+ n

!p
<

"
�

sin(�
p
)

#p 1X
n=1

ap (3.4)

şeklinde ifade edilir.

(3:3) ve (3:4) numaral¬Hardy-Hilbert eşitsizlikleri analiz ve uygulamalar¬ için

önemlidir (Mitrinovic, 1991).

Teorem 3:32: p > 1, 1
p
+ 1

q
= 1, an, bn � 0, 0 <

1P
n=1

apn <1 ve 0 <
1P
n=1

bqn <1

olmak üzere,

1X
n=1

1X
m=1

ambn
max fm;ng < pq

 1X
n=1

apn

! 1
p
 1X
n=1

bqn

! 1
q

eşitsizli¼gi ve bunun bir eşde¼ger formu olan

1X
n=1

 1X
m=1

am
max fm;ng

!p
< (pq)p

1X
n=1

apn

eşitsizli¼gi de Hardy-Hilbert eşitsizli¼gi olarak adland¬r¬l¬r (Hardy, 1920).
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4: ARAŞTIRMA BULGULARI

4:1: Operatörlerin Berezin Say¬lar¬·Için Ters Kuvvet Eşitsizlikleri

Bu bölümde, üretici çekirdekli H = H (
) Hilbert uzay¬üzerindeki pozitif A

operatörünün Berezin say¬s¬için

(ber(A))n � C(n;m)ber(An)

şeklinde ifade edilen ters kuvvet eşitsizli¼gi Hardy-Hilbert eşitsizli¼gi kullan¬larak

ispatlanm¬̧st¬r.

Kompleks say¬lar¬n aç¬k 
 kümesi üzerindeki kompleks de¼gerli fonksiyonlar¬n

H = H (
) üretici çekirdekli Hilbert uzay¬üzerinde s¬n¬rl¬lineer A operatörünün

(A 2 B (H (
))) Berezin sembolü

eA (�) = DAbkH;�;bkH;�E ; � 2 

şeklinde tan¬mlan¬r. Burada bkH;� = kH;�

kkH;�k
, H uzay¬n¬n üretici çekirde¼gidir.

A operatörünün Berezin say¬s¬ve nümerik yar¬çap¬

ber(A) := sup
n��� eA (�)��� : � 2 
o

ve

w(A) := sup fjhAx; xij : kxkH = 1g

şeklindedir ve ber(A) � w(A) oldu¼gu aç¬kt¬r.

A Hilbert uzay¬operatörünün nümerik yar¬çap¬için ifade edilen

w(An) � (w(A))n ; n � 1

kuvvet eşitsizli¼gi Halmos taraf¬ndan verilmi̧stir (Halmos, 1982).

Berezin say¬s¬ ile nümerik yar¬çap aras¬ndaki ber(A) � w(A) eşitsizli¼ginden
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dolay¬, do¼gal olarak,

ber(An) � (ber(A))n ; n > 1

eşitsizli¼gi do¼gru mudur sorusu akla gelmektedir. Ancak bu sorunun cevab¬lite-

ratürde henüz verilememi̧stir.

Buna ra¼gmen, Hardy-Hilbert tipli eşitsizlikler kullan¬larakH (
) uzay¬üzerinde-

ki pozitif operatörün Berezin say¬s¬ için ters kuvvet eşitsizli¼gi ispatlanm¬̧st¬r.

Yani, H = H (
) uzay¬ndaki pozitif A operatörü için

(ber(A))n � C(n;m)ber(An)

ters kuvvet eşitsizli¼gi ispatlanm¬̧st¬r.

Burada C(n;m) > 1 sadece n ve onun eşleni¼gi olan m ye ba¼gl¬bir sabittir ve
1
n
+ 1

m
= 1 dir.

4:2: Hardy-Hilbert Tipi Eşitsizlikler ve Baz¬ Operatörlerin Berezin

Say¬lar¬

H = H (
) üretici çekirdekli Hilbert uzay¬üzerindeki baz¬kendine eş ve pozitif

operatörler için

1X
n=1

1X
m=1

ambn
max fm;ng < pq

 1X
n=1

apn

! 1
p
 1X
n=1

bqn

! 1
q

(4.2.1)

ve
1X
n=1

 1X
m=1

am
max fm;ng

!p
< (pq)p

1X
n=1

apn (4.2.2)

eşitsizliklerine benzer eşitsizliklerin verilmesi ile başlayaca¼g¬z.

Teorem 4:2:1: p > 1, 1
p
+ 1

q
= 1 olsun. f ve g fonksiyonlar¬� � (0;+1) a-

ral¬¼g¬nda tan¬ml¬, sürekli fonksiyonlar ve f; g � 0 olsun. Bu durumda aşa¼g¬daki

ifadeler do¼grudur.

(i) B (H (
)), H uzay¬ndaki lineer s¬n¬rl¬ operatörler kümesi olmak üzere,
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spektrumlar¬� aral¬¼g¬nda olan A;B 2 B (H (
)) kendine eş operatörleri ve

�; � 2 
 için,

^(fg) (A) (�) +
1

2
]g (B) (�) fg(A) (�) + 1

2
]f (B) (�)gg(A (�) + 1

2
^(fg) (B) (�)

< pq
h
(f (A)p + f (B)p)

1
p (g (A)q + g (B)q)

1
q

ie(�)
d¬r.

(ii) Spektrumlar¬� aral¬¼g¬nda olan kendine eş A;B 2 B (H (
)) operatörleri

için,

(ber (f (A)))2 < 4 (pq � 1) ber
�
f (A)2

�
dir. Özel olarak

(ber (A))2 < 4 (pq � 1) ber
�
A2
�

dir.

·Ispat. (i) a1; a2; b1; b2 pozitif skalerler ve x; y 2 � olsun. (4:2:1) eşitsizli¼gi

kullan¬larak

a1b1 +
a1b2
2
+
a2b1
2
+
a2b2
2
< pq (ap1 + a

p
2)

1
p (bq1 + b

q
2)

1
q (4.2.3)

elde edilir.

Teoremin koşuluna göre her x; y 2 � olmak üzere f(x) � 0, g(x) � 0 olsun.

(4:2:3) eşitsizli¼ginde a1 = f(x); a2 = f(y); b1 = g(x); b2 = g(y) yaz¬l¬rsa

f(x)g(x) +
f(x)g(y)

2
+
f(y)g(x)

2
+
f(y)g(y)

2

< pq (f(x)p + f(y)p)
1
p (g(x)q + g(y)q)

1
q (4.2.4)

elde edilir. Kendine eş A operatörünün � üzerindeki sürekli fonksiyonlar s¬n¬f¬n-

dan fonksiyonel i̧slemlere sahip oldu¼gu göz önünde bulundurularak (4:2:4) eşit-

sizli¼ginin devam¬niteli¼ginde aşa¼g¬daki eşitsizlik elde edilir. (basitlik için �I skaler

operatörü yerine � notasyonu kullan¬lm¬̧st¬r.)
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f(A)g(A) +
1

2
g(y)f(A) +

1

2
f(y)g(A) +

1

2
f(y)g(y)

< pq (f(A)p + f(y)p)
1
p (g(A)q + g(y)q)

1
q

buradan her � 2 
 ve 9y 2 � için

D
f(A)g(A)bkH;�;bkH;�E+ 1

2
g(y)

D
f(A)bkH;�;bkH;�E

+
1

2
f(y)

D
g(A)bkH;�;bkH;�E+ 1

2
f(y)g(y)

< pq
D
(f(A)p + f(y)p)

1
p (g(A)q + g(y)q)

1
q bkH;�;bkH;�E

elde edilir.

Fonksiyonel i̧slemler bir kez daha kendine eş B operatörü için kullan¬larak

D
f(A)g(A)bkH;�;bkH;�E+ 1

2
g(B)

D
f(A)bkH;�;bkH;�E

+
1

2
f(B)

D
g(A)bkH;�;bkH;�E+ 1

2
f(B)g(B)

< pq
D
(f(A)p + f(B)p)

1
p (g(A)q + g(B)q)

1
q bkH;�;bkH;�E (4.2.5)

elde edilir. Dolay¬s¬yla (4:2:5) eşitsizli¼ginden

D
f(A)g(A)bkH;�;bkH;�E+ 1

2

D
g(B)bkH;�;bkH;�EDf(A)bkH;�;bkH;�E

+
1

2

D
f(B)bkH;�;bkH;�EDg(A)bkH;�;bkH;�E+ 1

2

D
f(B)g(B)bkH;�;bkH;�E

< pq
D
(f(A)p + f(B)p)

1
p (g(A)q + g(B)q)

1
q bkH;�;bkH;�E

bulunur.

Dolay¬s¬yla tüm kendine eş A;B 2 B (H (
)) operatörleri ve �; � 2 
 için,

^(fg) (A) (�) +
1

2
]g (B) (�)]f(A) (�) +

1

2
]f (B) (�)]g(A) (�) +

1

2
^(fg) (B) (�)
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< pq
h
(f (A)p + f (B)p)

1
p (g (A)q + g (B)q)

1
q

ie(�) (4.2.6)

elde edilir. Böylece (i) ispatlanm¬̧s olur.

(ii) Özel olarak B = A, g = f , � = � al¬n¬rsa ve her � 2 
 için (4:2:6)

eşitsizli¼ginden

f̂ (A)2 (�) +
1

2
f̂ (A)2 (�) +

1

2

h
]f (A) (�)

i2
+
1

2
f̂ (A)2 (�)

< pq
h
(2f (A)p)

1
p (2f (A)q)

1
q

ie(�)
2f̂ (A)2 (�) +

1

2

h
]f (A) (�)

i2
< pq

�
2
1
p
+ 1
q f̂ (A)2 (�)

�
1

2

h
]f (A) (�)

i2
< 2pqf̂ (A)2 (�)� 2f̂ (A)2 (�)

1

2

h
]f (A) (�)

i2
< 2(pq � 1)f̂ (A)2 (�)h

]f (A) (�)
i2
< 4(pq � 1)f̂ (A)2 (�) (4.2.7)

elde edilir. pq�1 > 0 ve her � 2 
 için ]f (A) (�) bir reel say¬oldu¼gundan (çünkü

f(A) kendine eş) ve
h
]f (A) (�)

i2
� 0 olur. Böylece (4:2:7) eşitsizli¼ginden her

� 2 
 için f̂ (A)2 (�) � 0 sonucuna var¬l¬r. Buradan her � 2 
 için

h
]f (A) (�)

i2
< 4(pq � 1) sup

�2

f̂ (A)2 (�) = 4 (pq � 1) ber

�
f (A)2

�
elde edilir. Bu aç¬kça

(ber (f (A)))2 < 4 (pq � 1) ber
�
f (A)2

�
oldu¼gunu gösterir. Özel olarak f(x) = x için

(ber (A))2 < 4 (pq � 1) ber
�
A2
�

bulunur ve istenen sonuca ulaş¬lm¬̧s olur.

Böylece Önerme 4:2:2 verilebilir. ·Ispat¬Teorem 4:2:1 in ispat¬na benzerdir.
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Önerme 4:2:2: H (
) üretici çekirdekli Hilbert uzay¬üzerinde tan¬ml¬herhangi

bir pozitif A operatörü için

(w (A))2 < 4 (pq � 1)w
�
A2
�

eşitsizli¼gi do¼grudur.

Herhangi bir A 2 B (H) ve bir n > 1 sabiti için w (An) � (w(A))n oldu¼gundan

dolay¬Önerme 4:2:2: den

1

4 (pq � 1) (w (A))
2 < w

�
A2
�
� (w (A))2

elde edilir.

Teorem 4:2:3: p > 1, 1
p
+ 1

q
= 1 olsun. f , � � (0;+1) aral¬¼g¬nda tan¬ml¬

sürekli bir fonksiyon ve f � 0 olsun. A : H (
) ! H (
) operatörü H (
)

üretici çekirdekli Hilbert uzay¬üzerinde tan¬ml¬pozitif bir operatör olsun. A

n¬n spektrumu � aral¬¼g¬ndad¬r.

[ber (f(A))]p � Cber (fp(A))

olacak şekilde bir C = C(p; q) > 1 sabiti vard¬r.

Özel olarak ber (A)p � Cber(Ap) dir.

·Ispat. a1; a2; b1; b2 pozitif say¬lar olsun. (4:2:2) eşitsizli¼gi kullan¬larak

�
a1 +

a2
2

�p
+
�a1
2
+
a2
2

�p
< [pq]p [ap1 + a

p
2]

elde edilir. x; y 2 � olsun. Her x 2 � için f(x) � 0 oldu¼gundan a1 = f(x);

a2 = f(y) yaz¬l¬rsa�
f(x) +

f(y)

2

�p
+

�
f(x)

2
+
f(y)

2

�p
< [pq]p [fp(x) + fp(y)] (4.2.8)

bulunur.
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Sonuç olarak Teorem 4:2:1: in ispat¬nda oldu¼gu gibi ayn¬fonksiyonel hesap i̧slem-

leri kullan¬larak (4:2:8) eşitsizli¼ginden ��n¬n içerdi¼gi bir spektrumu olan her po-

zitif B operatörü ve her �; � 2 
 için

�D
f(A)bkH;�;bkH;�E+ 1

2

D
f(B)bkH;�;bkH;�E�p

+

�
1

2

D
f(A)bkH;�;bkH;�E+ 1

2

D
f(B)bkH;�;bkH;�E�p

< [pq]p
hD
fp(A)bkH;�;bkH;�E+ Dfp(B)bkH;�;bkH;�Ei

bulunur ve dolay¬s¬yla

�
]f (A)(�) +

1

2
]f (B) (�)

�p
+

�
1

2
]f (A)(�) +

1

2
]f (B) (�)

�p

< [pq]p
h
f̂p (A)(�) + f̂p (B) (�)

i
(4.2.9)

elde edilir.

Şimdi (4:2:9) eşitsizli¼ginde B = A ve � = � yaz¬l¬rsa her � 2 
 için,

�
3

2
]f (A)(�)

�p
+
h
]f (A)(�)

ip
< [pq]p

h
2f̂p (A)(�)

i
��
3

2

�p
+ 1

� h
]f (A)(�)

ip
< 2 [pq]p

h
f̂p (A)(�)

i
olur. f̂p (A)(�) � 0 oldu¼gundan her � 2 
 için,

h
]f (A)(�)

ip
< 2

��
3

2

�p
+ 1

��1
[pq]p ber (fp (A))

bulunur. Bu da

[ber (f(A))]p < 2

��
3

2

�p
+ 1

��1
[pq]p ber (fp (A))
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oldu¼gunu gösterir. Özel olarak

[ber(A)]p < 2

��
3

2

�p
+ 1

��1
[pq]p ber (Ap)

olur ve 1
p
+ 1

q
= 1 eşitli¼gini sa¼glayan her p; q için

C = C(p; q) := 2

��
3

2

�p
+ 1

��1
[pq]p > 1

elde edilir ve teorem ispatlanm¬̧s olur.
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5: SONUÇ VE ÖNER·ILER

Günümüzün sürekli geli̧smekte olan çal¬̧sma alanlar¬nda, Berezin sembolü ve

tan¬m¬nda kullan¬lan üretici çekirdek metodu operatörlerin genel teorisinin bir-

çok probleminde aktif olarak kullan¬lan konulard¬r. Haz¬rlanan bu tez çal¬̧s-

mas¬nda, üretici çekirdek ve Berezin sembolü metodunun bir uygulamas¬Hardy-

Hilbert tipli eşitsizliklerin kullan¬lmas¬ile verilmi̧stir. Üretici çekirdekli Hilbert

uzay¬üzerindeki pozitif operatörün Berezin say¬s¬için ters kuvvet eşitsizli¼gi ifade

edilmi̧stir.

Berezin sembolü metodunun Hardy-Hilbert eşitsizli¼gi ile birlikte kullan¬lmas¬,

operatörlerin Berezin say¬lar¬n¬n klasik eşitsizliklerine alternatif bak¬̧s aç¬s¬ka-

zand¬rm¬̧st¬r.

Bu çal¬̧sman¬n devam¬olarak düşünülen bir öneri vard¬r:

Üretici çekirdekli Hilbert uzay¬nda, nümerik yar¬çap için

w(An) � (w(A))n ; n > 0

eşitsizli¼gi verilmi̧stir (Halmos, 1982).

Acaba Hardy-Hilbert eşitsizlikleri kullan¬larak nümerik yar¬çap için ters kuvvet

eşitsizlikleri elde edilebilir mi?
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