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OZET
Yiiksek Lisans Tezi

URETICI CEKIRDEKLI HILBERT UZAYLARINDA HARDY-HILBERT
TIPLI ESITSIZLIKLER

Ceren CELIK

Siileyman Demirel Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali

Damsman: Yrd. Do¢. Dr. Ulas YAMANCI

Bu calismada ilk olarak konunun tarihsel gelisimi ifade edildi ve ¢alismada kullanilan
bazi tanim ve temel sonuclar verildi.

Daha sonra tiretici ¢ekirdekli Hilbert uzaylarda Hardy-Hilbert tipli esitsizlik kullanilarak
konveks fonksiyonlar icin Berezin sayis1 esitsizlikleri verildi. Ayni zamanda tiretici
cekirdekli Hilbert uzaylarda operatorler i¢in bazi yeni niimerik degerler verildi ve bu
niimerik degerler i¢in bazi esitsizlikler ispatlandi.

Anahtar Kelimeler: Uretici cekirdekli Hilbert uzay1, niimerik yaricap, Hardy-Hilbert
tipi esitsizlik, self-adjoint operator, konveks fonksiyon, tiniter operator, Berezin sembolii,
Berezin sayisi.
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ABSTRACT
M.Sc. Thesis

HARDY-HILBERT TYPE INEQUALITIES IN REPRODUCING KERNEL
HILBERT SPACE

Ceren CELIK

Siileyman Demirel University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics

Supervisor: Asst. Prof. Dr. Ulas YAMANCI

In this work, firstly, the historical development of the topic is mentioned, and some
definitions and main results used in the work are given.

Later, by using the Hardy-Hilbert type inequality in reproducing kernel Hilbert space, it
was given Berezin number inequalities for the convex functions in Reproducing Kernel
Hilbert Spaces. It was also introduced some new numerical quantities for operators
on reproducing kernel Hilbert space and proved some inequalities for these numerical
characteristics.

Keywords: Reproducing kernel Hilbert space, numerical radius, Hardy-Hilbert type
inequality, self-adjoint operator, convex function, unitary operator, Berezin symbol,
Berezin number.
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SIMGELER VE KISALTMALAR DiZiNi

| Al A operatoriiniin modiilii

ber (A) A operatoriiniin Berezin sayisi
Ber (A) A operatoriiniin Berezin kiimesi
B(H) H Hibert uzaymdaki lineer simirh operatorler
c(A) Crawford say1si

D Birim disk

en Ortonormal baz

H(Q) Uretici gekirdekli Hilbert uzay

kx Uretici cekirdek

ky Normallestirilmig tiretici ¢ekirdek
R\T T nin resolvent operatorii

T T operatoriiniin Berezin sembolii
T Self-adjoint operator

W (A) Niimerik deger

w (A) Niimerik yarigap

o) 2 kiimesinin simir1

o (T) T nin spektral degeri



1. GIRIS

Tarih boyunca, matematiksel analiz son ii¢ yiiz yildir matematigin énde gelen
dallarindan biri olmustur. Aslinda, esitsizlikler, matematiksel analizin merkezi
olmugtur. Kanitlarla, matematik fizigi, teorik ve uygulamali matematikteki
bir¢ok alanda faydali uygulamalariyla birlikte bircok yeni egitsizligin bulun-
masini saglayan bu konunun yeni gelismelerine bircok biiyiik matematikci 6nemli
katki saglamigtir. Ashinda ilk defa 1934 yilinda bir bilimsel arastirma olarak
basilan Hardy, Littlewood ve Polya tarafindan ¢igir acan eseri "Esitsizlikler" adli
kitap ile birlikte matematiksel egitsizlikler yirminci yiizyilda da modern mate-
matigin 6nemli bir dal haline gelmigtir (Hardy vd., 1967). Bu egsiz yayn saglam
kanitlar ve matematikteki faydali uygulamalariyla segkin esitsizliklerle dolu kesin
mantiktaki bir paradigmay1 temsil eder. Anthony Zygmund’in eglenceli séziinii
soylemek yerinde olur. "Hardy, Littlewood ve Polyo'nun kitab1 son yirmi, otuz
yilda analiz alanindaki en onemli kitaplardan biri olmustur. Kitabin arastirma
trendleri iizerinde etkisi olmustur ve hala etkilemeye devam etmektedir. Suan
da bir insan bu kitab1 gbzden gegirirken varolan metni degistirmeyi ne kadar az

istedigini farkeder" (Yang, 2014).

Yirminci yiizyilda ayrik ve integral esitsizlikler matematikte temel bir rol oy-
namig olup artik teorik ve uygulamali matematigin bir¢ok alaninda ok gesitli
uygulamalar1 bulunmaktadir. Ozellikle, integral denklemleri hakkindaki ders-
lerinde, sabiti tam olarak belirlemeden, Hilbert’ in ¢ift dizi esitsizligini ilk defa
David Hilbert 1862-1943 yillar1 arasinda kanitlamigtir. Eger {a,,} ve {b,},
0 <> a2 <oovel < Y>> b2 < oo u olugturacak iki reel dizi ise o

zaman Hilbert’in ¢ift dizi esitsizligi

0o o0 ambn 00 ) 00 ) 2
Syt {53
n=1m=1 m=1 =1

olarak verebilir. Bu meshur esitsizlik Hilbert tarafindan 1900 lerin baginda 7w

yerine 27 sabiti ile ispatlanmigtir. Hilbert’in kanitindan birkag yil sonra Schur,

1911 yilinda yeni bir kanit ortaya koydu ve bu kanit da aslinda en iyi olasi keskin



sabit olarak 7 sabitini alir (Schur, 1911).

Uretici cekirdekler konusu eskilere dayanan bir konu olup ilk énce 1907 yilinda
Zaremba tarafindan harmonik ve biharmonik fonksiyon siniflari i¢in kullanilmigtir.
1909 yilinda ise Mercer tarafindan integral denklemler teorisinde ele alinmis ve
bu fonksiyon pozitif tamimh fonksiyon olarak adlandirilmigtir (Mercer, 1909).
Uzun siire bu kavram dikkat cekmemistir. Daha sonra ti¢ Berlin matematikgisinin
doktora tezlerinde {iretici ¢ekirdek kavrami ortaya cikmistir. Bu matematikgiler
Szego (1921), Bergman (1922) ve Bochner (1922) dir. Ozel olarak, Bergman,
harmonik ve analitik fonksiyon simiflar1 icin iiretici ¢ekirdekler kavramini ver-
mistir ve bu kavram ¢ekirdek fonkiyonu olarak adlandirmigtir (Bergman, 1922).
Bergman, bu cekirdek fonksiyonu kavramini kullanarak, kompleks degiskenli
fonksiyonlar teorisinde, konform doniisiimlerinde, pseudo-konform doniisiimlerinde,
invaryant Riemannian metriklerin incelenmesinde énemli sonugclar elde etmistir
(Bergman, 1922). Giiniimiiz matematiginde ise, yaklagik 1972 yilindan basla-
yarak agirlikli olarak Japon matematikgisi Saburou Saitoh iiretici gekirdekler
metoduna sanki yeni bir hayat vererek, bu yontemi analizde, diferensiyel denk-
lemler ve integral denklemler teorisinde, ters problemler konusunda, operatorler
teorisinde ve harmonik analizde uygulayarak ¢ok énemli ve orijinal sonugclar al-

may1 bagarmigtir (Saitoh, 1988; 1997).

Uretici cekirdekler kullamlarak tanimlanabilen Berezin sembolleri kavrami ilk
olarak Rus matematikgisi ve fizikgisi Berezin tarafindan verilmigtir (Berezin,
1972; 1974). Berezin, aslinda operatérler i¢in kovaryant ve kontravaryant sembol
kavramlarini vermigtir. Berger ve Coburn ise ilk olarak Toeplitz operatériiniin
kontravaryant sembollerini, yani Toeplitz operatoriiniin Berezin semboliinii kul-

lanmiglardir (Berger ve Coburn, 1986).

Berezin sembolii bir ¢ok durumlarda c¢ok etkileyicidir ve mevcut operator igin
onemli bilgileri tasimaktadir. Ornegin, cok sayida fonksiyonel Hilbert uzay-
larinda (H? Hardy uzay1, L? Bergman uzay1 vb.) A operatorii kendisinin Berezin
sembolii A ile tek olarak tanimlanabilir. Berezin sembolii agirlikli olarak Toeplitz

ve Hankel operatorleri i¢in uygulanabilir.
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Bu tez caligmasi temel olarak agagidaki ana baghklardan olugmaktadir:

/ Hardy-Hilbert esitsizlikleri yardimiyla konveks fonksiyonlar i¢in operatorlerin
Berezin sayisi icin esitsizlik elde edilmesi,

\/ Yeni niimerik degerler tanimlanmasi ve bu tanimlanan niimerik degerler arasin-
daki iligkinin verilmesi,

v/ Buzano (1974) nun elde etmig oldugu esitsizlik yardimiyla yeni Berezin sayisi

esitsizliklerin bulunmasi.



2. KAYNAK OZETLERI
1925 te, Hardy asagidaki esitsizligi vermistir:
1 1 g o o
p>1, -+ - =1olsun. Eger ay, b, >0, a = {a,}, _, € %, b={b,},_, €1
p g

[e.o] [e 9]
Ve0<Zaﬁl<oove0<2b?l<ooiseozaman

m=0 n=0

S a,b, T > & :
;mZ:lm_i_n < Tesce <§> (,,;1 afn) (;bg) (2.1)
dir. Burada 7 csc <z> sabiti egitsizligi saglayan en iyi ihtimaldir. (2.1) esitsiz-
ligi Hardy-Hilbert esitsizligi olarak bilinir ve bu esitsizlik matematiksel analiz
ve uygulamalarda ¢nemlidir. Son zamanlarda, Hardy-Hilbert egitsizliklerinin
uygulamalari ile ilgili birgok sonug elde edilmistir (Garayev vd., 2016; Hansen,

2009; Hansen.vd, 2010; Kian, 2012).
(2.1) in benzer kosullar1 altinda, Hardy vd. (1967) agsagidaki gibi (2.1) egitsiz-
ligine benzer bir esitsizlik vermistir.

[o’<INe'S) ambn o) P
> —<pq{Z ai’n}

n=1m=1 ax {ma n}

{Zu} (22)

ve denk formu

> (i a—m)P < (pg)” nil ap, (2.3)

n=1 \un=1 max {m, n}
dir. Burada pq ve (pq)” sabitleri en iyi ihtimallerdir (Edmunds vd., 2002; Kufner
vd., 2006; Opic ve Kufner, 1990).

Uretici gekirdeklerin genel teorisi Aronszajn (1950) tarafindan kurulmus ve Sch-
wartz (1964) tarafindan geligtirilmigtir. Aym yillarda Krein (1963), farkh bag-

lamda iiretici ¢ekirdeklerin genel teorisini geligtirmistir.

Berezin sembolleri kavramu iiretici ¢ekirdekler ile tanimli olup ilk olarak Berezin
tarafindan verilmigtir (Berezin, 1972; 1974). Bu kavramin yardimiyla Berezin,

kuantum fiziginin ve istatistiksel fizigin 6nemli operatérlerinin (Schrodinger o-
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peratorii, Hamilton operatorii, Jacobi operatorii vd.) dzdegerlerinin dagilimi igin
onemli sonuclar almistir. Ornegin ilk olarak niikleer operatoriin izini Berezin
sembolii ile ifade etmistir. Ayrica eliptik tipli kismi diferensiyel operatoriin
pozitif 6zdegerlerinin sayisi i¢in de 6nemli formiiller elde etmigtir. Daha sonra
Berezin semboliiniin, operatorler teorisinin i¢ gelisimindeki rolii daha ¢ok ortaya
¢ikmistir. Bundan dolay1 ilk olarak Nordgren ve Rosenthal, standart fonksi-
yonel Hilbert uzayindaki kompakt operatorlerin karakterizasyonunu Berezin sem-
bolii kullanarak vermiglerdir (Nordgren ve Rosenthal, 1994). Ayrica Bergman
uzaymdaki Toeplitz operatorlerin Berezin sembolii Poisson ¢ekirdeginin, H? (D)
Hardy uzayindaki rolii kadar, Bergman uzayinda da ¢nemli oldugu ortaya cik-
migtir. Bilindigi gibi harmonik fonksiyonlarim Berezin sembolleri yardimiyla
tasvir edilmesi Englig (1994), Axler ve Zheng (1998) tarafindan ortaya konul-
mustur ve giiniimiizde farkhi alanlarda kullanilis1 ve 6nemi ortaya ¢ikmaktadir.
Berezin sembolii, Hardy, Bergman ve Fock uzaylarini iceren Uretici Uzaymn
Hilbert Uzayn tizerindeki operatorleri calismak icin en kullamsh aractir. Ornegin;
bazi operatorleri sinirliligy, tersinirligi, kompakthigi ve pozitifligi Berezin sem-
boliiyle karakterize edilmigtir. (Chalender vd., 2012; Karaev, 2006; Karaev,
2013).

Berezin kiimesi ve Berezin sayisi ise Karaev (2006) tarafindan tanmimlanmigtir
(Karaev, 2006). Berezin sembolleri yardimiyla operatorlerin Schatten-von Neu-
mann smiflarina ait olmasi ile ilgili yeni kriterler verilmistir (Karaev, 2002;
Karaev ve Saltan, 2005; Karaev vd., 2013). Yine Berezin sembolleri yardimiyla
toplanabilme teorisi i¢in (Abel, Borel, vd.) yeni metodlar elde edilmistir (Pehli-
van ve Karaev, 2004; Karaev, 2010; 2013; Karaev vd., 2014).

Niimerik yaricap ve uygulamalar ile ilgili literatiirde bir¢ok ¢alisma mevcuttur
(Abu-Omar ve Kittaneh, 2015; Dragomir, 2006; Dragomir, 2007; Gustafson ve
Rao, 1997; Kittaneh, 2005; Kittaneh vd. , 2015). Niimerik yarigap igin temel
bir esitsizlik

w(A") <w(A)", n>1
seklindeki kuvvet esitsizligidir (Gustafson ve Rao, 1997; Halmos, 1982). Bu

5



esitsizlige benzer yazarlar tarafindan birgok esitsizlik elde edilmistir (Abu-Omar

ve Kittaneh, 2014; 2015).



3. TEMEL KAVRAMLAR
Bu boliimde, bu tezde kullanilacak olan bazi kavramlara yer verilecektir.

Tanmim 3.1. V bir vektor uzay: olsun. z,y € V igin < z,y > ile gosterilen
ve agagidaki kosullar1 saglayan <,>: V x V — R | (z,y) —< x,y > fonksi-
yonuna V iizerinde bir i¢ carpim V' ye de i¢ carpim uzay1 denir. Bu i¢ ¢arpim
uzay1 (V, <, >) ile gosterilir.

(i) Her z,y € V igin < x,y >=< y,z >,

(ii) Her z,y,z € Vigin < z,y + 2 >=< x,y > + < x,2 >,

(iii) Her z,y € V , c € Rigin < cx,y >=c < z,y >=< z,cy >,

(

iv) Her z € V igin < 2,2 >> 0; < x,2 >= 0 < z = 0 (Kreyszig, 1989).

Tanim 3.2. X bir vektor uzayi, z,y € X keyfi vektorler ve « skaler olmak
lizere

@) [l=]| =0,

(i) ||z =0 & x =0,

(iii) [Jaz| = [af [|lz],

(iv)|lx +y|l < ||z|| + ||ly|| ozellikleri gergekleyen ||.|| fonksiyonuna X uzay1 iize-

rinde bir norm ve (X, ||.||) ikilisine bir normlu uzay denir (Kreyszig, 1989).

Tanim 3.3. X normlu uzayinda bir {z,} dizisi m — oo ve n — oo iken
|€m — xn|| — 0 ise o zaman {x,} dizisine Cauchy dizisi denir. Eger X normlu
uzaymda her Cauchy dizisi yakinsak ise X uzayina tam uzay denir (Kreyszig,

1989).
Tanim 3.4. Tam i¢ ¢carpim uzayma Hilbert uzay denir (Furuta, 2002).
Tanim 3.5. Tam normlu uzaya Banach uzay: denir (Furuta, 2002).

Tanim 3.6. X ve Y normlu uzaylar ve D (T') C X olmak tizere T : D (T) — Y
lineer bir operator olsun. Eger her z € D (T') i¢in , ||Tz|| < c||z|| olacak sekilde

¢ sayis1 varsa T' operatorii simirhidir denir (Kreyszig, 1989).

Tanim 3.7. Bir H Hilbert uzayinda, siirh lineer bir 7' : H — H operatorii

7



verilmig olsun. Eger T* = T ise T operatoriine self-adjoint ya da Hermityen
operator denir. T operatorii bire-bir, tizerine ve T* = T~! ise T operatoriine

iiniter operator adi verilir (Kreyszig, 1989).

Tanim 3.8. [a, b] araliginda herhangi x1, x5 noktalar1 ve 0 < A < 1 araligindaki

herhangi A\ degeri i¢gin
fAzr+ (1 =N a) < Af(z1)+ (1= f (22)

esitsizligi saglaniyorsa f (z) fonksiyonuna konveks fonksiyon denir (Kreyszig,

1989).

Tamim 3.9. X # {0} kompleks, normlu bir uzay ve D (T) C X olmak iizere
T : D(T) — X lineer bir operator olsun. A kompleks bir say1 ve I, D (T)
tizerindeki 6zdeslik operatorii olmak tizere T'ile Ty = T'— Al operatorii eslensin.
Ty nin bir tersi varsa, bu RyT yani, Ry (T) = Ty = (T — M)~ " ile gosterilir,

buna 7" nin resolvent operatorii denir (Kreyszig, 1989).

Tanim 3.10. X # {0} kompleks, normlu bir uzay ve D (T)) C X olmak iizere
T :D(T) — X lineer bir operator olsun. 7" nin bir A regiiler degeri,

(i) R (T") mevcut,

(17) Ry (T) smurh,

(7i1) X de yogun bir kiime iizerinde R, (7") tamiml olacak sekilde kompleks bir
sayidir (Kreyszig, 1989).

T nin biitiin regiiler degerleri olan A larm olusturdugu p (7') kiimesine ise, 7" nin
resolvent kiimesi adi verilir. p (7T") nin C kompleks diizlemindeki tiimleyeni olan
o (T) = C—p(T) kiimesine T" nin spektrumu ve bir A € ¢ (T") sayisina da 7" nin
spektral degeri denir (Kreyszig, 1989).

Tanim 3.11. H Hilbert uzay: iizerinde ST = T'S olacak sekilde bir S operatorii

varsa o zaman 7T operatoriine tersinebilir operator denir (Furuta, 2002).



Tanim 3.12. Tum zq, 23, ..., T, Ve Y1, Yo, ..., Yn reel say1 olmak iizere,
(x1y1 + Toy2 + ... + a:nyn)2 < (x% + 2+ ...+ mi) . (yf +ys 4.+ yz)

esitsizligine Cauch-Schwartz esitsizligi denir (Furuta, 2002).

Tanim 3.13. Kompleks sayilarin agik bir 2 kiimesi tizerinde, her A € Q i¢in f —
f (A lineer fonksiyoneli H uzaynda siirekli olacak gekilde €2 kiimesi iizerindeki
f fonksiyonlarinin olugturdugu H = H (2) Hilbert uzayina "fonksiyonel Hilbert
uzay1" ya da "tiretici gekirdekli Hilbert uzay1" denir (Halmos, 1982).

Klasik Riesz temsil teoreminden, A € Q icin f () = (f, k) olacak sekilde bir
tek ki) € H fonksiyonu vardir. © x 2 kiimesi iizerinde ky ) (2) = k (2, A) ile

tanimlanan bu £ fonksiyonuna "H uzaymin iiretici ¢ekirdegi" denir (Halmos,

1982).
Diger taraftan tiretici ¢ekirdek bazlar yardimiyla agagidaki gibi ifade edilmistir.

Yardimci Teorem 3.14. 'H fonksiyonel Hilbert uzayinin herhangi ortonormal

baz {e,} olsun. O zaman H uzaymn k iiretici ¢ekirdegi

ka(2) = k(2,0) =Y en(MNen (2)
n>0
seklinde ifade edilebilir (Stroethoff, 1997).

Ispat: H fonksiyonel Hilbert uzaymin herhangi bir ortonormal baz {e,} oldugun-

dan her z €  igin
Z k)\a en €n
n=0

yazilabilir. Parseval esitliginden 2z € €2 olmak iizere

k(z )\ ]i],\, Z k)\7€n 6nykz> :Zen ()‘)en (’Z)
n=0 n=0

olup boylece ispat tamamlanir (Stroethoff, 1997).



Ustteki Yardimer Teorem’den ky (2) = k. (A\) oldugu agiktir. Dolayisiyla her

Az € Qicin k(2,A) = k (A, z) dir. ky normu ise

1Ball® = (ks Kn) = ka (A) =k (A, \)

~ k
dir. k) = PO /)\\ 7z fonksiyonuna A noktasinda H uzayimin "normallegtirilmisg
tiretici cekirdegi" denir (Stroethoff, 1997).
~ k
Tamim 3.15. H = H (2), fonksiyonel Hilbert uzay: ve ky \ = kH’/\H bu uza-
HA

yin normellestirilmis iiretici ¢ekirdegi olsun. Eger A — 9Q (A — £ € 99Q) iken
%H, A — 0 zayif yakinsak ise H uzayina "standart fonksiyonel Hilbert uzay1" denir

(Aronzajn, 1950; Saitoh, 1988;1997).

Tamim 3.16. H uzay: €2 kiimesi iizerinde iiretici ¢ekirdekli Hilbert uzay1 ve A

bu uzayda lineer sinirli operator olsun. Bu durumda
Z()‘) = <AkH,)\7 kH,)\>H
seklinde tanimlanan A fonksiyonuna "A operatoriiniin Berezin sembolii" ya da

"Berezin doniigiimii" denir (Berezin, 1972).

Tanim 3.17. k), iiretici cekirdegine sahip, bog olmayan bir €2 kiimesi iizerindeki
kompleks degerli fonksiyonlarim H = H (2) fonksiyonel Hilbert uzay1 iizerinde

sinirli lineer bir A operatoriiniin "Berezin kiimesi" ve "Berezin sayis1", sirasiyla,
Ber (A) = {Z(A) tAE Q} ve ber (A) = sup{‘g()\)’ tAE Q}

ifadeleriyle tanimlanir (Karaev, 2006).
Asagida Berezin semboliiniin baz1 temel 6zellikleri verilmistir (Kilig, 1994).
1. A porzitif operator ise o zaman A pozitif fonksiyondur.

2.
300 = (A )| < ][]
< AN |[Fara | [ e = 140 (2 € )

10



oldugundan A Berezin sembolii sirh bir fonksiyondur.

3. A* adjoint operatoriiniin Berezin sembolii, A nm kompleks eglenigine esittir.

Yani

A () = <A*%H,A,%H,A> - @H,A,A%H,Q _ <A@H,A,EHA> — A

dir.

4. Her A € Q i¢in Z(/\) = B(\) olmasi igin gerek ve yeter kogul, A = B

olmasidir.

5. A operatorii kompakt ise A()\) — 0 (A — 99Q) dir. Fakat bunun tersi her
zaman dogru degildir. Yani E(A) — 0 (A — 09) ise A operatorii kompakt

olmayabilir.

Tanim 3.18. Herhangi A € B (H) operatoriiniin Crawford sayist
c(A) :=inf{|(Az,x)| : z € H, ||z| =1}

seklinde tanimlanir (Zamani, 2017).

A+ A A— A
Tanim 3.19. H = Re(A) = —; ve K =Im(A) = 5 sirastyla A ope-
i

ratoriiniin reel ve sanal kisimlari olmak iizere herhangi A € B (H) operatoriiniin

kartezyen ayrigim A = H + i K geklinde ifade edilir (Zamani, 2017).

Tanim 3.20. Herhangi A € B (H) operatériiniin | A| modiilii [A| := (A*A)"/? ile
tanimlamr. Aym zamanda |A|” := A*A dir (Zamani, 2017).

Tanim 3.21. (H,(.,.)) kompleks bir Hilbert uzay: olsun. 7' operatoriiniin

niimerik deger kiimesi
WAT) = {(Tw,z) : v € H, ||z]| = 1}
ile verilen C kompleks sayisinin bir alt kiimesidir (Dragomir, 2013).

11



W (T') niimerik deger kiimesinin tzellikleri agagidaki gibidir:

(i) a, € Cigin W (al + BT) = a+ W (T),

(it) W (T*) = {X: A€ W (T)}, burada T*, T ’nin adjoint operatériidiir,

(#4i) Herhangi U iiniter operator i¢cin W (U*TU) = W (T') dir (Dragomir, 2013).

Tanim 3.22. (H,(.,.)) kompleks bir Hilbert uzay1 olsun. H iizerindeki bir 7'
operatoriiniin niimerik yarigapi

w(T) = sup {[Al: A € W(T)} = sup {[{Tw, )| : ||=]| = 1}

ile tanimlanir.

Ustteki tammda herhangi = € H icin [(Tz,z)| < w(T)|z|* dir (Dragomir,
2013).

Bilindigi iizere w (.) niimerik yarigap: tiim sinirli lineer operatorleri B (H) cebiri

iizerinde bir normdur. Yani,

(i) Herhangi 7' € B (H) i¢in w (T') > 0 ve w (T") = 0 olmasi i¢in gerek ve yeter
kogul T" = 0;

(77) Herhangi bir A € C i¢in w (AT) = |AMw(T) ve T € B (H);

(#4i) Herhangi bir .V € B (H) icin w (T + V) < w (T) + w (V)

kogullar1 saglanmir (Dragomir, 2013).
Operatoriin normu ile niimerik yaricap arasinda asagidaki gibi bir baginti vardir.

Teorem 3.23. Herhangi T operatorii igin
1
5 Il = w(T) < ||T|

dir (Furuta, 2002).

Ayni zamanda operatoriin Berezin sayisi1 ve niimerik yarigapi ile Berezin kiimesi

ve niimerik degeri arasinda

ber (T) <w(T) and Ber(T) C W (T)

12



seklinde bir bagint1 vardir.
Niimerik yaricap icin en 6nemli kuvvet esitsizligi asagida verilmistir.

Teorem 3.24. Herhangi T operatorii ve n dogal sayis1 i¢in
w(T") <w(T)"

dir (Furuta, 2002).

1 1
Teorem 3.25. p > 1, — + — = 1 olsun. Eger a,,, b, > 0, a = {an} ._, € 7,
p

=

o0 oo
b:{bn}zo:lEéqve0<2afn<oove0<Zbg<oo, ise 0 zaman

m=0 n=0
1
o0 q
§ q
n=1

dir. Burada miimkiin olan en iyi sabit faktor 7 csc (Z) dir. (2.1) esitsizligi
p

=

0o 0o ambn T 00
;;m+n < Tcse <5) (Z afn)

m=1

Hardy-Hilbert egitsizligi olarak bilinir (Hansen , 2009).
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4. ARASTIRMA BULGULARI

4.1.Self-adjoint operatorler, konveks fonksiyonlar icin Hardy-Hilbert

tipli esitsizlikler ve Berezin sayis1 esitsizlikleri

Asagidaki teoremde, H = H(€Q) iiretici ¢ekirdekli Hilbert uzaylarinda self-adjoint
operatorler ve konveks fonksiyonlar igin (2.2) egitsizligine benzer esitsizlik ve-

rilmigtir.

1 1

Teorem 4.1.1. p > 1, — + — = 1 olsun. Eger f,g: J — (0,00) fonksiyonlar
P q

siirekli ve konveks fonksiyonlar ise o zaman her A, € ) ve spektrumlar1 J ara-

lig1 tarafindan kapsanan herhangi A, B € B (H) self-adjoint operatorleri igin

(4)

dir.
(7i) Spektrumu J araligi tarafindan kapsanan herhangi A € B (H) self-adjoint
operatorii icin

[Flber (A < ber (£ (4))
dir.

Ispat. (2.2) esitsizliginde n > 3 icin a,,b, = 0 olsun. a,,b, > 0 oldugundan,
(2.2) egitsizliginden
a1b2 CLle U,2b2

mb + ==+ 5=+ < pq (af + ab)

3=
Q=

(b] +03) (4.1)

elde edilir. z,y € J olsun. Teoremin hipotezi geregi f,g > 0 oldugundan (4.1)
formiiliinde ay = f (z), as = f (y), b1 = g (), by = g (y) yazlabilir. Boylece her

14



x,y € J igin

F@)g(e) + 3/ @ol) + 5 0ol) + 3 fWely)  (42)

< pg(f@) + F)")7 (9(x)" + g(y)?)s

olur. (4.2) formiiliinde = yerine <A/lg,\,/k?>\> ifadesi konularak her A € Q ve her-

hangi y € J igin

f(<AEA,E,\>)9(y)
2

f(<AEAa/If\A>)g(<AEA7EA>) +

Ak, &
+f(y)g(< A A>)+f(y)g(y)

2 2
< pq (fp <<A7{5\)\77{5\)\>) + f? (?J)) 4 (gq <<A%,%>) + g7 (y)>1/q

elde edilir. Ustteki esitsizlikte B self-adjoint operatoriine fonksiyonel kalkiiliis
uygulandiginda

f(<A7€\)\,7f\)\>)g(<A7€\)\7/];>\>) " f(<Akk=:A>)9(B)

+f<B>g<<;4%»%>> L [(B)g(B)

2
< o ((aR5)) + 7 3) " (o (4B 5)) o (3) "

olup, boylece

< (1 (b)) + 72) " (o (a0 5) 400 2) 5,1, )

15



ve

< o |(#(A) + )" (o (A) 4o 2) "
elde edilir.

f, g fonksiyonlarinin konveksligini ve kuvvet fonksiyonlarin ¢zelligi géz oniinde

bulundurularak

f((BEnR)) < (FBEE,). (44)
4 2

ve

Jz <<AEA,EA>> < 7 (A) Fy, /ﬁ> , (4.5)

olur. (4.3) formiiliinde (4.4) ve (4.5) esitsizlikleri konularak
AW (B )
FAN)g(AN) + 5

S EO)HA) 5 a5 0

< o | (7 (A) + 17 (8)

(o (Aw) o)

olur.

e~ —

fP(A) (A) + fP(B) ve g(A) () + ¢?(B) birbirleriyle yer degistirebildiginden
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aritmetik-geometrik ortalama esitsizliginden her A\, n €  i¢in

dir. Boylece (i) esitsizligi elde edilir.

(1i) B=A, g=f, p=qven=\oldugunda (4.6) egitsizliginden

FEW] 5 [ EO] 5 [FEW)] +5P@ 0 <s2@ W

olup boylece her A €  icin
FEAW)] < 2PMmX

elde edilir. f (%T (A)) >0 <(;1'ink1'1 A(N) reel say1> ve f2(A) (A) > 0 oldugundan
iistteki esitsizlikten her A € Q i¢in

FAM)] < Do P W)

4 \en

dir. Dolayisiyla spektrumu J arahig: tarafindan kapsanan herhangi A € B (H)

self-adjoint operatorii i¢in

[Flber (A < Zber (72 (4))

esitsizligi elde edilir. Boylece teoremin ispat1 tamamlanmis olur.

Asagidaki sonu¢ bu calismada elde edilecek temel sonuclardan biridir.

Teorem 4.1.2. f : J — (0, 00) konveks ve siirekli fonksiyon ve A : H(Q)—H(£2)
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operatorii spektrumu J araligl tarafindan kapsanan herhangi A € B (H) self-

adjoint operatorii olsun. O zaman

128

[f (ber (A))]” < 3 ber (17 (4)

elde edilir.

Ispat. (2.3) formiilii kullamlarak, p = 2 icin

2 2
(n + %) + (% + %) <16 (a2 + a2) (4.7)

dir. z,y € J olsun. f pozitif fonksiyon oldugundan, (4.7) formiiliinde a; =
f(x),as = f(y) ifadeleri konularak

(f(x) + @) + (@ + @) <16 (f*(z) + f*(v)) (4.8)

elde edilir. Teorem 4.1.1 in ispatinda oldugu gibi (4.8) formiiliinde = yerine

<A/15A, EA> ifadesi konuldugunda her A € Q2 ve herhangi y € J i¢in

2

(i) + L2) (ﬂwgz&) . f(zy))
< 16 (f2(<AEA,EA>)+f2(y)>

olur.

Ustteki esitsizlige B self-adjoint operatorii icin fonksiyonel kalkiiliis kullanilarak

(s(an iy + L2 (ﬂ@»%» . f(B))

2

2 2 2

< 16 (L({ ARy Fa)) + /2 (B))
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ve her A\, u € Q i¢in

elde edilir.

—~—

f, g fonksiyonlarmin ve kuvvet fonksiyonlarin 6zelliginden, f (E (1) < f(B)(n)
ve f2 (,2[ (/\)> < m () dir. Boylece son esitsizlikten

e~ e~

< 16(PAW+F B w)

elde edilir. B = A ve = X\ alindiginda her A € § igin iistteki esitsizlikten

~ 2 128 7>
AN = =P

~ 2 —_ ~—
dir. [f(A()\))} >0 ve f2(A)(N\) > 0 oldugundan, son esitsizlikte supremum

alinarak her A self-adjoint operatorii ve A € € icin

[Flber (A < ber (£2(A))

13
elde edilir.

4.2. Diger Berezin Sayis1 Esitsizlikleri

Bu boliimde, tiretici ¢ekirdekli Hilbert uzaylarinda baz yeni niimerik degerler

ele alind1 ve bu sayilar i¢in yeni niimerik esitsizlikler ispatlandi.

Tamm 4.2.1. b(A) ve ¢ (A) sayilan sirasiyla
c(A) = inf{‘ﬁ(/\)’ tAE Q}
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ve

ile tammlamr. b(A4) < 1 ve
c(A) <c(A) <ber(A)

dir.

Yukarida tanimlanan niimerik degerler ve diger niimerik karakteristikler siirl
lineer operatorlerin ¢alisilmasinda kullanighdir ve son zamanlarda bir¢ok yazarin
dikkatini ¢ekmistir (El-Haddad ve Kittaneh, 2007; Gustafson ve Rao, 1997;
Moslehian ve Sattari, 2016; Zamani, 2017).

Tanim 4.2.2. A € B(H) operatorii igin |cos| A

[(Az, )|

|cos| A := inf {— :
[ Az {]]

v, Jlad] £ 0

ile tanimlanir.

Teorem 4.2.3. A € B(H) operatorii her f € H ve M > 0 sayisi icin ||Af]| >

M || f|l olacak sekilde sifirdan farkh operator olsun. O zaman
c(A) > M |cos| A

dar.

Ispat. Gercekten

b(A) = inf

olup boylece ¢ (A) >

20



cektir. Onermenin kogulundan her f € H igin ||Af|| > M || f|| oldugundan, ozel
olarak her A\ € Q igin HAE)‘H > M > 0 dir. Bu yiizden

b(A) inf{M A€ Q} mf{’;l(j)) e Q,
|45 |4

i o)

elde edilir. Dolayisiyla

()
inf{ < 2] ”kAH> :)\GQ} = inf{ (A, 5)] :)\GQ}

By NI
g ’<Ak)\7k/\>|
= inf¢ —————: A€, ||Ak\|| #0
{ [ARA] TRl ’
o | [(Az, 7)|
> mf{—:xEH, ||Az| # 0
| Az || {|]]
= |cos| A

dir. Boylece b(A) > |cos| A olup ¢ (A) > M |cos| A elde edilir.

Sonug 4.2.4. A € B(H) tersinir operator ise o zaman ¢ (A) > ||A7]| " |cos| A
dur.

Teorem 4.2.5. A € B(H) ise o zaman

ber (JA?) < ber (A)? + \Jber (|AP) [ber (JA]?) — &(4)°]
dir.
ispat.
ber (|A|?) = ber (A*A) = A Aky iy ) = Aky, Ak
er (|AP) = ber (4 A) = sup (A" ARy, Fy) = sup (AR, AR

~ o~

{48 - AR + 0 AOVRY)

< sup {4~ G0 A0}
< sgp {ber (A*A)l/2 \/HA?{J\,\ g ‘E(A) 2 + ber (A)Q}
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< ber (]A|2)1/2 sup \/ber (|A\2) — ‘ZO\)‘? + ber (A)?
0

= ber (|A|2)1/2 \/ber (JA]?) — inf Z(A)f + ber (A)?

AEQ

— ber (A) + \/ber (JA]?) [ber (JA]?) — 2(A4)7],

olup boylece ispat tamamlanir.

Teorem 4.2.6. H="H (D) uzay1 D={z € C: |z| <1} birim diskte analitik
fonksiyonlarin iiretici gekirdekli Hilbert uzay: olsun. Herhangi A € B (H) ope-

ratorii icin

4 \en

—ber (( E(A) A*)2+ (1%()\) A)2)]
A A

ber (A)? + iber (A*A 4 AAY)

F(ATA) + S supfe ( A0 , + E(Ai A*)

IN

elde edilir.

ispat. Herhangi A € Q ve py, € C igin A(\) = p, ‘E(A)‘ olsun. O zaman
<;T/\AE,\,/I<?,\> = ‘<AE,\,/I<?,\>‘ dir. Eger 1, A = H + i K ifadesi fi, A operatoriiniin

kartezyen ayrisimi ise o zaman
(R ) 4 (K ) = (TR o) = | (A% ) 2 0

dir. Boylece her A € ) igin K (A) = <KE,\,E,\> = 0 olur. Dolaywsiyla K = 0
dir (Zhu, 2007). O zaman her A € Q igin <,LTAA@,\,E\> = <H%,\,/l<\;,\> olur.

Herhangi X € B(H) ve A € D icin Xky — X (\) kaLky ve Xky — X () ?{:\/2\ =
2~
HX]{,\H — ‘X ()\)‘ oldugundan

i = s~ Gt )+ 5
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[ ) )
= || - |Eo| + [Aw]

Y

ve

—~ |12 ~ 2 —~ |12 ~ 2
HAI@AH +‘H()\)‘ :HH@H +‘A(/\)  VAEQ

elde edilir. O zaman

inf <A*AEA,@A> + inf
AEQ e

AEQ

i [<H*H%,\,2A> + ’<AE\,E\>H

(b < ot |(aak B + (R[]

AEQ

IA

ber (H*H) + ber (A)?,

olup boylece
C(A*A) +E(H)* < ber (H*H) + ber (A)*,

ve

A+ T AL A A*
ber(A)2+ber<'u)‘ ;'MA oy ‘;N/\ )

A+ M,\A*)2

> E(A*A)+E< -

elde edilir. Dolayisiyla

ber (A)* + }lber (A*A+ A2 + 2 A% + AAY)

~ 1.
> FAA) L E(HA+ A

>~

dir. Buradan herhangi A, Ay € B (H) operatorii igin ber (A; + Az) < ber (A;)+
ber (Az) oldugundan

ber (A)® + }lber (A*A 4 AA*) —E(A*A)

> i [C(TRA + 11 A%)? — ber (1, A™)? + (7 4)%)]
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elde edilir. Bu ytizden

ber (A)? + iber (A*A+ AA*) —C(A*A)?

1 ~ * % —
75 [F(mA + mA )* = ber (1 A")* + (1 A)%)]

v

A
dir. 11y = = — esitligi kullanilarak
A

c(A™A) + lsup[’cv A ()
4 \eq ‘]{()\)‘

—ber MA* +
)A’ ()\)‘ A ()\)‘

IN

1
ber (A)? + Jher (A"A + AAY)

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Buzano (1974), Cauchy-Schwartz egitsizliginin genigletilmis halini agagidaki gibi

vermistir. a, b, x elemanlar i¢ garpim uzayinda vektorler olsun. O zaman

(a,2)] ()] < L e)? (4.9)

el f[ol] + [{a, b)
2

dir. (4.9) esitsizligi kullamlarak agagidaki sonuglar elde edilmistir.

Teorem 4.2.7. A, B € B(H) olsun. O zaman

ber (A+ B) < \/ber (A)* + ber (B)* + \/ber (]A|2) ber (]B|2) + ber (B*A)
dur.

Ispat. Herhangi A € Q igin (4.9) formiilii kullamlarak

AFBM) " < (| (B0 8| + |[(BR B

)
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)

Al 2+2\<AEA,EA> [(BRR))
2+2\<A@M@A> (%, BR,)
Ak [+ (B 58]

g <A*Aa,a>”2 @*%,@“ + (B AR

A

)

Ak

>

A

)

~

A)n

)

A

|

~—— ~~— ~——
[\
_|_
UU)
X
o

_ <AEA,EA> +

< ber (A)? + ber (B)® + ber (B*A) + \/ber (|A|2) ber (|B|2)

elde edilir. Boylece

—_—

2
ber (A+B)* = sup|A+ B (/\)’ < ber (A)? + ber (B)? + ber (B*A)

AEQ

+y/ber (|AP) ber (1BP?)

olup istenilen sonug elde edilir.

Onerme 4.2.8. U € B('H) iiniter operator olsun. O zaman

{ ber (U™)  ber (U™

1+ ber (U™1)" 14 ber (U™) } = 20ber (U) (4.10)

Sup max
n>1

dir.

Ispat. A, B € B(H) keyfi iki operatiér ve A € Q herhangi nokta olsun. (4.10)
esitsizliginde a = AEA, b= BE,\ konularak

o | )
2
(Faw) 2 (BB W) AW
2
\/ber (|A|2) ber (|B|2) + ber (B*A)
- 2

(A B[R B8] <

elde edilir ve

(B) < \/ber (|A|2) ber (|B|2) + ber (B*A)

ber (A) ber 5

(4.11)
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olur. (4.11) formiiliinde A = U ve B = U™ konularak

1+ ber (U"1) ~ 14ber(U™T)

ber (U) ber (U™) < )

olur ve
ber (U™) 1
<

>1 4.12
1+ ber (U™1Y) — ber (U)’ "= (4.12)

elde edilir. (4.11) formiiliinde A = U ve B = U*"~Y konularak

< 1+ ber (U™'U)

ber (U) ber (U*("fl)) = ber (U)ber (U"™)

1+ ber (U™)
2

elde edilir ve boylece herhangi n > 1 igin

ber (U™ 1) 1
<
1+ ber (U™) — 2ber (U)

(4.13)

dir. (4.12) ve (4.13) esitsizlikleri (4.10) esitsizligini verir ve boylece ispat tamam-

lanir.
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5. SONUC VE ONERILER

Hazirlanan bu yiiksek lisans tez caligmasinda fiiretici cekirdekli Hilbert uzay-
larinda konveks fonksiyonlar i¢in Hardy-Hilbert tipli esitsizlikler elde edildi.
b (A) ve ¢ (A) sayilar1 tammlandi ve bu sayilar ile Berezin sayis1 arasindaki iligkiyi
veren bazi sonuclar elde edildi. Aym zamanda Buzano’nun elde etmis oldugu

esitsizlik yardimiyla operatorlerin Berezin sayisi icin yeni esitsizlikler elde edildi.
Bu calismanin devamu olarak diisiiniilen bir kag 6neri vardir:

1. Literatiirde, tezde kullanilan Hardy-Hilbert tipli egitsizliginden hari¢ birgok
Hardy-Hilbert tipli esitsizlikleri vardir. Bu esitsizlikler kullanilarak operator-

lerin Berezin sayisi icin yeni egitsizlikler elde edilebilir mi?

2. Hardy-Hilbert esitsizlikleri digindaki esitsizlikler yardimiyla Berezin sayisi

esitsizligi elde edilebilir mi?
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