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4:1:Hardy-Hilbert tipi eşitsizlikler için, self-adjoint, konveks 14
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ÖZET

Yüksek Lisans Tezi

ÜRETİCİ ÇEKİRDEKLİ HİLBERT UZAYLARINDA HARDY-HİLBERT
TİPLİ EŞİTSİZLİKLER

Ceren ÇELİK

Süleyman Demirel Üniversitesi
Fen Bilimleri Enstitüsü

Matematik Anabilim Dalı

Danışman: Yrd. Doç. Dr. Ulaş YAMANCI

Bu çalışmada ilk olarak konunun tarihsel gelişimi ifade edildi ve çalışmada kullanılan
bazı tanım ve temel sonuçlar verildi.

Daha sonra üretici çekirdekli Hilbert uzaylarda Hardy-Hilbert tipli eşitsizlik kullanılarak
konveks fonksiyonlar için Berezin sayısı eşitsizlikleri verildi. Aynı zamanda üretici
çekirdekli Hilbert uzaylarda operatörler için bazı yeni nümerik değerler verildi ve bu
nümerik değerler için bazı eşitsizlikler ispatlandı.

Anahtar Kelimeler: Üretici çekirdekli Hilbert uzayı, nümerik yarıçap, Hardy-Hilbert
tipi eşitsizlik, self-adjoint operatör, konveks fonksiyon, üniter operatör, Berezin sembolü,
Berezin sayısı.

2017, 33 sayfa
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ABSTRACT

M.Sc. Thesis

HARDY-HILBERT TYPE INEQUALITIES IN REPRODUCING KERNEL
HILBERT SPACE

Ceren ÇELİK

Süleyman Demirel University
Graduate School of Natural and Applied Sciences

Department of Mathematics

Supervisor: Asst. Prof. Dr. Ulaş YAMANCI

In this work, firstly, the historical development of the topic is mentioned, and some
definitions and main results used in the work are given.

Later, by using the Hardy-Hilbert type inequality in reproducing kernel Hilbert space, it
was given Berezin number inequalities for the convex functions in Reproducing Kernel
Hilbert Spaces. It was also introduced some new numerical quantities for operators
on reproducing kernel Hilbert space and proved some inequalities for these numerical
characteristics.

Keywords: Reproducing kernel Hilbert space, numerical radius, Hardy-Hilbert type
inequality, self-adjoint operator, convex function, unitary operator, Berezin symbol,
Berezin number.
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TEŞEKKÜR
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S·IMGELER VE KISALTMALAR D·IZ·IN·I

jAj A operatörünün modülü
ber (A) A operatörünün Berezin say¬s¬
Ber (A) A operatörünün Berezin kümesi
B (H) H Hibert uzay¬ndaki lineer s¬n¬rl¬operatörler
c (A) Crawford say¬s¬
D Birim disk
en Ortonormal baz
H (
) Üretici çekirdekli Hilbert uzay
k� Üretici çekirdekbk� Normalleştirilmi̧s üretici çekirdek
R�T T nin resolvent operatörüeT T operatörünün Berezin sembolü
T � Self-adjoint operatör
W (A) Nümerik de¼ger
w (A) Nümerik yar¬çap
@
 
 kümesinin s¬n¬r¬
� (T ) T nin spektral de¼geri
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1: G·IR·IŞ

Tarih boyunca, matematiksel analiz son üç yüz y¬ld¬r matemati¼gin önde gelen

dallar¬ndan biri olmuştur. Asl¬nda, eşitsizlikler, matematiksel analizin merkezi

olmuştur. Kan¬tlarla, matematik �zi¼gi, teorik ve uygulamal¬ matematikteki

birçok alanda faydal¬ uygulamalar¬yla birlikte birçok yeni eşitsizli¼gin bulun-

mas¬n¬sa¼glayan bu konunun yeni geli̧smelerine birçok büyük matematikçi önemli

katk¬ sa¼glam¬̧st¬r. Asl¬nda ilk defa 1934 y¬l¬nda bir bilimsel araşt¬rma olarak

bas¬lan Hardy, Littlewood ve Polya taraf¬ndan ç¬¼g¬r açan eseri "Eşitsizlikler" adl¬

kitap ile birlikte matematiksel eşitsizlikler yirminci yüzy¬lda da modern mate-

mati¼gin önemli bir dal¬haline gelmi̧stir (Hardy vd., 1967). Bu eşsiz yay¬n sa¼glam

kan¬tlar ve matematikteki faydal¬uygulamalar¬yla seçkin eşitsizliklerle dolu kesin

mant¬ktaki bir paradigmay¬temsil eder. Anthony Zygmund�¬n e¼glenceli sözünü

söylemek yerinde olur. "Hardy, Littlewood ve Polyo�nun kitab¬son yirmi, otuz

y¬lda analiz alan¬ndaki en önemli kitaplardan biri olmuştur. Kitab¬n araşt¬rma

trendleri üzerinde etkisi olmuştur ve hala etkilemeye devam etmektedir. Şuan

da bir insan bu kitab¬gözden geçirirken varolan metni de¼gi̧stirmeyi ne kadar az

istedi¼gini farkeder" (Yang, 2014).

Yirminci yüzy¬lda ayr¬k ve integral eşitsizlikler matematikte temel bir rol oy-

nam¬̧s olup art¬k teorik ve uygulamal¬matemati¼gin birçok alan¬nda çok çeşitli

uygulamalar¬bulunmaktad¬r. Özellikle, integral denklemleri hakk¬ndaki ders-

lerinde, sabiti tam olarak belirlemeden, Hilbert�in çift dizi eşitsizli¼gini ilk defa

David Hilbert 1862-1943 y¬llar¬ aras¬nda kan¬tlam¬̧st¬r. E¼ger famg ve fbng,

0 <
P1

m=1 a
2
m < 1 ve 0 <

P1
n=1 b

2
n < 1 u oluşturacak iki reel dizi ise o

zaman Hilbert�in çift dizi eşitsizli¼gi

1X
n=1

1X
m=1

ambn
m+ n

< �

( 1X
m=1

a2m

1X
n=1

b2n

) 1
2

olarak verebilir. Bu meşhur eşitsizlik Hilbert taraf¬ndan 1900 lerin baş¬nda �

yerine 2� sabiti ile ispatlanm¬̧st¬r. Hilbert�in kan¬t¬ndan birkaç y¬l sonra Schur,

1911 y¬l¬nda yeni bir kan¬t ortaya koydu ve bu kan¬t da asl¬nda en iyi olas¬keskin
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sabit olarak � sabitini al¬r (Schur, 1911).

Üretici çekirdekler konusu eskilere dayanan bir konu olup ilk önce 1907 y¬l¬nda

Zaremba taraf¬ndan harmonik ve biharmonik fonksiyon s¬n¬�ar¬için kullan¬lm¬̧st¬r.

1909 y¬l¬nda ise Mercer taraf¬ndan integral denklemler teorisinde ele al¬nm¬̧s ve

bu fonksiyon pozitif tan¬ml¬ fonksiyon olarak adland¬r¬lm¬̧st¬r (Mercer, 1909).

Uzun süre bu kavram dikkat çekmemi̧stir. Daha sonra üç Berlin matematikçisinin

doktora tezlerinde üretici çekirdek kavram¬ortaya ç¬km¬̧st¬r. Bu matematikçiler

Szegö (1921), Bergman (1922) ve Bochner (1922) dir. Özel olarak, Bergman,

harmonik ve analitik fonksiyon s¬n¬�ar¬ için üretici çekirdekler kavram¬n¬ver-

mi̧stir ve bu kavram¬çekirdek fonkiyonu olarak adland¬rm¬̧st¬r (Bergman, 1922).

Bergman, bu çekirdek fonksiyonu kavram¬n¬ kullanarak, kompleks de¼gi̧skenli

fonksiyonlar teorisinde, konform dönüşümlerinde, pseudo-konform dönüşümlerinde,

invaryant Riemannian metriklerin incelenmesinde önemli sonuçlar elde etmi̧stir

(Bergman, 1922). Günümüz matemati¼ginde ise, yaklaş¬k 1972 y¬l¬ndan başla-

yarak a¼g¬rl¬kl¬ olarak Japon matematikçisi Saburou Saitoh üretici çekirdekler

metoduna sanki yeni bir hayat vererek, bu yöntemi analizde, diferensiyel denk-

lemler ve integral denklemler teorisinde, ters problemler konusunda, operatörler

teorisinde ve harmonik analizde uygulayarak çok önemli ve orijinal sonuçlar al-

may¬başarm¬̧st¬r (Saitoh, 1988; 1997).

Üretici çekirdekler kullan¬larak tan¬mlanabilen Berezin sembolleri kavram¬ ilk

olarak Rus matematikçisi ve �zikçisi Berezin taraf¬ndan verilmi̧stir (Berezin,

1972; 1974). Berezin, asl¬nda operatörler için kovaryant ve kontravaryant sembol

kavramlar¬n¬vermi̧stir. Berger ve Coburn ise ilk olarak Toeplitz operatörünün

kontravaryant sembollerini, yani Toeplitz operatörünün Berezin sembolünü kul-

lanm¬̧slard¬r (Berger ve Coburn, 1986).

Berezin sembolü bir çok durumlarda çok etkileyicidir ve mevcut operatör için

önemli bilgileri taş¬maktad¬r. Örne¼gin, çok say¬da fonksiyonel Hilbert uzay-

lar¬nda (H2 Hardy uzay¬, L2a Bergman uzay¬vb.) A operatörü kendisinin Berezin

sembolü eA ile tek olarak tan¬mlanabilir. Berezin sembolü a¼g¬rl¬kl¬olarak Toeplitz
ve Hankel operatörleri için uygulanabilir.
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Bu tez çal¬̧smas¬temel olarak aşa¼g¬daki ana başl¬klardan oluşmaktad¬r:
p
Hardy-Hilbert eşitsizlikleri yard¬m¬yla konveks fonksiyonlar için operatörlerin

Berezin say¬s¬için eşitsizlik elde edilmesi,
p
Yeni nümerik de¼gerler tan¬mlanmas¬ve bu tan¬mlanan nümerik de¼gerler aras¬n-

daki ili̧skinin verilmesi,
p
Buzano (1974) nun elde etmi̧s oldu¼gu eşitsizlik yard¬m¬yla yeni Berezin say¬s¬

eşitsizliklerin bulunmas¬.
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2: KAYNAK ÖZETLER·I

1925 te, Hardy aşa¼g¬daki eşitsizli¼gi vermi̧stir:

p > 1,
1

p
+
1

q
= 1 olsun. E¼ger am; bn � 0, a = famg1m=1 2 `p; b = fbng

1
n=1 2 `q

ve 0 <
1X
m=0

apm <1 ve 0 <
1X
n=0

bqn <1 ise o zaman

1X
n=1

1X
m=1

ambn
m+ n

< � csc

�
�

p

� 1X
m=1

apm

! 1
p
 1X
n=1

bqn

! 1
q

(2.1)

d¬r. Burada � csc
�
�

p

�
sabiti eşitsizli¼gi sa¼glayan en iyi ihtimaldir. (2:1) eşitsiz-

li¼gi Hardy-Hilbert eşitsizli¼gi olarak bilinir ve bu eşitsizlik matematiksel analiz

ve uygulamalarda önemlidir. Son zamanlarda, Hardy-Hilbert eşitsizliklerinin

uygulamalar¬ile ilgili birçok sonuç elde edilmi̧stir (Garayev vd., 2016; Hansen;

2009; Hansen.vd; 2010; Kian; 2012).

(2:1) in benzer koşullar¬alt¬nda, Hardy vd. (1967) aşa¼g¬daki gibi (2:1) eşitsiz-

li¼gine benzer bir eşitsizlik vermi̧stir.

1P
n=1

1P
m=1

ambn
max fm;ng < pq

� 1P
m=1

apm

� 1
p
� 1P
n=1

bqn

� 1
q

(2.2)

ve denk formu
1P
n=1

� 1P
m=1

am
max fm;ng

�p
< (pq)p

1P
n=1

apn (2.3)

d¬r. Burada pq ve (pq)p sabitleri en iyi ihtimallerdir (Edmunds vd., 2002; Kufner

vd., 2006; Opic ve Kufner, 1990).

Üretici çekirdeklerin genel teorisi Aronszajn (1950) taraf¬ndan kurulmuş ve Sch-

wartz (1964) taraf¬ndan geli̧stirilmi̧stir. Ayn¬y¬llarda Krein (1963), farkl¬ba¼g-

lamda üretici çekirdeklerin genel teorisini geli̧stirmi̧stir.

Berezin sembolleri kavram¬üretici çekirdekler ile tan¬ml¬olup ilk olarak Berezin

taraf¬ndan verilmi̧stir (Berezin, 1972; 1974). Bu kavram¬n yard¬m¬yla Berezin,

kuantum �zi¼ginin ve istatistiksel �zi¼gin önemli operatörlerinin (Schrödinger o-

4



peratörü, Hamilton operatörü, Jacobi operatörü vd.) özde¼gerlerinin da¼g¬l¬m¬için

önemli sonuçlar alm¬̧st¬r. Örne¼gin ilk olarak nükleer operatörün izini Berezin

sembolü ile ifade etmi̧stir. Ayr¬ca eliptik tipli k¬smi diferensiyel operatörün

pozitif özde¼gerlerinin say¬s¬için de önemli formüller elde etmi̧stir. Daha sonra

Berezin sembolünün, operatörler teorisinin iç geli̧simindeki rolü daha çok ortaya

ç¬km¬̧st¬r. Bundan dolay¬ ilk olarak Nordgren ve Rosenthal, standart fonksi-

yonel Hilbert uzay¬ndaki kompakt operatörlerin karakterizasyonunu Berezin sem-

bolü kullanarak vermi̧slerdir (Nordgren ve Rosenthal, 1994). Ayr¬ca Bergman

uzay¬ndaki Toeplitz operatörlerin Berezin sembolü Poisson çekirde¼ginin, H2 (D)

Hardy uzay¬ndaki rolü kadar, Bergman uzay¬nda da önemli oldu¼gu ortaya ç¬k-

m¬̧st¬r. Bilindi¼gi gibi harmonik fonksiyonlar¬n Berezin sembolleri yard¬m¬yla

tasvir edilmesi Engli� (1994), Axler ve Zheng (1998) taraf¬ndan ortaya konul-

muştur ve günümüzde farkl¬alanlarda kullan¬l¬̧s¬ve önemi ortaya ç¬kmaktad¬r.

Berezin sembolü, Hardy, Bergman ve Fock uzaylar¬n¬ içeren Üretici Uzay¬n

Hilbert Uzay¬üzerindeki operatörleri çal¬̧smak için en kullan¬̧sl¬araçt¬r. Örne¼gin;

baz¬operatörleri s¬n¬rl¬l¬¼g¬, tersinirli¼gi, kompaktl¬¼g¬ve poziti�i¼gi Berezin sem-

bolüyle karakterize edilmi̧stir. (Chalender vd., 2012; Karaev, 2006; Karaev,

2013).

Berezin kümesi ve Berezin say¬s¬ ise Karaev (2006) taraf¬ndan tan¬mlanm¬̧st¬r

(Karaev, 2006). Berezin sembolleri yard¬m¬yla operatörlerin Schatten-von Neu-

mann s¬n¬�ar¬na ait olmas¬ ile ilgili yeni kriterler verilmi̧stir (Karaev, 2002;

Karaev ve Saltan, 2005; Karaev vd., 2013). Yine Berezin sembolleri yard¬m¬yla

toplanabilme teorisi için (Abel, Borel, vd.) yeni metodlar elde edilmi̧stir (Pehli-

van ve Karaev, 2004; Karaev, 2010; 2013; Karaev vd., 2014).

Nümerik yar¬çap ve uygulamalar¬ile ilgili literatürde birçok çal¬̧sma mevcuttur

(Abu-Omar ve Kittaneh, 2015; Dragomir, 2006; Dragomir, 2007; Gustafson ve

Rao, 1997; Kittaneh, 2005; Kittaneh vd. , 2015). Nümerik yar¬çap için temel

bir eşitsizlik

w (An) � w (A)n ; n � 1

şeklindeki kuvvet eşitsizli¼gidir (Gustafson ve Rao, 1997; Halmos, 1982). Bu
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eşitsizli¼ge benzer yazarlar taraf¬ndan birçok eşitsizlik elde edilmi̧stir (Abu-Omar

ve Kittaneh, 2014; 2015).
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3: TEMEL KAVRAMLAR

Bu bölümde, bu tezde kullan¬lacak olan baz¬kavramlara yer verilecektir.

Tan¬m 3:1. V bir vektör uzay¬olsun. x; y 2 V için < x; y > ile gösterilen

ve aşa¼g¬daki koşullar¬ sa¼glayan <;>: V � V ! R , (x; y) !< x; y > fonksi-

yonuna V üzerinde bir iç çarp¬m V ye de iç çarp¬m uzay¬denir. Bu iç çarp¬m

uzay¬(V;<;>) ile gösterilir.

(i) Her x; y 2 V için < x; y >=< y; x >;

(ii) Her x; y; z 2 V için < x; y + z >=< x; y > + < x; z >;

(iii) Her x; y 2 V , c 2 R için < cx; y >= c < x; y >=< x; cy >;

(iv) Her x 2 V için < x; x >� 0;< x; x >= 0, x = 0 (Kreyszig, 1989).

Tan¬m 3:2. X bir vektör uzay¬, x; y 2 X key� vektörler ve � skaler olmak

üzere

(i) kxk � 0;

(ii) kxk = 0, x = 0;

(iii) k�xk = j�j kxk ;

(iv)kx+ yk � kxk + kyk özellikleri gerçekleyen k:k fonksiyonuna X uzay¬üze-

rinde bir norm ve (X; k:k) ikilisine bir normlu uzay denir (Kreyszig, 1989).

Tan¬m 3:3: X normlu uzay¬nda bir fxng dizisi m ! 1 ve n ! 1 iken

kxm � xnk ! 0 ise o zaman fxng dizisine Cauchy dizisi denir. E¼ger X normlu

uzay¬nda her Cauchy dizisi yak¬nsak ise X uzay¬na tam uzay denir (Kreyszig,

1989).

Tan¬m 3:4: Tam iç çarp¬m uzay¬na Hilbert uzay denir (Furuta, 2002).

Tan¬m 3:5: Tam normlu uzaya Banach uzay¬denir (Furuta, 2002).

Tan¬m 3:6. X ve Y normlu uzaylar ve D (T ) � X olmak üzere T : D (T )! Y

lineer bir operatör olsun. E¼ger her x 2 D (T ) için , kTxk � c kxk olacak şekilde

c say¬s¬varsa T operatörü s¬n¬rl¬d¬r denir (Kreyszig, 1989).

Tan¬m 3:7. Bir H Hilbert uzay¬nda, s¬n¬rl¬lineer bir T : H ! H operatörü

7



verilmi̧s olsun. E¼ger T � = T ise T operatörüne self-adjoint ya da Hermityen

operatör denir. T operatörü bire-bir, üzerine ve T � = T�1 ise T operatörüne

üniter operatör ad¬verilir (Kreyszig, 1989).

Tan¬m 3:8. [a; b] aral¬¼g¬nda herhangi x1, x2 noktalar¬ve 0 < � < 1 aral¬¼g¬ndaki

herhangi � de¼geri için

f (�x1 + (1� �)x2) � �f (x1) + (1� �) f (x2)

eşitsizli¼gi sa¼glan¬yorsa f (x) fonksiyonuna konveks fonksiyon denir (Kreyszig,

1989).

Tan¬m 3:9. X 6= f0g kompleks, normlu bir uzay ve D (T ) � X olmak üzere

T : D (T ) �! X lineer bir operatör olsun. � kompleks bir say¬ve I; D (T )

üzerindeki özdeşlik operatörü olmak üzere T ile T� = T ��I operatörü eşlensin.

T� n¬n bir tersi varsa, bu R�T yani, R� (T ) = T�1� = (T � �I)�1 ile gösterilir,

buna T nin resolvent operatörü denir (Kreyszig, 1989).

Tan¬m 3:10. X 6= f0g kompleks, normlu bir uzay ve D (T ) � X olmak üzere

T : D (T )! X lineer bir operatör olsun. T nin bir � regüler de¼geri,

(i) R� (T ) mevcut,

(ii) R� (T ) s¬n¬rl¬,

(iii) X de yo¼gun bir küme üzerinde R� (T ) tan¬ml¬olacak şekilde kompleks bir

say¬d¬r (Kreyszig, 1989).

T nin bütün regüler de¼gerleri olan � lar¬n oluşturdu¼gu � (T ) kümesine ise, T nin

resolvent kümesi ad¬verilir. � (T ) nin C kompleks düzlemindeki tümleyeni olan

� (T ) = C� � (T ) kümesine T nin spektrumu ve bir � 2 � (T ) say¬s¬na da T nin

spektral de¼geri denir (Kreyszig, 1989).

Tan¬m 3:11. H Hilbert uzay¬üzerinde ST = TS olacak şekilde bir S operatörü

varsa o zaman T operatörüne tersinebilir operatör denir (Furuta, 2002).
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Tan¬m 3:12. Tüm x1; x2; :::; xn ve y1; y2; :::; yn reel say¬olmak üzere,

(x1y1 + x2y2 + :::+ xnyn)
2 �

�
x21 + x

2
2 + :::+ x

2
n

�
:
�
y21 + y

2
2 + :::+ y

2
n

�
eşitsizli¼gine Cauch-Schwartz eşitsizli¼gi denir (Furuta, 2002).

Tan¬m 3:13: Kompleks say¬lar¬n aç¬k bir 
 kümesi üzerinde, her � 2 
 için f !

f (�) lineer fonksiyoneli H uzay¬nda sürekli olacak şekilde 
 kümesi üzerindeki

f fonksiyonlar¬n¬n oluşturdu¼gu H = H (
) Hilbert uzay¬na "fonksiyonel Hilbert

uzay¬" ya da "üretici çekirdekli Hilbert uzay¬" denir (Halmos, 1982).

Klasik Riesz temsil teoreminden, � 2 
 için f (�) = hf; kH,�i olacak şekilde bir

tek kH,� 2 H fonksiyonu vard¬r. 
 � 
 kümesi üzerinde kH;� (z) = k (z; �) ile

tan¬mlanan bu k fonksiyonuna "H uzay¬n¬n üretici çekirde¼gi" denir (Halmos,

1982).

Di¼ger taraftan üretici çekirdek bazlar yard¬m¬yla aşa¼g¬daki gibi ifade edilmi̧stir.

Yard¬mc¬Teorem 3:14. H fonksiyonel Hilbert uzay¬n¬n herhangi ortonormal

baz¬feng olsun. O zaman H uzay¬n¬n k üretici çekirde¼gi

k� (z) = k (z; �) =
X
n�0

en (�)en (z)

şeklinde ifade edilebilir (Stroetho¤, 1997).

·Ispat: H fonksiyonel Hilbert uzay¬n¬n herhangi bir ortonormal baz¬feng oldu¼gun-

dan her z 2 
 için

k� =

1X
n=0

hk�; eni en

yaz¬labilir. Parseval eşitli¼ginden z 2 
 olmak üzere

k (z; �) = hk�; kzi =
1X
n=0

hk�; eni hen; kzi =
1X
n=0

en (�)en (z)

olup böylece ispat tamamlan¬r (Stroetho¤, 1997).
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Üstteki Yard¬mc¬Teorem�den k� (z) = kz (�) oldu¼gu aç¬kt¬r. Dolay¬s¬yla her

�; z 2 
 için k (z; �) = k (�; z) dir. k� normu ise

kk�k2 = hk�; k�i = k� (�) = k (�; �)

dir. bk� = k�

k (�; �)1=2
fonksiyonuna � noktas¬nda H uzay¬n¬n "normalleştirilmi̧s

üretici çekirde¼gi" denir (Stroetho¤, 1997).

Tan¬m 3:15: H = H (
), fonksiyonel Hilbert uzay¬ve bkH;� = kH;�
kkH;�k

bu uza-

y¬n normelleştirilmi̧s üretici çekirde¼gi olsun. E¼ger � ! @
 (�! � 2 @
) ikenbkH;� ! 0 zay¬f yak¬nsak iseH uzay¬na "standart fonksiyonel Hilbert uzay¬" denir

(Aronzajn, 1950; Saitoh, 1988; 1997).

Tan¬m 3:16: H uzay¬
 kümesi üzerinde üretici çekirdekli Hilbert uzay¬ve A

bu uzayda lineer s¬n¬rl¬operatör olsun. Bu durumda

eA (�) = DAbkH;�;bkH;�E
H

şeklinde tan¬mlanan eA fonksiyonuna "A operatörünün Berezin sembolü" ya da
"Berezin dönüşümü" denir (Berezin, 1972).

Tan¬m 3:17: k� üretici çekirde¼gine sahip, boş olmayan bir 
 kümesi üzerindeki

kompleks de¼gerli fonksiyonlar¬n H = H (
) fonksiyonel Hilbert uzay¬üzerinde

s¬n¬rl¬lineer bir A operatörünün "Berezin kümesi" ve "Berezin say¬s¬", s¬ras¬yla,

Ber (A) =
n eA (�) : � 2 
o ve ber (A) = sup

n��� eA (�)��� : � 2 
o
ifadeleriyle tan¬mlan¬r (Karaev, 2006).

Aşa¼g¬da Berezin sembolünün baz¬temel özellikleri verilmi̧stir (Kiliç, 1994).

1. A pozitif operatör ise o zaman eA pozitif fonksiyondur.
2. ��� eA (�)��� =

���DAbkH;�;bkH;�E��� � AbkH;�bkH;�
� kAk

bkH;�bkH;� = kAk (� 2 
)
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oldu¼gundan eA Berezin sembolü s¬n¬rl¬bir fonksiyondur.
3. A� adjoint operatörünün Berezin sembolü, eA n¬n kompleks eşleni¼gine eşittir.
Yani

fA� (�) = DA�bkH;�;bkH;�E = DbkH;�; AbkH;�E = DAbkH;�;bkH;�E = eA (�)
dir.

4. Her � 2 
 için eA (�) = eB (�) olmas¬ için gerek ve yeter koşul, A = B

olmas¬d¬r.

5. A operatörü kompakt ise eA (�) ! 0 (�! @
) dir. Fakat bunun tersi her

zaman do¼gru de¼gildir. Yani eA (�) ! 0 (�! @
) ise A operatörü kompakt

olmayabilir.

Tan¬m 3:18: Herhangi A 2 B (H) operatörünün Crawford say¬s¬

c (A) := inf fjhAx; xij : x 2 H, kxk = 1g

şeklinde tan¬mlan¬r (Zamani, 2017).

Tan¬m 3:19: H = Re (A) =
A+ A�

2
ve K = Im (A) =

A� A�
2i

s¬ras¬yla A ope-

ratörünün reel ve sanal k¬s¬mlar¬olmak üzere herhangi A 2 B (H) operatörünün

kartezyen ayr¬̧s¬m¬A = H + iK şeklinde ifade edilir (Zamani, 2017).

Tan¬m 3:20: Herhangi A 2 B (H) operatörünün jAj modülü jAj := (A�A)1=2 ile

tan¬mlan¬r. Ayn¬zamanda jAj2 := A�A dir (Zamani, 2017):

Tan¬m 3:21: (H; h:; :i) kompleks bir Hilbert uzay¬ olsun. T operatörünün

nümerik de¼ger kümesi

W (T ) = fhTx; xi : x 2 H; kxk = 1g

ile verilen C kompleks say¬s¬n¬n bir alt kümesidir (Dragomir, 2013).
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W (T ) nümerik de¼ger kümesinin özellikleri aşa¼g¬daki gibidir:

(i) �; � 2 C için W (�I + �T ) = �+ �W (T ) ;

(ii) W (T �) =
�
�� : � 2 W (T )

	
, burada T �, T �nin adjoint operatörüdür,

(iii) Herhangi U üniter operatör içinW (U�TU) =W (T ) d¬r (Dragomir, 2013):

Tan¬m 3:22: (H; h:; :i) kompleks bir Hilbert uzay¬olsun. H üzerindeki bir T

operatörünün nümerik yar¬çap¬

w (T ) = sup fj�j : � 2 W (T )g = sup fjhTx; xij : kxk = 1g

ile tan¬mlan¬r.

Üstteki tan¬mda herhangi x 2 H için jhTx; xij � w (T ) kxk2 dir (Dragomir,

2013).

Bilindi¼gi üzere w (:) nümerik yar¬çap¬tüm s¬n¬rl¬lineer operatörleri B (H) cebiri

üzerinde bir normdur. Yani,

(i) Herhangi T 2 B (H) için w (T ) � 0 ve w (T ) = 0 olmas¬için gerek ve yeter

koşul T = 0;

(ii) Herhangi bir � 2 C için w (�T ) = j�jw (T ) ve T 2 B (H) ;

(iii) Herhangi bir T; V 2 B (H) için w (T + V ) � w (T ) + w (V )

koşullar¬sa¼glan¬r (Dragomir, 2013).

Operatörün normu ile nümerik yar¬çap aras¬nda aşa¼g¬daki gibi bir ba¼g¬nt¬vard¬r.

Teorem 3:23: Herhangi T operatörü için

1

2
kTk � w (T ) � kTk

d¬r (Furuta, 2002).

Ayn¬zamanda operatörün Berezin say¬s¬ve nümerik yar¬çap¬ile Berezin kümesi

ve nümerik de¼geri aras¬nda

ber (T ) � w (T ) and Ber (T ) � W (T )
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şeklinde bir ba¼g¬nt¬vard¬r.

Nümerik yar¬çap için en önemli kuvvet eşitsizli¼gi aşa¼g¬da verilmi̧stir.

Teorem 3:24: Herhangi T operatörü ve n do¼gal say¬s¬için

w (T n) � w (T )n

dir (Furuta, 2002).

Teorem 3:25: p > 1,
1

p
+
1

q
= 1 olsun. E¼ger am; bn � 0, a = famg1m=1 2 `p;

b = fbng1n=1 2 `q ve 0 <
1X
m=0

apm <1 ve 0 <
1X
n=0

bqn <1, ise o zaman

1X
n=1

1X
m=1

ambn
m+ n

< � csc

�
�

p

� 1X
m=1

apm

! 1
p
 1X
n=1

bqn

! 1
q

;

d¬r. Burada mümkün olan en iyi sabit faktör � csc
�
�

p

�
d¬r. (2:1) eşitsizli¼gi

Hardy-Hilbert eşitsizli¼gi olarak bilinir (Hansen ; 2009).
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4. ARAŞTIRMA BULGULARI

4:1:Self-adjoint operatörler, konveks fonksiyonlar için Hardy-Hilbert

tipli eşitsizlikler ve Berezin say¬s¬eşitsizlikleri

Aşa¼g¬daki teoremde,H = H(
) üretici çekirdekli Hilbert uzaylar¬nda self-adjoint

operatörler ve konveks fonksiyonlar için (2:2) eşitsizli¼gine benzer eşitsizlik ve-

rilmi̧stir.

Teorem 4:1:1: p > 1,
1

p
+
1

q
= 1 olsun. E¼ger f; g : J ! (0;1) fonksiyonlar¬

sürekli ve konveks fonksiyonlar ise o zaman her �; � 2 
 ve spektrumlar¬J ara-

l¬¼g¬taraf¬ndan kapsanan herhangi A;B 2 B (H) self-adjoint operatörleri için

(i)

f
� eA (�)� g( eA(�)) + f( eA(�))g

� eB (�)�
2

+
f
� eB (�)� g( eA(�))

2
+

^f (B) g (B) (�)

2

< q
�
f̂p (A) (�) + f̂p (B) (�)

�
+ p

�
ĝq (A) (�) + ĝq (B) (�)

�
dir.

(ii) Spektrumu J aral¬¼g¬taraf¬ndan kapsanan herhangi A 2 B (H) self-adjoint

operatörü için

[f(ber (A))]2 <
15

4
ber
�
f 2 (A)

�
dir.

·Ispat. (2:2) eşitsizli¼ginde n � 3 için an; bn = 0 olsun. an; bn � 0 oldu¼gundan,

(2:2) eşitsizli¼ginden

a1b1 +
a1b2
2
+
a2b1
2
+
a2b2
2
< pq (ap1 + a

p
2)

1
p (bq1 + b

q
2)

1
q (4.1)

elde edilir. x; y 2 J olsun. Teoremin hipotezi gere¼gi f; g � 0 oldu¼gundan (4:1)

formülünde a1 = f (x), a2 = f (y), b1 = g (x), b2 = g (y) yaz¬labilir. Böylece her
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x; y 2 J için

f(x)g(x) +
1

2
f(x)g(y) +

1

2
f(y)g(x) +

1

2
f(y)g(y) (4.2)

< pq (f(x)p + f(y)p)
1
p (g(x)q + g(y)q)

1
q

olur. (4:2) formülünde x yerine
D
Abk�;bk�E ifadesi konularak her � 2 
 ve her-

hangi y 2 J için

f(
D
Abk�;bk�E)g(DAbk�;bk�E) + f(

D
Abk�;bk�E)g(y)

2

+
f(y)g(

D
Abk�;bk�E)
2

+
f(y)g(y)

2

< pq
�
fp
�D
Abk�;bk�E�+ fp (y)�1=p �gq �DAbk�;bk�E�+ gq (y)�1=q

elde edilir. Üstteki eşitsizlikte B self-adjoint operatörüne fonksiyonel kalkülüs

uyguland¬¼g¬nda

f(
D
Abk�;bk�E)g(DAbk�;bk�E) + f(

D
Abk�;bk�E)g(B)

2

+
f(B)g(

D
Abk�;bk�E)
2

+
f(B)g(B)

2

< pq
�
fp
�D
Abk�;bk�E�+ fp (B)�1=p �gq �DAbk�;bk�E�+ gq (B)�1=q

olup, böylece

f(
D
Abk�;bk�E)g(DAbk�;bk�E) + f(

D
Abk�;bk�E)Dg(B)bk�;bk�E

2

+

D
f (B)bk�;bk�E g(DAbk�;bk�E)

2
+

D
f (B)bk�;bk�EDg(B)bk�;bk�E

2

< pq

��
fp
�D
Abk�;bk�E�+ fp (B)�1=p �gq �DAbk�;bk�E�+ gq (B)�1=q bk�;bk��
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ve

f
� eA (�)� g( eA (�)) + f( eA (�))]g (B) (�)

2
(4.3)

+
]f (B) (�) g( eA (�))

2
+
]f (B) (�)]g (B) (�)

2

< pq

��
fp
� eA(�)�+ fp (B)�1=p �gq � eA(�)�+ gq (B)�1=q�e(�)

elde edilir.

f; g fonksiyonlar¬n¬n konveksli¼gini ve kuvvet fonksiyonlar¬n özelli¼gi göz önünde

bulundurularak

f
�D
Bbk�;bk�E� �

D
f (B)bk�;bk�E ; (4.4)

g
�D
Bbk�;bk�E� �

D
g (B)bk�;bk�E

ve

fp
�D
Abk�;bk�E� �

D
fp (A)bk�;bk�E ; (4.5)

gq
�D
Abk�;bk�E� �

D
gq (A)bk�;bk�E

olur. (4:3) formülünde (4:4) ve (4:5) eşitsizlikleri konularak

f( eA(�))g( eA(�)) + f( eA(�))g
� eB (�)�
2

+
f
� eB (�)� g( eA(�))

2
+

^f (B) g (B) (�)

2

< pq

��
fp
� eA(�)�+ fp (B)�1=p �gq � eA(�)�+ gq (B)�1=q�e(�)

olur.

f̂p (A) (�) + fp (B) ve ĝq (A) (�) + gq (B) birbirleriyle yer de¼gi̧stirebildi¼ginden
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aritmetik-geometrik ortalama eşitsizli¼ginden her �; � 2 
 için

f
� eA (�)� g( eA(�)) + f( eA(�))g

� eB (�)�
2

(4.6)

+
f
� eB (�)� g( eA(�))

2
+

^f (B) g (B) (�)

2

< pq

�
1

p

�
f̂p (A) (�) + f̂p (B) (�)

�
+
1

q

�
ĝq (A) (�) + ĝq (B) (�)

��
= q

�
f̂p (A) (�) + f̂p (B) (�)

�
+ p

�
ĝq (A) (�) + ĝq (B) (�)

�
dir. Böylece (i) eşitsizli¼gi elde edilir.

(ii) B = A; g = f , p = q ve � = � oldu¼gunda (4:6) eşitsizli¼ginden

h
f
� eA (�)�i2 + 1

2

h
f
� eA (�)�i2 + 1

2

h
f
� eA (�)�i2 + 1

2
f̂ 2 (A) (�) < 8f̂ 2 (A) (�)

olup böylece her � 2 
 için

h
f
� eA (�)�i2 < 15

4
f̂ 2 (A) (�)

elde edilir. f
� eA (�)� � 0 �çünkü eA (�) reel say¬� ve f̂ 2 (A) (�) � 0 oldu¼gundan

üstteki eşitsizlikten her � 2 
 için

h
f
� eA (�)�i2 < 15

4
sup
�2


f̂ 2 (A) (�)

d¬r. Dolay¬s¬yla spektrumu J aral¬¼g¬taraf¬ndan kapsanan herhangi A 2 B (H)

self-adjoint operatörü için

[f(ber (A))]2 <
15

4
ber
�
f 2 (A)

�
eşitsizli¼gi elde edilir. Böylece teoremin ispat¬tamamlanm¬̧s olur.

Aşa¼g¬daki sonuç bu çal¬̧smada elde edilecek temel sonuçlardan biridir.

Teorem 4:1:2: f : J ! (0;1) konveks ve sürekli fonksiyon ve A : H(
)!H(
)
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operatörü spektrumu J aral¬¼g¬taraf¬ndan kapsanan herhangi A 2 B (H) self-

adjoint operatörü olsun. O zaman

[f(ber (A))]2 � 128

13
ber
�
f 2 (A)

�
elde edilir.

·Ispat. (2:3) formülü kullan¬larak, p = 2 için

�
a1 +

a2
2

�2
+
�a1
2
+
a2
2

�2
< 16

�
a21 + a

2
2

�
(4.7)

d¬r. x; y 2 J olsun. f pozitif fonksiyon oldu¼gundan, (4:7) formülünde a1 =

f(x); a2 = f(y) ifadeleri konularak

�
f(x) +

f(y)

2

�2
+

�
f(x)

2
+
f(y)

2

�2
< 16

�
f 2(x) + f 2(y)

�
(4.8)

elde edilir. Teorem 4:1:1 in ispat¬nda oldu¼gu gibi (4:8) formülünde x yerineD
Abk�;bk�E ifadesi konuldu¼gunda her � 2 
 ve herhangi y 2 J için

�
f(
D
Abk�;bk�E) + f(y)

2

�2
+

0@f(
D
Abk�;bk�E)
2

+
f(y)

2

1A2

< 16
�
f 2(
D
Abk�;bk�E) + f 2(y)�

olur.

Üstteki eşitsizli¼ge B self-adjoint operatörü için fonksiyonel kalkülüs kullan¬larak

�
f(
D
Abk�;bk�E) + f(B)

2

�2
+

0@f(
D
Abk�;bk�E)
2

+
f(B)

2

1A2

< 16
�
f 2(
D
Abk�;bk�E) + f 2 (B)�
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ve her �; � 2 
 için

 
f( eA (�)) + ]f (B) (�)

2

!2
+

 
f( eA (�))

2
+
]f (B) (�)
2

!2
< 16

�
f 2( eA (�)) + f̂ 2 (B) (�)�

elde edilir.

f; g fonksiyonlar¬n¬n ve kuvvet fonksiyonlar¬n özelli¼ginden, f( eB (�)) � ]f (B) (�)

ve f 2
� eA (�)� � f̂ 2 (A) (�) dir. Böylece son eşitsizlikten

 
f( eA (�)) + f( eB (�))

2

!2
+

 
f( eA (�))

2
+
f( eB (�))

2

!2
< 16

�
f̂ 2 (A) (�) + f̂ 2 (B) (�)

�
elde edilir. B = A ve � = � al¬nd¬¼g¬nda her � 2 
 için üstteki eşitsizlikten

h
f( eA (�))i2 � 128

13
f̂ 2 (A) (�)

dir.
h
f( eA (�))i2 � 0 ve f̂ 2 (A) (�) � 0 oldu¼gundan, son eşitsizlikte supremum

al¬narak her A self-adjoint operatörü ve � 2 
 için

[f(ber (A))]2 � 128

13
ber
�
f 2 (A)

�
elde edilir.

4:2: Di¼ger Berezin Say¬s¬Eşitsizlikleri

Bu bölümde, üretici çekirdekli Hilbert uzaylar¬nda baz¬yeni nümerik de¼gerler

ele al¬nd¬ve bu say¬lar için yeni nümerik eşitsizlikler ispatland¬.

Tan¬m 4:2:1: eb (A) ve ec (A) say¬lar¬s¬ras¬yla
ec (A) := inf n��� eA (�)��� : � 2 
o
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ve

eb (A) := inf
8<:
��� eA (�)���Abk� : � 2 


9=;
ile tan¬mlan¬r. eb (A) � 1 ve

c (A) � ec (A) � ber (A)
dir.

Yukar¬da tan¬mlanan nümerik de¼gerler ve di¼ger nümerik karakteristikler s¬n¬rl¬

lineer operatörlerin çal¬̧s¬lmas¬nda kullan¬̧sl¬d¬r ve son zamanlarda birçok yazar¬n

dikkatini çekmi̧stir (El-Haddad ve Kittaneh, 2007; Gustafson ve Rao, 1997;

Moslehian ve Sattari, 2016; Zamani, 2017).

Tan¬m 4:2:2: A 2 B (H) operatörü için jcosjA

jcosjA := inf
�
jhAx; xij
kAxk kxk : x 2 H, kAxk 6= 0

�

ile tan¬mlan¬r.

Teorem 4:2:3: A 2 B (H) operatörü her f 2 H ve M > 0 say¬s¬için kAfk �

M kfk olacak şekilde s¬f¬rdan farkl¬operatör olsun. O zaman

ec (A) �M jcosjA

d¬r.

·Ispat. Gerçekten

eb (A) = inf

8<:
��� eA (�)���Abk� : � 2 


9=; � inf

8<:
��� eA (�)���
M

: � 2 


9=;
=

1

M
inf
n��� eA (�)��� : � 2 
o =M�1ec (A) ;

olup böylece ec (A) � Meb (A) elde edilir. Şimdi eb (A) � jcosjA oldu¼gu gösterile-
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cektir. Önermenin koşulundan her f 2 H için kAfk �M kfk oldu¼gundan, özel

olarak her � 2 
 için
Abk� �M > 0 d¬r. Bu yüzden

eb (A) = inf
8<:
��� eA (�)���Abk� : � 2 


9=; = inf

8<:
��� eA (�)���Abk� : � 2 
;

Abk� 6= 0
9=;

elde edilir. Dolay¬s¬yla

inf

8<:
���DA k�

kk�k ;
k�
kk�k

E���A k�
kk�k

 : � 2 


9=; = inf

�
jhAk�; k�ij
kAk�k kk�k

: � 2 

�

= inf

�
jhAk�; k�ij
kAk�k kk�k

: � 2 
; kAk�k 6= 0
�

� inf

�
jhAx; xij
kAxk kxk : x 2 H, kAxk 6= 0

�
= jcosjA

d¬r. Böylece eb (A) � jcosjA olup ec (A) �M jcosjA elde edilir.

Sonuç 4:2:4: A 2 B (H) tersinir operatör ise o zaman ec (A) � kA�1k�1 jcosjA
d¬r.

Teorem 4:2:5: A 2 B (H) ise o zaman

ber
�
jAj2

�
� ber (A)2 +

q
ber
�
jAj2

� �
ber
�
jAj2

�
� ec (A)2�

d¬r.

·Ispat.

ber
�
jAj2

�
= ber (A�A) = sup




D
A�Abk�;bk�E = sup




D
Abk�; Abk�E

= sup



n���DAbk�; Abk� � eA (�)bk�E+ DAbk�; eA (�)bk�E���o
� sup




�Abk�Abk� � eA (�)bk�+ ��� eA (�)���2�
� sup




(
ber (A�A)1=2

rAbk�2 � ��� eA (�)���2 + ber (A)2)
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� ber
�
jAj2

�1=2
sup



r
ber
�
jAj2

�
�
��� eA (�)���2 + ber (A)2

= ber
�
jAj2

�1=2r
ber
�
jAj2

�
� inf
�2


��� eA (�)���2 + ber (A)2
= ber (A)2 +

q
ber
�
jAj2

� �
ber
�
jAj2

�
� ec (A)2�;

olup böylece ispat tamamlan¬r.

Teorem 4:2:6: H = H (D) uzay¬ D = fz 2 C : jzj < 1g birim diskte analitik

fonksiyonlar¬n üretici çekirdekli Hilbert uzay¬olsun. Herhangi A 2 B (H) ope-

ratörü için

ec (A�A) + 1
4
sup
�2

[ec
0@ fA� (�)��� eA (�)���A+

eA (�)��� eA (�)���A�
1A2

�ber

0@0@ eA (�)��� eA (�)���A�
1A2

+

0@ fA� (�)��� eA (�)���A
1A21A]

� ber (A)2 +
1

4
ber (A�A+ AA�)

elde edilir.

·Ispat. Herhangi � 2 
 ve �� 2 C için eA (�) = ��

��� eA (�)��� olsun. O zamanD
��A

bk�;bk�E = ���DAbk�;bk�E��� d¬r. E¼ger ��A = H + iK ifadesi ��A operatörünün

kartezyen ayr¬̧s¬m¬ise o zaman

D
Hbk�;bk�E+ iDKbk�;bk�E = D��Abk�;bk�E = ���DAbk�;bk�E��� � 0

d¬r. Böylece her � 2 
 için eK (�) = DKbk�;bk�E = 0 olur. Dolay¬s¬yla K = 0

d¬r (Zhu, 2007). O zaman her � 2 
 için
D
��A

bk�;bk�E =
D
Hbk�;bk�E olur:

Herhangi X 2 B (H) ve � 2 D için Xbk� � eX (�)bk�?bk� ve Xbk� � eX (�)bk2� =Xbk�2 � ��� eX (�)��� oldu¼gundan
Abk�2 = ��Abk� � D��Abk�;bk�Ebk�2 + ���DAbk�;bk�E���2
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=
Hbk� � DHbk�;bk�Ebk�2 + ���DAbk�;bk�E���2

=
Hbk�2 � ��� eH (�)���2 + ��� eA (�)���2 ;

ve Abk�2 + ��� eH (�)���2 = Hbk�2 + ��� eA (�)���2 ; 8� 2 

elde edilir. O zaman

inf
�2


D
A�Abk�;bk�E+ inf

�2


���DHbk�;bk�E���2 � inf
�2


�D
A�Abk�;bk�E+ ���DHbk�;bk�E���2�

= inf
�2


�D
H�Hbk�;bk�E+ ���DAbk�;bk�E���2�

� ber (H�H) + ber (A)2 ;

olup böylece ec (A�A) + ec (H)2 � ber (H�H) + ber (A)2 ;

ve

ber (A)2 + ber

�
��A

� + ��A

2

��A+ ��A
�

2

�
� ec (A�A) + ec���A+ ��A�

2

�2
elde edilir. Dolay¬s¬yla

ber (A)2 +
1

4
ber
�
A�A+ �2�A

�2 + ��
2A2 + AA�

�
� ec (A�A) + 1

4
ec (��A+ ��A�)

d¬r. Buradan herhangi A1; A2 2 B (H) operatörü için ber (A1 + A2) � ber (A1)+

ber (A2) oldu¼gundan

ber (A)2 +
1

4
ber (A�A+ AA�)� ec (A�A)

� 1

4

�ec (��A+ ��A�)2 � ber �(��A�)2 + (��A)2��
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elde edilir. Bu yüzden

ber (A)2 +
1

4
ber (A�A+ AA�)� ec (A�A)2

� 1

4
sup
�2


�ec (��A+ ��A�)2 � ber �(��A�)2 + (��A)2��

d¬r. �� =
eA (�)��� eA (�)��� =

fA� (�)��� eA (�)��� eşitli¼gi kullan¬larak

ec (A�A) + 1
4
sup
�2

[ec
0@ fA� (�)��� eA (�)���A+

eA (�)��� eA (�)���A�
1A2

�ber

0@0@ eA (�)��� eA (�)���A�
1A2

+

0@ fA� (�)��� eA (�)���A
1A21A]

� ber (A)2 +
1

4
ber (A�A+ AA�)

elde edilir. Böylece ispat tamamlan¬r.

Buzano (1974), Cauchy-Schwartz eşitsizli¼ginin geni̧sletilmi̧s halini aşa¼g¬daki gibi

vermi̧stir. a; b; x elemanlar¬iç çarp¬m uzay¬nda vektörler olsun. O zaman

jha; xij jhx; bij � kak kbk+ jha; bij
2

kxk2 (4.9)

d¬r. (4:9) eşitsizli¼gi kullan¬larak aşa¼g¬daki sonuçlar elde edilmi̧stir.

Teorem 4:2:7: A;B 2 B (H) olsun. O zaman

ber (A+B) �
r
ber (A)2 + ber (B)2 +

q
ber
�
jAj2

�
ber
�
jBj2

�
+ ber (B�A)

d¬r.

·Ispat. Herhangi � 2 
 için (4:9) formülü kullan¬larak

���Â+B (�)���2 � ����DAbk�;bk�E���+ ���DBbk�;bk�E����2
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=
���DAbk�;bk�E���2 + ���DBbk�;bk�E���2 + 2 ���DAbk�;bk�E��� ���DBbk�;bk�E���

=
���DAbk�;bk�E���2 + ���DBbk�;bk�E���2 + 2 ���DAbk�;bk�E��� ���Dbk�; Bbk�E���

=
���DAbk�;bk�E���2 + ���DBbk�;bk�E���2 + Abk�Bbk�+ ���DAbk�; Bbk�E���

=
���DAbk�;bk�E���2 + ���DBbk�;bk�E���2 + DA�Abk�;bk�E1=2 DB�Bbk�;bk�E1=2 + DB�Abk�;bk�E

� ber (A)2 + ber (B)2 + ber (B�A) +
q
ber
�
jAj2

�
ber
�
jBj2

�
elde edilir. Böylece

ber (A+B)2 = sup
�2


���Â+B (�)���2 � ber (A)2 + ber (B)2 + ber (B�A)
+
q
ber
�
jAj2

�
ber
�
jBj2

�
olup istenilen sonuç elde edilir.

Önerme 4:2:8: U 2 B (H) üniter operatör olsun. O zaman

sup
n�1

max

�
ber (Un)

1 + ber (Un�1)
;
ber (Un�1)

1 + ber (Un)

�
� 1

2ber (U)
(4.10)

d¬r.

·Ispat. A;B 2 B (H) key� iki operatör ve � 2 
 herhangi nokta olsun. (4:10)

eşitsizli¼ginde a = Abk�, b = Bbk� konularak
���DAbk�;bk�E��� ���Dbk�; Bbk�E��� �

Abk�Bbk�+ ���DAbk�; Bbk�E���
2

=

�gA�A (�)�1=2 �]B�B (�)�1=2 + gB�A (�)
2

�

q
ber
�
jAj2

�
ber
�
jBj2

�
+ ber (B�A)

2

elde edilir ve

ber (A) ber (B) �

q
ber
�
jAj2

�
ber
�
jBj2

�
+ ber (B�A)

2
(4.11)
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olur. (4:11) formülünde A = U ve B = Un konularak

ber (U) ber (Un) �
1 + ber

�
U�(n�1)

�
2

=
1 + ber (Un�1)

2

olur ve
ber (Un)

1 + ber (Un�1)
� 1

ber (U)
, n � 1 (4.12)

elde edilir. (4:11) formülünde A = U ve B = U�(n�1) konularak

ber (U) ber
�
U�(n�1)

�
= ber (U) ber

�
Un�1

�
� 1 + ber (Un�1U)

2

=
1 + ber (Un)

2

elde edilir ve böylece herhangi n � 1 için

ber (Un�1)

1 + ber (Un)
� 1

2ber (U)
(4.13)

dir. (4:12) ve (4:13) eşitsizlikleri (4:10) eşitsizli¼gini verir ve böylece ispat tamam-

lan¬r.
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5: SONUÇ VE ÖNER·ILER

Haz¬rlanan bu yüksek lisans tez çal¬̧smas¬nda üretici çekirdekli Hilbert uzay-

lar¬nda konveks fonksiyonlar için Hardy-Hilbert tipli eşitsizlikler elde edildi.eb (A) ve ec (A) say¬lar¬tan¬mland¬ve bu say¬lar ile Berezin say¬s¬aras¬ndaki ili̧skiyi
veren baz¬sonuçlar elde edildi. Ayn¬zamanda Buzano�nun elde etmi̧s oldu¼gu

eşitsizlik yard¬m¬yla operatörlerin Berezin say¬s¬için yeni eşitsizlikler elde edildi.

Bu çal¬̧sman¬n devam¬olarak düşünülen bir kaç öneri vard¬r:

1. Literatürde, tezde kullan¬lan Hardy-Hilbert tipli eşitsizli¼ginden hariç birçok

Hardy-Hilbert tipli eşitsizlikleri vard¬r. Bu eşitsizlikler kullan¬larak operatör-

lerin Berezin say¬s¬için yeni eşitsizlikler elde edilebilir mi?

2. Hardy-Hilbert eşitsizlikleri d¬̧s¬ndaki eşitsizlikler yard¬m¬yla Berezin say¬s¬

eşitsizli¼gi elde edilebilir mi?
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