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1. GIRIS

1.1. Amac¢ ve Kapsam

Kismi tirevli diferansiyel denklemler, genellikle doganin temel kurallarinin
formiilasyonunda ve uygulamali matematik, matematiksel fizik ve miihendislik
bilimi problemlerinin matematiksel analizinde ortaya ¢ikmaktadir. Cogu zaman
bu denklemlerin analitik yontemlerle ¢6zlimii zor hatta imkansiz olmaktadir. Bu
ylzden boyle denklemlerin niimerik olarak ¢6ziimlerinin bulunmasi gerekebilir

(Debnath, 2005).

Kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin ¢oziimleri icin analitik ve niimerik
olarak bircok yontem tanitilmistir. Genelde bu tiir denklemlerin niimerik
cozlimlerine gereksinim duyulmaktadir, bunun nedeni niimerik c¢oziimler
bilgisayar ile daha uyumlu olup, farkh algoritmalarla istenilen sonuglar daha

kolay elde edilebilmektedir (Caglar, 2012).

Lineer olmayan kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin ¢6ziimi i¢in niimerik
yontemlerin ¢alisilmasi son yillarda hem teori hem de uygulama agisindan
yogun bir sekilde yapilmistir. Bilgisayar teknolojisindeki hizli degismeyle
birlikte niimerik yontemlerdeki gelismeler, miihendislik ve bagska bilimsel
alanlardaki uygulamalarda ortaya ¢ikan ve 6nceden ¢oziimii zor olan kismi
tiirevli diferansiyel denklemlerin ¢ogunun simdi ¢ozilebilir olmas1 anlamina

gelmektedir (Mitchell vd., 1980).

Sonlu farklar yontemi, sonlu elemanlar yontemi, sonlu hacim yéntemi ve smir
eleman yontemi gibi nliimerik yontemler cesitli kismi tiirevli diferansiyel
denklemleri ¢6zmek icin kullanilmistir. Bu yontemler alani ag, 1zgara ya da
aralarinda sabit iletisim saglayan noktalarin kiimesine ayristirir. Ag yapisinda
kullanilan birimlere verilen isim 6nem tasimamaktadir. Burada énemli olan bu
yapilarin ¢6zliim siirecine ge¢ilmeden tanimlaniyor olmasidir. Bu sayede
elemanlarin veya 1zgaralarin kesisim noktalari olan diigiimler arasinda baglanti
kurulmakta ve kullanilacak olan sayisal yoéntemin formiilasyonu

gerceklestirilmektedir.



Sonlu farklar yontemi, genellikle kartezyen koordinatlarda boélgenin diizgiin
dikdortgenlere ayriklastirilmasiyla elde edilen noktalar tizerinde Taylor seri
acihmi ile fark denklemlerinin ifade edilmesine dayanir. Uygulamasi son derece
basit olmasina ragmen 0Ozellikle diizgliin olmayan bdélgelerin ayriklastirilmasi,
bolgenin ve problemin fiziksel sartlarinin tanimlanmasi agisindan sonlu
elemanlar yontemi kadar etkin degildir. Sonlu elemanlar yontemi ve sonlu
hacim yéntemi kompleks geometriyle miicadele etmede daha esnektir fakat tli¢
boyutlu problemlerde uygun agin olusturulmasi, ilgili verilerin yapis1 ve

bilgisayar programlamasi olduk¢a zordur (Demkowicz vd., 1989).

Gliniumiizde mevcut gelistirilmis hali ile sonlu elemanlar yontemi, sonlu farklar
yontemi, sonlu hacim yontemi gibi ag tabanli yontemler kullanilarak statik,
dinamik, lineer ve lineer olmayan pek ¢ok problemin ¢6ziimii elde
edilebilmektedir. Bu problemlerin ¢oziimiinde asagida belirtilen sebeplerden
dolay1 elde edilmek istenen c¢oziimiin maliyeti ve dogrulugu 6nemli olciide

etkilenmektedir (Liu, 2003):

e Analizlerde genelde zamanin ¢ogu uygun bir ag yapisinin
olusturulmasimma harcanmaktadir. Ag yapist analiz stlresini ve
hassasiyetini 6nemli Olglide etkilemektedir. Gliniimiizde sayisal
yontemlerle ilgili arastirma noktalarindan bir tanesi bu siirecin miimkiin
oldugu kadar kisaltilmasi ve analiz hassasiyetinin arttirilmasidir. Bu da
daha az insan emegi ve daha ¢ok bilgisayar kullanimi anlamina

gelmektedir.

e Biiyiik sekil degisimleri s6z konusu oldugunda elemanlarin
carpilmasindan dolayr hesaplanan degerlerdeki dogruluk oldukca

diismektedir.

e (Catlak biiylimesi probleminin herhangi bir geometri veya kompleks bir
geometri icin modellenmesi ve faz doniisiimlerinin uygulanmasi oldukga

zordur.



e Sonlu elemanlar yontemi siirekli ortam mekanigine dayandigindan,
malzeme kirilmasindan dogan siireksizliklerde elemanlar arasindaki

baglarin kopmasi sebebiile olumsuzluklar ortaya ¢ikarmaktadir.

Yukarida bir bolimi belirtilen hatalarin ve yetersizliklerin en aza indirilmesi
icin ¢6zlim siirecinde ortaya cikabilen siireksizlik bolgelerinde birbiriyle olan
temasini kaybeden elemanlarin temas etmesini saglamak amaciyla ag yapisinin
yeniden olusturulmasi gerekmektedir. Ayrica ¢6ziim siirecinde bagiml degisken
lizerinde doniisim yapma ihtiyaci ortaya c¢ikmaktadir. Bu durum islem
hassasiyetini olumsuz etkilemektedir. Bu ylizden ¢6ziim siirecinde daha esnek
ve siireksizligin s6z konusu oldugu problemlerde yeni bir ag yapisinin
olusturulmasina gerek duymayan yontemlerin gelistirilmesi ihtiyac1 ortaya
cikmistir. Bu sebeple Onerilmis olan agsiz yontemlerde bu ihtiyaglarin ¢ogu
karsilanabilmektedir. Agsiz yontemlerde geometrinin modellenmesi rastgele
dagimis digilimlerle gerceklestirildiginden bu diiglimler arasinda herhangi bir
iliskinin veya bir bagin kurulmasina ve dolayisiyla ¢6ziim siirecinde yeni bir ag

yapisinin olusturulmasina ihtiya¢ yoktur (Caliskan, 2006).

Cizgiler yontemi (MOL), kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin ¢6ziimii i¢in iyi
bilinen bir baska tekniktir. Bu yontem, kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin
onemli simiflarinin (eliptik, parabolik ve hiperbolik, lineer ve lineer olmayan, bir,
iki ve li¢ boyutlu gibi) hemen hemen tiimine uygulanabilir. Yontem aslinda
oncelikle Alman matematik¢i Erich Rothe tarafindan 1930'da parabolik tipte ki
denklemlere uygulanmistir (Pregla, 2008). Daha sonra fizikteki smir deger
problemlerini ¢6zmek icin matematikciler tarafindan gelistirilmistir (Schiesser,
1991). Dogruluk ve bilgisayar maliyeti bakimindan, sonlu farklar yénteminden
daha etkili olan ¢izgiler yontemi, sonlu farklar yonteminin 6zel bir seklidir. Bu
yontemde bagimsiz degisken x konum veya t zaman degiskenine gore
ayriklastirilabilir. x konum degiskenine gore ayrilastirildiginda t zaman
degiskeni, t zaman degiskenine gore ayriklastirildiginda ise x konum degiskeni
yalmz birakilir. Ornegin; Meyer'in calismalarinda genellikle zaman
ayriklastirilarak problem sinir deger problemine indirgenir (Meyer, 2015). Bu

calismada, x ayriklastirllarak problem baslangic deger problemine



indirgenmistir. Ayrica bilgisayar programlama sirasinda olusan zorluk, standart

adi tiirevli diferansiyel denklem ¢6ziiclisii kullanilarak azaltilabilir.

Ag tabanh yontemlerde karsilasilan zorluklar, arastirmacilar1 geleneksel 1zgara
tabanli niimerik yontemlere alternatif aramaya zorladi.  Bodylece agsiz
yontemlerin yeni alani ortaya ¢ikti ve ilk agsiz yontem Yumusatilmis Pargacik
Hidrodinamigi 1977'de Gingold ve Monoghan tarafindan gok fizigi
problemlerinin simiilasyonu i¢in tanitild1 (Gingold vd. 1977). Kismi tirevli
diferansiyel denklemlerin niimerik ¢6zlimi icin agsiz yontemler (MM) son 20 yil

icinde ¢ok cezbedici oldu ve kayda deger bir gelisim gosterdi.

Agsiz yontemlerin (MM) en 6nemli 6zelligi ag gerektirmeksizin dagilmis diigiim
ya da parc¢a kullanarak miimkiin olan sinir sartlarin biitiin tiirleri ile integral
denklemleri ya da kismi tiirevli diferansiyel denklemler icin kararli niimerik

¢6zlm saglamasidir.

Agsiz yontemlerde ¢ozim bolgesinin modellenmesi ve ¢6ziim asamasina
gecilebilmesi icin modelleme asamasinda diigiimler kullanilmakta ve digiimler
arasinda sonlu elemanlar yontemi ile kiyaslandiginda herhangi bir bagn
olusturulmasina ihtiya¢c duyulmamaktadir. Bu 0Ozellik agsiz yOontemler icin

ortaktir. Yontemlerin agsiz olarak adlandirilmasinin sebebide budur.

Bugiine kadar gelistirilen agsiz yontemlerin genis bir simnifi, ¢ok boyutlu
kompleks alan iceren kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin niimerik ¢6ziimu

icin radyal baz fonksiyonlari kullanilarak kollokasyon agsiz yontemine dayanir.

Bu tez calismasinda cizgiler yontemine ve radyal baz fonksiyonlari yardimiyla
agsiz cizgiler yontemine kisaca deginildi. Baz1 6zel denklemler kullanilarak bu
iki yontem arasinda karsilastirmalar yapildi. Bu karsilastirmalar i1siginda

problemlerin ¢6ziimiine dair yorumlarda bulunuldu.
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2. TEMEL KAVRAMLAR

Uygulamali matematikte fizik, miithendislik ve uzay bilimlerinde ki bir¢ok
problemin modellenerek ¢éziimleri aranmaktadir. Bu modellemelerde ¢ok farkl
problemler ortaya ¢ikmaktadir. Bu problemlerin ¢éziimleri i¢in de farkl tiirde

analitik ve niimerik yontemler gelistirilmistir.

Bu boliimde kullanilan yontemler ve bu yontemler ile alakali temel kavramlar
tanitilmistir. Bu yontemler arasinda literatiirdeki en yeni yontemlerden biri
olan cizgiler yontemi ve kademeli olarak c¢esitli bilim adamlar1 tarafindan
gelistirilerek simdiki halini almis olan radyal baz fonksiyonlar1 yardimiyla agsiz

cizgiler yontemi vardir.

2.1. Evolution Denklemleri

Bagimsiz degiskenlerinden biri £, zaman olan kismi tiirevli diferansiyel
denklemlere evolution denklemleri denilmektedir. Birinci mertebeden
evolution denklemleri K[u]; u ve u'nun x degiskenine gore tiirevlerinin taniml

fonksiyonu olmak tlizere:

u, = Klu] (2.1.1)
formundadir. Eger K[u]; u terimine gore lineer ise bu tip denklemlere lineer
evolution denklemleri ve K[u]; u terimine gore lineer degil ise bu tip

denklemlere lineer olmayan evolution denklemleri denir. Benzer sekilde, ikinci

mertebeden evolution denklemleri

u,, = Klu] (2.1.2)

seklindedir.

Is1 iletimini tanimlayan 1s1 denklemi ve bir telin titresimini tanimlayan dalga

denklemi evolution denklemlerine en basit iki 6rnek olarak verilebilir. Lineer



olmayan evolution denklemleri sadece matematigin baz alanlarinda degil ayni
zamanda fizik, kimya, biyoloji ve malzeme bilimi gibi bilim dallarinda da ortaya
cikan kismi tiirevli diferansiyel denklemlerdir. Ornegin Navier-Stokes ve Euler
denklemleri akiskanlar mekaniginde, lineer olmayan reaksiyon-difiizyon
denklemleri 1s1 transferinde ve biyoloji biliminde, lineer olmayan Klein-Gordon
denklemi ve lineer olmayan Schrodinger denklemi kuantum mekaniginde ve
Cahn-Hilliard denklemi malzeme biliminde ortaya c¢ikan lineer olmayan

evolution denklemlerinden sadece birkacgidir (Zheng, 2004).
2.2. Radyal Baz Fonksiyonlar (RBF)

Radyal baz fonksiyonlar1 (RBF), niimerik analizde ve istatistikte genis uygulama

alanina sahiptir ve halen matematikgiler icin aktif ¢alisma alanidir.

Radyal baz fonksiyonlar1 genellikle cok degiskenli fonksiyonlardir ve bu
fonksiyonlarin degerleri orijine olan uzakligina dayanir. Oyle ki; ¢ (x) = ¢p(r) €

R, x € R™ ve r € R dir. Ya da alternatif olarak {x]-} kiimesinde verilen noktalarin
uzakligina dayanir ve ¢(x — x]-) = ¢(r;) € R dir. ¢(x) = @(lIxll;) 6zelligini
saglayan herhangi bir ¢ fonksiyonu radyal fonksiyondur.r; = ||x — x]-”2 normu

genellikle Oklid normudur (Chen vd., 2014).

Burada bahsedilen radyal baz fonksiyonlarin hepsi tanimlarinda c¢ degiskeni
icerir. Bu ¢ degiskeni sekil parametresi olarak adlandirilir. Bu parametre radyal
baz fonksiyonlarinin niimerik yontemlere uygulanmasinda kullanildig1 zaman
¢ozim Uzerinde oldukca oOnemli bir etkiye sahiptir. Bu ylizden c sekil
parametresinin en uygun degerinin secilmesi ¢ok 6nemlidir. Ancak bu sekil
parametresinin belirlenmesi hala ¢alisilan ve heniiz ¢6zilememis bir

problemdir (Shen, 2009).
Radyal baz fonksiyonlari, c¢ok degiskenli fonksiyonlara tek degiskenli
fonksiyonlarin lineer kombinasyonu ile yaklasmak icin bir aractir. Bu tipteki

yaklasimlarin esas avantaji sudur; hicbir sekilde ag gerektirmez ve ytlksek
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boyutlular icin keyfi geometri ile ¢alisir. Yaygin olarak kullanilan radyal baz

fonksiyonlari asagidaki cizelgede verilmigtir.

Radyal Baz Fonksiyonlari (1)
Coklu kuadratik (MQ) (r? + c?)172

Ters ¢oklu kuadratik (IMQ) (r? + ¢?)~1/2
Gauss merkezcil (GA) e—cr’

Cizelge 2.2.1. Yaygin olarak kullanilan radyal baz fonksiyonlar:

2.3. Yiiksek Mertebeden Adi Tiirevli Diferansiyel Denklemini Birinci

Mertebeden Adi Tiirevli Diferansiyel Denklem Sistemine indirgeme
n. mertebeden adi tirevli diferansiyel denklem her zaman n adet birinci

mertebeden adi tiirevli diferansiyel denklemden olusan bir sisteme

donitstirilebilir.

y® =f(y,y,y",..,.y" ) (2.2.1)

seklinde n. mertebeden adi tiirevli diferansiyel denklemi verilmis olsun. Bu

denklemi adi tiirevli diferansiyel denklem sistemine dontstiirmek i¢cin

yi=Yy (2.2.2)
Y, =y1 =Y (2.2.3)
Y3 =y, =Yy" (2.2.4)
Y =Vn1=y" "V (2.2.5)

olarak n tane parametreye ihtiya¢ vardir. Bunu yaparken en yiiksek mertebeli
tirev hari¢c, yeni degisken olarak bilinmeyen fonksiyonlar ve tiirevleri

tanimlanir. Bu yeni degiskenlerin (2.2.1) denkleminde yerine yazilmasiyla

Yo =FV1Y2, Y3, V) (2.2.6)
11



seklinde yeni tanimlanan n adet degiskene bagh birinci mertebeden bir adi

tirevli diferansiyel denklem sistemi elde edilir. Bu denklem ile

¥Y1,Y2, -, Yn_1 denolusan grup

Y1=Ya2 (2.2.7)
Y2=Y3 (2.2.8)
Yn=FY1uY2.Y3 0 Y0n) (2.2.9)

seklinde birinci mertebeden adi tiirevli diferansiyel denklem sistemi

olusturulur.
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3. KULLANILAN YONTEMLER

Evolution denklemlerinin niimerik ¢ézimi i¢in kullanacagimiz belli bash

yontemler bu boliimde ifade edilmistir.

3.1. Cizgiler Yontemi (MOL)

Cizgiler yontemi, bagimsiz degisken x konum degiskeni veya t zaman
degiskenine bagh kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin yerine uygun sonlu
fark denklemlerinin yazilmasi sonucu olusan adi tiirevli diferansiyel denklem

sisteminin ¢ozlilmesiyle sonuca gidilen nliimerik ¢6ziim teknigidir.

Bu calismada, evolution denklemleri ele alinacaktir. Bu denklemleri temsil
etmesi icin asagidaki (3.1.1) denklemi g6z oniine alinmarak cizgiler yontemi

(MOL) aciklanacaktir (Schiesser vd., 2009):

ou 0*u

Buradau, x ve t'yve bagh bagimh degisken, t zaman1 temsil eden bagimsiz
degisken, x konumu temsil eden bagimsiz degisken ve D degiskeni sabit sayidir.

Z—I: ,u'nun t degiskenine gore kismi tiirevidir. (3.1.1) denkleminde ¢ degiskenine
gore en yuksek mertebeden kismi tiirevi birinci mertebeden oldugu i¢in bu
denklem t degiskenine gore birinci mertebedendir. Aym sekilde, (3.1.1)
denklemi x degiskenine gore en yiiksek mertebeden kismi tiirevi ikinci

mertebeden oldugu icin bu denklem x degiskenine gore ikinci mertebedendir.

(3.1.1) denkleminin ¢6ziimiinii disiinmeden once kismi tiirevli diferansiyel
denklem probleminin ifadesini tamamlamak igin bazi1 yardimci sartlar
tanimlanmasi gerekir. Gerekli yardimc sartlarin sayis1 her bir bagimsiz

degiskenin tiirev mertebesine goére belirlenir. (3.1.1) denklemi & degiskenine
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gore birinci mertebeden oldugu icin bir tane sart, x degiskenine gore ikinci

mertebeden oldugu icin iki tane sart gereklidir.

t, baslangic deger degiskeni olarak adlandiriir ve bir tane baslangic sarti
gereklidir. x ise smir deger degiskeni olarak adlandirilir ve iki tane smir sart

gereklidir. Baslangi¢c deger sarti

ulx,t=t)=u,(x), t,<t<t, (3.1.2)

seklinde ve siir deger sarti

ulx =x,,t) =u,(t),ulx = x,,t) = u,(t), x, <x<x; (3.1.3)

seklinde tanimlansin. (3.1.1), (3.1.2) ve (3.1.3) denklemleri birlikte kismi tlirevli
diferansiyel denklem problemini olustururlar. Bu problemin cizgiler yontemiyle

¢ozimi asagidaki sekilde ifade edilir:

x, < x<x, araliginda x, =x; < x, <...< xy_; <xy = x, olacak sekilde

N tane diigiim olsun. x; ve x smir dugimler, x,,...,xy_, i¢ dugimlerdir.

Cizgiler yonteminin temel fikri, kismi tirevli diferansiyel denklemlerdeki
konum tilirevlerine sonlu fark esitlikleri ile yaklasmaktir. Bu yapildig1 zaman
konum tiirevleri artik konum bagimsiz degiskeni ile ifade edilemez. Boylece
sadece zaman bagimsiz degiskeni kalir. Bir baska deyisle, orijinal kismi tiirevli
diferansiyel denkleme yaklasan adi tiirevli diferansiyel denklem sistemi elde
edilir. Esas zorluk kismi tirevli diferansiyel denklemi adi tirevli diferansiyel
denklem sistemi ile ifade etmektir. Bu yapildiktan sonra kismi tiirevli
diferansiyel denklemin niimerik ¢oziimiinii hesaplamak i¢cin baslangic deger adi
turevli diferansiyel denklem sistemine herhangi bir integrasyon algoritmasi
uygulanabilir. Boylece cizgiler yonteminin en belirgin 6zelliklerinden biri adi
tirevli diferansiyel denklem sistemi icin mevcut, iyi tanimlanmis niimerik

yontemlerin kullanimidir.
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Bu prosediirii yansitmak icin oncelikle (3.1.1) denklemindeki u,, konum

tiirevini cebirsel yaklasimi ile yer degistirmek gerekir. Bu durumda

Wiy —2u; Uy
XX (Ax)z

(3.1.4)

sonlu fark esitligi kullanilacaktir. Burada i, 1zgara lizerinde x’in konumunu ifade
eden indeks, Ax ise 1zgara lizerinde x ekseni boyunca diiglimler arasi mesafedir.

0 zaman, (3.1.1) denkleminin cizgiler yontemi yaklasimi

dt (Ax)? '

0<i<N (3.1.5)

seklindedir. (3.1.5) denklemi sadece bir tane bagmsiz t degiskenini

icerdiginden adi tiirevli diferansiyel denklem sistemidir.

(3.1.1) kismi tiirevli diferansiyel denkleminin, (3.1.5) adi tiirevli diferansiyel
denklem sistemine doniistimii ¢izgiler yonteminin 6ziidir. Daha sonra kismi
tiurevli diferansiyel denklemin ¢6zimini hesaplamak igin adi tiirevli
diferansiyel denklem sisteminin ¢ziimiiniin bulunmasi gerekir. (3.1.5)
denklem sistemi N tane adi tiirevli diferansiyel denklem icerdiginden N tane
baslangic sarti gereklidir. Bu sartlar, ayriklasirmadan sonra (3.1.2)

denkleminden

u(x;, t=1t,) = u;(x) = uy(x,), 0<i<N (3.1.6)

olarak elde edilir. Ayni zamanda sinir sartlari

u, (t) =y, (), uy (t) = uy(t) (3.1.7)

seklinde elde edilir. (3.1.5), (3.1.6) ve (3.1.7) denklemleri, verilen kismi tilirevli
diferansiyel denklemin c¢izgiler yaklasimi olarak elde edilir. Bu adi tilirevli
diferansiyel denklem sistemi uygun bir yontem ile ¢ozilir. Elde edilen adi

tlirevli diferansiyel denklem sisteminin ¢6zimi
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u, (t),u,(t), ..., uy (t) (3.1.8)

seklindedir ki, bu fonksiyonlari =1,2,..., N 1zgara noktalarinda u(x,t)'ye
yaklasir (Griffiths vd., 2012).

Baslangi¢ta ele alinan kismi tiirevli diferansiyel denklem eger bir baslangic-
deger problemi ise sonucta olusan adi tiirevli diferansiyel denklem sistemi de
bir baslangi¢ deger problemidir. Eger problem bir sinir deger problemi ise
sonucta olusan adi tirevli diferansiyel denklem sistemi de sinir deger

problemidir (Durmus, 2015).
3.2. Agsiz Yontemler (MM)

Agsiz yontem (MM), tanimlanan alanda ag kurulmadan sistemin algoritmik
denklemlerini kurmaya c¢alisan bir yontem olarak tanimlanabilir. Agsiz
yontemler problem bodlgesinde tanimli diiglim noktalarini kullanarak sinir
kosullarmi uygulayip problemi ¢ézer. Dagilmis dugiimlere alan diigtimleri denir
ve aralarinda ag olusturmazlar (Liu vd. 2005). Sonlu elemanlar yonteminde
oldugu gibi uygun olan interpolasyonu veya yaklasik ¢dziimi bulmak icin

onceden ag tanimlanmasi gerekmemektedir.

Kartezyen koordinatlarda u(x, t) fonksiyonu icin agsiz yaklasim

uV(x, 6) ~ u(x, t) = Z @, (0w, (£) (3.2.1)

I€eS

seklinde tanimlanir. Burada ¢;: Q — R sekil fonksiyonlary, u,'lar I pargasinda
x; konumundaki digim degerleri, S ise ¢,(x) # 0 olmak iizere I par¢asindaki
digimlerin kimesidir. (3.2.1) formu sonlu elemanlar yaklasimina
benzemektedir. Ancak, u; # u(x;) oldugu icin (3.2.1) denklemindeki sekil
fonksiyonlar1 sonlu elemanlar yonteminin aksine sadece yaklasim olup

interpolasyon degildir (Nguyen vd., 2008).
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Sekil 3.2.1. Ags1z yontemler kullanilarak alani ayriklastirma

3.3. Radyal Baz Fonksiyonlar1 Yardimiyla Agsiz Cizgiler Yontemi (MMOL-
RBF)

Radyal baz fonksiyonlar1 yardimiyla agsiz cizgiler yonteminin cesitli tipteki
kismi tlirevli diferansiyel denklemler icin nasil uygulanacagindan

bahsedilmistir.

3.3.1. Birinci mertebeden (1+1) boyutlu kismi tiirevli diferansiyel
denklemler icin MMOL-RBF

Birinci mertebeden (1+1) boyutlu kismi tiirevli diferansiyel denklemlere radyal
baz fonksiyonlar1 yardimiyla agsiz ¢izgiler yontemini (MMOL-RBF) uygulamak

icin u = u(x, t) ve L konum tiirev operatorii olmak tizere

u

St L) =0x€e0t20 (3.3.1)

formundaki kismi tiirevli diferansiyel denklemleri ele alinsin. Simdi farz edelim
ki; x4,%5,...,xy digimleri @ c R problem alanindaki merkezin kiimesinde
secilen digimler olsun. Zaman bagimh kismi tiirevli diferansiyel denklemler
icin radyal baz fonksiyonlar1 yardimiyla agsiz cizgiler yonteminde sunulan

fikirler asagidadir (Bibi, 2011). u" (x, t) yaklasik ¢6ziimii
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N
uV(x,t) = z 4 @®®(]lx — x;])

j=1

(3.3.2)

olarak sunulabilir. Burada W bazi radyal baz fonksiyonlary, x;’ler merkezdeki

dagtmler ve /1]-(t),j =1,2,..., N belirlenecek olan bilinmeyen

Benzer sekilde konum tlirev operatori igin yaklasik ¢6ziim

N
L(u"(x, 1)) = Z 1@OL(2(lx - x1D))
j=1

J

olarak yazilabilir.

(3.3.2) ve (3.3.3) denklemlerindeki yaklasimlar matris formunda

uV =42
ve
L(u™) = Ba

olarak yazilabilir. Burada

uV = [u, (8),u, (8),..., uy (O]
L(uM) = [L(uy (), L(uy (), ..., L(uy (£))]"
2=[2,(0,2,(®), ..., 2y(®)]"

seklinde slitun matrisleri, A ise Aij = ‘P(”xi —x]-||), i,j =1,

elemanlar1 olan matris ve B ise B;; = LW (||x; — x].||)x=x., ij=1,
)

elemanlari olan simetrik olmayan matristir.

(3.3.4) ve (3.3.5) denklemleri kullanilarak
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katsayilardir.

(3.3.3)

(3.3.4)

(3.3.5)

(3.3.6)
(3.3.7)
(3.3.8)

..., N seklinde

..., N seklinde



L) = (BA™ HuV (3.3.9)
elde edilir. (3.3.9) denklemi

L(u") = Du" (3.3.10)
olarak yazilabilir. Burada D = BA™Vdir.

Radyal baz fonksiyonlar: yardimiyla konum degiskenine gore ayriklastirildiktan

sonra, (3.3.1) kismi tiirevli diferansiyel denklemi

du;
dtl =Du", i=1,.. N (3.3.11)

ile verilen adi tiirevli diferansiyel denklem sistemine doniisiir. (3.3.11) denklem
sistemi uygun bir adi tiirevli diferansiyel denklem ¢6ziim yontemi yardimiyla

cozilir.

3.3.2. Birinci mertebeden (1+1) boyutlu kismi tiirevli diferansiyel
denklem sistemleri icin MMOL-RBF

Birinci mertebeden (1+1) boyutlu kismi tirevli diferansiyel denklem
sistemlerine radyal baz fonksiyonlar1 yardimiyla agsiz cizgiler ydntemini

uygulamak icin u = u(x,t) , v = v(x,t) ve L konum tiirev operatorii olmak

uzere

ou

a—‘l‘L(U):O

a; ,  xEQt=0 (3.3.12)
— +L(w)=0

3¢ (w)

formundaki kismi tiirevli diferansiyel denklem sistemi ele alinsin. Simdi farz
edelim ki; xq,x,,...,xy diglimleri Q@ € R problem alanindaki merkezin
kiimesinde secilen diigiimler olsun. u" (x,t) ve v"(x,t) yaklasik ¢oziimleri

sirasiyla
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N
u(x, t) =Z/1}(t)‘l’(||x—xj||) (3.3.13)
=1

J

N
vV (x,t) = Z 2Z2®)®(||x — x;)) (3.3.14)

j=1

olarak sunulabilir. Burada, W bazi radyal baz fonksiyonlary, x;'ler merkezdeki
digiimler ve A;(t) ve A7(t),j=1,..,N belirlenecek olan bilinmeyen

katsayilardir. Benzer sekilde konum tiirev operatorii icin yaklasik ¢6ziim

N

L@ 0) = ) A OL(¥(x - x)) (3.3.15)
j=1
N

LV (x0) = ) 2 OL(W(|lx - x|)) (3.3.16)
j=1

olarak yazlabilir. (3.3.13), (3.3.14), (3.3.15) ve (3.3.16) denklemlerindeki

yaklasimlar sirasiyla matris formunda

ul = A2t (3.3.17)
vV = A% (3.3.18)
ve

L(u") = Bat (3.3.19)
L(vN) = Ba? (3.3.20)

olarak vyazlabilir. Burada u" ve L(u") swrasiyla (3.3.6) ve (3.3.7)

denklemlerinde verilen siitun matrisleri, benzer sekilde v" ve L(v")

vV = [v,(8),v,(8),..., vy(O]" (3.3.21)
L") = [L(v; ), L(v, @), .., Ly (t)]" (3.3.22)
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seklinde siitun matrisleri, A ise Aij = ‘P(”xi —x]-||), i,j=1,.. N seklinde

elemanlar1 olan matris, B ise B,-J- = L‘l’(”xi — x]-||)x_x ,i,j =1, ..., N seklinde
=X;

elemanlar1 olan simetrik olmayan matris ve
A= [A®,40,.,240], i=1.2 (3.3.23)
seklinde siitun matrisidir.

(3.3.17), (3.3.18), (3.3.19) ve (3.3.20) denklemleri kullanilarak

L(u) = (BA HuY (3.3.24)
L) = (BA YV (3.3.25)

elde ederiz. (3.3.24) ve (3.3.25) denklemleri

L(u") = Du" (3.3.26)
L(vY) = DvV (3.3.27)

olarak yazilabilir. Burada D = BA~Vdir.

Radyal baz fonksiyonlar: yardimiyla konum degiskenine gore ayriklastirdiktan

sonra, (3.3.12) kismi tiirevli diferansiyel denklem sistemi

- = DvV

aﬁf. (3.3.28)
1 :D N

ac ¢

ile verilen adi tirevli diferansiyel denklem sistemine donitsir. (3.3.28) adi
tlirevli diferansiyel denklem sistemi uygun bir adi tlirevli diferansiyel denklem

¢6zlm yontemi yardimiyla ¢oziliir.
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3.3.3. ikinci mertebeden (2+1) boyutlu kismi tiirevli diferansiyel
denklemler icin MMOL-RBF

Ikinci mertebeden (2+1) boyutlu kismi tiirevli diferansiyel denklemlerine
radyal baz fonksiyonlar1 yardimiyla agsiz cizgiler yontemini uygulamak icin
u = u(x, y,t) ve L konum tiirev operatorii olmak tizere

%u

oz T =0,(xy) €020 (3.3.29)

formundaki kismi tiirevli diferansiyel denklemi ele alinsin. Simdi farz edelim
ki; (x1,¥1), (X5,¥5), ..., (xy,yy) digiimleri @ ¢ R? problem alanindaki merkezin

kiimesinde secilen diigiimler olsun.

(3.3.29) kismi tiirevli diferansiyel denklemini birinci mertebeden kismi tirevli
diferensiyel denklem sistemine indirgemek i¢in u,(x,y,t) = v(x,y,t)

dontisiimi kullanilir. Béylece

rz? (3.3.30)

v, =—L(w

adi kismi tirevli denklem sistemi elde edilir. Daha sonra Bolim 3.3.2°deki

adimlar takip edilir.
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4. UYGULAMALAR

Bu béliimde bazi 6zel evolution denklemlerinin ¢izgiler yontemi ve ¢oklu
kuadratik (MQ), ters ¢oklu kuadratik (IMQ) ve gauss merkezcil (GA) radyal baz
fonksiyonlar1 yardimiyla agsiz gizgiler yontemi ile ¢oziimleri elde edilip, sayisal

degerleri cizelgeler halinde verilmistir.

Giris bolimiinde de bahsettigimiz gibi radyal baz fonksiyonlar:1 yardimiyla agsiz
cizgiler yontemi; birinci mertebeden (1+1) boyutlu kismi tiirevli diferansiyel
denklemlerin, birinci mertebeden (1+1) boyutlu kismi tiirevli diferansiyel
denklem sistemlerinin ve ikinci mertebeden (2+1) boyutlu kismi tiirevli
diferansiyel denklemlerin ¢6ziimiinde kullanilabilir. Bu boéliimde 6Oncelikle
birinci mertebeden (1+1) boyutlu Sawada Kotera denkleminin, birinci
mertebeden (1+1) boyutlu Burgers denklem sisteminin, son olarakta ikinci

mertebeden (1+1) boyutlu Klein Gordon denkleminin ¢éziimii yapilmigtir.

Ayrica metodun performansini degerlendirmek i¢in asagidaki hata normlari

kullanilmistir:

N
L, = u" —ull,, = hZ(u’i" —u;)?
i=1
— N — N
L,=lu"—ul, = Eg%lui — ]
Burada u analitik ¢6ziimdi, uV niimerik ¢6zUmi temsil eder.

Konumda ve zamanda noktasal yakinsaklik oranlarini hesaplamak icin asagidaki

formiiller kullanilmistir:

log(lluanamik - uh,-l /”uanalitik —Up, ”)
log(h;/h;,1)

log(”uanazitik - util /”uanalitik — Uy ”)
log(t;/t;1)
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Burada u . analitik cozimi u, ve u, ise sirasiyla h; ve t; adimlar1 ile
analitik h; t; i i

niimerik ¢6ziimii temsil eder.
4.1. Problem 1

u, + aulu, + puu,, + yun,, + U, =0 (4.1.1)
denklemi ile Sawada Kotera denklemini ele alalim. Burada «, B8,y sifirdan farkh
keyfi sabitler ve u = u(x,t) yeterince tiirevlenebilen fonksiyondur.a = 45,
B=7=15ve -15<x<15,0<t<1, N=11 alarak denklemi Kklasik
cizgiler yontemini ve radyal baz fonksiyonlar1 yardimiyla agsiz c¢izgiler
yontemini kullanarak ¢ézelim.

Denklemin analitik ¢6ziimii

u(x,t) = 2k?sech? (k(x — 16k*t — x,)) (4.1.2)
seklindedir (Kaya vd. 2003). Burada k ve x, keyfi parametrelerdir. Bu
calismada k = 0.01,x, = 0 olarak alnmustir. Baslaging sarti ise denklem
(4.1.2)'den elde edilir.

4.1.1. Cizgiler Yontemi ile Coziim

Burada (4.1.1) denkleminin x degiskenini verilen aralikta N parcaya ayiralim.

x;=ih (i=12,..,N)

15— (-15) . .
olup buradah ==—-—=ile hesaplanir. (4.1.1) denkleminde u,, Uy, Uy,, Ve
U, xxx ifadelerinin yerine sonlu fark yaklasimlarini yazarsak

du, .
ar f(u,), i=12,.,N (4.1.3)
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seklinde t’ye bagl bir adi tiirevli diferansiyel denklem sistemi olusur. Olusan adi
tirevli diferansiyel denklem sistemi MATLAB paket program araciligiyla Runge-
Kutta yontemi kullanilarak c¢oziilmiistir (Schiesser vd., 2012). Elde edilen
sonuglar analitik ¢6ziimle L, ve L, hata normlarina gore kiyaslanarak Cizelge

4.1.1, Cizelge 4.1.2 ve Cizelge 4.1.3’te verilmigtir.

4.1.2. Radyal Baz Fonksiyonlar1 Yardimyla Agsiz Cizgiler Yontemi ile

Coziim

Bu denklemin radyal baz fonksiyonlar1 yardimiyla agsiz cizgiler yontemi ile
¢oziimi su sekildedir: oncelikle [-15,15] problem alaninda N degerine gore
esit aralikli (uniform) diiglim dagilimi yapilmalidir. Bu ayriklastirma siirecinde

yaklasik ¢o6ziim u® (x, t)’'den, yani (3.3.4) denkleminden

ul =42 (4.1.4)

yazilabilir. (4.1.1) denklemi x degiskenine gore birinci, ikinci, liclinci ve besinci

mertebeden tiirev icerdigi i¢in (3.3.10) denkleminden

u’ =D uV (4.1.5)
u¥, =D, u" (4.1.6)
Ul = Dyu (4.1.7)
Weerrr = Dopexx " (4.1.8)

elde edilir. . BuradaD = BA Vdir. (4.1.4), (4.1.5), (4.1.6), (4.1.7) ve (4.1.8)

denklemleri (4.1.1) denkleminde yerine yazilirsa

duI-V 2
dtl +a(ul) (D, u") + B(Du") (D, u) + y(ul) (D t") + Dyt = 0

(4.1.9)

denklem sistemi elde edilir. Ayriklastirma sonrasi baslangic sarti (4.1.2)

denkleminden
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u;(0) = 2k*sech?(k(x; — x,)) ,i=1,..,N

(4.1.10)

olur. Boylece (4.1.1) ve (4.1.2) denklemleriyle ifade edilen kismi tiirevli diferansiyel

denklem problemi (4.1.9) ve (4.1.10) denklemleriyle ifade edilen adi tirevli

diferansiyel denklem sistemi problemine indirgenir. Elde edilen adi tiirevli diferansiyel

denklem sisteminin ¢6ziimii, doérdincii mertebeden Runge-Kutta yontemi, ODE45

komutu ile MATLAB paket program araciligiyla elde edilmistir (Schiesser vd., 2012).

Elde edilen
kiyaslanarak Cizelge 4.1.1, Cizelge 4.1.2 ve Cizelge 4.1.3’te verilmistir.

sonuglar analitik ¢ozuimle L, ve L, hata normlarmma gore

Yontem t = 0.001 t = 0.002 t =0.01 t =0.05 t=0.1
MOL- 3,9581974998 | 1,5831606685 | 3,9495584895 | 6,1919363486 | 1,2421913912
Klasik 3952x 10714 | 7293x 10713 | 5172x 1012 5275x 10~° 2962x 108

MMOL- | 5,3311595664 | 1,0598727531 | 5,0539128688 | 2,0165151478 | 3,1232020864

GA 61482x 1078 | 05454x 10~7 | 56254x 10~7 | 80510x 10~¢ | 96560x 10~°

MMOL- | 2,1303217122 | 4,2660592357 | 2,1551272475 | 1,1392342595 | 2,4699942294

MQ 12969% 10=2 | 29185x 1072 | 85653x 1078 | 43211x 10~7 | 96117x 10~7

MMOL- | 2,7244629375 | 5,4305471394 | 2,6433956258 | 1,1617699822 | 2,0000950067

IMQ 27260x 1078 | 01527 x 1078 | 07828x 10~7 | 72734x 10~® | 35073x 10~°
Cizelge 4.1.1. Sawada Kotera denklemi i¢in L, hata normu

Yontem t = 0.001 t = 0.002 t =0.01 t = 0.05 t=0.1
MOL- 1,2346552134 | 2,4694628324 | 1.2353409818 | 9,7693942243 | 3,8555565963
Klasik | 4649x 10710 | 8934x 1010 9410% 10~° 7418x 10711 | 67256x 10710

MMOL- | 2,3856574769 | 4,7428581462 | 2,2615914730 | 9,0237674692 | 1,3976115853

GA 08867x 1078 | 30167x 1078 | 07121x 10~7 | 10763x 10~7 | 38859x 10~°
MMOL- | 1,0655923663 | 2,1389398242 | 1,0780012879 | 5,6985123045 | 1,2355125744
MQ 73939x 10~° 7743% 107° 22601x 1078 9670x 108 64254x 1077
MMOL- | 1,2184168660 | 2,4286145117 | 1,1821624621 | 5,1955933091 | 8,9446967930
IMQ 97943x 1078 | 43768x 1078 | 46380x 10~7 | 61116x 10~7 | 35045x 107

Cizelge 4.1.2. Sawada Kotera denklemi icin L, hata normu
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Yontem dt L, L, Oran L. L, Oran
MOL- 0.0004 3,0902828107 | 1,99991805 | 9,6007005542 | 1,00048009
Klasik ' 96819x 10~ 14 7526170 | 37670x 10~ 673645

MMOL- 0.0004 1,4385336855 | 1,09605584 | 7,1956352335 | 1,09606367

MQ ' 87527x 1077 9625919 58256x 1078 2262671

MMOL- 0.0004 1,3881552617 | 0,80971999 | 6,2080190571 | 0,80971999
IMQ ' 35297x 1077 5313131 28272x 1077 5313131

MMOL- 0.0004 2.3454692649 | 0,67280173 | 1,0495814658 | 0,67280173

GA ' 38425x% 107° 6081384 70597x 10~¢ 3209720
MOL- 0.0002 3,0902827460 | 1,99993065 | 9,6007005542 | 1,00004803
Klasik ' 95657x 10~14 3555113 | 37670x 10711 2015435

MMOL- 0.0002 1,3878532813 | 1,09216840 | 6,9421269467 | 1,09217594

MQ ' 72341x 1077 4454157 67579x 1078 1817379

MMOL- 0.0002 1,3516365318 | 0,81551972 | 6,0447023320 | 0,81551972
IMQ ' 27191x 10~° 6896214 75313% 1077 6896247

MMOL- o) 2,2938797537 | 0,68237334 | 1,0264955119 | 0,68237334

GA ' 34842x 10~° 5427745 17511x 10~° 2623867
MOL- o.ail] 3,0902827460 | 1,99992818 | 9,6007005542 | 1,00004807
Klasik ' 95657x 10~14 6581897 | 80002x 10~11 1386950

MMOL- P 000 1,3878532804 | 1,09207648 | 6,9421269420 | 1,09208402

MQ ' 27078x 1077 9807672 39017x 10~8 0401946

MMOL- o 1,3516365304 | 0,81565813 | 6,0447023260 | 0,81565813
IMQ ' 83120x 10~° 4644515 64446x 1077 4644515

MMOL- 0.0001 2,2938797414 | 0,68260191 | 1,0264955064 | 0,68260190

GA ' 50826x 10~° 2317292 20497x 1076 9514949
MOL- 0.00005 2,1460435927 | 1,99999024 | 8,0005198025 | 1,00004015
Klasik : 06593x 10~14 4197298 | 71813x 10~11 2354496

MMOL- 0.00005 1,3878532805 | 1,09203060 | 6,9421269426 | 1,09203812

MQ ' 52346% 1077 2455948 65652x 1078 9667741

MMOL- 0.00005 1,3516365303 | 0,81572751 | 6,0447023256 | 0,81572751
IMQ ' 87683x 10~° 1264141 37636x 1077 1264141

MMOL- 0.00005 2,2938797402 | 0,68271700 | 1,0264955058 | 0,68271699

GA ' 62165x 10~° 2488768 88579%x 10~° 8687448

Cizelge 4.1.3. Sawada Kotera denklemi icin zamanda noktasal yakinsaklik orani

Sawada Kotera denklemi i¢in L, ve L, hata normlar1 Cizelge 4.1.1 ve Cizelge
4.1.2’de hesaplanmistir. Ayrica Cizelge 4.1.3’te ise zamanda noktasal yakinsaklik
orani klasik ¢izgiler yontemi icin ve radyal baz fonksiyonlar: yardimiyla agsiz

cizgiler yontemi icin ayr1 ayr1 hesaplanmistir. Cizelgelerden su sonug

27



cikarilmistir: Klasik c¢izgiler yontemi, radyal baz fonksiyonlar1 yardimiyla agsiz
cizgiler yontemine gore daha iyi sonu¢ vermistir. Cizelge 4.1.3’ten gorulur ki: N
sayisinin degisimi denklem sonucunda kayda deger bir degisiklik meydana
getirmemistir. Yani kiiciik N degerleri ile zaman kaybi1 yasamadan es deger
dogrulukta sonuclar elde edilebilir ki bu da yontemi ¢ekici kilan avantajlardan

biridir.
4.2. Problem 2
Akiskanlar mekaniginde yayilan dalgalar i¢in en basit denklem modeli olan

birinci mertebeden, (1+1) boyutlu, lineer olmayan kismi tiirevli diferansiyel

Burgers denklem sistemi

{ut = u,, — nuu, —a(uv), x € (a,b), t€[0,T] (4.2.1)

v, =v,, — &vv,— Buv), ’

ele alinsin (Mittal vd., 2012). (4.2.1) denklem sisteminin baslangi¢ sartlari

u(x,0) = a, — 24 (‘i:;—__l) tanh(4x) (4.2.2)
v(x,0) = a, (zﬁ—:i) —24 (%) tanh(4x) (4.2.3)

olsun. (4.2.1) denklem sisteminin analitik ¢6zliimi

u(x, t) = ap — 24 <420;f—_—1> tanh(A(x — 2AD)) (4.2.4)
v(x,t) = a, (%) 24 (3;;—__11) tanh(A(x — 24¢)) (4.2.5)

seklindedir (Mittal vd., 2012). Burada 4 = % ve a,, a, f keyfi sabitlerdir.
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4.2.1. Cizgiler Yontemi ile C6ziim

Burada (4.2.1) denklem sisteminin x degiskenini verilen aralikta N parcgaya

ayiralim.

x;=ih (i=12,..,N)

10— (-10)
N

olup burada h = ile hesaplanir. (4.2.1) denkleminde u,, u,,, v, ve v,,

ifadelerinin yerine sonlu fark yaklasimlarini1 yazarsak

dui
. i=1,2,..,N (4.2.6)
dvi -

seklinde t’ye bagh bir adi tiirevli diferansiyel denklem sistemi olusur. Olusan adi
tlirevli diferansiyel denklem sistemi MATLAB paket program araciligiyla Runge-
Kutta yontemi kullanilarak ¢éziilmustiir (Schiesser vd., 2012). C6ziim sirasinda
e=2,n=1,a=pf=1,a, =0.01 olarak secilmistir. Elde edilen sonuglar
analitik ¢oziimle L, ve L, hata normlarina gore kiyaslanarak Cizelge 4.2.1-

Cizelge 4.2.8’de verilmistir.

4.2.2. Radyal Baz Fonksiyonlar1 Yardimiyla Agsiz Cizgiler Yontemi ile

Cozim

Bu denklem sisteminin radyal baz fonksiyonlar1 yardimiyla agsiz cizgiler
yontemi ile ¢6ziimii su sekildedir: oncelikle [-10,10] problem alaninda N
degerine gore esit araliklh (uniform) dugim dagilim yapimalidir. Bu

ayriklastirma siirecinde (3.3.17) ve (3.3.18) denklemlerindeki yaklasik ¢6zim

yaklasimlardan
ud = Aat (4.2.7)
vV = 422 (4.2.8)
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yazilabilir. (4.2.1) denklem sistemi x degiskenine goére birinci ve ikinci

mertebeden tirev icerdigi icin (3.3.26) ve (3.3.27) denklemlerinden

ul = p uV (4.2.9)
ul =D u" (4.2.10)
v¥ =D vV (4.2.11)
vN. =D, vV (4.2.12)

elde edilir. BuradaD = BA Ydir. (4.2.7) - (4.2.12) denklemleri (4.2.1) denklem

sisteminde yerine yazilirsa

N
dui
dt

N
=t =p_ v¥—ev¥(D V") - B ((DxuN)v?’ +ul (va"’))

=D, u" —nu¥ (D u") —a ((Dxu"’)v?' + u?’(vaN))
(4.2.13)

denklem sistemi elde edilir. Ayriklastirma sonrasi baslangic sarti (4.2.2) ve

(4.2.3) denklemlerinden

u,(0) = a, — 24 (%) tanh(Ax,) (4.2.14)
281 2a—1
,(0) = a, (zz——1) —24 (4:3—_1) tanh(4x,) (4.2.15)

olarak elde edilir. Boylece (4.2.1), (4.2.2) ve (4.2.3) denklemleriyle ifade edilen
kismi tlirevli diferansiyel denklem sistemi problemi (4.2.13), (4.2.14) ve
(4.2.15) denklemleriyle ifade edilen adi tiirevli diferansiyel denklem sistemi
problemine indirgenir. Elde edilen adi tiirevli diferansiyel denklem sisteminin
¢6zimi, dordiincii mertebeden Runge-Kutta yontemi, ODE45 komutu ile
MATLAB paket program araciligiyla elde edilmistir (Schiesser vd., 2012). C6ziim
sirasinda e=2,n=1,a=p=1,a, =0.01 olarak secilmistir. Elde edilen
sonugclar analitik ¢oziimle L, ve L, hata normlarina gore kiyaslanarak Cizelge

4.2.1-Cizelge 4.2.8'de verilmistir.
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Yontem t=1 t=2 t=3 t=4 t=5
6.4491921 | 2.3867563 | 2.3219058 | 1.9548620 | 3.8726157
MOL-Klasik | 04326346 29465495 93782838 | 02642089 | 35769018
x 1077 x 1076 x 107 x 1076 x 107°
MMOL-GA | 0.0031506 | 0.0054396 | 0.0071030 | 0.0083121 | 0.0091912
c=04 24685030 53994394 36265090 | 04924947 | 73601970
MMOL-MQ | 0.0050656 | 0.0123855 | 0.0229797 | 0.0383478 | 0.0607153
c= 2.8 00370656 69712629 39491629 07542032 | 47196657
MMOL-IMQ ?’,??f??:jlogz 0.0017840 | 0.0017840 | 0.0032641 | 0.0039090
c=3 % 10~-* 75737642 75737642 | 23266647 | 97072742

Cizelge 4.2.1. Burgers denklem sisteminde u(x,t) icin N = 3, dt = 0.005 iken

L., hata normu

Yoéntem t=1 t=2 t=3 t=4 t=5
2.1825384 | 4.7629831 | 7.1823044 | 9.9482761 | 1.1925188
MOL-Klasik | 76386222 | 85300015 | 46201863 11341965 31090411
x 107 x 1076 x 1076 x 107° x 107°
MMOL-GA | 0.0031506 | 0.0054396 | 0.0071030 | 0.0083121 | 0.0091912
c=04 24710740 | 54026620 | 36295639 04950900 73622803
MMOL-MQ | 0.0050743 | 0.0124160 | 0.0230605 | 0.0385408 | 0.0611534
c= 2.8 19023034 | 34457356 62083139 48731659 64053888
MMOL-IMQ ?):161267524? 0.0017874 | 0.0025624 | 0.0032692 | 0.0039146
c=3 % 104 53422203 | 86248758 42799959 65909221

Cizelge 4.2.2. Burgers denklem sisteminde v(x,t) icin N = 3, dt = 0.005 iken

L hatanormu
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Yontem t=1 t=2 t=3 t=4 t=5
4.4130109 | 8.6549324 | 1.1983512 | 1.1972342 | 2.6913307
MOL-Klasik 61066593 20429010 | 88817234 | 20217529 | 91736238

x 1078 x 1078 x 1077 x 1077 x 1077
MMOL-GA 1.6512208 | 2.8511072 | 3.7232574 | 4.3574220 | 4.8187736
c=0.4 12692783 | 08168503 | 14137320 | 84160769 | 08949198

: x 1074 x 1074 x 1074 x 1074 x 1074
MMOL-MQ 222652277;; %:Zgggsj 0.0011978 | 0.0011978 | 0.0031228
c=2.8 % 10~ % 10-* 71332418 | 71332418 | 02219015
MMOL-IMQ 3.9399234 | 7.6189918 | 1.1057255 | 1.4272626 | 1.7281199
c=3 50723384 | 29554422 | 78953580 | 33291992 | 15514667

h x 107> x 107> x 1074 x 1074 x 1074

L, hata normu

Cizelge 4.2.3. Burgers denklem sisteminde u(x,t) icin N = 3, dt = 0.005 iken

Yontem t=1 t=2 t=3 t=4 t=>5
4.1982537 | 9.2983658 | 1.8273911 | 1.8210034 | 2.1928402
MOL-Klasik 21198364 | 29364510 | 09362912 | 72910348 | 28173940
x 1078 x 1078 x 1077 x 1077 x 1077
MMOL-GA 1.6512207 | 2.8511071 | 3.7232573 | 4.3574220 | 4.8187735
c = 0.4 99224805 | 91287158 | 98134318 | 70565681 | 98035981
X 107* X 107* X 107 X 1074 X 107*
MMOL-MQ 29(??3::67: 3:2697967723 0.0011953 | 0.0019826 | 0.0031098
c=2.8 % 10~ % 10-* 64528298 | 44162205 | 43461392
MMOL-IMQ 3.9282141 | 7.5982151 | 1.1029632 | 1.4240010 | 1.7245123
c=3 90749512 | 14688431 | 99684399 | 64857218 | 65217845
x 107° x 107° x 1074 x 1074 x 1074

Cizelge 4.2.4. Burgers denklem sisteminde v(x, t) icin N = 3, dt = 0.005 iken

L, hata normu

Cizelge 4.2.1 ve Cizelge 4.2.2°’de sirasiyla u(x,t) ve v(x,t) icin L, hata normu
verilmistir. Cizelge 4.2.3 ve Cizelge 4.2.4’te sirasiyla u(x,t) ve v(x,t) icin L,
hata normu verilmistir. Bu cizelgelerden klasik ¢izgiler yonteminin ¢ok daha iyi

sonuc verdigi acikca gorilmektedir.
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Yontem dt L, L, Oran L, L, Oran
MOL- 1.1610293 | 0.9938 | 1.9873462 | 1.00901
dlasik 0.005 | 74019384 | 528745 | 31628372 | 1887562
as x 1078 85085 | x 107° 771

1.9187319 | 0.9927 | 1.9593716 | 1.01019

0.01 | 23426473 | 631455 | 28374219 | 7103191
x 1077 88383 | x107° 215
2.2011294 | 0.9937 | 1.6253820 | 1.00907

0.02 | 37643290 | 992673 | 34842918 | 8535072
x 1077 90484 x 107° 795
8.9787647 | 1.5240 1.53213
Mmgb 0.005 | 80938512 | 630183 2';)719711335 4490145
x 107* 62911 937

oop | 00012697 Eﬁ‘g‘; 0.0171932 11;31%‘;
89165872 11011 40106931 928

ol 0.0017957 zliizziz 0.0171932 2221373153
52913752 I 38351108 108
9.3670588 | 0.9173 0.88712
MI':\AA%L' 0.005 | 91015801 | 702415 2'3?372;2828 3357081
X 107> 73984 927
1.3247021 | 0.9172 0.88701

0.01 | 72642385 | 916593 2’23727138 8171097
x 107* 75865 207
1.8734117 | 0.9171 0.88680

0.02 | 77946499 | 346409 2'327251;33: 7999566
x 10™* 02511 704
3.3218696 | 0.6532 0.65308
M'é'gL' 0.005 | 51209375 | 925673 %'fofg’gg 0677115
x 1074 76488 403
4.6978332 | 0.6529 0.65278

0.01 | 06774185 | 996147 %‘2255337: 7471809
x 10™* 43821 341
6.6437392 | 0.6524 0.65219

0.02 | 22515088 | 113018 %‘585222725 8651655
x 1074 41183 398

Cizelge 4.2.5. t = 2.5'te N = 3 iken Burgers denklem sisteminde u(x, t)

icin zamanda noktasal yakinsaklik orani
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Yontem dt L, L, Oran L, L, Oran
MOL. 1.5242938 | 1.0086 | 6.2445172 | 1.00392
Klasik 0.005 | 47201384 | 517432 | 63810183 | 289663

x 1077 25619 x 107 7308
1.9182341 | 1.0100 | 6.1182743 | 1.00445

0.01 | 82736472 | 906852 | 62817364 | 849404
x 1077 82958 x 107 8989
2.4992834 | 1.0087 | 6.0182635 | 1.00395

0.02 | 62915331 | 258740 | 41738193 | 234547
x 1077 99431 X 1076 3977

8.9629543 | 1.5225 1.53476
Mmgb 0.005 | 66237285 | 355433 %'fgggél:: 087155
x 107* 60843 6271

or 00012675 | 2331 [ 6017243 | 153537
53232585 B 04 05488791 1229

Ny 0.0017925 815552;; 0.0172438 ;jj’ggg
90831428 | - | 03636490 | ~ -

9.3426056 | 0.9179 0.88670
MI'I\\/'A%L' 0.005 | 54402990 | 441839 3‘585261332 184572
x 107> 61748 9550

1.3212439 | 0.9178 0.88659

0.01 | 62753118 | 660734 3‘285271;3;99 632069
x 107* 72098 2515

1.8685211 | 0.9177 0.88638

0.02 | 30625173 | 099967 3‘?8526155’99 547177
x 107* 36996 9968

3.3218696 | 0.6532 0.65308
MZ'SL' 0.005 | 34451461 | 925714 %gf:::gg 067307
x 1074 17287 3327

4.6978331 | 0.6529 0.65278

0.01 | 83074906 | 996187 %'3?2963327: 746776
x 107* 85360 6467

6.6437391 | 0.6524 0.65219

0.02 | 88999264 | 113058 %‘28863217;’ 864761
x 107% 84264 0951

Cizelge 4.2.6. t = 2.5'te N = 3 iken Burgers denklem sisteminde v(x,t)

icin zamanda noktasal yakinsaklik orani
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Yontem L, L, Oran L., L, Oran
. 1.1827492 | 0.9938 | 1.0193746 | 1.00901
Klasik 04857293 | 528745 | 27183746 | 1887562

x 1077 85085 x 107 771
2.1833029 | 1.0415 1.09982
84739193 | 435790 (;27133::23 4112890
x 1074 21367 861
9.7462441 | 1.1581 1.59520
92384753 | 370794 %5?233329: 7576647
x 107* 39979 282
8.9787647 | 1.5240 1.53213
Mmgb 80938512 | 630183 2'271; 11335 4490145
x 107% 62911 937
0.0011032 1163%)1713 0.0220600 252562722
55708716 (A 23227725 607
0.0015616 ;;;39829 0.0357095 ;ﬁgﬁ%
46766526 A 99181146 099
9.3670588 | 0.9173 0.88712
MI';\/'/I%L' 91015801 | 702415 2'22726152: 3357081
x 1073 73984 927
6.0813580 | 0.8830 0.85445
77919889 | 744265 %)gjfjgf 1773828
x 1075 12076 316
4.8977316 | 0.7991 0.0014185 0.78763
17848875 | 717727 10227867 0198534
x 1075 13239 191
3.3218696 | 0.6532 0.65308
M'\é'gb 51209375 | 925673 %Sf;f:; g 0677115
x 1074 76488 403
0.4884623 8561212;,: 6.9079005 65211:73852;
34449960 57798 80875558 298
0.5293692 5555; 8.5063812 88(')51%3%75
67413934 97735 50261247 77

Cizelge 4.2.7. t = 2.5’te dt = 0.005 iken Burgers denklem sisteminde

u(x,t) icin konumda noktasal yakinsaklik orani
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Yontem L, L, Oran L, L, Oran
. 1.0294387 | 1.0086 | 6.1823748 | 1.00392
Klasik 57638202 | 517432 | 34923845 | 2896637

x 1077 25619 X 1076 308
2.1923847 | 1.0369 0.0195937 1.10754
50302034 | 281454 13827458 8909433
x 104 24002 747
9.1726483 | 1.1387 1.68797
92019384 | 956904 %7157 8853325 6840106
x 104 86985 386
8.9629543 | 1.5225 1.53476
M:\\A"gL' 66237285 | 355433 %’f&gsfg:f 0871556
x 1074 60843 271
0.0011026 81;%);22 0.0220654 51é357?!;§1?;
40189980 B0173 55320575 337
0.0015639 3;;%31% 0.0357371 ;ﬂiﬁ‘;
69009274 o150 07863746 140
9.3426056 | 0.9179 0.88670
'V:'\l\//'lgL' 54402990 | 441839 (;'??852613732 1845729
x 107° 61748 550
6.0314231 | 0.8836 0.85381
77647237 | 271129 %ggfg:i 9532247
x 10~5 02081 961
4.8383852 | 0.7982 0.78781
52884523 | 650472 3';);)11::895 2237738
x 10~5 65707 078
3.3218696 | 0.6532 0.65308
M'\G/'EL' 34451461 | 925714 %';)fg;:; g 0673073
x 1074 17287 327
0.4608793 fﬁ)ﬁ% 6.5178179 fﬁ?sﬁ
27246154 29382 52088993 439
0.4489171 55222161 8.1669726 3573252166
17740010 24164 60029026 =09

Cizelge 4.2.8. t = 2.5’te dt = 0.005 iken Burgers denklem sisteminde

v(x,t) icin konumda noktasal yakinsaklik orani
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Cizelge 4.2.5 ve Cizelge 4.2.6'da swrasiyla u(x,t) ve v(x,t) icin N degeri sabit
iken dt =0.005,0.01,0.02 degerleri icin zamanda noktasal yakinsaklik
oranlar1 verilmistir. Bu c¢izelgelerden su sonuglar elde edilmistir: u(x, t) icin
klasik ¢izgiler yontemi icin dt degeri arttik¢a L, ve L, Oran artar,L, Oran ve
L., azalr. v(x,t) icin ise klasik c¢izgiler yontemi icin dt degeri arttik¢a L,

L, Oranvel, Oran artar, L, azalr.

Cizelge 4.2.7 ve Cizelge 4.2.8’de sirasiyla u(x,t) ve v(x,t) icin dt degeri sabit
iken N =3,5,7 degerleri icin konumda noktasal yakinsaklik oranlan
verilmistir. Bu c¢izelgelerden su sonuglar elde edilmistir: u(x,t) icin klasik
cizgiler yontemi i¢in N degeri arttik¢a L,, L, L, Oran ve L, Oran artar.
v(x,t) icin ise u(x,t) icin elde edilen sonuglar ile ayni inceleme sonuglar1 elde
edilir.

4.3. Problem 3

Atomalt1 fizikte kendi ekseni etrafinda déonmeyen pargaciklar1 tanimlamada
kulanilan ikinci mertebeden, (1+1) boyutlu, lineer olmayan kismi tiirevli
diferansiyel Klein-Gordon denklemi

u,+au,+guw)=f(xt), (@a<x<h0<t<T) (4.3.1)
ele alinsin (Shao vd., 2014). (4.3.1) denklemi

u(a,t) =p,(t),u(b,t) =p,(t), O0<t<T (4.3.2)
dirichlet sinir sartlari ve

u(x,0) =¢,(x),u,(x,0) = ¢,(x), a<x<bhb (4.3.3)

baslangi¢c satlar1 ile birlikte ele alnsin. Burada g(uw) = Bu+ yu*vea,B,y
bilinen katsayilardir.
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4.3.1. Cizgiler Yontemi ile C6ziim

Oncelikle birinci mertebeden adi tiirevli diferensiyel denklem sistemine

indirgemek icin u,(x,y,t) = v(x,y, t) donisimi kullanilir. Béylece

{ut =P

v, = f(x,t) — au,, — g(u) (4.3.4)

seklinde birinci mertebeden kismi tiirevli diferansiyel denklem sistemi elde

edilir.
Burada (4.3.1) denkleminin x degiskenini verilen aralikta N parcaya ayiralim.

x;=ih (i=12,..,N)

10— (-10)

olup burada h = ile hesaplanir. (4.3.4) denkleminde u,, ifadesinin

yerine sonlu fark yaklasimini yazarsak

du;

dtl =f)

ae . i=12,..,N (4.3.5)
1

& - g(u;)

seklinde t’ye bagl bir adi tiirevli diferansiyel denklem sistemi olusur. Olusan adi
turevli diferansiyel denklem sistemi MATLAB paket program araciligiyla Runge-
Kutta yontemi kullanilarak ¢ozilmistir (Schiesser vd., 2012). Cozim

2 gw=nu-ld, m=n=01,1=1,

@,(x)= \/%tanh(lcx) , @y(x) = —c\/% ksech?(kx) , k= Ja/(2c*—a?) ,

sirasinda f(x,t) =0, a=—-m

a=0.1, =1, ¢=0.3 olarak allmmistir. Coézim [—10,10] problem
bolgesinde esit aralikhh digim dagilimiyla gerceklestirilmistir. Elde edilen
sonuglar analitik ¢oziimle L, ve L, hata normlarina gore kiyaslanarak

Cizelge 4.3.1-Cizelge 4.3.4’de verilmisgtir.
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4.3.2.Radyal Baz Fonksiyonlar1 Yardimiyla Agsi1z Cizgiler Yontemi ile

Cozim

Bu denklemin radyal baz fonksiyonlar1 yardimiyla agsiz cizgiler yontemi ile
¢ozimii  su sekiledir: bunun icin  Oncelikle verilen denklemin

u,(x,y,t) = v(x,y,t) donisiimiini kullanarak

(27 4.3.6
v, = f(x't) - QU — g(u) ( o )
seklinde birinci mertebeden kismi tirevli diferansiyel denklem sistemine

indirgenmesi gerekir. Buna gore baslangic ve sinir sartlari da diizenlenirse

u(a,t) =p,(t),u(b,t) = p,(t),v(at) =p;(t),v(bt) =p,(t), 0<t<T
(4.3.7)
u(0) =¢,x),v(0)=¢,(x), a<x<b (4.3.8)

elde edilir. Boylece verilen problem (4.3.6)-(4.3.8) denklemleri ile ifade edilen
birinci mertebeden kismi tiirevli diferansiyel denklem sistemi problemine

dontstirildikten sonra Boliim 3.3.3’te bahsedilen adimlar takip edilerek

N
(4
dvt ) (4.3.9)
k dt = f(x' t) - a(Dxxu ) - g(u)

adi tiirevli diferansiyel denklem sistemine indirgenir. Buna gore baslangic ve

sinir sartlari tekrar diizenlenirse

uy (&) = py (O, uy () = p, (1), v, () = p3 (1), vy (&) = p,(H),0 <t < T (4.3.10)
1,(0) = @1 (x),v,(0) = @,(x;), a<x<h (4.3.11)

elde edilir. Boylece verilen problem (4.3.9)-(4.3.11) denklemleri ile ifade edilen

adi tiirevli diferansiyel denklem sistemi problemine doéntstiiriildiikten sonra,

39



dordiincii mertebeden Runge-Kutta yontemi, ODE45 komutu ile MATLAB paket

program araciligiyla ¢oziime ulasilir. Céziim srasinda f(x,t) = 0, @ = —m?,

gw=nu-® , m=n=01 , [=1 |, (pl(x)=\/%tanh(kx) ,

@, (x) = —c\/%ksechz(kx), k=.a/2c2-a?), a=0.1, =1, c=0.3

olarak alimmistir. Céziim [—10,10] problem bélgesinde esit aralikh digiim

dagilimiyla gerceklestirilmistir. Buna gore verilen denklemin analitik ¢éziimii

(4.3.12)

u(x, t) = \/%tanh(lc(x —ct))

dir (Shao vd., 2014).

Yontemin dogrulugunu gostermek icin elde edilen niimerik sonuglar analitik
coziimle, klasik cizgiler yontemi ve radyal baz fonksiyonlar1 yardimiyla agsiz
cizgiler yontemi kullanilarak elde edilen niimerik sonuclar ile kiyaslanmis ve

sonuglar Cizelge 4.3.1-Cizelge 4.3.4’te ifade edilmistir.

Yéntem t=0.2 t=04 t=0.6 t=0.8 t=1
1.9384575 | 9.0928475 | 3.9375648 | 7.1274385 | 1.8374583
MOL-Klasik | 92328475 | 63829103 | 29173753 | 76849392 | 91039485
x 1076 x 1076 x 1075 x 1075 x 107*
MMOL-GA 2‘5222561321; i.858312f2325§ 0.0014787 | 0.0026477 | 0.0041712
c=02 . 10-4 10—+ | 65661119 | 62147707 | 95194874
MMOL-MQ. 8.1137409 | 3.2524374 | 7.3440662 | o 102051 | 0.0020633
-~ 078 26141144 | 15333653 | 91029017 33026506 | 94916642
' x 1075 x 107* x 1074
MMOLIMQ 6.6726972 | 2.6780746 | 6.0535174 0.0010824 | 0.0017033
=1 58919280 | 23154170 | 46560908 90879551 | 87246914
x 1073 x 1074 x 1074

Cizelge 4.3.1. Klein-Gordon denklemi icin N = 3, dt = 0.001 iken L, hata

normu
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Yontem t=20.2 t=04 t=20.6 t=0.8 t=1
6.1029438 | 5.7384741 | 1.0193846 | 4.0193746 | 7.9991736
MOL-Klasik 54839201 | 82374009 | 31184628 | 19374739 | 40018361
x 10710 x 107° x 1078 x 1078 x 1078
MMOL-GA 5.1393075 | 2.0658356 | 4.6762676 | 8.3729590 | 1.3190793
=02 55744467 | 28889141 | 14782273 | 89132804 | 60871907
x 1076 X 107> X 107> X 107> x 107*
MMOL-MQ. 2.5657520 | 1.0284805 | 2.3222946 | 4.1490841 | 6.5245484
c=078 69163186 | 16193608 | 00345730 | 80971056 | 29410263
x 107° x 1075 x 1075 x 1075 x 1075
MMOL-IMQ 2.1100921 | 8.4688155 | 1.9142902 | 3.4231367 | 5.3865834
c=1 47494722 | 53064283 | 98669909 | 25739028 | 37530776
x 107 x 107 x 1075 x 1075 x 107°

Cizelge 4.3.2. Klein-Gordon denklemi icin N = 3, dt = 0.001 iken L, hata

normu
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Yontem dt L, L, Oran L, L, Oran
MOL- 9.0192384 | 3.0016 | 1.8071536 | 2.98622
Klasik 0.001 19294&357 697257 | 20193055 | 6916355

x 107° 80404 x 107° 902
1.1938475 | 3.0016 | 1.8071534 | 2.98620
0.002 | 93019338 | 761472 | 81217126 | 0946567
x 1078 67489 x 1075 991
1.9183659 | 3.0016 | 1.8071530 | 2.98614
0.004 | 12001938 | 875912 | 984197340 | 7337769
x 1078 90897 x 1075 110
MMOL. 1.6095638 | 2.0088 | 5.0900763 | 2.00891
MQ. 0.001 | 76414594 | 750275 | 86881082 | 1887490
X 1075 48855 x 1074 615
2.2762670 | 2.0088 | 5.0900763 | 2.00892
0.002 | 64568037 | 928038 | 89201448 | 9700015
x 1075 86110 x 1074 200
3.2191277 | 2.0089 | 5.0900763 | 2.00896
0.004 | 52461253 | 283697 | 86299325 | 5338098
x 107° 54471 X 107* 992

vvig B 1.3261010 | 2.0115 | 4.1934997 | 2.01154

MQ 0.001 43894233 484046 06234%83 8404645
x 1075 45722 x 1074 722

1.8753900 | 2.0115 | 4.1934997 | 2.01156

0.002 | 81708798 | 677140 | 07029758 | 7714032
x 1075 32644 x 107* 616

2.6522020 | 2.0116 | 4.1934997 | 2.01160

0.004 | 87514920 | 063249 | 05800186 | 6324952
x 1075 52173 x 1074 187

3.2371705 | 2.0151 2.01511

M'\é'g“ 0.001 | 77220968 | 123247 %'2211;);533 2324781
x 1075 81485 485

4.5780505 | 2.0151 2.01513

0.002 | 34337557 | 344280 %'ggllggif 4428099
x 107° 99836 836

6.4743411 | 2.0151 2.01517

0.004 | 53648839 | 786026 0.0010236 8602692
% 10-5 | 92090 | 83219725 | gp;

Cizelge 4.3.3. t = 0.5’te N = 3 iken Klein-Gordon denklemi icin zamanda

noktasal yakinsaklik orani

42



Yontem L, L, Oran L, L, Oran
MOL- 9.0293759 | 3.0016 | 1.9849302 | 2.98622
Klasik 653214_141 697257 | 1847210x% | 691635

x 107° 80404 1075 5902
1.8274950 | 2.0094 | 9.0183330 | 2.01636
21374634 | 419677 | 1837431x | 537154
x 1076 09132 1075 8785
0.0013991 9162111% 0.0817464 %).3?:2058
83756318 06374 78961868 3177
MMOL 1.6095638 | 2.0088 | 5.0900763 | 2.00891
MQ 76414594 | 750275 | 86881082 | 188749
x 107> 48855 x 1074 0615
1.6152300 | 2.0088 | 5.1098076 | 2.00897
11057723 | 767853 | 64958610 | 482268
x 107° 10269 x 107% 4692
1.6306244 | 2.0088 | 5.2068093 | 2.00897
10889766 | 809469 | 28416884 | 035943
x 1075 04604 | x107* 2999

oL 1.3261010 | 2.0115 | 4.1934997 | 2.01154

IMQ 43894733 | 484046 06234283 840464
x 107° 45722 x 107* 5722

1.1400348 | 2.0104 | 3.8586135 | 2.01546

73870831 | 421779 | 05388631 | 068176
x 1073 07197 x 1074 4528

9.8083861 | 2.0065 2.01560

33794985 | 721058 0.0036532 843840
x 1073 o172 | V8440154 | 55y

3.2371705 | 2.0151 2.01511

MZ'SL' 77220968 | 123247 %'ggllggsg 232478
x 107> 81485 1485

3.5487335 | 2.0129 2.01291

26727626 | 170361 0.0011222 | 1016
x 107° 66543 08075346 6599

3.8962009 | 2.0002 2.01392

04803872 | 679170 %'fgéégsg 985202
x 107° 47110 6113

Cizelge 4.3.4. t = 0.5’te dt = 0.001 iken Klein-Gordon denklemi i¢in konumda

noktasal yakinsaklik orani
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Cizelge 4.3.1 ve Cizelge 4.3.2'de sirasiyla farkh t degerleri i¢in L, ve L, hata
normlar1 verilmistir. Bu cizelgelerde klasik cizgiler yontemi ile elde edilen
sonuglar dogruluk bakimindan radyal baz fonksiyonlar1 yardimiyla agsiz ¢izgiler

yontemi ile elde edilen sonuglardan daha iyidir.

Cizelge 4.3.3’te N degeri sabit iken dt = 0.001,0.002,0.004 degerleri icin
zamanda noktasal yakinsaklik oranlar: verilmistir. Bu c¢izelgeden su sonug elde
edilmigstir: klasik cizgiler yontemi icin dt degeri arttikca L,, L, Oran artar ve

L., L, Oranazalr.

Cizelge 4.3.4’te N = 3,5, 7 degerleri icin konumda noktasal yakinsaklik oranlari
verilmistir. Bu cizelgelden su sonug elde edilmistir: klasik cizgiler yontemi icin
dt degeri sabit iken N degeri arttik¢a L, ve L artar,L, Oran velL Oran

azalir.
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5. SONUC VE ONERILER
5.1. Sonuglar

Bu calismada, klasik cizgiler yontemi ve radyal baz fonksiyonlar1 yardimiyla
agsiz cizgiler yontemi hakkinda bilgiler verilerek evolution denklemlerine nasil
uygulanacagini gostermek i¢in uygulamalar yapilmistir. Elde edilen sonuglar L,
ve L, hata normlar1 ile konumda ve zamanda noktasal yakinsaklik orani
hesaplanarak kiyaslamalar yapilmistir. Klasik cizgiler yontemi ve agsiz cizgiler
yontemi sonucunda olusan adi tiirevli diferensiyel denklem sistemi Runge-Kutta

yontemi ile MATLAB paket programlari aracilifiyla ¢ozilmiistiir.

E. Rothe tarafindan 1930°da gelistirilen klasik cizgiler yontemi (Kéroglu, 200 2)
ile radyal baz fonksiyonlar1 yardimiyla agsiz ¢izgiler yontemi kiyaslandiginda

avantajlarini soyle siralayabiliriz:

1. Klasik c¢izgiler yonteminde tiirevlere sonlu farklar formili kullanilarak
yaklasilmistir. Bu sirada problem ¢oziimi icin ag insa edilmistir ki bu
cizgiler yonteminin en biiyiik dezavantajidir. Clinkii bu siire¢ oldukga
zaman alict ve zordur. Yinede klasik cizgiler yontemi radyal baz
fonksiyonlar1 yardimiyla agsiz ¢izgiler yontemine gore daha hassas sonug

vermistir.

2. Agsiz gizgiler yonteminde ise sekil fonksiyonu olarak ¢oklu kuadratik
fonksiyonu (MQ), ters ¢oklu kuadratik fonksiyonu (IMQ) ve gauss
merkezcil fonksiyonu (GA) kullanimigtir. Radyal baz fonksiyonlari
kullanilarak agsiz c¢izgiler yontemi ag tabani gerektirmeden c¢6ziim
tretildigi icin daha kolaydir ve bu yontem baska lineer olmayan
problemlere kolaylikla uygulanabilir. Ancak bu metotta karsimiza ¢ikan
¢ sekil parametresinin belirlenmesi ve A interpolason matrisinin

terslenemesi yontemin dezavantajidir.

3. Her iki yontemde de diisiik konum digiim sayisina ragmen oldukca

yuksek derecede dogruluk elde edilmektedir.
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4. Yontemler konum boyutundan bagimsizdir. Yani (N+1) boyutlu kismi

tiirevli diferansiyel denklemlere yontem kolaylikla uygulanabilmektedir.

5.2. Oneriler

Bu calismada, klasik cizgiler yontemi ve radyal baz fonksiyonlar1 yardimiyla
agsiz cizgiler yontemi zaman bagimli olusum tipindeki kismi tiirevli diferansiyel
denklemlere uygulanip oldukea iyi sonuglar elde edildigi goriilmiistiir. llerleyen
calismalarda ise hem zaman hem de konum degiskenine bagh kismi tiirevli

diferansiyel denklemlere uygulanabilirligi incelenebilir.

Ayrica ¢alismamizda uygulamis oldugumuz yontemin adi tirevli diferansiyel
denklem ¢6zme adiminda dordiinci mertebeden Runge-Kutta yodntemi
kullanilmigtir. Yapilacak yeni calismalarda bu yontemden farkli olarak istenilen
adi tiirevli diferansiyel denklem ¢6zme yontemi uygulanarak daha iyi bir sonug

elde edilip edilemeyecegi arastirilabilir.
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