T.C.
SULEYMAN DEMIREL UNIVERSITESI
FEN BIiLIMLERI ENSTITUSU

iKINCI MERTEBEDEN FARK DENKLEMLERI VE ONLARIN COZUM
YONTEMLERI

Firdevs YILDIZ

Danisman
Prof. Dr. Bilender PASAOGLU

YUKSEK LiSANS TEZI
MATEMATIK ANABILIM DALI
ISPARTA - 2018



© 2018 [Firdevs YILDIZ]



TEZ ONAYI

Firdevs YILDIZ tarafindan hazirlanan "ikinci Mertebeden Fark Denklemleri ve
Onlarin Céziim Yontemleri" adli tez ¢alismasi asagidaki jtri tiyeleri 6niinde Stileyman
Demirel Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisi Matematik Anabilim Dalr'nda YUKSEK
LISANS TEZi olarak basar ile savunulmustur.

Danisman Prof. Dr. Bilender PASAOGLU
Siileyman Demirel Universitesi

Jiiri Uyesi Dog. Dr. Hiiseyin TUNA
Mehmet Akif Ersoy Universitesi

N
Jiiri Uyesi Yrd. Dog. Dr. Ramazan UYHAN O%[/\/j

Stileyman Demirel Universitesi

Enstiti Midiiri Prof. Dr. Yasin TUNCER



TAAHHUTNAME

Bu tezin akademik ve etik kurallara uygun olarak yazildigini ve kullanilan tiim
literatiir bilgilerinin referans gosterilerek tezde yer aldigini beyan ederim.




ICINDEKILER

Sayfa
ICINDEKILER .....esseecettsseeseessesessssssssessssssssesssssssssssssssssssssssssssssssssssssesssssssssessssssssnsssssssssens i
OZET ..ooovtvessseeesessssssssssesssssssssssssessssssssssssssssssssssssssssesssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssnns iii
ABSTRACT ettt sss st s iv
TESEKKUR ......oocessreenssessssssssesssssssssssssssssssssssssssssessssssssssssssesssssssssssssssssssssssssssssnsssssssssssssnen v
SEKILLER DIZINI ....ooteieeeeetveseeeecsveseesssssasessssssssessssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssens vi
CIZELGELER DIZINI.ouuivotteseeeeettsseeesessiseeesssssseessssssssesssssssssssssssssessssssssssssssssssssssssssens vii
SIMGELER VE KISALTMALAR DIZINI....cccoommmnrrrerriissesssssssssssseesssssssssssssessssssssssssnns viii
Lo GIRIS ettt sssasesssssssessssssssess s ssss s s s s s b s s b s R bR s bRt baane 1
1.1. AMAg Ve KAPSAM c.cvieriicirirecireeseress s ssssessssassssssesens 1
1.2. KAYNAK OZEIET oovvvvveereeeesseeeeesessssesesssssssesssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssesssssanns 7
2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER ....oonnirirrenirinseseessisesssessssssssssssssssssssssssssssssnns 9
2.1. Baz1 Operatdrler ve OZellIKIEr .....oureeueeressseeessssssssesssssssssessssssssssssssesenes 9
2.2. Fark DenKIEMIETT ....c.ociueerieeereineereensessissesessssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssens 17
3. BIRINCI MERTEBEDEN LINEER FARK DENKLEMLERI..........cccoummeverresnmnrerrnnn. 26
3.1. Birinci Mertebeden Lineer Fark Denklemlerinin Cézimleri................ 28
311 F(N+1) =af (N) v —————— 28
3.1.2. F(N4+D) =aA(N) T (N) crrrrrreeeeereeeereeee e 29
3.1.3. F(N+1) =af (N) 4+ G(N) oo 29
3.1.4. T(N41) = AF (N) 4+ G covvrervrrerrernrnesensssessssssesssesessssesssssssesssssssssssssssssssssssens 30
3.1.5. f(N+1)=a(n) f(N) 4 G(N) e 30
4. IKINCI MERTEBEDEN LINEER FARK DENKLEMLERI.........ccoommeeivnnmnsrrrren. 33
4.1. ikinci Mertebeden Sabit Katsayili Lineer Homojen Fark .....oo....cooue... 33
4.2. Ikinci Mertebeden Degisken Katsayili Lineer Homojen Fark
DENKIEMIETT .o 35
4.2.1. Operatorlerin Carpanlara Ayrimasl .......ooeenenenenesssenessessenns 35
4.2.2. Bir COZUMUN BiliNMESI....ccciirieerrercersireesereesessessesssssesssesessssssesssessnns 37
4.3. [kinci Mertebeden Degisken Katsayili Lineer Homojen Olmayan
Fark DenKIEMIETT ....ccueeceeeceeeeeeiseeeeeee e ssssssnns 39
5. k. MERTEBEDEN LINEER FARK DENKLEMLERI ............coummnnreeessensseeensessssnens 42
5.1. Sabit Katsayili Lineer Homojen Fark Denklemi.......c.cocoonenncnencenencenae 42
5.2. Sabit Katsayili Lineer Homojen Olmayan Fark Denklemleri ................ 44
5.2.1. Belirsiz Katsay1lar YONTeMI .....cococereeneereereeneereeneeseeseeseeseeseesessesssssensesseenes 44
5.2.2. L(E) Operatdr YONtemMi. . meserssessssssssssssssssssssssssssssssssssssssess 45
6. LINEER OLMAYAN SKALER FARK DENKLEMLERI ......ccooemmnevervivnssenensesssssennne 50
6.1. 0tonom DenKIEMIET ... 50
6.2. Otonom Olmayan DenKkIemIer ... 51
6.2.1. Homojen Riccati Fark DenKlemleri ........ccunnnnnessinenesssnsensnnens 51
6.2.2. Homojen Olmayan Riccati Fark Denklemleri .........ccocovnenreneencennes 52
6.2.3. Genel Riccati Fark Denklemleri.......oonenenensenseneeeeeeeeeeeeeeenee 53
6.3. Homojen Fark DenKlemleri.......issssssessssssssssssssssssens 55
6.4. Logaritmik Doniisiimle Coziilebilen Fark Denklemleri .......c.ccccovereunenee 56
7. KARARLILIK cttetrtteerteeeesetseesessessesssesss et st ssssss s sssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssans 58
7.1. Birinci Mertebeden Fark Denklemlerinin Kararhliklart........cccoveeeee. 58



8. SONUC VE ONERILER
KAYNAKLAR .........ccovmmeenns
OZGECMIS..eeerrccerrene



OZET
Yiiksek Lisans Tezi

IKINCi MERTEBEDEN FARK DENKLEMLERI VE ONLARIN COZUM
YONTEMLERI
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Siilleyman Demirel Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisi
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Damisman: Prof. Dr. Bilender PASAOGLU

Bu tez ¢alismasi sekiz béliimden olusmaktadir.

Tezimizin birinci bolimii olan giris kisminda fark denklemlerinin tarihgesi, bu
denklemlerin hangi alanlarda kullanildig1 ve bu denklemlere neden ihtiyag
duyuldugu verilmistir. ikinci bélimde fark denklemlerinde kullanilacak olan
temel tanim ve teoremler ve ti¢lincii boliimde de birinci mertebeden fark
denklemleri ve ¢6ziim metotlar1 lizerinde durulmustur. Doérdiincii boliimde
tezimizin asil konusu olan ikinci mertebeden fark denklemleri ve ¢6ziim
metotlar1 incelenmis ve c¢esitli ornekler verilmistir. Besinci bélimde de
k.mertebeden fark denklemleri verilmistir. Altinci bolimde lineer olmayan
skaler fark denklemlerinden bahsedilmis, hangi metotlar kullanilarak
lineerlestirilebileceginden  bahsedilmistir. Yedinci boélimde ise fark
denklemlerinde kararhlik konusundan bahsedilmistir. Tezin son béliimiinde bu
calismalara dair sonuclara ve 6nerilere ele alinmistir.

Anahtar Kelimeler: Fark Denklemleri, Birinci Mertebeden Lineer Fark
Denklemleri, ikinci Mertebeden Lineer Fark Denklemleri, k. Mertebeden Lineer

Fark Denklemleri, Lineer Olmayan Fark Denklemi, Riccati Fark Denklemi,
Kararlilik.
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SECOND ORDER DIFFERENCE EQUATIONS AND SOLUTIONS METHODS OF
THEM

Firdevs YILDIZ
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Department of Mathematics

Supervisor: Prof. Dr. Bilender PASAOGLU

This thesis consists of eight parts.

In the introduction which is the first part of our thesis; the history of difference
equations, in which areas these equations are used and why these equations are
required were given. In the second part, the basic description and theorems
which are to be used in difference equations and also in the third part, it is
emphasized on the first order linear difference equations and methods of
solution. In the fourth part, second order linear difference equations and
methods of solutions which are the main concern of our thesis were examined
and various examples were given. In the fifth part, k™ order difference
equations were given. In the sixth part, nonlinear difference equations and
which methods are used to to linearization were mentioned. As for the seventh
part, difference equations stability subject was mentioned. In the last part of the
thesis, the results and the suggestions about these studies were examined.

Keywords: Difference Equations, First Order Linear Difference Equations,
Second Order Linear Difference Equations, k"™ Order Linear Difference
Equations, Nonlinear Difference Equations, Riccati Difference Equations,
Stability.
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1. GIRIS

1.1. Amag¢ ve Kapsam

Fark denklemi; ayrik zaman araliklarinda degisen doga olaylarini matematiksel
olarak formiile eden bir denklemdir. Uygulamali matematigin bir dal olan fark
denklemleri son kirk yildir uygulamali matematikgilerin ve bilimcilerin ¢ok ilgi
goren bir alani olmustur. Bu denklemler; genetik, kuantum, fizik, kimya,
mithendislik, ekonomi, olasilik teorisi, tip, sosyal bilimler ve teknik bilimler gibi

bir¢ok bilim alaninda kullanilmaktadir.

Diferansiyel = denklemler “dogada  kopukluklar yoktur” varsayimina
dayanmiyordu; fakat 20. yy baslarinda radyasyondaki quantum ile genetik
olaylardaki gelismeler tim doga olaylarinin streklilik terimleri ile ifade
edilemeyecegini gostermistir. Giinimuzde diferansiyel denklemlerde goriilen
sureksizlik halleri fark denklemleri kullanilarak ortadan kaldirilmasi

amaglanmaktadir (Catal, 2004).

Diferansiyel denklemler, temelde fark denklemlerinden gelistirilerek bugilinkii
duruma getirilmistir. Fark denklemleri ve diferansiyel denklemler arasinda
biiyiik benzerlikler olmakla birlikte bazi farklar da bulunmaktadir. Diferansiyel
denklemler siireklilik iceren doga olaylarindaki degismeleri matematiksel
olarak ifade etmekte kullanilirken; fark denklemleri ayrik (discrete) zaman
araliklarinda degisen doga olaylarini matematiksel olarak ifade eder (Bolat,

2003).

Fark denklemlerinin ilk ortaya cikisi kesin olarak bilinmemekle birlikte en basit
haliyle ilk defa MO 2000 yillarinda Babillerde bir denklemin koékiinii bulmada
kullanildig1 gorilmistiir (Kelly, 2001).

M.O. 600-0 yillarinda fark denklemleri ile 6zyinelemeli tekrar islemlerini ve
ozelliklerini ilk inceleyen matematikgiler Pisagor, Oklid ve Arsimet'i

gormekteyiz.



Pisagor'un “liggensel sayilar (triangular numbers)” fikri fark denklemlerinin
temellerinin atilmasi i¢in biiytk katki saglamistir.
t,=t_,+n

=t ,+(n-1+n

=t +2+3+..+(n-1)+n

=1+2+3+..+(n=1)+n

Sekil 1.1.1. Uggensel Sayilar

M.S. 0-400 yillar1 arasinda Heron, Theon, Diophantus yaptiklari ¢alismalarla fark
denklemlerine katkilar yapmistir. Heron formiilii olarak da bilinen pozitif a
sayisinin kokiiniin yaklasik degerlerini bulan denklem

a

(xn+ AJ

==~ 7 (dir.
2

n+1

Bu denklem
Xpop = X = f,(x“) (1.1.1)
f(x,)

Newton formuliniin 6zel halidir.

400-1200 wyillar1 Avrupa’da basarili g¢alismalar yapilmadigl icin bu yillar
matematik tarihinde karanlik dénem olarak isimlendirilebilir. Bu dénemdeki
basarilar c¢ogunlukla Ortadogu’dan gelmistir. Bu donemde ¢alismalar
Brahmagupta, Omer Hayyam, Al-Karaji, Bhaskara, Al-Samawal yapmistir. Hintli
matematik¢i Brahmagupta ikinci dereceden bir denklemi ¢6zmek i¢in kurallar
gelistirmis ve bu yontemleri uygularken ardisik tekrar islemini kullanmistir

(Kulenovic ve digerleri,2000).



1200-1600 yillar1 arasinda fark denklemleri ile ardisik tekrar islemlerine
onemli katki saglayanlar Fibonacci, Al-Banna, Al-Farisi, Nasir Al-Tusi ve Shih-

Chieh’dir.

Italyan matematikgi ismi daha ¢ok Fibonacci olarak bilinen Leonardo di Pisa,
1202’de Liber Abacide yazilan abakiis hakkindaki bir kitabinda, “tavsan
problemi” olarak da bahsedilen bu problemi baz1 kaynaklarda fark

denklemlerinin baslangici olarak da kabul edilir. Bu problem su sekildedir:

Bir ciftlikteki her yeni ¢ift tavsan iki aylik olduklarinda her ay bir ¢ift tavsan (bir
disi, bir erkek) yavrulayabilmektedir. Buna gore bu ciftlikte bir cift tavsanla
baslanirsa bir yil sonra kag¢ c¢ift tavsan elde edilebilir? Sorusunun cevabi
aranmaktadir (Tavsanlarin 6lmedigi ve disi tavsanlarin her zaman tireyebildigi

kabul edilir).
Cizelge 1.1.1. Fibonacci Dizisi

aylar 012345 6 7 8 9 10 11 12
ciftsaysst 1 2 3 5 8 13 21 34 55 89 144 233 377

Bu 6rnegin matematik modeli

F.,=F.+F F=1 F=2 0<n<10 (1.1.2)

n+l
seklindedir. Bu denklem ilerde bahsedilecek olan ikinci mertebeden bir fark
denklemidir ve bu sekilde iki nokta sinir deger problemidir. (1.1.2) denklemi,

F.=F.+tF FK=0 FK=1 0<n (1.1.3)

n+1

olarak verilen Fibonacci dizisinin 6zel halidir.

o} @
-

Maonth O Month 1 Month2

Sekil 1.1.2. (Elaydi, 2000) Fibonacci Dizisi
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(1.1.2) fark denklemi sabit katsayili lineer homojen fark denklemidir ve
cozumiunun karakteristik esitligi
A*—21-1=0

1+5

Ve karakteristik kokleri 4, = — A, = 1_2 > olup, denklemin genel ¢éziimii

n

F :Cl[#j +C, (#] (c,,c, keyfi sabitler; 1<n olmak tzere),

seklindedir. F, =0, F, =1 sinir kosullarina gore; c,,c, keyfi sabitleri

C = i ,C, = —i olarak bulunur. Buna gore,
5 5

e (155 (55 | e

dizisi elde edilir. Bu dizinin Iimhz1.618 degerini verir. Yaklasik olarak

n—oo

bulunan bu deger altin oran(golden mean) olarak bilinen sayidir (Elaydi, 2000).

1600-1700 yillarinda Bernoulli, Moivre, Pascal ve Newton fark denklemleri
tizerinde calismalar yaparak bu konuya onemli katkilar saglamistir. Bu
donemde yapilan c¢alismalardan biri Newton, giinlimiizde “Newton Metodu”
olarak bilinen kok bulma formiili (1.1.1) fark denklemiye ifade etmistir

(Kulenovic ve dig., 2000).

1700-1750 bu donemde fark denklemlerine ve ardisik tekrar islemlerine katki
saglayan matematikciler Riccati, Simson ve Cotes’i gormekteyiz. Riccati bu
donemde analiz ve 6zellikle diferansiyel denklemler iizerinde 6nemli ¢alismalar
yapmistir ve kendi ismiyle anilan

_a+by,
c+dy,

n+1

denklem “Riccati Fark Denklemi” olarak bilinmektedir.

1751-1800 yillarinda Euler, Johan Bernoulli III, Gaspard Monge ve Laplace ‘in

calismalar1 bulunmaktadir. Euler 1755'te yayinladigi “Institutiones calculi



differentials”, sonlu farklarin hesaplama ¢alismasinin baslangicidir. Calisma,
tirevlemenin yerine koyma metodu altinda nasil davrandiginin arastirmasini

yapar. Euler ayrica farklar i¢in “deltay1” kullanmistir. Bu da Ay + p(n)y(n) =0
gibi denklemlerin sunumunu basitlestirmis veya kisaca Ay=y(n+1)—y(n)

gostermistir. 1794’te Laplace ve Lagrange parametrelerin salinim metodunu
kullanarak homojen olmayan lineer fark denklemlerinin degisken katsayilarla
0zel ¢ozuimlerinin bulunmasini saglamislardir. 1771’de Monge “Academie” adli
yayinda diferansiyel ve sonlu fark denklemlerinin geometrik bakis agcisi

uzerinde ¢alismalar gondermistir.

1801-1825 yillarinda Babbage, Bessel, Farey, Gauss, Gomperz ve Legendre’nin

calismalar1 bulunmaktadir.

1826-1850 yillarinda bu konuyla ilgili yogun ¢alismalar yapilmistir. Cauchy,
Airy, Verhulst, Sturm, Verhulst, Jacobi, Liouville, Dirichlet'in énemli katkilar
olmustur. Symplectic fark sistemleri fark denklemleri ve sistemlerinin Sturm-

Liouville fark denklemleri asagidaki gibidir.

A(rkAXk ) = PXsr = 0, AX =Xy — X

1851-1875 yillarinda Heine, Casorati, Riemann,’'in ¢alismalari bulunmaktadir.

1876-1900 yillar1 arasinda Hermite, Christoffel, Routh, Laguerre, Lucas,
Gegenbauer, Poincare, Markov, Chebychev ve Peano ¢alismalariyla bu konuya

katki saglamislardir.

1901-1925 yillarinda ardisik denklemler sayesinde diizlem doldurma egrileri
veya fraktallarla baslayan bazi matematiksel mucizeler olusmaya baslamistir.
Diizlem doldurma egrileri hicbir bosluk birakmadan diizlem dolduran
egrilerdir, bu gibi egriler Peano tarafindan 1890 yilinda kesfedilmistir.
Calismalarinda fark denklemlerini diizlem doldurma egrileri ile kullanan diger
matematikciler Hilbert ve Van Koch’'dur. Fraktalllarin ve diizlem doldurma
egrilerinin fark denklemlerinde bir¢cok uygulama alani vardir. Baska bir
uygulama alan1 da diferansiyel denklemlerin niimerik ¢6ziimleridir. Bu ¢6ziim
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yontemlerinden en onemlilerinden birisi de Martin Kutta'nin calismalarina
dayanan Runge-Kutta Metodudur. Boylece fark denklemlerinden faydalanilarak

diferansiyel denklemlerin ¢6ziim yontemleri uygulanabilir olmustur.

1926-1950 yillarinda Julia ve Fatou temel yinelemeli siire¢ lizerinde ¢alismalar
yaparak fark denklemleri ve ardisik yontemleri kompleks tanim kiimesindeki
rasyonel fark denklemleri lizerinde ¢alismalar yapmistir. Ayrica bu dénemde
Rus matematik¢i Aleksandr Gelfond Fark Denklemleri ve devamli kesirleri
iceren Sonlu Fark Denklemleri isimli 6nemli ders Kkitaplarini yazmistir

(Kulenovic ve dig.,2000).

1950’lerden sonra fark denklemlerinin ¢oziimleri ve 06zellikle salinimlilig
lizerinde calismalar yapilmistir. Ornegin; Ladas (1990) lineer olmayan sabit
katsayili fark denklemleri ve k e R ve se€Z olmak iizere;

Yo — Yo +KY, =0, n=012,..

lineer otonom fark denklemlerinin tiim ¢6ziimlerinin salinnmhilig1 iizerinde

calismalar yapmuistir.

Erbe ve Zhang (1989) 0<k, bir reel terimli dizi, S€ Z" olmak tizere;
Yo — Y. +K. Y, =0, n=0,12,.. (1.1.4)

lineer otonom olmayan gecikmeli fark denkleminin ¢éziimlerinin salinimliligini
incelemislerdir. Ayrica Ladas, Philos ve Sficas'in da ayni denklem iizerinde

benzer ¢alismalari vardir.

Yu, Zhang ve Qian (1993), Yu ve Tang (2000) (1.1.4) fark denkleminin k, nin

salimmmli bir dizi olmasi durumunda bu denklemin biitlin ¢6zlimlerinin

salinimlilik durumlarini incelemistir.

Fark denklemleri iizerinde ¢alismalar yaparak bu konunun gelismesinde katki
saglayan diger matematik¢iler Amleh ve dig. (1999), Komsala ve dig. (2000),
Agarwal ve Grace (2000) Aboutaleb ve dig. (2001), Al-Saris ve DeVault (2003),



El-Owaidy ve dig. (2003), Fan ve dig. (2004), EI-Owaidy ve dig. (2004), He ve
dig. (2004) dir.

1.2. Kaynak Ozetleri
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kararhilig1 konusu bu kaynaktan faydalanilmis ve bu konu detayh bir sekilde
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Enstitiisii. Ibrahim Kir'in tezi Yasar Bolat'n tezinin devami seklinde
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Soykan Y., Giimiis M., Gocen M, 2017. Lineer Fark Denklemleri, Nobel
Kitapevi, 232s, Ankara. Lineer fark denklemleri detayl bir sekilde incelenmis,
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2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

2.1. Baz1 Operatorler Ve Ozellikleri

Bu béliimde fark denklemlerini anlamamiza ve onlarin ¢éziimlerini bulmamizda

bize yardimci olacak operatorler ve 6zellikleri verilmistir.

2.1.1. Tanim (A operatdrii): y bir fonksiyon ve h herhangi bir sabit olsun. Ay,
X degerinde Ay(x) (yada Ay, ) ile gosterilen ve

AY(X) =y(x+h) - y(x) (2.1.1)
seklinde tanimlanan A operatoriine ileri fark operatorii ve h sayisina da fark

aralig1 denir.

Eger Ay(x) = Ax olarak alinirsa,
Ay(X) =Ax=x+h—-x=h
olarak bulunur ve AX=h olarak yazilabilir. Bu durumda fark araligin1 Ax olarak

da yazabiliriz (Goldberg, 1958).

2.1.2. Tanim: Yy bir fonksiyon ve bu fonksiyonun da birinci farki Ay olsun. y nin
ikinci farkini,

A(Ay) =A%y

biciminde yani y nin birinci ileri farkinin ileri farki seklinde yazlabilir ve A* ile
gosterilir. A’y fonksiyonunun X deki degerini A?y(x)ile gésterilir ve

A*y(x) = Ay(x+h) - Ay(x)

biciminde yazilir.

Benzer bicimde y nin {igiincii ileri farkin1 A%y ile gosterilir.

A%y = A(A%Y)

Aty =A(A%Y)

A"y =A(A"'Y),n=2,3,4,...



Yukaridaki gibi genelledigimizde ynin n. farkim A"y ile gosterilir ve y nin
(n+1). farkinin ileri farkini yukaridaki gibi yazilir.
Sonug¢ olarak y(x) fonksiyonunun m. dereceden farki (a—b)" nin Binom
Ac¢ilimina benzer sekilde

m S m +
A y(x)=Z(—1)k[kjy(x+<m—k)h). (mez)

k=0

formiiliiyle bulunur.
n=_2i¢in A’y =A(A'Yy) seklinde ézdeslestirilebilir. A'y yerine Ay yazilabilir.
n=1 icin Ay=A(A’y)seklinde yazilir ve A°y=y esitligi kabul edilir. Bu
operatore birim (6zdeslik) operatori denir (Goldberg, 1958).

2.1.3. Tanim (| operatori): | ile gosterilen birim (6zdeslik) operatori

herhangi bir y fonksiyonuna uygulanirsa yile 6zdes yeni bir I birim

operatorii iretir. y fonksiyonunun tanim kiimesindeki bir X igin,
I, (X) =y(x)
elde edilir. A’ semboliiniin birim operatérii, Ay = lydir. Béylece n=1 igin

I, (X) = y(x) esitligi dogru olur (Goldberg, 1958).

2.1.4. Teorem (A operatoriiniin 6zellikleri):

A nin 6zellikleri Ay nin degerlerini hesaplamak i¢in 6nemlidir.
y, ve Yy, farkl iki fonksiyon, c, ve ¢, keyfi sabitler olmak tlizere;
1) A° =1

2) Dagilma ozelligi:

ALY, () +y, ()] = Ay, (x) + Ay, (x)

3) Bir sabitle bir fonksiyonunun ¢arpiminin farki:
Alcy(x)]=cAy(x)
4) Bir sabitle bir fonksiyonun ¢arpimlarinin toplamlarinin farki:

A [Clyl(x) +GY, (X)] = G AY, (X) +C,AY, (X)
5) Y, Yo, Ysi--, ¥,o N tane fonksiyon ve c;,c,,C,,...,C,;n tane keyfi sabit olsun.

Buna gore
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AC Y, (X) +C,Y, (X) +...+C, Y, (X) ] = CLAY; (X) + C,AY, (X) +...+C,AY, (X)

esitligi yazilabilir.

6) y(X) = a, +ax+a,x’ +..+a x" bir fonksiyon, a,,a,,a,,..,a, keyfi sabitler
ve a,#0olsun. O zaman ynin n.ileri farki bir sabit fonksiyondur ve
A"y =nlh"a, esitligi yazilir. Eger p>n ise A’y(x)=0 olur.

7) Iki fonksiyonun ¢arpiminin farka:

Al ()Y, ()] = ¥, () Ay, () + ¥, (x+1) Ay, (X)

8) Iki fonksiyonunun béliimiiniin farka:

A{ yl(x)}: Y, (XAY, () ~ ¥, (X)AY, (X)
Y,(%) Y, (X)Y, (x+1)

9) Fark operatori iki ya da daha ¢ok degiskenli fonksiyonlara uygulanirsa,
A operatorinin sag alt kdsesine belirtilen indis yardimiyla hangi degiskenin

farkinin alindiginmi gosterir.
A, (nx™) =(n+)X" —nx" = x"

A, (NX™) = nx™ —nx™ = (x =L)nx"
10)  m ve n negatif olmayan tam sayilar olmak tizere,

A" (A"Y(x)) = A"(A"y(x)) = A""y(x) dir.

2.1.5. Tanim: a bir sabit ve h=1 olmak lizere baz1 temel fonksiyonlar
asagidaki sekilde ifade edilir:
a) Aa* =(a-1)a*

b) ASinaX=25inEC05a(X+1j
2 2

c) Acosax:—ZSinEsin a(x+l)

2 2

1
d) Alogax =log(l+ =)

X
2.1.6. Tanim ( E operatorii): y bir fonksiyon ve h herhangi bir sabit olsun. Ey,

X degerinde Ey(x) (yada Ey,) ile gosterilen ve

Ey(x) =y(x+h)

11



seklinde esitligi verilen E operatoriine genisletme (kaydirma) operatori denir.
E operatériiniin 6zelliklerinden E°y(x) = ly(x) = y(x) seklinde tanimlanir.

X+h sayis1 y nin tanim kiimesinde ve n=1,2,3,... olmak iizere, E operatoriini
genellersek

E’y(x) = y(x)

E'y(x) =E[ E’y(X) FE[y() [ y(x-+h)

E*y(x) =E[Ey(x)] = E[y(x+h)]=y(x+2h)

E3y(x) = E[Ezy(x)] =E[y(x+2h)]=y(x+3h)

E™y(x) = E[Em‘ly(x)] = y(x+mh)
yukaridaki denklem yaziir. E™, m. mertebeden E operatorini

tanimlar(Goldberg, 1958).

2.1.7. Teorem ( E operatoriiniin 6zellikleri):

E nin 6zellikleri Ey nin degerlerini hesaplamak i¢cin 6nemlidir.
y, ve Y, farkli iki fonksiyon, ¢, ve c, keyfi sabitler olmak tlizere;
1) E°=1

2)  E'y(X)=ly(x) =y

3)  E[v(¥)+y,(X)]=Ey,(x)+Ey,(x)

4) E[cy(x)]=cEy(x)

5) ET(E"Y())=E"(E"y(x)=E""y(x)

2.1.8. Teorem (A ve E operatorleri arasindaki iliski): A ve E operatorlerinin
ozelliklerinden faydalanarak

Ay(x) = y(x+h)+y(x)
=Ey(x)-y(x)
=(E-Dy(x)=>A=E-1

esitligi elde edilir (Elaydi, 2000).

12



Ozellikler:
1) A =E -1 ve benzer bir sekilde E = A +1 yazilabilir.

2) ALY, (0] = BV ().AY, (X) + Y, (X).Ay, (x)

3) A*=E*-2E+1 ve A*=E®-3E*+3E -1

4) AE = EA

5) A" =(E-1)"

6) A = E —-1’den yararlanarak asagidaki esitlik bulunur:
A"y(x) =(E-1)"y(x)

=Y m E™y(9

7) E = A+1 ’den yararlanarak asagidaki esitlik bulunur:
E"y() =(A+1)"y(x)

=§(E‘]Am-ky(x)

(Goldberg, 1958).

2.1.9. Teorem (Alt indis notasyonu): Alt indis notasyonunun hem kullaniminin
islemlerde kolaylik sagladigi hem de kolay yazilisi oldugu i¢in sikga tercih edilir
(Levy ve Lessman, 1961).

f:R—>Rvey=f(x) seklinde tanimlanan fonksiyonda, me R,neZ ve h adim
genisligi olmak tizere,

X=m+nk = f(m+nk) notasyonu yerine f, notasyonu kullanilabilir.

2.1.10. Teorem (V operatorii): Geri fark operatori V;

Vy(x) = y(x)— y(x—h) seklinde tanimlanir ve,

Vy(x)=AE™ [y(x)] =(1-E™My(x) olarak yazlabilir.
2.1.11 Teorem (A™ operatorii): n>n, igin AY(n)=y(n) esitligi verilsin. Bu
durumda n=>n, ve ¢ keyfi sabit olmak tizere,

Ay(n) =Y (n)+c

13



seklinde tamimlanan A™ operatériine ters fark operatérii (antidifference

operator) denir, ayrica Y(n) fonksiyonuna y(n) fonksiyonunun birinci

mertebeden ters farki denir.

y(n) fonksiyonunun n=n, icin ters fark: belirli toplam olarak da ifade edilebilir

ve

n-1
A™y(n)=>"y(i)+c seklinde yazilr.

i=ny

2.1.12. Uyari: A" ve A operatorleri arasinda

AA™ =1 olmasinaragmen A"A = | dir.
Gergekten;

AATY(X) = y(x
y(x) =y() (c keyfi sabit) esitligi elde edilir.
ATAY (X) =Y (X) +C

2.1.13. Teorem (A" operatériiniin o6zellikleri): A™ ters fark operatérii ve
c,C,,C, keyfi sabitler olmak tlizere;
L n-1 .
a)  ATy(m)=2 y()+c
n-1 m-1

b) AZy(n)=> > y()+en+c,

c) A7 (y(n)k(n)) = y(n—1)A'k(n) —A™ (Ay(n—1)A7k(n))
d) A [ay(n)+bk(n)]=aA™y(n)+bA7k(n), (a,b e R)

e) A"0=cn™ +c,n™? +...+C,
f) A”‘1:%+clnml+c2n”‘2+...+cm
y (D
Aty® = +c, k=-1
&) d k+1
seklinde yazilir.
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2.1.14. Ornek: y(n) :g olmak tizere, A™'y(n) nin degerini bulalim.

Ay =3y

=—(n-1n+c
12( )

sonucuna ulasilir.

2.1.15. Ornek: Baz fonksiyonlarin birinci basamaktan ters farklar1 asagidaki
gibidir:

y(nN)=0=A"0=c,(ceR)

y(n)=1=A"l=n+c,(ceR)

—cosa(n—i)
y(n) =sinan= A'sinan = —az’ (neN,a# 2kr)
2sin —
2
r]a+1
y(nN)=n*=A"n*= +c,(a=-1)
a+1l

2.1.16. Tanim (Faktoriyel polinom): Fark denklemlerinin hesaplanmasinda en
onemli fonksiyonlardan biri de faktoriyel polinomlardir. n. dereceden bir

faktériyel polinom (factorial polynomials)

x™ =x(x—h)(x=2h)...[x—(n-Dh] , (xeR,n=1,2,3,...)

seklinde verilen fonksiyona denir (Goldberg, 1958 ve Elaydi, 2005). Ayrica;
n=0 ise; x® =1

1

neZ" ise; xt™ =
(X+D(x+2)...(x—n+1)

I'(x+1)

ngZise; x" = ,
I'(x—n+1)

(' gamma fonksiyonudur) (Elaydi, 2000).

2.1.17.Lemma: XeR,neZ" ve n<Xx olmak lizere,
i. AX™ = nx™
ii. AX™ =n(n-1)...(n—k +Dx"™®
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iii. A"X™ =n!

Yukaridaki ifadeler gecerlidir (Elaydi, 2000).

ispat (i): AX™ = (x+1)™ —x™
=(X+D)X(x=1)...(x=n+2) —x(x=1)...(x—n+2)(x—n+1)
=X(x=1)...(x—=n+2)n

=nx"? 0.

2.1.18. Teorem ( Fark operatorii ve diferansiyel operatorii arasindaki iliski):
Fark analizi ile diferansiyel analiz arasinda bazi benzerlikler ve farklar vardir.

Bunlar;

Cizelge 2.1.1. Fark operatort ve diferansiyel operatori arasindaki iliski

Fark Analizi Diferansiyel Analiz
Ay(m) = y(n+2) - y(n) Dy (0= lim Y0
E—> 8

Acy(n) = cAy(n)

Dcy(t) = cDy(t)

A(Yk) =kAy + (Ey)Ak

D(yk) =kDy + yDk

Al _ kAy - yAk
Kk KEk

DX: kDy — yDk
k k?

2.1.19. Tanim: Fark denklemler teorisi (ayrik teori) ve diferansiyel denklemler
teorisi bircok benzer o6zellige sahiptir. Fark ve diferansiyel denklemleri

arasindaki iliski asagidaki cizelgede verilecektir.

Cizelge 2.1.2. Fark denklemler teorisi ile diferansiyel teorisi arasindaki iligki

Fark Denklemler Teorisi

Diferansiyel Denklemler Teorisi

x(n) y=f(x)
x(n+k) , keN k
( ) €Ny dVka ., keN,
n X
5" 5

x(n+2) =3nx(n+1) — (n-1)x(n) =n+6" —sin(4n)

d %(2 —3XdVdX—(X+l)y =X+6" —sin(4x)
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2.1.20. Tanim (Belirli Toplam Formiilleri): Asagida formiilleri ilerleyen

konularda yararlanilacaktir.

S n(n+1)
a) kzz;k— >

S n(n+1)(2n+1)
b) kz:;k B e—

Sos (n(n+1) 2
PR _( 2 j

a=1ise n

n-1
d) Da= N
e~ azlise; 2 %—1)

) {al ise; N-1

a=lise; @ —%
a-1

L ~(n+Da"* —-a"? +a
ka* = (@
"2 (a1

(Elaydi, 2000).

,azl

2.2. Fark Denklemleri

2.2.1. Tanmmm (Fark Denklemi): Bir G kiimesi iizerinde tanimh vy
fonksiyonunun degeri ve bu y fonksiyonunun her X degeri i¢in bir ya da daha
yiiksek mertebeden farklari terimlerini iceren (Ay,A’y,A%y,..) bagintiya, G

kiimesi tizerinde fark denklemi denir (Goldberg, 1958).

2.2.2. Tanim (Mertebe): Bir fark denklemindeki en biiyiik indis ile en kiiciik
indis arasindaki farkina o denklemin mertebesi denir (Agarwal, 2000).

Ornegin;

5X,., —4X, — X, , =0 denklemi li¢iincii mertebeden,

X3 +4X,,, —3X,,, =0 denklemi ikinci mertebeden bir fark denklemidir.

2.2.3. Tanim: X strekli bir degisken olmak iizere m. mertebeden bir fark

denklemi genel olarak;
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G(x, y(x), y(x+h), y(x+2h),....,y(x+mh)) =0 (2.2.1)
biciminde tanimlanir (Elaydi, 2000). h=1i¢in;

G(X, y(x), y(x+1), y(x+2),...., y(x+m)) =0 (2.2.2)
seklinde tanimlanan fonksiyona fonksiyonel fark denklemidenir ve bu denklem;
G(X, y(X), Ay(x), A’Y(X),..., A"y(x)) =0 (2.2.3)
seklinde de ifade edilebilir. h=1 ve neN olmak tlizere y, ayrik noktalar
tizerinde tanimli fark denklemi ise

Y (M Yo Yoirr Yoezroor Yoem) =0 (2.2.4)

olarak tanmimlanan denkleme de skaler fark denklemi denir (Elaydi,2000).

2.2.4. Tanim (Lineer fark denklemi): Bir fark denklemi bagimh degisken ve
bagimli degiskenin var olan ileri farkina goére birinci mertebeden ise bu
denkleme lineer fark denklemi denir. Aksi durumda lineer olmayan fark

denklemidir.

Genel olarak n. mertebeden lineer fark denklemi;

P, (N), p,(N),..., p, () katsayilariile p,(n) ve g(n), n, <n i¢in taniml reel degerli

fonksiyon olsun. p, (n) #0 olmak {lizere;

Po(MY(n+k)+p,(nN)y(n+k-1)+...+ p, (n)y(n) = g(n) (2.2.5)
veya
Po (M Yok + PN Yo s+ P (N)Y, = 9(N) (2.2.6)

fark denklemine k. mertebeden lineer fark denklemi denir (Elaydi, 2000).

2.2.5. Ornek: y(n+2)+2y(n+1)-5y(n)+y(n—1)=n+cosn denklemi 3.

mertebeden lineer bir fark denklemidir.

y(n+3) = 3n_+;11 y(n+1) denklemi ikinci mertebeden lineer bir denklemdir.
n -

y*(n+6)y(n+2)=sin(3n—1) denklemi dérdiincii mertebeden olup lineer
olmayan bir fark denklemidir, ¢linkii bagimli degisken y(n) birinci mertebeden

degildir.
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2.2.6. Uyarn: Bir operatoriin lineerligi ile fark denklemlerin lineerligi farkl
durumlardir. Ornegin bir operator (fonksiyon) olarak y(n)=2" lineer
olmamasina ragmen bunu bir ¢6ziim olarak kabul eden y(n+1)—2y(n)=0 fark

denklemi lineerdir.

Lineer fark denklemleri, (2.2.5) denklemindeki g(n) fonksiyonu ve p,(n)

katsayilarinin durumlarina gore asagidaki gibi siniflandirilabilir:

i g(n) =0 ise denkleme lineer homojen fark denklemi denir.
il g(n) = 0 ise denkleme lineer homojen olmayan fark denklemi denir.
iii. g(n)=0 ve p,(n), p,(n),..., p,(n) katsayilar1 p,(n) = p, seklinde sabit ise

denkleme sabit katsayili lineer homojen fark denklemi denir.

iv. Py (n), p,(n),..., p.(n) katsayilarindan en az biri degisken iceren fonksiyon

ise denkleme degisken katsayili fark denklemi denir.

Eger bir {y(k)}:O dizisi veya basitce y(k) dizisi (2.2.5) denklemini sagliyor ise bu

denklemin ¢oziimiidiir denir ve bu denklemin baslangi¢c degerleri veriliyorsa,

t, € R olmak iizere
y(n+k)+ p,(n)y(n+k-1)+...+ p,(n)y(n) =g(n) (2.2.7)
y(ng) =ty, y(no+1)=t,... y(n,+k-1)=t (2.2.8)

olarak verilen ifadeler baslangi¢c deger problemidir (initial value problem).

2.2.7. Teorem: (2.2.7) ve (2.2.8) denklemlerinde verilen baslangi¢c deger
probleminin ¢6ziimii y(n) vardir ve tektir (Elaydi, 2000).

ispat: (2.2.8) kosullarini kullanarak (2.2.7) den sirasiyla n=n, icin y(n, +k)
degeri ve ardindan n=n;+1 i¢in y(n,+k+1) ve bu isleme devam edilerek
y(n, +k+2),y(n, +k+3),... degerleri hesaplanir. Herhangi bir n,+k<n
degerinin n=n, +k+(n—-n, —k) seklinde yazilabilecegi gériiniir. Béylece (2.2.7)
ve (2.2.8) baslangi¢ deger probleminin bir ¢6ziimu

y(ny), y(ny +1),..., y(n, +k =1), y(n, + k), y(n, +k +1), y(n, +k + 2),...
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olarak bulunur. Bu durumda ¢6ziimiin varhigi kanitlanmis olur. Cozimiin

tekligini gostermek i¢cin y(n) den farkli bir x(n) ¢6ztimi var olsun. x(n) ¢6ziimi

benzer sekilde (2.2.7) ve (2.2.8) denklemleri yardimiyla hesaplandiginda
vnz=n, i¢in y(n) c¢ozimiine 6zdes oldugu gorulir. O halde ¢6ziim tektir(

(Soykan vd., 2017).

2.2.8. Tanim : n, <n icin tammh f,(n), f,(n),..., f (n) fonksiyonlar verilsin ve
hepsi birden sifir olmayan t,,t,,...,t  sabitler olmak iizere,

tf(n)+t,f,(n)+...+t f (n)=0 (2.2.9)
esitligini saglayan f,(n), f,(n),..., f,,(n) fonksiyonlari [no,oo) araliginda lineer

bagimhdir (linearly dependent) denir.

Eger Vn,<n ic¢in, (2.2.9) denklemini saglayan t,t,,...,t  sabitleri
t,=t,=..=t,=0ise; f(n), f,(n),..., f (n) fonksiyonlar1 [n,,0) araliginda

lineer bagimsizdir (linearly independent) denir.

2.2.9. Ornek: 1<n i¢in 2",n2",n’2" fonksiyonlarimn lineer bagimsiz oldugunu
gosterilsin.

Cozum:

2" +t,n2" +t,n°2" =0, Vn>1

Verilen esitlikte denklemin her iki tarafi da 2" ile boliintirse;

t,+t,n+t,n*=0, vn>1

esitligi bulunur ve bu esitlifin V¥n>1 icin saglanmasi ancak ve ancak
t,=t,=t;=0 olmas1 ile mimkindir. O halde verilen denklem lineer

bagimsizdir.

2.2.10. Ornek: 1<n icin 2",n2",2n2" fonksiyonlarinin lineer bagimh oldugu
gosterilsin.
Cozum:

t2"+t,n2" +t,2n2" =0, Vvn>1
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Verilen esitlikte denklemin her iki tarafi da 2" ile boliintirse;

t+t,n+t,2n=0, VvVnx=1
esitligi bulunur ve t, =0,t, =-2,t, =1 olarak alinirsa bu esitlik saglanmis olur.

Buna gore verilen denklem lineer bagimlidir.

2.2.11. Teorem: Asagida verilen lineer homojen fark denkleminin
p,(NYy(n+k)+ p(N)y(n+k-1)+...+ p (n)y(n) =0 (2.2.10)
n tane lineer bagimsiz ¢ozimiinin kimesine, ¢éziimlerin temel kiimesi

(fundamental set of solution) denir (Elaydi, 2000).

2.2.12. Teorem: Vnx>n, icin p,(n)=0 ise, (2.2.10) lineer homojen fark

denkleminin n>n, tzerinde taniml bir temel kiimesi vardir.

2.2.13. Tanim: f (n), f,(n),..., f (n) verilen fonksiyonlar olmak iizere w(n)

kiimesi
f,(n) L o ()
w(n) = fl(n.+1) fz(n.+1) fm(r.1+1)
fl(nJ;r—l) fz(nJ;r—l) fm(nJ.rr—l)

olarak tanimlanir ve bu matrisin determinanti
W (n) = detw(n)
seklinde tanimlanir ve bu W/(n) determinanta verilen fonksiyonlarin

Casoratyan’t denir.

2.2.14. Teorem (Abel Lemmasi): f,(n), f,(n),..., f, (n) fonksiyonlar (2.2.10)
denkleminin ¢6zlimleri ve W (n) bu fonksiyonlarin Casoratyan’t olsun. Buna

gore n, <n i¢in

W (n) = (-1)""™ []j a, (i)]W (n,)

i=n,

esitligi vardir.
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2.2.15. Sonug: f (n), f,(n),.., f (n) fonksiyonlar1 (2.2.10) denkleminin
¢ozlimleri ve ¥n2>n, icin a,(n)#0 olsun. Buna gore Vn>n, icin W(n)=0

olmasi i¢in ancak ve ancak W(n,) # 0 olmalidir.

2.2.16. Teorem: f (n), f,(n),..., f (n) fonksiyonlar1 (2.2.10) lineer homojen
denkleminin ¢éziimleri olsun ve
vV ={f,(n), f,(n),..., f,,(n)}

esitligi verilsin. V bir temel kiimedir ancak ve ancak 3n, € N i¢in W(n,) =0

dir.

2.2.17. Ornek: x(n+2)-5x(n+1)+6x(n) =0 denkleminin ¢éziimleri olan 2" ve

3" bir temel kiime olusturup olusturmadigi incelensin.
Bir sonraki konuda (fark denklemlerin ¢oziimleri) islenecek olan verilen

denklemin genel ¢oziimi
x(n)=c¢, 2" +c,3", (¢, ve ¢, keyfi sabitler)

seklindedir. 2" ve 3" fonksiyonlarinin Casoratyani

2" 3
W (n) = det (ZI’H—l 3n+lj

seklindedir. n=0 noktasinda
11

W (0) = det =1+0
2 3

esitligi bulunur, bu durumda verilen fonksiyonlarin kiimesi lineer bagimsizdir.

2.2.18. Ornek: x(n+3)—5x(n+2)—2x(n+1)+24x(n) =0 iiciincii mertebeden
lineer homojen fark denkleminin (—2)n , 3" ve 4" coztimleri bir temel kiime

olusturup olusturmadigi incelensin.

Verilen denklemin genel ¢6ziimii
x(n) =c,(-2)" +¢,3" +¢,4", (c,,c, ve c, keyfi sabitler)

dir. (-2)", 3" ve 4" fonksiyonlarinin Casoratyani
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(_2)n 3n 4n
W (n) — det (_2)n+l 3n+1 4n+l
(_2)n+2 3n+2 4n+2

seklindedir. n=0 noktasinda

1 1 1
W(0)=det| (-2) 3 4 |=30%0
4 9 16

esitligi bulunur, bu durumda verilen fonksiyonlarin kiimesi lineer bagimsizdir.

2.2.19. Teorem: Vnxn, i¢cin p,(n)#0 olsun. Buna gore (2.2.10) denklemi

[n,, o) lizerinde bir temel kiimeye sahiptir.

2.2.20. Tanmm: G(X, y(x), y(x+1),y(X+2),....,y(x+m))=0 fonksiyonel fark
denklemive Y(N, Y., Y., Yoizs Yoem) = O skaler fark denklemlerinin ¢éziimleri
Y(X) =@ (X ky (X), K, (X), ..., K, (X))

seklinde n tane k (x),k,(x),....,k,(x) birim periyodik fonksiyon iceren ¢6ziime

genel ¢oziim, genel ¢coziimlerden elde edilen ¢ozliimlere de 6zel ¢éztimler denir.

2.2.21. Tanim: (2.2.10) homojen denkleminde k tane lineer bagimsiz ¢oziimii

y,(n),y,(n),..., ¥, (n) olsun. Bu durumda c,c,,...,C, keyfi sabitler olmak

tizere (2.2.10) denkleminin genel ¢6ziimii
y(n) =cy,(n)+c,y,(n) +...+¢.y,(n)
seklindedir.

2.2.22. Tammm (Ust iiste ekleme ilkesi, Superposition prensibi): c,,c, keyfi
sabitler ve y®(n) ve y(n)

yn+k + pl(n)yn+k—1+"'+ pk (n)yn :0 (2211)

denkleminin ¢6zlimleri olmak iizere
y(n)=c,y?(n)+c,y®(n)
denklemi de (2.2.11) denkleminin bir ¢éziimiidiir (Mickens, 1990).
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2.2.23. Tanim (Genel ¢6ziim ve 6zel ¢6ziim): Yiiksek mertebeden sabit katsayili
lineer homojen olmayan bir fark denkleminin ¢6ziimii, homojen kisminin genel
¢ozimi ile homojen olmayan denklemi saglayan bir o6zel ¢6zimiinin

toplamindan olusur. y(x) denkleminin homojen kisminin genel ¢o6ziimi
y*(x) ile, homojen olmayan denklemin bir 6zel ¢coziimii y© (x) ile gosterilsin,
o halde;

y(x) =y () +y* (x)

esitligi elde edilir (Mickens, 1990).

2.2.24. Tanmim: K. mertebeden lineer homojen fark denkleminin (2.2.10) biitiin

¢oziimlerinin kiimesi V olsun. X,y eV ve ne N, icin

(x+y)(n) =x(n)+ y(n)
ve a bir sabit olmak lizere
(ax)(n) = ax(n)

ile tanimh + ve . islemleriile V, k boyutlu bir vektor uzayidir.

2.2.25. Tanmmm (Gecikmeli Fark Denklemi): a,beZ'olmak iizere

a=max{0,a,a,,..,a,}>0, b=max{l,-a,,-a,,..,—a,} =1 biciminde tammlansin.
n=0,12,.. igin bir y(n) dizisi, i=12,...k ve {p,(n)}  bir reel dizi olmak
lizere, @, € Z igin

y(n+1)-y(n) +Z pi(N)(n-&)=0

bicimindeki fark denklemi (a+1). mertebeden gecikmeli fark denklemidir (Gyori
ve Ladas, 1991).

2.2.26. Tanim: Fark denklemlerinde, bilinmeyen fonksiyonun gecikmeli ve
gecikmesiz terimlerinin en yiiksek mertebeden farkini iceren denklemlere

notral (neutral) tipten fark denklemi denir (Agarwal, 2000).
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2.2.27. Tanmim: Diferansiyel denklemlerde, bilinmeyen fonksiyonun gecikmeli
ve gecikmesiz terimlerinin en yiiksek mertebeden tiirevini iceren denklemlere

notral (neutral) tipten diferansiyel denklem denir (Agarwal, 2000).
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3. BIRINCIi MERTEBEDEN LiNEER FARK DENKLEMLERI

a(n)=0 ve a(n), 0<n,<n de reel degerli fonksiyon olmak ftizere birinci
mertebeden lineer homojen fark denklemi;

y(n+1)=a(n)y(n), y(n,) =Y, 0<n,<n (3.1)
seklinde yazilir. Benzer sekilde,

a(n)=0 ve a(n),g(n) 0<n,<n de reel degerli fonksiyonlar olmak tizere
birinci mertebeden lineer homojen olmayan fark denklemi;
f(n+)=a(n)f(n)+g(n), f(n,)="=,0<n,<n (3.2)
ile gosterilir.

(3.1) Denkleminin ¢6ziimii basit iterasyon ile

y(n, +1) =a(ng) y(n,) = a(ny) Yo

y(n, +2)=a(n, +1)y(n, +1) = a(n, +Ha(n,)y,

y(no +3) = a(no + 2) Y(no + 2) 3 a(no + Z)a(no +1)a(no)yo

Buradan kolayca goriilebilir ki,
y(n) =y(n, +n—n,)

=a(n-1a(n-2)..a(n,)y,

n-1

y(n) = {H a(i)} Yo (3-3)
esitligi elde edilir.
Homojen olmayan (3.2) denkleminin ¢6ziimii de;
f(n,+1) =a(n,) f(n,)+9(n,)
f(n,+2)=a(n, +1)f(n,+1)+g(n, +1)

= a(no +1)a(no) fo + a(no +1)g(no) + g(no +1)

islemlerini devam ettirdigimizde, Vn e Z" icin

f(n) :{ﬁa(i)} f, +§{ﬁ a(i)}g(s) (3.4)

i=ny s=ny Li=s+1

seklinde genel denklem elde edilir ve bu ¢6ziim tekdir. (Elaydi,2000).
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(3.4) denkleminin dogrulugunu tiimevarim yontemiyle ispatlanabilir (Elaydi,
2000);

n=1 icin,
f(1)=f(0)=f, dir.

n=K igin,
f (k) = [Ha(i)} oty [H a(i)}g (s

esitligi dogru kabul edilsin.
n=Kk+1 i¢in denklemin dogrulugu ispatlansin,
(3.2) denklemi ile, (3.4) denkleminden asagidaki denklem elde edilir,

f(k+1)= a(k){f[a(i)} f,+ > [atT] a(i)}g (s)+9(k)

i=n, s=ng L i=s+1

= {H a(i)} f,+ i[n a(i) [g(s)+ H a(i)} g(k)

- {ﬁ a(i)} f, + zk: [ﬁ a(i)

i=ny s=ng |_i=s+1

las) (3.5)

denklemi elde edilir. Ayrica a(i) :=a yazilirsa

k1
f(k)=a“f,+ Y a"g(i) (3.6)
i=0

esitligi elde edilir. Boylece, Vn e Z" icin denklem dogrulanmis olur.

k K
Burada; H a(i)=1ve Z a(i) =0 oldugu kabul edilir.

i=k+1 i=k+1
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3.1. Birinci Mertebeden Lineer Fark Denklemlerinin Céziimleri

(3.2) denkleminde bes 6nemli uygulama vardir. Bunlar;

L. a(n) fonksiyonu sabit ve g(n)=0
L. a(n) fonksiyonlarindan en az biri degisken ve g(n) =0
1L a(n) fonksiyonu sabit ve g(n) fonksiyonlarindan en az biri degisken,
g(n)=0
IV. a(n) ve g(n) fonksiyonlarinin sabit, g(n) =0
V. a(n) ve g(n) fonksiyonlarindan en az biri degisken, g(n) =0 dir (Levy

ve Lessman, 1961).

Bu uygulamalarin ¢6ziimleri asagida sirasiyla verilecektir.

3.1.1. f(n+1)=af (n)
f(n+1 =af (n) (3.1.1)
denklemi birinci mertebeden sabit katsayili lineer homojen fark denklemidir.
(3.1.1) denkleminin ¢6ziimii icin a=1ve a#1 olmak tizere iki durum vardir.
I a=1= f(n+1)=1.f(n)
= f(n+)="~(n)
= f(n+)-f(n)=0
= Af =0
Yukaridaki esitlikten anlasildig1 gibi denklem ardisik herhangi iki terimin farki
0 olup, ¢ozlim:

f, = f, olacak sekilde sabittir.

ii. a=#1 ise; basit bir islemle (3.1.1) denklemi a=1 durumuna

donistiiriilebilir.

n+1

Denklemin her iki tarafinin da a

f(n+1) _ f(n)

n+1

a a

katsayisina boltindtigiinde

eN, (3.1.2)

denklemi elde edilir. Buradan

A[L:‘)j _0 (3.1.3)

a
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f(n)

a"

esitligi elde edilir, bu denklemden oraninin sabit oldugu sonucuna ulasilir.

Sonug olarak (3.1.1) denkleminin genel ¢6zimi
f,="1a", neN;

olarak bulunur.

3.1.2. f(n+1) =a(n)f(n)
Denklemi birinci mertebeden degisken katsayili lineer homojen fark

denklemidir. Denklemin genel ¢6ziimii (3.3) denklemi diizenlenerek

f(n) = {ﬁa(i)} f, (3.1.4)

i=n,

3.1.3. f(n+1)=af(n)+g(n)
a(n) fonksiyonu sabitse, denklem birinci mertebeden sabit katsayili homojen

olmayan fark denklemi adini alir ve (3.2) denklemi asagidaki gibi yazilir;

f(n+1) =af (n)+g(n), f(0)=f, (3.1.5)
(3.4) denkleminden faydalanilarak (3.1.5) denkleminin ¢6ziimii i¢in asagidaki
esitlikler yazilir.

f(n)= [Ha(l)}f +Z{H a(l)}g(S)

ﬁa(l) a(0)a()a(2)...a(n-1) =a", (a sabit) (3.1.6)

> [Ha(l)}g(s) Ha(l)9(0)+Ha(l)g(l)+ -+ H a(ig(n-1)

s=0 Li=s+1 i=0+1 i=1+1 i=n—-1+1

n-1

a"'g(0)+a"*g(1) +..+a°g(n-1)

: 1a” o (a sabit) (3.1.7)

s=0

Sonug olarak (3.1.6) ve (3.1.7) denklemlerinden, (3.1.5) denkleminin ¢6ziimii

n-1
f(n)=a"f,+> a"*"g(s) (3.1.8)
s=0
seklinde ifade edilir[d..
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3.1.4. f(n+l)=af(n)+g

a(n) ve g(n) fonksiyonlarinin sabit ise, (3.2) denklemi f(n+1)=af(n)+g
seklini alir ve bu denklem birinci mertebeden sabit katsayili lineer homojen
olmayan fark denklemidir.

(3.1.8) denkleminden

) a"-1
a=1ise; a"f, +
0 g[a—l}

f(n) = (3.1.9)

a=1 ise; f,+0,

seklinde yazilabilir

3.1.5. f(n+1) =a(n)f(n)+g(n)
Denklemi birinci mertebeden degisken katsayili lineer homojen olmayan fark
denklemidir. Denklemin genel ¢6ziimii (3.5) ve (3.6) yukarida verilmistir.

Bu konuyla ilgili asagidaki 6rnek verilebilir.

3.1.6.Ornek: f(n+)=(n+D)f(n)+2"(n+1!, f(@O0)=1 0<n

Birinci mertebeden lineer degisken katsayili homojen olmayan fark
denkleminin ¢6ziimii bulunmak istensin.

Cozlimii i¢in (3.1.3) nolu denklem kullanilir.

f,=1

a(i)=(>i+1) = f(n) :{ﬁa(i)} fﬁi{ﬁ a(i)}g(s)

g (S) =2 (3 +1)| i=ny s=ng Li=s+l

f(n) = {ﬁ(i +1)}1+ Zl: {ﬁ (i +1)}25(s +1)!

i=ng s=ny Li=s+1

n-1
f(n)=nk> ni2ze
s=0

f(n):n!(1+n§:25j

Buradan (2.1.20) 6zelliginden de,
2°-1

f(n)=n! 1+
-1t

f(n)=nl2"
sonucu elde edilir.
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3.1.7.Ornek: f(n+1)=2f(n)+3", f(l)=%

Birinci mertebeden lineer homojen olmayan fark denkleminin de ¢oézimi

bulunmak istensin. C6ziimii i¢in (3.1.8) nolu denklem kullanilir.

n-1
y(n) — (%j 2n—1 + z 2n—s—133

s=1

_ 2n—2 + 2n—1nzji(§js
- 2

s=1

=3"-52"2

sonucu bulunur.

3.1.8. Ornek: Bir hasta tarafindan dort saatte bir alinan bir ilag, m. saat

araliginda kan dolagimi sistemindeki miktar1 y, olsun. Hastanin viicudu ilacin

k oranini her bir aralik boyunca dolasim sisteminden ¢ekmektedir. Ilacin her

dort saatte bir alinan miktar: t ise limy, limitinin degeri ne olur?
m—o0

Cozlim icin problemin matematik modelini yazilmalidir. Matematik model,
Yo = @—K)y, +t dir. (3.1.10)
Hastanin viicudunda bulunan ila¢ miktar1 (m+1). zaman diliminde m. zaman

dilimindeki ilag miktarindan k katinin ¢ikarilmasi ve t yeni dozajinin
eklenmesiyle elde edilen denklem, sabit katsayili lineer fark denklemidir. Bu
denklemin ¢6ziimii i¢in (3.1.9) denklemi kullanilir,

t m t
Y ={YO _E}(l_k) +E

m-—co

limy, =% esitligi bulunur.
t=2cm?®, k = % olarak alinirsa (3.1.10) denklemi

Yo = Fg Vo +2, Yo =2
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limy, = . 2 =8cm?® bulunan bu sonug ilacin kandaki denge degeridir.

m—>w k %

llerleyen konularda bahsedilecek olan denge noktasi, ilacin kandaki miktarinin

nasil dengeye geldigi asagidaki cizelgede goriilebilir.
Cizelge 3.1.1. Kandaki ila¢ miktarinin dengeye gelmesi

|m 0O 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
y, 2 35 462 547 6.1 658 693 7.2 74 755 7.66
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4., IKINCi MERTEBEDEN LINEER FARK DENKLEMLERI
4.1. Ikinci Mertebeden Sabit Katsayili Lineer Homojen Fark Denklemleri

C,,C, € R keyfi sabitler ve ¢, # 0 olmak tizere,
y(n+2)+cy(n+1)+c,y(n)=0, (neN,) (4.1.1)
denklemi ikinci mertebeden sabit katsayili lineer homojen fark denklemidir.

(4.1.1) denkleminde y(n) = A" doniisiimii yapilirsa elde edilen yeni denklem
A2 +cA+c, =0 (4.1.2)
formatini alir. (4.1.2) denklemine (4.1.1) denkleminin karakteristik denklemi

denir ve denklemin ¢6ziimiinde elde edilen A, ve A, koklerine denklemin

karakteristik kokleri ad1 verilir.

(4.1.1) denkleminin genel ¢éziimi A, ve A, koklerine bagh olarak tg¢ farkl

durumda hesaplanir. Bunlar:

1. Durum: 4,4, R ve 4 # 4, olmak lizere, (4.1.1) denkleminin temel kiimesi
{/1“1,/1”2} dir ve (4.1.1) denkleminin genel ¢6ziimii
y(n)=c A +¢,4,, (c,,c, keyfi sabitler)

olarak bulunur. Burada y,(n) = 4" ve y,(n) =4, dir.

41.1. Ornek: y(n+2)-5y(n+1)+6y(n)=0 denkleminin genel ¢éziimii
bulunmak istensin.
Verilen denklemin Kkarakteristik denklemi A°-51+6=0 dir. Buna gére

karakteristik kokler 4 =2,4, =3 tiir. O halde denklemin genel ¢6ziimii c,¢c,
keyfi sabitler olmak lizere

y(n)=c2" +¢,3" dir.

2. Durum: 4,4, R ve 4 =4,=4 olmak ilizere (4.1.1) denkleminin temel

kiimesi {/1” : n/?,”} dir ve (4.1.1) denkleminin genel ¢o6ziimii
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y(n) =(c,+c,n)A", (c,,c, keyfi sabitler)

olarak bulunur. Burada y,(n) = A" ve y,(n) =nA" dir

4.1.2. Ornek: y(n+2)+2y(n+1)+y(n)=0 denkleminin genel ¢oziimii
bulunmak istensin.
Verilen denklemin karakteristik denklemi A°+21+1=0 dir. Buna gore

karakteristik kokler A4, =4, =-1 tir. O halde denklemin genel ¢6zimi c,,c,

keyfi sabitler olmak tizere

y(n) =(c, +c,n)(-1)" dir.

3.Durum: 4,4, €C , A =a+if ve L, =a—-if (o, R ve f+0) olmak lizere

(4.1.1) denkleminin genel ¢6zimu

r=ya’+p%, @ =arctan (ﬁj

a

ise ve bu denklemin temel kiimesi {r” cosné,r"sin né’} dir ve
y(n)=r"(c,cosnd+c,sinnd), (c,,c, keyfi sabitler)

veya

y(n) = Ar" cos(nd—B), (A ve B keyfi sabitler)
olarak bulunur. Burada y,(n)=r"cosnd ve y,(n)=r"sinn@ dir (Bereketoglu,

2012).

4.1.3. Ornek : y(n+2)+4y(n) =0 denkleminin genel ¢6ziimii bulunsun.

Verilen denklemin karakteristik denklemi A*+4 =0 dir. Buna gore karakteristik
kokler A, =-2i,4, =2i tir. r=2,4 =% olarak bulunur.

O halde denklemin genel ¢oziimii c,,C, keyfi sabitler olmak tizere

y(n)=2" (cl cos%n +C, sin%nj dir.
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4.1.4. Tanmm (Fibonacci Dizisi): y(n+2)—y(n+1)-y(n)=0, y(0)=1y(1)=1

baslangi¢c deger probleminin

i

¢ozlimiine Fibonacci Dizisi ve bu dizinin 1,1, 2,3,5,8,13, 21, 34,55,89,144, ...

elemanlarina Fibonacci sayilari denir.

4.1.5. Tamim (Lucas Dizisi): y(n+2)-y(n+1)-y(n)=0, y(0)=2y(1)=1

baslangi¢c deger probleminin

[ (5

2 2
¢O6ziimiine Lucas Dizisi ve bu dizinin 2,1,3,4,7,11,18,29,47,76,123,199,...

elemanlarina Lucas sayilari denir (Soykan vd, 2017).

4.2. ikinci Mertebeden Degisken Katsayili Lineer Homojen Fark Denklemi

N, <n igin tanmmmh c¢,(n),c,(n),c,(n) (Co(n) #0,c,(n) # 0) reel degerli
fonksiyonlar olmak tizere
C,(My(n+2)+c(n)y(n+1)+c,(n)y(n)=0,n, <n (4.2.1)
seklinde tanimlanan denkleme ikinci mertebeden degisken katsayili lineer
homojen fark denklemi denir. (4.2.1) fark denkleminin genel ¢ozliimiini
hesaplamak icin asagidaki yontemler kullanilacaktir. Bunlar:

Operatorlerin ¢arpanlara ayrilmasi

Bir ¢6ziimiin bilinmesi

(Kelley ve Peterson, 1991).
4.2.1. Operatorlerin Carpanlara Ayrilmasi

(4.2.1) denklemini E operatoriiyle asagidaki gibi yazilabilir,
G (ME*y(n) +¢,(n)Ey(n) +¢,(n)y(n) =0
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y()[ ¢, (ME? +¢,(NE +¢,(n) | =0

seklinde yazilabilir.

C,(N)E? +¢,(N)E +c,(n)

operatorii E ye gore carpanlarina ayrildiginda (4.2.1) denkleminin genel

¢o6zumu bulunur (Bereketoglu, 2012).

4.2.1.1. Ornek: y(n+2)—ny(n+1)—-2(n+1)y(n)=0 degisken katsayili lineer
fark denkleminin ¢6ziimii bulunmak istensin.

Verilen denklem E operatori yardimiyla

| E*—nE-2(n+1)|y(n)=0

seklinde yazilir ve ¢arpanlarina ayrildiginda

(E+2)(E—(n+1))y(n)=0 (4.2.1.1)
esitligi elde edilir.

(E—(n+1))y(n)=h(n)

y(n+1)—(n+1)y(n) =h(n)

olarak tanimlanacak olursa (4.2.1.1) denklemi

(E+2)h(n)=0
h(n+1)—2h(n)=0

(4.2.1.2)

esitligine indirgenmis olur. Elde edilen bu denklemin ¢6ztimi i¢in c, keyfi sabit
olmak tizere

h(n)=c,(-2)" (4.2.1.3)
esitligi yazilir. (4.2.1.3) denklemini (4.2.1.2) de yerine yazacak olursak
(E-(n+1))y(n)=c,(-2)"

y(n+D)—(n+1)y(n)=c,(-2)’

denklemleri elde edilir ve bu denklemler birinci dereceden homojen olmayan

denklemlerdir. (4.3) denklemi kullanilarak elde edilen denklemin genel ¢6ziimii

y(n) = [”Ha(i)} - Z{H a(i)}g(s)

i=ny s=ny Li=s+1

c, keyfi sabit olmak lizere
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_ {ﬁ (i +1)}c2 + le {ﬁ (i +1)}C1(—2)S

i=ng s=ny Li=s+1

— (ny+1).(n-1)nc, + 3" ((5+2).(n-1)n)ey (-2)’

s=n,

o2

s=n,

esitligi bulunur. Buna gore n, = Oalinirsa soruda verilen denklemin genel

¢Ozumu

-1 (-2)°
y(n)=nlc, + cln!s_zn‘; [((S +1)J
seklindedir.

4.2.2. Bir Coziimiun Bilinmesi

(4.2.1) denkleminin asikdr olmayan bir ¢6ziiminiin bilinmesi durumunda bu
coziimden bagimsiz olabilecek ikinci ¢6ziim bulunabilir. Ayrica bu yonteme
ikinci dereceden degisken katsayili lineer homojen denklemleri icin mertebeyi

indirgeme (diisiirme) yontemi de denir.

4.2.2.1. Lemma: y,(n) (4.2.1) denkleminin asikar olmayan bir ¢6ziimii ve y,(n)
de bu denkleminin diger bir ¢6ziimii olsun. W(n) bu ¢oziimlerin Casoratyan:

olmak lizere

W (n+1) =(%]W(n),(co(n) #0,c,(n) #0) (4.2.2.1)
esitliginden,
A Y2(N) _ Yi(MAY,(n) -y, (n)Ay, (n)
y:(n) Y. (N)y,(n+1)
___ w(n)
y;:(n)y,(n+1)

elde edilen denklemin her iki tarafina da A™ uygulanirsa;

_ S W(s)
Y,(n) = yl(n)g;, S O6D (4.2.2.2)
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esitligi elde edilir (Bereketoglu, 2012).

4.2.2.2, Teorem: Yy,(n) (4.2.1) denkleminin asikar olmayan bir ¢6ziimi ve
y,(n)#0 olsun. n, <n igin c,(n) #0,c,(n) #0 olmak tizere, (4.2.2.2) denklemi
(4.2.1) denkleminin diger bagimsiz bir ¢6zimiini gosterir. (4.2.2.2)
denkleminde bulunan W(s) (4.2.2.1) denkleminin asikar olmayan bir

cozumiudir. Bu teoreme ikinci basamaktan degisken katsayili lineer homojen
fark denklemlerinin genel ¢6zlimiinii bulmak icin kullanilan basamagin

indirgenmesi olarak da bilinir (Bereketoglu, 2012).

4.2.2.3. Ornek: y(n+2)-y(n+1) —n—12 y(n)=0, y,(n)=n+2
+

denklemi veriliyor. Denklemin lineer bagimsiz ikinci ¢6ziimii ve genel ¢oziimi

bulunmak istensin.

(4.2.2.1) denkleminden asagidaki denklem elde edilir

W(n+1) = (—ﬁjW(n)

Bu denklem de

&
W=,

Yo(n) =(n+ Z)Z

seklinde bir ¢dzlime sahiptir. (4.2.2.2) denkleminden

(&)
3 (s+2)(s+3)(s+1)!

_15
_(n+2)z(i+)3)I

esitligi elde edilir. Verilen denklemin genel ¢6ziimu asagidaki gibi yazilir

-1)° -
3)| c,,C, keyfi sabitler).
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4.3. Ikinci Mertebeden Degisken Katsayili Lineer Homojen Olmayan Fark

Denklemleri

c,(n),c,(n) fonksiyonlart1 neN;i¢in tanimh reel degerli fonksiyonlar ve
C,(n) # 0 olmak tizere,
y(n+2)+c (n)y(n+1)+c,(n)y(n)=g(n), (neNy) (4.3.1)

denklemi ikinci mertebeden degisken katsayili lineer homojen olmayan fark
denklemidir. (4.3.1) denklemine karsilik gelen homojen fark denklemi

y(n+2)+c,(n)y(n+1)+c,(n)y(n) =0 (4.3.2)

seklindedir.

(4.3.1) denkleminin bir 6zel ¢oziimiini bulmak i¢in parametrelerin degisim

yontemi metodu verilecektir. Burada g(n) fonksiyonu keyfi bir fonksiyondur ve

bir 6zel ¢6ziim bulmak icin bu yonteme en genel yontemdir denilebilir.

4.3.1. Teorem (Parametrelerin Degisimi): c, ve c, keyfi sabitler ve (4.3.2)
denklemin iki lineer bagimsiz ¢o6ziimi Yy, ve Yy, olmak tizere (4.3.2) denkleminin
genel ¢ozlimii

Y, (n)=cy,(n)+c,y,(n), (neN,) (4.3.3)
olsun. O halde (4.3.1) denkleminin bir 6zel ¢6ziimii

u (n) — Z g(k)yz(k+1)

s Wik+1) (4.3.4)
icin
Yo (M) =uy(n)y,(n) +u,(n)y,(n), (neN,) (4.3.5)

dir ve W (n), y, ve y,nin Casoratyanidir (Soykan vd, 2017).

4.3.2. Ornek: y(n+2)-y(n+1)— 1 y(n) = 1 denkleminin genel ¢o6ziimiinii
n+2 n+3

ve bir 6zel ¢o6zlimi parametrelerin degisim yontemi ile bulunsun.
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Verilen denkleme karsilik gelen homojen denklem
1
y(n+2)-y(n+)-——>y(n)=0
n+2

dir. Ornek 4.2.2.3 den bu homojen denklemin lineer bagimsiz iki ¢éziimiiniin

1)

y,(nN)=n+2 ve y,(n)= (n+2)z (+3)!

ve genel ¢oziimiiniin

°

y(n) = c(n+2)+c(n+2)z( Y

g , (c,,c, keyfi sabitler)

oldugunu biliyoruz. Teorem (4.3.1) de verilen (4.3.4) denklemini kullanarak bu

genel denklemin 6zel ¢6ziimii bulunabilir:

n+3 (n+3) v
W (nsg)= | 2O0+D (D] = (s+3)!
,(n+2) y,(n+2)| nea (ned) Z §+§)|
n+l (_1)5 n (_l)s
(n+3) n+4 (s 0(S+3)l 32(5+3)|j
y (_1)n+1
—(n+3)(n+4)(—(n+4)!
~ (_1)n+1
(n+2)!
sonucundan

s g(k)y, (k+1)
()=~ § W (K +1)

& 1 (k+2)! (-1)°
{ X 3>J

k0k+3( )

nl(k+2 (n (_1)5 J

“1 ~ (s+3)!

kO

gy, (k +1)
() = kz(; W (k+1)
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bulunur, o halde verilen denklemin 6zel ¢6ziimi

Yo (n) = ul(n) Y1 (n) +Uu, (I'I) Y, (n)

([ wm(k+2)( e (D) S ( 0]
yo(n)_[ kz(;( k+1( (S+3)J] +[k_0 k+1J(n+2)Z(S +3)!

sonucu elde edilir.
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5. k. MERTEBEDEN LINEER FARK DENKLEMLERI

¢,(n),c,(n),...¢(n) , ny<n igin tamml reel degerli fonksiyonlar ve c,(n)=0olmak
uzere

y(n+k)+c,(n)y(n+k-1)+...+c,(n)y(n)=g(n),(ne N,) (5.1)
denklemi k. mertebeden lineer fark denkleminin en genel formudur. Denklemde
verilen g(n) bir dizi belirtir. Eger (5.1) denklemindeg(n)=0 ise
y(n+k)+c,(n)y(n+k-1)+...+¢,(n)y(n) =0, (neNy) (5.2)

denklemine k. mertebeden lineer homojen fark denklemi denir.
5.1. Sabit Katsayil1 Lineer Homojen Fark Denklemi

(5.1) denkleminde bulunan reel degerli fonksiyonlar

¢, (n)=c,c,(n)=c,,...c (n)=c, reelsabiler olup, c, #0olmak iizere
y(n+k)+cy(n+k-D+...+c,y(n)=0, (neN,) (5.1.1)

denklemine k. mertebeden sabit katsayili lineer homojen fark denklemi denir.

ikinci basamaktan sabit katsayil lineer homojen fark denklemlerinde oldugu

gibi (5.1.1) denkleminin y(n)=A" formunda bir ¢6ziim aranir. (5.1.1)

denkleminde y(n)=A" (1 #0)déniisimii yapilirsa elde edilen yeni denklem

A e A™ T L+ A" =0 (5.1.2)
esitliginden de
A+ A4+, =0 (5.1.3)

denklemi bulunur. (5.1.3) denklemine (5.1.1) denkleminin karakteristik

denklemi denir ve denklemin ¢ozliimiinde elde edilen 4, 4,,...,4, koklerine bu

denklemin karakteristik kokleri ad1 verilir (Bereketoglu, 2012).

5.1.1. Teorem: Sabit reel katsayili k. mertebeden homojen (5.1.3) fark

denklemi daima k tane reel lineer bagimsiz y,,V,,...,y, ¢oziimine sahiptir. Bu

cozumler (5.1.3) karakteristik denklemi elde edilir.
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(5.1.1) denkleminin ¢oziimleri karakteristik koklere bagl olarak hesaplanir ve

asagida verilen durumlarin incelenmesi yeterlidir.

1. Durum: (5.1.3) denkleminin k tane 4, 4,,..., 4, reel kokii var ve birbirinden
farkl ise {2”1,2,"2,...,2,"k} kiimesi (5.1.2) denkleminin bir temel kiimesidir ve

(5.1.3) in genel ¢6ziimii C;,C,,...,C, keyfi sabitler olmak lizere

k

y(n):Zciﬂ,I”

i=1

seklindedir. Buradaki y, (n)=4,y,(n)=4;,..., ¥, (n)= 4 denklemin kokleridir.

2. Durum: (5.1.3) denkleminin k tane 4, 4,,...,4, reel karakteristik kokleri var

ve sirast ile r,r,,..r, kath olsun. Burada Zri =mdir. Buna gore (5.1.2)

i1
denklemi E operatorii yardimiyla
(E-4) (E-4,)"..(E-4 )" y(n)=0 (5.1.4)
seklinde yazilabilir. Vi [1k]i¢in
(E-4)"y(n)=0 (5.1.5)
denkleminin bir temel kiimesi
A ={A",n2",n*2",.. N
seklindedir. (5.1.5) denkleminin genel ¢6zimi C,C;,Cy,,....C, ; keyfi sabitler
olmak tizere

y(n)=4" (ciO +c,n+c,n’ +...+c.ri_1n“’1)

k
dir. Bu durumda (5.1.4) ve (5.1.5) denklemlerinin bir temel kiimesi A:UAi

i=1
olarak yazilabilir ve (5.1.1) denkleminin genel ¢ozimi Vie[l,k] icin

C:Cys G- G 4 Keyfi sabitler olmak tizere
Kk , .
n r—
y(n)=> 4 (ci0+ciln+ci2n .4 G, 4N )
i=1

dir.
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3.Durum: (5.1.3) karakteristik denklemin bir 4, = +if kompleks kokii s, kati
olsun. Katsayilar reel oldugu i¢in 4, =2_1=a+iﬂ de diger bir kokudir ve
buradan 2s, <k esitsizligi bulunur. Dolayisiyla (5.1.2) denkleminin 2s, tane reel
lineer bagimsiz y,, y,,..., ¥, ¢oziimleri

r"cosnd, r"sinnd,nr" cosnd,nr"sinnd,...,.n>r" cosnd,n>r"sinn@ seklindedir.

y fonksiyonunun diger ¢oziimleri Y, , Y, .1, Yos.pr-- Yy §0zUmleri 1.durum ve

2.durum goz oniine alinarak benzer sekilde bulunur. Béylece (5.1.2) nin genel

¢ozumi C,,C,,...,C, Kkeyfi sabitler olmak tizere

()= Y0, (0

olarak bulunur.
5.2. Sabit Katsayil1 Lineer Homojen Olmayan Fark Denklemleri

C,,C,,...,C, reel sabiler olup, ¢, # 0 olmak tzere

y(n+k)+c,y(n+k-1)+...+c.y(n)=g(n), (neN,) (5.2.1)

denklemine k. mertebeden sabit katsayili lineer homojen olmayan fark denklemi
ele alinacaktir. Bu denklemin bir 6zel ¢6ziimiinii bulmak i¢in 6nce belirsiz

katsayilar yontemi, devaminda operator yontemi verilecektir.
5.2.1. Belirsiz Katsayilar Yontemi

Belirsiz katsayilar yontemini dort adimda anlatilabilir:
1. (5.2.1) denklemine karsilik gelen homojen
y(n+k)+cy(n+k-1+...+c,y(n)=0 (5.2.1.1)

denklemin y, =ay, +a,y, +...+3a,Y, genel ¢oziimu bulunur. Burada v,, Y,,..., ¥,

(5.2.1.1) nin lineer bagimsiz ¢oziimleridir.

2. Y. Yy Yyve ¢ fonksiyonlarinin lineer bagimsizhigr arastirilir (bu

fonksiyonlarin ya Casoratyani hesaplanarak bakilabilir ya da bazen
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direkt olarak goriilebilir). Eger bu fonksiyonlar lineer bagimh ise bu

yontem uygulanmaz.
3. (5.2.1) denklemindeki g(n) fonksiyonlariin belli durumlari i¢cin 6zel
¢oziim olabilecek aday ¢6ziimler y,(n) ¢oziimleri olusturulur. Aday

cozimler ile genel c¢oziimlerdeki terimler karsilastirlir; varsa
benzerliklerin yok edilmesi i¢in aday ¢éziimler n nin en kii¢giik kuvvetleri
ile carpilir. Boylece aranan 6zel ¢6ziim formu kesinlestirilmis olur.

4. Belirlenen 06zel ¢6zim yo(n) (5.2.1.1) homojen denkleminde yerine

konularak katsayilar belirlenir (Soykan vd, 2017).

Cizelge 5.2.3. Belirsiz Katsayilar Yontemi

g(n) Yo (N)
a" Aa"
n A +An+An*+..+An
Derecesi k olan bir p(n) A +An+An*+.+An
polinomu
n‘a" (A +AN+AN +..+ An‘)a"
p(n)a" (A +AN+AN +..+AN")a"
sinbn ya da cosbhn Asinbn+ Bcosbn
a"sinbn ya da a" coshn (Asinbn+Bcosbn)a"
n“a"sinbn ya da n*a" cosbn (A +AN+AN + .+ AnF)a sinbn+
(A + AN+ AN +...+ An)a" coshn

5.2.2. L(E) Operatér Yontemi

k. mertebeden sabit katsayili lineer homojen olmayan (5.2.1) denklemi E

operatorii cinsinden
L(E)y(n)=g(n) (5.2.2.1)
seklinde yazilabilir. Burada L(E) operatorii

L(E)=E"+cE“ +..+¢, (5.2.2.2)
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ile tanimhdir. Buradan (5.2.2.2) in ya da (5.2.1) in bir o06zel ¢6zimi

L*(E)= L(lE) olmak iizere

Yo(n)=L"(E)g(n) (5.2.2.3)
dir. Belli g(n)durumlari igin (5.2.2.3) denklemindeki L™ (E) nin fonksiyonlara

nasil uygulanabilecegi asagidaki teoremde verilecektir (Soykan vd, 2017).

5.2.2.1. Teorem: L(a)#0 olmak iizere,

1 ., a"

L(E)" "L

dir (Bereketoglu, 2012).

5.2.2.2. Teorem: n ye bagh bir F(n) fonksiyonu i¢in

a1

ﬁa”F(n):a L(aE)F(n)

dir (Bereketoglu, 2012).

5.2.2.3. Teorem: L(a)=0 olsun. ¢(a)=0 olmak iizere L(E)=(E-a)" ¢(E)

ise bu durumda

n-m.m

1 ., a™n

5.2.2.4. Teorem:

a"sin(an+p)=

L(E) T (—ccos(an+ B)+rsin(an+ B))

ve
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ﬁa” cos(an+ﬂ)=rza—jLCz(rcos(an+ﬂ)+csin(an+ﬂ))
dir. Burada
k
r=>a._;a cos(aj) ve c= Zak ;a’sin(aj)

j=0 j=0

dir.

Ispat: ilk 6nce

a" (—ccos(an)+rsin(an))

I_(E)a”sin(om): o
) a"cos(an) = a (rcos(azn)+zcsm(an)) oldugu gosterilsin.
L(E) r‘+c

L(E)=a,E“+aE""+..+a, ve a,=1dir. 4, €R olmak iizere

1 +ia)n . .
—)(e(” ) ) alinarak verilenler ispatlansin

L(E
1 LA 1 y 1 (e(wia)“ .
ﬁ(e(% ) )ZW(e(” ) ): ‘L<e(ﬂ+m)n)2 L(e(“””’)”) dir. Payda

L(e(yﬂa ) Zak ;&1 (cos(aj)+isin(aj) )=Zk:ak7je“j cos(aj)JriZk:akfje“j sin(aj)

j=0 j=0 j=0
polinomunun mutlak degerinin karesidir ve a =e* degisken degisimi

uygulanirsa
- ) K 4 2 K . 2
‘L(e(’”"”)) :(Zak_ja‘cos(aj)J +(Zak_jajsin(aj)J
i=0 j=0
elde edilir.

K K
r=>a_a“ cos(aj),c=> a_,a’sin(aj)
i=0

j=0

olarak yazilirsa

. 2
‘L(e(”*'“)) =r2+¢?
olur. Pay
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(e(#ﬂa)n) o _ - N - o ) _
W —e"e™ Y a,_ "' (cos(aj)—isin(aj))=e""e™ > a,_;cos(aj)+iy_a,_ e sin(aj)

j=0 j=0 j=0

=a"(cosan+isinan) LZak ;a cos(aj) |Zak a’ sm(aj)J

j=0

[cosanZak al cos(aj)+|smanZak al sm(aj)j

j=0

+ia [—cosanZak al sm(aj)+s|nanZak a’ cos(aj)j

j=0
ra cosan+ca sman) ( —ca" cosan+ra”sinan)

dir. Buna gore

1 ansin(an):ImL(e(/ﬁia)n):an(—CCOS(CZXn)-:rSin(an))
L(E) L(E) r’+c
1 a”cos(an):ReL(e(W‘“)”):a”(rcos(azn)JrZCSin(an))
L(E) L(E) r’+c
elde edilir.
sin(an+ f)=sinancos S +cosansin
ve

cos(an+ ) =cosancos f—sinansin

ozdeslikleri kullanilarak

a"sin(an+p)=

(a“ sinancos #+a" cosansin ,6’)

1
L(E)

=Ccos 3

1
L(E)

(a"sinan)+sin (a"cosan)

1 1
L(E) L(E)

05 5 a"(-ccos(an)+rsin (an))} vsin ﬁ[a” (rcos(an)+csin(an))

r’+c? r2 42

n

= rzicz (—ccos,b’cos(an)+rcosﬂsin(an)+ rsin #cos(an)+csin Asin (an))
a" .
=T (—ccos Beos(an+ B)+rsin(an+ B))

a"cos(an+f) =

(a" cosancos g +a"sinansin 3)

1 1
L(E) L(E)
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1
L(E) L(E)

a"(rcos(an)+csin (Om))J—sin ﬂ[a” (~ccos(an)+rsin(an))

r’+c? r’ +c?

=cos (a"cosan)-sin B (a"sinan)

=C0S

n

= rzicz (rcosﬂcos(an)— rsin Asin(an)+ccos Bsin (om)+csinﬁcos(an))

n

a -
-7 (rcos Bcos(an+ B)+csin(an+ B))

elde edilir (Soykan vd, 2017).
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6. LINEER OLMAYAN SKALER FARK DENKLEMLERI

Tezimizin bu boéllimiinde bazi lineer olmayan skaler fark denklemleri ve

cozimleri incelenmistir.
6.1. Otonom Denklemler

y:R — R olmak lizere

y(n+1) =h(y(n)), n,<n (6.1.1)
denklemine otonom denklem denir. (6.1.1) denkleminin

y(No) = Yo

baslangi¢ kosulunu saglayan ¢6ziimii

y(n)=h""(y,), np<n

olarak bulunur ve

h®(¥o) = ¥

h*(y,) = h(y,)
h?(y,) =h(h(y,))
h(y,) =h(h(h(y,)))

esitlikleri yazilabilir.

6.1.1. Ornek: y(n+1)=,/y(n), y(0)=y, problemi incelenmek istensin.

Denklemde n yerine sirasiyla 0,1,2,...,(n—1) alindiginda

y® =y(0)=/y,
¥(2) = YO =y\¥o

Y@ = Y@ =\\\¥e
y(n):m:«/...«/\/\/j:(yo);, 0<n

esitlikleri elde edilir.
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6.2. Otonom Olmayan Denklemler

y:R—>R ve g:NxR — R olmak lizere

y(n+)=g(n,y(n), n,<n (6.2.1)

denklemine otonom olmayan denklem denir. (6.2.1) denkleminin bazi 6zel

durumlari asagida incelenmistir(Soykan vd, 2017).

6.2.1. Homojen Riccati Fark Denklemleri

y(n+1)y(n)+p(n)y(n+1)+q(n)y(n)=0 (6.2.1.1)

denklemi homojen Riccati fark denklemidir. (6.2.1.1) denkleminin genel

¢O6zimini bulmak igin y(n) = % doniistimii yapilir ve bu doniisiim sonrasi
Z(n
elde edilen yeni denklem
1 1

——+p(n)

z(n+1) z(n)

1 —
z(n+1)+q(n)m_0

veya
q(n)z(n+1)+p(n)z(n)+1=0 (6.2.1.2)

dir ve bu (6.2.1.2) denklemi birinci mertebeden bir lineer fark denklemidir.

6.2.1.1. Ornek: y(n+1)y(n)+4y(n+1)+4y(n)=0

Verilen Riccati fark denkleminin genel ¢6ziimi bulunmak istensin.

Bu denkleme y(n)= L doéniisiimii uygulandiginda

z(n)
1 1 1 1
z(n+1) z(n)+4z(n+1)+4z(n)

4z(n+1)+4z(n)+1=0

=0

birinci mertebeden lineer fark denklemi bulunur. Bu denklemin homojen

denklemi

4z(n+1)+4z(n)=0 (6.2.1.3)

51



olup bu denkleme karsilik gelen karakteristik denklem 44+4=0 dir ve
karakteristik kokii de A =-1 olarak bulunur. (6.2.1.3) homojen denkleminin

genel ¢oziimii ¢ keyfi sabit olmak iizere z,(n)=c(-1)" olarak bulunur ve

(6.2.1.3) denkleminin bir 6zel ¢ozimii de ¢ sabit olmak iizere z,(n)=c

formunda olup denklemde yerine yazildiginda
4c+4c+1=0=>c :—% dir.
O halde verilen denklemin genel ¢6ztiimii

z(n)=c,(-1)" —%, (c,keyfi sabit) olmak iizere

y(n)= = ! 1 olarak bulunur.

6.2.2. Homojen Olmayan Riccati Fark Denklemleri

y(n+1)y(n)+p(n)y(n+1)+q(n)y(n)=g(n) (6.2.2.1)
denklemi homojen olmayan Riccati fark denklemidir. (6.2.2.1) denkleminin genel
z(n+1)

¢oziimiinii bulmak igin y(n)= — p(n) déniisimii yapilir ve bu déniisim

z(n)

sonrasl elde edilen yeni denklem

B 528 e 2 s
veya
z(n+2)+[q(n)-p(n+1)]z(n+1)-[g(n)+a(n)p(n)]z(n)=0 (6.2.2.2)

dir ve bu (6.2.2.2) denklemi ikinci mertebeden bir lineer fark denklemidir.

6.2.2.1. Ornek: y(n+1)y(n)+2y(n+1)+4y(n)=—9

homojen olmayan Riccati fark denklemini ¢6zebilmek icin

z(n+1) e y
y(n)= W — 2 déniisiimiinii yapildiginda
z(n+2)+2z(n+1)+z(n)=0 (6.2.2.3)
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ikinci dereceden lineer fark denklemi elde edilir. Bu denkleme karsilik gelen

karakteristik denklem A°+21+1=0 dir ve karakteristik kokii de 4, =1, =—

olarak bulunur. (6.2.2.3) homojen denkleminin genel ¢6ziimii ¢, ve c,keyfi sabit

olmak iizere z,(n)=(c, +c,n)(-1)" olarak bulunur. O halde verilen denklemin

genel ¢oziimi

i _z(n+1) :(c1+cz(n+1))(—1)”+l_ _ 1 o vane
y(n)= 2= ST oo o v

6.2.3. Genel Riccati Fark Denklemleri

a(n)d(n)—b(n)c(n)=0ve n, <n igin ¢(n)#0 olmak iizere

y(n+1)= a(m)y(n)+hin) (6.2.3.1)
c(n)y(n)+d(n)

denklemine genel Riccati fark denklemi denir. Bu denklemde

e z(n+1) _d(n)
= C ) (o)
veya

z(n+1)

c(n)y(n)+d(n)= 2()

dontiisiimii yapilarak (6.2.3.1) fark denklemi
aln z(n+1) d(n) .
((n+2)  d(nrn) )[ c(n)z(n) c(n)l o)
c(n+1)z(n+1) c(n+1) c(n (n+1) d(n)
s agm 90
seklini alir, bulunan bu ifade diizenlenecek olursa

z(n+2)+{—d (n +1)—%]2(n+1)+[%—b(n)c(n +1)]z(n):0 (6.2.3.2)

formuna doéntsir.

p(n):—d(n+1)——a(n)ctz$+l)
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olarak alinirsa (6.2.3.2) denklemi
z(n+2)+p(n)z(n+1)+q(n)z(n)=0
seklinde yazilabilir ve bu denklem ikinci mertebeden lineer bir fark

denklemidir.

6.2.3.1. Ornek: y(n+1) —% denklemi ¢oziilmek istensin.

a(n)=-3,b(n)=-13,c(n)=1,d(n)=3 olup

a(n)d(n)-b(n)c(n)=4=0dir. O halde y(n)= -3 donisimi

uygulandiginda

z(n+2)++4z(n):0
ikinci mertebeden lineer denklem elde edilir. Bu denklemin karakteristik

denklemi A*+4 =0 olup karakteristik kékleri de A=F2i bulunur. r=2,6 =%
dir ve denklemin genel ¢6ziimii asagidaki gibidir.
n T n .- T . .
z,(n)=c2 COS(E nj+c22 SIn(E n), (c, ve ¢, keyfi sabit)
0 halde verilen denklemin ¢6ztiimi
c, 2™ cos( ) (n +1))+c 20 sm(z(n +1)j
y(n)= 3=
" ol G )rezan(3o)
c,2"'cos| —n |+c,2"sin| —n
2 2
[c cos( (n+1)J+c sm( (n+1)ﬂ
-3
T
C cos(2 nl+c sm( j
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6.3. Homojen Fark Denklemleri

k:R—R bir fonksiyon ve n, <n olmak iizere

k(yg?:)l)) -0 (6.3.1)

denklemine homojen fark denklemi denir ve bu denklemi lineerlestirmek i¢in

S (1) y(n+1)
(n) V) (6.3.2)

dontsumii (degisken degistirmesi) uygulanir (Soykan vd, 2017).

6.3.1. Ornek: y*(n+1)—(4+7")y(n+1)y(n)+4.7"y*(n)=0

fark denklemi ¢6ziilmek istensin.

Verilen fark denklemi

{%T —(4+7"){%}4.7” =0

y(n+1)

y(n)

seklinde yazilabilir ve bu denkleme z(n) = déniisiimii uygulanirsa

2% (n)—(4+7")z(n)+4.7" =0

ve

(2(n)-4)(z(n)-7")=0 denkleminin kékleri z(n)=4 ve z(n)=7"olarak
bulunur. O halde

y(n+1)=4y(n) ve y(n+1)=7"y(n) fark denklemleri ortaya ¢ikar. Bu

denklemlerin ¢éziimleri sirasiyla

n-1
y(n)=c4"ve y(n)=c,]]7", (¢, ve c, keyfi sabit) (6.3.3)

k=0

dir. Boylece verilen denklemin biitlin ¢éziimleri (6.3.3) seklindedir.
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6.4. Logaritmik Doniisiimle Coziilebilen Fark Denklemleri

vn, <nigin 0<g(n) ve &, ..., €R olmak iizere

y* (n+k)y” (n+k-1)..y** (n)=g(n) (6.4.1)
denklemi icin
z(n)=Iny(n) (6.4.2)

donlsimii uygulanirsa, sabit katsayili lineer homojen olmayan
az(n+k)+a,z(n+k-1)+...+¢_z(n)=Ing(n) (6.4.3)

denklemi elde edilir.

6.4.1. Ornek: y(n+2)y®(n)=y°(n+1) e +25% fark denkleminin genel ¢céziimii

bulunmak istensin.

Verilen denklemin logaritmasi alindiginda
Iny(n+2)-6Iny(n+1)+8Iny(n)=3n*+2-53"

denklemi elde edilir ve z(n)=Iny(n) déniisiimi uygulandiginda
z(n+2)-6z(n+1)+8z(n)=3n*+2-5.3" (6.4.4)
elde edilir. (6.4.4) denklemin Kkarakteristik denklemi A°-61+8=0 ve
karakteristik kokleri 4, =2 ve A, =4 dir ve ¢, ve ¢, keyfi sabit olmak tizere
genel ¢coziimi

z,,(n)=c,2" +c,4" dir.

(6.4.4) denklemin 6zel ¢6ztimiini bulmak i¢in de

Zs(n)=An’+An+A +A3"

aday ozel ¢oziimii ele alinabilir.

Zs(N+2)—62, (nN+1)+8z,(n) =

= A(n+2) Ay (1+2) + A+ AT -6 A (1) + Ay (n+1)+ A+ AZ"Y |18 AT+ AN+ A+ AT ]
—3AN%+(-8A +3A)n—2A —4A, +3A A3’

3n?+2-5.3" =3An® +(-8A +3A )n—2A —4A, +3A —A 3"

esitliginden
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A=1A =80 A=47 A =5

sonuclar1 bulunur. (6.4.4) denkleminin 6zel ¢6ztimi
Zs(n)=n? +%n+4%+5.3”

olup bu denklemin genel ¢6ziimii

z(n)=c2"+¢,4" +n’ +%n+4%+5.3”

dir. Buna gore verilen denklemin genel ¢6ziimii olarak

y(n)= eXp(Clzn +c,4"+n* + % n +4%+5.3”) elde edilir.

6.4.2. Ornek: y(n+2)y*(n)=y*(n+1), y(1)=1y(2)=2

Baslangi¢ kosullarini saglayan fark denkleminin ¢6ziimii bulunmak istensin.

Verilen denklemin logaritmasi alindiginda

Iny(n+2)-3Iny(n+1)+2Iny(n)=0

denklemi elde edilir ve z(n)=Iny(n) déniisiimi uygulandiginda
z(n+2)-3z(n+1)+2z(n)=0, z(1)=0,z(2)=In2 (6.4.5)
elde edilir. (6.4.5) denklemin karakteristik denklemi A°-31+2=0 ve
karakteristik kokleri 4 =1 ve 4,=2 dir ve ¢, ve c, keyfi sabit olmak tizere
genel ¢cozimiu

z,,(n)=c, +c,2"dir.

(6.4.5) denklemindeki baslangi¢ kosullari uygulandigi zaman

c,=-In2c, :%InZOIup

2, (n)=In2(-1+20")
esitligi bulunur. O halde

Iny(n)=1In2(-1+2"")

In 2(71+2(”*1))

y(n)=e

y(n)=2

sonucu ¢ikar.

(—1+2(”’1))
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7. KARARLILIK
7.1. Birinci Mertebeden Fark Denklemlerinin Kararhliklari

Denge noktasi fikri fiziksel sistemin dinamiklerinin merkez ¢alismasin
olusturmaktadir. Biyolojide, fizikte, miihendislikte, ekonomideki gibi bircok
uygulamalarda istenilen ¢oziimler verilen sistemlerin denge noktasiyla ilgilidir.
Bu bilimciler ve miihendisler icin biiyiik 6nem tasiyan kararhilik teorisi

calismasinin temelini olusturur (Elaydi, 2000).

Fark denklemleri popililasyon modellemeleri seklinde de tanimlanabilir.
Ornegin, popiilasyon modellerinde bir nesil kendinden dnceki nesil cinsinden de
yazilmak istenildiginde

y(n+1) = f(y(n)), n=0,12,... (7.1.1)
birinci mertebeden fark denklemi seklinde yazilabilir. Burada y(n+1),

y(n) fonksiyonunun n. neslidir.

Bir baska ac¢idan incelendiginde herhangi bir X, noktasindan baslayarak bir

Xor T (%), T(F(X)), T(F(F(X))),--

dizisi olusturulabilir. Burada

f2(x,) = F(F (%)), F3(%,) = F(f(f(X))),... dizisi olusturulabilir.

Burada f(x,), f nin X, noktasinda birinci iterasyonu; f?(x,), f nin X,
noktasinda ikinci iterasyonu ve iterasyon boyle devam edilerek f"(x,), f nin
X, noktasinda n. iterasyonunu gésterir. f°(X,) =X, olmak iizere tiim pozitif
{f”(xo) :0< n} iterasyonlar kiimesi, X, noktasinda pozitif ydériinge(positive
orbit) olarak isimlendirilir ve O(x,)olarak gosterilir. Bu iterasyon siireci de

ayrik dinamik sistemlerin(discrete dynamical system) bir érnegidir.

7.1.1.Tamim (Denge Noktas1): Bir X noktas1 f fonksiyonunun tanim
bolgesinde ve
f(x)=x"
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esitligini sagliyorsa bu x  noktasi (7.1.1)

(equilibrium point) denir.

Baska bir ifade ile X noktasi fonksiyonun
y(0)=x
y)=f(y®))=x
y(2) = f(y()=f(x)

*

X

sabit noktas1 oldugu gortilir.

denkleminin denge noktasi

Denge noktasini koordinat diizleminde gosterilmek istenirse f fonksiyonun

grafigi ile y=x birinci aglortay dogrusunun

2000).

kesistigi X noktasidir (Elaydi,

Ornegin, y(n+1) = y*(n) denklemi ii¢ denge noktasina sahiptir.

f(x)=x

fxX)=x = x=x°

esitligini saglayan X degerleri {—1,0,1} denklemin denge noktalaridir, bu

noktalar koordinat diizleminde asagida gosterilmistir.

Sekil 7.1.1. f(x)=x* fonksiyonu

n denge noktalar

Fark denklemlerinin ¢6ziimii her zaman denge noktasi olmayabilir. Birka¢ sonlu

iterasyon sonucunda ¢6ziim denge noktasina

ulasabilir, baska bir ifade ile

denklem sonlu zaman i¢inde denge durumuna ulasabilir.
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7.1.2. Tanim: X, f nin tanim kiimesinde bir nokta olmak tlizere
frex)=x vef ' (x)=x
olacak sekilde bir reZ" ve (7.1.1) denkleminin X  denge noktasi varsa, X e

nihai denge noktasi (eventually equilibrium (fixed) point) denir.

7.1.3. Tanim : (a) Eger V& >0 ve VO<n degerleri i¢in

‘XO — x*‘ <& olacak sekilde

(%) — X*‘ < & esitsizligini saglayan 36 >0 varsa,

(7.1.1) denkleminin X~ denge noktasi kararlidir (stable) denir (Sekil 7.1.2).

Kararli olmayan denge noktasina kararsizdir (unstable) denir (Sekil 7.1.3).

x({n)
A

o A e
o A W4

x- &

Sekil 7.1.2. (Elaydi, 2000) x* denge noktas1 kararh

x(n)
&

X4e

AN
RN RN

[ | [ |
01 3 4 5 6 7 8 9 10

Sekil 7.1.3 (Elaydi, 2000) x" denge noktasi kararsiz
(b) ‘X(O) - x*‘ <n iken limx(n) = X" saglayan bir 0 <7 sayisi varsa, X noktasina

cekicidir(attracting) denir.
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Eger n=c ise X noktasina global cekicidir(global attractor or globally

attracting) denir.

(c) X noktas: kararh ve cekici ise, bu noktaya asimtotik kararli denge noktast
(asymptotically stable equilibrium point) denir.

x(n)
A

X+

“( lxﬂ—h—\.___.“‘.
x?[D] ./f‘r,.——‘—""'_’.

X-m

Sekil 7.1.4. (Elaydi, 2000) x denge noktasi asimtotik kararh

Eger n=o ise X noktasina global asimtotik kararlidir(globally asymptotically
stable) denir.

4 Xn)

x,{0)

Sekil 7.1.5. (Elaydi, 2000) x" denge noktasi global asimtotik kararh

7.1.4. Teorem: X noktasi, y(n+1) = f(y(n)) fark denkleminin denge noktasi ve

f bu noktada siirekli tlirevlenebilir olsun. Buna gore,

i. ‘f (X*)‘ <1 ise X" noktasi asimtotik kararlidir(asymptotically stable).
ii. l<‘f (X*)‘ ise X" noktas1 kararsizdir(unstable).
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ispat: (i) ‘f'(x*)‘<A<l oldugunu kabul edelim. O zaman VxeK icin

‘f'(x* )‘ <A <1 olacak sekilde x" noktasini bulunduran bir K =(X —a,X +a)

aralig1 vardir.

x(0) e K icin

= (x(0))= 1 (x)
Ortalama deger teoreminden

£ (x(0)= (x')| =|f @] [x(0) x|

olacak sekilde x(0)<n <X esitsizligini saglayan bir » sayisi vardir. Buradan
[£(%(0)- £ (x')|= Alx(0)-x]

‘x(l)—x*‘sA‘x(O)—x*‘ (7.1.2)

*

‘x(l)—x

A <1 kosulundan ve (7.1.2) denkleminden anlasilacag gibi x(1) degeri x(0)
noktasina gére X denge noktasina daha yakindir ve x(1) e K dir. Tiimevarim
yontemiyle

‘x(n)—x”‘g A

x(O)—x*‘

esitsizligi elde edilir. O halde bir £>0 ve 5:28—A secilecek olursa, Vn,<n
degerleri i¢in ‘X(O)—X*‘ <8 oldugunda ‘x(n)—x*‘ < & esitsizligi saglanir, bu da
kararhihigin tanimidir. Ayrica !llpc ‘X(n) - X*‘ =0 denkleminden

lim x(n) = X sonucu ¢ikar, bu durumda X~ denge noktasi asimtotik kararhdir.

n—w

(i) 1<B< ‘ f (X* )‘ oldugunu kabul edelim. O zaman f' niin siirekliligi ve Vx e L

icin 1<B<‘f'(x*)‘ olacak sekilde X  noktasim bulunduran bir

L=(X"—a,X +a) araligi vardr.
X(0) e L icin

:‘f (x(0))-f (x)

‘x(l)—x
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ii.

iii.

esitligi yazilabilir ve benzer sekilde Ortalama Deger Teoreminden
| (x(0)-x

‘x(l) —x*‘ > B‘X(O)— x*‘

> B‘X(O)—X*‘

ve tlimevarim yontemiyle

‘x(n)—x* >B" x(O)—x*‘

esitsizligi bulunur. Bu durumda B>1 oldugunda ‘X(O)—x*‘<5 iken

‘x(n) - x*‘ < & esitsizligini saglayan 36 >0 sayis1 bulunmaz ve X denge noktasi

kararsizdir denir.

Eger ‘f'(x*)‘il ise dinamik sistemlerde X denge noktasina hiperbolik

(hyperbolic) denir. ‘f'(x*)‘zl esitligi verildiginde x* denge noktasinin
kararhlhigi hakkinda yorum yapilamamaktadir. 0 ylizden

f (x*) =1 ve f (X*) = —1 durumlarinin kararhligi ayr1 ayr1 incelenecektir.

7.1.5. Teorem: (7.1.1) fark denkleminin X~ denge noktasi i¢in f'(x*) =1 ise;
f' (X*) #0 ise X" denge noktasi kararsizdir
f"(x*) =0 ve 0< f"'(x*) ise X" denge noktasi kararsizdur.

f"(x*)=0 ve fm(x*)<0 ise X denge noktas1 asimtotik kararhdir

(Elaydi, 2000).

7.1.6. Lemma (Schwarzian tiirevi):

f ()= 0 3(FxY
) 2\ f(x)

f(x)=-1icin

SF(x)=—f " (X) —g( £'(x))" bulunur.
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7.1.7. Teorem: (7.1.1) fark denkleminin x~ denge noktasi i¢in f'(x*) =-1 ise;

i. Sf(x") <0 ise x” denge noktasi asimptotik kararhdir.

ii. 0< Sf(x") ise X" denge noktasi kararsizdir (Elaydi, 2000).

7.1.7.1. Ornek: x(n+1) = x*(n) +3x(n)

denkleminin denge noktalarinin kararlilik durumlarina bakilsin.

Denklemin denge noktalar:
x =0, x,=-2dir.

f'(x)=2x+3 = f'(0)=3>0 teorem (7.1.4 ii) den X denge noktasi

kararsizdir.

= f'(-2) =1 sonucuna gére teorem (7.1.1) uygulanir ve

Sf (2)=—f"'(2)—g(f'"(2))2=—12<O bulunur o halde x° denge noktasi

asimtotik kararlidir.
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8. SONUC VE ONERILER

Bu tez calismasinda oOncelikle fark denklemlerinin tarihgesi verilerek bu
denklemlerin gelisim siirecini gormemize firsat saglamistir. Son kirk yildir fark
denklemlere gosterilen dnemin artmasi bu konuya olan ilgiyi arttirmis ve

paralelinde de calismalar da artmistir.

Tezimizin sonraki boliimlerinde birinci, ikinci, k. mertebeden lineer fark
denklemlerinin homojen, homojen olmamasi; sabit katsayili, degisken katsayili
olma durumlari incelenmis ve cesitli 6rneklerle bu konu desteklenmistir. ikinci
mertebeden degisken katsayili lineer homojen olmayan fark denklemleri
operatorlerin ¢arpanlara ayrilmasi ve bir ¢6ziimiin bilinmesi yontemleri detayl

bir sekilde incelenerek konunun daha anlasilir olmasi saglanmistir.

Lineer olmayan skaler fark denklemlerinin otonom, otonom olmayan
denklemler, homojen denklemler ve logoritmik donlstmle lineer hale
getirilebilen fark denklemlerinden bahsedilmistir. Otonom olmayan fark

denklemlerinden Riccati fark denklemleri detayli bir sekilde incelenmistir.

Son yillarda lineer olmayan fark denklemleri konusu bircok bilim dalnin ilgi
alan1 haline gelmistir. Fakat bu konu iizerine yapilan ¢alismalarin azhig ve
ozellikle Tirkce kaynak yetersizligi lilkemiz icin bir eksikliktir. Bu nedenle
arastirmacilarin lineer olmayan fark denklemleri iizerinde ¢alismalar yapmalari

desteklenmeli ve cesaretlendirilmelidir.
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