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OZET

Bu tez toplam alti boliimden olusmustur.  Birinci bolimde giris kismi
bulunmakta olup burada tezin amacim belirttik. Ikinci boliimde tez icin gerekli olan
baz1 temel tanim ve kavramlari verdik. Uciincii boliimde fonksiyonlara polinomlar
izerinden en iyi yaklastirimin varlifinin saglanmasi icin gerekli baz1 kosullar verdik.
Dordiincii boliimde siirekli ve ayrik fonksiyonlara en iyi yaklastirrmin farkli normlar
tizerinde nasil karakterize edildigini inceledik. Besinci boliimde siirekli ve ayrik
fonksiyonlara polinomlar tizerinden en iyi yaklastirrmin tekligi icin kosullar1 ele aldik.
Son boliimde siirekli fonksiyonlara Gauss Quadrature yardimi ile ¢; normunda en iyi

yaklastirimi ele alan matlab calismamiz oldu.

Anahtar Kelimeler: Polinom yaklastirinmi, En iyi yaklastirim, En kiiciik kareler,

Sayisal Integrasyon, Gauss Kuadratiir.



SUMMARY

The first chapter includes the purpose of the thesis. In the second chapter, we
present some basic definitions and useful notions. In the third chapter, we give some
necessary conditions in order to satisfy the existence of the best approximation of
the functions in terms of polynomials. In the fourth chapter, we examine how it is
characterized the best approximation to continuous and discrete functions on different
norms. In the fifth chapter, we give some necessary conditions in order to satisfy the
uniqueness of the best approximation of the functions in terms of polynomials. In the
last section we write matlab codes which computes the best approximation on ¢; norm

to continuous function with the help of Gauss Quadrature.

Key Words: Polynomial approximation, Best approximation, Least squares,

Numerical Integration, Gauss Quadrature.
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1. GIRIS

Uygulamalarda fonksiyonun analitik yapilari, ki genellikle bu yap1 oldukca
karmasik olmaktadir, ya da ayrik noktalarda degerleri elde olmaktadir.  Ayrik
noktalarda degerleri bilinen fonksiyonlarla iglem yapmak i¢in onlar1 analitik
yapist bilinen bir fonksiyonla yaklagtirmak yoluna gidilmektedir.  Yaklastirim
fonsiyonun se¢imi, sonuclarin tutarlilign ve hesaplama karmagiklig1 acisindan
onemlidir.  Yaklastirim fonksiyonu olustururken hem bilgisayarda programlamasi
kolay fonksiyonlar secmek hem de yaklagtirnmin iyi sonuclar vermesi arzulanir.
Programlamasi kolay denildiginde akla ilk gelen fonksiyonlar polinomlardir. Hem
stireklilik 6zellikleri, hem tiirev ve integrallerinin kolay hesaplanabiliyor olmas1 hem
de bilgisayarda 4 islem ile olusturulabiliyor olmalar1 polinomlar1 yaklastirim teorisinin
belki de en popiiler fonksiyonlar1 haline getirmistir. Yaklastirrm fonksiyonu olarak
polinomlar se¢ildikten sonra iyi sonuglar elde etmek de yaklastirim yontemine baglidir.

Baz1 durumlarda uygulama sonuglarinda fonksiyonun analitik yapis1 da elde
olabilir. Fakat genellikle bu yap1 bilgisayarda direk kullanmaya uygun degildir (4
islemle olusturulamaz). Boyle durumlarda da yine fonksiyonu daha basit yapida bir
fonksiyonla yaklastirmak anlamli olmaktadir.

Analitik yapisi bilinen veya ayrik noktalarda degerleri bilinen fonksiyonlar
yaklastirmak icin farkli yontemler kullanilmaktadir. Bu tezde her iki tipteki
fonksiyonlar i¢in de en iyi polinom yaklagtirnmi yontemi iizerinde durulmustur. Bu
yontemin amaci yaklastinm fonksiyonu (derecesi dnceden belirlenen bir polinom)
ile yaklastirilacak fonksiyonun (esas fonksiyon) farkinin normunu minimize etmektir.
Secilecek norm esas fonksiyonun nasil verildigi ile ilgilidir. Bu tezde ayrik ve
stirekli fonksiyonlar icin en sik kullanilan normlarin tanimlar1 yapilmis, bu normlar
kullanilarak yapilan yaklastirimlarin varlik, teklik ve karakterizasyonlar1 incelenmistir.

Yukarida belirtilen konularda literatiirde olan sonuglarin ayrintili bir sekilde
verilmesinin yani sira, bu calismada, analitik yapisi verilen siirekli bir fonksiyon icin ¢,
normu kullanilarak en iyi polinom yaklastirrmini elde eden Matlab algoritmasi1 Gauss
kuadratiirii yardimu ile gelistirilmigtir.

Bazi temel tanim ve kavramlar1 vermek faydali olacaktir.



2. TEMEL TANIMLAR ILE KAVRAMLAR

Tamim 2.1: S bir dogrusal vektor uzayi ve || . ||: S — Ry, z € S ve a € R olmak

lizere asagidaki ozellikleri saglayan bir fonksiyon olsun.

e |z||=02=0,

o oz fl=[allz

’

e lz+yl<lzl+Ilyl.
Bu durumda (S, || . ||) uzayina normlu dogrusal uzay denir [2].

Uygulamalarda siklikla kullanilan normlu dogrusal uzaylardan bazilari asagidaki

sekilde verilmigtir. x = (21,3, ...,2x) € RY ve f € Cla, b] olsun.
D RY |- ))
N 1/p
zp:uxup:[Z\mp] L 1<p<oo 2.1)
k=1
o %l = mas ] 2
ii) (Cla, b, [ - )
b 1/p
Lillfl,=| [lsras| .« 1<pes, @3)
L F = s, | 7). N

2.1. En lyi Yaklastirnm Problemi

S normlu dogrusal uzay olmak iizere, M, S’nin bir alt kiimesi olsun. Vz € S

noktasina kargilik M kiimesinde Yy € M igin || « — y* ||<|| z — v ||, bir y* € M var
ise buna M ’den x’ye yapilan en iyi yaklagtirnm denir. Bu y* elemanini (var ise) bulma

problemine de “en iyi yaklastirim problemi" denir.



Burada incelenmesi gereken temel unsurlar

e En iyi yaklastirnmin varligi,
e En iyi yaklastirim var ise tekligi,

e En iyi yaklastirrmin karakterizasyonunudur.

Sirastyla bu maddeleri inceleyelim.



3. EN iYI YAKLASTIRIMIN VARLIGI

En iyi yaklastirnrmin hangi kosullarda var oldugunu incelemeden once bir x €
S noktasina, M C S olmak iizere M kiimesinden en iyi yaklastirimin her zaman

bulunamayacagini gosteren bir ornek vermek yerinde olacaktir.

Ornek 3.1: S = (R%)|| . ||) ve x = (0,0)T € S olsun. ay,a € R olmak iizere S

normlu dogrusal uzayimin bir alt kiimesi olan M ’yi asagidaki sekilde alalim.
M={ycR?: y=(e"1Inay)", a,a, € R} (3.1)

Bu durumda x noktasina yaklasmak amaci ile ay’yi bir se¢ip a,’i de negatif yonde

al’y

biiyiitebiliriz. Fakat e®'’i sifira istenildigi kadar yakin yapmak miimkiindiir. Yani x’ye

M ’den en iyi yaklastirim elde etmek miimkiin olmayacaktir.

Bu ornekten de anlagilacagi gibi en iyi yaklastirim probleminde yaklastirimin
varligini1 garanti altina almak i¢in baz1 6zel kosullar gerekmektedir. Bu 6zel kosullarin

ne oldugunu vermeden 6nce bazi tanim ve teoremleri hatirlamak yerinde olacaktir.

Tamim 3.1: S normlu uzay, M C S olmak iizere M ’nin icindeki her dizi yakinsak bir

alt diziye sahipse M ’ye kompakt kiime denir [2)].

Tamim 3.2: M, S’nin bir alt kiimesi ve Yy € M icin c sabit olmak iizere || y ||< ¢

oluyorsa M ’ye sinirli kiime denir [6)].
Teorem 3.1: Normlu uzayda her kapali, sinirli sonlu boyutlu kiime kompakttir [6].

Teorem 3.2: M C S, kompakt bir kiime olsun. Vx € S noktasina karsilik, M
kiimesinde x’e en yakin olan y* € M elemanint bulmak miimkiindiir (x’ye M den

vapilan en iyi yaklastirim) [1)].

En 1yi yaklagtirrmin varligin1 garantilemek i¢in asagidaki teorem oldukcga etkin

olarak kullanilmaktadir.

Teorem 3.3: Eger M C S, S’nin bir sonlu boyutlu alt uzay: ise YVx € S noktasina

karsilik, M kiimesinde x’e en yakin olan y* € M elemanini bulmak miimkiindiir [1].

4



Ispat 3.1: M, S’nin bir alt uzay: olsun. Bir x € S elemanina karsilik keyfi bir y € M

icin asagidaki sekilde kiime olusturalim.
M={y y eM: [[y—zl<|z-yl} (3.2)

o S sonlu boyutlu oldugundan, M ’de sonlu boyutludur.
e M, S’de kapali bir yuvar oldugundan kapalidir.

o Asagida verilen esitsizlik

Iy —z+z<ly -zl +zl<[ly—a[+ ]
(3.3)
Iy lI<ly—a [+ |

saglandigindan M sumirlidir. Dolayisiyla M kompakttir ve Teorem (3.3))'dan, x’e

en yakin olan y* elemanini bulmak miimkiindiir.

Teorem (3.3)’da verilmis olan sonlu boyutlu olma hipotezi gereklidir,
diigiiriilemez. Bu gerekliligin daha iyi anlagilmas: icin asagidaki Ornek yararli

olacaktir. Fakat 6nce bu drnekte kullanacagimiz bir teoremi verelim.

Teorem 3.4: Weierstrass Yaklastirum teoremi: f € Cla,b] olsun. Ye > 0 ve Vx € [a, b
icin | f(z) — pm(z) |< € esitsizligini saglayan [a, b]’de tamimli bir p polinomu vardir

[2].

Ornek 3.2: S = (Cla, b], Ls,) olsun. M kiimesi keyfi dereceden polinomlardan olusan
altuzay olsun. Weierstrass teoremine gore Ve > 0 olmak iizere [a, b de tanimli bir p
polinomu vardir ki her x € [a,b] icin | f(x)—p(x) |< € esitsizligi saglamr. Dolayistyla
f fonksiyonuna bir polinomla istenildigi kadar yaklasmak miimkiindiir. Bu da en iyi

yaklastirinun bulunamayacagint soyler.
3.1. Siirekli Fonksiyonlar Icin En Iyi Yaklastirmmin Varhg:

S = (Cla,b],|| . ||) olsun. M C S kiimesini de asagidaki gibi tanimlayalim.



M=P, = {p(w) = Zajgj(x),aj € R, g(x) € Cla, b]} . (3.4)

P,’nin S’nin bir alt uzay1 oldugu agiktir. Teorem (3.3)’a gore, verilen her f € Cla, b]
icin bir p* € P, vardir ki || f — p* ||<|| f — p || esitsizligi her p € P, i¢in saglanr.

3.2. Ayrik Fonksiyonlar Icin En Iyi Yaklastirmin Varhg

S=@®RN||.|)veX ={z1,...,2x} C Cla,b] olsun. M C S kiimesini de

asagidaki gibi tamimlayalim.

M = P,SG) ={p eRY :p=Ga, Gij = gj(x;), gj(z) € Cla,b],a; € R,
3.5

P,gG), R¥’nin bir alt uzayidir. Teorem (3.3)’a gore S’deki her noktaya en yakin
uzaklikta bir p* € P9 vektorii bulunabilir. Bu da su anlama gelmektedir. Eger f,
X iizerinde f = (f(x1),..., f(xn))T seklinde verilmis reel degerli bir fonksiyon ve
p € P, olmak ilizere p = (p(z1),...,p(zy))  ise | f — p* ||<|| f — p ||.esitsizligini
her p € P9 icin saglayan bir p* € P9 vardr.

Dolayisiyla ayrik noktalarda degerleri veya analitik yapisi verilen siirekli bir
fonksiyona derecesi sabit bir polinom ile herhangi bir normda yapilacak en iyi

yaklastirimin var oldugu gosterilmis olur. Simdi bu yaklastirimin nasil karakterize

edilecegine bakalim.



4. EN IYI YAKLASTIRIMIN KARAKTERIZE
EDILMESI

4.1.Siirekli  Fonksiyonlarda En 1Iyi  Yaklastirmmm
Karakterize Edilmesi

En 1yi yaklastirimin karakterizasyonunu farkli normlar i¢in incelemeden once

asagidaki tanimlar verelim.

Tamum 4.1: X bir kompakt kiime, ¢(x),i = 1,2,...,n fonksiyonlart X iizerinde
tamml olsun. Eger ¢(x)’lerin asikar olmayan dogrusal birlesimleri, X iizerinde en
fazla (n—1) tane kéke sahipse bu fonksiyonlardan olusan kiimeye “Chebyshev kiimesi"

denir [6]].

Tamm 4.2: a0 < yy < Yo < oo Ym < b, A = {y1,¥2,...,Ym} ve p, € P, olsun.
I f =1 lls= f(y;) = p(y;)

p(yj11)], esitligi saglaniyorsa A kiimesine alterne kiime denir [4)].

, 7 =1,...m, olmak iizere f(y;) —p(y;) = —[f(yj+1) —

4.1.1. L, Normu

Teorem 4.1: S = (Cla,b], Lo) ve M C S kiimesi M = P, olarak tamimlansin.
(3.4) ’de verilen taban fonksiyonlar g;’ler eger bir Chebyshev kiimesi olusturuyorsa,
p*’in bir f € S elemanina yapilan en iyi yaklastirim olmast icin gerek ve yeter kosul

(f —p*) igin [a, b)’de (n + 2) noktadan olusan alterne kiime olmasidir [6].

Ornek 4.1: Asagida f(x) = e° fonksiyonuna [—1,1] aralhifinda 5. dereceden
polinomla yapilan en iyi yaklastirumin hata grafigi ve yaklastirumin maple betigi ile

elde edilisi verilmigtir.

Sekil de goriildiigii gibi 5. dereceden polinom (n = 5) ile yaklastirim
yapildig1 i¢in 7 noktadan olusan bir alterne kiime vardir. Bu 0rnek icin maple betigi

asagidaki sekilde kullanilmustir.
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Sekil 4.1: L., normunda en iyi yaklastirimin hata grafigi

A = {-0.86024,0.02368, 0.48247,0.51799, 0.87207}, 4.1)

| f=» lls=| f(¥:) — p(y:) |= 0.00004518. (4.2)

4.1.2. L, (1 < p < 0o) Normu

Teorem 4.2: S = (Cla, b, L,), M C S kiimesi M = P, olarak tamimlansin. (3.4))’de
verilen g;, taban fonksiyonlari, Chebyshev kiimesi olusturuyorsa, ¥ f € S elemanina
P,’ den en iyi yaklastirum yapilabilmesi icin gerek kosul || f — p* ||,> 0 olmast ve

f—p*'mla,b] arahginda en az n + 1 kere isaret degistirmesidir [6]].

Ornek 4.2: f(x) = e® fonksiyonuna [—1,1] araliginda 5. dereceden polinomla L.
normuna gore yapilan en iyi yaklastirimuin hata grafigi Sekil 4.2 de verilmistir.

Bu yaklagtirnm problemine giizel bir 6rnek p = 2 durumunda elde edilen
en kiiciik kareler yaklagtinmidir. Bu yaklastirnmi vermeden énce bazi tanimlar

hatirlamak faydali olacaktir.

Tamim 4.3: W (z), |a, b] iizerinde integrallenebilen bir fonksiyon olsun. Yx € [a,b]’de
eger W(x) > 0 ve [a,b]’nin alt araliklarinda W (z) # 0 ise bu fonksiyona agirlik

fonksiyonu denir.

Tamim 4.4: ¢1, ..., on, |a,b] iizerinde tanimlanmus fonksiyonlar kiimesi, ¢; € R, i =
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Sekil 4.2: L,, normunda en iyi yaklastirimin hata grafigi

1,...,nkatsayilar olsun. Eger c1¢1(x)+. .. codn(z) = 0,V € [a,b] esitligi ancak ve
ancak c; = ... = ¢, = 0oldugunda saglaniyorsa ¢+, . . . , ¢, fonksiyonlarina dogrusal

bagimsizdir denir [2].

Tamim 4.5: [a,b)’de ¢y, ..., ¢, siirekli fonksiyonlari ve W (x) agirlik fonksiyonu
verilsin. Eger

0, ik,

., 1 =k.

b

/gbz(x)qﬁk(x)W(x)dx = { (4.3)

esitligi saglaniyorsa ¢;, © = 1, ... n fonksiyonlarina ortogonal fonksiyon denir [2)].
Eger ozel olarak oy, = 1, her k = 1,...,n icin ay = 1 ise bu fonksiyonlara

ortonormal fonksiyon denir [2]].

e p = 2: Siirekli Fonksiyonlarda En Kii¢iik Kareler Yaklagtirimi
la,b] tzerinde ¢q,...,¢, dogrusal bagimsiz fonksiyonlar, W (x) agirhk
fonksiyonu ve f(z) € C|a,b] olsun. p(z) = > a;¢;(x) yaklagtirim fonksiyonundaki
i=0

a; katsayilarini
b
17 =pl5= [Wia)fe) - pla)fds (4.4

integralini minimize edecek sekilde elde edelim. Hatay1



n

E(ay, . /W [ )= a qu)i(x)] de

=0

olarak tanimlayalim. £’yi minimize etmek icin a; katsayilari,

OF
8ai N

esitligini saglayacak sekilde secilirler.

n

_gi_%ﬁwﬂmw_;¥@@WM@J—Q”wmk_m”m

Buradan normal denklem asagidaki sekilde olur.

n

/W(x)f(x)gbk(x)dx = Zaz(ﬁl(x)/W(m)gbZ(x)gzﬁk(x)dx, k=0,...,n

=1

aler agagidaki denklem sisteminden elde edilir.

TW@on@on@)ds [W(Ror@oo@)de .. [W)on(x)éo(a)
TW@e@)b @)de (W@ @h@ds . [W(Eb@)o ()
JW(@)bo(@)on(@)de [W(x)br(2)6n(e) W (@)60()60 (@)

4.5)

(4.6)

4.7)

(4.8)

4.9)

(4.10)
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b

JW(@)¢o(@) f(x)dx

a

b

oo | W@ @) i

b

JW(@)gn(2) f (2)dx

a

Eger 6zel olarak, ¢;(x), i = 0,...,n fonksiyonlar1 (4.3) 6zelligini saglayacak

sekilde secilirse

b

/W(a:)f(a:)gbk(x)dx = ak/W(x)[d)k(x)]de = apag 4.12)

a

olur ve a;’ler asagidaki sekilde elde edilir.

b
- W@)gia)flayde o 4.13)

%

4.1.3. L1 Normu

Teorem 4.3: S = (Cla,b], Ly), M C S kiimesi M = P, olarak tammlansin. (3.4))’de

verilen g; taban fonksiyonlari Chebyshev kiimesi olustursunlar. Buna ek olarak
{z eR: f(x)—p;(x) =0} (4.14)

kiimesi, p* € P, olmak iizere sonlu bir kiime olsun. Bu halde p}, f’ye yapilan en iyi

Ly yaklastirimu ise f — pf, [a,b]’de en az n + 1 kez isaret degistirir [16]].

4.2. Ayrik Fonksiyonlarda En Iyi Yaklastirrmin Karakterize
Edilmesi

4.2.1. /., Normu

S = (RN, (), M C S kiimesi (3.2))’deki sekilde M = P olarak tanimlansin.
(3.2)°de verilen taban fonksiyonlar1 g;’ler eger bir Chebyshev kiimesi olusturuyorsa,

11



p*’mx € S elemanina yapilan en iyi yaklagtirnm olmasi igin gerek yeter kosul, (x—p*)

icin [a, b]’de (n + 2) noktadan olugan bir alterne kiimenin var olmasidir [4; 6]

Ornek 4.3: Asagida 9 noktadan olusan v noktalarina karsilik fonksiyonun degerleri

tabloda verilecektir.

Tablo 4.1: Ayrik noktalara karsilik gelen fonksiyon degerleri

Ly f(xi)

0 0
0.05 | 0.7142
0.10 | 0.8060
0.25 | 0.8670
0.40 | 0.8633
0.55 | 0.8272
0.70 | 0.7641
0.85 | 0.6815
1.00 | 0.5896

Ornek 4.4: Tabloverilen noktalara p(z) = ag+ayx+asx? polinomu ile yaklagtirim
yapilacaknirHata degerlerini E; = E(x;) = f(x;) — p*(z;),i = 1,2,...,9 seklinde

tammlayalim. f’ye en iyi yaklastirimin hata grafigi asagida verilmistir.

Lod <

Sekil 4.3: /., normunda yaklastirimin hata grafigi

Sekil {.3[den goriildiigii tizere 2. dereceden yaklastirim yapilan polinomla hata
vektorii 4 elemandan olusan alterne kiimesi igerir. Burada norm iizerinde tanimli olan

hata (4.15)’de verilmistir.

I =P o= max| e; | = 0.2786. (4.15)
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4.2.2. /, Normu

Teorem 4.4: S = (RN, (,), M C S kiimesi (3.2) 'deki sekilde M = P olarak
tammlansin. (3.2))’de verilen taban fonksiyonlart Chebyshev kiimesi olusturuyorsa,
p*'in bir x € S elemamina yapilan en iyi yaklastirim olabilmesi icin gerek ve yeter
kosul p* € M, (x — p*) hata vektériiniin n + 1 noktada giiclii isaret degistirmesidir
[3].

[z; — p*(z)](=1)" > 0yada [v; — p*(z:)](—=1)" < 0,i=1,2....n+1. (4.16)

Ornek 4.5: Tablo[. 1] de ki noktalara p(z) = ag + a1z + asx* + azr® + ayx* + a5’
(n = 5) polinomuyla (5 normunda yapilacak en iyi yaklagtirim yapilacak olsun. Hata
fonksiyonu: e(x;) = f(z;) — p*(z;), i =0,1,...,9 olacaktir. Bu yaklastiruvmin hata

grafigi asagida verilmistir.

Sekil 4.4: ¢, normunda yaklastirimin hata grafigi

Burada ¢g;, 4 = 0,...,n taban fonksiyonalaridir. Sekil d.4/de goriildiigii gibi

hata 6 kere isaret degistirir. Burada hata asagidaki sekildedir.

4.17)

e [la=

e p = 2 : Ayrik Fonksiyonlarda En Kii¢iik Kareler Yaklagtirimi
{(zs, f(z;)) : © = 0,...,m} olsun. f(z;) degerlerini asagidaki polinom ile
yaklagtiralim.
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n

P,(z) =ay+ax+...a,2", n<m
Bu yaklagtirnmin hatas1 E'yi
E(ag, ar,...,an) = Y _flw:) = Pu(:)”
i=1

olarak tamimlayalim. Buradan esitligin diizenlenmis hali (4.2.2])’deki gibi olur.

m m m

E = Zf(xi)Q — 23 " Po(a) f () + Z(Pn(r]ci))2

E'’yi minimize etmek i¢in a; katsayilari,

OF
8@1' N

esitligini saglayacak sekilde secilirler.

0= gaE = —2if(xz)xg + Qiakixz+k
v i=1 k=0 i=1

Buradan normal denklem asagidaki sekilde elde edilir.

n m m

Jjt+k _ J s
E CLkE ] = E flz)z], i=0,1....n
k=0 =1 i=1

(4.18)

(4.19)

(4.20)

4.21)

(4.22)

(4.23)

(4.24)

(4.25)
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2w 2w 2.7
i=1 i=1 i=1
T xf xi”“
H= z:zl z:zl zzzl (4.26)
>art At PIE
i=1 i=1 i=1
Qo
a1
a= ) (4.27)
am
;f ()2}
f(z 90,1
b = zzzl (=) (4.28)
> Sy
i=1
olmak iizere Ha = b denkleminin ¢6ziimii a4, . . ., a, ile elde edilen P, f'nin en kiiciik

kareler yaklastirimidir.

4.2.3. /1 Normu

Teorem 4.5: S = (RN, () olsun ve M C S kiimesi M = PS¢ olarak tammlansin.
(3:2))’de verilen taban fonksiyonlart Chebyshev kiimesi olugturuyorsa, p*'in bir x €

S elemanina yapilan en iyi yaklagtirimi icin (x — p*)’in n + 1 noktada zayif isaret

degistirmesi gerekir [3].

Ornek 4.6: ’de verilen tabloda ki noktalara p(x) = ag + a1 + agz® + azz® +

asx* + asx® polinomuyla yapilacak (1 normu ile en iyi yaklastirimda hata fonksiyonu :

e; = e(x;) = f(z;) —p*(x;),1 = 1,2,...,9 olsun. Yaklastirimin hata grafigi asagida

verilmistir.

Burada hata agagidaki sekilde verilmigtir.
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&

Sekil 4.5: ¢, normunda en iyi yaklagtirimin hata grafigi

e lli=

9
> “e? = 0.3609. (4.29)
=1

Bu yaklagtirimin nasil hesaplandigini inceleyelim. p = > a;z* seklinde tanimlayalim.

=1
N
min Y | p(a:) — f (@) | (4.30)
i=1
olacak sekilde a;’leri bulmaya ¢alisalim.
| plai) — f(2:) < U (4.31)

N

olarak tamimlandiginda problem min > U, seklinde yazilabilir. Buradan da
i=1

| p(z;) — f(2i) IS Uiy = =U; < p(a;) — f(ai) < U;
(4.32)
—U; —p(z;) < flai), —Ui+p(x;) < —f(z), Ui 20

Yukarida verilen ifadelerin optimizasyon problemi seklinde yazimi asagidaki gibidir.
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N
min) U;
X =1

—Ui — p(xi) < f(2:)

(4.33)
—Us +p(x:) < —f(2:)
L Ui =0
esitsizlikleri gegerli olacaktir. Burada ay,...,a, ve Uy,... Uy bilinmeyenler olmak

tizere n+ N +1 tane bilinmeyen vardir. Buradaki verilerle “optimizasyon" yapildiginda

asagida verilen matris yardimiyla U; . . ., Uy katsayilarini bulunur.
[ -1 —x; ... =2} =1 ... 0 7T a fi
-1 -z, ... =z 0 ... —1 an | fN
1 oz ...o2r =1 ... 0 U | = | —h
a0 Al s

(4.34)

Ekler bolimiinde n = 5, N = 9 i¢cin Tablo {.1| de verilen noktalara karsilik gelen

degerlere polinomla yaklastirimin matlab betigi verilmistir.
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5. EN 1YI YAKLASTIRIM PROBLEMLERININ
TEKLIGI

En iyi yaklagtirimin var olmasi bu yaklastirrmin tekligi hakkinda bize garanti
vermez. Simdi en 1yi yaklagtirrmin var fakat tek olmadigina iligkin bir 6rnegi asagida

inceleyelim.

Omek 5.1: S = (R?,|| . ||o) normlu dogrusal uzayr alalim. M C (S,|| . ||«) olacak
sekilde M kiimesi M = {(1,z9)" € R? : —1 < zo < 1} olarak tanimlanmus olsun.
Calistigimiz normda || . ||= max{| x1 |,| x2 |} seklinde olsun. Verilen bir x =
(0,0)T icin x5 noktast [—1,1] araliginda hangi degeri alirsa alsin x’ye M’ den en
yvakin uzaklik her zaman 1 olacaktir. Bu durumda M ’den x’ye yapilacak yaklastiruimin

tekliginden soz edemeyiz.

En 1yi yaklagtirrmin hangi kosullarda tekliginin olacagini vermeden Once bazi

onemli tanimlar1 vermemiz yararh olacaktir.

Tamum 5.1: M, S normlu dogrusal uzayinda bir kiime olsun. x,y € M ve 0 < X < 1
olacak sekilde \x + (1 — \)y € M oluyorsa M kiimesi konvekstir denir [6]].

Tanim 5.2: S normlu dogrusal uzayinda merkezi a yarigapt r olan bir yuvar
tammlayalim. ({x € S:||x —a||[<7r}). x1,29 € S bu yuvar iizerinde segilen
noktalar olmak iizere || Ax1 + (1 — N)ags —a ||[< r, 0 < A < 1 saglaniyorsa S
kesin konvekstir denir. Yani normlu uzayda kapali stnirlt bir yuvarda secilen herhangi
iki noktay: birbirine baglayan dogru yuvarin tamanunin icinde kaliyorsa o uzaya kesin

konveks denir.

Teorem 5.1: M, kesin konveks S normlu dogrusal uzayinda sonlu boyutlu bir alt uzay

olsun. Her x € S icin M kiimesinden x noktasina yapilan en iyi yaklastirim tektir [6l].

Tarum 5.3: S normlu dogrusal uzay olsun. z,y € Sicin || z [|=[ y ||=| 3(z +y) ||=

1 = o = y saglaniyorsa S kesin konvekstir [I)].

Asagida, bu kosulu saglayan ve saglamayan ornekler verilmektedir.
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Ornek 5.2: S = (R?, () olsun. xz,y € S icin,

1
Il ll=lly llo= 11 @ ll=ll y 2=l 5(z + ) |2 (5.1)

esitlikleri tanmimlansin. Burada

e +yl=lzlz+ 1yl

(5.2)
(@ +y) 3=l I3 +2 [ = 20y llo + 1 5 113
yazilabilir. (5.2)) esitligin sol tarafi,
I(@+y) =xx"+2x"y +y"y (5:3)
(5.2)) esitligin sag tarafi asagidaki sekilde yazilabilir.
I3 +2 0 llall y ll + |y 3= xx" +2¢/xTy +y7y (5:4)

(.3), (5.4) esitlikleri ancak x = 0 yaday = 0 veyax = ky k > 0 i¢in saglanr.
Buradan da || © ||»=|| y ||2 olur. Sonu¢ olarak x =y oldugu gériiliir. (R?, (5)'nin

kesin konveks oldugu buradan goriiliir.

Ornek 5.3: S = (R? () olsun. x = (0, 1)",y = (1,1)" noktalart || = ||=|| ¥ ||cc=]|
T(x+y) ||= 1 kosulunu sagladiklar: halde x #y oldugundan S = (R?, () 'nin kesin

konveks olmadigr goriilmiis olur.

Ornek 5.4: S = (R?,4y) icin ise x = (1,0)%, y = (0, )T noktalart || x ||=| y |1=]|
s(x+y) ||= 1 oldugu halde x # y oldugundan S = (R?, () nin kesin konveks

olmadig goriilmiis olur.
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5.1. Siirekli Fonksiyonlar Icin En Iyi Yaklastirmmin Tekligi

5.1.1. L, Normu

S = (Cla,b], L) tanimlansin. S yukaridaki 6rnekte de goriildiigii iizere kesin
konveks olmadigindan dolay1 en iyi yaklastirnmdaki tekligi veren (5.I) teoremdeki

kosula uymaz. S uzayinin tekliginden s6z edilebilmesi icin ek kosula ihtiyag¢ vardir.

Teorem 5.2: S = (Cla,b|, Lo) ve M C S kiimesi M = P, olarak tamumlansn. g;,
(3.4) de verilen taban fonksiyonlari, Chebyshev kiimesi ise her f € S elemamina M

den en iyi yaklastirim tektir [6].
Buna ait 6rnek vermek yerinde olacaktir.

Ornek 5.5: [0,1]’de f(x) = 1, n = 1, ¢1(x) = x verilsin. Burada ¢,(x) Chebyshev
kiimesi degildir. ayx ile f(x) = 1’e ayx seklinde bir polinomla yapilan en iyi
yvaklastirim bulmak istedigimizde, 0 < a; < 1 kosunu saglayan tiim ay’ler icin
a1x’i f’ye yapilan en iyi yaklastirim oldugunu goriiriiz. Bu durumda yaklastirimin

tekliginden soz edemeyiz.

Eger (3.2.)’de taban fonksiyonu olan g; fonksiyonlar1 Chebyshev kiimesi degilse

teklik yok denilmez. Buna ait 6rnek asagida verilmistir.

Omnek 5.6: [0,1)’de f(x) = 2% n = 1, ¢1(x) = x olsun. Chebyshev kiimesi

olusturmamasina ragmen [’ye en iyi yaklastirim tektir ve (—2 + 2+/2x) polinomudur.

5.1.2. Lo Normu

Teorem 5.3: S = (Cla,b], Ly), M C S kiimesi P, (3.4) olarak tamumlansin. Bilindigi
lizere (S, Ly) kesin konvekstir. M kiimesi de S kiimesinin sonlu boyutlu normlu altuzay:

oldugundan teorem (5.1)) uyarinca verilen her f € S’ye M ’den en iyi yaklastirum tektir
[6]].
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5.1.3. L; Normu

Teorem 5.4: S = (Cla,b], L1) olsun. M C S kiimesi M = P, olarak tamimlansin. g;,
(3.4) taban fonksiyonlari Chebyshev kiimesi ise verilen her | € S elemanina M den

en iyi yaklastirim tektir [6]].

Ornek 5.7:(0,2]’de f(z) = 2, n = 1, ¢1(x) = 1 olsun. Burada ¢,(x) Chebyshev
kiimesi olugturdugundan f’ye en iyi yaklastirum tektir. ai¢1(x) polinomu ile f’ye

vapilan a; = 2 sabit polinomudur.

5.2. Ayrik Fonksiyonlar Icin En Iyi Yaklastirmn Tekligi

5.2.1. /., Normu

S = (RY, £,,) kesin konveks olmadigim bir 6rnekle gostermistik. Bundan dolayi
verilen her x € S noktasina en iyi yaklastirimda teklikten soz edilebilmesi i¢in ek

kosula ihtiya¢ vardir. Bunun i¢in asagidaki tanimin verilmesi yerinde olacaktir.

Tamum 5.4: A, r X s seklinde (r > s) bir matris olsun. Eger herbir s X s alt matrisinin

determinanty sifirdan farkly ise A matrisi Haar kosulunu saglar denir [0)].

Teorem 5.5: S = (RN (y) tammlansin. M C S kiimesi (3.2))'de verilen PS olarak
tammlansin. Eger G, (N x s) matrisi Haar kosulunu sagliyorsa her x € RY noktasina

M ’den yapilan en iyi yaklastirim tektir [6l].

5.2.2./, Normu

Teorem 5.6: S = (RN, {,) tammlansin. M C S kiimesi (3.2])’'de verilen PS olarak
tamimlansin.  Bilindigi iizere S kesin konvekstir. M kiimesi de S kiimesinin sonlu
boyutlu normlu altuzay: oldugundan verilen her x € RY noktasina M den yapilan

en iyi yaklastirim tektir [6]].
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5.2.3./; Normu

¢, normunda (3.2)’de verilen G Haar kosulunu saglasa bile en iyi tek tiirlii

yaklagtirrminin tek olmadigini asagidaki drnekte gosterelim.

Ornek 5.8: N = 2, n = 1, X = {1,-1} ve x = (1,2) verilsin. gi(z) = =
alindiginda (3.2.) ’de verilen G = (
Fakat,

1
q olacaktir. Bu matris Haar kosulunu saglar.

N
Ix=p" h= Y [ x(@:) = p (@) | =[ 1—ar [+ ]2+ a | (5.5)

1<i<2

olacaktir. Bu hata tiim —2 < a; < 1 degeri icin minimize olacaktir [1].
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6. L, NORMUNDA EN 1YI YAKLASTIRIMIN
HESAPLANMASI

[a,b] araligindan alinan z1, ...z, noktalar1 ve buna karsilik gelen cy,..., ¢,

agirliklari,
b n
/f(x)dx ~ > aif(z) (6.1)
i=1

integraline yaklastinm igin hatayr minimize edecek sekilde segilirler ise (6.1))
yaklastirnmina Gauss kuadratiir denir.

Burada zi,...,x, noktalart ve ci,...,c, agirliklar1 olmak iizere 2n tane
bilinmeyen vardir. Bu da en fazla (2n — 1). dereceden bir polinomun (2n tane katsay1)
kesin olarak integre edilebilecegi anlamina gelir.

[—1,1] arahiginda verilen integrasyona m = 2 igin uygun noktalarin nasil

verildigini aragtiralim. n = 2 oldugundan dolay1 (6.1)) asagidaki sekilde

b
/ F(@)da ~ e f(2) + eaf (22) 6.2)

olacaktir. Polinomun derecesi 2(2) — 1 = 3 ve daha az oldugunda ifade tam ¢6ziimii
verecektir. n = 3 i¢in f(z) = ap + a1 + axx® + azz?, olur ve buradan

b b b b b
/(ao + a1 + ayr® + azx®)dr = ao/ldac—l—al/xdx+a2/x2da:+a3/a:3dx. (6.3)

a

Boylece asagidaki esitlikler elde edilir.

1 1
c1.14+¢.1 = /1dx =2, 1.1 + 9. 79 = /xdx =0, (6.4)
-1 -1
1 1
2
c1.07 + cp. 75 = /xde =3 C1.75 + o7 = /:zrgdx = 0. (6.5)
-1 -1
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Buradaki esitliklerden asagidaki sonuglar ¢ikacaktir.

( C1 = ]_,
Cy = 1,
(6.6)
T = _%57
\ To = \/Tg
Boylece integrasyona yaklastirim asagidaki sekilde olur.
| V3, V3
—V3 3
/f(x)dx ~ )+ F50) (6.7)

-1

Bu sekilde daha yiiksek dereceli polinomlar i¢in de noktalar ve katsayilar belirlenebilir.

Teorem 6.1: x1, . ..,x,, n. dereceden Legendre polinomunun kokleri olsun ve c;,1 =

1,...,n katsayiar asagidaki sekilde tanimlansin.

1

ci:/Hx_xj dx (6.8)

Ji=1t J
J#i

Eger P(x) derecesi 2n'den daha diisiik dereceli polinom ise asagidaki gibidir [8)].

1
n

/ P(z)dz =) "c;P(x;)dz. (6.9)

) i=1
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7. SONUCLAR

Tezimizde en iyi yaklastirim teoremini siirekli ve ayrik fonksiyonlar icin
farkli normlar iizerinde ele aldik. Bir fonksiyona polinomlar iizerinden en iyi
yaklagtirirmin olmasi i¢in hangi kosullar1 saglamasi gerektigini 6grenmis olduk.
Ayrik fonksiyonlarda ¢; normunda matlab ¢aligmasini ekler boliimiinde verdik.
Siirekli fonksiyonlarda L; normu iizerinde “Gauss Quadrature ” yardim ile ayrik

fonksiyonlardaki matlab calismasina benzeterek iyi bir hata grafigi elde ettik.
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EKLER

Ek A: Matlab Programlari

Ayrik ve siirekli fonksiyonlarda sirasiyla /; ve L; normu iizerindeki matlab

caligmalari

n=5N=9

X=[0, 0.05, 0.10, 0.25, 0.40, 0.55, 0.70, 0.85, 1.00]’
=[0,0.7142,0.8060,0.8670,0.8633,0.8272,0.7641,0.6815,0.5896]’;

[nod,weight]=legpts(N);

Al = zeros(2*N,N+n+1);

for i=1:N;

Al(, n+1+i) =-1;
for j=1:n+1;

Al(, j) =-XDH"(G-D;
end; end;

for i=N+1:2*N;
Al@, n+1+i-N) = -1;
for j=1:n+1;

Al(, j) = X(A-N)A(-1);
end; end;

Al

b = zeros(2*N,1);
for i=1:N;

b(1) = -f(D);

end;

for i=N+1:2*N

b(i) = f(i-N);

end; b

¢ = zeros(N+n+1,1);
for i=n+2:N+n+1;

c(i)=1;endc
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sol = linprog(c, Al, b)
kat=ones(1,n+1);

for i=1:n+1
kat(i)=sol(n+2-1);

end; kat

cl=zeros(1,N);

for i=1:N
cl(i)=polyval(kat,X(i)); end
fl=zeros(1,N);

for i=1:N
f1(1)=f(i)-c1(i); end
sumt=0;

for i=1:N
sumt=sumt+abs(f1(i)); end
plot(X,f1,r+)

Siirekli fonksiyonlar i¢in
n=5N=9;
[nod,weight]=legpts(N,[0,1]);
A=[nod]

B=|weight]

f=[exp(nod)]

Al = zeros(2*N,N+n+1);
for i=1:N;

AlQ, n+1+i) =-1;

for j=1:n+1;

AlLG, ) = -ADAG-1);
end; end;

for i=N+1:2*N;

Al(, n+1+i-N) =-1;

for j=1:n+1;

Al(, j) = AG-N)A(-1);
end end Al
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b = zeros(2*N,1);

for i=1:N;

b(i) = -f(i); end

for i=N+1:2*N

b(i) = f(i-N); end

¢ = zeros(N+n+1,1);
for i=n+2:N+n+1;

c(i) = B(i-(n+1)); end
sol = linprog(c, Al, b)
kat=ones(1,n+1);

for i=1:n+1
kat(i)=sol(n+2-i); end
for i=1:N
cl(i)=polyval(kat,A(i)); end
fl=zeros(1,N);

for i=1:N
f1(1)=f(i)-c1(i); end
sumt=0;

for i=1:N
sumt=sumt+abs(f1(i));
xl=linspace(-1,1,100)
app=polyval(kat,xl);
fun=exp(xl);
plot(x1,fun-app)

axis tight
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