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OZET

Bu tez calismasinda, gittikge Onemi ve kullanim alani artan impalsif
diferansiyel denklemlerde temel tanim ve teoremler verilmis, ¢éziimiin varlik ve
teklik kosullar1 ortaya konmus, parametrelerin degisimi yontemi impalsif sistemlere
uygulanmig, stabilite kriteleri, karsilastirma sonuclari ortaya konmustur. Tekil

saptirilmig denklem sistemleri incelenmistir.

Anahtar Kelimeler: impalsif Diferansiyel Denklemler, Parametrelerin Degisimi,

Karsilastirma Sonuclari, Stabilite Kriterleri.



SUMMARY

In this thesis, basic theorems and definations in impulsive differential equations
are given, exintence and uniqueness of solution is declared, the variation of
parameters are applied to impulsive systems, the criterias of stability and basic
comparison results are shown. The singularly perturbed systems are searched with
initial time difference.

Key Words: Impulsive Differential Equations, Variation Of Parameters,
Stability.
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1. GIRIS

Turev veya turevleri iceren denklemler olan diferansiyel denklemler ve
diferansiyel denklem sistemleri hayatin i¢inde var olan, daha dogrusu hayatin iginden
¢ikan kavramlardir.

Akiskan hareketini, elektrik devresindeki akimi, kati bir nesnedeki 1s1
transferini, sismik dalgalarin belirlenmesini, popiilasyon artimini veya azalmasini,
kalp atiglarini, tirbllansa giren ugaklart durumunu ve bir ¢ok hayatla i¢ ice problemi
anlamak, onlar1 incelemek ve ¢oziimler bulabilmek veya var olanlar gelistirebilmek,
maliyetin azaltabilmek, giivenligi arttirabilmek, daha kararli ve kullanigli ¢6ztimler
bulabilmek icin diferansiyel denklemler ve bu alanda yapilan g¢aligmalar oldukca
onem arzetmektedirler.

Diferansiyel denklemler ¢ok sayida hayat problemini ifade ettigi gibi , ¢ok
sayida tiirli vardir ve ifade ettigi problemi ¢ézmek i¢in de ¢ok sayida yaklasim ve
metod bulunur. Bazen sistem c¢ozllur, bazen sistemin ¢oziimii ile ugrasmadan
¢Oziimiin varlig1 ve hatta tekligi arastilir, bazen de ¢oziimiin zorlugu karsisinda daha
basit bir sistemle karsilastirilarak fikir edinilmeye mimkinse c¢ozime gidilmeye
calisilir. Eger basit olan sistem ile ayni karakterde ise zor olan degil basit olan
cozalur [6], [7], [8].

Impalsif diferansiyel denklemler de gittikge popiilerlesen ve kullanim alam
artan diferansiyel denklem tiplerinden biridir.

Bu tez ¢alismasi boyunca impalsif diferansiyel denklemler ile ¢alisilacaktir.
Simdi artik impalsif diferansiyel denklemleri ve denklem sistemlerini anlamaya

baslayalim.



2. TEMEL TEOREMLER VE TANIMLAR

Oncelikle calismamizda kullanacagimiz temel tanimlari ve teoremleri
gosterelim.

Bu temel bilgiler yardimi ile daha sonra impalsif diferansiyel denklemlerde
parametlerin degisimi ve stabilite konularini inceleyecegiz ve ¢oziimiin durumunu ,

varligini , tekligini ve kararliligin1 anlamaya calisacagiz.
2.1. Impalsif Diferansiyel Denklemler

Impalsif diferansiyel denklem sistemleri bir ¢ok yerde karsimiza ¢ikmaktadir.
Hayatin i¢inde diger tip diferansiyel denklemler veya denklem sistemleri gibi
vardirlar [11].

Ornegin;
¢ ila¢ sanayinde ve biyolojide patlama titresim modelleri;
e ekonomide optimal kontrol modelleri;

e tipta kalbin atis hareketi bunlardan bir kacidir [1], [2].

Impalsif diferansiyel denklemlerde adindan anlasilacag: iizere sigramalar s6z
konusudur. Dolayisi ile belli bir mantik ile olusan bu sigramalar alt araliklar dogrur
ve bu araliklarda denklem ¢o6ziilmeye c¢aligilarak ve sansli isek bu araliklardaki
¢Oziimler arasinda bir bag kurularak genel bir ¢oziime gidilebilir ama pek ¢ok zaman
bu mimkin degildir.

Sistem tanimlanirkan impals kosulu da olmalidir ki sigrama tespit edilebilsin.

Impalsif diferansiyel denklemlerle ilgili bir cok basliktan bahsedebilir bir kact;

e Sabit zaman impalsli Sistemler

e Degisken zaman impalslh Sistemler.
e Sireksiz Dinamik sistemler.

e Salinima neden olan impals.

e IDD’de Lineer Sistemler:



o Cozumlerin genel 6zellikleri.

e (oziimlerin Kararlilig1.

e Eslenik Sistemler,

e Perron teoremi.

e IDD’e Lineer Hamilton sistemleri.

e IDD’de ¢dziimlerin kararlilig:

e Degisken katsayili impals etkisi altindaki IDD sisteminde kararlilik.
e Direk Lyapunov metod.

e Periyodik ve hemen hemen periyodik IDD sistemleri:

e Homojen olmayan lineer periyodik sistemler.

e Lineer olmayan periyodik sistemler.

e Hemen hemen periyodik fonksiyonlar ve diziler.

e Hemen hemen periyodik IDD.

e IDD sistemlerinde integral kiimeleri:

¢ Homojen olmayan lineer sistemlerin sinirli ¢éziimleri.

e Sabit olmayan impals etkisi anlarina ve hiperbolik lineer kisma sahip yari

lineer sistemlerin integral kiimeleri.

Simdi ise bir ka¢ tip impalsif diferansiyel denklem tipini inceleyerek

baslayalim;
2.2. Sabit Zamanh Sistemler

Sabit zamanli diferansiyel denklemleri tanimlayalim,;

Tamm 2.1:{t, } bir zaman dizisi 0yle ki k — oo iken t— oo olsun. Burada t=t, lar

impals yani sigrama noktalarimiz olmaktadir; t=t, olmak Uzere;

Ax(tk):x(t:)—x(tk) (2.1)

olarak tanimlanir ve



x(t;)=limx(t, +h) (2.2)

seklindedir.

Bu tanimlar altinda sabit zamanli sistemimiz;

X' =f(t,x), t=#t, k=1,2,.. -
Ax =1 (x), t=t, (23)
seklinde olacaktir [3].
(2.3) denkleminin ¢éziimi olan x(t) asagidaki iki kosulu saglamalidir;
X'(t)=f(t,x(1)), te(t,t..]
(2.4)
Ax(t) =1 (x(t,)), t=t, k=1,2,.....
Ornek 2.1: Sabit Zamanl Sistem
Sabit zamanli sisteme bir ornek verelim;
x'=0, tzk,k=1,2,....
1
__1 _
Ax = 1 t=k

burada x'=0=x=c, denkleminde ifadenin firevi 0 oldugundan fonksiyon sabit

olacaknr. X(O):% denklemindeki 0 daki degeri dikkate alwrsak, c:% oldugu

gorilir o halde buna bagh olarak ¢éziim fonksiyonumuz x(t):% olur, x(t)z%

¢Oziminiin gegerli oldugu aralik tabi ki [0,1) araligi olacaknir. Bunun sonucu olarak

da; x(l_) = % oldugu goriiliir.



X(1+) vt bulmak igin ise impals kosulunu kullaniriz ;

Ax:x(1+)—x(1_)=x(1_—1)_1 (2.5.2)
+ 1 1 3
(1)=—T+y="3 (251)

2

bulunur, dolayisi ile [1,2) araligindaki ¢éziim x(t)z—% fonksiyonu olacaktir ve
benzer sekilde aym yontemle ilerlenir ise [2,3) araliginda da ¢dzim fonksiyonu

x(t):—% bulunur.

Algoritma bu mantikla ilerler.
2.3. Degisken Zamanh Sistemler
Degisken zamanl diferansiyel denklemleri tanimlayalim;

Tamm 2.2: {S, } bir ylzeyler dizisi 6yle ki S, :t=1,(x), k=1,2,.... olsun ve asagidaki

sartlar da saglansin,

T (%) < Ty (%) (2.6.2)
lim T, (x)=00 (2.6.b)

dolayist ile artarak sonsuza giden bir dizi s0z konusudur.

Bu sartlar altinda impalsif diferansiyel sistemimiz asagidaki sekilde olacaktir (1.



{x':f(t,x), t# T, (X) 27)

Ax=l, (x), t=1,(x), k=1,2,....

2.4. Varhk ve Sureklilik

Diger diferansiyel denklem sistemlerinde oldugu gibi impalsif diferansiyel
denklemlerinde veya denklem sistemlerinde de ¢6ziimiin varhigi ve tekligi oldukga

onemlidir.

QcR" agik kiimesi ve D=R, xQ verilsin. Her k=1,2,... ve xeQ igin

T, €C[Q,(0,)], T (X)<T,,(X) ,lmtk(x)zoo olsun. Notasyon kolayligi igin

T,(x)=0 alalm ve k min daima 1 den o a gittigini varsayalm. S, :t=T1,(x) de

ylzeylerdir.

Asagidaki BDP yi dikkate alalim;

x'=f(t,x), t=T1,(X)
Ax=l(x), t=1,(x) (2.8)
x(tg)=x0, t, 20

burada f:D—R" , |, : Q—R" dir.

x:(t,,t,+a)>R",t,20,a>0 fonksiyonunun (2.4) sisteminin  ¢6zumi

olabilmesi i¢in asagidaki sartlar1 saglamasi gerekir.
(Cozlim olabilme tanimi1 asagidaki sekildedir.

Tamm 2.3: te[ty,t,+a) icin x(t;)=x, ve (t,x(t))eD olmali

i) x(t) siirekli diferansiyellenebilir olmali ve te[t,,t, +a), t=1, (x(t))icin

x'(t)=f(t,x(t)) olmal



i) Eger tet,t,+a) ve t=1,(x(t)) ise x(t")=x(t)+I (x(t)) olmali ve
herhangi bir j, t<s<6& ve baz: >0 igin s#1,(x(s)) ve x(t) daima soldan

surekli farzedilecektir.

Simdi de bize ¢6ziimiin var olabilme sartlarini veren teoremlerden bahsedelim.

Teorem 2.1 : Coziimiin varligi

Asagidaki kosullar: géz ontine alalim;

1

i) f:D—R"fonksiyonu t=1,(x)k=1,2,.... icin surekli ve her (t,x)eD igin ZeL,,

vardir. (t,x)in kiguk bir komsulugunda;

[f(s,y)[<(s) (2.9)

yvazilabilsin.
i) Herhangi bir kigin, t,=7,(x), >0 wm varligim saglar, dyle ki t, =7, (x),

O<t—t, <& ve |[x—x,|<& dir

Bu sartlar altinda her (t,,X,)€D ve bazi a>0 igin x:(t,,t,+a)—>R"

¢ozumii (2.8) BDP icin vardur [9].
Teorem 2.2 : Coziimiin varlig: 2
Asagidaki kosullar: goz oniine alalim;

1) f:D—R"fonksiyonu surekli,
i) T, :Q—(0,0) diferansiyellenebilir

iii) Eger bazi (t,,x,)€D ve k>1 igin t, =1, (x) ise Oyle bir >0 vardir ki;



) e #1 (2.10)

(t,x)eD icin dyle ki [x—x,| <& ve 0<t—t, <& dir-
Tiim bu sartlar altinda her (t,,X,) €D ve bazi 6> 0 igin (2.4) BDP in bir

X:[t,,t, +a) >R" ¢oziimii vardir.
(2.4) sisteminin ¢dzlim i¢in asagidaki maddeleri de dikkate almaliy1z.

i) Eger t, #7,(X,) ise x(t) Klasik anlamda bir cdzimdur
i) Eger t, =T1,(x,) ise x(t) ¢dzimi genisletilmis anlamda f in diizgiinligiine

baghidir.
Bu sartlar altinda ¢6ziim fonksiyonunu tanimlayalim;
Tanmim 2.4: Coziim Fonksiyonu

(t,x)eD oldugu yerde Gyle dirki |[x—x,|<8 ve 0<t—t, <& dir.
(2.4) Un ¢dzumi olan x(t,t,,x,) fonksiyonu baz: [t,,t,+a) araliklarinda

{t}t, <t <t,+a, t <t,,i<] impals noktalar: i¢in asagidaki gibi tammlanir,

[x(t,t,,%,), t, <t<t,
X(t,t,x)), t, <t<t,
X(1,t5,X0) = ceeverererennnne (2.11)

X" =x,+|(x,) ve x,=x(t,) impals kosullar: ile araliklar ve bu araliklara ait

¢oziim pargalart elde edilir.



Teorem 2.3 : Maksimal varlik aralig:

Farzedelim ki Q=R" ve

f:D—R" sireklidir (2.12.a)

IkeC[Q,R”],tkeC[Q,oo], k>1 (2.12.b)
O halde maksimal varlik araligi [t,,b) de (2.8) in ¢dzmi olan x(t) igin;
Jim x (£)] =0 (2.13)

olacaktir.
Asagidaki 3 kosul saglansin;

i) Herhangibir k>1 igin, t,=7,(x,) nin sagladigi dyle bir §>0 vardir ki
t#1,(x,) olan tiim (t,x) lerigin 0<t—t, <& olmak tizere |x —x,| <& olur.

i) Tim k=1 igin, t, =7, (x;) tim j>1icin t #7,(x, +I(x,)) saglanir.

i) Tum k>1 igin, 1, eC'[Q,(0,0)] ve baz1 j>1 igin t, =7, (x,) oldugunda

t, =T,(x, +1(x,)) saglamr ve x;" =x, + (x,) oldugu yerlerde

— (%, ) %1 (2.14)



3. PARAMETRELERIN DEGISIMIi

Asagidaki BDP impalsif diferansiyel denklemini dikkate alalim;

X' =A(t)x+f(t,x), t#t,
Ax=Bx+l, (x), t=t, (3.1)

X (to+ ) =X,
Asagidaki varsayimlar altinda;

) 0<t,<t,<..<t <.. limt —>o

k—>o0

i) A(t) nxntipinde R" — R pargal siirekli bir matris, t=t,, k=1,2,...
noktalarinda 1. tip siireksizligi var ve A(t) bu noktalarda solda strekli.
i) f:R, xR">R" (t_,,t |xR" de slreklive VxeR" t>t, igin

k=1,2,..., lim f(t,y) vardr.

(ty)=>(t.x)

iv) Vk i¢in B, nxn tipinde bir matris ve | : R" — R" sureklidir [4], [5], [13].
Teorem 3.1: Lineer olmayan Parametrelerin Degisimi Formiilii

Yukaridaki (i) ve (iv) elimizde olsun. x(t) (3.1) sisteminin [t,,o) var olan

herhangibir ¢ozimd, w(t,s) ise

X' =A(t)x, t#t,
Ax=Bx, t=t, (3.2)

x(to*):x0

sisteminin fundamental matris ¢6zimu olsun. O halde x(t) asagidaki denklemi

t>t, icin saglar,

10



x(t):W(t,to*)xo+jW(t,s)f(s,x(s))ds+ Z W(t,tk+)lk(x(tk)) (3.3)

t to<t <t

Artik Alekseevin lineer olmayan parametrelerin degisimi formiiliinii

tartisabiliriz. Bu amagla asagidaki BDP ni g6z oniine alalim;

y'=f(t,y)+R(ty), t=t,
Ay=h(y), t=t,, (3.4)

t(ty ) =X,

Teorem 3.2: Benzer Sistemler

I) f:R, xR"—>R" fonksiyonu (t, ,,t ]xR" Uzerinde strekli ve tim k lar igin

% kismii tiirevi de stireklidir.

i) 1 :R"—R" strekli diferansiyellenebilir
Kosullar: ger¢eklenmek iizere asagidaki sartlart da goz oniine alalim;

ii) R: R, xR"—R" fonksiyonu (t,_,,t ]xR" Gzerinde strekli ve tim k lar ve

t>t, iGin  lim R(t,y) limiti vardur.

(ty)>(ta %)

k

Iv) h :R" —R" streklidir.

X' =f(t,x)t=t,,
Ax=l(x),t=t,, (3.5)

X(ty") =%,
Denklem sistemini de dikkate alalim;

Eger x(t)=x(t,t,,%x,) fonksiyonu (3.5) sisteminin [t,,0) Uzerindeki bir

¢ozimi ise (3.3) Un herhangibir ¢ozimi olan y(t)=vy(t,t,,x,) ise asagidaki esitligi

11



saglar [12].

t>t,, CD(t,to,xo)=§TX(t,to,xo)
0

olmak Uzere;

V(t)=X(t)+j®(t,SIV(S))-dS+ 2 JLCD[t.tk'V(tk)Hhk(v(tk))]

to<t<t 0

seklindedir.

(3.6)

(3.7)

12



4. STABILITE TANIMI

Asagidaki BDP impalsif diferansiyel denklemini dikkate alalim

X' =f(t,x), t#1,(x)
Mx =1 (x), t=7,(x) (4.1)

Tk
X(t,") =%,

(3.5)in t>t, da ¢Oziimiolan x,(t)=x(t,t,,y,) fonksiyonu verilsin. x,(t)

ler t, noktalarinda S,_:t=r, (x) ylizeylerine degsin dyle ki t, <t,, Ve

k+1

t, — o0, k — oo olsun.

Tiim bu bilgiler 1s181nda x, (t) =x(t,t,,y,) ¢6zUmund verilen tanimlar 15181nda

nitelemek miimkiin olacaktir;

Tamm 4.1: (s, ) stabildir, eger her e>0n>0 Ve t,eR, icin 0Gyle bir

5=5(t,,&,n)>0 vardir ki |x, —y,| <& iken t>t, i¢in |x(t)—x,(t)|<e olsun

Tamim 4.2:(s,, ) duzgln stabildir, eger (s, ) deki & t, dan bagimsiz ise

Tamm 4.3: (s, ) atraktiv dir, eger her €>0,n>0 Ve t,eR, ic¢in Oyle bir
8,=6,(t,)>0 Ve T=T(t,,en)>0 vardr ki t>t,+T Ve |t—t]|>n Icin
X, —Yo| <8, 0lmast |x(t)—x,(t)|<e olmasim saglar.

Tamm 4.4:(s, ) duzgun attractive dir, eger (s, ) deki &, ve T t, dan bagimsiz ise

Tamm 4.5:(s, ) asimptotik stabildir, eger (s, ) Ve (s, ) gerceklenir ise

Tamim 4.6: (s, ) diizgiin asimptotik stabildir, eger (s, ) Ve (s,,) gerceklenir ise [10].

13



Dikkat edersek f(t,0)=0 ve tim Kk lar icin 1 (0)=01ise (3.5) sistemi triviyal
cozume sahiptir. Hatta eger t, (x)=t, Yani t,(x) x den bagimsiz ise, o halde tiim

¢cozlimler i¢in impalsif efekt ayn1 zamanda ortaya ¢ikar.

Sonug olarak bu gibi durumlarda stabilite notasyonlar1 standart tanimlara denk

gelir. Ornegin (S,,) maddesi (S,) haline gelir, yani (3.5) sisteminin triviyal ¢ozimu

1n

eger harhangibir ; e>0 ve t,eR, ise stabildir ve bir §=6(t,,e)>0 vardir 6yle ki

[x,| <& olmast |x(t)|<g, t>t, olmasi saglar.

4.1. K ve L Sinifi Fonksiyonlar
K ve L sinifi fonksiyonlarin tanimini verelim;

Tanmim 4.7: a fonsiyonuna, aeC[R,,R,], a(0)=0 ve a(u) kesin artan ise K sinifina

aittir denilir.

Tanim 4.8: o fonksiyonuna, oeC[R,,R,], o(u) kesin azalan ve u—owo=0(u)—0 ise

L sinifina aittir denir.

4.2. Stabilite Kriterleri

Asagidaki sabit zamanli impalsif efektli diferansiyel dikkate alalim. Daha 6nce

ifade ettgimiz (4.1) denklemi asagidakine indirgenir;

=t (x) (4.2)

[) 0<t, <t,<..<.. Ve k—oo iken t, > o,
i) f:R,xS(p)—>R",L:S(p)—>R",f fonksiyonu (t,,,t ]xS(p) araliginda siirekli,

S(p)=[xeR"|x|<p] elde edilir.
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Tdm Kk lar icin; f(t,0)=0, | (0)=0 farzeder isek elimizde (4.2) triviyal ¢6ziimii

olur.
[x,v]= lim L {c+hy| ] (4.3)

oldugunu kabul edersek asagidaki sonucu ispatlayabiliriz.

Teorem 4.1: Benzer Sistemler

i) geC[R, xR, ,R], g(t,0)=0 olmak lzere

X

[x,f(t,x)], <g(t|x]), t#t, (t,x)€R, xS(p) (4.4)
dir.
ii) G, :[0,p,) =>[0,p), G, €K olmak iizere; [x-+1,(x)] <G, ([x])dir.
O halde;
u'=g(tu), t#t,
u(t,") =G, (u(t,)), (4.5)

x(t,)=u, >0

sisteminin u=0 triviyal ¢6zimUnun 6zellikleri,

X' =f(t,x), t#t,
Ax =], (x), t=t,(x) (4.2)
X(t,") =%,

sisteminin x =0 triviyal ¢ozumunun Ozelliklerine karsilik gelmesinin saglar.
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Ispat 4.1: Benzer Cozumler

(4.2) sisteminin x =0 ¢dzimiinun stabilitesini ve asimptotik stabilitesini

ispatlayabiliriz.

Farzedelim ki; (4.3) n u=0 ¢6zimi stabildir ve p*=min(p,,p) 0 halde
verilen 0<e<p® ve t,eR, icin bir 6=6(t,,€)>0 vardwr déyle ki; u, <8 olmasi
u(t,ty,u,)<e, t>t, olmasim u(t,t,,u,) in (4.3) sisteminin herhangi bir ¢oziimi

oldugu yerde saglar.

Biz iddia ediyoruz ki; (4.2) denklem sisteminin triviyal yani énemsiz ¢ozimi

olan x=0 da stabildir.

Eger bu dogru degil ise x(t,t,,%,) gibi dyle bir ¢oziim olmali ki |x,| <& ve bir

t*>t, iken bazi k lar icin t <t <t

g Olmast, t;<t<t_icin |x(t*,t0,x0)|28 ve

x(t,t,,%,)| <€ olmasin saglar.

Dikkate alinarak elimizde |x(tk+,t0,x0)|SGk(s)<Gk(p0)<p olur onun igin biz
Gyle bir t” secebiliriz ki t, <t <t" iken e<|x(t°,t,,x,)|<p olur.

m(t)=|x(t,t,,x, )| ayarlayarak ve (a) y kullanarak;

D'm(t)<g(t,m(t)), t=t, te[t,t°),
m(t) <G, (m(t,)) (4.6)
m(t,)= |X0|

elde ederiz.

Sonug olarak impalsif diferansiyel konusu baglamindaki esitsizlikleri ile ;

r(tto,Us) 1n (4.3) iin maksimal ¢oziimii oldugu yerde;
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m(t)<r(t,t,,

X,|), t, <t<t° 4.7)
esitsizligini elde ederiz.

O halde;

e< m(to)ﬁr(to,t

Xo|) <€ (4.8)

0’

celiskisini elde ederiz. sonug olarak (4.2) nin x =0 ¢oziimiiniin stabil olusu

ispatlanmig olur.

Ispatin swradaki boliimiine gegelim simdi de (4.5) in ¢Ozimi olan u=0 m

asimptotik stabil oldugunu varsayalim;
Bu (4.2) nin x=0 ¢oziimiiniin stabil olmasn saglar.
Sonug olarak e =p; alir ve &, =6(t,,p") secersek elimizde;
[xo| <65 iken |x(t,t,,%,)|<p, t=t, (4.9)
olur.

x=0 wn atraktifligini ispatlamak i¢in 0<e<p” alalim ve t,eR, verilmis

olsun.

Verilen O<e<p® ve t,eR, i¢cinu=0 attraktiftir, &,=56(t,)>0 ve
T=T(t,,€)>0 vardir dyle ki ; u, <6,, iken u(t,t,,u,)<e, t>t,+T olur.
5, =min(8;,5,,) secelim ve |x,|<8, kabul edelim. (4.9) in argiimentleri (4.7)

e gider bunun sonucunda ;
|X(t,t0,X0)|<I’(t,t0,|X0|), tZt0 (4-10)
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elde edilir.
Bunun sonucunda (4.2) nin ¢6zimid olan x=0 ¢Ozimind atraktif olur.

Dolayist ile (4.2) nin ¢oziimii olan x =0 asimptotik stabildir ve ispat tamamlanmuig

olur.
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5. TEMEL KARSILASTIRMA SONUCLARI

Asagidaki impalsif diferansiyel denklemini dikkate alalim;

X' =f(t,x), t#t,
Ax =] (x), t=t, (5.1)
X(t") =Xy, t, 20, k=1,2,....

Asagidaki sartlar altinda;

° (A,)
) 0<t, <t,..<t, <.., Ve k—>o0 iken t —>oo
ii) (t_,, t ]xR" araliginda f:R, xR" —R" siireklidir ve her

xeR", k=1,2,...., lim )f(t,y) =f(t;,x) vardur.

(t,y)~>(tk+,x

i) I :R" —>R" V:R, xR" —R, kabul edelim.

Bu durumda asagidaki sartlar saglanmasi sonucunda V fonksiyonu v, sinifina

aittir denilir;

i) Her xeR" igin (t,_,,t |xR" arah@inda V siirekli

k=1,2,..., lim V(t,y):V(t;,y) vardir.

(t)—>(t8 x

i) (t,x)e(t,,, t ]xR" araliginda V fonksiyonu x icin lokal Lipschitz sartlarini

saglasin,
D*V(t,x)= lim sup%[V(Hh,x+hf(t,x))—V(t,x)] (5.2)
h—0*
D_V(t,x)= lim inf%[V(H—h,x+hf(t,x))—V(t,x)] (5.3)
h—0"
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Eger veC'[R, xR", R, | 0 halde V'(t,x)=V,(t,x)+V,(t,x)-f(t,x) oldufu yerde
D V(t,x)=D"V(t,x)=V'(t,x) (5.4)
olur [3].
Simdi siradaki karsilagtirma sonucunu formiilize edebiliriz;

Teorem 5.1:Maksimal COzim

V:R, xR" >R, veV eV, alinsin,
farz edelimki; g:R, xR, =R fonksiyonu (A, ii) sagladigi ve W :R, ->R,

fonksiyonunun azalmayan oldugu yerde;

D'V(t,x)<g(t, V(t,x)), t#t,
(5.5)
V(t, x+1 (x)) W (V(t,x)), t=t,

r(t)=r(t,t,,u,) fonksiyonunu skaler diferansiyel denklemin maksimal ¢oztimii

kabul edelim;

u'=g(t,u), t#t,
u(tk+):wk(v(tk)) (5.6)
u(ty)=u, >0

sistemi [t,, o) araliginda vardr.

O halde V(t;,x,)<u, olmasi, x(t)=x(t,t,,x,) fonksiyonu (5.1) in ¢6zimii

oldugu yerde;

V(t,x(t))<r(t),t>t, (5.7)
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gerceklenir.

Ispat 5.1: Maksimal Cézim

x(t)=x(t,t,,X,) fonksiyonu t>t, i¢in (5.1) in ¢cozumi kabul edelim dyle ki
V(t5,%,) <y, olsun; t#t, m(t)=V(t,x(t)) tammlayalim bbylece yeterince kiigiik

h> 0 icin elimizde

m(t+h)—m(t)=V(t+h,x(t+h))-V(t+h,x(t)+hf(t,x(t)))

(5.8)
+V(t+h,x(t)+hf(t,x(t)))—V(t,x(t))
olur.
Madem V(t,x) fonksiyonu te(t,,t,.,] icin x e gore lokal lokal Lipschitz
sartlarit saglyor, (5.5) i kullanarak;
D'm(t)<g(t,m(t)), t=t, m(t;)<u,,
(5.9)

m(t;)=V(t;, x(t,)+1 (x(t,))) ¥, (m(t,))
elde ederiz.

5.1. Sonug (Teorem 5.1 in Bir Sonucu)

Teorem 5.1 in sonucu olarak asagidakiler gerceklenir.

i) TamKk laricin; g(t,u)=0, W, (u)=u, ohalde V(t,x(t)) ticin artmayandir

V(t,x(t)<V(t5,x,), t=t, (5.10)

21



olur.

i) TumKk larigin; g(t,u)=0, W (u)=du, d >0, ohalde V(t,x(t)) tigin

V(tx(1)<V(tgx) [T do t2t, (5.12)

to<te<t

olur.

iif) Tam K lar icin; g(t,u)=—au,a >0, W (u)=du, d >0, o halde V(t,x(t)) t

icin

V(t,x(t))é[v(tg,xo) I dk}exp[—a(t—to)], t>t, (5.12)

to<t <t
olur.

iv) Tum k lar igin; AeC'[R, R, ] oldugu yerde
g(t,u)=N'(t)u, W (u)=du, d, >0, ohalde V(t,x(t)) tigin;

V(t,x(t))é{v(tg,xo) I dk}exp[k(t)—}\(to)], t>t, (5.13)

to<t<t
olur.

Teorem 5.2: Coziim Karsilastirma

V:R, xR"—>R, veVeV, alinsin; farz edelim ki; g:R, xRT —R" fonksiyonu
(A, i) sagladigi ve g(t,u) fonksiyonu u ya gore kuazimonoton azalmayan ve

W :R" - R" azalmayan oldugu yerde;
D'V(t,x)<g(t, V(t,x)), t#t, (5.14.a)

22



ve

V(t x+1 (X)W (V(tx)), t=t, (5.14.b)

olsun.

r(t):r(t,t,,u,) fonksiyonunu [t,,) araliginda asagidaki (5.15) sisteminin

maksimal ¢ozimu kabul edelim.

u(t”)=w (u(t,)) (5.15)

O halde V(t;,x,)<u, olmast x(t)=x(t,t,,X,) Nin 53.1) in ¢éziimii oldugu

yerde t>t, icin V(t,x(t))<r(t) olmasini saglar.

g(t,u) fonksiyonunun bu durumda olmasi su anlama gelir ki; u<v, u,=v, bazi

i lerigin g (t,u)<g (t,v) olur.
Siradaki impalsif diferansiyel sistemi goz oniine alalim;

x'=f(t,x), tzt.(x), k=1,2,...,
Ax =1, (x), (5.16)

X (tg ) =X,
takip eden kosullara tabidir,

e (8,)

i) Tdmklaricin ¢, eC*[R",(0,0)], t, <1, (x) Ve her xeR" igin
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T, > iken t, —> o

i) fe C[R+ xR",R”] ve f:R, xR" —R" slreklidir ve (5.8) in ¢ozlimleri olan

x(t) vardir ve t>t, igin tektir.

iii) 1, ec[R",R" | ve (5.8) in her bir ¢dzumu i¢in herhangi bir verilen

S, : t=1,(x) yuzeyine tam olarak bir kez deger.

x, (t) Ve (5.16) mn ongoriilmiis bir ¢ozimi olsun Oyle ki [t,,0) araliginda

xo(ty)=y, olsun vet’k=1,2,.., moment noktalarinda s, ylzeyleriile

bulugsun; Tki ¢oziim arasindaki  farklilar goOsteren karstlastirma
sonuglarini  ispatlamakta  ilerleyebilmek i¢in  asagidaki sartlara intiyacimiz
vardir.

e (B,) Bazi p>o0 larigin S[xo,p]:[xeR":|x—xo(t)|<p]01du§uyerde
R, xS(x,,p) tzerinde |f(t,x)|<C dir.

e (B,) (t,x)eR,xS(x,,p) Vetimk lar igin;

LN, >0 (5.17)

at<k3>(<X)—f(t,x) <0 ve [, (x)—T () <NJ[x—y

* (B,) VeC[RxR", R, | , V(t,x) fonksiyonu x icin lokal Lipschitz sartlarini

saglasin ve (t,x)eR, xS(x,,p) I¢iN; t eK, geC[R, xR, , R] oldugu yerde;

DV(t,x—x,(t))<g(t,V(t,x—x,(1))), t=t, t#T,(X) (5.18)

V(tx—y+i (x) =L (y) <t (V(t,x—y)), t=T1(x), t=7,(y) (5.19)

olur.
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*(B,) V(tx) fonksiyonu ticinartmayan, b(|x|)<V(t,x) ve
(t,x)eR, xS(x,,p) 1GIN |V(t,x)—V(t,y)|<L|x—Y]| (5.20)

dir.

W, (u)=1, (u+LCNb ™ (u))+LCNb* (u) alalim; o halde alttaki sonucu elde

ederiz.

Teorem 5.2: Maksimal COzim

Farzedelim ki (B,)ve(B,) gerceklensin; x(t)  fonksiyonu [t,,c0) daki
x(ty)=x, olmak Uzere (5.16) in bir ¢dziimii olsun ve t=t,, k=1,2,...., noktalarinda

S, ile bulugsun. Bu halde elimizde; V(tg, X, —yO)S u, gerceklendigi,
1=[ty, )\ J(& % ]=min(t;,t,) oldugu yerde
k=1
V(t, x(t)—x, (1)) <r(t,t,,u,), tel (5.21)
olur.

T =max(t;,t,) ve r(t,t,,u,) asagidaki (5.22) nin [t,,00) daki maksimal

¢cOzUmadar;

u=g(tu), telt,t]
u(t)=w (u(%)) (5.22)
u(tg)zu0 >0

Ispat 5.2:Maksimal Céziim

m(t)=V(t,x(t)—x,(t)) secelim x, oyleki m(t;)=V(t;,x,—y,) olsun.

O halde (5.18) gergeklenir ve V Lipscihitz kogsulunu saglar, sonugta,
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D'm(t)<g(t, m(t)), t=t, t (5.23)
elde edilir.

Swradaki tahmin;
(%) =V(E (%)% (%)) (5.24)
Uzerinde diisiinecegimiz iki iddia var;
Birinci varsayimimiz t, =t, 0 halde (B,) ve (B,) kullamirsak elimizde;
m(%)<LC(t, t )+ [ V(Ex(t) - % (%)) ] (5.25)
olur.

Hatta (B,) de kullanirsak;

V(T (1) =% (%)) <m(t) +L(T, - 1,) (5.26)

elde edilir.

Ustelik (B,) ve (B,) ii de kullamirsak;

0T, — 1, =7, (% (B) —tx () SN o () =x ()| <N [m(1, )] (5.27)
elde edilir.

(5.5),(5.26) ve (5.27) bagintilar: kullanilarak sonugta,
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m(t.) <t [m(t)+LCND ™ (m(t,))]+LCb ' m(t, )=, (m(1,)) (5.28)
elde edilir.

Diger taraftan t,=t,” , aym argiimanlar ile hareket edip ve aymi tahminde

(5.28) bulunup sonunda elimizde;

D'm(t)<g(t,m(t)), te[t,, T ]
m(t.)<w (m(t,)) (5.29)

m(to*)SUo

olur.
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6. TEKIL SAPTIRILMIS SISTEMLER

Asagidaki impalsif tekil saptirilmig diferansiyel denklem sistemini dikkate

alalim;

X' =f(t,x,y)
ny'=g(t,x,y), t#t

(txy), t2T, (6.1)
Ax=1,(x,y)

Ay=J. (x,y), t=1, k=1,2,3,....

0=1,<T,<T,..<T..... V& k>0 ikenTt, >
Bu sistemde Ustel stabiliteye bakacagiz. pe(O,u,] kiigiik parametresi ek

olarak asagidaki sartlarla f,g,| ve ), fonksiyonlarini baglar.

o (A,) feC[R,xS"(p),R"], geC[R, xS"(p),R" ], f(1,0,0)=0, g(1,0,0)=0 ve
f.f,.8. 8, 8, vardr, siireklidir ve R, xS"(p)xS™ (p) tizerinde smirlidur.
o (A,) 1, eC[S"(p)xS"(p),R"], I €C[S"(p)xS"(p),R"], 4(0,0)=1(0,0)=0

o, ol al 0
ve 1(0,0)=J,(0,0)=0 v 8_ 8_y E 8_ vardr, siireklidir ve

k=1,2,....i¢in S"(p)xS™(p) Uzerinde diizgiin siirhdir.

e (A,) Surekli ve diferansiyellenebilir h:R, xS"(p) —S™(p) fonksiyonu vardir
oyle ki; (t,x)eR,xS"(p) igin h(t,0)=0, g(t,x,h(t,x))=0 ve
(t,x,y)eR, xS"(p)xS™(p) vey =h(t,x) igin g(t,x,y)#0,

e(A,) Timk larigin; T, —-7,,26>0

(6.1) sistemindeki x=0,y=0 ¢ozUminin satabilite ozellikleri asagidaki

sistemin x=0 ; icin stabilite 6zelliklerine indirgenebilir;
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dx

—=f(t,x,h(t,x)), t#t
Kt xh(t), t, 6
Ax=I (x,h(T,,x)), t=1, k=1,2,3,....

ve y=h(a,B) ¢ozumiinun stabilite ozellikleri (a,B)€R, xS"(p) oldugu yerde;

dy _
E—g(alﬁfy) (6.3)

seklindedir.

6.1. Ustel Stabilite

Ustel stabilite tantmini verelim;

Tamm 6.1: Eger p>0,A>1 ve y>0 sabitler var Oyle ki t,eR, ve
(X0,Y,)€S"(P)xS™(p) (6.1) sisteminin cozimleri olan

x(t)=x(tt,,%,,Y,), Y(Y) =V (t:t,,%,,Y, ) fonksiyonlar: t>t, icin;
()] +]y ()] < Al | +]yo[ ™™ (6.4)

kestirimini saglar ise; (6.1) sisteminin x=0,y=0 c¢6ziimlerine Gstel stabildirler

denilir.
6.2. Diizgun Ustel Stabilite
Diizgiin iistel stabilite tanimin1 verelim;

Tamm 6.2: Eger p>0,A>1 ve y>0 sabitler var d&yle ki herhangi bir

(a,B)eR, xS"(p) ve ueS"(p),

P (s;a,B;n) fonksiyonu s >0 igin;

n—h(a,B)|<p (6.3) sisteminin ¢ozimi olan
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[(s:a,B:p)—h(a,B)|<A(u—h(a,B)))e™ (6.4)

kestirimini saglar ise; (6.1) sisteminin y=h(a,B) ¢6zimi (a,B)eR, xS"(p) iken

dizgln Ustel stabildir denilir.

Teorem 6.1: Triviyal Cozum Stabilitesi

Asagidaki sartlar gergeklensin,

i) (A,)den (A,) kadar kosullar saglansin

ii)a>0,b>0,c>0,k>0, sabitleri ve
V:R, xS"(p) >R,, VeV,, WeC'[R, xS"(p)xS" (p).R, | (6.5)

fonksiyonlarim goz oniine alalim éyle ki; teR,,x,x, €S"(p) ve yeS" (p) asagidaki

kosullar saglansin;
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alx|<V(t,x) <b|x|

Dis2)V (t,x) < —c|x

tET,
V(t, +0,x+l (x,h(t,,x)))<V(T,,X)

IV(t,x)=V(t,x,)| <K|[x—x,|

aly —h(t, )] <W(t,x,y)<bly—h(t,x)f (6.6)

W(’6.3) (t,X, y) < _C|y - h(t,X)|2

AW (t,x,y)] <Ky =h(E )+ Iy ~h(tx))

oW <xly
E» (t,x,y)‘_K|y h(t,x)|

oW
o (t,x,y)

<Kly —h(t,x)|

Bu sartlar altinda | yeterince kiigik olmak tzere (6.1) sisteminin ¢dzimi olan

x=0, y=0 triviyal ¢6zimu Ustel olarak stabildir.
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7. SONUC

Bu tez c¢alismasinda, impalsif diferansiyel denklemlerde temel tanim ve
teoremler verilmis, ¢6ziimiin varlik ve teklik kosullar1 ortaya konmus, parametrelerin
degisimi yontemi impalsif sistemlere uygulanmis, stabilite kriteleri, karsilastirma
sonuclar1 ortaya konmustur. Tekil saptirilmis denklem sistemleri incelenmistir. Ve
goriilmistir ki karsilastirma sonuglari ile referans alinan lineer sistemlerden farkli

bir davranis1 s6z konusu degildir.
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