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OZET

Bu tez c¢alismasinda lineer olmayan pertorb sistemin pertérb olmayan
diferansiyel denklem sistemine gore baslangic zamani farkli stabilitesi (kararliligi)
incelenmistir. Baslangi¢ zaman farkli kararliligin klasik anlamdaki Lyapunov direct
yada ikinci ¢esit kararliliklar arasindaki farkliliklar goriilmiistiir. Buradaki pertorb
sistemin pertorb olmayan diferansiyel denklem sistemlerinde Lyapunov ve pratik

kararliliklarindan hangisinin hangi durumlarda daha kullanisli oldugu incelenmistir.

Anahtar Kelimeler: Pratik Kararhhk (Uygulamah Stabilite), Lyapunov
Kararhhk, Kararhlik, Baslangic Zamam Farkh (BZF).



SUMMARY

In this thesis, the initial time difference stability of nonlinear perturbed
differential equation systems with respect to unperturbed ones is investigated. Some
differences are observed between the initial time difference stability of classical
Lyapunov-type stability or the secondy type stability.For the unperturbed differential
equations of these perturbed systems, Lyapunov and practical stability methods are

investigated in order to identify in what conditions one method is more convenient
than the other.

Key Words: Practical Stability, Lyapunov Stability, Stability, Initial Time
Difference (ITD).
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SIMGELER ve KISALTMALAR DIiZiNi

Simgeler ve  Aciklamalar

Kisaltmalar

B : Sirhilik

BZF . Baslangi¢ Zaman Farkli
K : Kararhlik

PK . Pratik Kararlilik



1. GIRIS

Gilinliik hayattaki pek ¢ok somut problemin ¢oziimiinde kararlilik (stabilite)
teoremleri kullamlmaktadir. Ozellikle de Lyapunov kararlilik teorisi siklikla
kullanilmaktadir. Fakat uygulamalarda asimptotik kararliligin daha 6nemli oldugu
goriilmiistiir. Gergekte istenen asimptotik kararlilik alaninin biiyiikliigiidiir. Boylece
incelenen sistemin uygun bir sekilde fonksiyonunu yerine getirip getiremedigi ve
kararliligimin gerektiginde nasil gelistirilebilecegi konusunda bilgi sahibi oluruz.
Bunun yaninda incelenen sistem kararsiz (unstable) olabilir. Fakat hala kabul
edilebilir bir denge halinin ¢ok yakininda hareket edebilir. Bu nedenle Lyapunov
kararliliktan daha uygun bir kararlilik kavramina ihtiya¢ duymaktayiz. Bu kavram ise
“pratik (uygulamali) kararlilik” olarak ifade edilmektedir [1], [8], [9], [10]-[15].

[k béliimde pratik kararliliga neden ihtiyag duyuldugu belirtilmistir [11], [17],
[18], [20]. ikinci béliimde Lyapunov kararlilik ve smirlilikla ilgili temel kavramlar
tamimlandiktan sonra pratik kararlilik incelenecektir. Her ne kadar Lyapunov
kararliligin  pratik kararliliktan daha gilicli yada daha zayif oldugunu
sOyleyememekle birlikte bu kisimda pratik kararliligin giinlik hayattaki somut
problemlerin ¢6ziimiinde daha uygun oldugunu o6rnekler vasitasiyla inceleyecegiz
[3], [11], [25]. Uglingli boliimde ise Lyapunov-like tipi fonksiyonlara dayanan pratik
kararlilik 6zellikleri ve diferansiyel esitsizlikler teorisi incelenecektir. Dordiincii
boliimde ise pertdrb sistemler ve pertdrb olmayan sistemlerde kararlilik kavramina
yer verilecektir. Besinci boliimde ise baslangic zamani farkli parametrelerin
varyasyonu ile pratik kararliligi incelenecektir. Altinci boliimde ise uygulamalar

baslig1 altinda ¢esitli 6rneklere yer verilecektir.



2. KARARLILIKLA ILGILIi TEMEL TANIM VE
TEOREMLER

2.1. Lyapunov Kararhhk

Asagidaki diferansiyel denklemi ele alalim.

x'(t) = f(t,x(t), x(ty) = x9, t; =0 (2.1)

ve f € C[R, X R™ R™]. Varsayalim ki f fonksiyonu yeterince diizgiin olsun 6yleki
x(t) = x(t, ty, xo) ¢coziimlerinin teklik ve siirekliligini saglamis olsun.

Ik olarak Lyapunov baglaminda kararlilik  kavraminmi agiklayalim. Bu
maksatla varsayalim ki f(t,0) =0 Oyleki x(t) =0 olsun ve buda (2.1)
denkleminin asikar ¢oziimiidiir.

Simdi de (2.1)’in asikar ¢oziimii i¢in stabilite ile ilgili tanimlar1 ele alalim.

o (Ky) Yari Es (Equi) Kararlilik: Eger herbir € >0, tyeR, icin pozitif ve
& = 6(ty, &) fonksiyonu mevcut ve t, da sirekliyse ve herhangi bir ¢ igin
Oyleki |xo| < & oluyorsa,t =ty igin |x(t)| < € dur.

o (K,) Diizgiin Kararlilik: Eger 6, (Ky)'deki t,’dan bagimsiz ise diizgiin
kararhdrr.

o (K3) Kuasi Yar: Es Asimptotik Kararliik: Eger her &> 0,tyeR, igin
6y = 00(ty) Vve T =T(tye) pozitif sayilart var ve oyleki |xy| <
&g oldugunda |x(t)| < e, t =ty + T saglamyorsa kuasi yart es kararlidur.

o (K,) Kuasi-Diizgiin Asimptotik Kararlilik: Eger (K3) ‘teki 8y ve T sayilari t, ’
dan bagimsizsa quasi diizgiin asimptotik kararlidir.

o (Kg) Yari Es Asimptotik Kararlilhk: Eger (K;) ve (K3)’in her ikiside
saglanirsa yari es asimptotik kararlidir.

o (Kg) Diizgiin Asimptotik Kararhik: Eger (K,) ve (K,)'iin her ikiside
saglanirsa diizgiin asimptotik kararhidir.

e (K,) Biiyiik Ol¢giide Kuasi Es Asimptotik Kararlilik: Her bir &> 0 , a > 0,
toeR, icin pozitif T = T(t,, &, @) vardwr ve dyleki |x,| < a icin |x(t)| < ¢,

t =ty + T saglaniyorsa biiyiik 6l¢iide kuasi es asimptotik kararlidir.



e (Kg) Biiyiik Olciide Kuasi Diizgiin Asimptotik Kararlilik: Eger (K,) deki t
sayisi ty 'dan bagimsiz ise biiyiik ol¢iide kuasi diizgiin asimptotik kararhdir.

o (Ky) Tamamen Kararlihik: Eger (K;) saglaniwyor ve (K,)'deki her « igin
0 < a < o gart1 saglyyorsa tamamen kararlidir.

o (K,o) Tamamen Diizgiin Kararlilik: Eger (K;) saglaniyor ve (Kg) 'deki tiim «

laricin 0 < a < o oluyorsa tamamen diizgiin kararlidir.

Dikkat edilmelidir ki (2.1) denkleminin asikar ¢6ziimiiniin varhiginin
saglanabilmesi i¢in (K3), (K,), (K;) ve (Kg) gerekli degildir. Ayrica asikar ¢oziim
olmasa bile neticede Lyapunov Kkararliigin bir genel ¢oziimii ile kararlilik

saglanabilir.

Tanim 2.1 : (2.1) sistemi asagidaki ozellikleri saglar.

o (E)) Egerhere>0ic¢in § =68(e) ver =r(e) a pozitif sayilart vardwr dyleki
|xo| < & oluyorsa |x(t)| < €,t >ty igin er ge¢ (eventually) kararhidir.

o (E,) K,veE, saglaniyorsa er ge¢ asimptotik kararlidir.

Uygulamada asimptotik kararlilik, normal kararliliktan daha 6nemli oldugu
acik sekilde gortilmektedir. Bundan dolay1 asimptotik kararlilik alaninin, boyutunu
bilmek gerekmektedir. Boylece sistemin hangi sartlar altinda istenildigi gibi
calisabilecegi belirlenmis olur. Ayrica kararliligin  kosullarinin  nasil  gelis-
tirilebilecegide kararlilik alaninin biiyiikliigiinden belirlenebilir [10], [11].

Bu nedenle pratik maksatlar igin butin kararlilik istenmektedir. Farkli
kararlilik tiirleri ile ilgili olarak sinirlhilik ilkesini tanimlayabiliriz. Bunu yapmak i¢in

asikar ¢ozlimiin var olmasi sart1 gerekli degildir.

Tanmim 2.2 : (2.1) diferansiyel sistemi asagidaki ozelliklere sahiptir.

o (By) Es Suurhlik: Her a« > 0 ve tyeR, icin = B(ty, @) pozitif ve t,’da
strekli fonksiyonu mevcut olsun dyleki her a icin |t,] < @ oluyorsat > ¢,
icin [x(t)| < B esitsizligi saglanir.

e (B,) Diizgiin Smrlilik: Eger (B;) 'deki B, t, 'dan bagimsizsa diizgiin sunirlidir.



e (B3) Yari-Es Ultimately Svurlilik: Her a > 0, tyeR, icin 0yle N ve T =

(to, @) gibi pozitif sayilar vardir ki |x,| < a iken |x(t)| < N vet >ty +

T esitsizlikleri saglamiryorsa yari es ultimately sunirlidir.

e (B,) Yari Diizgiin Ultimately Stmirlilik : Eger (Bs) teki T, t, dan bagimsizsa.

e (Bs) Es Ultimately Sutmirlilik : Eger (By) ve (Bs) ikisi birlikte saglanirsa.

o (By) Duzgun Ultimately Sinwrlilik: Eger (By) ve (By) ikisi birlikte saglaniyorsa.

e (B;) Es Lagrange Karalilik: Eger (By) ve (S;) birlikte saglaniyorsa.

o (Bg) Diizgiin Lagrange Kararlilik: Eger (B,) ve (Sg) birlikte saglaniyorsa.
e (By) Er Ge¢ Stmrhilik: Her « = 0 icin dyle iki r = r(a) ve 8 = B(a) gibi

pozitif sayilart olmak iizere |xy| < a iken |x(t)| <P,

esitsizligi saglantr.

t2t02T

o (Byy) Er Ge¢ Lagrange Kararhilik: Eger (Bg) Ve (Sg) birlikte saglaniyorsa.

Dikkat edilecek olursa (B;) ve (B,)’de gorinen f, a -0 iken =0

ozelligine sahiptir.

Ornek 2.1 : m,n € C[R,, R] olmak iizere asagidaki denklem sistemini ele alalim

x' =nt)y + m(t). x(x® + y2) ,x(ty) = xg
y' = —n®x + m(0).x(x* + y*),y(to) = Yo

(2.2) sisteminin genel ¢oziimii asagidaki gibidir.

xocos(f:0 n(t)dt) + yosin(ftz n(t)dt)
=0 = (1—2(x2+ yoz).ftto m(t)dt) /2

yocos(ftt n(t)dt) — xosin(ftt n(t)dt)
y(©) = .
(1= 20§ +y). [, m(e)de) /2

seklindedir ve buda 1¢ = x3 + y3 icin asagidaki ifadeye indirgenebilir,

(2.2)

(2.3)

(2.4)



r2(t) = x2(t) + y2(t) = r§(1 — 2r¢ | m(t)de)™?! (2.5)

to

(2.5) ten agik¢a goriilebilecegi gibi asikar ¢oziim m(t) < 0,t =ty igin kararhdr.
Eger t >ty icinm(t) > 0 ise (2.2) nin triviyal ¢oziimii kararl

t
m(t)dt (2.6)

to
oldugunda integrali sinirll ve kararsiz iken (2.6) integrali de sinirsizdir.

Ornek 2.2 : Asagidaki diferansiyel denklem sistemlerini ele alalim.

x'()=—x—y+k(x—y)(x%+y2),x(ty) = xo0
¢ = (2.7)
') =x—y+k(x+y)x?+y?),y(t) =y

Denklemde k > 0 bir sabit olmak zere (2.7) nin ¢ozimi 6 = 2(t — t,) —%lny

veu=1¢+ (i — roz) exp(2(t — to)) icin
1
x(t) = —(xyco0s6 — y,sinf) (2.8)
Vku
1 :
y(t) = ——(xsind — y,cos0) (2.9)
Vku
dir. Bu ¢oziim asagidaki ifadeye indirgenebilir.

1
() =78 (2.10)

Buradan da agik¢a goriiliirki eger v = x5 + y3 < % (2.7)’in triviyal ¢ozimdi

olarak asimptotik kararhdir.



Ornek 2.3: Asagida tek serbestlik dereceli bir mekanik sistemin hareketinin pertorb

denklemi verilmistir.

d?x dx

e 2h.a +9gx=0,(0)=x,, x'(0) =y, (2.11)
ifadesi
dx
(E =y ,X(O) =Xo

(2.12)

dy
g =2y —g9x ,y(0) =y,

seklinde de g — h? > 0 icin gosterilebilir.
A% — 2hi+g = 0 denkleminin karakteristik kokleri A, = a +if ve A, =a —
i oldugundan (2.12) nin genel ¢6zimi

% sinﬁt] exp(at) (2.13)

x(t) = |xocosft +

Sonug olarak eger « > 0, h < 0 ve g > 0 ise (2.12) ‘nin ¢oziimii kararsizdir.
Ornek 2.4 : 2eC'[R,, R ] ve X' (t) = 0 icin asagidaki diferansiyel sistemi ele alalim
x'==A(t), x(ty) = x,. (2.14)

x(t) = xg+ A(ty) —A(t) den |x(t)| < |xol + A(ty), t=t, diwr. Burada
B = +A(ty) ve a — 0 i¢in B sifira gitmez. Eger & —» o ve A(t) azalarak sifira

giderken pozitif & sayilart icin r(e) vardir oyleki ty, = r(e) iken  A(ty) <§

esitsizligi saglanir. Buradan da § =§ ve r(e) icin (E;) saglamvr.

Ornek 2.5: Asagidaki denklemi ele alalim

x' = 111 ,x(ty) = Xo. (2.15)




Bu denklemde

Xo(1+ty)

2.16
1+t (2.16)

x(t) =
¢cOzUmu t, 'a gore diizgiin bir sekilde sifira gitme egiliminde degildir.
2.2. Pratik (Uygulamal) Kararhihk Tanimlari

Uygulamada tam kararliligin, asimptotik kararliliktan daha fazla istenen bir
ozellik oldugu goriilmiistiir. Bazen kararsizlik bile daha iy1 olabilir. Belki sistem
matematiksel agidan kararsiz olabilir ancak istenilen halin yakin ¢evresinde kiiguk
salimimlar yapabilir, ve bu durum sistemin performansi agisindan kabul edilebilirdir.
Ornegin bir ucak yada flize matematiksel acidan kararsiz bir durum etrafinda
salinmasina ragmen kullanilabilir bir halde bulunabilir [11], [19].

Bir cok problem bu kategoridedir. Ornegin iki nokta arasinda yolculuk yapan
uzay araci, sicakligi belli sicakliklar arasinda tutulan kimyasal islemler gibi. Bu tdr

durumlarda pratik (uygulamali) kararlilik kavrami daha kullanighidir.
Tanim 2.3 > (2.1) sistemi igin

o (PK;) Eger verilen (1,A), 0 < A <A igin |xy| < Aoluyorsat > t, ve baz
to € R, icin |x(t)| < A saglamir. Bu durumda buna pratik kararlidwr denir.

e (PK,) Eger (PK,) her ty € R, i¢in saglaniyorsa diizgiin pratik kararhidir.

e (PK3) Eger verilen (A,B,T) >0 ve bazt ty € R, icin |xy| < A oldugunda
|x(t)] < B,t =ty + T oluyorsa buna pratik kuasi kararhdur.

o (PK,) Eger (PK3) tum ty € R i¢in saglaniyorsa diizgiin kuasi kararhdir.

o (PKs) Eger (PK;) ve (PK3) saglaniyorsa giiclii pratik kararhdr.

o (PKy) Eger (PK,) ve (PK,) saglaniyorsa giiclii diizgiin pratik kararlidir.

e (PK;) Eger (PKy) ve (S;), a =21 i¢in saglamyorsa asimptotik pratik
kararlidir.

o (PKg) Eger (PK,) ve (S;), @ = A i¢in saglamiyorsa diizgiin asimptotik pratik
kararlidir.

o (PKy) Eger (PKy) saglanmazsa pratik kararl degildir.



o (PK;,) Eger verilen (A,A), 0 < A < Aigin T = 7(4, A) var ve Oyleki |x,| < 1
oldugundat >ty = t igin |x(t)| < A oluyorsa buna er ge¢ pratik kararhidir
denir.

o (PKy,) Eger (PKyy) Ve (PK3) saglamyorsa er ge¢ diizgiin giiclii  pratik

kararly seklinde tamimlanir.

(PK5) ve (PKg)’da eger 0 < B < A < Aoluyorsa (2.1) sistemine biiziilmiis
pratik kararli ve 0 < A < B < A oluyorsa sisteme genisleyen pratik kararli denir.

Bazen fiziksel problemlerde belli zaman araliginda ve sinirlar icinde sistemin
davranisi ile ilgilenilir. Sonlu zaman kararliligr kavrami bunu agiklamak i¢in uygun
diiser.

Eger A, A,B ve T pozitif sayilart  i¢in |xo| < 4 iken |x(t)| < A4,
to<t<ty,+T ve |x(t,+T)| <B saglanmiyorsa (2.1) sistemi glcli pratik

kararliliga doniistir.

Ornek 2.6: Burada A = 2 A olmak sartiyla 6rnek 2.1°i ele alalim. (2.5) 'den

m(s)ds=8>0 (2.17)

to
oldugunu varsayarsak

Aim r2(t) =r¢(1 - 2r¢p)t (2.18)

elde edilir. (2.18) dikkate alindiginda < 8% icin (2.2) sistemi pratik kararlidir ve

B > 8% icin pratik kararh degildir.

Ornek 2.7: Ornek 2.2%i ele alalim. 1 = x2 + y2 <% mn asimptotik kararlilik
bolgesi oldugunu hatirlarsak, A ve A igin %<A<A icin (xq,Y0) baslangic

o 1 . : . : . .
degerinde P ré < A2 dir ve (2.7) sistemi asimptotik kararl olmasina ragmen pratik

kararly degildir. Asimptotik kararlilik, pratik kararliigi saglamak icin goriildiigii gibi
veterli degildir.



Ornek 2.8 : Ornek 2.3 'teki ve (2.12) deki sistemi ele alalim. Bu sistemin a > 0, h < 0

ve g > 0 igin kararsiz oldugu daha once géstermistik. Simdi de & >0 ve

B =g — h? olacak seklinde S, ve S kiimelerini tanimlayalim

So = {(x, y):x? + (y Tth> < AZ}, (2.19)

S= {(x, )% + (y _ﬁhx) < 5/12}. (2.20)

T < % alirsak Sy ve S kiimelerinde [ty, ty + T| baslangi¢ degeri i¢in (2.12)
sistemi pratik kararlidir.

Bu 6rnekte gostermektedir ki pratik kararlilig1 bir merkezin civarinda tanimlamak
yerine keyfi kiimeler iizerinde tanimlamak daha uygun olmaktadir. Pratik kararliligin,
Lyapunov kararliliga gore ne daha zayif ne de daha giiclii oldugunu daha 6ncede

belirtmistik. Buna ek olarak pratik kararlilik i¢in

1) sistemin kullanilabilmesi i¢in gerekli olan durum ne kadar yakinda

i1) baslangi¢ kiimesi ne kadar iyi kontrol edilmelidir kavramlar1 6nemlidir.

Ayrica pratik kararlilik bir sekilde diizgiin smirlilikla benzerlik gosterir ve
bununla birlikte bir smir olmamakla birlikte smir onceden tanimlanmistir. Dikkat
edilecek olursa Lagrange kararlilikta, pratik asimptotik kararlilikla benzerlik gosterir ve

mutlak smirlilik  sistemin giiclii bir uygulamali kararliliga sahip olmast igin
gerekmektedir [2], [7], [11].

2.3. Kararhlik Kriterleri

Tanim 2.3 ile ilgili olarak, skaler diferansiyel denklem igin pratik kararlilik

kavramlarimi tanimlayalim.

u' =g(tuw,ulty) =uy,=0 (2.21)



ge[R+2,R] olmak Ulzere (2.21) ifadesi asagidaki kosullar1 gergeklerse pratik

kararlidir. Eger verilen 0 < 1 < A igin
ug < Aikenu(t) <A, t >t (2.22)

bazi t, € R, i¢in saglanir. Bu u(t, ty, ug)’ da (2.21)’ in ¢oziimidiir. Simdi de bazi

pratik kararlilik sonuglarini inceleyelim. Burada
!
[x,y]s = lim, [21x + hy| - Ix]] (2:23)
ifadesini seklinde tanimlayalim.
Teorem 2.1: Her (t,x) € R, X R" de, g € C[R%, R] i¢in

[x, f((t, )]+ < g, |x]) (2.24)

seklinde verilsin. (2.21) ’in pratik kararlilik ozellikleri (2.1) sisteminin pratik kararlilik
ozelliklerine karsilik gelmektedir.

Ispat 2.1: (2.21) denklemi pratik kararhdir. Bazi ty € R, ve 0< 1< A (2.15)de
saglansin. Bu takdirde (2.21) sisteminin A, A icin pratik kararli oldugu kolaylikla
gosterilir.

Eger bu yanhs olsaydi, x| < x ve t; >ty icin |x(t,)| =4 ve [x(t)| <A
t € [ty, ty] olur ve x(t) = x(t, ty,xo) da (2.1)'in ¢oziimii olurdu. (2.23)°U ve

m(t) = |x(t) | esitligini kullamlirsak
D*m(t) < g(t,m(t)), t € [ty t,] (2.25)

diferansiyel esitsizlikleri elde edilir. Bu ifade de diferansiyel esitsizlikler teorileri ile

karsilastirilarsa (2.21) ’in maksimum ¢ozimu olan 7 (¢, ty, ug) icin

m(t) < r(t, to,m(ty)), t € [to, t1] (2.26)
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elde edilir. Benzer sekilde pratik kararliligin diger kavramlarida agiklanabilir ve

ispat tamamlanmus olur.

Teorem 2.1 in 6rnegi olarak asagidaki lineer homojen olmayan diferansiyel denklem

sistemini ele alalim
x'=A)x + F(t), x(ty) = x,. (2.27)
Burada A(t), n X n tipinde surekli bir matris ve F € [R,,R"] dir. (2.24)’in

varsaymmina gore g(t,u) = u[A(t)Ju + |F(t)| ve u[A(t)]’de A(t) ’nin logaritmik

normu, [ ’da birim matris olmak Uzere
— Iim L _
ulA(®)] = hll)rgl+ - [T+ h(A(t)| —1] (2.28)

seklinde tanimlanir. (2.21)’in ¢bziimunden

u(t, to, ug) = Ug €Xp (j u(A(s))ds)

t
+f exp
t

0

(2.29)
( f ulA(0)] da) IF(s)|ds

0

t =ty icin

t
u(t, to,ug) <uo+ | |F(s)lds (2.30)

to

dir. Buda (2.27) sisteminin pratik kararlilhigimi sagladigini gosterir. Bazi t,,’lar igin

oo|F(s)|0ls <A-21 (2.31)

to

dir. Burada u[A(t)] vektdr ve matrislerin 6zel normuna baghdir. Ornegin eger |x|
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Oklid normunu ifade ediyorsa u[A], %(A + AT) ° nun en biiyiik dzdegeridir. A(t),

n X n tipinde surekli bir matris ve F € [R, X R™, R"] i¢in
x'=At)x + F(t,x), x(ty) = x (2.32)
diferansiyel denklemini ele alalim.
x'=A(t)x (2.33)

ifadesinin temel matris ¢6zimi &(t,t,) olsun. Bu taktirdea > 0,(t,x) € R, X

R™ n,u,b € C[R,, (0,0)] icin asagidaki esitsizlikler saglanir
|D(t, t)| < (). u(ty), t = ¢, (2.34)
|F(t,x)| < b(t).|x|* (2.35)
Teorem 2.2 : (2.18) sistemi ve (2.20), 0 < a < 1 i¢in saglansin. Bu takdir de

n@®).u(t )] %1+ (A —a). (u(ty)A)* 1

X ft t#(s)b(s)na(s)ds < (_)1‘“ (2.36)

A
0

0<A<A,herty € R, vet = t,icin (2.32) sistemi diizgiin pratik kararlidir.

Ispat 2.2 : Bihari ve Gronwall esitsizliklerinin ézellikleri vasitasiyla t = t, igin

x(t) = o(t, ty)x, + f &(t,s)F(s,x(s))ds (2.37)

to

ifadesi elde edilir ve buda x(t) = x(t, ty, x,) da (2.18)in bir ¢cozimidur. (2.35) 'den
dolayi1 t > ty igin
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t

[x(©)] < n(e). u(to). 1xo] +n(t) | u(s)b(s)|x(s)|*ds (2.38)

to

ifadesi elde edilir ki burada da Bihari ve Gronwall esitsizliklerinin ozel durumlari

kullamilirsa t > t, icin

x| < n(®)- uto) Ixol. [1 + (1 — ). (u(to)lxoD**

¢ 1

x | b(s)u(s)n(s)dsli=

to

(2.39)

olur. 0 < A <A olmak lzere (2.36) ve (2.39) icin [x(t)| < A,t =ty,|xol < A
dir. Buda her a € (0,1) icin (2.32) sisteminin diizgiin pratik kararliligini ispatlar.
a € (0,1) oldugu durumlarda pratik kararlilik belli bir zaman araliginda elde

edilmektedir.

Teorem 2.3: (2.32) sistemini ele alalim ve a € (0,1) icin (2.35) nin saglandigin
varsayalim. Herhangi bir 0 < A <A igin ve her ty €R, , t € [ty, ty + T] icin
(2.36) saglanmg olur. Oyleki

to+ T < B = sup{t = to: (@ — 1). (u(to)lxoN**

X tb(s),u(s)n“(s)ds <1

to

} (2.40)

dir. Buradan da (2.32) sistemi diizgiin pratik kararhdur.
Ispat 2.3: Burada Bihari ve Gronwall esitsizliklerini sadece t, <t < B igin
saglandigindan sonug olarak (2.39) to <t <ty+ T de saglanir. Bundan dolay

(2.32) diizgiin pratik kararhidir.

Sonug 2.1: Teorem 2.2 ’nin varsayimlarina ek olarak, eger asagidaki ifadeyi 0 <
B < A igin elde edersek
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[7(®). 1(t)]* ™ [1 + (1 —a). (u(te) D)™
e (241)

x ft :u(sm(s)n“(s) asl <(5)

Bundan dolayr (2.32) sistemi diizgiin gii¢lii uygulamall kararlidir.

Sonug 2.2: Varsayalim ki Teorem 2.2 butlin varsayimlar: saglansin.
a(t —ty) =n(t). ulty) , o(t) ifadesi t ile azalsin ve a(t —ty) < % olsun. Simdi
de pratik kararliligi ele almak icin parametrelerin lineer olmayan degisim

sonuglarindan faydalanalim ve (2.1) sistemi ile ilgili olarak asagidaki pertorb

sistemi ele alalim

y'=fty) + Ry, y(to) =xo,f,R € [Ry XR™,R"]. (2.42)
Teorem 2.4: Varasayalim ki

i) (2.1) sistemi t >t icin x(t, t,, x,) tek coztimlerini kabul etsin.
i) d(t,ty, x0) = ;Tx(t, to, Xo) Meveutsa , t = t, icin @71(t, to, x,) vardir ve de
0

sureklidir.

iii) t > ¢, icin
v = (cb‘l(t, to, xo)- R(t. x(t, to,v(t))), v(ty) = X, (2.43)
ifadesinin  v(t) ¢oziimii vardur.
V)| @7 (t, to, xo). R(t. x(t, 19, %0))| < g(& Ix0D), g € [R3, Ryl ve  (t,to, up),
t =ty vardir ve

u' = g(t,u),ulty) =uy =0 (2.44)

ifadesinin maksimal ¢6zimudur.

v)verilent >ty +T,(4,A,BT)>0, A<A, B<Avea(t—t,) <% icin
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lx(t, to, x0)| < allxgDo(t —ty), t=t,, a € C[R,,R,] da a(0) =0 icin
kesin artan ve o € C[R,, R, ] azalandir .
vi) (2.44) sistemi (A, A) ya gore diizgiin pratik kararlhidwr. (2.42) pertorb sistemide

diizgiin pratik kuasi kararlidir.

Ispat 2.4: Diferansiyel esitsizlik teorileriyle, (2.42)’nin, y(t,te,xo) ¢OzUMUNIN
y(t, to, x0) = x(t, 0, v(t)) ifadesini sagladigi kolayca goriilebilir ve v(t) de
(2.43)’iin ¢ozimidar. m(t) = |v(t)| esitligi ve (iv) kosulundan yararlanarak t = t,
icin D*¥m(t) < g(t,m(t) esitsizligi elde edilir. Boylece diferansiyel esitsizlik
teorileri vasitasiyla |v(t)| < r(t, ty, |xol), t =ty iliskisine ulasir. a(u)’nun

monotonlugu kullanilarak t > t, igin

[y (t, to, %0)| < a(lv(©)Da(t —to) < a(r(t, to, %))t —t,)  (2.45)

elde edilir. (2.44) denklemi diizgiin pratik kararli ve 0 < A < A’ y1 verdiginden
dolayr herty = 0icinuy < A, u(t, ty, uy) < Ave t =ty dir. Buradan

ly(t, ty, x0)| < a(A)a(t —ty) <B,t=>ty+T (2.46)
esitsizligi elde edilir ki buda (2.23) 'Un diizgiin pratik kuasi kararliligin ispatlar.

Sonug 2.3: Teorem 2.4°deki varsayimlar altinda eger o(t) < 1 oldugunda (2.42)
sistemi (A, a(A), B) ya gore diizgiin gii¢lii pratik kararlidur.
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3. TEMEL KARSILASTIRMA TEOREMLERI

Bu bélimde Lyapunov tipi fonksiyonlara dayanan pratik kararlilik 6zellikleri
ve diferansiyel esitsizlikler teorisi incelenecektir. Ayrica pratik kararliligin genel

kavramlar1 iki farkli agidan da ele alinarak ¢esitli Lyapunov tipi fonksiyonlarin

kullanimi tizerinde durulmaktadir [6], [7], [10].
3.1. Temel Karsilastirma Teoremler
Asagidaki diferansiyel sistemi ele alalim.f € C[R, X R™,R™] igin
x' = f(t,x),x(ty) =xy ,ty € R, (3.1)

olsun. Herhangi bir Lyapunov tipi fonksiyon i¢in  asagidaki fonksiyonu
tanimlayabiliriz. V € C[R, X R™,R™] , (t,x) € R, X R™ i¢in

DYV (t,x) = limy_,y+ sup % [V(t+hx+hf(t,x) = V(t,x)] (3.2)
Bazi durumlarda D*V nin (3.1) sistemine gore tanimlayabilmek igin (3.2)

fonksiyonu D*V (3,y seklinde ifade edecegiz. Burada V’nin diger tiirevleride

kullanilabilir. Oregin V € C*[R, X R™, R"] olmak kosuluyla

D7V (t,x) = limy_o- inf = [V(t + h,x + hf (£, %)) = V (¢, )] (3.3)
V'(t,x) =V (t,x) + V. (t, x)f (t, x) (3.4)

icin
DTV (t,x) =V'(t,x) (3.5)

olur.
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Teorem 3.1: V € C}[Ry X R",R"], x'de yerel Lipschitz sartim saglasn.
DYV (t,x) min g € C[R%,R] icin

DTV (t,x) < g(t,V(t, x)), (t,x) e R, XR"™ (3.6)

sagladigint varsayalim. t = t, icin var olan u' = g(t,u),u(ty) = uy, =0 skaler
diferansiyel denkleminin maksimum ¢ozimi r(t, to, uy) olsun. (3.1)’in t > ¢, icin
var olan herhangi bir ¢oziml x(t,ty, x,) olmak kosulu ile V(ty, xo) < Ug

oluyorsa
V(t,x(t, to, x0)) < T(t, to, up), t =t (3.7)
esitsizligi saglanir.

Ispat 3.1: t=>t, icin (3.1)’in var olan herhangi bir ¢ozimi x(t) = x(t, to, xo)

olsun. Oyleki V(ty,xo) <uy, olmak Uzere m(t) =V (t,x(t)) esitliginde h > 0

yeterince kicuk secilirse

m(+h)—m@)=V(t+hx(t+h)-V (t + h,x(t) + hf(t,x(t)))

(3.8)
+V(t+hx(t) + hf(t,x(0) = V(t, (@)

elde edilir. V(t,x) x’de yerel Lipschitz sartim sagladigindan (3.6) kullamilarak
m(ty) < uy icin Dtm(t) < g(t,m(t)),t > tyesitsizligi elde edilir. Buradan da
Bihari ve Gronwall diferansiyel esitsizlikleri yardimiyla (3.5)’in istenen degeri

bulunur.

Sonug 3.1: Farzedelim ki Teorem 3.1 igin g(t,u) = 0 olsun. t > ¢, icin V(t,x(¢))
artmayandir ve béylece t = t, icin V(¢,x(t)) < V(to, xo) dir.
Bazi durumlarda D*V nin t,x ve V nin bir fonksiyonu olarak belirlenmesi

daha uygun olur.
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Teorem 3.2: V € C[R, X R™,R,] ve V(t,x) x’de yerel Lipschitz sartim saglasin
g €C[R, X R" x R,,R] ve (t,x) ERy XR™ igin D*V(t,x) < g(t,x,V(tx))
oldugunu varsayalim. x(t) = x(t,ty, xo) (3.1)’in [ty, o) da var olan herhangibir
cOzlimi ve r(t, ty, xo, Up) da u' = g(t, x(t),w), u(ty) = uy = 0 'm [ty, ) daki var

olan maksimum ¢ézimudur.

Bu durumda V (t,, x,) ifadesi V(t, x(t)) < r(t, to, o, Ug), t = t, seklinde elde

edilir. Bazen de uygulamalarda teorem 3.2’nin asagidaki tiirleri daha faydalidir.
Teorem 3.3: (3.4) esitsizliginin (t,x) € R, X R™ ve A € C[R,, (0, )]

D*A(t) = lim,_ g+ sup% [A(t + h) — A(t)] (3.9)

icin gegerli olan
A@®)DYV(t,x) + DYAQV (L, x) < g(t,V (L, x)A(D)) (3.10)

ile degistirilmesi sartiyla Teorem 3.1’in hipotezlerinin gegerli oldugunu varsayalim.
Bu taktirde V(ty, xq)A(ty) < u, ifadesi

V(t,x(©)A() < 7(t, to, ug), t =t (3.11)
olarak tamimlanabilir.

Ispat 3.3:L(t,x) ifadesini kicik h >0 icin L(t,x) = A(t)V(t,x) seklinde

tammlarsak

L(t+hx +hf(t,x)) = L(t,x) = V(¢ + h,x + hf (t, x))[A(t + h) — A(D)]

(3.12)
+AO[V(t + hx + hf(t+x)) = V(t,x)]
ifadesi bulunur. Buradan da (3.6) ifadesi kullanilarak
D*L(t,x) < g(t,L(t, %)) (3.13)
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ifadesini elde ederiz. Burada da Teorem 3.1'den (3.7) ifadesi kolaylikla bulunarak

ispat tamamlanmus olur.

Teorem 3.4 : Teorem 3.1 hipotezlerinin gegerli oldugunu kabul ederek sadece (3.4)°

un yerine
DYV (t,x) + C(t |x]) < g(t,V(t,x)),(t,x) € Ry X R™ (3.14)

ifadesinin gecerli oldugunu kabul edelim. C(t,u) = 0 ifadesi (t,u) € R? icin
siireklidir. Ayrica herbir t € R, i¢in u’'da g(t,u) azalmayandir. Béylece

V(ty, x0) < uy ifadesi t = t, icin

t

p(xK,yK) =V (t,x(t)) + fC(s, lx(s)Dds < r(t, to, ug) (3.15)

to
esitsizligi gerceklenir.

Ispat 3.4: V(t,x(t)) < m(t) icgin

t

m(t) = V(t,x(t)) + jC(s, lx(s)|)ds (3.16)

to

olarak tamimlayalim. (3.8) ile beraber g 'nin monoton karakteri
D*m(t) < g(t,m()), t = ¢t, (3.17)
ifadesini verir ve bu diferansiyel esitsizlikler yardimiyla ispatlanabilir. Bir sonraki

karsilastirma sonucu vektorel Lyapunov fonksiyonu kullanildiginda onemli bir rol

oynar ve ispati Teorem 3.1 ile benzerlik gosterir.
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Teorem 3.5 : V € C[Ry X R™ ,RN] ve V, x’ de yerel lipschitz sartlarini saglasn.
Kabul edelim 6yleki g € C[R, x RY ,RN] olsun ve g(t,u) u’da kuasi monoton

azalmayan olsun. t > t icin var olan
u' =gt,u),ulty) =uy,=0 (3.18)

ifadesinin maksimum ¢6zumu r(t) = r(t, to, uy) olsun ve x(t) = x(t, ty, x,) ifadesi
t >ty icin (3.1)’in herhangi bir ¢oziimii olsun. Bundan dolayr V(ty, xy) < ug

ifadesi V(t,x(t)) <r(t),t =ty seklinde tanimlanir.

Vektorler arasindaki esitsizliklerin tamamlayici oldugunu ve g(t,u)’ nun
yaklagik monotonlugunun 1 <i <N i¢in u <wv, u; =v; ifadesinin g;(t,u) <
9i(t, v) esitsizligini sagladigini da hatirlamak gerekmektedir.

t €[0,T] igin |x|] » oo diizgiin sekilde giderken herbir T > 0 igin de
V(t,x) = o ise V(t,x) fonksiyonu hafifce sinirsiz oldugu sdylenir.

V(t,x)’ in hafif smirsizhigimnin V(t,x(t)) sonlu oldugu zaman |x(t)|’ nin de
sonlu olmas1 gerekmektedir. Sonugta 6nceden bahsedilen teoremlerde V (¢, x)’in
hafif sinirsizligi kabul edilirse x(t) sonuglar1 t > t, igin varolmasi varsayimini
gereksiz kilar. Boyle bir ¢ikarim neticesinde asagidaki genel varlik teoremleri

bulunur.

Teorem 3.6: Teorem 3.1'in hipotezlerine ek olarak V(t,x) hafif simrsiz olsun.

(3.1)’in her bir ¢ozUmi t > t, icin mevecuttur ve (3.5)’i saglar.

Ispat 3.6: t >t icin varsayalim ki (3.1)’in herbir x(t) énermesi yanhs olsun. Bu
durumda t, = t, vardir ve oyleki x(t) [to, t1] kapali araliginda siirekli olmaz.Bu

ise t,, = t7 iceren bir {t,} serisinin varligi anlamina gelir. Teorem 3.1 kullamilarak
V(t,x(t)) <7(tte, V(te X)) to <t <ty (3.19)

elde edilir. V(t, x) hafif simrsiz oldugu icin ve t > t, icin r(t, ty, uy) var oldugu igin
t, = ty icin bir ¢eliski dogar ve t > t, icin x(t) mevcut olup (3.5) saglanwr ve

ispat boylelikle tamamlanmus olur.
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3.2. Pratik Kararhhk Kriterleri

Oncelikle asagidaki fonksiyonlarin smiflarini tanimlayarak baslayalim.
e K ={a € ([R,,R,]: a(u) fonksiyonu u icin artan ve a(u) — oo ,u — oo},
o CK ={a€C(C[R3 R,]:a(t,u) EK hert € R,},
e L ={o€C([R; R,]:0(u) uicin azalan ve 6(u) » o ,u — oo },

e LK ={a € (C[R? R,]:a(t,u) €K hert € R,vea(t,u) € Lheru € R, }.

Simdi de (3.1) sisteminin pratik kararlilik i¢in gerekli bazi sartlar1 ortaya

koyalim.
Teorem 3.7 : Varasayalim ki
o (Ay) A Aifadeleri 0 < A < Aigin verilsin,
x(t) =xo+ A(ty) — A(t) (3.20)

e (A))V eC(C[R, XR™ ,R,]veV(t,x) yerel Lipschitz sartlarin x 'de saglasin.
e (A))a,b€eKvegeC[R%R], (t,x) € R, xS(A) olmak lzere

b(lx]) <V(t,x) < a(lx]) (3.21)
D*V(t,x) < g(t,V(t x)) (3.22)
e (43 a( ) < b(A) saglansin.
Burada

u' =gtuw,ulty) =uy,=0 (3.23)

21



ifadesinin pratik kararlilik ozellikleri (3.1) sisteminin pratik kararlilik ozellliklerine

karsilik gelir.

Ispat 3.7: Oncelikle (3.11) ifadesinin pratik kararli oldugunu kabul edelim. Daha
sonra verilen ( a(A),b( /1)) nin (A3) 'den dolay:

Uy < a(l) (3.24)

ifadesi u(t, ty, ug) < b(A), t = t, olmasini gerektirir.

x(t) = x(t,ty, xo) ifadesi [x(t)| < A, t =ty icin |x,] < A da bir ¢6zim
olsun. Eger bu onerme dogru degilse t; > ty ve (3.1)’in x(t) = x(t, ty, xo) , |xo] <
A seklinde bir ¢oziimii olmasi gerekir. Oyleki |x;| = A ve to <t < t, icin |x(t)| <

A saglamir. (A;) ve fonksiyonlarin siirekliligi vasitasiyla
V(ty,x(t)) = b(A) (3.25)

bulunur. V(ty, xo) = uy secersek ve Teorem 3.1 kullamilirsa asagidaki ifadeyi elde

ederiz
V(t,x(t)) <7(t to,up) to <t <ty . (3.26)

Yukaridaki  ifade de r(t,ty,uy,) (3.11) ifadesinin maksimum c¢ozimudir.
(3.12),(3.13) ve (3.14) ile birlikte (A,) dikkate alindiginda uy < a(|xy]) < a( 1)
dan dolay

b(A) = b(|x(t)]) < V(ty, x(ty)) < (¢, to, up) < b(A) (3.27)

celiskisi ortaya ¢ikar. Bundan dolayida (3.1) sistemi pratik kararhidr.

Simdi de (3.1) sisteminin (A, A,B,T) > 0 icin giiclii pratik kararli oldugunu
gosterelim. Bunun i¢in oncelikle (3.11) ifadesinin (a(4),b(A),b(B),T) >0 igin
giiclii pratik kararli oldugunu kabul edelim. Bunun igin (3.1) sisteminin pratik kuasi
kararli oldugunu gostermemiz yeterli olacaktir. (3.11)  kuasi pratik kararl

oldugundan dolay1 t > t, + T igin

22



w(t, to tg) < b(B) (3.28)

ifadesi uy, < a(4) elde edilir.

Yukaridaki ifadede ki u(t,ty,uy) (3.11) sisteminin bir ¢cozimudir. |x,| < A
oldugunu kabul edersek (3.11)'in pratik kararliligi ifadesinden dolayr t > t, igin
|x(t)] < A elde edilir. Sonug olarak (3.14) ifadesi t > t, icin dogrudur ve bédylece

V(t,x(®) <7t toup) , t = ¢ (3.29)
olur ve
b(Ix(®)D) < V(t,x(®)) <7t toug) <b(B),t =ty +T (3.30)

anlamina gelir. Boylece herbir |xy| < A, t =ty + T icin |x(t)| < B oldugu ve buna
bagl olarakta (3.1) sisteminin giiclii uygulamali kararli oldugu  goriiliir. (3.1)
siteminin diger uygulamalr kararlilik ozellikleri benzer sekilde ispatlanarak ispat

tamamlanir.
Sonug 3.2: Teorem 3.7 'de

i) g(t.u) = 0 duzgln pratik kararli kabul edilir.
i) g(t.u) = —au+k,ak > 0 giclii diizgiin pratik kararli kabul edilir.
iig(t.u) = — o'(t),o € L ve o ’mn diferansiyellenebildigi ve neticede de pratik

kararliligi verdigi kabul edilir.

Teorem 3.8 : Teorem 3.7’nin (A,) ve (As) kosullari (A,) ve(As) asagidaki
degisikliklerle birlikte gegerli oldugunu kabul edelim.

e (4,") (t,x) €R.xS(A) icin b(x]) <V(t,x) <a(t|x]) ve burada
beK,a€CK
e (A3") Bazi ty € R, icin a(ty, 1)

Buradan da (3.11) in diizgiin ve diizgiin olmayan pratik kararliliginin
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ozellikleri (3.1) sisteminin buna karsilik gelen diizgiin olmayan pratik kararliliginin

ozeliklerini tamimlar.
Teorem 3.9: (4y), (A1), (A7) ve (43") saglansin. Ayrica bunlara ek olarak
o (Ay) W eC(C[RyxR™R,], W(t,x) yerel Lipsthitz sartlarini x’de saglasin.
D*W(t,x) ifadesi(t,x) € R, X S(A) icin yukaridan ve asagidan sinirll,
W (t, x) ifadesi pozitif tanimli ve
D¥W(t,x) < —C(W(t,x)) (3.31)
C € K ifadesiicin (t,x) € R, x S(A) gecerli olsun.
Ispat 3.9: Teorem 3.8'de g(t,u) = 0 aldigimizda, (A,)’ den oturi (3.1) sistemi

pratik kararlidir. Boylece |x,| < A icin (3.1) sisteminin in her x(t) ¢6zumindn

tlimlx(t)l =0 saglamasi durumunda ispat yapimis olur. W (t, x) 'nin pozitif taniml

oldugunu kabul edersek (3.10) 'un herhangi bir x(t) ¢dzimi igin
!i_)rgW(t, x)=0 (3.32)
ifadesini gostermek yeterli olacaktir. Oncelikle
tli_)rgloian(t,x(t)) =0 (3.33)

olduguna dikkat etmeliyiz. Aksitaktirde (A,) den étiirii t — oo iken V(t, x(t)) — —00

celiskisi elde edilir.

gimsupW(t,x(t)) *0 (3.34)

oldugunu varsayalim. {t,},{t;} waksayan dizileri her € > 0 i¢in vardwr ve oyleki

i = 1,2,3, ... igin asagidaki ifade saglanir.
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W(ti,x(ti)) = ;, W(t;,x(xf)) =c

(3.35)
€
| 3< W(tx(0) <ete(t,t)i=123,..
elbette (3.17) 'nin yerine asagidaki ifadeyi de alabiliriz.
€
([ Wex@)=e W) =5
(3.36)

&
L 5 < W(t,x(t)) <ete(t,t)i=123,..

D*W(t,x) < M olmak iizere, (3.17) kullamlirsa t; —t; > j iliskisi kolaylikla elde

edilir. (A,) bakimindan biiyiik n degerleri icin asagidaki celiski elde edilir.

t;
0 < V(5 x(x3)) < V(to x0) + z J D*V(s,x(s))ds
1<i=n "t

(3.37)

< V(te x,) — nC (g) =<0

t — oo iken W(t,x(t)) - 0, x(t) » 0 olur. Benzer yaklasimla DTW 'nun alttan

smirl oldugu gosterilerek ispat tamamlanir.

Sonug 3.3: Teorem 3.9°da W (t,x) asagidaki sekilde secilirse ayni sonucu verdigi
kabul edilsin.

i) f, R, XS(A) dasimwrliise W(t,x) = |x| olur,
i) W(t,x) =V(t, x) dir.

Eger sadece (3.1) sisteminin pratik kararliliginin diizgiinliik 6zellikleri ile
ilgileniyorsak, teorem 3.9’un kabullerini daha kolay kosullar1 saglayan Lyapunov tipi

fonksiyonlar1 kullanarak basitlestirebiliriz.

Teorem 3.10: Varsayalim ki
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iI)0< A< A

ii) € C[Ry X S(A)NSC(A),R,] , V(t,x) x’de yerel Lipchitz sartlarim saglasin
ve (t,x) € R, X S(A) N S¢(A), R, icin b(|x]) < V(t,x) <a(|x]),a,b EK,
DYV (t,x) < g(t, V(t, x)) ifadeleri saglanir ayrica burada da g € C[R%,R] ve
S¢(A) da S(A)’ mn timleyenidir.

iii) a(1) < b(A) esitsizligi saglansin.

(3.11)’in diizgiin pratik kararliligi (3.1) sisteminin diizgiin pratik kararliligini

tamimlar.

Ispat 3.10: Kabul edelim ki (3.11) denklemi diizgiin pratik kararli olsun. Daha sonra
a(A) < b(A) icin bltin t, € R, icin uy, < a(d) ifadesiyle

u(t, ty, uy) < b(4), t = t, (3.38)
tammlayalim. |x,| < A olmak uzere |x(t)| < A, t = to dwr. Eger bu dogru olmasayd:
(3.1)" in x(t) = x(t, ty, xo) seklinde bir ¢oziimii mevcut olup ve t, > t; > t, olurdu.
Bundan dolay: da

ifadesi saglanirdi. Teorem 3.1 den dolay
v(t,x(®) <r (t, tl,V(tl,x(tl))),tl <t<t, (3.40)
esitsizligi elde edilir. Buradaki ifade de r(t,ty,uy)’da r(ty, ty,ug) = uy igin
(3.11)’in maksimum ¢oziimiidiir.
ii) varsaymmi ve (3.19), (3.20) ve (3.21) iliskileri agisindan

b(A) < V(g x(t5)) < 7(tat1,a(1)) < b(A) (3.41)

celiskisi elde edilir. Bu ifade ise (3.1) sisteminin diizgiin pratik kararliligini ispat
eder.
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Sonug 3.4: g(t,u) = 0 fonksiyonu, Teorem 3.10°da (3.1) sisteminin dlzgin pratik

kararliligina neden olur.

Teorem 3.11: Varsayalim ki Teorem 3.10’un (i) ve (iii) hipotezleri saglansin.
Ayrica varsayalim ki herbir 0 <n <A igin u, >0 ve V, € C[R, XS(4)N
S¢(m),Ry] mevcut olsun. V,(t,x) x'de yerel Lipschitz sartlarini saglasin, (t,x) €

R, X S(A) nS¢(n) icin

b(lx) = V,(t,x) < a(lx|),a,b € K, a(0) = b(0) =0,
(3.42)
D*V, (t,x) < —u,

saglanmir. Buradan da (3.1) sistemi diizgiin pratik kararhdir.

Ispat 3.11: Teorem 3.10°daki (i) ve (iii) saglamrsa, n = A ve g(t,u) = 0 alwrsak
Sonug 3.4°den dolayt (3.1) sisteminin diizgtin pratik kararl oldugu goriiliir. 0 < € <
A ve ty € R,verilmis olsun. a(6) < b(e) icin 6§ = §(e) secilirse, |x,| < &(¢) icin
|x(t)| < e, t =ty oldugu kolayca goriiliir.

Simdi de T = %,n = §(¢e) icint* € [to, ty + T oldugunu gosterelim. Oyleki

n

lx(t*)| < & dwur ve |xo] < 6 icin (3.1) sisteminin herhangi bir ¢ozimi x(t) =
x(t, ty,xo) dwr. Varsayalim ki bu ifade dogru olmasin. ty <t <ty +T igin § <
lx()] dir. |x(t)| < A, t=t, oldugu icin , |xo| <A oldugu yerde (3.22)den
asagidaki ifadeyi elde ederiz

Vo(to + T, x(to + T)) < Vpy(to, %0) — T, = 8(&). (3.43)
Buradan da sonu¢ olarak
0<b()<ald)—u,T=0 (3.44)

celiskisine ulasiriz. Boylece |xq,| < A ifadesi |x(t)| < et >ty + T 'yi tammlar ve

buda teoremin ispatini tamamlar.
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Bazen verilen bir sistemin belli 6zelliklerini yakindan yansitan V(t,x) ’in
uygun bir secimi, V(t,x)’ in V(t, x) = |x| gibi ¢ok basit bir se¢imden daha dogru bir

sonuca ulasilabilir. Ornek olarak
x' = A)x + R(t,x), x(ty) = x, (3.45)
sistemini ele alalim. Bununla ilgili olarak asagidaki varsayimlari inceleyelim:

i) kendinden eklenmis ve pozitif bir siirekli diferansiyel G(t) matrisi mevcuttur,
dyleki (Gx, x) Hermitian formu pozitif tanimhidir ve A;,4, > 0 ise G(t)’nin
en kii¢iik ve en biiyiik 6z degeridir.

ii) v € C[R,, R] fonksiyonu G~1(t)Q(t) matrisinin en biiyiik 6z degeridir.

dG(t
Q(t) = d_i) + G(A(E) + A*(£)G (1) (3.46)
ifadesindeki A(t), R,’da sirekili bir fonksiyondur ve A*(t) da A(t)
matrisinin transpozesidir.
iif) B € C[Ry,Ry] igin R € C[Ry x S(A),R™ ve |R(t,x)| < B(®)Ix|*, 0<a <
1 dir.

V(t,x) = (G(t),x) seklinde tanimlanan Lyapunov fonksiyonunu segerek

. av(t,x) aV(t,x)
V'(t,x) = 5t + %

[A(D)x + R(t, x)]
= (G'x,x) + (GAx,x) + (Gx,Ax) + (GR,x) + (Gx,R)
(3.47)
= (G'x,x) + (GAx,x) + (A*Gx,x) + (GR,x) + (Gx, R)

= (Q(®)x,x) + (GR,x) + (Gx, R)

ifadesi elde edilir.Q (t)’nin tanimindan dolay1
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G = G‘ld—G + A+ GrAG (3.48)

dt
elde edilir ve boylece
(Qx,x) < v(t)(Gx,x) = v(t)V(t, x) (3.49)
olur. Ayrica
(6x,R) + (GR %) < 2[(Gx, ) (GR, R)|? (3.50)
ifadesi de kolayca elde edilir.
A(x,x) < (Gx,x) < A,(x,x) (3.51)

oldugundan dolay1 (iii) bakimindan

(GR,R) < 1,(R,R) < 1,(B(D)" (x, 1)

= 227 (B()* A, (x, 0)°

(3.52)
< L4, 4B (V(Ex))”
olur. Bu esitsizlikleri kullanarak
V'(t,x) <v(@®)V(t,x)+ h(@®)[V(t,x)]P (3.53)
ifadesini elde ederiz. Bu ifadedeki
¢ =h(t) = 2ﬁ(t)(,12,11‘“)_71,o <a<lp= ! er “ (3.54)

dir.Buna karsilik gelen karsilastirma denklemi ise boylece
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u' =vu+h@®uP ,ulty) =uy =0 (3.55)

olarak bulunur. Yukaridaki ifadenin ¢éziimii ise t > ¢, , ¢ = 1 — p i¢in asagidaki

gibidir.

¢ s q
u(t) = ug +q Jh(s)exq q Jv(f)df ds
to to

(3.56)

X exp fv(s)ds

to

u(t) fonksiyonunun tanimini hesaba katarak cesitli pratik kararlilik ozelliklerini
uygulamak icin Teorem 3.7, Teorem 3.8 ve Teorem 3.9’u kullanabiliriz. Ornegin

0 <A< A igin eger v ve h fonksiyonlari

Q|

N

t
21224 + q Jh(s)exp q jv(f)df
to to
(3.57)
t
X exp fv(s)ds < 1, A?

to

esitsizligini sagliyorsa (3.23) sistemi pratik kararlidir.
3.3. Pertorb Lyapunov Fonksiyonlar

Teorem 3.12: Varsayalim ki
i)0<A<A
i) V; € C[R; X S(A),R,],Vi(t,x) x ’deyerel Lipschitz sartlarin saglasin

ve (t,x) € R, X S(A),a, € CK, g, € C[R2, R] icin asagidaki ifadeler saglanr.
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Vi(t, x) < aq. (¢, [x]), (3.58)
D*Vy(t,x) < g1(& Vi(t, x)). (3.59)
i)V, € C[Ry X S(A) N S€(A),R,], V,(t, x) x ’de yerel Lipschitz sartlarim
saglastn ~ ve  (t,x) ER, xS(A)NSC(A),b,a, €K, g, € C[R.ZF,R] icin
asagidaki ifadeler saglanir
b(lx]) < V,(t,x) < ay(|x), (3.60)
D¥Vy(t,x) + DYV, (t, x) < go (&, Vi (t, x) + Vo (&, x)). (3.61)
|V) Bazi tO € R+ IQII’] al( to, A) + az(ﬂ.) < b(A) dir.
V) t > tO |G|n Uy < al( to, A) |fadES| u(t, to, uO) < a’l( to, /1) §ekllnde if‘ade edilir
ve burada u(t, ty, uy) ifadesi
u, = gl(t) u)l u(tO) = Uy (362)
ifadesinin herhangi bir ¢ozimuadur. Ayrica her t, € R, igin
vy < a;(to, 1) + a, (1) (3.63)
ifadesi
v (L, ty,v9) < b(A), t = ¢, (3.64)
seklinde ifade edilir ve buradaki v(t,ty, v,) da

v' = g,(t,v),v(ty) =vy=0 (3.65)

denkleminin herhangi bir ¢6zimidlr. Buradan da (3.1) sistemi pratik
kararlidir].
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4. PERTORB SISTEMLER

Bu béliimde pratik kararlilik konusunu pertérb sistemleri de igeren lineer
olmayan sistemler agisindan ele alacagiz. Bu boliimde 6zellikle Lyapunov tipi
fonksiyonlar ve ilgili esitsizlik teorileri 6nemli rol oynar.

Oncelikle pertérb olmayan sistemlerin uygun kararlilik &zellikleri olmast
halinde sonug¢ veren pertdrb diferansiyel denklemleri ele alacagiz. Pertiirbiisyonlar
sinir kosullar1 olarak dogrudan ele alinabilecegi gibi, cogu zaman pertiirbiisyonlar
pratik kararlilik taniminin i¢ine dahil etmek daha dogru olur. Ayrica pertiirblisyon
teorisinde ise pertorb ve pertorb olmayan diferansiyel sistemlerin uygun ¢éztmlerini
uygun bir sekilde birbirine baglayan karsilastirma teorisinin gelistirilmesini
igerecektir. Bu iki yaklasimin varyasyonel parametreler metodu ile Lyapunov
metodudur. Sonug olarak karsilagtirma yontemi pertiirbasyonlar vasitasiyla pratik

kararlilik problemlerinin ¢6ziimii i¢in daha uygundur [4], [5], [11], [14], [16], [17].
4.1. Pertorb Sistemlerin Kararhhgi

Pertorb diferansiyel denklem sistemlerinin pratik kararlilik 6zelliklerinin bir
batun halinde incelemek icin teorem 3.2 deki eslesmis karsilastirma fonksiyonlarin-
dan yararlanmak uygun olur. Kesinlikle pertorb sistemlerin kararliliginin
incelenmesinde eslesmis fonksiyonlar 6nemli rol oynarlar. Cilinkii t,x ve V(t,x)
fonksiyonu vasitasiyla D¥V (¢t, x) ’in hesaplanmasi1 sadece t ve V(t,x)’den olusan
bir fonksiyona gore kullanimi daha kolay ve avantajlidir.

Simdi de 3.1 pertorb sistemi ile f,R € C[R, X R™,R™] iken
x, = f(tr x) + R(tr x)ix(tO) = x() (41)

pertorb diferansiyel sistemini ele alalim. Buradaki pertiirbasyon terimi R (t, x) sisteme

degisik yollardan girebilir. Ornegin,

x' = f(t, x,R(t, x)), 4.2)
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x' = f(t,x)Ry(t,x) + Ry (t,x) (4.3)
burada R,(t,x),n X n kare matris ve R,(t,x) de n —boyutlu vektdrdir. Burada
oncelikle (4.1) sistemini ele alalim. Bu yaklasimda x(t) = x(x,ty, x5) (4.1)’in
herhangi bir ¢6ziimii ve g € C[R, X R™, R,, R] igin

ul = g(t,X(t), u))u(t()) = uO Z 0 (44)

eslesmis karsilastirma denklemini ele alalim.

Tamm 4.1: Eger verilen 0 <A< A , a,b € K icin a(1) < b(A),|xy] < 1 ve uy <
a(l), oluyorsa ve asagidaki kosullar: saglarsa (4.2) eslesmis sistemine kosullu pratik

kararlidir denir.

i) u(t, ty, xo,up) < b(4), t >t
i) u(t, ty, xg,up) < b(A), herhangi bir ty <t<t, araliginda |x(t)| <A

iken u(t, ty, xo, Ug) (4.2) nin herhangi bir ¢oziimiidiir.

Burada (i) kosulu u bilesenine bagli olan (4.1) ve (4.2) eslesmis sisteminin

pratik stabilitesi olarak diisiiniilebilir.

Teorem 4.1: Varsayalim ki Teorem 3.7°nin Ay, A, ifadeleri asagidaki kosullar
disinda saglansin, (3.10) yerine g € C[R, X R™, R,,R] i¢gin

DYV (t,x) < g(t,x,V(t,x)),(t,x) € Ry x S(A) (4.5)
esitsizligi yazilabilir. Burada (4.2) eslesmis denklemin kosullu pratik kararlilik
ozellikleri (4.1) pertorb sisteminin ona karsilik gelen pratik kararlilik ozelliklerini

ifade eder.

Ispat 4.1: Bu teoremin ispati Teorem 3.7’nin ispatina benzemektedir. Tek fark ise

ispatlama sirasinda Teorem 3.1 yerine Teorem 3.2'nin kullaniimasidir. Sonug
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olarak, eger tamim 4.1’in (i) maddesini kullanirsak,|x,| < A ve uy < a(d) igin
u(t, ty, xo, up) < b(A),t > t, ifadesi saglanir. Teorem 3.2’ den dolayr da

V(t,x(©)) <7t to, X0, Up) , Lo St <ty (4.6)
ifadesi elde edilir. Bu ise (4.1) sisteminin pratik kararliligini ispatlayan bir ¢eliski
elde edilir. Eger (3.1) pertorb sistemi C € X icin DYV (t,x) < —C(V(t,x)),
(t,x) € R, X S(A) ifadesini saglar ve eger V(t,x) ifadesi Lipschitz sartlarini
x'de saglyor ise, x € S(A) icin, L(t) = 0 dwr. Buradan da kolayca asagidaki ifade
elde edilir.

DYV (t,x) < —C(V(t,x)) + LIOIR(t, X)), (t,x) € Ry X S(A) (4.7
sonug olarak eslenmis denklemler
w(t, x) = L(®)|R(t, x)| (4.8)
iken agagidaki ifadeye indirgenebilir.

u'=—-C(u)+ W(t,x(t)), u(ty) =uy =0 (4.9)

Simdi de varsayalim ki |w(t,x)| <o iken |x|<A ve t- o igin

) tt+1 o(s)ds = 0 olsun. Buradan da (4.3) ifadesinin diizgiin pratik kararl oldugu

gorilir. 0 < A < A verilsin ve varsayimlar o tizerinde uygulandiginda

t+1
G(t) = j o(s)ds (4.10)

olmak Uzere
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a(s)ds—f U o(&)dé

wa [ s

(4.12)
t
= f G(s)ds
to—1
elde edilir. Q € L icin Q(t) i
Q(t) =sup{G(a):t—1<s < o} (4.12)
seklinde tamimlayalim. Eger T'yu T = t(A, A) > 0 seklinde segersek
Q(x) <min|[C(a(d)),b(4A) —a()] (4.13)
olur ve |x,| < A iken t, =  dir. MUmkiinse
u(ty) = uty, to, xo, ug) = b(4) (4.14)

secilmelidir.  Eger t, >t, mevcutsa u(ty) = a(d) ve a(d) <u(t,) < b(A),
t, <t <t; olurki burada (4.3) den de

b(A) < u(ty) <u(ty) — f 1 C(u(s))ds +f 1|W(s,x(s))|ds

t2
t1

<a) - Cla)(t; —t;) + J G(s)ds

ty—-1
(4.15)
< a(d) — (4 — t)[-C(aD)) + Q)] + Q)

< a(d)+Q(r) < b(4)

olur ve buda bir ¢eliskidir. Boylece (4.2) diizgiin pratik kararlidir ve bundan dolayt
da (4.1) pertorb sistemide diizgiin pratik kararhdir.
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Tanmim 4.2: Eger asagidaki kosullar saglanirsa (4.1) pertorb sistemini etkileyen
pertiirbasyonlar altinda pratik kararlidir. S,,S,P € C[R,,2] olmak lzere t € R,
iken Sy(t) € S(t),Se(t)NS(t) =0 oluyorsa x €S(A) igin x, € Sy(t) ve
R(t,x) € P(t) Oyleki x(t) € S°(t),t =ty dir ve buraki x(t) de 4.1 sisteminin
herhangi bir ¢ozumudur.

Simdi de (4.1) pertorb sisteminin pratik kararlilikla ilgili olan tipik sonuglarini

ispatlayalim.
Teorem 4.2: Varsayalim ki

i) VeC[R, xS(t),R,] ve V(t,x) yerel Lipschitz sartlarim x’de saglasin.
R(t,x) € P(t),x€S(t) ve t€R,g€C[R:R] icin D'V(tx) <
g(t, V(t, x)) esitsizligi saglanr.

i) u' = g(t,u),u(ty) =0 ifadesinin maksimum ¢ozimu r(t, ty, uy) ise uy <
Vl\j" (to) Ve r(t touy) <VIS(t),t>t, esitsizlikleri saglanr. Bunlardan

dolayi da (4.1) sistemi pratik kararhdir.

Ispat 4.2: R(t,x) € P(t) alirsak x € S(t),t € R, Ve x, € Sy(t,) olsun. Burada ki
iddiamiz x(t) € S°(t),t =ty oldugudur. Eger bu dogru olmasaydi, éyle bir t; = t,

olacakti ki ve (4.1) sisteminin bir ¢ézimi olan x(t) = x(t, ty, x,) i¢in
x(t;) €0S(t;) ve(t) €aS(t) , tp <t<t, (4.16)

saglanir. Bundan dolayr Teorem 3.1°i verir, (4.5) den dolay: da (4.4) ’iin maksimal
¢oziimi olan  7(ty, to,up) icin V(t,x(t)) S (L, to,up), to S t <ty esitsizligi

saglanir. Simdi de r(t, to, Uy) tizerindeki kosulara bakacak olursak

Vi3S () < V(ty, x(t1)) < 7(ty, to, Uo)
(4.17)

s,
<r (tp Lo, VMO(to)) <Vt

celiskisi elde edilir.
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4.2. Pertiirbasyon Teorisi Teknigi

Asagidaki iki diferansiyel denklem sistemlerini ele alalim. f,F € C[R, X

R™, R™] olmak lzere
y' = f(ty),y(t) = xo (4.18)
x' =F(t,x),x(ty) = x, (4.19)
(4.6) sistemine gore asagidaki (H) varsayimi saglansin.
o (H): y(t,ty,xo) (4.6) sisteminin her t >t, icin strekli bir ¢6zimi, ve
baslangi¢ degerleri ile |y(t,ty, xo)| ifadesi yerel Lipschitz sartlarini  x,’da

saglasin. Herhangi bir V € C[R, X R™ R™] ve herhangibir t € [0,0) icin

to < s < tvex € R"olmak lzere

D_V(s,y(t, s, x)) = hli_)l‘([)l_ inf% [V (s + h,y(t,s + h,x + hF(s, x)))
(4.20)
—V(s,y(t,s,%))]

Seklinde tanimlanr.
Teorem 4.3: Kabul edelim ki (H) varsayimi saglansin. Bu takdirde

i) V€ C[R, X R™,R"] i¢in V(s,x) yerel Lipschitz sartim x’ de saglamak iizere
to < s < tvex € R"igin asagidaki esitsizlik ger¢eklenir

D V(s,y(tsx)<g (t, V(s,y(ts, x))) (4.21)
ii) Hert > t, ve g € C[R%, R] olmak Uizere r(t, to, uy) ifadesi

u' =gt,uw),ulty) =uy,=0 (4.22)
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denkleminin maksimal ¢oziimii olsun. Eger x(t) = x(t, ty,uy) de (4.7)’ nin

herhangibir ¢ozimi ise t > ¢, icin
V(t, x(t, o, %0)) < 7(t, to, up) (4.23)

esitsizligi saglanir ve

V(to,y(t, to,xo)) < u, (4.24)
olur.

Teorem 4.4: Kabul edelim ki (H) varsayimi ve Teorem 4.3° Un (i) hipotezi

saglansin. Bu takdir de g € C[R%,R] ve (t,x) € R, X R™icin
b(lx]) <V(t,x) <a(lx]), a,b e K (4.25)
esitsizligi saglanir. Ayrica 0 < A < A ve a(1) < b(A) verilmek sartyla, eger (4.6)

pertorb olmayan sistemi (A,1) icin pratik kararlysa, 4.6’ mn pratik kararlilik

ozelligi nedeniyle (4.7) pertorb sistemi de pratik kararlilik ézelliklerini saglar.
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5.BASLANGIC ZAMANI FARKLI PARAMET-
RELERIN PRATIK KARARLILIGI

5.1. Temel Tanim ve Teoremler
Asagidaki verilen baslangic¢ deger problemleri igin
t=>ty =0ty €ER icin x' = f(t,x),x(ty) = x, (5.1)
t=> 1o=0icinx’ = f(t,x),x(t9) =y, (5.2)
diferansiyel sistemleri ile
t= 1o iciny’ =F(t,y),y(t0) = yo (5.3)
t = toicin w = H(t,w),w(ty) = yo — Xo (5.4)
pertorb sistemlerini ele alalim. BuradaF,H € C[R, X R™,R™],R, X S(p) ve
S(p) ={x € R™||x|| < p < o} kiimesinde yerel lipschitz sartlarin1 saglasin.

(to, x9) Ve (Tg,¥o) ile yukaridaki varsayimlar ¢oziimiin varligini ve tekligini saglar

Baslangi¢ zanami farkli parametreler ile iligi temel tanimlar agagida verilmistir [21]-

[24].

Tamm 5.1: Eger ¢ € [(0,p),R.], (0) = 0 ise ¢(r) fonksiyonuna K swnifina aittir

denir ve burada ki ¢(r) fonksiyonu r’de kesin monoton artandur.

Tamm 5.2: Eger herbir t€ R, icin a € [R%,R,],a(t,u) €KX ise a(t,u)

fonksiyonuna CX siwnifina aittir denir.
Tamm 5.3: Eger biitiin (t,x) € R, X R™ icinh € [R, X R™,R,],

inf(t,x)h(t, x)=0 (5.5)
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oluyorsa h(t, x) fonksiyonuna I sinifina aittir denir.
Tamm 5.4: Eger x € R™igin h € I', sup.cg, h(t,x) varsa h(t,x) fonksiyonuna I

swifina aittir denir.

Tamm 5.5: t > 0 icin R, X S(p) kimesinde V (t,0) = 0 ile tamimlanan reel degerli
V(t,x) fonksiyonlar: i¢in eger (t,x) € R, X S(p) icin ¢p(r) € K var ve ¢(||x]]) <
V(t,x) bagintist ger¢eklesiyorsa bunlara pozitif tamimlanmistir denir. Ayrica eger
-V pozitif tanimli ise V negatif tamimlanmustir denir. (t,x) € R, X S(p) icinyY € K
fonksiyonu var ve V(t,x) < Y(lx||) bagintisi saglanmirsa V(t,x) fonksiyonu

azalan bir fonksiyondur.

Tamm 5.6: V € [R, XR™R,] icin V reel degerli fonksiyonlarimin Dini-like

tiirevlerleri asagidaki sekilde genellestirilebilir.

D}V(t,s, x) = ,}Lfgh Sup%[V (s + h,y(t,s + h,x + hf (s, x)))
(5.6)
—V(s,y(t, s, x))]

1
D, V(t s, x) = hlirgl_ infﬁ [V (s + h,y(t,s + h,x + hf (s, x)))
(5.7)
—V(s,y(t, s, x))]

Tamm 5.7:t = 19 = 0,t, € R, icin (5.1) sisteminin herhangi bir ¢cozimu x(t, to, vo)
iken, (5.3) sisteminin y(t, ty, yo) ¢6zUmi (hy, h) baslangic zamani farkll uygulamali
kararliligryla ¢oziimii x(t —n, ty, xo) dir ancak ve ancak her (1,A), 0 < A< A ve
herhangi bir 7, € R, i¢in &yleki hy(ty, Yo — xo) < A ifadesi h(t,y(t, 7o, Yo) —

x(t —1,te, %)) S A, t =1, ifadesini tammlar.
Eger her ty € R, icin tamm (5.7) saglaniyorsa, (5.3) sisteminin y(t, Ty, Yo)

¢cozimil, x(t —n,ty, xo) ¢oziimiine gore baslangic zamam farki (hg, h) pratik

kararliligina egittir.
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Tamm 5.8: t = 15 = 0,t, € R, igin (5.1) sisteminin herhangi bir ¢ozimu x(t, ty, ¥,)
iken, (5.3) sisteminin y(t, tq,yo) ¢oziimii, baslangi¢ zaman farkt (hy, h) olan kuasi
pratik kararlidr x(t —n,ty, xo) ¢0zimi igin. Burada t >71,>0,t €ER ven =
To — to iCin  x(t,ty, xo) ifadesi (5.1) 'in herhangi bir ¢oziimii olmak iizere ancak ve
ancak verilen herhangi bir (4,B,T) >0,0<A<B ve bazi 15 €R, igin
ho(Tg, Vo —xo) iken t>1,+T icin h(t,y(t, To, Vo) — x(t —n, to,xo)) <B

esitsizligi saglanir.

Eger Tamm 5.8 her ty € R, icin gercekleniyorsa (5.3) sisteminin y(t, 7y, ¥o)
¢oziimiine baslangi¢ zamani farki (hg, h) olan diizgiin pratik kuasi kararlidwr denir ve

cozimude x(t — n, ty, xo) seklindedir.
Teorem 5.1: Kabul edelim ki

i) VeC[R, XxR™"R,], V(t,z) ve |w(t,s,z)| ifadeleri z’de her bir (t,s) icin
yerel Lipschitz sartlarim  saglasinlar. Burada t>s =1, icin w(t) =
w(t, T, Yo — Xo) da (5.4) denklemin ¢6zimi oluyorsa, X(t) = x(t — n, ty, x)
icin x (¢, ty, xo) ifadesi (5.1) denkleminin ¢ozumu, y(t) = y(t, 1o, y,) ifadesi de
(5.3) sisteminin ¢oziimii olur ve ayrica z(t) = y(t) — X(t) dir.

i) Asagidaki ifadeler gerceklenmek iizere,

1
D, V(ts,z) = hll)rgn_ infﬁ [V (s + h,w(t,s +h,z+ hF(s, y)))

(5.8)
—V(s,w(t, s, 2))]

D, V(t,s,z)<g (t, S,V(S,W(t, S, Z))) (5.9)

iii) g € [R2 X R™,R"™], g(t,s,u) fonksiyonu herbir (t,s) icin kuasi monoton

azalmayandir ve 1y < s < t < 00 igin

du(s)
ds

= g(t, S,U(S)), U(TO) = Uy >0 (510)
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ifadesinin maksimum ¢0zimi r(t, s, Ty, Vo) dur. Buradan da
V(to,w(t, 7o, Yo — X0)) = U (5.11)
iken 1, (t, 7o, ug) = r(t, s, Ty, Uy) oldugunda
V(t,z(t, To, Yo — X0)) < 7o (t, 70, V(70 w(t, 7o, ¥o — xo))) (5.12)
esitsizligi saglanir.
Ispat 5.1: Simdi de m(t,s)’yi
m(t,s) =V (s,w(t, s,z(s))) (5.13)

seklinde alalim. Bu taktirde (i) ve (ii) varsayimlarim ele alalim. Karsilastirma

sonucu asagidaki diferansiyel esitsizlik bulunur. Ty < s < tigin
D._m(t,s) < g(t, s, m(t, S)) (5.14)

dir. Buradanda 1, < s < tigin

m(t,s) <r (t, S, T, V(To,w(t, To, Vo — xo))) (5.15)
esitsizligi elde edilir. Eger s =t secersek (5.7)° de istenen esitsizlik elde edilir.

Teorem 5.2: Teorem 5.1°deki varsayimlara ek olarak N =1 ve g(t,s,u) =0 ile

t = 1, iGIN
V(t, z(t, t0, Y0 — %0)) < V(70, w(t, 7o, Yo — X0)) (5.16)

saglansin. Bu takdir de c € K ={¢p:¢p(0) =0 ve ¢p(s)'de s'de azalan,¢p €

C[R,,R,]} ve h; € C[R; X R™, R,] olmak lizere t > s > 1, i¢in
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V(t. z(t,To, Yo — xo))V(To' w(t, 7o, Yo — Xo))

, (5.17)
_J. c (hl (s,w(t, s,z(s)))) ds
To
esitsizligi saglanir.
Ispat 5.2 : Asagidaki ifadeyi alacak olursak
w (s, W(t, s, Z(s))) =V (s, W(t, s,z(s)))
(5.18)

+ j;: c (h1 (s, w(t, s,z(s)))) ds

ve bu ifadenin her iki yammi da hipoteze gore Dini tiirevini alirsak, bu taktirde

yvukaridaki ifade

D._W(s,z(s)) < D._V(t,s,2(s)) + ¢ <h1 (s,y(t, s,z(s)))) <0 (5.19)
olur. Ayrica t = t i¢in W 'nun tanmimindan

W(t, Z(t, To, yo - xo)) S W(To, W(t, To,yo - xo)) (520)

esitsizligi saglanir ki buradan da t = 7 igin

V(t, z(t, Ty, Yo — xo)) + Jt c <h1 (s, W(t, S,Z(S)))) ds

To

(5.21)

< V(To; W(t, To,» Yo — xO))

dir, buradaki integral terimini esitsizligin diger tarafina atarsak
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V(t, Z(t, To, yo - Xo)) S V(To, W(t, To, yo - Xo))

(5.22)

_ fT: c (hl (s, w(t, s,z(s)))) ds

ifadesi elde edilir ki buda zaten aranilan durum oldugundan ispat tamamlanmis olur.
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6. UYGULAMALAR

Bu bolimde kararlilik, Lyapunov kararlilik ve Pratik kararlilikla ilgili ¢esitli
orneklendirmeler yapilmustir [3], [11], [24], [25].

Ornek 6.1: Asagidaki lineer olmayan denklem sistemini ele alarak bunun Lyapunov

kararliligini inceleyim.

(dx
o d_tl = —x, + ax,;x3
—= (6.1)
0x dx
2 2
pral X, — bxix,

Sisteminin oncelikle kritik noktalarini bulalim. Bu sistem icin kritik nokta (0,0) dir.

Bu sistemin lineerlestirilmis hali bu kritik nokta icin

o5 o5

of |0x; 0xy| _ ax: -1+ 2ax;x,

ax [@ 0F| [1 — 2bx; %, —bx? (6.2)
dx; Ox,

seklindedir. Bu sistemin (0,0) noktasindaki degeri ise

I F

dx 0,0 (6.3)
olur. Simdi de A matrisinin 6z degerlerini bulalim. |A — Al| = 0 tammuni kulamirsak
A2 +1 =0 dwr ve buradan da 2, = i ve A, = —i bulunur. Dolayisiyla (0,0) noktas:
lineer sistemin kararli merkez noktasidir, fakat nonlinear sistemin kararliligi ile ilgili
birsey séyleyemeyiz. Bundan dolayr Lyapunov fonksiyonu bulup, Lyapunov teorilerini
kullanarak sistemin kararliigini inceleyecegiz. Enerji yaklagimindan, kinetik ve

potansiyel enerjiler toplamindan dolay

¢ = —(x1 +x3) (6.4)
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Lyapunov fonksiyonunu secelim. Burada Lyapunov teorilerini kullanirsak

¢ 09,

b= F@ =[5 FTHR@ R

6.5
=[x1 X)[—x, + ax;x2  x; — bxZx,|T (6.5)

= (a — b)x?x?
elde edilir. Eger burada a < b alsak ¢ <0 olur ki burada ki ¢ fonksiyonu
Lyapunov fonksiyondur ve (0,0) noktasinda kararlidir, ayrica asimptotik kararilik
ozelliklerini de saghyacagindan asimtotik kararlidir. Eger b < a secilirse bu nokta

icin kararsizdir.

Ornek 6.2: Asagidaki lineer olmayan denklem sisteminin kararliligini inceleyelim.

dx
{d_tl = —x; +x, + x, (x? + x2)
(6.6)
dx
d_tz = —x; — Xy + %, (xf + x3)

Simdi de bu lineer olmayan sistemin kritik noktalarini bulalim. Sistemin kritik noktast

(0,0) dir. Sistemi lineerlestirirsek

[6F1 an
_|oxy oxy| [-143xf+x5 14 2xx ]
x  |0F, 0F,| 1+2x%,  —1+43x2 + x2 (6.7)
dx; 0x,
ifadesi elde edilir. Burada kritik noktanin degeri yazilirsa
1Y [—1 1 ]
dxlgey 11 -1 (6.8)
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elde edilir. Buradan A matrisinin 6zdegerini hesaplayacak olursak |A — All = 0
oldugundan A% + 21+ 2 = 0 denklemi elde edilir. Bununda kd&kleri bulunacak
olursa 4, = —-1+1i ved, = =1 —i dir. Kompleks kéklerin reel kisimlart negatif
oldugundan dolay: (0,0) kritik noktasinda hem lineerlestirilmis hemde lineer olmayan

denklem sistemleri kararlidir, ayni zamanda asimptotik kararhdir.

Ornek 6.3 : Asagidaki lineer olmayan denklem sisteminin kararliligim inceleyelim.

dx
d_tl = —x, + axix,
J (6.9)
dx,
dar M

denkleminin oncelikle kritik noktalarint bulalim. Kritik noktalar: (0,0) dir. Simdi de

sistemi lineerlestirelim.

J0F, O0F,
Of _[0x1 0xy|_[ax? -1+ 2ax1x2]
0x % % 1 0 (6.10)
dx; 0x,
lineerlestirilmis sisteminde kritik noktay: yerine yazarsak
1Y [0 —1]
dxloe 1 0 (6.11)

ifadesi elde edilir. Buradan da A matrisinin ézdegerleri bulalim. |A — AI| = 0 igin
matrisin  ozdegerleri A, =i ve A, =—i dir. Buradaki kritik nokta igin
lineerlestirilmis ~sistem kararlidir fakat lineer olmayan sistem icin birgey
soyleyemeyiz. Bu nedenle Lyapunov fonksiyonu yardimiyla sistemin kararliligina
bakacagiz.

x2 + x2

0 =" (6.12)
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fonksiyonunu alalim. Bu takdir de

d¢ o¢

F,—+F,— = —x;x, + ax?x? + x;x, = ax?x? 6.13
1ax1 Zaxz 142 142 142 142 ( )

dir. Eger burada a negatif ise ¢ Lyapunov fonksiyonudur ve kritik degerde kararhidir.
Ornek 6.4 : Asagidaki denklem sistemini ele alalim
y' = e "y%, y(to) (6.14)

ve bu sistemin

Xo
1+x4(et —e )

(t, to, o) = (6.15)

¢OzUmu verilsin. Burada varyasyonel denkleme uyan temel matris ¢ozimi

1
[1+ x,(e~t — e~t0)]? (6.16)

Q(tl tO; xO) =

dir. Sonuc olarak V(t, x) = x? secersek buradan
D_V = 2y(t,s,x)?(t,s,x)R(s, x) (6.17)

olur ve buradaki R(t, x) pertlrbisyon terimidir.

2

R(t,x) = T" (6.18)

olarak alirsak pertorb denklemimiz
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! -t

x' = e tx?

X
x? ——,x(ty) =x,

2 )
olur. Buradan da
3
g(t,u) = —uz
ve ¢Ozimi de
3
u' = —uz,u(ty) =uy, =0,
4u,
u(tl tOJ uO) = 2

[2 + uO%(t — to)]

dir.

(6.19)

(6.20)

(6.21)

(6.22)
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7. SONUGCLAR

Bu tez calismasinda saptirilmamus lineer olmayan diferansiyel denklem
sistemin ve pertorb lineer olmayan diferansiyel denklem sisteminin pertorb olmayan
lineer olmayan diferansiyel denklem sistemine gore stabilite 6zellikleri incelenmistir.
Ayrica bu sistemlerin Lyapunov ve pratik kararhiliklari farkli kosullar altinda

incelenmistir.
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