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OZET

Zaman Uzay1 Kismi Spektral global bir yontem oldugundan, sinir kosullarinin
uygulanma tekniginden direkt etkilenmektedir. Karakteristik degiskenler, yontemin
konformal olmasii saglayan altuzaylarin tanimlanabilmesi ve sinir kosullarinin
uygulanmasi igin yaygin olarak kullanilmaktadir. Bu tez ¢aligmasinda karakteristik
degiskenler ile mitkemmel elektrik iletken sinir kosullarinin uygulanmasi durumunda
ortaya ¢ikan uzun zaman Kkararsizlik problemi detayli sekilde incelenerek, bu
probleme bir ¢oziim onerilmistir. Oncelikle smir kosullarmm karakteristik
degiskenlerin direkt kullanimi ve karakteristik degiskenler sonrasi fiziksel sinir
kosullarinin tekrar uygulanmasi ile ortaya c¢ikan durumlar incelenmistir. Bu
incelemede uzun zaman kararsizligi probleminin sebebi analitik olarak formiile
edilerek ortaya konulmustur. Daha sonra analitik sonuglarin niimerik olarak da
saglamasinin yapilmasi i¢in tiim sistem tek bir matrise indirgenmis ve sonugta elde
edilen matris, matris 6zdeger yOntemiyle analiz edilmistir. Analitik ve niimerik
analizler elde edilen sonuglarin bir biri ile tutarl oldugu goriilmiistiir. Bu sonuglar i¢i
bos bir ve iki boyutlu rezonatdr problemlerinin ¢oziilmesiyle hesaplanan zaman
uzayi isaretleriyle de dogrulanmistir. Buna gore karakteristik degiskenlerin direkt
kullanim1 veya karakteristik degiskenler sonrasi fiziksel sinir kosullarinin tekrar
uygulanmas1 ile miikkemmel iletken smir kosullarinin uygulamasi uzun zaman
kararsizlik problemini ortaya ¢ikmaktadir. Uzun zaman kararsizlik probleminin
giderilmesine yonelik olarak, karakteristik degiskenlerin uygulanmasinin Maxwell
denklemlerinde olusturdugu bozulmanin giderilmesi ihtiyaci analitik analizlerde
goriilmiistiir. Bu amagla olusturulan 6zel bir matris sisteme dahil edilmistir. Onerilen
bu yeni sezgisel yaklasim da diger yaklasimlarda oldugu gibi analitik ve niimerik
olarak analiz edilmistir. Sonug¢ olarak yine bosluk rezonatdrii problemin iizerinden

sistemin uzun zaman kararsizliktan kurtarildig: ispatlanmistir.

Anahtar Kelimeler: Zaman Uzay1 Kismi Spektral (ZUKS) Yontemi,
Karakteristik Degiskenler (KD), Uzun Zaman Kararsizhgi.



SUMMARY

Since pseudospectral time domain method is a global method, it is affected by
the technique by which boundary conditions are implemented. Characteristic
variables are commonly utilized in order to define subdomains and application of
boundary conditions which provide the conformity of the method. In this thesis, a
detailed analysis of the long-time instability caused by the implementation of perfect
electric conductor boundary conditions using characteristic variables and a solution
is proposed. First, the boundary condition implementation by using only
characteristic variables and then by using physical conditions after characteristic
variables implementation are analyzed. In this analysis, the reason of long-time
instability problem is analytically formulized and presented. Afterwards, the whole
system of equations is reduced to a single matrix and analytical solutions are verified
by using matrix eigenvalue method on the obtained matrix. It is seen that the
analytical and numerical solutions are consistent with each other. These results are
verified by the time domain signal obtained from the solution of one and two
dimensional cavity resonator problems. The implementation of the boundary values
by one of the approaches, direct application of the characteristic variables or
implementation of physical boundary conditions after the application of
characteristic variables yields to long-time instability. From the analytical analysis, it
is seen that the degeneracy of the Maxwell’s equations caused by the implementation
of characteristic variables must be fixed, in order to correct for the long-time
instability problem. For this purpose, a special matrix is introduced into the system.
This new heuristic approach is analytically and numerically analyzed as the former
approaches. Finally, it is applied on the cavity resonator problem and it is proven that

the system is cleared of the long-time instability problem.

Key Words: Pseudospectral Time Domain (PSTD) Method, Characteristic
Variables (CV), Long-Time Instability.

Vi



TESEKKUR

Her zaman ve her konuda, bilgisi ve bitmeyen enerjisiyle yanimda olan ve bu
calismada en biiylik katkisi olan Prof. Dr. Serkan AKSOYa,

Bu calismaya baslayabilmemde katkisi olan Prof. Dr. Ali ALKUMRU ve Umut
BULUS’a,

En zor zamanlarda destek olup yepyeni bir konuyu 6grenmeme yardimci olan
Dogan OZDEMIR, ismail Hakki OKMEN ve Sadullah UNAL’a,

Bilgisayarlara karsi cesaretimi yeniden kazanmami saglayan Prof. Dr. Yury
TUCHKIN’e,

Becerinin sorumluluk getirdigini 6greten Prof. Dr. Oleg A. TRETYAKOV’a

ve gostermis olduklar1 tiim destek ve sabirdan dolayi ailem ile esim Cansu’ya

en icten tesekkiirlerimi sunarim.

vii



ICINDEKILER

Sayfa

OZET v
SUMMARY Vi
TESEKKUR vii
ICINDEKILER vii
SIMGELER ve KISALTMALAR DIZINI X
SEKILLER DizZINi Xi
1. GIRIS 1
1.1. Konu ve Onemi 1
1.2. Tezin Amaci ve Igerigi 2
1.3. Tarihsel Gelisim 3

2. SPEKTRAL ve KISMI SPEKTRAL YONTEMLER 6
3. ZUKS YONTEMLERI 8
3.1. Konum Tiirevleri 8
3.2. Zaman Tiirevleri ve Giincelleme Denklemleri 9

4. L-CZUKS YONTEMI 10
4.1. Chebyshev Polinomlari ve Chebyshev Dagilimi 13
4.1.1. Ortogonallik (Diklik) Ozelligi 19
4.1.2. En Kiigiik Kareler Ozelligi 19
4.1.3. Lagrange Interpolasyon Polinomu ve Chebyshev Polinomlar1 20

4.2. Zaman Tiirevi 20
4.2.1. Runge-Kutta 21
4.2.2. Adams-Bashfort-Moulton 22
4.2.3. Simplektik Entegrator 22

4.3. Niimerik Dispersiyon ve Izgaralama Coziiniirligii 23
4.4. Kararlilik Kosulu 26
4.4.1. Matris Ozdegerleri ve Kararlilik Analizi 29
4.4.2. Kararlilik ve Zaman Tiirevleri 30

5. KARAKTERISTIK DEGISKENLER 31
5.1. Smir Kosulu Uygulamasi 33

viii



5.2. Alt Uzay Uygulamasi
5.3. Uzun Zaman Kararsizlig1
5.3.1. Yamalama
5.3.2. Konumsal Filtreleme
6. DUZELTILMIS KD FORMULASYONU
6.1. Analitik Analiz
6.2. Ozdeger Analizi
6.2.1. iki Boyutta Sonuglar
7. SONUCLAR ve ONERILER

KAYNAKLAR
OZGECMIS

34
35
35
36
37
37
39
45
50

52
59



Simaeler ve

SIMGELER ve KISALTMALAR DIZiNi

Aciklamalar

Kisaltmalar
£

1

A

At
Ax
CGL
CT™M
HFD
Hz
KD
KS
LGL
MEI

RK
SG
SEY
ZUKS
ZUSF

Dielektrik gegirgenlik sabiti
Manyetik gegirgenlik sabiti
Elektromanyetik dalganin dalgaboyu
Giincelleme zaman adimi1

Izgara noktalar1 arasindaki mesafe
Chebyshev-Gauss-Lobatto
Chebyshev tiirev matrisi

Hizli Fourier dontistimii

Hertz

Karakteristik degisken

Kismi spektral
Legendre-Gauss-Lobatto
Miikemmel elektrik iletken

Hesap noktasi adedi

Runge-Kutta

Siireksiz Galerkin

Sonlu elemanlar yontemi

Zaman Uzay1 Kismi Spektral
Zaman Uzay1 Sonlu Farklar



SEKILLER DIZINI

Sekil No:

4.1:  Esit aralikli ve CGL noktalarinda yapilan interpolasyonlar.

4.2:  Tek boyutlu duvarlar1 MEI bir rezonatoriin genel gosterimi.

4.3: A=1L, Dbiyikligindeki uzaydaki sayisal sonuglar. Ortalama
¢ozinlrliigiin a) w/2’ye yakin olmasi olmasi durumu, b) /4’ye yakin
olmast durumu, c) m/5’e¢ yakin olmasi durumu, d) m/7’ye yakin
olmas1 durumu.

4.4: 22 buyikligiindeki uzaydaki sonuglar. Ortalama ¢oziiniirliigiin a) m/
2’den kii¢iik olmas1 durumu, b) /6’ya yakin olmasi durumu, ¢) /8¢
yakin olmasi durumu, d) r/11’e yakin olmasi durumu.

5.1:  x=0 smirinda KD’lerin gdsterimi.

6.1:  Dogrudan siir kosulu uygulanmasi durumu a) Kararlilik bolgesi ve
ozdegerlerin dagilimi, b) Ozdegerlerin ve kararlilik simirlarmnin
yakindan gosterilmesi.

6.2:  KD’ler ile smir kosulu uygulanmasi durumu a) Kararlilik bolgesi ve
ozdegerlerin dagilimi, b) Ozdegerlerin ve kararlilik smirlarinm
yakindan gosterilimi.

6.3:  Diizeltilmis KD’ler ile sinir kosulu uygulanmasi durumu, a) Kararlilik
bolgesi ve 6zdegerlerin dagilimi, b) Ozdegerlerin ve kararlilik
siirlarinin yakindan gosterilimi.

6.4:  Farkli MEI siir kosullar1 uygulama yontemleriyle elde edilen Ey’lerin
zaman uzayi sonuglart a) Dogrudan, b) KD, c) diizeltilmis KD
uygulamasi sonuglari.

6.5: KD uygulamasiyla iki boyutlu ¢6ziim a) Kararlilik bolgesi ve
ozdegerlerin dagilimi, b) Ozdegerlerin ve kararlilik sinirlarinm
yakindan gosterilimi.

6.6:  Diizeltilmis KD uygulamasiyla iki boyutlu ¢6ziim, a) Kararlilik bolgesi
ve dzdegerlerin dagilimi, b) Ozdegerlerin ve kararlilik sinirlarinimn
yakindan gosterilimi.

6.7:  Iki boyutlu rezonatdr igin E, (t) sonuglari, a) KD b) Diizeltilmis KD.

Xi

Sayfa
14

24
24

25

34
42

44

45

47

48

49

50



1. GIRIS

1.1. Konu ve Onemi

Zaman Uzayr Kismi Spektral (ZUKS) yontemleri zaman uzayr niimerik
yontemlerinin dnemli bir tiirii olup, farkli gesitleri mevcuttur [1]. ZUKS ydnteminin
tiiri kullanilan baz fonksiyonlara ve interpolasyon i¢in uygulanan hesap noktalarinin
dagilimina bagli olarak degisir. Baz fonksiyon olarak trigonometrik [2] ve Lagrange
polinomlari en ¢ok kullanilan fonksiyonlardir. Ancak tiim ZUKS yontemleri arasinda
Lagrange interpolasyon polinomlarinin Chebyshev dagilimindaki noktalarda
hesaplandig: tiir niimerik dispersiyonun en diisiik (dogrulugun en yiiksek) oldugu
yontemdir [3]-[8]. ZUKS yonteminin bu tiirine Lagrange polinomlar1 tabanli
Chebyshev ZUKS (L-CZUKS) adi verilir.

ZUKS’un diger yontemlerden daha yiiksek dogruluga sahip olmasinin en
onemli nedeni global bir yontem olmasidir. L-CZUKS yonteminde konum tiirevleri
1zgara noktalarinda hesaplanmis olan alan degerlerinin bir tlirev matrisiyle
carpilmasiyla hesaplanir. Herhangi bir noktadaki tiirev alinirken tiim konum
noktalarindaki degerler kullanildigindan, konum tiirev matrisi yogun bir matristir.

L-CZUKS yontemi diisiik niimerik dispersiyon hatasi yaninda 1zgaralama
¢oziiniirliigii agisindan da diger yontemlerden daha basarihidir. Ornegin, niimerik
elektromanyetikte yaygin kullanilan Zaman Uzay1 Sonlu Farklar (ZUSF) yontemi
minimum dalgaboyuna (Anin) gore en az An;,/10 kadar konumsal ¢oziiniirlikte
kabul edilebilir dogrulukta sonuglar iiretebilirken, L-CZUKS yontemi A, /m kadar
¢oziinlirliikte de basariyla ¢aligabilir [4].

Az sayida 1zgara noktasiyla daha dogru sonuglar verdiginden L-CZUKS
yonteminin hafiza gereksinimi de diisiik olup, diger yontemlerden daha hizlidir. Tim
bu avantajlarin bir baska sonucu da biiyiik 6l¢ekli problemlerin ¢éziimiinde de hizl
ve dogru galisabilmesidir [5].

ZUKS yonteminde konum tiirevleri global olarak tiirev matrisi ile
degerlendirildiginden, koordinat doniisiimleri veya karmasik geometrileri modelleme
bir matris ¢arpimiyla yapilabilir. Klasik ZUSF Kartezyen koordinatlardaki diizenli
noktalardaki 1zgaralama nedeni ile egri yiizeyli cisim geometrisini hatali
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modellerken, L-CZUKS yonteminde her tiirli geometri doniisim matrisleri ile
tanimlanabildiginden, yontem konformaldir [6]. Bu sayede hatali geometrik
modellemeden kaginilarak karmasik geometriler igeren problemler yiiksek
dogrulukla ¢oziilmiis olmaktadir.

Yontemin  konformal olmasi ¢oklu-uzay (multi-domain) yaklagiminin
uygulanabilmesini saglar. Bu yaklasimda ¢6ziim uzay:1 cisimlerin sekline gore alt
uzaylara (sub-domain) boliiniir. Her bir alt uzay siirlarindaki bilgi alisverisi disinda
Ozerk oldugundan, her birisi i¢in ayr1 ayr1 hesaplama yapilip daha sonra sinir
kosullar1 uygulanabilir. Bu durum L-CZUKS yontemini paralel hesaplamaya uygun
hale getirir [7].

Boylesine esnek ve listiin bir yontemin elektromanyetikte uygulanabilecegi
birgok alan bulunmaktadir. Ancak Maxwell denklemleri gibi hiperbolik kismi
diferansiyel denklemlerin zaman uzayr niimerik ¢6ziimlerinde uzun zaman
kararsizlik (long time instability) problemi oldugu bilinmektedir [1]. Bu sorunun

asilmasi1 yontemin elektromanyetikte kullanimin1 daha yaygin hale getirecektir.
1.2. Tezin Amaci ve icerigi

L-CZUKS’un alt uzayli vel/veya sinir kosulu uygulamalarinda alanlarin
glincellemesi Karakteristik Degiskenler, KD (Characteristic Variables, CV) yontemi
kullanilarak yapilmaktadir [6], [8]. KD’ler elektromanyetik alanlarmn (4) ve (—)
yonde ilerleyen bilesenlere ayrilmasiyla olusur. Alanlar yonli bilesenlerine
ayrildiklarinda herhangi bir alt uzaya giren ve ¢ikan alanlar ayri ayri hesaplanmig
olur. Bu durum L-CZUKS yontemine uygulamalarda onemli bir esneklik
saglamaktadir.

KD uygulamasmin alt uzay uygulamalarinda ve/veya sinir kosullart igin
kullanilmasmin ¢6ziimlerde uzun zaman kararsizlik problemine neden oldugu da
bilinmektedir [9], [10]. Bu problemin asilabilmesi igin ¢esitli yOntemler
gelistirilmeye calistlmistir.  Bunlardan Dbirisi  fiziksel sinir kosullarinin  KD’ler
tizerinden bir kez daha uygulanmasidir. Bu yaklasim uzun zaman kararsizlik
problemini tam ¢ézememekle birlikte, kararsizlik anini Gtelemeyi basarmustir [8],
[11]. L-CZUKS yonteminde uzun zaman kararsizligini gidermek i¢in uygulanan bir
baska yontem de KD kullanmayip sinir kosullarimi Maxwell denklemlerinde
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dogrudan uygulamaktir [12]. Bu yaklasimda ise KD’ler kullanilmadigindan alt uzay
uygulamasina ihtiyag duyan L-CZUKS yonteminin esnek ve istiin oldugu
problemler etkin olarak ¢oziilemez.

Uzun zaman Kkararsizligi sinirlarda konumsal olarak yiiksek frekansh
salmimlarin ortaya ¢ikmasiyla baslar. Bu salimimlarin konumsal algak gegiren
filtreyle filtrelenmesi sayesinde kararsizlik giderilebilir [13]. Ancak bu filtreleme
islemi hatanin artmasina neden olur ve uygulamasi oldukga karmasiktir.

Bir diger yaklasim da sinir kosullar1 ve alt uzay gegislerini Siireksiz Galerkin,
SG (Discontinuous Galerkin, DG) yontemi ile gergeklestirmektedir. Bu yaklasim da
alt uzay yamalariin kararliligini arttirmasi beklenen bir yontem olmakla beraber,
yeterince arastirilmamis ve uygulamasi karmasiktir [14].

L-CZUKS yonteminin uzun zaman kararsizlik problemi bilinmesine ragmen
¢ozimii Onerilen yontemler ile tam olarak saglanamamistir. Bu durum L-CZUKS
yonteminin yaygin kullanilamamasina neden olmaktadir.

Bu tez c¢alismasinda L-CZUKS yonteminin uzun zaman Kkararsizlik
probleminin sebebi analitik olarak ortaya konulmustur. Analitik veriler 1s18inda uzun
zaman kararsizliginin giderilmesi igin literatiirde su ana kadar mevcut olmayan
sonuclar elde edilmistir. Teknigin L-CZUKS yo6ntemini uzun zaman kararli hale
getirdigi sayisal bir ornekle gdsterilmis ve 6rnek bir rezonatdr problemi {izerinden

¢oziimiin dogrulugu gosterilmistir.

1.3. Tarihsel Gelisim

Diferansiyel denklemlerin yerel (local) veya genel (global) operatorlerle
¢ozililmesi fikri uzun bir ge¢mise sahiptir. Bu kapsamda Maxwell denklemlerinin
¢Oziimiinde en yaygin olarak kullanilan ZUSF yontemi 1966 yilinda Yee tarafindan
Onerilmistir [15].

Bilgisayarlarin islem giicliniin artmasia paralel olarak ZUKS yontemleri de
1970’lerde ilgi gormeye baslamistir [1], [16]. ZUKS yontemleri lineer olmayan
diferansiyel denklemlerin ¢6ziimiinde fizik ve kimyada daha erken kullanilmaya
baglamigken, 2000’li yillarda trigonometrik polinomlar [2], Legendre polinomlari
[17], Lagrange interpolasyon polinomlar1 [3] vb. baz fonksiyonlar kullanilarak

elektromanyetik problemlerine de uygulanmastir.



ZUKS yontemlerinden birisi olan Fourier ZUKS (F-ZUKS) yontemi A, /2
¢oOziiniirliikle calisabildiginden ve konumsal tiirev islemleri matris c¢arpimi
kullanilarak Hizli Fourier Dontisiimii, HFD (Fast Fourier Transform, FFT) ile
yapilabildiginden elektromanyetik uygulamalarinda ilk 6ne ¢ikan ZUKS yontemi
olmustur. Ne yazik ki yontem HFD’nin karsilastigi Gibbs fenomeninin zafiyetlerinin
tiimiine sahiptir. Sadece Miikemmel Elektrik iletken (MEI) sinir kosullarinda degil,
ortalama iletkenlige sahip ortamlarda bile benzer zafiyetler olusmaktadir. Yine de
literatiirde ¢ok diistik iletkenlikler igin (¢ = 0.002 S/m) ¢aligmalar mevcuttur [6].

L-CZUKS yontemi temelde F-ZUKS’un zayifliklarini igermez. Hatta icerdigi
matris ¢arpimi HFD kullanilarak da alinabildiginden biiyiik 6l¢ekli problemlerde de
basartyla kullanilabilir. Diger ZUKS tiirlerine gore daha {istiin oldugu bilinmesine
ragmen, L-CZUKS siir kosullarinin uygulanmasinda kullanilan KD’lerin hiperbolik
diferansiyel denklemlerde uzun zaman kararsizligina yol agmasi nedeni ile yaygin
olarak kullanilamamistir. Yontemde ortaya ¢ikan bu problemin ¢dziimi igin iki
yaklagim bulunmaktadir: i) KD’lerin kararsizliginin diizeltilmesi, ii) KD disinda bir
yontemle sinir kosullarinin uygulanmasi.

KD hatalarin giderilmesi i¢in yapilan ¢aligmalar genellikle siir kosullariin
formiilasyona degisik sekillerde katilarak kararliligin arttirilmasi tizerine kuruludur.
Yaklasimlardan birisi KD’ler hesaplandiktan sonra fiziksel sinir kosullarinin bir kez
daha uygulanmasidir [9]. Buna yama (patching) yapma adi verilmistir. Yamalar
kararsizlik anini 6telese de uzun zaman kararsizlik problemini giderememektedir. Bir
diger yaklagim ise smirlardaki bolgelerde konumsal algak geciren filtrelerin
uygulanmasidir [13]. Uzun zaman kararsizlik alanlardaki konumsal yiiksek frekansh
dalgalanmalarla ortaya ¢iktigindan bu yontem kararsizlig1 giderebilmektedir. Ancak
bu yaklagim ¢oziimde zorlama nedeni ile yontemin dogrulugunu azaltmaktadir.
Ayrica yontemin karmagikliginin iyice artmasina neden olmaktadir.

KD disinda smir kosullarinin uygulanmasiyla uzun zaman kararsizliginin
giderilmesi i¢in ise sadece bir yaklasim vardir. Bu yontemde, SG ydnteminden
yararlanilmigtir [14]. SG yontemi sinir kosullarinda uygulanarak L-CZUKS daha
kararl1 hale getirilebilmektedir. Fakat yontem artik sadece L-CZUKS degil, hibrit bir
niimerik yonteme doniismiis olmakta ve uygulamasi karmasik bir hal almaktadir
[14]. Yine, literatiirde bu yontemin kullanildig1 ¢alismalar yaygin olmayip, yeterince

arastirilmamustir.



L-CZUKS yonteminin KD’lerle entegrasyonu ile ortaya ¢ikan bu sorunun
asilamamas1  yontemin  karmasik  elektromanyetik  problemlere  yaygin
uygulanamamasina neden olmustur. Son yillarda yontem {izerine yilda ancak bir kag
yayin ¢ikmasi da bunun bir sonucudur. ZUKS yontemlerinin elektromanyetik
uygulamalar1 iizerine ¢alisan arastirmacilar da genel olarak Sonlu Elemanlar
Yontemi (SEY) ve SG yontemlerine yonelmislerdir.

Uzun zaman kararsizlifina ragmen L-CZUKS yontemiyle su ana kadar bir ¢cok

problem de ¢6ziilebilmistir. Bunlar arasinda;

e Kirinimli optik elemanlar [18], [19] ve fiber-optik malzemeler [20],

e Meta-malzemeler ve ¢ift negatif malzemeler [21],

e Kayipl [12], [6], [22] ve homojen olmayan ortam problemleri [12], [21],
o Silindirik koordinat sistemlerindeki problemler [11], [21],

o Dielektrik [23], [24] ve UWB [25] antenlerin modellenmesi,

e Dielektrik [26] ve kayipli malzemeli [22] rezonatorler,

¢ Bos [27], [28] ve i¢inde malzeme olan [28], [29] dalga kilavuzlari,

e CMOS modellemesi [30],

e Sagilma problemleri [31], [8]

siralanabilir.



2. SPEKTRAL ve KISMi SPEKTRAL
YONTEMLER

Spektral yontemler bir problemin degiskenleri iizerinden bilinmeyen
biiyiikliigiin sonlu sayidaki baz fonksiyonlarin seri toplamina agilarak ¢oziilmesine
dayanir. Diger bir deyisle, bu yontemler diferansiyel denklemlerin ¢oziimiinde sik
olarak kullanilan degiskenlere ayirma yonteminin karmasik problemler igin
gelistirilmis bir uygulamasidir [16]. Buna gore 6rnegin dalga denkleminin ¢ozimii

olan p(x, t) fonksiyonu

N—-1

PO = ) an(Oy,() @)

n=1

seklinde seriye agilabilir. Burada a,(t) n’inci baz fonksiyonun zamana bagl
katsayilarini, ¢, (x) de baz fonksiyonlar1 gdstermektedir. Amag a,(t) katsayilarimi
bularak, u(x, t) ¢6ziimiinii elde etmektir [32], [33], [34], [35].

Bu asamada Orszag karmasik problemler icin Kismi Spektral (KS) yontem

olarak adlandirdig1 niimerik spektral yontemleri gelistirilmistir [16]. KS yonteminde

spektral 1zgaralamayla p(x, t) = p(xj, t)

N-1
p(x,t) = Z an (DY, (%) (2.2)
n=1

olarak yazilir. Burada (2.1) ve (2.2) denklemleri arasindaki temel fark islemin
yapildigi konumlarin siirekli x yerine ayrik x; noktalari olmasidir. KS ydntemi

kullanilarak yapilan

I) tiirev, integral islemlerinin karmagikligt,
i) fiziksel ve spektral gosterimler arasindaki gegislerin karmasikligi,

Iii) denklemin spektral katsayilarinin hesaplanmasinin karmasikligi



cok artarak sorun haline gelmezse, problemin hesap karmasasi (computational
complexity) O(N) seviyesine indirgenir [16]. Bu durum hesap yiikiiniin artan nokta
sayistyla sadece dogrusal olarak artacagi anlamina geldiginden istenen bir iligkidir.
Ancak ileride de goriilecegi ilizere matris carpimiyla yapilan tlirev islemleri
sonucunda L-CZUKS yonteminin hesap karmasas1 O(N?) seviyesinde olmaktadir.
Bu durum yontemin biiyiik skalali problemlerde uygulanamaz hale gelmesine yol
acar. Ozel olarak eger tiirev HFD ile alinabilirse yontemin hesap karmasasi
O(N log N) seviyesinde olmaktadir [4].

Analitik ¢oziim p(x,t) ile sayisal ¢Oziim pN(xj, t) arasindaki fark, yani

nlimerik hesaplamadan kaynaklanan hata

p(x, ) — pu(x;,t) = 0(e™*N°) (2.3)

bigimindedir. Buradan goriilebilecegi gibi, sayisal hata 1zgara noktasi sayisinin (N)
karesi ile tistel olarak azalir [16]. KS yontemlerinin en énemli 6zelliklerinden birisi
olan hatanin {istel azalmasina spektral dogruluk (spectral accuracy) adi verilir. (2.3)
denklemindeki K yakinsama hiziyla ilgili, ¢oziilen denkleme ve zaman tiirevinin
niimerik olarak nasil alindigima bagli bir katsayidir. KS yontemlerindeki spektral
dogruluga karsilik, sonlu fark yontemlerinin dogrulugu N’ye sadece dogrusal (lineer)
olarak baghdir [36].

KS yontemlerinin hatasi kullanilan baz fonksiyonlardan da etkilenir. Ancak
analitik ¢oziime yakinsama hizi baz fonksiyonlara degil, ¢oziilecek fonksiyonun
diizgiinliigline  (smoothness)  baghdir.  Siireksizlikler —gibi  fonksiyonlarin
diizgiinliiglintin  bozuldugu yerlerde KS yoOntemlerinin analitik ¢6ziimlere
yakinsamasi dogrusaldir. Bu tiir durumlarda dogrusaldan daha hizli yakinsama igin
ya siireksizliklerde yama (patching) yapilmalidir ya da ¢6ziime oOnkosullama
(preconditioning) veya ardkosullama (postconditioning) yapilmasi gerekir [16].

Spektral yontemlerin hafiza gereksinimi sonlu farklar yontemlerinden fazla
degildir. Genelde islem yiikii ya daha az veya ayni olmasina ragmen spektral
yontemler daha dogru olduklarindan problemlerin ¢oziimiinde sonlu farklardan daha

avantajhdirlar [5].



3. ZUKS YONTEMLERI

KS yontemlerinin tiimii uygun durumlarda analitik ¢oziime iistel
yakinsadigindan birgok ZUKS yontemi gelistirilmistir. ZUKS yontemlerin arasindaki
temel fark baz fonksiyonlari oldugundan, kullanilacak ydntem probleme uygun
secilmelidir. Ornegin, F-ZUKS kullandig1 trigonometrik baz fonksiyonlarin
periyodikligi nedeniyle, periyodik problemlere daha uygundur. Ancak Gibbs
fenomeni dolayisiyla stireksizlik bolgelerinde zayiftir. Tek bir problemde sadece tek
bir ZUKS yontemi kullanilmak zorunlu degildir. Silindirik koordinat (r,6,z)
sistemindeki problemlerde 6 boyutu ¢éziimii i¢in tiirevlerin F-ZUKS ile bulunmasi
daha kolayken, r koordinatlarindaki ¢6ziim L-CZUKS yontemiyle bulunabilir [16].

Genel olarak, F-ZUKS veya diger ZUKS yontemlerinde siireksizlikler ¢ok
biiyiik olmadigr siirece ¢ozlime yakinsama dogrusaldir. Farkli ortamlarin arasindaki
gecislerden kaynaklanan siireksizlikler Fourier yontemlerinde onemli seviyede
niimerik hatalara yol agarken, diger ZUKS yontemlerinde az hata ile
degerlendirilebilirler [37]. Yine de tim ZUKS yontemlerinde temelde istenen

fonksiyonun diizgiin (smooth) olmasi durumudur.
3.1. Konum Tiirevleri

ZUKS c¢oziimlerinin dogrulanmasinda ZUSF yontemi yaygin kullanilir [22].
ZUSF uygulanmasinin basit olmasi ve literatiirdeki yaygin kullanimi nedeni ile diger
yontemlere gore avantajlidir.

ZUSF yonteminde zaman ve konum tiirevleri merkezi farklarla alinir. Bu
durum ZUSF dispersiyon hatalarinin ZUKS yontemlerine gore yiliksek olmasina
neden olur [4]. Daha yiiksek mertebeli tiirev operatérleri kullanilirsa hata azalir [2].
ZUSF yonteminde, smir kosulu gibi 6zel olarak hesaplama yapilmasi gereken

bolgeler disindaki bolgelerde tiirevler

dp(x)
dx

~ i [p (iAx + %) _p (iAx + Az—x)] 3.1)




seklinde sayisal olarak hesaplanir [38]. Burada i tiirevin hesaplandig1 1zgara noktasi
numarasl, Ax iki 1zgara noktas1 arasindaki mesafe, p(x) ise x’deki alan degeridir.
Goriildiigii gibi, ZUSF’de her bir 1zgara noktasindaki konumsal tiirev yerel
(lokal) olarak, oncesi ve sonrasindaki birer nokta kullanilarak almir. KS
yontemlerinde ise yaklasim global ve daha farklidir [16].
ZUKS yontemlerinde konum tiirevleri (3.1) denkleminden farkli olarak

d
PN = D Wl (3.2)

X=X]'

seklinde hesaplanir. Burada x konum degiskeni, x; j numarali 1zgara noktasi ve Dy
baz fonksiyonlarina bagli tiirev matrisidir. Yani ZUKS yontemlerinde konum
tiirevleri bir matris ¢arpimiyla hesaplanabilir.

ZUKS vyontemlerinde 1zgara noktalarinin yerlesimi onemlidir. (2.2)’de
goriildiigii iizere alan biiyiikliikleri bu noktalar {izerinde hesaplanir. Segilen baz
fonksiyonlarina gore bu noktalarin dagiliminin 6nemi degisir. Fourier ve Legendre
ZUKS yontemlerinde secilen noktalar esit aralikli olabilirken, Legendre ve Lagrange
interpolasyon polinomlarinin kullanilmasinda polinom interpolasyonuna daha uygun
olan Chebyshev-Gauss-Lobatto (CGL) veya Legendre-Gauss-Lobatto (LGL)
dagilimlarindan birisi tercih edilebilir [39]. Iki dagilimda da interpolasyon hatas1 gok
diigiiktiir. Bununla beraber CGL dagilimindaki interpolasyon hatasi, LGL’den biraz
daha az oldugundan caligmalarda genellikle CGL dagilimi kullanilir.

3.2. Zaman Tirevleri ve Giincelleme Denklemleri

Zaman tiirevlerinin nasil alindigit ZUKS yontemlerinin kararliligini dogrudan
etkiler. F-ZUKS yonteminde kararsizlik problemi gézlenmediginden, ZUSF gibi bu
yontemde de zaman adimlari merkezi farklarla hesaplanabilir. Oysa L-CZUKS
yonteminin uzun zaman kararsizlik problemi nedeni ile zaman adimlarinin kararlilik
siirlart daha genis olan niimerik tiirev yontemleri ile hesaplanmasi zorunludur.
Runge-Kutta, Adams-Bashfort vb. yiiksek mertebeli sayisal tiirev yontemleri L-
CZUKS ¢oziimlerinde yaygin olarak kullanilir [18], [40].



4. L-CZUKS YONTEMI

Weierstrass teoremine gore herhangi bir fonksiyon polinomlarla istendigi kadar
yakin bir dogrulukla yaklasik olarak hesaplanabilir [41]. Hesaplamadaki basitlik
nedeniyle polinom interpolasyonunda genellikle Lagrange interpolasyon polinomlari
kullanilir. Bu polinomlar tek bir 1zgara noktasinda 1, diger 1zgara noktalarinda 0

degeri veren ve ortogonal bir baz olusturmayan bir polinom kiimesidir. x; 1zgara
noktalarinda y; degerlerine sahip herhangi bir fonksiyonun Lagrange polinomlari ile

interpolasyonu
n
p(x) = z yjpj(x) (4.1)
j=1

seklinde ifade edilir. Burada p;(x)

N
1
pi@ == [ec-x0 42)

T k=0
k+#j

olmak tizere, a; katsayilari da
N
a = [G5-x) (4.3)
k=0
k#j

seklinde hesaplanir. L-CZUKS y&nteminde konum tiirevlerinin alinmasi p(x)’in x;
noktalarindaki tiirevlerinin alinmasina denktir. (4.1)’deki seri toplami sayesinde bu

tiirev p;(x) fonksiyonlarmnin tiirevlerinin toplami olarak

1 N N
pj(x) = a—j}]:lw — %) ;(x %)™ (4.4)
k#j k#j
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N

P = () ) (=10 (45)
k=0
k+*j

seklinde yazilabilir. Tiirev islemi x; noktalarinda yapilan interpolasyonun matris

carpimi olarak
pj(x) = Dp;(x) (4.6)

bigiminde de gosterilir. Burada D bir kare matris olup (4.5) denklemine gore

Hllg=0(xi — X))\ N

kij -1
D.. — Z(x — xk) (47)
K Hllz’:o(xj F xk) =0 l
kij k#—'j

olarak verilir. D;;, i = j ve i # j durumlarinda farkli yazilabilir. D;;’in i = k igin sol
tarafinin sifiri, toplama islemindeki kutupla birbirini gotiiriir. Boylece toplama

isleminde tek bir terim kalir. Sonugta iki durum igin D;;

N
[Tk=0 Cx; — x)
k#j,i

D = e (4.8)
Y Hllgzo(xj - xk)
k#j
ve
N
Dij= ) (i=x)7" ,i=] (4.9)
k=0
k#j

halini alir. (4.9) fonksiyonu baska bir gosterimle

11



D;; = —4
Y a(xn - x) (4.10)

olur [4]. Bu matrise Chebyshev Tiirev Matrisi, CTM, (Chebyshev Differentiation
Matrix, CDM) adi verilir. D;;’yi biraz daha sadelestirmek icin x; = cos(jm/N)

oldugu goz 6niine alinir ve (4.3) denkleminde a; yeniden yazilirsa, a; katsayilar

N

a = (cosj—— cos —) 1_[( 2) sin <(l ! k)”) sin (O ;1\11{)”> (4.11)

k
k

—~. O

* k#:]

bulunur. (4.10) denklemindeki a; ve a; yeniden yazilirsa, CTM

Hk 0( 2) sin ((l+k)77,’) sin ((i—k)n) ;

2N
Dy, = —= : 4.12
T I-o(-2)sin (”k)”)sin((’;z)”) (i — %) @12
k+j

olur. Denklemin payindaki (i + k)m/2N ve (i — k)m/2N simiilasyon uzayminda
sinirdaki noktalara karsilik gelen en ug¢ agilar, (i + N)n/2N ve (i — N)m/2N
acilarina karsilik gelir. Sadelestirildiklerinde de

i T i T

—+- ve ——- (4.13)
2N 2 2N 2

acilar1 arasindaki ve merkezi im/2N olan bir bolgenin + /2 komsulugundaki
agilarin siniislerinin ¢carpimidir. Burada i [0, N] araligindaki bir tamsay1 olduguna
gore, merkez agisi da [0, /2] arasinda degismek zorundadir. Bu durumda i = 0, N
ve j =0,N durumlar ayrica degerlendirilerek i # j durumu hesaplanirsa siniis
degerlerinin biiyiikliik olarak birbirine esit oldugu, ancak isaretin (—1)@Dgeklinde

o

degistigi goriiliir. Bu katsay1r i ve j’nin ayni anda tek ve ¢ift tamsayilar olmasina

bagh olarak degistiginden, (—1)@*) geklinde de vyazilabilir. Béylece i,j =
[1,-+,N — 1] ve i # j durumu i¢in D;; basitlestirilmis halde

12



(-1
Dy)ij=77—— i#jij=[1-,N-1] (4.14)

(xi — %)

seklinde yazilir. Boylece (4.11) ve (4.12) denklemlerine gore ¢arpim serisi yerine bir
tek terim iizerinden hesaplama yapilabilir. Tiim matris i¢in benzer sadelestirmeler

yapilirsa, CTM

2N?+1

(D)oo =T (4.15)
2N% +1
Dy = - 2L (@16)
_J ;

(Dn)jj = 2(1——x]2) J=1-,N—-1 (4.17)

¢ D
Dy)ij= 27— ,i#jij=1-,N—-1 4.18
( N)l] G (xi _ xj) L=1LL4] ( )

2 ,i=0,N
G = {1 ,i%0,N (4.19)

olarak elde edilir. L-CZUKS yontemi sayisal hatalara karsi hassas ve uzun zaman
kararsizligma yatkin oldugundan yuvarlama (rounding) hatalarina karsi daha
dayanikli olan bu sadelestirilmis formlar CTM hesab1 i¢in kullanilir [4]. Boylece

(3.2) denklemindeki Dy matrisi hesaplanmis olur.

4.1. Chebyshev Polinomlar: ve Chebyshev Dagilimm

L-CZUKS yo6nteminde x; noktalarinin hesaplanmasi ZUSF ve F-ZUKS
yontemlerinden farkli olarak esit aralikli (diizenli) 1zgaralamayla yapilamaz. Ciinkii
her tiirlii diizgiin fonksiyon polinom interpolasyonuna uygun degildir. Interpolasyon
esit aralikli hesap noktalarinda yapildiginda Sekil 4.1°de gorildiigi gibi
interpolasyon sinirlara yakin bolgelerde yakinsamayip iraksayabilir [4]. [—1,1]

araliginda yapilan interpolasyon sonuclar1 Runge fonksiyonunda esit aralikli
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noktalarda en biiyiik hata 29.0 mertebesindeyken CGL dagilimindaki noktalarda
0.026’ya diigmiistiir. Polinom interpolasyonunda goézlenen bu duruma Runge

fenomeni ad1 verilir [39].

Esit Aralikh Noktalar Cebigev-Gauss-Lobatto Noktalari

1.5 T 15—
1 o\ | 1 o
$ p e
/ N\ \
0.5} ‘/- Y A 1 0.5} J Y
s s '3 .
ojeeee® ‘\le | ) eoee® a2 ¥ T
| |
‘ [ — ] @® Karsilasirma Nukla\arl.
05F ‘l ® ﬁ’::ggzi;r;gi Noktalari | 05k intopolztyon |
; T
1 P | n " n | | -1 n n M n n
-1 -0.5 0 0.5 1 -1 -0.5 0 05 1
a) b)

Sekil 4.1: Esit aralikli ve CGL noktalarinda yapilan interpolasyonlar.

Diger taraftan CGL noktalarinda 1zgaralama yapilmasi interpolasyon hatasini
minimize eder. Bu durum potansiyel teorisiyle asagidaki gibi agiklanabilir.

Buna gore p(z) N’inci dereceden bir polinom ise agilimi

N
) = |-z (4.20)
k=1

seklinde yazilabilir. Burada z;, polinomun kokleridir. Fonksiyonun mutlak degerini

alirsak

al 4.21
@1 = [1z- = -
k=1

seklinde bir esitlik elde ederiz. Bu islemi toplamaya ¢evirmek i¢in

Al (4.22)
loglp(2)| = ) Inlz - 2,
k=1
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olmak tizere, bu denklem

N
6y (2) = N1 Z In|z — 2 (4.23)
k=1

seklinde yazarsak, ¢, (z) ile p(z) arasindaki iligki
Ip(2)| = eNon® (4.24)

halini alir. Burada 6rnekleme noktalarinin p(x) dagilim agirlik fonksiyonuna goére

dagilim gosterdigi varsayilsin ve p(x) fonksiyonu [—1,1] araliginda

1

jp(x)dx =1 (4.25)

-1

kosulunu saglasin. p(x) fonksiyonu izgaralama veya Ornekleme noktalar1 bu

durumda herhangi bir aralikta N adet nokta icin

b
N f p(x)dx (4.26)

a

seklinde bir fonksiyondur. Izgaralama noktalari Dirac delta fonksiyonlar: ile
tanimlanirsa her 1zgara noktasinda p(x) fonksiyonu N~ degeri alir. Bu durumda

N — oo ise sonug
1
p() =5, xe[-11] (4.27)

seklinde olur. Bu sonu¢ fonksiyon esit aralikliysa gerceklesir. Yani diizenli
ornekleme/izgaralama durumunda gegerlidir. Buna karsilik gelen potansiyel

fonksiyonu ¢

15



1

o(z) = fp(x) In|z — x| dx (4.28)
-1

integraline esit olmak tizere, N — oo durumunda potansiyel fonksiyonu

z+1 z—1
—in(z + 1)+ zn(z—1)} (4.29)

¢(z)=—1+Re{

seklinde hesaplanir. z’nin bazi degerleri i¢in ¢(z) degerlendirilirse, ¢(0) = —1 ve
¢(£1) = =1+ In2 bulunur. Buradan (4.24) kullanilarak polinom degerleri

bulunursa

[ 2N
I (— , x==1
lp(x)| = Vo = { 1€ (4.30)
1 N
e

(&

seklinde sonug ¢ikar. Yani interpolasyon yapilan bdlgenin sinirlarinda interpolasyon

, x=0

sonuglari ortadaki sonuglara gore ¢ok biiyiik degerler alir.

Diger taraftan p(x) Chebyshev agirlik fonksiyonunun da bir ¢esidi oldugundan

p(X) = m, X € [—1,1] (431)

fonksiyonuna karsilik gelen potansiyel fonksiyonu

H(z) = lnlz_— u222—1| (4.32)

seklinde hesaplanabilir. Potansiyel fonksiyonunun degeri yine bazi noktalarda

hesaplanirsa ¢(0) = —In2 ve ¢(+1) = — In 2 degerini saglar. Polinomun degeri de
Ip(x)| = eNo&) = 2-N x e [-1,1] (4.33)
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olmak iizere her yerde esit olur. Bu nedenle Chebyshev agirligi kullanilarak
interpolasyon yapilinca fonksiyon sabit degerde artar.
(4.31) fonksiyonuna uygun bir dagilim olan Chebyshev dagilim fonksiyonuna
karsilik gelen Chebyshev 1zgaralama noktalar1 da
T

x; = cos () (434)

seklinde bulunur [18], [40], [42]. Bu noktalarla yapilan interpolasyon geometrik
olarak yakinsar [4].

Bu dagilimin interpolasyon hatalarini minimize etti§ini gostermek icin
oncelikle Chebyshev polinomlarmin 6zelliklerini incelemek gerekir. Chebyshev

polinomlari
T,,(x) = cos(nB) (4.35)

olmak tizere, burada 6 [0, 7] araliginda degisir. x ile 6 arasinda asagidaki baginti

olmast durumunda ise
0 =cos™1x (4.36)
T,,(x) fonksiyonu
T,(x) = cos(ncos™ ! x) (4.37)
haline gelir. Bu esitlige Chebyshev polinomu adi verilir.
T,(x) trigonometrik bir fonksiyon olmasma ragmen neden polinom olarak

adlandirildigini anlamak i¢in Oncelikle trigonometrik bir 6zdeslik kullanarak

Chebyshev polinomlar: arasinda
cos((n + 1)6) + cos((n - 1)9) = 2 cos(nd) cos(0) (4.38)

iligkisi gosterilebilir. Bu denklem yeniden diizenlenirse
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cos((n+ 1)8) = 2 cos(nd) cos(0) — cos((n — 1)) (4.39)

ve sonra da (4.35) denklemine gére Chebyshev polinomlari cinsinden denklem

yeniden yazilirsa
Tnv1(x) = 2T, ()T (x) — Ty (%) (4.40)

seklinde bir bagint1 ortaya ¢ikar. (4.37) denkleminde n = 1 durumunda

Tx) = x (4.41)
oldugu goriiliir. (4.40) denkleminde (4.41) yeniden yazilirsa
Tn+1(x) = 2xTy (x) — Tp—q(x) (4.42)
bulunur. n = 0 durumunda ise
To(x) = 1 (4.43)

oldugu goriliir. (4.42) denklemi kullanilarak tiim Chebyshev polinomlari
tiretilebilir. (4.43), (4.41) ve (4.40) denklemleri yan yana konulunca T, (x)’in x’in
tam katlar1 olarak sekillenecegi goriiliir. Yani T;,(x) bir polinomdur.

Chebyshev dagilimi polinom interpolasyonu i¢in Onemlidir. Lagrange
polinomlartyla bu dagilim kullanilarak yapilan interpolasyonlarin, ortogonallik
(diklik), en kiigiik kareler gibi 6zellikleri vardir [39]. Bu dagilimin nereden geldigini

anlamak i¢in (4.36) denklemine bakilmalidir. Buna goére

cos0=x = —sinf =dx (4.44)

olarak diferansiyel degiskenler alinarak, uygun degisken doniisiimiiyle
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1

Nrpeh (4.45)

o = —

elde edilir. Bu dagilim (4.31) denklemindeki 1/m dagilim katsay1 disinda aynidir ve
“Chebyshev dagilimi” olarak adlandirilir [39]. Tanimlandigi bélge ve dagilim
fonksiyonu

—1<x<1 (4.46)

seklindedir.

4.1.1. Ortogonallik (Diklik) Ozelligi

Chebyshev polinomlar1 (4.46) dagilimi kapsaminda ortogonaldir. Yani

1

dx
T (X) Ty (x) =0, k+m (4.47)
_-[ * v1—x2
1 d T
f T2(x) — = {E' fe#0 (4.48)
-1 1-— xZ T, k=o

denklemlerini saglarlar.

4.1.2. En Kiiciik Kareler Ozelligi

Chebyshev polinomlarinin bir bagka ozelligi en kiigiikk kareler (minimum

squares) Ozelligidir. Buna gore Chebyshev dagilimli hesap noktalarinda

1 1
d _ d
j P* () = _xxz = f T2 () \/1%2: 2172y (4.49)

-1 -1
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denklemleri saglanir [39]. Burada T,, normalize edilmis Chebyshev polinomudur.
Yani a,, = 1’dir. Chebyshev polinomlari hesap noktalarinin Chebyshev dagiliminda

olmas1 durumunda enerjisinin integrali minimum olan polinomlardir.

4.1.3. Lagrange interpolasyon Polinomu ve Chebyshev Polinomlar:

Chebyshev polinomlar1 Chebyshev dagilimli 1zgara noktalarinda baz
olustururlar. Yani, tiim fonksiyonlar Chebyshev polinomlarinin seri agilimi olarak
gosterilebilir [39]. Lagrange interpolasyon polinomlarinin Chebyshev polinomlari ile

acgilimi

(1-2z)Ty(@ (D™

ciM?(z — z;) (450

pi(z) =

seklinde yazilabilir [18], [40], [42]. Burada z problem uzayinin konumsal degiskeni,
z; interpolasyonun yapildigi nokta, M 1zgara noktalarinin sayisi, Ty (z) M’inci
dereceden Chebyshev polinomunun tiirevidir. Katsayilar ¢, = ¢y = 2, bunun diginda

ise ¢; = 1°dir. Buna gore olusturulacak tiirev matrisinin elemanlari

Dij = pj(z) (4.51)

olarak ifade edilebilir [18], [40], [42].

4.2. Zaman Tirevi

Zaman tirevi hesap teknigi ZUKS yonteminin kararliligt ve niimerik
dispersiyon hatasini etkiler. F-ZUKS yonteminde 6zdegerlerin uygun dagilimi ile
zaman adimlari, ZUSF gibi merkezi farklarla (central differences) hesaplanabilir.
Buna karsin L-CZUKS yonteminin 6zdegerlerinin farkli (uygun olmayan) dagilimi
nedeni ile olusan uzun zaman kararsizlik problemi yiiziinden zaman adimlarinin

kararlilik sinirlar1 daha genis tekniklerle hesaplanmasi gerekir.

20



Ormegin ZUSF yonteminde konumsal tiirevlere benzer sekilde, zaman tiirevleri

de Taylor seri agilimi kullanilarak merkezi farklar ile

L A I I

t=iAt

seklinde alinabilir. Burada i gilincellemelerdeki adim numarasi, At giincellemelerde
kullanilan zaman adimidir. Merkezi farklar ydnteminin niimerik hatas1 O(At?)
mertebesinde olup, kararlilik sinirlart ise ileride goriilecegi tizere sadece sanal ekseni
kapsamay1 gerektirir.

L-CZUKS yonteminin merkezi farklarla giincellenmesi durumunda, direkt
kararsizlik gozlenir. Yiiksek mertebeden tiirev yontemleri kullanilarak L-CZUKS un
kararsizlik problemi uzun zaman kararsizlik problemi haline getirilebilir. Bu amacla
Runge-Kutta, Adams-Bashfort gibi yiiksek mertebeli sayisal tiirev yontemleri L-
CZUKS’ta siklikla kullanilir [18], [40].

4.2.1. Runge-Kutta

Runge-Kutta (RK) sinama adimlarinin kullanildigi, asamalarla ilerleyen ¢ok
adimli sayisal bir zaman tirev alma yontemidir. RK yontemlerinin genel

formiilasyonu

p
Yn+1 = Yn T Atz bik; (4.53)

=1

seklindedir. Burada y,, n’inci numarali zaman adimindaki alan degerleri, k;
katsayilar1 her asamada hesaplanan ara adim sonuglaridir, p kullanilan RK
yonteminin mertebesi, b; katsayilar1 da sinama adimlarinin giincellemede kullanilma
agirligidir.

L-CZUKS ile Maxwell denklemlerinin ¢oziimiinde en yaygin dordiinci

mertebeden harici (explicit) RK yontemi kullanilir [4]. Bu yontemin tiirev adimlari

k, = f(xnf yn) (4.54)
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1 1
kz = f(xn +_At,yn +_k1)

2 2 (4.55)
k f( +1At +1k>
= x — , —_—
ky=f(x,+h vy, +ks3)
4 f n Yn 3 (4.57)
= +1k +1k +1k +1k + 0(AtY)
Yn+1 = In g 1T g2 T3l T Ky (4.58)

seklindedir. Burada f(x,y) alan dagilimi fonksiyonudur. RK yonteminin bu tiirlinde
ara adimlar da kendisinden bir Onceki ara adima bagli olarak tanimlandigindan,

hafizanin verimli bir sekilde kullanilmasi miimkiindiir [43].

4.2.2. Adams-Bashfort-Moulton

Alt uzayli ZUKS ile elektromanyetik problemlerin ¢oziimiinde kullanilan bir
yontemdir [3]. RK yontemlerinden temel farki gilincellemelerin  kademelerle
ilerlemeyip, gecisteki giincellemelerin tiirev ig¢in kullanilmasidir [4]. Bundan dolay1
daha ¢ok hafizaya ihtiya¢ duyar. Bu yontem, bir¢ok adimin agirlikli ortalamasini
alarak giincelleme yaptigindan geri beslemeli algak gegiren filtre gibi davranir [4].

Kararlilik siiresini uzatmakla birlikte uzun zaman kararsizligin1 gidermemektedir.

4.2.3. Simplektik Entegrator

Gelismis RK yontemlerine gore daha az hafiza gereksinimi duyan, tek adimda
yiikksek mertebeli zamana bagl tiirev alabilen bir yontemdir. Tirevi tek adimda
yiiksek hassasiyetle alabildiginden, hesaplama siiresini de kisaltir. Dogrulugunun RK

yontemleri kadar iyi oldugu gozlenmistir [44].
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4.3. Niimerik Dispersiyon ve Izgaralama Coziiniirliigii

F-ZUKS igin frekansa bagli olarak niimerik dispersiyon denklemi ortaya
konulmus olsa da, analitik olarak L-CZUKS’un dispersiyon analizinin yapildig1 bir
calisma bulunmamaktadir. Kimi kaynaklarda L-CZUKS yoOnteminin dispersiyon
hatast olmadigi bile iddia edilmektedir [20]. Ancak niimerik problemlerle yaptigimiz
calismalarda L-CZUKS’un 0Ozellikle zaman tiirevinden kaynaklanan dispersiyon
hatas1 oldugu goézlenmistir.

L-CZUKS’ta hiicre sayist (N) arttikca dogrulugun arttig1, dispersiyon hatasinin
azaldigr gozlenir [8]. Dalga boyu basina 8-10 nokta kullanilmasi durumunda
dispersiyon hatasinin iyice azaldigi, hatta 2 boyutta 1000\ X 4920\’lik problem
uzaylarinda bile tatmin edici sonuglar verdigi goriilmistiir [20].

Niimerik dispersiyon disinda bir baska konuda nokta 1zgaralama
coziinlirliiglidir (grid resolution). Izgaralama ¢oziiniirligii ¢oziilen problemdeki en
kiigiik dalgaboyu (4,,;,) basmna diisen 1zgara noktasi sayisi olarak tanimlanir. F-
ZUKS’da bu deger en az A, /2 olup [2], Shannon 6rnekleme teoreminin dogrudan
bir sonucudur. Bu deger Legendre ZUKS i¢in A, /6 dir [45].

L-CZUKS’da bu hesap daha karmagsiktir. Monokromatik bir dalganin

Chebyshev serisine agilimi

sin(Mx(x + a)) =2 Z é]n(Mn) sin (Mn + %nn) T, (x) (4.59)
n=0

seklindedir [1]. Burada n > Mm durumunda yakinsayarak J,,(Mm) — 0 saglanir. Bu
iliskiden dolay1 Chebyshev polinomlariyla yapilan interpolasyonun dalgaboyu basina
ortalama m adet nokta gerektigi soylenebilir [1]. Sayisal 6rneklerde L-CZUKS’da
dalgaboyu basina 4 —5 noktadan itibaren ¢oOziimlerin ¢ok daha dogru ¢alistigi
gozlenmistir [8]. Sekil 4.2°deki tek boyutlu miikkemmel iletken rezonator
probleminde 1zgara ¢oziiniirliigiiniin etkisi incelenmektedir. Buna gore x, noktasina
kaynak yerlestirilmis ve x, noktasinda zaman uzayinda gozlem yapilmistir. Farkli
1zgara ¢Oziiniirliiklerinin etkisi Sekil 4.3 ve Sekil 4.4’te goriilmektedir. Rezonans

durumunda sinirlarda alan degerleri siirekli sifir olarak gézlenmektedir.
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Sekil 4.2: Tek boyutlu duvarlar1 MEI bir rezonatoriin genel gosterimi.
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Sekil 4.3: A = L, blytlikliigiindeki uzaydaki sayisal sonuglar. Ortalama ¢ozliniirliigiin
a) /2’ye yakin olmasi olmasi1 durumu, b) m/4’ye yakin olmasi durumu, c) m/5’¢
yakin olmasi durumu, d) /7 ye yakin olmasi durumu.

Sekil 4.3.a)’daki ¢oziiniirliik kritik deger olan A/(2m)’den yiiksek olmakla

birlikte nokta sayisinin 4 gibi diisiik bir sayr olmasi dolayisiyla interpolasyon
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polinomlarinin mertebesi diisiik kalmis ve ¢oziim kararsizlasmistir. Sekil 4.4’teki
sonuclar 1zgara noktast sayisinin arttigt durumlart gostermektedir. Coziiniirlik de

nokta sayisiyla beraber artmistir. Bu say1 arttikga daha dogru sonuglar gézlenmistir.

Gozlenen sinyal Gozlenen sinyal
T T T T

N
o

Genlik
© & & M o N A o ®
T T T T T T T T

Genlik
o
. . é .
e ——

N
o
AN
o

1 2 3 4 5 0 1 2 3 4
Zaman <107 Zaman %107

a) A/6 ¢oziiniirliik sonuglari. b) A/12 ¢6ziiniirliik sonuglari.

o

Gozlenen sinyal Gozlenen sinyal
T T T T

o

0 1 2 3 4
Zaman x 107

) A/16 ¢oziiniirliik sonuglari. d) 1/22 ¢oziiniirliik sonuglari.
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Sekil 4.4: 21 biiytkligiindeki uzaydaki sonuglar. Ortalama ¢6ziiniirliigiin a) /2’den
kiigiik olmas1 durumu, b) 7/6’ya yakin olmasi1 durumu, ¢) /8¢ yakin olmasi
durumu, d) /11’e yakin olmasi durumu.

Sonuglardan goriildiigii lizere 1zgara sayisi ile yontemin dogrulugu arasinda
dogrudan bir iligki vardir. Bunun nedenlerinden birisi Lagrange interpolasyon
polinomlarinda kullanilan polinom mertebesinin kullanilan 1zgara noktasi sayisi
kadar olmasidir.

Sekil 4.4.a)’da da gorildigli tlizere 1zgara noktalarmin ¢ozinirligi A/
(2m)’den kiigik ve polinom mertebesi yiiksekken saglikli  bir ¢oziim
yapilamamaktadir. Birinci tepe noktasiyla ikinci arasinda genlik farki olmasi hatanin

niimerik dispersiyondan degil yontemden kaynaklandigini = gostermektedir.
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Coziniirliik arttikga problemin ¢éziimiiniin dogrulugu da artmis ve rezonans etkisi

net bir sekilde goriilmiistiir.

4.4, Kararhhk Kosulu

L-CZUKS yonteminin uygulanmasi temelde yontemin kararli oldugu bir At
degerinin hesabini gerektirir. Bunun i¢in yontemin kararlilik kosullarinin bilinmesi
gerekir. CGL 1zgaralamasi ile kaynaksiz hiperbolik kismi diferansiyel denklemlerin

¢ozlimlerinin, baslangi¢ kosullarindan bagimsiz olarak ¢6ziimiin sinirlarinda

IRI- 1Ll < 1 (4.60)

kosulunu saglamasi durumunda yakinsakligi gosterilmistir [46]. Burada |R| ve |L|
problem uzaymin sirasiyla sag ve sol yansima Kkatsayilaridir. Lax-Richtmyer
teoremine gore iyi konulmus (well-posed) bir problem yakinsaksa ¢6ziim kararhidir
[47]. Bir diger deyisle, iyi konulmus ve (4.60) kosuluna uyan kaynaksiz bir
problemin ¢ozlimleri kararlidir. Yine CGL 1zgaralamasiyla yapilan kaynakli
¢dziimlerin kararlilig1 da baska bir ¢alismada gosterilmistir [48]. Ozellikle L-CZUKS
yonteminde sinir kosullariin tanimlanmasinin ¢6ziimiin kararli olmasi igin zorunlu
oldugu gosterilmistir [1]. Bununla birlikte, L-CZUKS ¢6ziimlerinde sinir kosullar
yeterince dogru tamimlanmadiginda uzun zaman Kkararsizlik probleminin ortaya
ciktigr gozlenmektedir.
Tek boyutlu kaynakli dalga denklemi

0%u(x,t) 1 0%u(x,t)
o2 @ o S 60

olarak verilir. Burada u(x,t) alan dagilimim, f(x,t) ise kaynak fonksiyonunu

gosterir. Bu denklem saga ve sola giden dalgalar seklinde, sirasiyla,

ou(x,t) 10du(x,t)
dx c Ot

ou(x,t) N lou(x,t)

ox o o SO = f(x,t) (4.62)
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olmak iizere ayr1 pargalara ayrilabilir [49]. Burada (4.61) denklemi, (4.62)

denklemlerinin toplami olarak diisiiniiliip baz fonksiyonlar ile ¢6ziim aranirsa

ou _ ,0u (4.63)
0x Jt
sistemi elde edilir. Burada A sabit katsayilarin oldugu bir matrisi, u ise
T

seklinde acilan alan degerleri vektoriidiir. Bu katsayilar dalganin yoniine gore pozitif

veya negatif olabileceginden dolayr A matrisi de

Al 0
A= (o ) (4.65)
a,
Al = <0,q;<0,i=1,..,1 (4.66)
a
ar41
Al = >0aq;<0,i=1l+1,..,n (4.67)
an

seklinde gosterilebilir. Buna gore kararlilik i¢in baslangic ve sinir kosullar goz
online alinip, kullanilan baz fonksiyonlara gore agirhik fonksiyonuyla alan
dagilimlarinin enerjisi hesaplandiginda, sisteme baslangic kosullari, sinirlar veya bir
kaynak yoluyla herhangi bir ana kadar girmis olan toplam enerji, sistemde o anda
gozlenen toplam enerjiden fazla ya da esit olmalidir [48]. Bu durumda denklem
sisteminin kendi kendine enerji olusturmadigi, diger bir deyisle kararli oldugu

gosterilmis olacaktir. Bu iliski

(o8] (°9)

(M — 1) e ~2=10) ||y (x, t)||2dt < sabitf e~2(=10)| g (¢)|2dt (4.68)

t=0 t=0
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denklemiyle gosterilebilir. Burada n ve n, fonksiyonlarin zayiflama hizin1 kontrol
eden sabitlerdir. g(t) ise uzayda segilen bir noktaya uygulanan kaynak
fonksiyonudur. (4.68) denklemi kullanilarak problemin simnirlarindaki yansimalarin

kararsizliga neden olmadigt durum

RI-|Ll<1-6<1 (4.69)

denklemiyle bulunur. Burada 0 < § < 1 bir reel sayidir.

Tiim bu varsayimlar kararliligin

At < N2 (4.70)

kosulu ile sinirlandigi gosterilmistir [48]. Burada N i1zgara noktasi adedi, a ise
dagilim noktasinin bir parametresidir. Bu kosulun saglandigi 1zgara dagilimi,

polinom interpolasyonlarinda ve CGL dagiliminda —1 < x < 1 aralifinda

w(x) = (1 — x?)® (4.71)

seklindedir.

Yukaridaki kararlilik analizi Laplace doniisiimii ile bulundugundan aslinda
At — 0 i¢in Ozdegerlere bagl ¢oziimii verir. Bu ise niimerik ¢oziimlerde gegerli
olamayacak bir durumdur. Bu nedenle, asil dnemli bagint1 olan Ax ve At arasindaki
iliski konusunda sadece bir fikir verir. Fakat At’nin Ax kapsaminda nasil segilmesi
gerektigine dair tam bir sinir vermekten uzaktir. Ax ve At arasindaki iligkinin
bulunmast igin ek analizlerin yapilmasi gerekir. Buna gére Laplace doniisiimii ile
tirevin karsihgmin tam olarak yazilmasi yerine, ¢6ziimde niimerik tlirevin
alinmasinda kullanilan teknik ile analizin yapilmasi zorunludur. Bu durumda,
kararlilik kosulu merkezi farklar, RK, Adams-Bashforth ve diger yontemler igin
farkli olacaktir. Ornegin (4.70) bagmtis1 birinci dereceden Adams-Bashforth

yontemiyle zaman tiirevleri alininca tek yonlii dalga denkleminde

At < — (4.72)

haline gelir [16].
28



Genel olarak spektral yontemlerde sonlu farklar yontemlerinden daha zorlayici

olan kararlilik kosulunu genisletmenin ti¢ temel yolu:

- Yari-dahili (Semi-implicit) yontemlerle sinir kosullarini diizeltmek: Bu yolla
kararliik N ~1’e cekilebilir.

- Dahili Kosulsuz Kararli (Implicit Unconditionally Stable) islemler uygulamaktir.

- Tam-dahili zaman integrasyonu (Full implicit time integration) yontemlerini
kullanmaktir [16].

Courant-Friedrichs-Lewy (CFL) kararlilik kriterine goére L-CZUKS’un
kararlilik kosulu yaklasik olarak

At < CFL x (min[\/x- X])_1 (4.73)

seklinde yazilabilir [40]. Burada € problem uzay1, y 1zgaradaki sapma miktari olup

(& el 16 Inl
X = <A€i + hn, Be +Am> (4.74)

seklinde yazilir. A, ve An; yerel olarak izgaralarin uzunluklaridir. Kararhligin
N~2’ye bagli olmas1 CGL tiirii 1zgaralamalarda karsilasilan en énemli zorluktur [40].
. enklemine gore koordinat sisteminde yapilacak doniigiimlerle kararlil
4.73) denklemine gore koordi i inde yapilacak doniistimlerle kararlilik

kosulunu genisletmenin miimkiin oldugu goriilmektedir.

4.4.1. Matris Ozdegerleri ve Kararlihk Analizi

L-CZUKS yonteminde kararlilik, sinir kosullari ile birlikte hem zaman hem de
konum tiirevlerinin niimerik olarak nasil alindigiyla yakindan iliskilidir. Konum
tiirevlerinin alinmasini saglayan tiirev matrislerinin 6zdegerlerinin reel kisimlarinin
pozitif olmasi tiirev matrislerinin iyi konulmamis (ill-posed) olmasina neden olur
[45]. Bu nedenle kararsizliga iliskin sadece ZUKS yontemi igin degil, tiim yontemler
icin Ozdeger analizi yapilmalidir. Tiirev matrislerinin iyi konulmamis olmasi

¢Ozlimiin kararsiz olmasina neden olmaktadir. At’nin dogru belirlenememesi
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durumunda 6zdegerlerin reel kisimlart pozitif olmasa bile, mutlak degerleri
dolayistyla zaman tiirevinin alindigi yontemin kararlilik sinirlari disina tasabilir ve
¢Ozlim kararsiz hale gelebilir.

Bir 6nceki boliimde anlatildigi gibi sinir kosullarimin dogru uygulanmamasi
durumunda L-CZUKS’un kararsiz olacagi kesindir. Ancak tiirev matrisi ilizerinden
siir kosullart dogru uygulaninca ¢6ziim kararli olmalidir. Bu durum matris
ozdegerlerine de yansir. Ornegin bir boyutlu rezonatdr problemi igin smir kosullar:

uygulanmadan 6nce matris 6zdegerlerinin reel kisimlari pozitif de olabilirken

u(xy) =ulxy) =0 (4.75)

kosulunun uygulanmasi durumunda 6zdegerlerin reel kisimlari negatif yar1 diizleme
dogru kayar. Birinci mertebeden tiirevler icin kullanilan tiirev matrislerinin
Ozdegerleri ikinci mertebeden olanlara gore yuvarlama hatalarina daha hassas olup

ikinci mertebe tiirevlerin L-CZUKS ¢6ztimiiniin kararlilik sinirlarini genisletir [45].

4.4.2. Kararhlik ve Zaman Tirevleri

Sinir kosullariin dogru uygulanmasi ile tiirev matrislerinin iyi konulmamig
halden kurtulmasi L-CZUKS’un kararli olmasi i¢in ilk adimdir. Bir sonraki adim
dogru At’nin se¢ilmesidir. (4.73) denklemi sezgisel olarak 6ne siiriilmiis ve ¢éziimiin
kararli olmasi icin yeterli oldugu goriilmiistiir. Ancak At buradaki sinirin istiine
cikildiginda da L-CZUKS ¢6ziimii kararli olabilmektedir. Yani (4.73) denklemi
mutlak bir sinirlama getirememektedir.

Niimerik zaman uzayr yontemlerinde zaman tiirevlerinin merkezi farklarla
alinmas1 yaygindir. Ancak merkezi farklarm dogrulugu O(At?) mertebesindedir ve
kararlilik kosulu oldukca kisithidir. Zaman tiirevlerini almak ig¢in farkli RK
yontemlerinin kullanilmast ¢6ziimiin dogrulugunu artirarak, kararlilik sinirlarini
genigletir [50]. Yukarida da belirtildigi tizere 4. mertebeden RK yontemleri kararl
L-CZUKS c¢oziimii i¢in yeterlidir. Daha yiliksek mertebeli olanlar ¢oziimiin
hassasiyetine 6nemli bir katkida bulunmazken, asil olarak daha genis kararlilik
bolgeleri igin kullanilirlar. 4. mertebeden RK yontemlerinin 2N miktarinda hafiza

kullanan bir versiyonu L-CZUKS’ta yaygin olarak kullanilir [43].
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5. KARAKTERISTIK DEGISKENLER

Niimerik yontemlerle problem ¢oziimiinde en 6nemli noktalardan birisi sinir
kosullarinin dogru bigimde uygulanmasidir. L-CZUKS un global olmasi nedeni ile
sinir  kosullarint uygulama teknigi daha da Onem tasir. Ayrica, sacgilma
problemlerinin ¢oziimiinde genellikle MEI veya farkli ortamlarm arasindaki sinir
kosullarinin uygulanmasi gerekirken, acik uzay problemlerinde Sogurucu Sinir
Kosullari, (Absorbing Boundary Conditions) da uygulanmas1 gerekir.

Sinir kosullarinin uygulanmasinda dahili (implicit) ve harici (explicit) olmak
tizere iki yontem vardir [36], [51], [52]. Dahili yontemlerde sinir kosullari ile
giincelleme denklemleri ayr1 ayr1 ele alinmaz ve tek bir matris islemine indirgenirler.
Bu indirgeme isleminde, tiirev matrislerinin yapisi bir takim yaklasik hesaplamalarla
degistirilerek zaman tiirevlerinin kararlilik bolgesi pozitif yar1 daireye de uzanacak
hale getirilir. Bu sayede yontemler kosulsuz kararli (unconditionally stable) hale de
getirilebilir.

Harici yontemler ise diferansiyel denklemlerin dogrudan ayriklastirilmasiyla
olusturulurlar. Sinir kosullar1 ve giincelleme denklemleri de ayr1 ayr1 uygulanir. Bu
durum formiilasyonu basitlestirirken ¢dziime yakinsama hizint yavaslatir [53].

Harici yontemlerde SSK olarak uygulanan en yaygin yontem Mur SSK’dir.
Buna gore sinirlardaki alanlar problem uzayina giren ve ¢ikan olarak ayristirilirlar.
Giren alanlarin sifirlanmasiyla yansimalar da sifirlanmis olur. Bu yaklasim ZUSF
yonteminde yaygin olarak kullanilir [54], [55].

L-CZUKS yonteminde sinir kosullarinin ¢dztimiinde alanlarin giden ve gelen
alanlar olarak ayrilmasi miimkiindiir. Bu ayrnistirmayr Maxwell denklemleri
tizerinden saglamak i¢in Karakteristik Degiskenler, KD (Characteristic Variables)
yontemi uygulanir. KD sayesinde Maxwell denklemleri iginde kuplaj halinde
bulunan tek yonlii dalga denklemleri biribirinden ayrilabilir (decouple).

Bu durum tek boyutlu (x-ekseni boyunca) Maxwell denklemleri kullanilarak
incelenecek olursa, soz konusu sistem

a [Ey] o =Y
ot LH,

-, 0 :_x[f;;] 1)
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seklinde gosterilir. Burada & (F/m) ortamin dielektrik sabiti, ¢ (H/m) ise ortamin
manyetik sabitidir. L-CZUKS ile (5.1)’in ¢6ziilmesi i¢in ayriklastiritlmasi gerekir. Bu
ise alan degerlerinin x; 1zgara noktalarinda hesaplanmasi ile gergeklesir. L-CZUKS

yonteminde konum tiirevleri tiirev matrisiyle alindigindan (5.1) denklemi

0

seklinde yazilabilir. Burada Dy, N X N’lik alt tiirev matrislerinin olusturdugu tiirev

matrisidir. g, A ve Dy

0 -1
1 fe| D, = | Py 0] (53)
i /,u 0

_[EY] A=
9= |g,|» 27 o by,

olarak verilir. Buradaki Dy, matrisleri de indisleri CGL 1zgara noktalarinda

hesaplanmis CTM’dir. (5.2) denkleminin KD’lere ayrilabilmesi i¢in A matrisinin
A=QAQ! (5.4)

seklinde 6zdeger (A) ve Ozvektér matrislerine (Q) ayrilmasi gerekir. Bu islem

yapildiginda
o<ff 7 as[ 63

elde edilir. Burada empedans Z = \/u/e ve yayihm hizi ¢ = 1//ep’dir.
(5.2)’nin her iki tarafi da Q! ile carpildiginda KD’ler elde edilir. KD’lerin iki

yonlii bilesenlerini asagidaki gibi ayristirarak

0 0 0 9]
—_— _1 = _1— — = —_— 5.6
Q' =4Q7 =g —— 5 R=A-"R (5.6)
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olmak {iizere, saga ve sola yayilan tek yonlii dalga denklemleri seklinde yazilabilir.

KD vektdrii R = Q~1q olarak

11 71 E 1[Z7'E,+H
r=[a=5120 U2 )=5| 0 (5.7)
R~ 2zt 1llu,l ™2 |-27'E, +H,

seklinde ifade edilir. Burada R, (+) yoniinde, R_ de (-) ydniinde hareket eden
KD’lerdir. KD’ler kullanilarak bir sinirdan giren ve ¢ikan alanlar iizerinden sinir

kosullar1 tanimlanabilir.
5.1. Simir Kosulu Uygulamasi

Bir boyutlu problemde x = 0 sinirinda KD’ler Sekil 5.1°deki gibi gosterilsin.

Altuzay 1 Altuzay 2
e@ @ @ 4@
Rg_l) R_('-Z)
_— _
n
RW R®
e «~—
_____________________________________________ >
X
x=0

Sekil 5.1: x = 0 sinirinda Karakteristik Degiskenlerin gosterimi.

Soldaki bdlgenin MEI, sagdaki bolgenin de bos uzay oldugu varsayilirsa KD’ler

arasindaki iliski
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Rllx:o = _FlzR}-Ix:O + TZlREIx:O
(5.8)
R%|y=0 = —T?'RZ|4o + T"*Rilx=0

olur. Buradaki I'V/ i alt uzayindan j alt uzaymna gelen alanlarmn yansima katsayilari,
TY ise i alt uzaymndan j alt uzayma gelen alanlarin iletim katsayilaridir.

Birinci alt uzaym MEI olmasi durumunda x = 0 sirinda ikinci alt uzaydan
gelen alanlarin tiimii yansiyacaktir. Bu durumda T2' = T12 = 0 olacagindan, (5.8)

’deki ikinci denklem
RZ|,—o = —RZ%|,—0 (5.9)

olur. Giincelleme denklemlerinde bu kosul saglandiginda MEI smir kosullari
otomatik olarak uygulanmis olur.

Problemin iki veya ii¢ boyutlu olmast durumunda saga ve sola giden KD’ler
disinda statik (duragan) KD’ler de ortaya cikar. Bunlar “sifir” 6zdegerlere karsilik

gelen ve statik alanlari temsil eden degiskenlerdir [3].

5.2. Alt Uzay Uygulamasi

L-CZUKS yonteminde alt uzaylarin kullanimina ihtiya¢ duyulan uygulamalar

- Ayn1 parametrelere sahip ortamlarin modellenmesi,

- Farkli parametrelere sahip ortamlarin modellenmesi,

- Farkli koordinat sistemlerine uygun cisim sekilleri icin modellemeler,
- Rastgele cisim geometrilerine uyumlu modellemeler,

- Miikkemmel Uyumlu Katmanlar (MUK) i¢in modellemeler

olarak siralanabilir. Tim bu problemlerde kimi zaman Kartezyen koordinat
sisteminde uyumlu, kimi zamansa karmagik geometrilere uygun formiilasyonlar
kullanilir. Kartezyen koordinatlarda alt wuzaylara bolme islemi dogrudan
yapilabilirken, karmasik geometriler i¢in tiirev matrisine bir koordinat doniistimii

uygulanir. Bu doniisiim i¢in bir “doniistim matrisi” kullanilir.
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Elektromanyetik dalgalarin ¢6ziim uzayinda yayilimi igin alt uzaylar arasinda
bilgi aligverisine ihtiya¢c vardir. Bu bilgi aligverisi alt uzay siirlarinda KD’ler
kullanilarak yapilabilir [56]. KD’ler alt uzay siirlarinda yiizeye dik giden ve gelen
alanlar1 verdiklerinden (5.8)’deki bagmntilar kullanilarak sinirda alan gegisleri
saglanabilir [3].

Her bir alt uzayda giincelleme ayr1 ayr1 hesaplanabileceginden L-CZUKS
yontemi paralellestirmeye, dolayisiyla hizli hesaplamaya da uygundur [31], [42].
Bunun yaninda L-CZUKS yénteminin kararlilik kosulu At~N~2 nedeni ile zaman
adimlar1 ¢ok hizli kiigiiliir. Bu nedenle daha kii¢iik N’e sahip alt uzaylar ile yapilan
¢coziimler coklu-uzayli At’nin biiyiik kalmasini ve ¢oziimiin de daha kisa siirede

yapilmasini saglar.

5.3. Uzun Zaman Kararsizhgi

Smir kosulu tanimlamak ve problem uzayini alt uzaylara bolmek icin L-
CZUKS yonteminde KD’lere ihtiyag vardir. KD uygulanmasi da spektral dogrulukla
¢Oziim yapmakla birlikte, hiperbolik denklemlerin niimerik ¢o6ziimlerinde uzun
zaman kararsizligina yol agar [9], [10]. Uzun zaman kararsizhigmin asilmasi igin

asagidaki gibi cesitli teknikler onerilmistir.

5.3.1. Yamalama

Bu teknik KD’lerin dogrudan uygulanmasi durumunda olusan uzun zaman
kararsizlik problemini ¢6zmek igin, fiziksel smir kosullarinin bir kez daha
uygulanarak sinirda yama (patching) yapilmasina dayanir [40]. Buna gore
siirlardaki KD’ler hesaplandiktan sonra iletim ve yansima katsayilarina gore
interpolasyon yapilarak ¢oziim saglanir. Bir baska deyisle, sinir kosullar1 (5.8)’deki T
ve I' katsayilarinin dogrudan gelen ve giden alanlara uygulanmasiyla elde edilir.
Boylece smira gelen alanlarin ne kadarinin diger altuzaya gececegi ne kadarmin
yanstyacagi belirlenmis olur.

Uzun zaman kararsizlig1 ilk olarak sinir bolgesindeki alanlarin genliklerinin

cok biiylimesiyle olusan yiiksek frekansli dalgalanmalarla ortaya ¢iktigindan,
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siirlarda yama yaklagimi algak geciren filtre gibi davranarak kararsizlik anini 6teler.

Ancak bu yaklagim sorunu tamamen ¢6zmekten uzaktir.

5.3.2. Konumsal Filtreleme

Uzun zaman kararsizliginin sinirlarda yiiksek frekansh ve ¢ok yiiksek genlikli
alanlar seklinde ortaya ¢ikmasina ¢oziim olarak, sinirdaki 1zgara noktalarinda direkt
konumsal al¢ak geciren filtre uygulanmasi onerilmistir [13], [28], [57]. Bu yaklasim
siirlardaki alanlar1 baskilayarak ¢oziimiin kararsizligint engeller. Filtreleme
Chebyshev polinomlari esas alinarak yapilir. Chebyshev polinomlari mertebelerine
gore o, katsayilariyla ¢arpilir (n Chebyshev polinomunun mertebesidir). Katsayilar
yiikseltilmis kosiniis (raised cosine) veya iistel kesme fonksiyonu (exponential cutoff
function) filtrelerinin katsayilarina uygun aliabilir [28].

Konumsal filtreleme yaklasimi kararsizlik problemini ¢ozer. Ancak yaklasimda
gercekte olmayan suni bir yumusatma (smoothing) fonksiyonu uygulandigindan
yontemin dogrulugu azalir. Ayrica filtreleme islemi yontemin hesaplama

karmagikligini arttirir.
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6. DUZELTILMIS KD FORMULASYONU

KD yaklasimmin uzun zaman kararsizligt bilinen ancak yeterince
incelenmemis ve kesin olarak c¢oziilememis bir problemdir. Kararsizlik sorununun
iistesinden gelebilmek i¢in dncelikle kararsizligin nedeninin iyi anlasilmasi gerekir.
Bunun i¢in de dncelikle kararli bir ¢6ziim verdigi bilinen ancak KD’lerin esnekligini
saglamadigindan sadece MEI sinir kosullar1 i¢in uygulanabilecek sinir kosullarinimn

dogrudan uygulanmasi durumunun detayl olarak incelenmesi faydali olacaktir.
6.1. Analitik Analiz

Bu analiz i¢in tiim adimlarin matris islemleri lizerinden gosterilmesi faydali
olacaktir. Buna gore, eger (5.1)’de tiirev matrisinin birinci ve sonuncu satirlari sifira
esitlenirse (MEI smir kosullarmin direkt uygulanmasi) ¢oziim kararli olmaktadir.

Sinir kosullarinin da eklendigi durumda (5.1)’de gosterilen Maxwell denkemleri

~1/e

| = myee 1/;1 e [ZY] (6.1)

el

olur. Sinir kosullarini dogrudan sonuglara uygulayan THE! matrisi x = 0°da
TME! = [ (6.2)
seklindedir. (6.1) sistemi x = 0 sinir1 igin, 2 X 2’°lik bir matris sistemine doniiserek
d Eyl _ 0 01— 1/8 (DNtz)|x=0
[ rl=0]| = [0 11 (6.3)
ot Hylx=0 - /,u (DNxEy)|x=0
haline gelir. Boylece sinir kosullarinin dogrudan uygulanmasi islemi

d[E |x=0 B 0
at Hjlxzol B l‘ i (DNxEy)|x=ol ©4



sonucunu verir. Bu sonug tegetsel elektrik alanlarin sinirda sifir olmasini saglamakla
birlikte, Maxwell denklemlerine de uygundur.
Ayni islem KD’lerle tekrarlanirken (6.1)’e biraz daha farkli olarak 6zvektor

matrisinin de hesaba katilmasiyla
i [EJ’] — QATMEIQ—ID [EY] (6 5)
ot lH, KD NlH, '
elde edilir. Burada da x = 0 sinur1 i¢in sinir kosullari

g =[p 7 69

matrisiyle uygulanir. Ik bakista (6.5) ile sinir kosulu sorunsuz uygulanmis gibi
goriinse de uzun zaman kararsizligina yol agmaktadir. Bunun nedeninin anlasilmasi
icin (6.4)’lin eldesine benzer sekilde (6.5) denkleminin de sag tarafinin hesaplanmasi

gerekir. Bunun igin (5.5)’teki degiskenler ile (6.6)’daki matris beraber kullanilinca

d [Ey] r [ 0
ot |H, B CDNx(_Z_lEy'l'Hz)

(6.7)
elde edilir. (6.4) kararli bir ¢6ziim verirken, (6.7)’nin uzun zaman kararsizligina
neden olmasinin sebebi denklemlerin dH,/dt giincellemesine karsilik gelen satirda
goriilmektedir. Buna gore (6.4) denklemi H,’yi Maxwell denklemlerine uygun olarak
sadece E,’yi kullanarak giincellerken, (6.7) denklemi cDy,(—=Z7'E, + H,) ile
giinceller. Bu ise H,’nin zamana bagh tirevinin konuma bagh tiireviyle
giincellenmesi anlamina gelir ve sorun olusturur.

Bu durumun uzun zaman kararsizligia yol agtig1 tespiti dogruysa, buradaki
cDyyH, teriminin yok edilmesiyle kararsizlik giderilebilmelidir. Bu sezgisel
yaklagim fazladan bir diizeltme matrisinin sisteme eklenmesiyle uygulanabilir. Boyle
bir diizeltme matrisinin alanlarin tirevlerinin alinmsindan sonra simnirlarda

uygulanmasi uygun olacaktir. Buna gore diizeltilmis denklem sistemi
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d [E
5l ] = et T Dyg (6.8)

halini alacaktir. Burada T2E! matrisi sadece smrlarda H,’yi sifirlarken, problem

uzay1 i¢inde etkisiz olmalidir. Bu nedenle x = 0 sinirinda
mer _ [1 0
T =y ol ©9)
formunda olmalidir. Burada 6nceki yaklasimlara benzer sekilde (6.8) sadelestirilince

%[Zy] = |eopec=z5,)] (6.10)

elde edilir. Beklendigi ve istenildigi tizere, bu sonugla (6.4)’teki sonug esittir.

6.2. Ozdeger Analizi

Zaman uzayr sayisal yoOntemlerinin kararhilik arastirmasi icin yaygin
yontemlerden birisi “6zdeger analizi”dir (eigenvalue analysis) [4]. Bu yonteme gore
konumsal tlirev Ozdegerleri zaman tilirevi i¢in kullanilan yoOntemin kararlilik
bolgesinin i¢inde veya sinirinda kaliyorsa yontem kararhidir. Basit ve iletken
olmayan bir ortamda Maxwell denklemlerinin KD kullanilarak ¢6ziimii uzun zaman
kararl bir sistem olusturmaz, fakat kisa siireli ¢6ziimlerde bu baskin degildir. Ayrica,
At ve N gibi parametrelerin optimize edilmesi veya zamanda yiiksek mertebeli tiirev
yontemleri kullanmak da sadece kararsizlik aniin 6telenmesini saglar. Birim zaman
adimi (At), Courant-Friedrich-Levy (CFL) smirina goére alindiginda kararsizlik
otelenmekle birlikte At kiigiildiiglinden, toplam hesap siiresi artar.

L-CZUKS yonteminde zaman tiirevleri genellikle RK yontemiyle alindigindan,
kararlilik analizi de dordiincii mertebeden RK yontemine gore yapilmalidir. Sayisal
ornek olarak, bir onceki bolimdeki analitik analiz kapsaminda bir ve iki boyutlu
rezonatdr problemleri ¢oziilmistiir. Bir boyutlu rezonatér boyutu 2 m, iki boyutlu
rezonatdr ise 2 X 2 m? olarak alinmistir. Kaynak olarak gecirgen (soft) 75 MHz’lik
yumusak siniis kaynak kullamlmistir. At CFL smirmda alinmustir. Ozdeger
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analizleriyle birlikte bu o6rnek tiizerinde zaman uzayr sonuglari hesaplanmistir.
Kararsizligin ilk hangi 1zgara noktalarinda ortaya ¢iktiginin net goriilmesi i¢in 1zgara
nokta sayist N = 5 olarak diisiik tutulmustur.

Buna gore (6.3)’teki sistemin 6zdegerlerini hesaplamak igin AtTYE!QAQ 1Dy
carpiminin 6zdegerlerinin hesaplanmas1 gerekir. 5 1zgara noktasinin oldugu bir

sistemde g vektorii 10°luk olur. Buna gére TAHE! matrisi

TE! = (6.11)

cocoocooooool[d
mPoOOo0oO0O0O0O0 OO

cococoocococor o
cococoococor oo
coococoocooRroo o
coococoocoocococoo
cocoocolr|loococoo
coorocoococooco o
corRrocooocococo o
OcRrocoocooocococo o

olarak elde edilir. Bu matriste kutu icindeki 0 ve 1 degerleri sirasiyla x = 0
sinirindaki E,, ve H,’nin degerlerine etki eder. Bu sistemin 6zdegerleri Sekil 6.1°de

gosterilmistir.  GOriildiigli lizere Ozdegerler sanal eksen iizerinde dagilmistir.
Kararlilik bolgesi sanal ekseni kapsadigindan dolay1 niimerik ¢6ziim kararhidir.

KD ile sinir kosullarinin uygulanmasinda 6zdeger analizi i¢in (6.7) sisteminin

ele alinmas1 gerekir. Buna gore AtQATYE'Q™1Dy sisteminin 6zdegerleri de Sekil

TMEI

6.2°de gosterilmistir. Ty matrisinin N = 5 i¢in 1zgaralama igin degerleri de

MEI _
TKD -

(6.12)

OOOOOOOO)—\!

ol eololololoNolN =)
oo loloNol =l =l lo)
(el lo oo NoNo N ol o)
S OO RrR OO OOCOoOOo
SO RO OO OO oo

cocoocoocooo oo
coocoocoorRroo O

Er—xoooooooo
[Clococococococococo
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Dogrudan Uygulama

3 T

RK Kararllik Bdlgesi
Ozdegerler

Sanal Eksen
=

2t 4
_3 1 1
-3 -2.5 -2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5
Reel Eksen
a)
1 Dogrudan Uygulama
RK Kararllik Bolgesi
Ozdegerler t
061 1
=
b ]
v
g
L oof .
W
=
o
n
0671 1
t
-1 1 L 1
-1 -0.5 0 0.5 1
Reel Eksen %1072
b)

Sekil 6.1: Dogrudan sinir kosulu uygulanmasi durumu a) Kararlilik bolgesi ve
ozdegerlerin dagilimi, b) Ozdegerlerin ve kararlilik sinirlarinin yakindan
gosterilmesi.
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seklindedir. Matrisin kutu ig¢indeki sol {istteki (—1) degeri x = 0 smirindan
yansimalar1, (0) degeri de bu simirdaki giden alanin yok edildigini gosterir. Benzer
bi¢imde sag alttaki (—1) ve (0) degerleri de sirasiyla x = L, sinirindaki yansima ve
sontimlemeleri gosterir. Bu sistemin 06zdegerleri hesaplaninca bazilarinin reel
eksende pozitif yone dogru kaydigi goriilmektedir. Bu 6zdegerler sayisal ¢oziimde
uzun zaman kararsizlig1 problemine neden olur.

Bu sistemde bir diizeltme yapilmasi da (6.8) denklemine T2/E! matrisi

eklenmesiyle saglanir. TAE/’nin elemanlar1 N = 5 durumunda

MEI _
Ty =

(6.13)

éDCDCDCDCDCDCDCDCDHI

S OO R O OO OO O
SO RrRrR OO OO oo o
O R OO O OO oo o

coococoocoococoRr o
coococoocoocoor oo
coococoocoroo o
coococoorRroOoOO
coocolojloococoo
coococococoococoo

halini alir. Kutu i¢indeki degerler x = 0 smirindaki alan degerlerini etkileyen matris

elemanlaridir. (6.13) matrisinde st satirdaki (1), Ey|x=o alanmin etkilenmedigini

gosterir. T)HE! kosegeni iizerindeki elemanlarmdan H,|,—, ve H,|,—, 1zgara
noktalarina karsilik gelen elemanlar ise sifir (0) alinmistir. Béylece H,’nin konum
tiirevinin H, nin zaman tiirevine katkisi sifirlanmig olur. Bu matrisin de eklenmesiyle

olusan QATHEIQ-1TMEID,

sisteminin 0zdegerlerinin dagilimi  Sekil 6.3’te
gosterilmistir. Ozdegerler sanal eksen iizerinde dizilmis ve kararlilik sinirlar1 iginde
kalmistir. Bunun sonucunda da uzun zaman kararsizlik problemi olmayan bir ¢6ziim

elde edilmistir.
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KD Uygulamasi

RK Kararllik Baolgesi
2 *  Qzdegerler

Sanal Eksen
=

a1
_3 1 1 |

-3 -2.5 -2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5

Reel Eksen
a)
1 KD Uygulamasi
RK Kararllik Balgesi
®  Qzdegerler

05

Sanal Eksen
=

-05r
_‘1 | 1 1
-1 -0.5 0 0.5 1
Reel Eksen %1073
b)

Sekil 6.2: KD’ler ile sinir kosulu uygulanmasi durumu a) Kararlilik bolgesi ve
ozdegerlerin dagilimi, b) Ozdegerlerin ve kararlilik sinirlarinin yakindan gosterilimi.

43



Duzeltilmis KD Uygulamasi

RK Kararllik Bolgesi
Ozdegerler

Sanal Eksen
=

2t 4
_3 1 1 1
-3 -2.5 -2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5
Reel Eksen
a)
1 Duzeltilmis KD Uygulamasi
RK Kararllik Bdlgesi :
Ozdederler }
061 1
=
b ]
v
g
L oof .
W
=
o
n
0671 1
t
_‘1 | 1 1
-1 -0.5 0 0.5 1
Reel Eksen %1072
b)

Sekil 6.3: Diizeltilmis KD’ler ile sinir kosulu uygulanmasi durumu, a) Kararlilik
bolgesi ve 6zdegerlerin dagilimi, b) Ozdegerlerin ve kararlilik sinirlarinin yakindan
gosterilimi.
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(6.1), (6.5) ve (6.8) denklemleri kullanilarak elde edilen ¢oziimlerden elde
edilen zaman uzay1 cevabi sonuclari (Ey) Sekil 6.4’te gosterilmistir. Beklendigi
tizere dogrudan smir kosulu uygulamasi kararli, KD uygulamasi kararsiz, diizeltilmis
KD uygulamasi ise kararli sonuglar vermektedir. Tiim ¢Oziimlerde zaman adimi
sayist 15 X 10* olarak alinmigtir. Yontemin dispersiyon hatasi nedeni ile kararh

sonuglar da disiik frekansh bir zarfla ¢arpilma etkisi goriilmektedir.

6.2.1. Iki Boyutta Sonuclar

Onceki incelemelerde KD’ler elektromanyetik alanlarin tek bir eksen boyunca
(+) ve (—) yonlere giden kisimlara ayrilmasiyla elde edilmis olup, ikinci bir boyutu
icermemektedir. Bu kapsamda elde edilen sonuglar ve KD diizeltmesi, daha yiiksek
boyutlu duruma kolaylikla genisletilebilir. (3.1)’in ikinci boyuta genisletilmesi

durumunda

E E E

a|.x a|x a >

- E, =A_c’)x E, +B_ay E, (6.14)
H, H, H,

denklemi elde edilir. Burada hem x hem de y dogrultusunda giincellenen iki ayri
durum vardir. Bu iki sistemin 6zdeger analizi ayr1 ayr1 yapilinca KD uygulamasi i¢in
Sekil 6.5°te verilen sonuglar bulunur. Ozdegerlerin kararlilik bolgesi disma tastig:
goriilmektedir. Bu sebeple de sayisal ZUKS ¢ozlimleri kararsiz olur. Sekil 6.6’da
gosterilen diizeltilmis KD sistemi ile yapilan 6zdeger analizinde ise 6zdegerlerin
sanal eksen tizerine dizildigi goriiliir.

E, i¢in gozlenen zaman uzayr sonuglar1 Sekil 6.7°de gosterilmis olup, iki
boyuttaki 1zgara noktasi sayisi (Nx X Ny) = (11 X 11) olarak arttiginda niimerik
dispersiyon iyice azalmaktadir. Bu nedenle Sekil 6.4’te goriilen diisiik frekansh zarf
etkisi Sekil 6.7°de goriilen iki boyutlu simiilasyonlarinda 15 X 10* adimda heniiz

gozlenmemektedir.
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Sekil 6.4: Farkli MEI sinir kosullar1 uygulama yontemleriyle elde edilen E,’lerin
zaman uzayi sonuglar1 a) Dogrudan, b) KD, c¢) Diizeltilmis KD uygulamasi

sonugclari.
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Sekil 6.5: KD uygulamasiyla iki boyutlu ¢6ziim a) Kararlilik bolgesi ve 6zdegerlerin

dagilimi, b) Ozdegerlerin ve kararlilik sinirlarmin yakindan gosterilimi.
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Sekil 6.6: Diizeltilmis KD uygulamasiyla iki boyutlu ¢6ziim, a) Kararlilik bolgesi ve
ozdegerlerin dagilimi, b) Ozdegerlerin ve kararlilik sinirlarinin yakindan gosterilimi.
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Sekil 6.7: iki boyutlu rezonatér icin E, (t) sonuglari, a) KD, b) Diizeltilmis KD.

MATLAB kullanilarak bir boyutlu rezonatér probleminin 150000 adim
calistirilmasi L-CZUKS’ un dogrudan uygulamasinda 11.11 sn, KD uygulamas1 11.99
sn, KD iizerine fiziksel kosulu uygulamasi 14.38 sn, diizeltilmis KD uygulamasi
13.93 sn siirmektedir. Bu sonuglar N =5 durumunda, i7 2 GHz islemciyle elde
edilmistir. Iki boyutlu rezonator probleminde 7 X 7’lik 1zgaralama kullamldiginda da
diizeltilmig KD uygulamasi dogrudan fiziksel sinir kosulu uygulamasi 41.57 sn, KD
uygulamasi 49.84 sn, KD {izerine sinir kosulu uygulamas: 67.09 sn, diizeltilmis KD
uygulamast da 61.21 sn siirmektedir. Goriildiigli iizere islem sadece sinirlardaki

noktalarda yapildigindan hesap siiresinde 6nemli bir artis olmamustir.

49



7. SONUCLAR ve ONERILER

Bu calismada L-CZUKS yénteminde MEI smir kosullar1 KD uygulamasinda
karsilagilan uzun zaman kararsizlik problemi incelenmistir. Matris Ozdegerleri
yontemi kullanilarak dogrudan, KD ve diizeltilmis KD yontemleriyle farkli sinir
kosullart uygulamalarinin sonuglart kararlilik agisindan arastirilmistir.  Analitik
¢oziimler ile KD uygulamasinin Maxwell denklemlerini bozdugu ve uzun zaman
kararsizligina yol actig1 goriilmiistiir. Buna karsin dogrudan uygulama ve diizeltilmis
KD yontemlerinin  Maxwell denklemleri agisindan kararli ¢oziimler verdigi
gosterilmistir.

Teorik olarak elde edilen sonuglarin gegerliliginin tahlili i¢in sayisal ornek
olarak MEI smir kosullarina sahip bir ve iki boyutlu bos rezonatdér problemleri
¢cOziilmiigtiir. Matris 0Ozdegerleri yonteminin KD ile smir kosulu uygulamasi
sonucunda olusan sisteme uygulandiginda 6zdegerlerin kararlilik bdlgesinin disinda
kaldig1 goriilmiistiir. Bu durum KD’nin uzun zaman kararsiz ¢oziimler verecegini
gostermistir. KD’nin denklemlerde yol actig1 bozulma analitik olarak gosterildikten
sonra bozulmayi diizeltmek igin “diizeltme matrisi” tanimlanarak uygulanmistir.
Maxwell denklemleriyle uyumlu bu yeni sistem i¢in matris 6zdegerleri analizi bu
uygulamanin kararli olacagini gostermistir. Buna gore dogrudan ve diizeltilmis KD
ile sinir kosulu uygulamasi tekniklerinin ikisi de kararli sonuglar vermektedir. Zaman
uzayinda elde edilen sayisal sonuglarin da analiz sonuglar ile tiimiiyle Ortiistigii
gosterilmistir.

Matris 6zdegerlerinin kullanilmasiyla sistemlerin niimerik olarak analiz
edilmesi, elde edilen oOzdegerlerin fiziksel anlamimin arastirilmas: ihtiyacini
dogurmustur. Gelecekteki caligmalarda sistemlerin rezonans frekanslar1 (veya
benzeri karakteristik parametreleri) ile sistem matrislerinin 6zdegerleri arasindaki
iliski incelenecektir. Bir ve iki boyutlu rezonator ¢alismalarinda bu 6zdegerlerin bir
kisminin ¢akisik oldugu da gozlenmistir. Bu sonucun hangi fiziksel durumun
karsiliginda olustugu da incelenecektir.

L-CZUKS yontemi konformal oldugundan alt uzayl formiilasyonu basarili
sonuclar verir. Ancak KD tekniginin alt uzay sinirlarinda kullanilmasi zorunludur.
Gelecekte aynm1 veya farkli malzemeler arasinda KD’lerle alan gecislerinin
uygulanmasi1 ve bodylece L-CZUKS yonteminin ¢ok daha fazla probleme

uygulanabilmesi i¢in ¢calismalar yapilacaktir.
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Diizeltilmis KD formiilasyonunun &zdegerlerinin sanal eksen {iizerinde
dizilmesini sagladigi gosterilmistir. Bu bolge ayni zamanda merkezi farklar
yonteminin kararlilik bolgesi oldugundan, 6zdeger dagilimi L-CZUKS y6nteminin
yiiksek mertebeli olmayan zaman tlirevi ile de ¢alisabilecegini gostermektedir. RK
yerine merkezi farklar kullanilmasi hesap hizini yiiksek oranda arttirabilir. Ileride bu
yonde ¢alisma yapilmasi da planlanmaktadir.

Koordinat doniisiimleri hali hazirda iyi konulmamis tiirev matrisinin yapisini
daha da bozmaktadir. KD uygulamalarinda kararsiz olabilen kimi koordinat
doniistimii yontemlerinin de yeni formiilasyonla kararli bir sekilde calisabilecegi de
degerlendirilmektedir.

Bahsedilen bu yeni ¢alisma alanlarinda da anlasilacag {izere, diizeltilmis KD
formiilasyonu L-CZUKS yonteminin dalga ve Maxwell denklemleri ¢éziimii i¢in
kullanimini yayginlastiracaktir. Bu durum, L-CZUKS gibi yiiksek dogrulukla ¢alisan
bir yontemin niimerik elektromanyetik problemlerinde daha etkin kullanilmasini
saglayacaktir. KD uygulamasi en temel problemlerde bile soruna neden oldugundan,
diizeltilmis KD formiilasyonunun bir an o6nce farkli ¢oziim yontemleri i¢in de

genisletilmesi gerekmektedir.
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