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OZET

Iki boyutlu sacilma problemlerinde Helmholtz denkleminin ¢dziimleri olan
yogunluk fonksiyonlari, {iizerinde tamimlandiklar1 kapali egrinin parametrik
gosterimine bagl niteliktedir. Bu c¢alismada, integral denklemler ile c¢esitli smnir
kosullar altinda bu ¢6ziimlerin aranmasi sirasinda, verilen bir nokta kiimesine gore
aradegerleme ile diizgiin bir parametrizasyon elde edilmesi “Hermite-Spline”lar
araciligl ile ele almmmaktadir. Aradegerleme, Fourier seri katsayilarinin analitik
bulunabilmesine ve bunlarin sonsuz seri toplaminin Ceséaro toplami veya Tikhonov
regiilarizasyonu gibi yontemler ile gerceklestirilebilmesine yonelik bir érneklemin
kaynagi olarak yarar saglamaktadir. Boylece kapali sinir egrisine, integral denklem
coztimlerinin hizli yakinsamasi i¢in kullanigh, sonsuz diizglin bir parametrik

gosterime kavusturulmasi hedeflenmistir.

Anahtar Kelimeler: Hermite interpolasyon, Spline interpolasyon, Fourier serisi,

Fourier katsayilari, Tikhonov diizgiinlestirmesi.



SUMMARY

Density functions as solutions of Helmholtz equation in two dimensional
scattering problems are dependent on the parametric representation of the closed
curve on which they are defined. In this study, the task to find a smooth
parametrization via interpolation for a set of sample points for investigation of these
solutions through integral equations with arbitrary boundary conditions is dealt with
by means of “Hermite-Splines”. Interpolation is of use as the source of sampling to
make applying the methods e.g. Cesaro summation and Tikhonov regularization to
infinite sum of Fourier series possible and to find Fourier coefficients analytically.
Thus, it is aimed to bring the closed boundary curve an infinitely smooth parametric

representation for solutions of integral equations to converge faster.

Key words: Hermitian interpolation, Spline interpolation, Fourier series,

Fourier coefficients, Tikhonov regularization.
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1. GIRIS
1.1. Konu ve Onemi

Elektromanyetik dalgalarin sagilma ve yayilmasinda etkin ydntemlerin
bulunmasina dair itici gii¢ olabilen haberlesme, uzaktan algilama ve goriintiileme v.b.
bircok uygulama alani1 vardir. Bunlar dogrultusunda, dalganin, etrafindaki ¢evre, bir
anten ya da sensOr, ya da uzaktan algilanan bir hedef ile etkilesiminin hassas
modellenebilmesi, gergeklestirilmeye niyetlenilen uygulamanin gecerlenebilmesine
dair ulagilmak istenen basar1 bakimindan biiyiikk 6neme sahiptir. Modern hesaplama
giicli kullanilmas: ile bugiline dek uygulanmasi imkansiz gibi goriilen cesitli sayisal
yontemler de gecerli hale gelmektedir. Sagilma probleminin modellenmesinde Green
fonksiyonu cekirdegine sahip bir integral denklem (Elektrik Alan Integral Denklemi
gibi) kullanilmakta ise, ilk kez Harrington [1] tarafindan popiilerlestirilmis olan
Momentler Yontemi, aranmakta olan akim yogunlugunun ifade edilmesinde
kullanilan temel fonksiyonlarin katsayilarinin bulunmasi i¢in bir lineer denklem
sistemi Uretecektir. Alternatif olarak, Maxwell denklemlerinin dogrudan
ayriklastirilmasi bizi Zaman Uzayinda Sonlu Farklar Yontemi veya Sonlu Elemanlar
Yontemi gibi yontemlere yoneltmistir. Hem integral hem de diferansiyel
yaklagimlarin ikisinin de en biiyiik basarisi dalga boyunun biiyiik oldugu rejimden,
ara rejime (veya sagicinin boyutunun birkac dalga boyu oldugu rezonans rejimine)
dogru gittik¢ce elde edilmistir ve hesaplama maliyetleri etkin bicimde ¢oziilebilecek
sacilma probleminin boyutlarin1 sinirlamistir. Ayni zamanda anilmasi gereken,
Fiziksel Optik veya Kirinimin Geometrik Teorisi gibi yiiksek frekans yontemlerinin
de farkli da olsa, sinirlar1 vardir. Ancak, tiim bu sayisal yontemlerin hassasliklar
Ozelde, dalga boyunun artmasi ile dikkatli olarak ele alinmalidir. Yiiz binler, hatta
milyonlarca degiskene sahip ve yogun bir lineer denklem sistemi, kotii kurulmus
olma ihtimalinden, hatta egiliminden kacamaz ki, bu 6zellik herhangi bir dogrudan
ya da (On-kosullamanin bile yardimci olamayacagi) iteratif sayisal ¢ozliimiin
hassasiyetini ¢ok bliyiik 6l¢iide diistirecektir. Elektromanyetikte kullanilan integral
denklemlerin sayisal ¢oziimlerine dair hata tahmini i¢in matematiksel temeller [2]’de
dikkatlice ele alinmistir ve diizglin kapali sagicilar (6rnegin kiire) i¢in giivenilir
siirlar elde edilmekte iken, agik (ayritlart olan) ve diizgiin olmayan yiizeyler i¢in

sorunlar hala mevcuttur. Bu nedenlerle, analitik yontemler elektromanyetikte sayisal
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yontemlerin  hassasliklarinin  her bakimdan (yiizey ayriklastirmasi, temel
fonksiyonlar, v.b.) teyidi i¢in gilivenilir karsilagtirma ¢dziimleri saglanabilmesinde
bliyiik 6neme sahiptir. Maxwell denklemlerinin analitik ¢oziimlerinin ¢alisilmasi i¢in
diger bir saglam neden daha vardir. Baskin sagilma mekanizmalarinin
belirlenebilmesi (ayritlar veya oyuk acikliklar1 gibi belirli 6zelliklerin altim
cizebilmek i¢in segilen kanonik problemlerin ¢oziilebilmesi), keyfi sekildeki sagicilar
icin saf sayisal genel amagh bilgisayar programlarinin daha dikkatle modellemeyi
hedefledigi bu 6zellikler bakimindan, glivenilir nicelikte tahminler olusturacaktir. Bir
licinci neden ise, ideal kanonik sekillerden daha genis bir sagict sinifina

3

uygulanabilecek daha hassas ‘“yari-analitik” veya “analitik-sayisal” yontemlerin

gelistirilmesidir.

1.2. Tezin Amaci, Katkisi ve Icerigi

Integral denklem temelli iki/iki-buguk boyutlu monokromatik sagilma ve dalga
kilavuzu modellemeleri i¢in kullanilan momentler yontemi veya Nystrdom yontemi
gibi yontemlerin, sagict ya da kilavuza ait siirin parametrik gosterilimine dair
fonksiyonun diizgiinliigii oraninda yakisadiklari bilinmektedir. Iki-buguk boyutlu
¢oziimler ii¢ boyutta ifade edilen sinirlardan birinin homojen olarak degistigi
durumlara iliskindir (6rnegin silindirik, toroidik geometriler). Ustel yakinsak
¢oziimler, ¢ozliim olarak Onerilen seri ifadesinin, fonksiyonun limitine yakinsama
hizinin herhangi cebrik bir kuvvetin tizerinde, iistel fonksiyon uyarinca oldugu
¢oziimlerdir. Her mertebeden tiirevi var olan sonsuz diizgiin bir parametrik gosterilim
kullanildiginda, yukarida anilan yontemler {iistel yakinsak ¢oziimler verirler. Ancak
bu vasiftaki c¢oziimler sadece kesitleri basit geometrik sekiller i¢cin mevcuttur
(6rnegin daire, elips). Bu sorunu agsmak i¢in matematiksel diizenleme Onerilecektir.
Boylece, elde edilen sonsuz diizgiin (her mertebeden tiireve sahip)
parametrizasyonun  serbest  parametreleri  kiimesi  olusturulacaktir.  Bu
parametrizasyon, herhangi bir uygulama geregi olarak ortaya ¢ikan ve iizerinden
noktasal Ornekler alinmig bir egriye uydurulabilirse, o egri sonsuz diizgiin bir
parametrizasyona kavusturulmus olur.

Opto, biyo, mikrodalga ve nano elektromanyetik iki/iki-buguk boyutlu sagilma
ve kilavuzlama problemlerine daha genis bir geometri sinift igin iistel yakinsak

cozlimler Onererek, bu yapilarin sundugu fiziksel yeteneklerin hizli denemeler ile
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kisa siliren benzetimler sonrasinda ortaya ¢ikarilabilmesine bir gere¢ sunmak
amaglanmaktadir. Bu amag¢ i¢in de ilgili integral denklem ¢oziimleri Galerkin
yontemi temelinde verilerek tistel yakinsak ¢6ziimleri sunmak hedeflenmistir.

Meta malzemeler tasarlanirken yatkin olunan diisiince bi¢imi uyarinca, sagici
geometrik ¢esitliligin sinirlarint genisleterek, yeni ve dogada rastlanmayan iletim
ozelliklerine sahip sacici yapilar ile sistemler olusturabilmek i¢in segenekler 6nermek
daha kolay olmaktadir. Bu nedenle keyfi bir sekil ve egriyi tanimlayan fakat
kendisinde veya tiirevlerinde siireksizlik gosterdiginden dolayr kullanilmaya
elverissiz olan formiil, lizerinde matematiksel bir ¢alisma sonucunda, ayni egrileri
verecek fakat sonsuz diizgiin yani her mertebeden tiirevi yazilabilen bir formiile
doniistiiriilmeye c¢alisilmistir. Parametrik gosterilime sahip olmayan bir egriden
alman koordinatlar1 saglayan interpolasyon Hermite spline seklinde yapilmaktadir.
Boylece Galerkin yontemi i¢in sagict (sinir egrisi) girdisi, sonsuz diizgiin bir
parametrizasyon olarak iiretilmektedir. Ilgili integral denklemlerin bu girdiye bagh

olarak iistel yakinsayan ¢6ziimleri vermesine yol acilmis olacaktir.

1.3. Literatiir Ozeti

Integral denklem ile varilan ¢dziimlerin sayisal kararliligmin bagh oldugu iki
unsuru oldugu bilinir [3]: (a) Smir koordinatlarinin kosullari, (b) Sinir
koordinatlarindan bagimsiz kosullar. Yakin zamanda yapilan [4]-[5] ¢alismalarda da
teyit edilen iki sonugtan birincisi iki boyuttaki sagilma problemlerinin giincel analiz
konular i¢in gecerli modeller sunmasi iken, ikincisi sinir egrisinin parametrizasyonu
sonsuz diizgiin olsa dahi yakinsamayi garanti edecek niimerik uygulamaya dikkat
edilmesine olan gereksinimdir. Orada onerilen bakis acisi, yukarida (b) uyarinca sinir
deger problemi analitik ele alinsa dahi, ilgili integral denklem analizinin ilgili
niimerik prosediirii regiilerlestirmek icin anahtar olusturdugunu ispat etmektedir.
Gercekten de ii¢ boyuttaki en karmasik problemlere yonelik integral denklem
¢oziictileri icin (b)’nin isaret ettigi sorunlar1 giderecek yontemlerin g¢esitlenmeleri
hala giindemdedir [6]. Bunun nedeni karmasik geometrileri modellerken bilinmeyen
fonksiyonun konum bagliliginin dogrusal fonksiyon dogrusal fonksiyonlardan ibaret
secilmesi ile bilinmeyendeki hata i¢in integrasyon bdlgesi i¢in yapilan modelleme
hatasina razi olunmasidir [7]. Zaman domeni integral denklemlerinde bu yaklasiklik

konuma bagliligin kapali analitik olarak degerlenmesine imkan vermistir [8]. Bu tiir
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seceneklerin olmadigi durumlarda yine (a)’nin isaret ettigi kosullart iyilestirecek
caligmalar yapilmistir [9].

Hem ii¢ [10] hem de iki [11] boyuttaki problemlerdeki integral denklem
¢Ozlimleri i¢in momentler yontemi ile Nystrom yonteminin kullanilmasmin (a)’da
isaret edilen kosullar1 etkilemedigi bilinmektedir. Bu, iki boyut i¢in momentler
yonteminin 6zel bir hali olan Galerkin yonteminin [11]’daki bicimde uygulanmasi ile
gosterilmistir ve oradaki sonsuz diizgiin egrilerin modelledigi sag¢ilma problemi iistel
yakinsak bir ¢oziime kavusturulmustur.

Ozetle, (b) yani smir koordinatlarindan bagimmsiz kosullar igin iyilestirme
girisimleri yaygindir, ancak (a) yani smir koordinatlarinin kosullarini iyilestirme
girisimlerinin uygulama alanlar1 nispeten daha yeni ele alinan bir konudur. Ele alinan
durumda, (a) kosullarini iyilestirmenin miimkiin goriildiigli problem kiimesi hedef
alinmakta ve bu problemlere dair (b) kosullarinin nasil iyilestirilecegi de iyi
bilinmektedir. Boylece (a) ve (b) kosullarinin belirli yapidaki bir integral denklemin
¢Oziimiiniin  dogru ¢oziime yakinsamasindaki etkilerin incelenmesi konu

edilmektedir.



2. SPLINE INTERPOLASYONU

Interpolasyon (aradegerleme) niimerik analizde onemli bir konudur ve bir
fonksiyona ait sonlu sayida nokta biliniyorsa veya karmasik bir fonksiyona yaklasik
olan daha basit fonksiyon elde etmek amaciyla kullanilmaktadir. Elde edilen
aradegerleme sonucunda fonksiyonun tanimli oldugu aralikta istenilen bir noktada
degeri bulunur. Aradegerlemenin asil fonksiyona olan yaklasikligini arttirmak igin
hata simnirlamasi konulabilir. Keyf1 sekilli kapali egrilerle ilgilenildiginden ele alinan
tiim fonksiyonlarin periyodik oldugu kabul edilmistir.

Integral denklemler aracihi@ ile ¢dziim aranan iki boyutlu sagilma
problemlerinde bilinmeyen fonksiyonun en yiiksek kacginci tiireve kadar siirekli
oldugu yani diizglinliigli oraninda ¢o6ziimiin yakinsamasinin daha hizli oldugu
bilinmektedir. Eger fonksiyon sonsuz diizgiin ise yakinsama en hizli sekilde
gerceklesir [12]. Birinci tiirevin siirekli olmasi i¢in Hermite spline, eger ikinci
tiirevin de siirekli olmas1 gerekiyorsa kiibik spline, 5. tiireve kadar siirekli olmasi
isteniyorsa 6. dereceden spline aradegerlemesi yapilabilir [13]. Bu yontem tutarli
olmasina ragmen islem yiikii spline derecesi ile hizlica artmaktadir. Fakat asil
dezavantaji her haliilkarda aradegerlemenin bir iist tiirevinin siireksiz olmasi yani
sonsuz diizgiin olmamasidir.

Bunu asmak ic¢in Once belirlenen bir hata kriteri ile Hermite spline
aradegerlemesi yapilip Fourier katsayilari, ki spline interpolasyonu i¢in analitik
olarak hesaplanabilmektedir, bulunarak Fourier transformu yapilabilir. Bu yontem
hizli Fourier doniisiimii (Fast Fourier Transform—FFT) vb. yontemlerden farklidir
clinkii onlarda eger fonksiyon yeterince diizglin degilse gerekli integraller yavas
yakinsamaktadir. Fourier katsayilar1 spline interpolasyonu ig¢in analitik olarak
hesaplanabildiginden bu sorun asilabilmektedir. Teorik olarak herhangi bir sonlu
Fourier serisi sonsuz tiirevlenebilir bir fonksiyondur. Fakat tlirev ifadesinde
stireksizlik olmasa dahi ¢ok biiyiik sicramalar c¢ikabilir ve sigrama noktalarinda
Gibbs etkisi yani salinimlar gézlemlenir. Bu yiizden ek olarak yumusatma islemine
ithtiya¢ duyulur. Bunun i¢in Cesaro toplami gibi yontemler kullanilabilir fakat yine
de yiiksek dereceden tiirevlerde biiyiik salinimlar bulunmaya devam eder. Bu yiizden
farkli bir yaklagimda bulunuruz:

Once spline interpolasyonu i¢in tiirevin kaginci dereceye kadar (3, 5, 7.) siirekli

olmasmin istenildigi belirlenir ve Tikhonov diizgiinlestirmesi uygulanarak bu
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dereceye kadar tiirevin siirekliligini saglanir [14]. Daha yiiksek dereceden
tirevlerinin de siirekli olmasi i¢in Tikhonov diizgiinlestirmesini {istel ¢arpan ile
yapmak gerekir ¢linkii cebrik carpan kullanildiginda bir {ist tiirev yine siireksiz
olacaktir. Ustel ¢arpan kullanilirsa istenildigi kadar tiirevlenebilir ve cebrik carpanla
kiyaslandiginda daha hizli yakinsar.

Spline interpolasyonu tek degiskenli fonksiyonlar ve kapali bir egri ifade eden
parametrik fonksiyonlar i¢in temelde ayni sekilde yapilmasina ragmen kullanilan

parametrizasyonun farklilasmasi sebebiyle ayr1 ayr1 incelenecektir.

2.1. Tek Degiskenli Fonksiyonlar

Tek degiskenli fonksiyona ait 6rneklem noktalari (diigiim noktalar1)

(X, Y) = ((XO, yO)' (xl; yl)' (xZﬂ }’2); ey (xnﬂ yn)) (21)

olsun. [x,, x,,] araliginda spline interpolasyonu su sekilde ifade edilebilir:

s1(x), xg<x<xg
s, (x), x1 <x<x
S(x) =
|
\

2.2
s;(x), xll<x<xl (2.2)
Sn(x) xn 1 =x< Xn
5i(x) = ¢c;1%% + ¢iox% + ¢ 3% + €y (2.3)

Orneklem noktalarna uygun bir spline aradegerlemesi yapabilmek icin her
[xi_1,x;] aralig1 ayn ayr dikkate alinmali ve yegane oldugu ispatlanabilen kiibik
polinoma ait c;4,¢;5,C;3,C;4 katsayilart bulunmalidir. Bu katsayilar s;(x) igin

asagidaki esitliklerin saglanmasi gerekliliginden bulunur:

si(xic1) = f(xi1),  si(x) = f(x),

! ! ! ! 24
S{G) = f0), si) = £ ¢4
Hermite interpolasyonundaki gibi digiim noktalarinin birinci tiirevleri de

kullanilmaktadir. Tiirev ifadelerinin yaklasik esit olmasinin sebebi (X,Y) orneklem



noktalar1 kullanilarak gercek tiirevin bulunmasinin miimkiin olmamasidir ve bundan
otiirii 6rneklem noktalar1 kullanilarak yaklasik bir tiirev bulunur. Ikinci dereceden
Lagrange interpolasyonu ile (x;_1,vi—1), (xi,¥:), (Xi+1,Vi+1) noktalarindan gegen
ikinci dereceden polinom bulunarak x; noktasindaki tegeti yani f'(x;) = f'(x;)
hesaplanabilir.

Belirli [a, b] i¢in (2.5) esitliklerini saglayacak sekilde kiibik fonksiyonlar i¢in

{uy, uq, Vg, v1} bazi bulunursa

U@ =1 ub) =0, up@=0 uh(h)=0
w@=0 w®=1 w@=0 ub)=0
p@=0, M) =0, vy@=1 vj(b)=0 25)
n@=0, k) =0, vi(@)=0 vk =1

her bir [x;_4,x;] araligindaki kiibik fonksiyonlarin (2.4) esitliklerini saglayacak

katsayilar

$5i(0) = FOq_Duge () + fFedug1 () + f/ (-1 v (x)

> (2.6)
+ ()i (x)
seklinde bulunabilir. (2.5) esitliklerini saglayacak u ve v bulmak igin
5i(xi=1) = f (im0 Ceimg) + f (w1 (imq) + F7 (1) vi0 (i)
(2.7)

+ f' ()1 (xi-1) = f(xi-1)

ifadesi kullanilir. Burada u; o (x;—1) = 1 ve u; 1(x;—1) = v;0(x;—1) = v;1(x;_1) = 0
olur. Bu sekilde s;(x;_1) = f(x;_;) bulundugu gibi (2.4) esitliklerinin digerleri de
benzer yolla elde edilir.

(2.5) esitliklerini [a, b] = [x;_1, x;] araliginda saglayan u; o, v; ¢ i¢in

_ (x=b)*(3a—b —2x)

Ho = (@a—b)°
_ (=2)x® + (3a + 3b)x* + (—6ab)x + (3ab® — b?)
B (a—b)3

(2.8)




_(x=b)P*x-a)

Y0 = T (a—b)?
_ x>+ (—a—2b)x* + (2ab + b*)x + (—ab?)
a (a—b)?

(2.9)

ifadelerinin gegerli oldugu ve wu;,,v;; icin ise aym sirayla (2.9) ile verilen
esitliklerde a ve b yer degistirilerek elde edilen ifadelerin gecerli olduguna dikkat
edilmelidir.

Boylece i =1...n igin s;(x) kiibik polinomlarinin bulunmas: suretiyle S(x)

spline interpolasyonu insa edilebilmektedir.

2.2. Kapah Egri Fonksiyonlari

Kapali egri ile ilgilenilen durumlarda fonksiyon

f(P) = (x(¢), y()) (2.10)

ve orneklem noktalari

(X' Y) = ((xl' yl)' (xZ' yZ)' (X3, y3)' ey (xnﬂ yn)) (211)

seklinde gosterilebilir. Tek degiskenli durumda parametre olarak x kullanilabilirken
kapali egri icin t gibi yeni bir parametreye ihtiyag duyulur, sonlu sayida verilen
orneklem noktalar kullanilarak asil parametre olan ¢ geri getirilemediginden yeni bir
parametre segilir.

Kolaylik agisindan ilk diigiim noktasinda sifir degeri alan ve sonraki her
diiglim noktasinda degeri, bir dnceki degerinden yeni diiglim noktas1 ile bir dnceki
diigim noktas1 arasindaki uzaklik kadar fazla olan bir parametrizasyon secilebilir.
Diger bir ifadeyle ¢,tq,t,,...t, her diiglim noktasinda t parametresinin degeri
olmak tizere t, =0 ve t;=t;_1+ |0 y) — (xi_1,yi—1)| olacak sekilde
belirlenmelidir. Boylece parametre kapali egri lizerinde neredeyse sabit hizli hareket

etmis olur. Elde edilecek spline interpolasyonu ise [t, t,,] araliginda gegerli olur.



Buradan sonrast x ve y’nin ayri ayr1 t’ye bagli fonksiyonlar olarak ele
alimmasinin haricinde tek degiskenli fonksiyonun spline interpolasyonu ile aynidir.
Yani y = f(x) gibi tek degiskenli bir fonksiyon yerine iki ayr1 x = X(t) ve y = J(t)
fonksiyonlart ile ilgilenilmesi gerekir.

Spline interpolasyonu [t,, t,,] araliginda

( Sx1(t), toSt<ty (5y1(8), to<t<tg
Sx2(t), t1 St <t Sy2(t), tp<t<t,
= ' = : 2.12
SO=1 .0 tase<t, YOV g 0 6 se<y, @
Sxn(t), thoy St <ty \Syn(t), thoy St <ty
olmak iizere
S(©) = (8x(),5,(®)) (2.13)

seklinde gosterilebilir. (2.12) ifadesindeki s,; Ve s, ; polinomlari tek degiskenli

fonksiyon i¢in (2.2) ifadesindeki gibi kiibik polinomlardir.

2.3. Hata Kriteri

Tek degiskenli diizgiin bir f(x) fonksiyonu igin spline interpolasyonu

yapilirken bir hata sinir1 € > 0 verilip

() =S+ 1f(x) =S'(0)| <e (2.14)

kosulunun fonksiyonun gegerli oldugu [a,b] arahigindaki tiim noktalarda
saglanmasini istemek, yapilan aradegerlemenin dogrulugunu arttirmak igin bir
yoldur. Yani spline aradegerlemesinin kendisi ve tlirevi fonksiyonun kendisi ve
tirevine yakin olmasi istenmektedir. Boyle bir kriteri araliktaki sonsuz noktada
dogrulugunu simnamak miimkiin olmadigindan, ardisik iki diigiim noktasi arasindaki

[x;_1,x;] aralikta esit uzakliktaki birka¢ noktada sinama yapilir. Eger bu noktalardan



herhangi birisi i¢in (2.14) kosulu saglanmiyorsa, bu alt aralik i¢inde spline igin yeni
diigiim noktalar1 segilip daha kiigiik alt araliklar olusturulur ve bu yeni alt araliklar
ayni sekilde (2.14) kosuluna gore tekrar sinanir. Eger [x;_4, x;] araliginda olusturulan
yeni alt araliklarda smmama basarili olursa [x;, x;.,] araligi aymi sekilde sinanir.
Boylece S(x) spline interpolasyonunun [a, b] araligindaki tiim noktalarda (2.14) hata
kistasinin sagladigi kabul edilebilir. Bu islemin sonucunda, interpolasyonun f(x)
fonksiyonundan uzaklastig1 noktalarda diiglim noktalar1 yogunlagsmis olur. Bu sonug

Sekil 2.1 ile gosterilmistir.

30 T T T T T T T

20

10

T
|

-10} ’ .

cccc

5]

Sekil 2.1: f(x) icin hata Kriterini saglayan spline interpolasyonu diigiim noktalari.

f(p) = (x(¢),y(¢)) seklinde bir kapali egri i¢in yapilan spline
interpolasyonu i¢in € > 0 hata kriteri

| (x(#), y($)) — (Sx(#). Sy ()|
+ | (x" (), ¥ (@) = (Si(@), Sy (@)l (2.15)
= If (@) — Sl + lIf'(p) = S (D)l < €
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seklinde tanimlanir. Tek degiskenli fonksiyon i¢in yapilana benzer sekilde ¢ igin X
gibi muamele edilir ve gerekli yerlerde interpolasyonun diigiimleri arasina yeni
diigiimler eklenerek tiim aralik boyunca (2.15) kistas1 saglanir hale getirilir. Bu
islemden sonra bir Onceki boliimde gerekliligi anlatilan ¢ parametresinden t
parametresine gecis yapilir. Ornek olarak f(¢) = (10 cos(¢),sin(¢)) kapali egrisi
icin inga edilen spline interpolasyonuna ait digliim noktalar1 hata kriteri
uygulandiktan sonra Sekil 2.2 ile verilen hale gelir. Yine hatanin belirlenen €

degerinden biiylik oldugu yerlerde diigiim noktalarinin siklastig1 gériilmektedir.

Sekil 2.2: f(¢) igin hata kriterini saglayan spline interpolasyonu diigiim noktalar.
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3. FOURIER KATSAYILARININ
HESAPLANMASI

Bilinen bir f fonksiyonu i¢in Fourier katsayilarinin bulunmasi séz konusu
oldugunda bilinen formiil uygulanip hesaplanabilir. Fakat katsayilarin hesaplanacagi
fonksiyonun kendisi yerine drneklem noktalar1 elde varsa dncelikle interpolasyon ile
f fonksiyonuna yaklasitk bir g fonksiyonu bulunur. Eger Hermite-spline
interpolasyonu uygulanirsa g parcali ve siirekli bir kiibik fonksiyon olur. Eger g
fonksiyonu f fonksiyonunun iyi bir yaklasikligiysa g icin hesaplanan Fourier
katsayilar1 da f’in katsayilarina yakin olacaktir. Bu yilizden katsayilarin hesabi
yapilirken g kullanilabilir. Spline interpolasyonuna ait Fourier katsayilarinin
hesaplanmasinda interpolasyonun pargali fonksiyon olmasi 6zelliginden de katsayilar
icin integral hesaplanirken faydalanilir.

Eger g(x), N + 1 tane olan ((xl,yl), (x2,¥2), (x3,¥3), v\ (xN,yN)) orneklem

noktalar1 kullanilarak [—m, ] araliginda f () i¢in bir spline interpolasyonuysa

g1(x), xg<x<x
g2(x), xS x<x,

90 = 4 (3.)

Ie(x),  Xpoqg S x < xp

ngv(x)' Xny-1 =X <Xy

seklinde gosterilebilir. g(x) periyodik ve siirekli oldugundan gy (xx41) =
Ji+1(Xks1) Ve g1(x1) = gn(xn41) olur ve bu esitlikler g’ igin de gegerlidir.

Fourier katsayilari

1 [ .
Cp = > fg(x)e‘”"x dx , m € [—1,1] (3.2)
—T

hesaplanirken iki farkli durum incelenmelidir. m = 0 iken

12



Xk+1

=_f g(x) dx = o— 2[ gr(x) dx

k=1 x,,
o (3.3)
= 2= D [6x(rean) = Gl
k=1
olur. m # 0 iken
1 .
n=o f g(x) e~mdx
Xk+1
imx
ZnZ j gr(x)e” dx (3.4)
Xk

Xk+1

27'[( Lm)ZJ (e T dx

Xk+1

-y [

(ilk toplam ifadesinde e~"™* ve g periyodik oldugundan dolay: terimler birbirini

gotiiriir ve sifirlanir)

Xk+1
_ anz J gL ()M dy
gk(x)e imxXk+1 Fler1 (35)
— " —imx
anZI l an( lm)z f gie(xXe dx
Xk k=1 x,,

(yine ilk toplam ifadesinde e~ ve g’ periyodik oldugundan dolay1 terimler

birbirini gotiiriir ve sifirlanir)

(x)e—lmx
- 27tm2 Z I l
Xie+1 (3.6)

2nm2( im) Z f gi' (e dx

k+1

13



i N
l

== Z[gk’(xk+1)e‘imxk+1 = gi (e

2mm?3
k=1
Xk+1
2 3Zf gr' (x)e™"™* dx
mm
k=1 x;,

(g kibik oldugundan g'"’ sabit bir say1 olur ve bdylece ikinci integral kolayca
hesaplanabilir)

2mm3

N
2 ok Code e = g Coe ]

2nm3 z [ ,”(X)e_lmxl

Z[gk Crn)e™mess = g (e ]

Xk+1

Xk

(3.7)

27Tm3

N
R~ Z gk”(xk+1)€'_imxk+1 - gllc"(xk)e_imxk] .

Ozetle (3.4) ifadesi iki kere kismi integrasyon uygulandiktan sonra (3.7) halini alir ve
spline interpolasyonunda bulunan kiibik polinomlarin ikinci ve {igiincii tiirevleri ile

integral islemine kiyasla niimerik olarak daha yiiksek basarimla hesaplanabilir.
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4. TIKHONOV DUZGUNLESTIRMESI

Diizgiinlestirme ile Fourier katsayilar1 hesaplanan bir fonksiyonun yerine
Fourier serisi ifadesi kullanildiginda, herhangi bir mertebeden tiirevi hesaplanirken
ortaya ¢ikabilecek problemlere karsi bagisiklik saglamak hedeflenmektedir [12],
[14]. Kapali egrinin Hermite-spline interpolasyonu [13] yapilirken aslinda aym
parametreye bagh iki farkl tek degiskenli fonksiyon i¢in interpolasyon yapildigindan
diizgiinlestirme islemi tek degiskenli bir fonksiyon i¢in yapilan haliyle incelenip
kapali egri i¢in uygulanabilir. Bu nedenle bu boliimde diizgilinlestirme islemi ve
sonuclar1 tanimli oldugu aralikta siireksizlik igeren basit bir basamak fonksiyonu
izerinde ele alinacaktir.

Basamak fonksiyonu su sekilde tanimlanmis olsun

1, O0<x<m
S(x)_{O, —-nT<x<0’ (4.1)
2N + 1 terimli Fourier serisi
N
sy(x) = Z Cpe'™* (4.2)
m=—N
olarak ifade edilsin. C,, katsayilari ise
T s
C, = 1 fs(x)e‘imx dx = if e Mm¥dx
™o 2m 21
- 0 (4.3)
i . i(-nm-1
— —imn _ 1) =
2mm (e ) 2mm

seklinde hesaplanir. N sayis1 ne kadar biiyiik olursa, yani seride ne kadar ¢ok terim
toplanirsa mutlak hata agisindan o kadar iyi bir yaklasiklik yapilmis olur. Buna
ragmen Sekil 4.1 ile goriildigi iizere siireksizlik noktasi etrafindaki salinimlar
(Gibbs phenomenon) daraldigi halde giderilememektedir [15], [16]. Bu ise salinim
noktalarinda tiirev ifadesinin ¢ok biiyiik degerler almasina sebep olmaktadir. Salinim

sikligina bakildiginda bu duruma sebep olanin yiiksek frekansli harmonikler oldugu
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anlasilir. Dolayis1 ile bu harmoniklerin seri toplamindaki etkisini azaltacak bir

diizgiinlestirme yapilmasi1 gerekliligi ortaya ¢ikmaktadir.

12 T T T T T T
1L [\-/ ;AL 2 h/\[ \\ _
W0
- 5
08 K -
[
{f
06| i
=
U)Z .
0.4} i =
H‘
] IJI’I
02+ ! ]
£
GRS !
ok l\‘[\ A\\/\ 2 > % /A /\; |
\ } Wi O T LS )\}
Sk . O
7 ! ! ! ! L L !
0'2-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
X

Sekil 4.1: Basamak fonksiyonu ve Fourier serileri.

Hermite-spline aradegerlemesi diigiiniildiiginde, her ardisik iki diigiim noktasi
arasina Yyerlestirilen kiibik polinomlar i¢in, iki kiibik polinomun birlestigi diigiim
noktasindaki kendi degerleri ve birinci tiirevlerinin esit olacagi (2.4) ile verilen
kosullarla saglanir. Fakat ardisik polinomlarin birlesme noktalarinda 2. ve tzeri
tirevler stireksizlik gosterir. Bunun sonucu olarak interpolasyona ait Fourier
katsayilar1 hesaplanip seri ifadesi kullanilmak istenildiginde yukarida basamak
fonksiyonunun Fourier serisinde ortaya ¢ikan problemin aynisiyla karsilasilmaktadir.
Coziim olarak benzer bir diizglinlestirme igleminin interpolasyonun sonsuz diizgiin
hale kavusturulmasi i¢in de uygulanmasi mantiklidir.

Diizgiinlestirme Fourier katsayilarinin serinin indisine bagimli bir degisken ile

carpilmasi seklinde yapilir. Bu ¢arpan cebrik veya tistel olarak segilebilir [17]:

(4.4)
A=A +a|m®)™ veya A, = e &ml

Ustel carpan ile diizgiinlestirme yapilirken diizgiinlestirmeyi etkileyen

degisken o i¢in hangi degerin kullanilacagi onemlidir. Yumusatmanin amaci
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sigramalarda goriilen Gibbs etkisini gidermek oldugunda bunu saglarken ayni
zamanda yakinsamayir olumsuz etkilemeyecek en uygun o degerini bulmak
gereklidir. o bu degerden kiiciik secildiginde saliniim giderilemedigi, biyiik
secildiginde ise yakinsamanin daha yavasladigi gozlemlenir. Bu ozellige 6rnek
olarak basamak fonksiyonu ve iistel ¢arpan ile diizgiinlestirme yapilmis Fourier

serisinin grafikleri Sekil 4.2°de gdsterilmistir.

0.995

()

099

L L 1 L L I
0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 0.1

Sekil 4.2: Basamak fonksiyonu ve diizgiinlestirilmis Fourier serileri.
Diizgiinlestirme islemi ile Fourier katsayilarinin ne kadar degistigini belirlemek

ve seri ifadesinin fonksiyondan wuzaklagmasini engellemek icin bu degisimi

sinirlamak gereklidir. Katsayilardaki toplam fark

N
® = Z|c"m— < e (4.5)
n=N

olarak tanmimlanabilir ve &2 ile sinirlanir. (4.1) dikkate alindiginda toplam fark; cebrik
carpan kullanilirsa a ve k, istel carpan kullanilirsa sadece a’ya bagli olacag

gortliir.
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4.1. Cebrik Carpan ile Diizgiinlestirme

Cebrik ¢arpan ile diizglinlestirme yapilirken

Ap =1+ a|m|)? (4.6)

carpan1 kullanilir. Basamak fonksiyonunun N = 10* terimli Fourier serisi i¢in cebrik
carpanla diizgilinlestirme yapildiginda ®’nin degisim grafigi Sekil 4.3 ve Sekil 4.4 ile

gosterilmistir.

Sekil 4.3: Cebrik ¢arpan ile diizgiinlestirme yapildiginda katsayilardaki toplam fark,
3B grafik.
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Sekil 4.4: Cebrik carpan ile diizgiinlestirme yapildiginda katsayilardaki toplam fark,
2B grafik.

Cebrik carpanla diizgiinlestirilmis Fourier serilerinin basamak fonksiyonuna
stireksizlik noktas1 civarinda nasil yakisadigi ve salinimlarin ne o6lgiide

giderilebildigi Sekil 4.5, Sekil4.6 ve Sekil 4.7 ile gosterilmistir.

T T T T
1 X 0.1
. 0.9877
e
]
X0
0.995- Y: 0.9968 —
]
089~ X:0.1 7
= :0.9904
w gossl- .
098 —
—— when k=1, u=3e-3
— when k=1, u=1e-3
0975 -
— when k=1, u=7e-4
— Step function
0.07 | | | |
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25

Sekil 4.5: Cebrik ¢arpan i¢in k = 1 iken farkli a degerleri ile yapilan
diizglinlestirmeler.
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Sekil 4.6: Cebrik carpan i¢in k = 2 iken farkli @ degerleri ile yapilan

diizgiinlestirmeler.
102 T T T T
1.015~ -
101+ =
1.005~ -
1 —
=
= 0995 -
Wl
099 =
0.985- -
when k=3, a=Te-8
0981 when k=3, o=1e-7
09751 when k=3, a=3e-7
Step function
0.9 | | 1 | 1 1 | 1
'-07.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09
X

Sekil 4.7: Cebrik ¢arpan i¢in k = 3 iken farkli a degerleri ile yapilan

diizglinlestirmeler.

4.2. Ustel Carpan ile Diizgiinlestirme

Ustel ¢arpan ile diizgiinlestirme yapilirken

A = e~im .7
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carpani kullanilir. Basamak fonksiyonunun N = 10* terimli Fourier serisi igin cebrik
carpanla diizgiinlestirme yapildiginda &’nin degisim grafigi Sekil 4.8 ile

gosterilmistir.
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Sekil 4.8: Ustel carpan ile diizgiinlestirme yapildiginda katsayilardaki toplam fark.

Ustel carpanla diizgiinlestirilmis Fourier serilerinin basamak fonksiyonuna
stireksizlik noktas1 civarinda nasil yakmsadigi ve salinimlarin ne o6lgiide

giderilebildigi Sekil 4.9 ile gosterilmistir.

T T T T T
1 -
0.998 —
= 09961
LE
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when o=3e-4
0992 when o.=6e-4 7
when a=1e-4
Step function
0991 ! ! ! ! ! ! N
0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12
X

Sekil 4.9: Ustel carpan i¢in farkli a degerleri ile yapilan diizgiinlestirmeler.
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5. SACILMA PROBLEMI FORMULASYONU

5.1. Elektromanyetik Dalga Kirinnmina Dair Sinir Deger
Problemi

Bu boliimde, Kartezyen koordinatlarda z bagimliligi karmasik iistel olan, z-
yoniinde E-kutuplu zaman bagimmliliklari e~'*? bicimindeki dalgalarin, ilgili
koordinatin tiim araliginda (ze(-o0,0)) noktalart1 bulunan Miikemmel Elektriksel
fletken (MEI) yiizeylerden kirmimina dair Analitik Regiilarizasyon Yéntemi (ARY)
¢oziimiinii inceleyecegiz [18], [19]. Coziim, ylizey hari¢ her yerde homojen
Helmholtz denklemini, yiizey {izerinde Dirichlet sinir kosulunu, sonsuzda
Sommerfeld radyasyon kosulunu ve agik egrilerin ayritlarinda Meixner ayrit
kosullarini1 saglayacaktir. Toplam yiizeye dair kutuplanma yoniine dik kesit egrileri
S=Usj, (Si[1Sm=@ , m#j) ile gosterilir ve parametrik olarak, agik yiizeyler i¢in
Si={(xi(u),yi(u)):ue[-1,1]} ve kapal1 yiizeyler i¢in Sj={(xj(0),yi(0)):0[-r,7)} (j=1, 2,
..., N) biciminde yazilir. Bdylesine bir MEI yiizey bilesimi S’den sagilan alan S
hari¢ her yerde,

u’(q) = J](p)G(q,p)dS ; q €R?/S (5.1)
S

olarak ifade edilebilir. S tizerinde Dirichlet kogsulunun uygulanmasi ile sag yani gelen

koordinat bilesenleri yoniindeki E-kutuplu alan olan,

f J@)6(q,p)dS = —ui(q); g €S (5.2)
S

bi¢imindeki birinci tiirden bir integral denkleme varilir. Burada k bos uzay dalga
sayisi ve |g-p| p ve g noktalar1 arasindaki uzaklik olmak tizere, Helmholtz denklemi

i¢in bos uzay ii¢ boyutlu (3B) Green fonksiyonudur:

1 eikR
G(qp) = " R (5:3)
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Yapilan incelemenin genelligini bozmayacagindan z yonilindeki {istel
bagimliliklarin genligini birim kabul edebiliriz. z-kutuplu dalgalara iliskin kurulan
problemi iki boyutlu (2B) olarak niteleyebilir ve burada z’ye gore sifirinci Fourier

katsayisinin yani statik durum Fourier doniisiimiiniin

+ 00

G.ap) = [ Gz = -2 HP Kl —pD (5.4)

— 00

oldugunu yazabiliriz. Yine incelemenin genligini bozmayacagindan, bu noktadan
itibaren anilan tim geometrik noktalar kesit egrileri iizerinde, tiim fonksiyonlar
stfiriner indis Fourier katsayisi olacaktir.

S tzerindeki akim yogunlugu J(p) esasen S yiizeyinin iki yanindaki sagilan
alanlarin normal tiirevlerine dair sigrama miktaridir. Acik olan kisimlar ek olarak
ayritlarda Meixner ayrit kosulunu saglar ve her Sj igin akim yogunluklari, dij(p),

d2j(p) iki ayrita olan mesafeler ve wj(p) Holder sinifindan bir fonksiyon olmak tizere

Ji@) = [d1;0)dz; )] 2w () (5.5)

bigiminde yazilir. J(p), G(q,p) ve u'(q); p ve g noktalarinin iizerlerinde bulunduklari
yiizey kapali ylizey ise Fourier serilerine agilir ve integral denklemde degerlendirilir.
p noktas1 g noktasina yaklasirken integral denklem cekirdeginin logaritmik, baskin
bir tekillige sahip oldugu iyi bilinmektedir. Sonraki alt boliimde bu tiirden

problemler i¢in ARY uygulanacak olan kanonik integral denklem konu alinmaktadir.

5.2. Logaritmik Tekillikli Kanonik Denklem ve ARY
Prosediru

Bilinmeyen fonksiyonu z(£) olan su kanonik integral denklemi ele alalim:

d
f LED +KEDZQAI=b®), £e[-dd] (5.6)
Zd

(5.6)’daki tiim diger fonksiyonlarin bilinmekte ve yeteri kadar diizgiin fonksiyonlar

oldugunu varsayalim. Ozelde, K (¢, ¢) ilk tiirevleri siirekli ve ikinci mertebeden tiim
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kismi tiirevleri de kareleri integre edilebilirdir. L(&,{), (5.6)’daki en baskin tekillik
olan logaritmik bir fonksiyondur. [-d,d] aralig1 yiizey parametrik gosterilisine gore
kapali yiizey icin [-m,m) olacaktir ve gerekcesi de hemen agiklamak gerekirse
sOyledir: z({) i¢in aradigimiz ¢ozlimler kapali yiizey i¢in [-m,m) aralifinda bir
periyodik fonksiyon olmak iizere, z(¢) = (1 — {?)~2w({) bigimindedir. K (¢, ),
z({) ve b(&) fonksiyonlarina iligkin yapilan bu varsayimlar ele alinan kirimim
problemi i¢in gayet dogaldir.

Asagidaki islemlerde, kapali ylizeyler i¢in iistel fonksiyonlar cinsinden ifade

ederek kullandigimiz Kronecker delta dsn tanimi soyledir:

Y
5, = f(zn)—lei(n—S)ch . sn=0+1,42,.. (5.7)
-1

L(&, ¢)’ya dair seri agilimlari kapali yiizeyler (KY) i¢in asagida verilmistir [20], [21]:

() - 2 T seelnn. g

n=-—oco,
n#+0

L(E,0) = —21In (2

K(¢&,0), z({) ve b(§) fonksiyonlarinin 6zellikleri kapali yiizeyler i¢in onlart Fourier

serilerine agmaya elverislidir:

Hlo=> [5]em.  ¢er-mm (5.9)
K, Q) = i i ksnei(sf‘*nf) ) £,¢ € [-m, 1) (5.10)

s=—ocon=—0oo

Burada z, bilinmeyen katsayilar ve b, ile kg, ise K(&,{) ve b(§) fonksiyonlarina

dair Fourier katsayilaridir. Ayrica, kg, katsayilar1 asagidaki esitsizligi saglar:

o)

Z Z (1 + 1)1+ 52) kg |? < o0 (5.11)

S=—o0o NnN=—0oo
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(5.9) ve (5.10) serilerini (5.6) denkleminde yerine yazarak, integrasyon ve toplam
siralarint degistirdikten sonra, (5.7)’deki ortogonallik 6zelliklerinin uygulanmasi ve
bunun sonucunda (5.6) denkleminin sag ve sol yanlarinin Fourier katsayilarmnin

esitliginin dikkate alinmasi ile, 7,, = max(1, |n|*/?) olacak bigimde

15,22, + Z KsnZs = by, n=0,+1,%2,..
§== (5.12)
1
Ksn = kn,—s + (i) 6—5,06n,0

esitligi (5.6)’ya denk olarak elde edilir ¢iinkii iistel fonksiyon ilgili araliklarda tamdir.
(5.12) birinci tiirden bir lineer denklem sistemidir. (5.12)’ye uygun ARY uygulamasi
icin, hg, = T,Tsks, olacak bicimde L, R, K, H (diag : kdsegen matris) matris

operatorlerini, ve g,, = T,b, bi¢imde z, b, y, g slitun vektorlerini tanimlayalim:

L =R =diag{tp}n--w, K = {rsntsn=—o

H 4 LKR — {hsn}g?n=—oo (513)

zZ = {Zn}‘;.{)z—oo ) b = {bn}?{)=—00 Y

- [o9] (o) 5.14
Yy=R7'z={y} o , 9 =Lb={gn}n-w ( )

Yeni degigkenleri y, = z,, /7, olarak tanimlar, ve (5.12)’deki her n’inci denklemi t,,

ile garparsak, asagidaki fonksiyonel goriiniimdeki sonsuz lineer denklem sistemini

elde ederiz:

(LHy=g, y.g€l, (5.15)

(5.15) denkleminin ikinci tiirden bir denklem sistemi, yani H’nin, l,’de kompakt bir
operator oldugu ispat edilebilir. Bu da (L,R) regiilerlestirici operator ¢iftini kurarak
bastaki isaret edilen problemin istedigimiz ¢6ziimiine ulastigimiz anlamima gelir:
ikinci tiirden bir lineer denklem sistemi elde etmek, 6zelde (5.11) ve (5.13)

formilleri ile bakilirsa
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o

D D A+ + [sDlhgl? < oo (5.6)

S=—oon=—o

oldugu ve agikga H’nin bir kompakt operatér olmakla kalmayip, katsayilarinin bu
operatoriin Hilbert-Schmidt operatorii olmasinin gerektirdiginden de hizli sondiigii
goriiliir. Ispat edilebilir ki [22] (5.6) ve (5.15) denklemleri bu iki denklemin
¢dziimlerinin bire bir iliskisi anlaminda denktir. Ikinci tiirden bir lineer denklem
sistemi olan (5.15)’e kesme prosediirii uygulanmasi ile her iki denklemin de ¢oziimii

-prensipte- istenen keyfi hassaslikta elde edilebilir.

5.3. Kirinim Problemini Kanonik integral Denklem ile
Iliskilendirme

g—p olurken ele aliman probleme dair sifirinct indis Green fonksiyonu
G(g,p)’nin iyi bilindigi tizere z-kutuplu hal i¢in Hankel fonksiyonuna dair klasik seri
acilimindan da hemen goriilebilecek olan bir logaritmik tekilligi vardir. Yiizey
tizerindeki noktalarin q=7(&), p=n(¢), &¢e[-n,x] parametrik olarak pozitif tiirevli
diizgiin n parametrik fonksiyonu araciligi ile yazildigini hatirlayalim. Bu durumda
& ¢ olurken lim[ In(k|7(9-n(Q))) / L(&E) ] limitinin var oldugunu gostermek
kolaydir (Bo6lim 5.4). Bu da, onceki alt boliimdeki 6zellikteki kanonik integral
denklemi olusturmak tizere anahtar terim olan L(&¢)’yi G(q,p)’ye bir kere ekleyip
¢ikarmanin yeterli olacagi anlamina gelir.

Onceden de belirtildigi iizere G(q,p), g=p iken sonsuz diizgiinliikte bir
fonksiyondur. Bu, c¢oklu yiizey bilesimi halinde, etkilesim terimlerini dikkate
aldigimizda da dogrudur. Buna gore en sonunda elde edilen ikinci tiirden lineer

denklem sistemi su goriinlimde bulunur:

N
YJ'+ZHJ'mym=gj' vy,9 €L, j=1..,N. (6.17)
m=1

Hj,, matrisleri 6z-terimler yani j=m i¢in 6nceki alt boliimdeki algoritma ile
hesaplanir iken, etkilesim terimleri yani j#m de herhangi bir algoritma degisikligine

gerek duymaksizin hesaplanirlar ¢iinkii ¢ekirdekleri sonsuz diizgiindiir. Bilinmeyen
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siitun vektorleri y,, ve bilinen sag yan siitun vektorleri g; her yiizey i¢in bir 6nceki

altb bolimde tanimlanan bi¢gimde olusturulular.

5.4. Sifirnci indis Fourier Katsayilarina Ait integral
Denklem Cekirdekleri

Bu boéliimde, 3 boyutlu uzay icin yazilmis homojen Helmholtz denkleminin bos
uzay i¢in Green fonksiyonu (5.3)‘ten hareketle, yukarida ele alinan problem igin
integral denklem c¢ekirdek fonksiyonlar1 agiklanacaktir. Problem kartezyen
koordinatlarda z bagimlilig1 karmasik iistel ve ze(-00,00) boyunca homojen sinirlar
tizerinde gecerlidir. Boylece, ilgilenilen problem 2 boyutlu probleme iliskin
formiilasyonlara indirgenecektir. Bu ise, ele alinan problemde sifirinci indis Fourier
katsayilarinin hesaplanmasi ile gergeklestirilecektir.

Kartezyen koordinatlarda z bagimliligi karmasik iistel ve ze(-c0,00) boyunca
homojen yiizeyler i¢in Helmholtz denkleminin 3B bos uzay Green fonksiyonu z-

ekseni boyunca integre edilirse,

+o0
G,(q,p) = J G(q,p)dz
oo | (5.18)
1 eikla-pl i
- | Ty 42 =~ HE kg = pD)

elde edilir. (5.18)’e G(q,p)’nin statik statik hal i¢in Fourier doniisiigii goziiyle de
bakilabilir ve esasen Helmholtz denkleminin 2B problemlere iliskin bos uzay Green
fonksiyonu olarak anilir. (5.18)’deki Hankel fonksiyonu Bessel ve Neumann

fonksiyonlariin asagidaki bigimde bir lineer birlesimidir [23]:

HY(2) = Jo(2) + 1Yy (2) . (5.19)

Hankel fonksiyonunun belirtilen Bessel ve Neumann fonksiyonlarinin seri

acilimlarindan faydalanilarak incelenmesi yapilirsa,
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2k
& (D4 (3)

Jo(2) = k=0m ,
(5.20)

2
1 (- (5
V(@) = = | 2/o(2) ln; - Zz(k—!§22)4’(k +1)
k=0

oldugu goriiliir. Burada I" Gamma fonksiyonu, ¥ ise Gamma fonksiyonunun
logaritmik tiirevini gosterir. (5.18), (5.20) géz online alinarak incelendiginde goriiliir
ki, gozlemci (q) ve kaynak (p) noktalar1 ist iiste gelmedigi zaman sonsuz
diizgiinliikte bir fonksiyondur ancak bu noktalar st lste geldiginde (g—p)

(5.21)’deki baskin tekil davranis aciga ¢ikar:

1 N
G,(q,D)gsp =§ln|qu—pll +K(q,p). (5.21)

K(q,p) birinci tiirevleri siirekli ve ikinci tiirevleri de kareleri integre edilebilir
yapidadir. Simdi (5.6) kanonik denklemini olusturmak istedigimizde, (5.8)’de taniml
analitik olarak ifadelere sahip kanonik tekillik fonksiyonu L(&,¢), G,(q, p)’ye bir kez
ekleyip bir kez ¢ikarilir ve parametrize edilmis noktalar cinsinden (5.6)’daki ¢ekirdek

fonksiyonunun geri kalani,

K($.9) = G,(5,0 =L, O (5.22)

seklinde tanimlanir. (5.21)’den L(¢,{) cikarildiginda ve q—p oldugunda (5.21)’de

belirtilen tekil kisim ile olusan fark sonlu bir limit degere esittir:

1
lim (= In[klg = pl| ~ L5, 9)) = € n(I©)) + Co (5.23)

Buradaki [(¢) kapali egriye ait diferansiyel yay/yol uzunluk elemani, C; ve C, ise

limit islemi sonucunda ortaya ¢ikan bir sabittir.
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5.5. Kullanilan Uyaric1 Kaynaklar

Sagilma problemi formiilasyonunda (5.2) sag yanda belirtilen u® gelen alan

ifadesi diizlemsel dalga se¢ilmistir. Birim genlikteki diizlemsel dalganin ifadesi,

ui(q) = e'ka (5.24)

Seklindedir. Burada k diizlemsel dalganin birim gelis dogrultusu vektoriini, g

etkilesecek noktanin yer vektoriinii gostermektedir.
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6. SONUC VE GELECEK CALISMALAR

Hermite-Spline interpolasyonunda eger spline olarak 3. dereceden polinomlar
secilirse interpolasyonun 1. tiirevi siirekli olmakta fakat 2. ve 3. tiirevlerinde
stireksizlikler meydana gelmektedir. Bu interpolasyon i¢in hesaplanan Fourier
serisinin 2. ve 3. tiirevleri silirekli olmakta fakat siireksizlik noktalar1 civarinda
salimimlar meydana gelmektedir. Fourier katsayilar1 diizgiinlestirmeye tabi
tutuldugunda salinimlar giderilebilmis ve daha diizgiin bir yakinsama saglanabilecegi
gosterilebilmistir.

Bu calismanin devaminda daha hizli yakinsama saglayacag diisiiniilen e—alml®
gibi diizglinlestirme ¢arpanlarinin kullanilmas1 planlanmaktadir. Elde edilen
diizgiinlestirilmis kapali egri ifadelerinin iki boyutlu sag¢ilma probleminin integral
denklem c¢oziimiinde kullanilmasi ile elde edilen sonuglarin, yakinsama ve hiz

bakimindan bilinen sonsuz diizgiin parametrizasyonlar (6r. Stperformiil [24])

kullanilmasi ile elde edilen sonuglarla kiyaslanmasi bir sonraki agsama olabilir.
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