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OZET

Bu ¢alismanin birinci boliimiinde sabit nokta teoremlerine iliskin temel bilgiler
verilmistir. Ikinci bolim kuramsal hazirlik olarak sabit nokta kavrami ve
genislemeyen déniisiimler icin sabit nokta teoremleri igerir. Ugiincii boliimde tek
degerli genislemeyen doniisiimlerin sabit noktast veya noktalari bulunurken

kullanilan iterasyon ve uzanim metotlar1 ¢alisildi.

Anahtar Kelimeler: Sabit Nokta, Genislemeyen Déniisiimler, Iterasyon Metodu,
Uzanim Metodu.



SUMMARY

In the first partof thiswork, we give basic information on the fixed-
point theorem. The second section contains fixed point concept and fixed-point
theorem for nonexpansive mappings as a theoretical preparation. In the third section
it is studied the iteration method and continuation method to find fixed point or

points of single-valued nonexpansive mappings is studied.

Key Words: Fixed Points, Nonexpansive Mappings, Iteration Methods,
Continuation Methods.
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SIMGELER ve KISALTMALAR DiZiNi

Simgeler ve  Aciklamalar

Kisaltmalar

6(4) . A kiimesinin ¢ap1

A(K,{x,}) : Asimptotik merkezi

f:B—=C : B’denC’ye tanimli doniisiim
B(X,Y) : B’den C’ye sinirl lineer fonksiyoneller kiimesi
{x, } . Birx, dizisi

0B . B kiimesinin sinir1

C . C kiimesinin kapanisi

x (C) . C kiimesinin nonkompaktlik 6l¢iimii
N :  Dogal sayilar

- . Giiglii yakinsama

H . Hilbert uzay1

(x,y) : Ig carpim

C . Karmagik sayilar

co(C) : Konveks zarf

(X,d) . Metrik uzay

R" . n-boyutlu Oklidyen uzay

&) : Normlu uzay

R . Reel sayilar

FixT . T doniigiimiiniin sabit noktalar kiimesi
J :  X’in normallesmis dual doniisiimii
X* X uzaymnin duali

X . X uzaymin dual uzaymin duali

- . Zayif yakinsama



1. GIRIS

Adi diferansiyel denklemlerin ¢6ziimiiniin varligini, tekligini ve bir integral
denkleminin ¢oziimiiniin varligin1 gostermek amaciyla kurulmus olan Sabit Nokta
Teorisi ¢aligmalarinin tarihi 19. yiizyil baslarina dayanmaktadir.

Gilinimiizde pek ¢ok arastirmaci sabit nokta teorisi ile ilgili problemleri
genisleterek degisik uygulama alanlar1 bulmaya calismaktadir. Ozellikle fizik, kimya,
biyoloji, ekonomi ve oyun teorisi gibi alanlarda sabit nokta teknikleri
uygulanmaktadir. Genel olarak yapilan ¢alismalar tam metrik uzay, lineer normlu
uzay ve Hilbert uzay tizerinde tanimli doniistimler i¢in sabit nokta teorisi ilizerinedir.

Bir fonksiyonun sabit noktalarinin varligi ve tekligi hakkinda bir¢ok teorem
verilmigtir. Sabit noktanin varligi ve tekligi, fonksiyona ve fonksiyonun tanimh
oldugu uzaya gore degismektedir. Bu boliime konu ile ilgili belli bash teoremleri
vererek devam edecegiz.

1912°de Brouwer Sabit Nokta teoremi ile B, R™ de birim kiireyi gostermek
lizere f: B = B siirekli doniisiimiiniin sabit noktasi oldugu kanitlanmistir [Brouwer,
1912]. Dikkat edilirse bu teorem ¢6ziimiin varligini garanti ederken, teklik i¢in bilgi
vermemektedir. Ornegin: f:[0,1] — [0,1], f(x) = x? doniisiimii  siirekli  bir
doniistimdiir, fakat O ve 1 gibi iki sabit noktas1 vardir.

Bu teorem sonsuz boyutlu uzaylarda gecerli degildir. H sonsuz boyutlu Hilbert
uzayinda B birim kiire olmak fiizere, f:B — B siirekli fonksiyonunun sabit bir
noktasit olmak zorunda degil. Bu sonucu 1941°de Kakutani vermistir [Kakutani,
1941].

1930’da Schauder tarafindan, sonsuz boyutlu Banach uzaylarinda ilk sabit
nokta teoremi verilmistir. Schauder, X Banach uzay1 ve bu uzaydan alinan kapali ve
kompakt bir B alt kiimesi i¢in, f: B — B siirekli fonksiyonunun sabit bir noktasinin
oldugunu kanitlamistir [Schauder, 1930]. Bu teorem, oyun teorisi ve diger
miihendislik ekonomi gibi alanlarda da kullanilmistir. Bu teoremde kompaktlik ¢ok
giiclii bir kosuldur. Schauder, ayrica X Banach uzayinin kapali sinirli konveks bir B
alt kiimesi i¢in, f(B) kompakt olacak sekilde, f: B — B siirekli doniigiimiiniin sabit
bir noktasi oldugunu da kanitlamistir.

1935’de Tychonoff, X yerel konveks topolojik vektor uzay1 ve bu uzaymn
bostan farkli, kompakt ve konveks bir B alt kiimesi igin, f:B — B siirekli
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doniistimiiniin sabit bir noktasi oldugunu gostermistir [Tychonoff, 1935]. Ayrica Ky
Fan tarafindan Tychonoff teoreminin bir genellestirmesi verilmistir.

(X, d) metrik uzay olmak tizere, f:X — X doniisiimiine, her x,y € X igin,
d(f(x),f») <kd(x,y) sarti saglanacak sekilde birk € [0,1) sabiti varsa,
daralma doniisiimii denir . Her daralma doniisiimii siirekli bir doniistimiidiir, ama her
stirekli doniistimiin daralma doniisiimii olmas1 gerekmemektedir [Banach, 1922].
Ornegin f(x) = x siirekli bir déniisiim, fakat daralma déniisiimii degildir.

1837°de Liouville tarafindan tanitilan daha sonra 1890°da Picard ve sonra
Banach tarafindan gelistirilen, Banach daralma prensibi olarak bilinen teoremle, X
bir tam metrik uzay olmak tizere, f: X — X daralma doniisiimiiniin tek sabit noktas1
var oldugun yani f(x) = x denkleminin tek ¢éziimiiniin var oldugu gosterilmistir.

(X, d) metrik uzay olmak iizere f:X — X donilisimiine her x,y € X ig¢in
d(f(x),f(») < d(x,y) sarti saglaniyorsa, genislemeyen doniisiim denir. X tam
metrik uzay ise, genislemeyen bir doniisiimiin sabit noktas1 olmak zorunda degildir.
Ornegin, k sifirdan farkli bir sabit olmak {izere, R iizerinde tammli, f(x) = x +k
genislemeyen doniisiimiiniin sabit bir noktas1 yoktur.

B, H Hilbert uzayinin kapali siirli konveks bir alt kiimesi olmak {izere,
f:B — B genislemeyen doniisiimiiniin sabit bir noktasi oldugunu 1965’de Browder ,
Gohde ve Kirk kanitlamislardir.

X Banach uzay1 ve bu uzayin kapali, konveks ve sinirlt bir B alt kiimesi igin,
f: B = B genislemeyen doniisiimiinii ele alalim. Her bir r; € [0,1) ve keyfi bir y € B
i¢in, fr.x=1; x+ (1 —r;))y  doniigimlerini tanimlayalim. Burada, fr;i BB
doniistimlerinin her biri, r; ise Lipschitz sabiti ile bir daralma doéniisiimii olur. Banach
daralma prensibi geregi tim bu f,., déniisimlerinin f, x,, = X, V€ X, = fr, X, +
(1 —r7)y olacak bigimde tek bir sabit noktas1 vardir. Burada, {x,} dizisinin f nin
sabit noktasmma yakinsaylp yakinsamadigi sorusunun cevabi genislemeyen
dontigiimlerde genel olarak olumlu degildir. Browder, bu sorunun cevabini hangi
durumda olumlu olabilecegine dair asagidaki teoremi vermistir [Browder, 1967a].

S6z konusu teoreme gore, H Hilbert uzaymin kapali sinirli konveks bir C alt
kiimesi olmak tizere, f:C — C genislemeyen bir donisimi ile f, x =rfx +
(1-r)y (yeC ve re€(01)) olacak bicimde tanimlanan f, doéniisiimleri ele
alinsin. x, = f x, alalim. Boylece {x,,} dizisi, f nin y ye yakin bir sabit noktasina

yakinsar.



f:B = R"™ siirekli doniisiimii bir nonself doniisiim olmak iizere, f(0B) S B
sart1 saglanirsa, bu doniisiimiin sabit bir noktas1 vardir [Rothe, 1937].
1955’te Krasnoselskii tarafindan, X Banach uzay1 ve bu uzaym kapali, sinirh

ve konveks bir C alt kiimesi olmak iizere, f: C = C, f(C) kompakt olacak sekilde

genislemeyen bir doniisiim verilsin. f1 x = % fx +% x  olacak bi¢cimde verilen
2
(fO)™ x dizisi, f nin sabit noktasina yakinsar [Krasnoselskii, 1955]. Varyasyonel
2

esitsizlik problemlerinde ¢6ziim bulmak i¢in iterasyon dizileri kullanilmaktadir.

X normlu uzayimin, bostan farkli bir C alt kiimesi ve x € X elemani1 verilsin.
d(x,C) = infyec ||x — y|| olarak tanimlanmak iizere, y, € C igin |lx — yol| =
d(x,C) olursa, y, € C elemanina, x e en iyi yaklagim denir. x ten C kiimesine tim
en iyi yaklagimlar kiimesini P;(x) = {y € C: ||x - y|| =d(x,C) } ile gosterelim. X
kiimesinden 2€¢ kiimesine tanimli bu P, doniisiimiine C iizerine metrik projeksiyon
denir. Ayrica yaklagim dontisiimii ya da en iyi yaklasim operatorii olarakta bilinir.

H Hilbert uzayinin, bostan farkli kapali konveks bir C alt kiimesini alalim
f:C — H siirekli bir dontisim, 0 <r <1, [ birim donlisim ve I —r.f daralma

doniisiimii olsun. Boylece,

Uppr =P (I —1f)u,, U, €C (1.1)

iterasyon dizisi, (., .) i¢c ¢arpim iglemi olmak iizere, her y € C i¢in < fu,y —u > >
0 olacak bi¢imdeki u ya yakinsar [Singh et al., 1997].
H Hilbert uzayinin, kapali ve konveks bir C alt kiimesini, f:C — H siirekli

doniigiimiinii ele alalim. I — f genislemeyen doniigiim ve (I — f)(C) sinirli olsun.

un+1:P° (I_f)un ) Tl=1,2,..., ulec (12)

iterasyon dizisi lim,_. d(u,, f) = 0 sartiyla her x € C i¢in, < fu,x —u>=>0
esitsizliginin  ¢oziimii olan u ya yakinsar. BuradaF, P-(I—f):C—>C
doniisiimlerinin sabit noktalar kiimesi olur.

H Hilbert uzayinda, C; ve C, iki kapali konveks kiime olsun. g =

P; P, yaklagim doniisiimlerinin ¢arpimi olmak iizere, bir {x,} dizisinin, g nin bir



sabit noktasina yakinsamasi , C; ve C, kiimelerinden biri kompakt oldugunda ya da
sonlu boyutlu ve kiimeler arast mesafe erisilebilir oldugunda saglanir.
X Metrik uzaymim € smurl alt kiimesi olsun. o (C) ile nonkompaktlig
Olclimiinii tanimlayalim.
o (C) =Inf{E > 0:C; ¢ap1 E’den kii¢iik ya da esit alt kiimelerin sonlu
ortiiliisiine sahip olsun.}
X metrik uzaymnin sinirh bir A alt kiimesi igin, « (4) < §(4) olur. Burada
6(A) ile A’nin cap1 gosterilmektedir. Nonkompaktlik dl¢limiiniin baz1 6zellikleri

asagida verilmistir.

ACB =« (4) <« (B) (1.3)

x (4) = x (4) (1.4)

« (AU B) = max{x (4),x (B)} (1.5)
o« (A) = 0 < A 6n kompakt (1.6)

f:X — X siirekli doniistim , < (4) > 0 bi¢imde keyfi A sinirh alt kiimesi i¢in
x ( f (A)) < & (A) oluyorsa bu doniisiime yogunlasmis doniigiim denir.

f:C — C yogunlasmis bir doniisiim olsun. X Banach uzayinin kapali, sinirh ve
konveks bir C alt kiimesi alinsin. Bdylece f nin C de en az bir sabit noktasi vardir.

B, R™ de birim kiire olmak iizere, F:B — R™ siirekli fonksiyon olsun.
Boylece, y € B i¢in < fy,x —y > = 0 (Vx € B) saglandig1 1966 da Hartmann ve
Stampacchia tarafindan kanitlanmistir [Hartman and Stampascchia, 1966].

Burada P, B iizerine metrik iz diisim olmak {izere, yukaridaki esitsizligin
¢Oziimii varsa, P(I — f) doniisiimiiniin sabit bir noktas1 vardir.

X lineer uzayini ve bu uzaym, bostan farkli, kapali ve konveks bir C alt
kiimesini ele alahm. f:C — X siirekli doniigiim olsun. Her x € C i¢in, |fy —y| =
Inflx — fy| olacak bigimde bir y € C oldugu, 1969’da Ky Fan tarafindan
kanitlamigtir [Fan Ky, 1961].

f:B — X siirekli doniisiimii, B, r yarigapl kapali kiire olmak iizere asagidaki

kosullardan birini saglarsa sabit noktaya sahiptir:



1) f(0B) € B (Rothe Sart1)

i) |fx—x|*> =|fx|*>—|x|* (Altman Sart1)

i) fx =kx x€0dB k<1 (Schauder Sart1)

iv) Eger f:B - X ve fy #y olursa [y, fy] dogru pargast B'nin en az iki

elemanina sahiptir.(Fan Sart1)

1941°’de Kakutani, Brouwer sabit nokta teoremini ¢ok degerli doniisiimlere
genellemistir.

Biz de bu tezde, genislemeyen doniisiimlerin sabit noktalarinin bulunmasi igin
kullanilan iterasyon ve salimim metotlarmin literatiirdeki gelisimine gore bir

derlemesini yaptik.

1.1. Tezin Amaci, Katkisi ve i¢erigi

Sunulan bu tezde genislemeyen doniisiimlerin sabit noktalarin1  bulma
yontemlerinden iterasyon ve uzanim metotlari incelenmistir. Tanim uzay1 tizerinde
hangi kosullarin zayiflatilmas: durumunda sabit noktanin elde edilebilecegi sorusu
lizerine yogunlagsmak ana problemimizi belirlemistir.

[k boliimde tarihsel siirec ve bu alandaki temel calismalar incelenmistir. Tkinci
boliimde, sabit nokta probleminde karsilasilan temel tanim, kavramlar ve teoremlere
yer verilmistir. Uciincii boliimde, genislemeyen bir doniisiimiin sabit noktasini

bulmada kullanilan iterasyon ve uzanim metodu incelenmistir.



2. KURAMSAL HAZIRLIKLAR

Bu bdliimde, Sabit Nokta Teoremlerinde karsimiza g¢ikacak olan bazi temel

tanim, teorem ve orneklere yer verilmistir.

2.1. Temel Kavram ve Teoremler

Tamm 2.1: X bostan farkli bir kiime ve her x\y,z € X i¢cin d:X X X — [0, )
fonksiyonu,

i) dix,y) =0=x=y

i) d(x,y) = d(y,x)
i) d(x,y) < d(x,2) +d(z,y)

sartlart saghyorsa d ye X iizerinde bir metrik ve (X ,d) ikilisine de metrik uzay denir.

(X,d) metrik uzayda bir {x,} dizisi gz oniine alinsin. Bu durumda,

i) Ve>0icin n> N oldugunda d(x,,x) < € olacak bicimde N=N(¢) dogal
sayis1 varsa {x,} dizisine x noktasma yakinsar denir ve x, — x seklinde
gosterilir.

i) Ve>0igcinm, n>N oldugunda d(x,,x,) < & olacak bigimde N=N(¢)

dogal sayis1 varsa {x,, } dizisine Cauchy dizisi denir.

Herhangi bir metrik uzayda, her yakinsak dizi bir Cauchy dizisi iken tersi her
zaman dogru degildir. (X,d) metrik uzayindan alinan her {x,} Cauchy dizisi bu

uzayda yakinsak ise, bu metrik uzaya tam metrik uzay denir.

Tamm 2.2: (X,d,) ve (Y,d,) birer metrik uzay olsun. f:X — Y bir doniisiim ve
Xo € X alalim. Her € >0 icin, d,(x,x9) <& oldugunda d,(f(x),f(xy)) <¢€
oluyorsa, ya da denk bir ifadeyle f(D(xq,8) S D(f(xy),€) olacak sekilde & > 0

varsa, f doniisiimii x, € X noktasinda siireklidir denir ve eger bu doniisiim uzayin

6



her noktasinda siirekli ise f, X uzayinda siireklidir denir. Aslinda bir x, € X
noktasinda siirekli olmasit x, — x, olurken f(x,) — f(x,) olmast demektir

[Bayraktar, 2000].

Ayrica her x ve y€ X icin, d;(x,y) <38 oldugunda d,(f(x),f(y)) <¢
olacak sekilde verilen bir € >0 i¢cin § = §(¢) varsa, f donilisiimiine diizgiin
stireklidir denir.

X metrik uzayindan bagka bir Y metrik uzayina tanimlanan her Lipschitzian
doniisim diizglin streklidir. (X,d;) ve (Y,d,) birer metrik uzay olmak

tizere, T: X — Y dontisiimiine her X,y € X ve L> 0 igin,

d,(Tx,Ty) < Ld,(x,y) (2.1)

gergeklesiyorsa, Lipschitzian doniisiim denir. Burada eger § =E olarak segilirse,
doniigiimiin diizgiin siirekli oldugu goriiliir.

T-X-Y, Tx = i donitigimiinin X = (0,1], Y = R alirsak, siirekli doniisiim
oldugu, ama diizgiin siirekli olmadig1 goriiliir.

X bos olmayan bir kiime ve F cisim olsun. +: X XX > X ve . F XX - X

islemleri tanimlansin. X, + islemine gore asagidaki sartlar1 saglarsa degismeli bir

gruptur:

1) Herx,y € X icin x+y € X dir,

ii) Her x,y, z € X i¢in x+ (y+z)=(x+y)+z dir,

iii)Her x € X i¢in x +0=x+0 =x olacak sekilde 6 € X vardir,

iV)Her x € X igin X + (—x)= (—X)+x=0 olacak sekilde —x& X vardir.

V) Her X,y € X i¢in x+y=y+x dir.

Her X,y € X ve a, B € F olmak iizere asagidaki sartlar saglanir:

i) ax€ X dir,

i) a(x+y )=ax+ay dir,



i) (0-B)x=0x+Bx dir,

iv) (af)x=a(px) dir,

V) 1x = x dir (Burada 1, F nin birim elemanidir).

F =R ise X e reel lineer uzay, F = C ise X e kompleks lineer uzay adi verilir.

X lineer uzayimin bir C alt kiimesi i¢in,

Vx,y€Cvele€[01]igin(1-A)x+Ay € C (2.2)

gergeklesiyorsa C kiimesine konveks kiime denir. X lineer uzayimin konveks olmak
zorunda olmayan bir C alt kiimesi i¢in ise C yi igeren X in biitiin konveks alt

kiimelerinin arakesitine C’nin konveks zarfi denir.

Tamim 2.3: X, K cismi iizerinde bir lineer uzay ve f:X — R* bir fonksiyon olsun.
Eger f fonksiyonu her x, ye X ve her A € K igin,

i) %]l =0 < x=0
i) [12¢]] = |21]]]]
ii) [l + y1I < [1xl] + |11l

ozelliklerini saglyorsa, ||.|| fonksiyonuna X iizerinde bir norm ve (X, ||.||) ikilisine

de normlu uzay denir.

Asagidaki kosullar1 saglayan reel degerli p: X - R fonksiyonuna yar1 norm

denir:

i) p(x)=0
i) p(x+y) < px) +p()
iii)Her x,y € X ve her a € R igin p(ax) = |a|p(x)



(X,|lI) normlu uzay olmak iizere, X iizerinde norm yardimiyla, d(x,y) =

||x — y|| metrigi tanimlansin. Normun belirledigi metrige gore uzayimiz tam ise, bu

uzaya Banach uzay1 denir.

Tanmim 2.4: Simdi gii¢lii ve zayif yakinsama tanimlarindan bahsedelim:

i) (X,JlI) bir normlu uzay ve bu uzayda bir {x,} dizisi alalim. lim,_c||x, —
x|| = 0 ise {x,} dizisi X€ X noktasina giiclii yakinsar denir ve x,, — x ile
gosterilir.

i) (X,|I.I) bir normlu uzay ve bu uzayda bir {x,} dizisi alalim. Her f € X* igin
lim,_,. f(x,) = f(x) olacak bi¢imde bir x € X varsa {x,} dizisi x € X

noktasina zayif yakinsar denir ve x,, — x ile gosterilir.

X Banach uzayi olmak iizere, bu uzaydan alman bir {x,} dizisi, x € X
noktasina zayif yakinsasm. Bir {a,} dizisini a,, — a olacak bigimde segelim. O

zaman {a,,x, } dizisi, ax e zayif yakinsar.

Tanim 2.5: X bostan farkli bir kiime ve t, X’ in alt kiimelerinin bir ailesi olsun.

Eger,

i) @,X bu aileye ait
i) T keyfi birlesim altinda kapall

i)t sonlu kesisim altinda kapali

oluyorsa t’ ya X iizerinde bir topoloji denir.

X* dual uzaymndan alinan her bir f fonksiyoneli ve x € X i¢in tanimlanan
pr(x) = [{x, f(x))| ifadesi, X {iizerinde bir yar: norm belirtir. Buna gore,
{pf} fex+ yart normlar ailesi X {izerinde bir zayif topoloji olusturur. X Banach
uzayimin bir C alt kiimesine zayif topolojiye gore kapaliysa, zayif kapalidir denir.

{x,} dizisine, X normlu uzayinda, f € X" i¢in {f (x,)} dizisi bir Cauchy dizisi olursa



zay1f Cauchy dizisi ve bu zayif Cauchy dizisi X normlu uzayinin bir elemanina zayif

yakinsarsa, X normlu uzayina zayif tam uzay denir.

X ve Y Banach uzaylarinda T:X — Y doniislimiinii alalim. Bu durumda

asagidaki tanimlar verilmektedir:

1) C, X uzayinda simirli iken T(C) de sinirli oluyorsa T doniisiimii sinirli doniisiim
denir.

I1) X uzayinda her noktanin T(U) smirli olacak bigimde sinirli bir U komsulugu
varsa T doniisiimii yerel sinirli doniisiim denir.

Iii) X uzayinda x,, — x iken Y uzaymnda da Tx, — Tx oluyorsa T doniigiimiine
zay1f siirekli doniistim denir.

IV) X uzayinda x, — x iken Y uzayinda da Tx, — Tx oluyorsa T doniigiimiine
yart1 siirekli dontigiim denir.

V) X uzayinda x,, — x ve Y uzayinda da Tx,, — y olurken T(x) = y oluyorsa, T
doniisiimiine kapali dontistim denir. Eger X uzayinda x,, = x ve Y uzayinda da
Tx, — y olurken T(x) =y oluyorsa, T doniistimiine zayif kapali doniistim
denir. Eger X uzayinda x,, = x ve Y uzayinda da Tx, — y olurken T(x) =y
oluyorsa T doniisiimiine yar1 kapali doniisiim denir.

vi) X igindeki her {x,} dizisi i¢in, {Tx,,} dizisinin Y i¢inde yakinsak bir alt dizisi

varsa T dontigiimiine kompakt doniisiim denir.

Tamm 2.6: C cismi iizerinde tamimli X lineer uzayi goz éniine alinsin. Her X,y, z € X

vea,B € Cicin{.,.: X xX - C

i) (x,x)=0ve(x,x)=0=x=0

i) (x,y) = (v,x)
iii){ax + By, z) = alx, z) + B(y, z)

ozelliklerini saglyyorsa, (X (.,.)) ikilisine i¢ ¢arpim uzayr ya da on Hilbert uzay: da

denir.
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Tanmim 2.7: K cismi iizerinde X ve Y lineer uzaylar: ve bu uzaylar arasi T:X »Y

operatorii her x,y€ X ve a € K i¢in,

) Tx+y)=T(X)+T(y)
i) T(ax) = aT (x)

sartlarim sagliyorsa, T operatériine lineer operator denir. Ozel olarak Y =R ise,
lineer fonksiyonel denir.

X uzayinda x,, — x iken Y uzayinda Tx,, — Tx ger¢eklesiyorsa, T operatdriine
stirekli operator denir.

Her x € X i¢in ||Tx|| < M||x|| olacak bigimde sabit M> 0 varsa, T operatoriine

siirlt operator denir.

Teorem 2.1: Normlu uzayda, T lineer operatoriiniin siirekli olmast i¢in, stnirlt olmast

gerek ve yeterdir.

Tanim 2.8: B(X,Y) ile T:X = Y tiim lineer sumirlt operatorler ailesini gosterelim.

B(X, Y) bir lineer uzaydwr ve bu uzayda tanimli norm,

ITllp = inf{M:[ITx|| < Mlx||, x € X} (2.3)
— ITx]l 24
—sup{”x”,xio,xeX} (2.4)

=sup {lITx|l,x € X, llx|| <1} (2.5)
=sup {lITx|l,x € X, [|x|| = 1} (2.6)

bicimindedir.

Teorem 2.2: B(X,Y) normlu lineer uzay1, Y bir Banach uzayr olursa, bir Banach

uzayt belirtir.

Teorem 2.3: X bir Banach uzayi ve Y bir normlu lineer uzay, {T;};c; € B(X,Y) bir

lineer ve sinirli operatorler ailesi olsun. Her x € X igin, {T;x}, Y i¢inde suwrlt bir

11



kiime olsun. Boylece {||T;||g} dizisi, R*icinde simrli bir kiime olur. Yani T;

operatorleri diizgiin sinirlidir.

Tamm 2.9: Bir X normlu uzayi iizerinde tammly tiim lineer simwrlt fonksiyoneller

uzaywma bu uzayin dual uzayr denir ve X* ile gosterilir.

X* = B(X,R) uzayinda tanimli norm, Sy birim kiire olmak tizere, ||f]|, =
sup{lf (x)[; x € Sx} dur.

Sonug olarak diyebiliriz ki, (X*, ||.||.) uzay1 her zaman bir Banach uzayidur.

Bir X lineer uzaymda x € X olmak tizere, j(X)=||f|l.IlxIl ve lljll. = llx|| ya da
jO)=]1x|l ve |lj]l. = 1 olacak sekilde j€ X* vardir.

Herhangi bir metrik uzayda kompaktlik, sayilabilir kompaktlik ve dizisel
kompakthik esdeger kavramlardir. Metrik uzay i¢in kompaktligi asagidaki sekilde

verecegiz.

Tanim 2.10: Bir (X,d) metrik uzaymn bir C alt kiimesinde yakinsak her dizinin yine
bu kiime iginde yakinsak bir alt dizisi varsa, C kiimesine kompakt kiime denir.

Kapanist kompakt olan bir kiimeye ise nispeten kompakt kiime denir.

Tamm 2.11: C, (X,d) metrik uzayimin bir alt kiimesi olsun. Her € > 0 i¢cin C S

™ Bo(x;) olacak bigimde x1,x, ... , X, € X sonlu elemanlart varsa, C kiimesine
tamamen sl kiime ve {xq,X,,..,X,} kiimesine de sonlu & — net denir.
Tamamen simirli kiimelerin her alt kiimeleri de tamamen sumirlidir. Ayrica tamamen

swtirly bir kiime simirli bir kiimedir.

Kompakt bir metrik uzayin, bir alt kiimesinin de kompakt olmasi i¢in kapali bir
kiime olmas1 gerek ve yeterdir.

Ayrica bir metrik uzaym kompakt olmasi, bu uzaydan alinan her dizinin
yakinsak bir alt diziye sahip olmasi ve bu uzayin tam ve tamamen sinirli olmasi

kavramlar1 esdegerdir.

12



Onerme 2.1: X tam metrik uzayimn bir C alt kiimesinin kompakt olmasi icin C
kiimesinin kapali ve tamamen simirli olmasi gerek ve yeterdir.C kiimesinin de

kompakt olmast i¢in C 'nin tamamen sinirli olmasi gerek ve yeterdir.

Eger C kiimesi kompakt ise, C kiimesine bagil kompakt kiime denir. Buradan
da, tam metrik uzayin kapali bir alt kiimesinin kompakt olmasi i¢in bagil kompakt
kiime olmas1 gerek ve yeterdir.

Mazur teoremine gore, bir Banach uzaymin kompakt bir € alt kiimesinin
konveks zarfinin kapanis1 da kompakttir.

Heine-Borel teoremine gore, R nin bir C alt kiimesinin kompakt olmasi i¢in bu
kiimenin kapal1 ve sinirli olmasi gerek ve yeterdir.

Dikkat edilirse (0,1) metrik uzayr alisilmis metrikle tamamen sinirhidir,
kompakt degildir. Ayrica R alisilmis metrige gére tam uzaydir, ama tamamen sinirl
olmadigindan kompakt degildir.

Normlu uzaylarda da kompaktlik tanimi benzerdir. Normlu uzaydan alinmis
her sonsuz dizinin, yakinsak bir alt dizisi mevcutsa, normlu uzaya kompakt denir.

X normlu uzayimin her kompakt alt kiimesi kapalidir, ama tersi dogru degildir.
R™ kapalidir ama kompakt degildir. Ornegin: R de (—oo, 0] kiimesi kapalidir, ancak
kompakt degildir. Ayrica bu normlu uzayin her kompakt alt kiimesi tam ve sinirhidir.
Dikkat edersek, bir normlu uzayin kapali ve sinirh bir alt kiimesinin kompakt olmasi
zorunlulugu yoktur. Eger normlu uzay sonlu boyutlu olursa, her kapali ve siirl alt

kiime kompakt olur.

Tamm 2.12: (X,].|]) normlu uzay: ve (X*, ||. ||.) Banach uzay: olsunlar. j€ X* alalim.
X* dual uzayda f,(j) = (x,j) fonksiyonu tamimlayalim. Bu f, fonksiyonu, lineer ve
smirlt olacagindan X*iizerinde bir sumirll lineer fonksiyonel olur. Bu durumda X*
tizerindeki tiim sinirli lineer fonksiyoneller uzayini X** ile gésterelim. Bu uzaya X in
ikinci dual uzay denir. ||. ||.. ile de || fll=|lx|| normunu tamimlayalim. @: X — X,
@(x) = f, olacak sekilde, lineer ve izometri olan dogal genisleme fonksiyonu

tamimlayalim. Eger bu fonksiyon orten olursa, X uzayina yansimali uzay denir.

Herhangi bir normlu uzayda, gii¢lii yakinsaklik ve zayif yakinsaklik arasindaki

iliski asagidaki onerme ile verilmektedir.
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Onerme 2.2: (X,||.|]) normlu uzay ve bu uzayda {x,,} dizisi alalim. Eger {x,} dizisi,

x € X noktasina giiglii yakinsarsa, {x,} dizisi, x € X noktasina zayif yakinsar.

Teorem 2.4: X sonlu boyutlu normlu uzay ise, giiclii yakinsama zayif yakinsamaya
denktir.

Onerme 2.3: X Banach uzayi Ve C kiimesi bu uzayin bostan farkli bir alt kiimesi

olsun. C kiimesinde, {x,} dizisi, x € ¢ noktasina zayif yakinsasin. O zaman x €

Co(C) olur.

Teorem 2.5: X bir Banach uzay: ve bu uzayda {x,} dizisi alalim.

i) x, ~x olmasi1 {x,} dizisinin sirlh  olmasim  gerektirir Ve
x|l < limy,o inf[|xy || olur.
) X uzaymmda x, = x olmasi ve X* dual uzaymda f, — f giiclii yakinsamasi

R'de f,,(x,,) — f(x) olmasi demektir.

Onerme 2.4: X normlu uzayinin konveks C alt kiimesinin zayif kapali olmast icin C

kiimesinin kapalr olmasi gerek ve yeterdir.

Onerme 2.5: X bir Banach uzayi ve C zayif kompakt bir alt kiimesi olsun. Buradan C

kiimesi sinirlidir ve Co(C) zayif kompakt olur.

Banach uzaymin kapali konveks bir C alt kiimesi i¢in, C’nin zayif kompakt
olmasi ile C den alinan her bir {x,} dizisinin, C i¢inde zayif yakinsak bir alt diziye
sahip olmasi esdegerdir. Zayif kompakt bir kiimenin kapali ve konveks bir alt kiimesi
zaten zayif kompakt olur. Ayrica Kakutani teoreminden, X Banach uzayinin
yansimali olmasi i¢in birim kapali kiirenin zayif kompakt olmasi gerek ve yeterdir.
Hatta Kakutani teoremini genellestirirsek, X Banach uzayinin yansimali olmasi igin,

her kapali, konveks ve sinirli alt kiimesinin zay1f kompakt olmasi gerek ve yeterdir.
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Tanim 2.13: X bir Banach uzay: ve Sy, bu uzayda birim kiire olmak tizere, x + y €
Sy alalim. Her A € (0,1) i¢in, ||(1 — A)x + Ay|| < 1 olursa X uzayina kesin konveks

denir.

X Banach uzaymin kesin konveks olmasi i¢in gerek ve yeter kosul sifirdan
farkli her bir f € X* i¢in, ||x|| = 1 olan ve (x, f) = f(x) = ||f ||, esitligini saglayan

en cok bir x € X noktas1 vardir.

Omek olarak X = R™ ve norm olarak ||x||, = (Z?zleﬁ normunu
tanimlayalim. Boylece X uzay1 kesin konveks olur.

X kesin konveks Banach uzayinin bostan farkli, konveks bir C alt kiimesini ele
alalm. |[|x|| = inf{||z]|: z € C} olacak bigimde en ¢ok bir x € C noktas1 vardir. X
yansimali, kesin konveks bir X Banach uzay: ve bu uzayda bostan farkli, kapali ve
konveks bir C alt kiimesini ele alalim. ||x|| = inf{]|z]|: z € C} olacak bi¢imde tek bir
X € C noktas1 vardir ve ayrica bir x € X noktasina karsilik, ||x — z,|| = d(x, C)

olacak bi¢imde tek bir z, € C noktas1 vardir.

Tanim 2.14: X Banach uzayinda, 0 < ¢ <1, ||x|| < 1, ||lyll £ 1 ve ||lx — y|| = € i¢in
”x;—y” > 1 — & olacak bicimde oyle bir § = §(¢) varsa, X uzayina diizgiin konveks

Banach uzayr denir. Her Hilbert uzayt bir diizgiin konveks uzay olurken, €1 ve €

uzaylari diizgiin konveks uzay olmazlar.

Her diizgiin konveks Banach Uzay1 kesin konvekstir ve yansimalidir. Tersinin

dogru olmadigini gérmek igin, bir X = ¢, uzayini ve norm olarak f > 0 i¢in,

Xi .1
il = lxlle, + B )z @)
i=1
normunu tanimlarsak, x € ¢, i¢in (¢o , || |[g) uzay1 kesin konveks olur ama diizgiin

konveks degildir. Ayrica sonlu boyutlu her Banach uzay1 yansimalidir, ama diizgiin
konveks olmak zorunda degildir. X = R™ ve norm olarak |[x||; = X%, |x;| olarak

tanimlarsak diizgiin konveks olmaz.
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Teorem 2.5: X Banach Uzaymda her {x,} dizisi i¢in, x, = x, [|x,|| — llx||
oldugunda, x,, — x ger¢eklesirse, buna Kadec-Klee 6zelligi denir. Her diizgiin

konveks Banach uzay1 Kadec-Klee 6zelligine sahiptir.

Tamm 2.15: X bir Banach uzay: ve §,:[0,2] - [0,1],

5.0 = inf {1 = |72 - yex, lxll < 11yl < 1,11 =yl = ¢} (28)

fonksiyonuna konvekslik modiilii denir. X Banach uzayinin kesin konveks olmasi i¢in
6x(2) = 1 olmasi gerek ve yeterdir. Ayrica her t € (0,2] icin, 6x(t) > 0 olmasi da

X Banach uzayinin diizgiin konveks olmast i¢in gerek ve yeterdir.

Tanmim 2.16: X bir Banach uzay1 ve € > 0,x € Sy icin ||x — y|| > ¢ oldugunda

| %” < 1-20 olacak bicimde § = 6(x,&) > 0 varsa, X uzayina yerel diizgiin

konveks uzay denir. Her x € Sy ve € € (0,2] i¢in,
. xX—=y
8x(x, &) =inf {1 - ”T” :yeSy, lx —yll = e} (2.9)

sayisina da X Banach uzayinin yerel konvekslik modiilii denir. Her yerel, diizgiin

konveks Banach uzayi Kadec Klee ozelligine sahiptir.
Tamm 2.17: X lineer uzay ve f: X — (—oo, o],

i) Herx,yeX ve 1€[01] icin f(Ax+(A—-Dy) < Af(x)+ A -Df ()
oluyorsa f ye konveks fonksiyon denir.

i) A€ (0,1) vex # yeX, f(x) < oo, f(y) < oo olmak iizere

fx+ A -2Dy) < Af(x) + (1 —=A)f(y) oluyorsa f ye kesin konveks

fonksiyon denir.

Tamm 2.18: X bir Banach uzayi her bir x € Sy icin, {x,j,) = l|x|| ve |lj,ll =1

olacak bicimde tek j, € X* fonksiyoneli varsa, X wuzayina piiriizsiiz denir. £, L,
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(1 < p < ®) uzaylar piiriizsiiz Banach uzaylart olur. Ama €, Lo, £1, L1, ¢y uzaylart
piirtizsiiz olmazlar.

X bir normlu uzay ve x, € Sy noktasinda her y € Sy igin,

o + &1~ ol 2.10)

d |
= %o + t¥lleo = lim

limiti varsa X uzaymin normu X, € Sy noktasinda Gateaux diferansiyellenebilir
denir. Eger X wuzaymmmm normu, her bir x, €Sy noktasinda Gateaux
diferansiyellenebilir ise, X uzaymnin normuna Gateaux diferansiyellenebilirdir denir.
Her bir x,y € Sy igin, bu limit diizglince yaklasirsa X uzayinin normuna diizgiin
Gateaux diferansiyellenebilir denir. X Banach uzayinda norm olarak Gateaux

differansiyellebilir (0 hari¢ ) norm alinmasi piiriizsiizliik icin gerek ve yeterdir.

X bir Banach uzay ve x € Sy noktasinda her y € Sy i¢in,

+tyll —
Ll eyl = el 21D

t—0 t

limiti varsa, X uzaymin normu x € Sy noktasinda Frechet diferansiyellenebilir denir.
Eger bu limit her bir x,y € Sy i¢in diizgiince yaklasirsa, X Banach Uzayinin normu
diizgiin Frechet diferansiyellenebilir denir.

X Banach uzay: i¢in, X* kesin konveks olursa, X uzayi piiriizsiiz olur. X*
piiriizsiiz olursa, X kesin konveks olur. Dikkat edilirse X yansimali Banach uzay1

alimirsa bu ifadeler gerek ve yeter kosul haline donerler.

Tamm 2.18: X bir Banach uzayi ve p,: R - R™,

llx + yll + llx =yl
px(t) = Sup{ > Hixll =1L llyll =t (2.12)
llx + eyl + llx — eyl (2.13)
px(t) = Sup{ > Hlxll = llyll = 1

17



fonksiyonuna, X wuzayimin piiriizsiizliik modiilii denir. Burada, py artan siirekli

konveks bir fonksiyon olur.

Teorem 2.6: X bir Banach uzayi ve py(x) = limt_,opr(t) ifadesi piirtizsiizliik

karakteri ve €,(X) = sup{e € [0,2]: §x(e) = 0} ifadesi konvekslik karakteri olmak
tizere asagidaki esitlik gecerlidir:

po(x) = p'y(0) = Lim

px(t)
17

Tamm 2.19: X bir Banach uzayt ve p',(0) = lim;_, = 0 oluyorsa, X uzayna

diizgiin piiriizsiiz uzay denir. Her diizgtin ptirtizsiiz Banach uzay: piiriizsiizdiir. Ayrica
X Banach uzayinda X’in diizgiin piiriizsiiz olmast i¢in X* dual uzayinin diizgiin
konveks olmasi1 gerek ve yeterdir. X'in diizgiin konveks olmast i¢in de X* dual
uzaymmn diizgiin piiriizsiiz olmasi gerek ve yeterdir. Her diizgiin piiriizsiiz Banach

uzayt yansimalidir.

X Banach uzayimin diizglin Frechet differansiyellenebilir norma sahip olmasi

ile X* diizgiin konveks olmasi esdeger ifadelerdir.

2.2. Sabit Nokta Kavram

Tanmim 2.20: X bostan farkh bir kiime tizerinde tamimli herhangi bir T:X — X
dontistimii i¢in, Tx=x olacak bicimde x € X noktast varsa, bu noktaya T

doniistimiiniin sabit noktas denir.

Ornek 2.1: f:R— R f(x) =x3 déniigiimiiniin sabit noktalar1 -1, 1 ve 0

noktalaridir.

Ornek 2.2: f:R — R f(x) = x + 2 déniisiimiiniin sabit noktas: yoktur.

Ornek 2.3: f:R — R f(x) = In(1 + e*) déniisiimiiniin sabit noktas: yoktur.

18



Ornek 2.4: Diizlemin dondiiriilmesi tek bir sabit noktaya sahiptir. O nokta da dénme

merkezidir.

Ornek 2.5: X + @ ve I: X — X birim doniisiimii icin X kiimesinin her bir noktas

sabit noktadir.

Ornek 2.6: A = [0,2], B = [3,4] kiimeleri icin herhangi bir f: A — B doniisiimiiniin

sabit noktast yoktur.

Tamm 2.21: (X,d) bir metrik uzay ve f: X — X herhangi bir déniisiim olsun. a = 0
sabiti,

d(f(), f() < ad(x,y) (Vx,y €X) (2.15)

esitsizligi saglanacak sekilde varsa, bu f doniisiimiine Lipschitzian doniisiim denir.
(2.15) esitsizligi saglayan en kiigiik a sabitine de Lipschitzian sabiti denir ve « ile

gosterilir.

Tanmim 2.22: (2.15) esitsizliginde, f doniisiimiine a <1 i¢in daralma déniigiimii,

a = 1 i¢in ise genislemeyen doniisiim denir.
Tamm 2.23: (2.15) esitsizligi,

d(f(x), f(y) <d(x,y) (2.16)

biciminde oluyorsa, f doniistimiine kesin daraltan doniisiim denir.

Tanim 2.24: A, X topolojik uzayinmin bir alt kiimesi olsun. Eger r: X — A
doniisiimii stirekli ve her a € A i¢in r(a) = a oluyorsa, A4 kiimesine X topolojik

uzayimin bir igeri ¢ekeni denir ve r dontisiimiine de igeri ¢eken (biiziilme) denir.

Ornek 2.7: f:R—DRf(x)=x+e ve d(x,y) = |x —y| metrigi tammlansin.
d(f(),fO)) =Ix+e—y—el =|x —yl| = d(x,y) oldugundan her bir x ve y
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reel sayilart igin (2.1) esitsizligi saglanmis olur. Dolayisiyla f  doniigiimii

genislemeyen doniigiimdiir.

Ornek 2.8: X = (0,1] ve f:X — X doniigiimii, f(x) =§ seklinde tamimlansin. f

doniisiimii bir daralma doniistimiidiir.

Tanmim 2.25: Herhangi bir X kiimesi iizerinde f:X — X doniisiimii tanimlansin.

Keyfi bir x € X icin,

FO(x) = x, F""(x) = F(F"(x)) (2.17)

olacak bi¢imde F™(x) tamimlayalim. Bu F™(x) ifadesi, F altindaki x i¢in n. iterasyon

olarak tanimlanir.

Tanmim 2.26: X bir Banach uzay: ve A bu uzayda kapali, konveks ve sumirli bir alt
kiime olsun. Eger f: A — A genislemeyen doniisiimii, bos olmayan bir sabit nokta

kiimesine sahipse, A kiimesine sabit nokta ozelligine sahiptir denir.

2.3. Déniisiimlerin Sabit Noktalar: Icin Teoremler

Teorem 2.7: R de bir [a, b] kapali araligi olsun. f: [a, b] — [a, b] siirekli doniisiimii
icin, f(c) = ¢ olacak bi¢imde bir c € [a, b] sayisi vardur.

Ispat 2.7: Her x € [a, b] icin, T:[a,b] » R, T(x) = x — f(x) doniisiimii siirekli bir
doniisiim olur. Ayrica f(a) = a ise, T(a) < 0 ve f(b) < b ise, T(b) = 0 olur. Ara
Deger Teoremi geregi, T(c) = 0 olacagindan, f(c) = ¢ olacak bi¢imde c € [a, b]

mevcuttur.
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Teorem 2.8: (Banach Daralma Prensibi)
(X,d) bir tam metrik uzay, F: X — X bir daralma doniigiimii olsun. Bu durumda F

nin, w€X gibi bir tek sabit noktast vardwr. Dahast keyfi x € X igin,

LMoo F"(x) = w olur ve d(F"(x),u) < - d(x, F (x)) bulunur,

Ispat 2.8: Once tekligi gosterelim. Aksi olsa, x,y € X icin, x = f(x) ve y = f(y)

olsun.
d(x,y) = d(F(x),F(y)) < L.d(x,y) (2.18)

boylece, d(x,y) = 0 elde edilir.
Simdi varligi gosterelim. Bunun igin, {F™(x)} dizisinin Cauchy dizisi oldugunu
gosterelim.

nef{0,1..} icin, d(F"(x),F"*(x)) < Ld(F" 1(x)F™(x)) < - < L"d(x, F (x))

bulunur.
m > nicin,
d(F™(x), F™(x)) < (2.19)
d(F™(x), F*"(x)) + d(F™ 1 (x), F"*2(x)) + -
(2.20)
e+ d(F™1(x), F™(x))

<L d(x,F(x))+ -+ L™ d(x,F(x)) (2.21)
<IMd(x,F(x) 1+ L+L2+) (2.22)
L (2.23)

=1= Ld(x.F(x))

Boylece, {F™(x)} Cauchy dizisi olur. X uzayi tam oldugundan bir u € X igin

lim,_, o F™*(x) = u olur. Dahasu siireklilikten,

w = lim F™*1(x) = lim F(F"(x)) = F(w) (2.24)
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bulunur. Yani u bir sabit nokta olacak. Son olarak m — oo icin limit alirsak  (1.2)

icin,

n

d(F" ()W) < 7

d(x, F(x)) (2.25)

elde edilir.

Teorem 2.9: (X,d) kompakt metrik uzay, F: X - X bir doniisiim ve birbirinden
farkly x,y € X icin,

d(F(x),F(y)) <d(x,y) (2.26)

sarti saglanmirsa bu F déniistimiiniin bir tek sabit noktast vardir.

Teorem 2.10: (X, d) bir tam metrik uzay, x, € X ver > 0 icin,

B(xg, 1) ={x € X,d(x,xy) <71} (2.27)

tammlayalim. F:B(xy,1) = R bir daralma doniistimii olsun. d(F(xg),xy) <

(1 — L)r saglansin. Bu durumda F doniisiimiiniin B(x,,1) yuvarinda bir tek sabit

noktasi vardir.

Teorem 2.11: E Banach uzayinda, B, sifir merkezli ve r > 0 yaricapl kapal: bir
kiire olsun. F: B, = E daralma doniisiimii ve F(dB,) € B, olsun. Bu durumda, F

doniisiimiiniin, B, kapali yuvarinda bir tek sabit noktasi vardir.
Teorem 2.12: (Brouwer Sabit Nokta Teoremi) B, R™ de kapali yuvar, kompakt ve

konveks bir alt kiime olsun. Bu durumda, f:B — B siirekli doniisiimiiniin en az bir
sabit noktast vardir [Khamsi and Kirk, 2001] .
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Dikkat edersek, Brouwer teoremi sonsuz boyutlu Banach uzaylarina gegerli

olamaz. B kiimesi ¢, uzayinda kapali birim yuvar olsun.

X = (xl'x2 ) €EB T:B—->B,T(x) =(1—|xq],x1,%3 ...) (2.28)

Her x,y € B igin, ||T(x) — T(¥)|| < |Ix — y|| oldugundan, T doniisiimii siireklidir,
fakat sabit noktas1 yoktur.

Teorem 2.13: (Schauder Sabit Nokta Teoremi ) B, X Banach uzayinin bostan farklL,
kompakt ve  konveks bir alt kiimesi olsun. Bu durumda, f:B — B siirekli

déniisiimiiniin en az bir sabit noktast vardir [Khamsi and Kirk, 2001].

Ispat 2.13: B kompakt oldugu icin, f(B) én kompakt ve tam sinirli olmasindan her

n€N ve her x € B icin, min||f(x)—yi||S%, 1<i<N, olacak bigimde

{y1;}72: ryNn} g f(B) Val"dlr.
1
a;(x) = max{ —— |If (x) = yill, 0} (2.29)

olarak tammlayalim. Boylece, her bir x € B i¢ina;(x) # 0 olacak sekilde en az bir
i €{1,2..N,} vardwr.
Simdi P,: B — B,

»im a(x)y;

B, = N
0 =)

(2.30)

Schauder operator tanimlayalim.

Dikkat edilirse, B,(x), {yl,yz, ...,yNn} elemanlarinin konveks kombinasyonu
oldugundan P,(x) € B olur. F siirekli oldugundan tim a;(x) fonksiyonlari da
stireklidir. By, {y1, Y2, - Y, } vektorleri tarafindan, sonlu boyutlu Banach uzayinin

suirl, kapali ve konveks bir alt kiimesi olsun. P,: B, = B, olur. Brouwer Teoremine
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gore, her bir B, doniisiimiiniin, x,, € B,, € B gibi bir sabit noktast vardir. B kompakt

oldugundan, {x,} dizisinin x € B ye yakmsak{xnk} alt dizisi vardir. Herhangi bir n

icin,
17,0 = peol| = HEEETCD s
yMoa(x) 1 (2.32)
<nHUTT _Z
Z?le a; (x) n
O zaman,
[, = FCOI| < |[Pug Gong) = £ Cem)l| + |1 Cng) = £GO| (233)

limit alwrsak, ||x — f(x)|| = 0 olur. Yani x noktasi, f doniisiimiiniin sabit noktast

olur.

Teorem 2.14: (Genislemeyen Doniisiimler i¢in Schauder Teoremi)

E bir Normlu lineer uzay ve bu uzayin bostan farkl, kapali ve konveks bir C alt
kiimesini ele alalim. F: C — C genislemeyen doniisiim ve F(C), C kiimesinin kompakt

bir kiimesinin alt kiimesi olsun. Bu durumda F doniistimiiniin sabit noktasi vardir.

Ispat 2.14: xo € C alalimn = 2,3 ... icin,
1 1
E, = (1 _—)F 4= % (2.34)
n n

tanmimlayalim. C konveks ve x, € C oldugundan F,: C = C daralma doniigiimii olur

ve her bir F, doniisiimiiniin,

Xy = Fy(xy) = (1 _ %) F(x,) +% %o (2.35)
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olacak bicimde tek bir sabit noktasi vardir. F(C), C nin kompakt bir alt kiimesi
oldugundan, S tamsayilarin bir alt dizisi var ve u € C icin; n - oo iken, F(x,) — o

olur. Bu yiizden,
1 1
X, = (1 - ﬁ) F(x,) + — XU (2.36)

olurken, doniisiimiin siirekliliginden F(x,) — F(u) olur. Boylece u = f(x) elde
edilir.

Teorem 2.15: H Hilbert uzay: ve bu uzayin bostan farkh, kapali, sinirlt ve konveks
bir C alt kiimesini ele alalim. F: C — C her bir genislemeyen doniisiimiiniin en az bir

sabit noktasi vardir.

Teorem 2.16: (X,d) bir tam metrik uzay ven € N icin T™ bir daralma doniisiimii

olsun. T: X — X doniisiimii tek bir sabit noktaya sahiptir [Khamsi and Kirk, 2001] .

Teorem 2.17: (X, d) bir kompakt metrik uzay, T: X — X kesin daraltan doniisiimiiniin

tek bir x, € X sabit noktasi vardwr ve her x € X icin, lim,_., T"x = x, gerceklesir.

Tam olmayan metrik uzaylarda daralma doniisiimlerinin sabit noktasi olmasi

gerekmez. X = (0,1], T: X » X, Tx = g ve alisilmis metrigi ele alalim.
1 1
d: (Tx,Ty) = 3 lx —y| = 3 d(x,y) (2.37)

olup, T doniisiimii bir daralma donisiimiidiir. Ama T doniisiimiiniin sabit noktasi
yoktur. Yani, Tx = x denklemini saglayan x = 0 noktasidir, ama 0 € X oldugu igin,

T doniisiimiiniin sabit noktaya sahip degildir.

Ayrica tam metrik uzayda genislemeyen doniisiimiin sabit noktasi olmasi

gerekmez. X = {x > 0, x € R} ve bukiimede d(x,y) = |x — y| metrigini alalim.
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T:X - X, T(x) = (x®+ 1)% (2.38)

dontisiimii genislemeyendir.

d(T(x), Ty) = [Vx2+1-y2+1]| (2.39)

VaZ+ 1+ y2+1 (2.40)
VaZ+14y2+1

= (\/x2+1—\/y2+1)

|x + y| (2.41)
= x =y
VaZ+1+/y2+1
<lx—yl=d(xy) (2.42)
.. [x+y| o
(Vx,y €ER igin N W, < 1 olacagindan.)

Ama her x € X igin, T(x) = Vx? + 1 # x oldugundan bu doniisiimiin sabit

noktas1 yoktur.

Teorem 2.18: ( Tychonoff Sabit Nokta Teoremi)
X yerel konveks, topolojik lineer uzay ve C bu uzayin bostan farkli, kompakt ve

konveks bir alt kiimesi olsun. T: C — C stirekli doniisiimiiniin sabit noktasi vardir.

Teorem 2.19: Diizgiin konveks Banach uzaylarinin bazi ozellikleri asagida ki gibidir:

1) Her diizgiin konveks Banach uzay kesin konvekstir.
i) Her diizgiin konveks Banach uzay: yansimalidir.

i) Her diizgiin konveks Banach uzayinda Kadec-Klee ozelligi vardr.

Teorem 2.20: X Banach uzayinda,

1) X™ kesin konveks ise X piiriizsiizdiir.

1) X™ piiriizsiiz ise X kesin konvekstir.

Eger X yansimalr Banach uzayt ise i) ve i) kosullar: gerek ve yeter olur.

26



Simdi 3. Boliimde kullanacagimiz bazi1 yakinsama teoremlerinden bahsedelim.
X Banach uzayinin, bostan farkli, kapali ve konveks bir K alt kiimesini ele alalim.
T:K — K bir genislemeyen doniisim ve Fix T ile T donilisiimiiniin sabit noktalar
kiimesini tanimlayalim. u € K sabit bir deger olmak tizere, t € (0,1) i¢in, T;: K = K

olmak iizere,

T,(x) =tu+(1—-t)Tx x€K (2.43)

seklinde tanimli T; doniisiimii bir daralma doniisiimiidiir. Banach daralma prensibi
geregi, y; =tu+ (1 —t) Ty, bigiminde y, € K sabit noktasi vardir. FixT
kiimesi bostan farkli oldugundan, {y,:t € (0,1)} kiimesi sirlidir. Bu iterasyonun
yakinsamasinda t = 0 iken y, nin yakinsamasi kritik rol oynamaktadir.

Browder ve Halpern ayni anda t — 0 iken, y; nin yakinsamasini asagida ki

teoremde ¢alismislardir.

Teorem 2.21: (Browder, Halpern) Reel H Hilbert uzayimin bostan farkli, kapali ve
konveks bir K alt kiimesini ve bir T:K — K genislemeyen doniisiimiinii ele alalim.
Fix T bostan farkli,u € K bir sabit deger ve y; iist teoremde ki gibi tanimlanmak
tizere, bir p € Fix T igin, lim;_,y, =polurveherbirz € FixT i¢cin<p—u,p —
z > < 0 varyasyonel esitsizligi saglanwr [Browder, 1967a] , [Halpern, 1967].

Bu teoremin Banach uzay versiyonu Reich tarafindan asagida ki teoremde

ifade edilmistir.

Teorem 2.22: X diizgiin, piiriizsiiz Banach uzay ve K bu uzayin bostan farkli, kapal
ve konveks bir alt kiimesi olsun. Fix T bostan farkli olacak bicimde, T:K — K
genislemeyen doniisiimii tanimlayalim.

u € K bir sabit deger ve y, (2.35) teki gibi tamimlanmak iizere, bazi p € Fix T
icin, limyLoy; =p ve <p—u,J(p —2z) >< 0 eyitsizligi saglanir. Burada z €
FixT ve Jde, X —» 2% olacak sekilde X in normallestirilmis dual doniisiimii olsun.

Normallesmis dual doniisiim,
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J) ={fex : <xf>=|xl|" =|If|} (2.44)

biciminde tanimlanir. [Reich, 1980].

Lemma 2.1: X bir reel Banach uzayr ve | normallestirilmis dual doniisiim. Her bir

x,y€EXve j(x+y) € J(x+y)igin,
||x+y||2S||x||2+2<y,j(x+y)> (2.45)

esitsizligi gecerlidir [Chang, 1997].

Lemma 2.2: {A,} negatif olmayan reel sayilarin, A1 < (1 =X )A, + B, n=0

ozelligini saglayan bir dizisi olsun. Burada {,} < (0,1) ve{B, } ise,

i) Sy o= +o0

Bn

i) limyosup =< 0 yada Y, By <o

ozelliklerini saglayan reel sayilar dizisi olsun. Bu durumda, lim,_ .4, =0

gergeklesir [Sangago, 2011] .

Teorem 2.22: K, X reel, diizgiin Ve piiriizsiiz Banach uzaywn, bostan farkl, kapall
ve konveks bir alt kiimesi olsun. T:K — K genislemeyen doniisiimii, Fix T #+ @
olacak bigimde verilsin. (0,1) araliginda alnan, {x,},{B,}ve {x,} dizileri,

u, xo € K icin,

i) < +B+¥,=1 ; ¥Yn=0

i) lim,Le, X,=0 ve Y, X,=+©
i) limy 00 =0

V) limy,_ |01 —%,| < +00

V) YreolBn+1 — Bnl < +o
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Xn+1 = ApU + BuXn + ¥uTx, 120 (2.46)

kontrol kosullarini saglasinlar. Béylece verilen bir u € K i¢in (2.38) gibi tanimlanan

{x,} dizisi, T nin bir sabit noktasina giiglii yakinsar [Sangago, 2011].

1967°de Opial, Hilbert uzaymnin geometrik Ozelliklerinden faydalanarak

asagidaki kavrami gelistirmistir:

Tanim 2.27: X bir Banach uzayr olsun. X uzayindan alinan, x € X noktasina zayif

yakinsayan herhangi bir {x,} dizisive y # x igin,

lim sup|lx, — x|| < lim sup||x, — yl| (2.47)

gergekleniyorsa, X Opial ozelligine sahiptir denir. 1 < p < oo olacak bigimde L,

uzaylart bu sarti saglarken L, uzaylari sadece p = 2 i¢in saglar [Opial, 1967].

1967°de ise Browder bir Banach uzayinin, zayif siirekli bir dual déniisiimle

Opial sartin1 sagladigin1 kanitlamistir [Browder, 1967b] .

Tanim 2.28: X Banach uzaywn, bostan farkl bir K alt kiimesini alalim. K da keyfi
{x,} dizisi i¢in, x, =~ x ve Tx, -y iken, x € K ve Tx =y gerceklesiyorsa,

T: K — X doniigiimiine y noktasinda yart kapalidir denir.

Teorem 2.23: X diizgiin konveks Banach uzayr ve bu uzayin bostan farkli, kapali ve
konveks bir K alt kiimesini ele alalim. T:K — X genislemeyen déniisiim olsun.

Boylece I birim operator olmak tizere, 1 — T doniisiimii yar: kapalidir [Browder,
1968].

Bu teorem Browder’in yar1 kapalilik prensibi olarak adlandirilir.

Teorem 2.24: Opial é6zelligini saglayan bir X Banach uzayini ve bu uzayin bostan

farklh, kapali ve konveks bir K alt kiimesini ele alalim. T:K — X  genislemeyen
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doniigiim olsun. Boylece, I birim operator olmak iizere, 1 —T doniisiimii yart

kapalidir [Goebel and Kirk, 1990].

Lemma 2.3: X reel, yansimali bir Banach uzayinin, bostan farkli, kapali ve konveks
bir K alt kiimesini ele alalim. J zayif siirekli normallestirilmis bir dual déniisiim

olsun. Fix T # @ olacak bicimde T:K — K genislemeyen bir doniisiim alalim.
Simdi {<,} {B,} ve {¥,} dizileri,

) X, +Bn+¥,=1 (Yn=0)
i) lim, 00 %, =0

ii)Yy® o= +oo
n=0

IV) Yol Xp1 =, | < o0
V) limy, o, <=0

Vi)zooi |Bn+1_,b)n| < 400
n=0

sartlarm saglasinlar. Boylece, verilen bir u € K icin, (2.38) gibi tanimlanan {x,}

dizisi, T nin bir sabit noktasina giiclii yakinsar.

Onerme 2.6: X Opial sartim saglayan Banach uzay ve bu uzayin bostan farkl ve
zayif kompakt bir C alt kiimesini ele alalim. T:C - C doéniistimii, Fix T +# @ ve

I — T, 0 da yart kapali olacak sekilde verilsin. C den alinan bir {x,} dizisi,

1) iMoo ||X, — Il (VD € Fix T) igin var olsun.

i) {x,,}, limn_mollxn - Txnll =0 sartim saglasin.
Boylece {x,} dizisi T 'nin sabit bir noktasina zayif yakinsar.
Onerme 2.7: X Banach uzay: ve bu uzayin bostan farkly, kapali ve konveks bir C alt
kiimesini ele alalim. Fix T + @ ve I — T, 0’da yart kapali olacak sekilde, T:C — C

doniisiimii alalim. C de D, ve D, sartlarim saglayacak bigcimde se¢ilen {x,} dizisi,

asagidaki ozelliklerden birini saglar:
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1) X Frechet Differansiyellenebilir normlu diizgiin konveks uzay olmak iizere,
Vp,q € Fix T icin, lim,_o < x,,,J(p — q) > limiti vardr.

i) X yansimali uzay olmak iizere, X* Kadec-Klee dzelligine sahip olsun.
Wy, ({x, ) 1le {x,} dizisinin tiim zayf dizisel limitleri kiimesini gosterelim. Bu
durumda, Vt€[0,1] ve baz p,q€ w,{x,}) icin, limy.o|lt x, +
1-t)p - q|| limiti var olsun. Boylece {x,} dizisi, T 'nin bir sabit noktasina

zayif yakinsar.

x = {x;} € C olmak tizere, £:C - K , £(x) = lim;_, x; bigiminde tanimh
limit fonksiyoneli olsun. Bostan farkli bir S kiimesi ve bu kiime {izerinde taniml
supremum normlu, sinirl ve reel degerli tiim fonksiyonlarin Banach uzaymi B(S) ile
gosterelim. X uzayi, B(S) in bir alt uzay1 ve X* dual uzayindan bir j elemani alalim.
e ise, X tlizerinde, her s €S igin e(s) =1 bi¢giminde tanimli sabit fonksiyon,

j(e) = j(1) olmak iizere ||j||.=j(1)=1 olursa X e ortalama denir ve her x € X igin,

infx(s) < j(x) <supx(s) (2.48)

SES

saglanir. f € £, alalim ve f(Xpm41 Xmazs o Xman ) 1fadesini f, (xpnen) ile
gosterelim.

Bu durumda siirekli lineer j € £, fonksiyoneli i¢in,

D) 11j1.=1(1)=1
ii) j,, (%) = jn(xp41) sartlart saglanirsaj ye Banach limiti denir ve LIM ile

gosterilir.

Onerme 2.8: X yansimali Banach uzay ve C bu uzayda bostan farkl, kapali ve

konveks bir alt kiime olsun. {x,,}, C de simrl bir dizi ve

i) limn_,oo||xn — Txn|| =0

i) limy o ||%n41 — TXp || =0

sartlarindan birini saglasin.
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M = {u € C:LIM,, || x,, — ul||? = infyec LIM,, ||x,, — z||?)}  kiimesi  tammlansin.
Boylece bu M kiimesi, kapali, konveks, sinirli ve bostan farkii T degismeyen bir alt

kiime olur.

Lemma 2.4: {x,}, negatif olmayan sayilarin Y 5—, X,= oo sartindaki dizisi olsun.
Bn > 0 varsayalim. Vn € N icin Y5—q <, B, < o Ve boylece lim,_, inf B, = 0

gergeklegir.

Lemma 2.5: {6,} dizisi, {B,} ve {¥,} dizileri i¢in, 5,41 < Bn 6p + ¥, (VN EN)
sartint saglayan negatif olmayan sayilarin bir dizisi olsun. Burada {B,} ve {x,},
{Brl S [1,0), Yoo i(Bn—1) < oo, Y7, ¥, < o sartimi saglayan negatif olmayan
sayilar dizisi olsun. Boylece lim,_, 8, vardir. Eger lim,_. inf §, = 0 olursa

lim 6, =0 olur.
Lemma 2.6: {«,},{b,} ve{t,}, 1< (A —t,) Xp+b,t, (mEN) sartim
saglayan negatif olmayan sayilar dizisi olsun. Burada t, € [0,1] ve g t, = © ,

lim,,_, by, = 0 saglansin. Boylece lim,,_, <,= 0 bulunur.

Lemma 2.7: X diizgiin konveks Banach uzayinin {x,} ve {y,} dizilerini ele alalim.

Xn+1 = (1 _ocn)xn +C, Y VE ||.Vn|| < ||xn|| (TL € N) (2-49)

Burada {cc,,} dizisi, [0,1] araliginda ve Y.;7—; min{x,, 1 —, } = oo sartimi saglayan

bir dizi olsun. Béylece 0 € {x,, — y,} olur.
Lemma 2.8: C, X Banach uzayinin, bostan farkli, kapali, konveks ve simirlt bir alt

kiimesi olsun. {T,}, C de tamimli Lipschitzian o6z doniigtimler dizisi olsun. Bu

durumda asagidakiler gecerlidir:

i) L, (= 1) T, nin Lipschitzian sabiti olsun. Y p—1(L, — 1) < o
i) F =ny-, Fix(T,).
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Verilen bir x; € C alalim. {x,} dizisini, x,,.4, =T,x, n€N  biciminde

tammlayalim. Boylece asagidakiler saglanir:

i) limn_,ooll X, — p|| vardir (Vp EFixT)

i) Eger X diizgiin konveks olursa Vfi, f, € F ve t € [0,1] i¢in, lim,_ ||t X, +
(1 =1¢) f1 — f>|| limiti vardir.

iii)X Frechet diferansiyellenebilir normlu, diizgiin konveks uzay olsun. Béylece

herp,q € F i¢in lim,_ . < x, —p,J(p — q) > limiti vardur.

Banach uzaylarda, bu {T™x} dizisi, nonlineer operatirlerin sabit noktalarina
giiclii yakinsar. Ama F genislemeyen doniisiimlerde tek bir sabit noktast olsa bile

{T"™x}, 0 noktaya yakinsamak zorunda degildir.

Ornek 2.3: H = 1, bir Hilbert uzay: ve C = By, H da birim kiire alalim {c<,}, [0,1]
araliginda [ly=1 %> 0 olacak bicimde Dbir reel say: dizisi olsun.T:C = C
doniisiimii, T (xq, X5, ...) = (0,Xq, X, Xy, X3, ... ) olarak tammlayalim. Orijin T nin
tek sabit noktasidir. e = (1,0, ...) olmak iizere, {T™e} dizisi 0 a zayif yakinsar, ama

giiclii yakinsamaz.

Teorem 2.25:X Banach uzayive T, X de bir regiiler genislemeyen oz doniigiim olsun.
T nin sabit noktasi oldugunu varsayalim. I — T doniigiimii kapali ve sinirli kiimeleri
yine X de kapali ve simirlt kiimelere goriintiilesin. Boylece, her bir x € X igin,

{T™x}, Fix T nin bir elemanina gii¢lii yakinsar.

Teorem 2.26: X, Opial sartini saglayan Banach uzay ve C bu uzayda bostan farkii,
zayif kompakt ve konveks bir alt kiime olsun. Fix T # @ sartiyla bir T:C - C
genislemeyen doniisiimii tammlansin. Eger x € X icin, T"x —T"*1x - 0 (n - o)

oluyorsa {T™x}, Fix T nin bir elemanina zayif yakinsar.
X bir Banach uzayi, C € X ve T: C = C bir doniisiim olsun. Her x,y € C igin,

[IT"x — T"y|| < k,|lx — y|| oldugunda, k, - 1 olacak bigcimde pozitif reel

sayilardan olusan {k, } dizisi varsa, T ye asimptotik genislemeyen doniisiim denir.
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Onerme 2.9: X, Opial sartini saglayan diizgiin konveks bir Banach uzay: ve C bu
uzaymn bostan farkli, kapali ve konveks bir alt kiimesi olsun. T:C — C asimptotik
genislemeyen bir déniisiimiinii ele alalim. x € C i¢in, xo, {T™x}simrl dizisinin
asimptotik merkezi oldugunu varsayalim. {T™ix} alt dizisinin bir z zayif limiti, T nin

bir sabit noktasiysa boylece x, z ile ¢akisir.

Teorem 2.27: X Opial sartimi saglayan diizgiin konveks bir Banach uzay ve C bu
uzayin bostan farkli, kapali ve konveks bir alt kiimesi olsun. T:C — C yar: siirekli,
neredeyse asiptotik genislemeyen doniisiim ve x € C olsun . Boylece {T™x}, T nin
bir sabit noktasina zayif yakinsamasi i¢in, T nin x noktasina asimptotik regiiler

olmasi gerek ve yeterdir.
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3. MATERYAL VE METOT

3.1. iterasyon Metodu

Bir doniislimiiniin sabit noktas1 veya noktalarint bulunurken kullanilan ¢esitli
iterasyon metotlar1 vardir. Bu boliimde, bu metotlarin tarihsel gelisimi incelenip, bazi
tanim, teorem ve Ornekler verilmistir.

Sabit noktalara yaklagim teorisi uygulamalar i¢in ¢ok dnemlidir. Cogu zaman,
bir problemin ¢oziimii sabit noktaya doniistiiriilebilir. Sabit noktanin varligir bazi
kontrol sartlariyla garanti altina alinabilir. Genel olarak iterasyon olusumlarini
inceleyelim.

Ik iterasyon olusumu Halpern tarafindan verilmistir. X Banach uzayinm,
bostan farkli, kapali ve konveks bir C alt kiimesini ele alalim. T: C — C bir doniisiim
olsun. Halpern iterasyonu, u € C sabit bir deger ve {o,,}, (0,1) araligindan bir dizi

olmak Uzere,
Xns1 = %K u + (1 —0<,) T(x,) (n = 0) (3.1)

seklinde tanimlanir [Halpern, 1967] .

Bir diger iterasyon Mann tarafindan, x, € C bir baslangi¢c degeri ve {,},

(0,1) araligindan bir dizi olmak ftizere,

Xnt1 =% Xp + (1 =) T(x,) (n=0) (3.2)

seklinde tanimlanmigtir [Mann, 1953].

Ishikawa tarafindan verilen iterasyon ise

Xo € C bir baslangi¢ degeri ve {cc,,} ve {£,} (0,1) araliginda diziler olmak iizere,
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Xn+1 =Xpn Xp + (1 _ocn) T(.ann + (1 - ﬁn)T(xn)) (n = 0) (33)

seklinde verilmistir [Ishikawa, 1964] .

3.1.1 Halpern iterasyon Algoritmasi

3.1.1.1. Hilbert Uzaylarda Halpern Iterasyon Algoritmasi

K, H Hilbert uzaymin bostan farkli, kapali, konveks bir alt kiimesi ve T: K —
K genislemeyen bir doniisim olsun. Fix (T) ile bu doniisiimiin sabit noktalar1
kiimesini tanimlayalim. u € K sabit bir deger alalim. x, € K baslangi¢c degeri ve
{ec,}, (0,1) araliginda bir dizi olmak tizere, {x, } iterasyon algoritmasini agsagidaki

gibi tanimlansin:

Xp41 =%, u+ (1 —c<,) Tx, ; n=0 (3.4)

1967 yilinda Halpern asagidaki teoremi ispatlamistir.

Teorem 3.1: K, H reel Hilbert uzaymin bostan farki, sumirli, kapali ve konveks bir alt
kiimesi olsun. T: K — K genislemeyen bir doniisiim olsun. (0,1) araligindan alinan

{oc,, } dizisi,

e () lim,,, x,=0

o () Xp=o Xp=+oo yada[[;=o(1 —oc,) =0

Kontrol sartlarini saglasin.

Varsayalim ki,

o
- . ]+nj
|) llmj_)oo %;

=1
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i) lim;_,, nj ;= +oo sartlarim saglayan negatif olmayan tam sayilarin kesin
artan {n;} dizisi oldugunu varsayalim. Béylece (3.4) de tamimlanan {x,} dizisi

T doniisiimiin bir sabit noktasina gii¢lii yakinsar.

Halpern, C; ve C, kosullarimin mutlaka saglanmast gerektigi belirtmistir
[Halpern, 1967].

1977 de Lions, Halpern’ nin kontrol sartlarin1 gelistirmistir.

Teorem 3.2: K, H reel Hilbert uzayinin bostan farkli, sumirly, kapali ve konveks bir alt
kiimesi olsun. T: K - K genislemeyen doniisiimiinii ve Halper’in C; ve C, kontrol
sartlarmi saglayan {,} c (0,1) dizisini alalim. Yukarida ki C; ve C, kontrol
sartlarina ek olarak,

Xnt+17%n _ 0

o (3)limy e o2,
n+

kontrol kosulu saglansin. Bu durumda {x,} dizisi, T 'nin bir sabit noktasina giiclii
yakinsar [Lions, 1977].

1992°de Wittmann, ek kontrol kosulu koymustur.
Teorem 3.3: K, H reel Hilbert uzayimin bostan farkl, simirly, kapali ve konveks bir alt
kiimesi olsun. T:K — K  genislemeyen bir doniisiim olsun. (0,1) araligindan

C, ve C, kosullarim saglayan bir {,} dizisi alalim. Bu kontrol kosullarina ek

olarak,

o () Ym—olXpi1—Xp| < 00

saglansin. Bu durumda (3.4) de tamimlanan {x,} dizisi T 'nin sabit bir noktasina

gliclii yakinsar [Wittmann, 1992] .
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Ornek 3.1:

. = (3.5)

dizisi C, sartini saglar, ama Cs sartint saglamaz [Sangago, 2011] .

Ornek 3.2:
-1
k+1)+ : n=2k
ke DE ! 2k +1 (36)
( + )4 +'Ef;—1 : n= +

dizisi C5 saglar, ama C, ii saglamaz [Bauschke, 1996] .

2003 yilinda Xu C; ve C, sartlarim dilizenleyerek yeni kontrol sartlar
gelistirmistir.

Xn+1—Xn

e () lim, o =0vyada lim,_ o :—" =1

Xn+1 n+1

Ornek 3.1°de tanimladigimiz dizi Cs’i saglar. Dikkat edersek Cs sarti, Cj
sartindaki paydada olan kare ifadeyi kaldirmaktadir. Asagidaki 6rnekler C; ve C,

sartiyla C, ve C5 sartlarinin karsilastirilabilir olmadigini ortaya ¢ikarmaktadir.

Ornek 3.3: {oc,} dizisi oc,,= e ™, n > 1 igin, C,, C,ve C, sartlarim saglarken Cg’i
saglamaz [Xu, 2002].

Ornek 3.4:
(i : n tek
o, = \/El (3.7)
N n cift

C;, C, ve Cs i saglarken, C, saglamaz [Xu, 2002].
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2009°da Suzuki C; ve C, sartlarinin gii¢lii yakinsama i¢in yeterli olmadigi

sonucunu asagidaki 6rnekte vermistir.

Ornek 3.5: X =R, K = [-1,1] ve u=1 alalim. T:K > K, Tx=—x, x€K
genislemeyen doniisiimiinii g6z éniine alalim. p = 0 noktasi, T nin K daki tek sabit

noktasidir. Sabit & > 1 i¢in (0,1) araliginda bir {«,} dizisini,

1
3 : ntek
=17 (3.8)
— : 1 t
~:ngif
olacak bi¢imde tamimlayalim. {x,}, C;ve C, kosullarimi saglar. Xq =%

baslangi¢ noktast alalim. Her bir n > 1 icin, x5, = % bulunur. Bu nedenle

{x,} dizisi, T nin tek sabit noktasi olan 0 sabit noktasina yakinsamaz [Suzuki, 2009] .

Teorem 3.4: [0, ) araliginda bir {b, } dizisini,

) By =Xiobi— (n - )

i) = Sy b = bl >0 (0~ )

sartlarimt saglayacak bigimde secelim. K, H Hilbert uzayinin bir alt kiimesi, T: K —
K genislemeyen bir doniisiim ve Fix T bogstan farkli olsun. Keyfi x € K i¢in (3.4)

n

deki gibi verilen {x,} dizisi, ocnzz— ve X, =x almarak P en yakin nokta

projeksiyon doniisiimii olmak iizere, tek P(x) € FixT ye giiclii yakinsar [Wittmann,
1992], [Halpern, 1967].

Ispat 3.4: Geneli bozmadan, 0 € Fix T varsayalim. Kesin konveks bir Banach
uzayda Fix T kiimesi konveks olur. Yani Fix T, H uzayimn kapall ve konveks bir
alt kiimesi olur. Béylece en yakin nokta projeksiyon doniisiimii vardir ve P: H —

Fix T tammlanir.
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llx =PI < |lx—yl|:y €Fix T (3.9)

Burada P(x), <y—P(x), x—P(x) > <0 y€Fix T tarafindan karakterize
edilmektedir.

Belli bir x € H alalim. 0 € Fix T oldugundan, keyfi z € H icin ||T(Z)|| <
||Z|| ve buradan dan = 0 icin ||xn|| < ||x|| sonucuna varian {x,} dizisi, (3.1)

deki gibi belirlensin. Indiiksiyonla,

n n
||x|| b; b;_,
||xn_xn—1|| SZB_ zlbi_bi—l|+z B
m \izo =

) (n > 0) (3.10)

elde edilir.
Bu esitsizligin n =0  i¢cin saglandigi aciktir. n >0 i¢cin sagladigin

varsayalim. Bu durumda,

||xn+1 - xnll < |0Cn+1—0Cn| ||x|| + |°Cn+1_°cn| ||T(xn—1)|| +
(3.11)
[1 _ocn+1] ||T(xn) - T(xn—l)ll

< [Cpr =S| 1x]] + [t =0 | [Ixpoq ]| + (1 =0p1) [0 — %41 (3:12)

< 2 [0ty g =] [1xl| + (1 —0¢psy) |1xn = 204 (3.13)

b —b b, b
< 2 <| n+1 nl + n n+1> ||x|| +
Bn+1 Ban+1

(3.14)

n n+1

B, 2||x bib;_
= 21| O lbi = byl + ) 2L
-t

i=0 i=t

Bn+1 . ' o - Bi—L
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ger¢eklendigi, yani n + 1 icin saglandigr gosterilmis oldu.
{b,} dizisi iizerine varsayvmimizdan, o,— 0ve limn_,oo||xn - xn_1|| =0

sonuclarina variriz. Bundan dolayt,

||xn - T(xn)ll < ||xn - (1 —OCn) T(xn—l)ll +
(3.16)
(1 _Ocn) ||T(xn—1) - T(xn)” +oC, ||T(xn)||

< oy |lxl| + |12 = X g l] + < |Ix]| (3.17)

bulunur ve buradan da lim, e, ||x, — T (x,)|| = 0 elde edilir.

Simdi lim sup,_,. < T(x,) —P(x),x — P(x) > < 0 oldugunu gosterelim.
Aksini varsayarsak, D > 0 icin, {x,} inbir {xyey} alt dizisi iin,
< T(xpm) — P(x),x —P(x) >=D; (n = 1) olur. Bu {xyy} alt dizisinin, y € K
noktasina zayif yakinsadigini varsayalim. Boylece T yart kapali olur, yaniy € Fix T
vardir ki {T(xlp(n))} y ye zayif yakinsar. Yani<y — P(x),x —P(x) >>=D >0
celiskisine ulasilir. Buradan da lim supnﬁoo(T(xn) —P(x), x— P(x)) <0
bulunur. Dahasi, Dini-Abel Teoremi kullanmlarak, Y-, %,= +oo elde edilir
[Knopp, 1929]. Yanim €N i¢in lim,_ ., [[L,, (1 —=«;) =0 bulunur. Belli
€ > 0icin ny, = 0 var ki keyfi birn = ny i¢cin < T(x,) — P(x),x — P(x) > < € ve
o, ||x — P(x)||? < € bulunur.

Buradan da,

2
Ixne1 = PO =G4y [lx = PGOI|” = (3.18)

2 s (1 =%y T () — PO, x — P()) +
(3.19)
(1 =ots1)? [T () = PGOIP?

<oy X =PI+ 2 0 & + (1 —Xnyq) [ITOR) — PO |7 (3.20)

< g 36+ (1 =) |IT Con) — POOI| (3.21)
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< 3 o4 &4 (1 —=%4q) [l — PO (3.22)

elde edilir.
Bu nedenle,

[|Xm — PCOII? < 3e+||x, — PO)|I? 1_[ (1—c;):m >m, (3.23)

i=1’l0+1

limiti alinarak, limsup,_,o, ||x, — P(x)||*> < 3¢, béylece limn_mllxn - P(x)|| =

0 bulunur.
3.1.1.2 Banach Uzaylarda Halpern iterasyon Algoritmasi

1980°de Reich, Halpern iterasyon algoritmasinin Banach uzaylarda yakinsama

versiyonunu arastirmigtir.

Teorem 3.5: X diizgiin, piiriizsiiz bir Banach uzay: ve bu uzayin bostan farkli, kapal
ve konveks bir alt kiimesi K olsun. T:K — K genislemeyen bir doniisiim ve
Fix T bostan farklt olsun. (0,1) araliginda {x,} dizisini, 0 < a < 1 olmak iizere,
«,= (n+2)"% biciminde tammlayalim. Boylece belli biru € K sabit degeri ve
Xo € K baslangic noktast igin, (3.4) deki {x,} dizisi gibi iterasyon dizisi

tammlayalim. Boylece {x,,}, T nin bir sabit noktasina giicli yakinsar [Reich, 1983] .

1983’te Reich asagidaki problemi ortaya ¢gikarmistir:

X bir Banach uzay1 ve bir K kiimesi, X in zayif kompakt, konveks bir alt
kiimesi sabit olsun. Boylece (3.4) gibi tanimlanan {x,,} dizisi, T: K - K tanimlanan
her genislemeyen doniisiim i¢in, T nin sabit bir noktasina yakinsamasini saglayan
{x,, } dizisi var midir ?

1997°de, Shioji ve Takahashi, Wittmann sonug¢larmi diizgiin Gateaux
diferansiyellenebilir normlu Banach uzaylara genisletmistir.

2002’de Xu asagidaki teoremi ispat etmistir.
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Teorem 3.6: K, X diizgiin piiriizsiiz bir Banach uzaymin bostan farkl kapali ve
konveks bir alt kiimesi olsun. T:K — K, FixT bostan farkli olacak bigimde
genislemeyen doniisiim olsun. u, x, € K verilsin. {oc,} € (0,1) dizisinin
Cy, C, ve Cs sartlarmm sagladigini varsayalim. Béylece (3.4) gibi tamumlanan bir

{x,} iterasyon dizisi, T nin sabit noktasina gii¢lii yakinsar [Xu, 2002] .

Simdi de “Hu” ve “Yao et al” Halpern iterasyon algoritmasini asagidaki

sekilde modifiye etmislerdir:

Xo €EK, Xpy1 =X, U+ Lrxy+¥%, Tx, ,n=0 (3.24)

u € K belirli bir deger ve {x,}, {B,}ve {x,} dizileri, (0,1) araliginda tanimh

«,+ B, + ¥, = 1 bigimli diziler olsun.

Teorem 3.7: X diizgiin Gateaux diferansiyellenebilir normlu reel Banach uzayi ve K
X in bostan farkh, kapali ve konveks alt kiimesi olsun. T:K — K geniglemeyen
doniisiimiiniin sabit noktalar kiimesi bostan farkli olsun. {«,}, {B,} ve {¥,}, (0,1)

araliginda

) X+ Bn+¥,=1n=0
i) im0 Xp=0Ve Y27, =

Hlim, ¥, =0

sartlarini saglayan diziler olsun. Verilen belli biru e K ve Z;,, K min Z, = t.u +
TZ, (t € (0,1)) sartim saglayan tek elemant vep € FixT olmak 1iizere,
lim,_ Z; = p elde edilir. Boylece keyfi x, € K baslangi¢ noktast igin, (3.24) gibi

tamimlanan {x,} dizisi, T 'nin sabit noktasina gii¢lii yakinsar [Hu, 2008] .
Teorem 3.8: X diizgiin piiriizsiiz bir Banach uzayi ve A, X in bostan farkl, kapali ve

konveks bir alt kiimesi olsun T:K — K genislemeyen doniisiimii Fix T # @ olacak

bigimde tammlansin. (0,1) araliginda tammii {<,,}, {B,,} ve {¥,} dizileri,
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1) X+ Bp+¥,=1 (hern = 0icin)
i) limy, o <, = 0
)22 o= +o0

V) lim, 0¥, =0

sartlarint saglasinlar. Bu durumda u € K ve keyfi x, € K baslangi¢ noktast igin,

(3.24) deki gibi tamumlanan {x,} dizisi, T'nin sabit bir noktasina gii¢lii yakinsar
[Yao et al., 2009].

Ornek 3.6: X =R, K = [-1,1] ve u= lalalm. T:[-1,1] - [-1,1] Tx = —x,

x € K tamimlayalim. T sabit noktas: sadece 0 olan genislemeyen bir doniisiim olur.

{oc,,} ve {¥,} dizileri (O, %) araliginda,

) =%, Vn=0
i) limy_e Xp=0

i) £ o= 00

{B,.} dizisine de (2, 1) araliginda, <,+ B, + ¥, = 1 olacak bi¢imde segelim. Her

birn >0 icin, {x,}, {fn}ve {xn},

1) ¥+ Bn +%,=0 (hern=0)
i) im0 =0
i) 2.5 o= o0

V) lim, 0¥, =0
sartlarini saglarlar. Simdi { x,,} dizisini,

x0=—

S Xne1 =0 UT Bn Xn + ¥, Tx, (n=>0) (3.25)

bi¢ciminde tanimlayalim.

Buradan,
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Xpi41 =%, U+ Bp x, +¥5,Tx, (3.26)

=0+ B Xp — ¥nXn (3.27)
= ot (B =¥ (3:28)
=, + (1 —o¢,— 2%,) %, (3.29)
=+ (1 — 3 )%, (3.30)

elde edilir. Indiiksiyon yéontemiyle x, =§ (Vn = 1) bulunur. Sonug¢ olarak {x,}

dizisi, 0 a yakinsamaz [Sangago, 2011].

Ornek 3.7: X, K, T, u Ornek 3.6. gibi olsun. {c<, }, {8,} ve {r,} dizilerini tim

Ls , Pn=1 A , ¥n ﬁ biciminde secelim. Bu

ozitif tamsayilar icin, o«,=
p f Y ¢, n n+ n+5

sekilde secilen bu diziler kontrol kosullarint saglar. {x,} dizisini,
Xnt1 =Xp. U+ By Xy +¥, Tx, (n=0) (3.31)

biciminde tanimlayalim.

Dikkat edilirse,

Xp41 =X U + Bn Xp + ¥ Txy =+ (ﬁn Xn) Xn (332)

=X+ B Xp — ¥ Txyp (3.33)

(3.34)

1
= 1- vn >
n+5+< n+5)x" (vn = 0)

gerceklesir. Indiiksiyon ile her n > 1 igin, x, = % bulunur. {x,} dizisinin T nin

sabit noktast olan 0 a yakinsamadigi goriilmektedir [Sangago, 2011] .
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Sonug 3.1: Ornek 3.6. ve Ornek 3.7. den gériiliiyor ki Teorem 3.7.ve Teorem 3.8.
deki kontrol kogullari, (3.24) deki modifiyeli Halpern isterasyonu algoritmast igin

gliclii yakinsamayt garanti etmez.
3.1.2 Mann Iterasyon Algoritmasi

X lineer uzaymin, bostan farkli ve konveks bir C alt kiimesini alahm T: C = C

bir doniisiim ve A = [a; ;] sonsuz reel matrisi,

1) A matrisi Vn,i € N i¢in, a,; = 0 ve Vi >nicin a,; = 0 olacak bigimli alt

licgen matris olsun.

a;,00 .00
o A= a2,1.a2,2 . 0'0
Ap1Qn2an3 00

i) Vn € Nigin, Y)7* a,; = 1

llim, ,,a,; =0 (Vi €N)

x; EC Ve Xy, =T(XM, an; %) (n €N) (3.35)

olacak bigimde {x,} dizisi tanimlayalim. Bu sekilde tanimlanan {x,} dizisine Mann

iterasyonu denir.

Ornek 3.8: X lineer uzay ve C, X 'in bostan farkli konveks bir alt kiimesi olsun.
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Cesaro matrisini goz oniine alalim. Bu matris yukaridaki tim sartlart saglar.
Boylece C’de tammlanan {x,} dizisi, x,,, =T(%Z?=lxi):(ne N) dir. Bu A
matrisi en genel haldedir. a,; = (1 —ay,)a,-1; (i =1,2..n), n=2,3 ... ve her
ne€N icin, a,, =1 ya da a,, <1 seklinde A matrisi secerek, bu matrisin
girdileriyle [0,1] araliginda negatif olmayan sayilarin 0 <, < 1ve Y74 X, =
oo sartim saglayan {x,} dizisini kuralim. Simdi C de asagidaki gibi {x,} dizisi

tamimlayalim.

X1 €C, xppq = M(x,,x,,T), nEN (3.36)

Burada, M(x,,x,,T) = (1 —x,)x, +%, Tx, olmak iizere bu {x,} dizisine Mann

iterasyonu denir.

Simdi bir metrik uzayda bezer tanimi yapalim. X konveks metrik uzay C de X
in bostan farkli, konveks bir alt kiimesi olsun. {«,}, yukarida bahsedildigi gibi {x,}
dizisindeki x; € C, xy41 = W(Txy, Xp, %, ) (n € N) biciminde tanimlarsak {x,}

bir Mann iterasyonu olur.
Teorem 3.9: C, X Banach uzaymin bostan farkl, kapali bir konveks alt kiimesi ve

T:C — C siirekli doniigiim olsun. {x,} dizisi, (3.3) gibi tamimlansin. Eger {x,}

dizisi, p € C noktasina gii¢lii yakinsiyor ise, T 'nin bir sabit noktast p dir.

Ornek 3.9: X =C =1[0,1], T:C = C ve

0: x=0
Tx={1:0<x<1 (3.37)
0: x=1

bigiminde tamimlayalim. Boylece TO =0 ve (3.3) gibi tamumlanan {x,} Mann
iterasyonu, x; € (0,1) ve her n € N i¢in, «, = % 1 e gii¢lii yakinsar fakat 1, T nin

sabit noktasi degildir.
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Onerme 3.1: X normlu uzay ve C kiimesi uzayin bostan farkli, konveks bir alt kiimesi
olsun. T: C — C doniisiimii, her x € C icin,

||Tx — p|| < ||x - p|| kosulunu saglayan, C i¢inde sabit bir p noktasina sahip olan
bir doniisiim olsun. Bu durumda (3.36) gibi tammlanan {x,,} Mann iterasyon dizisi

icin, limy 0| 1%, — pl| limiti vardr.

Onerme 3.2: X diizgiin konveks bir Banach uzayi ve C kiimesi uzayin bostan farkl ve

konveks bir alt kiimesi olsun. Fix T bostan farkli olmak iizere, T: C = C doniisiimii,

[ITx — pl| < |Ix — pl|, (vx € C ve p € Fix T) sartii saglasin. Béylece (3.34) gibi
tammlanan {x,} Mann iterasyon dizisi igin, Yp=qymin{«, ,1 -, } = o

kasitlama kosuluyla, lim, o, inf||x, — Tx,|| = 0 bulunur,

C, X bir diizgiin konveks Banach uzayinin bostan farkli, kapali, konveks ve
sinirli bir alt kiimesi olsun. Ayrica T, € den C nin kompakt bir alt kiimesine

genislemeyen doniisiim olsun. x; € C alalim ve {x,,} dizisini,

1 1
Xn+1 = E(xn +Tx,) =M (Xn,E,T> (neN) (3.38)

seklinde tanimlayalim. {x,} dizisi, C de T nin bir sabit noktasina giiglii yakinsar
[Krasnoselskii, 1995] .

Ornek 3.10: X = C ve alisilmis mutlak deger metrigi ile beraber, C = {z € C: |z| <
1} tamumlayalim. T:C — C, Tz = iz (z € C) doniisiimii tamimlayalim. 0 € C, T 'nin
bir sabit noktasidr.

Picard iterasyonu uygularsak,

in+1

Zni1 =Tz, =1 zo n=0,1,,2.. (3.39)

ve
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|TnZO _ T‘n+1ZO| — |inZO _ in+1Z0| —

(3.40)
[i"] |1 =il |zo| = \/E|Zo| + 0
elde edilir. Ama,
1 +1i 1+
Zns1 =5 (2 +T2,) = —— 2, = ()" 2, (3.41)
2 2 2
1) 1) 1+i 1+i
ol 2l = Zio (27| 1 =21 1zl = .
w 1
o)™ 12|
= (V2+1)lz| < (3.43)

bulunur. Yani {z,,} Cauchy dizisi olur. lim,,_,, z,, = p alalim. z,, — Tz, - 0

oldugundan p = 0 bulunur. Bu yiizden {z,}, 0’a giiclii yakinsar.

Teorem 3.10: X bir Banach uzay ve C, bu uzayin bostan farkly, kapali bir alt kiimesi
olsun. T, C den X in kompakt bir alt kiimesine genislemeyen déniigiim olsun. x; € C

alalim.

i) 0<x,<1 X7, o,= o0, {«,}reel sayilar dizisi

i) vn € N i¢cinx, € C Ve x,,p1 = M(x,, %, T)

sartlart saglansin. Bu durumda {x,} dizisi Fix T nin bir elemamna giiclii

yakinsar [I1shikawa, 1974] .

Teorem 3.11: X diizgiin konveks bir Banach uzayr ve C, bu uzayin bostan farkli,
kapali ve konveks bir alt kiimesi olsun. T:C — C genislemeyen déniisiimii en az bir
sabit noktaya sahip olsun. {,} dizisi, 0 <o, < 1 ve X5, o, (1 —oc,) = oo olacak

bigimde, negatif olmayan sayilar dizisi olsun. I — T doniistimii C nin kapali, sinirli
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alt kiimelerini C nin kapali kiimelerine doniistiirsiin. Boylece, (3.36) gibi tanimlanan

{x,} Mann iterasyonu, T nin sabit noktasina gii¢lii yakinsar [Groetsch, 1974].

Tanim 3.1: X normlu uzay ve C bu uzayin bostan farkl bir alt kiimesi olsun.
T: C — C doniisiimiiniin C i¢inde en az bir p sabit noktasi olsun. Eger ||Tx — p|| <

llx — pl| (vx € C) oluyorsa, T déniisiimiine quasi-genislemeyen déniisiim denir.

Ornek 3.11:

X=Il,ve C=B, = {x € l: ||x||oo < 1} olsun.T : C - C doniisiimii,
Tx = (0,x%,x%..),x = (x1,%,..) EC (3.44)

bi¢imde tammlayalim. 0 = (0,0, ...,0, ...) T nin sabit noktasidir. Ayrica,

[ITx = O0l]e = [1(0, 2%, %5 . )]0 <
(3.45)
||(O!xlix2 )”00 = ||x_p|| (Vx € C)

Yani, T quasi-genislemeyen déniisiim olur. T, genislemeyen doniisiim degildir.
Ciinkii,

5 5
I7x = Tylleo = 1|

5 1
I U I R T 3.46
076 16’ ||°° 16> 7= =yl (3.46)

esitsizligi gecerlidir.
Teorem 3.12: X diizgiin konveks Banach uzay ve C, bu uzayin bostan farkl, kapali

ve konveks bir alt kiimesi olsun. T:C — C, p gibi en az bir sabit noktast olan quasi-

genislemeyen doniigiim olsun.
Xns1 = Ty Xn = M(xp, <, T) n €N (3.47)
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bicimde {x,} Mann iterasyonunu kuralim. Burada {xX,}, negatif olmayan sayilar

dizisi olsun. Boylece {x,} dizisi icin,

i) limn_)oo||xn - p|| vardir.

i) limy,Le|l%, — Tx,l| =0
sartlarini saglanir. Ayrica,

lim || T, T, o T s — T

n—-oo

Teny = Toey %] = 0 (3.48)

n-1

gerceklesir.

Ornek 3.12:

X = C = [0,1] tizerinde alisilmis metrik ile goz oniine alinsin. T: C = C doniisiimii,

, x#0
1, x=0

N[ X

Tx = (3.49)

seklinde tamimlansin. T doniisiimii stirekli degildir. Eger {x,} dizisi, x, — Tx,, = 0
olacak bi¢imde C de sinwrli dizi olursa, Bolzano-Weierstrass teoremi geregi yakinsak

alt dizisi vardir.

Tanim 3.2: X bir Banach uzayi ve C uzayin bostan fakl bir alt kiimesi olsun.

T:C — C doniisimii igin, Fix T + @ gercgeklessin.
“sart 1”: f:[0,00) - [0,00) f(0) =0,f(t) >0 t € (0,0) azalmayan fonksiyonu
her x € C igin, ||x —Tx|| = f(d(x,FixT)) sartmu saglayacak bicimde varsa

T déniistimii “sart 1”1 saglar denir.

“sart 27 ¢ > 0 sabiti icin, ||x — Tx|| > c.d(x,Fix T) oluyorsa T déniisiimii “sart

2yi saglar denir.
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Ornek 3.13: X Banach uzayimin bostan fakl bir C alt kiimesini ele alalim. T:C — C

doniigtimii,

I7x — Tyl| < a|lx = yI| + b|lx — Tx|| + c|ly — Tyl| (vx,y € C) (3.50)

sartimi saglasin. Burada a,b,c >0 ve a+ b+ c <1 gegerlidir. Eger Fix T #

@ oluyorsa, T doniisiimii “sart 2”’yi saglar.

Onerme 3.3: X Banach uzayinn, bostan fakli, kapali ve surly bir C alt kiimesini
alalim. Fix T # @ olacak bi¢imde, T:C — C doniisiimii tammlayalim. Eger I — T
doniigiimiinii C’nin  kapali sumrly alt kiimelerini X'in kapali alt kiimelerine

doniistiiriiyorsa, T “sart 1”1 saglar.

Teorem 3.13: X diizgiin konveks bir Banach uzayi, C , bu uzaywn bostan farkly, kapal
ve konveks bir alt kiimesi olsun T:C — C siirekli quasi-genislemeyen doniisiim
alalim. Eger T “sart 17i saglarsa, x; € C keyfi degeriyle, (3.36) gibi tanimlanan
Mann iterasyon dizisi {x,}, {c,} negatif olmayan sayilarin [0,1] araliginda 0 ve 1

de uzak simwrly dizisi olacak sekilde T nin bir sabit noktasina gii¢lii yakinsar.

Burada {x,} dizisinin 0 da uzak sinirli olmasi 0 dan kesin biiyiik bir alt sinira
sahip olmasi veya buna karsilik olarak 0 dan kesin kii¢iik bir iist sinira sahip olmasi

demektir. {x,,} dizisinin 1 de uzak smirl olmasi da benzer sekilde ifade edilir.

Sonug¢ 3.2: X diizgiin konveks bir Banach uzayi ve C, bu uzayin bostan farkl, kapali

ve konveks bir alt kiimesi olsun. T:C — C genislemeyen déniistim alalim.

teicinT, =t [+(1—0OT (3.51)

alalim. 1 —T, C nin kapali, simirli kiimelerini X in kapali alt kiimelerine
doniistiiriiyorsa ve Fix T + @ oluyorsa, her bir x € C i¢in, {T'x}, T nin her bir

sabit noktasina gii¢lii yakinsar [Browder and Petryshyn, 1966].

52



Teorem 3.14: X, Opial sartim saglayan bir Banach uzayi olsun. C, X in zayif
kompakt bir alt kiimesi olsun. T:C — X genislemeyen doniistimii ele alalim. (3.36)
gibi, C de verilen bir {x,} dizisi diigiinelim. Burada {c,,}, 0 <o, < 1ve Yo ; X,=
oo bigiminde negatif olmayan sayilarin dizisi olsun. Boylece {x,} dizisi, T nin bir

sabit noktasina zayif yakinsar.

Teorem 3.15: X diizgiin konveks Banach uzayt, Frechet diferansiyellenebilir normlu
ve C , bu uzaymn bostan farkh, kapali, konveks ve suirlt bir alt kiimesi olsun.
T:C — C genislemeyen bir doniisiim olsun Her bir x, € C i¢in, (3.36) gibi {x,}
Mann iterasyonunu tamimlayalim. Bu dizi, Y;_; min {«,, 1 —«,} = oo kisitlama

kosuluyla T ’'nin bir sabit noktasina zayif yakinsar.

Ornek 3.14: X = R? ve |lxl| = [|lxI[>+ |IxI|; ve Y = L,[0,1] 1 < p < oo alalim.

(p # 2) XxY Kartezyen ¢arpimi Opial sartim saglamaz. Diizgiin konveks olur ve
normu da Frechet diferansiyellenebilir norm degildir. Ama dualinin Kadec-Klee

ozelligi vardr.

Teorem 3.16: X diizgiin konveks bir Banach uzayr ve duali Kadec-Klee dzelligine
sahip olsun. C, bu uzayin bostan farki, kapalr, konveks ve sinwrli bir alt kiimesi olsun.
T:C — C genislemeyen doniisiim olsun. (3.36) deki gibi {x,,} Mann iterasyonu
tammlayalim. Y-y min{«,, 1 —,} = oo kisitiyla, T nin bir sabit noktasina zayif

yakinsar.

Burada dikkat edersek, genislemeyen doniisiimler igin iterasyonun yakinsamasi
Hilbert uzaylarda bile zayif yakinsamadir. Bu sorunu ¢6zebilmek icin Mann
iterasyonunu modifiye edilir. C,bir X lineer uzaymin bostan farkli, konveks bir alt
kiimesi olsun. T:C - C bir doniisim ve her n € N igin, {o¢,,} reel say:1 dizisi,

0 < a <x,< b < 1 sartin1 saglasin. C’de bir {x,,} dizisini,

x; €C, Xpy1 = M(x,, %, T™), (neN) (3.52)
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bicimde tanimlayalim. Bu sekilde tanimlanmis forma modifiye Mann iterasyonu

denir.

X Banach uzaymin bostan farkli, konveks bir C alt kiimesi olsun. T: C — C bir
asimptotik genislemeyen doniisim olsun. Yo, (k,, — 1) < oo olacak bigimde {k,,}

dizisi alalim. (3.52) gibi Modifiye Mann iterasyonu tanimlayalim. Bu durumda,

i) p, T’nin bir sabit noktasi olursa lim,, o, ||x, — pl| vardr.

i) limn_)oo||xn - T"xn|| = 0ise limn_,oo“xn - Txnll = 0 olur.

Teorem 3.17: X diizgiin konveks Banach uzayr Opial sartint saglasin ve C, bu uzayin
kapali, sinirli, konveks ve bostan farkli bir alt kiimesi olsun. T : C — C asimptotik
genislemeyen doniigtimiinii ve Y, y—1(ky, — 1) < 0 olacak bi¢imde {k,} dizisini ele
alalim. {<,,}, (0,1) araliginda negatif olmayan, ayrica 0 ve 1 de uzak sl bir dizi
olsun. Béylece (3.52) gibi tamimlanan modifiye Mann iterasyonu, T nin bir sabit

noktasina zayif yakinsar.

Teorem 3.18: X Frechet diferansiyellenebilir normlu, diizgiin konveks bir Banach
uzayt ve C, bu uzayin bostan farkh, kapali, konveks ve sinwrli bir alt kiimesi olsun.
T:C — C asimptotik genislemeyen bir doniisiim ve Y.o—1(k, —1) < o kosulunu
saglayan {k,} dizisi alinsin. (3.52) ile verilen {x,} modifiye Mann iterasyonu
tammlayalim ve {«,}, (0,1) araliginda negatif olmayan sayiarin 0 ve 1 de uzak
smrly bir dizisi olsun. Boylece{x,} dizisi, T nin bir sabit noktasina zayif yakinsar.
Ayrica X diizgiin konveks bir Banach uzayi ve dual uzayr X* Kadec-Klee ozelligini
saglasin. C, bu uzayda bostan farkli, konveks ve sinirli bir alt kiime olsun. {k,},
{x,} ve {x,} teoremdeki gibi tammlansin. Boylece {x,} dizisi de T 'nin bir sabit

noktasina zayif yakinsar.

Giiglii yakinsama igin, Yao ve arkadaslari tarafindan, Krasnaselskii-Mann

iterasyonu modifiye edilmistir.

Teorem 3.19: H Hilbert uzay1 ve T:H — H doniusumi, FixT bostan farkli olan

genislemeyen bir dontisiim olsun.
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[0,1] araligindan,

o (C)limy_ o x,=0
o () Xpo Xp=

e (3)Bp€lab]<(0,1)

sartlarim saglayan {<, }ve {B,} dizileri alalim.

{xn} ve {y,} dizileri,

Yo = (1 =) x,
(3.53)

Xn+1 = (1 - ﬁn)Yn + ﬁnT}In n=0

olacak bigimde tamimlansin. Boylece {x,} ve {y,} dizileri, T de bir sabit noktaya
giiclii yakinsar [Yao et al., 2009Db] .

C kiimesi, E nin kapali, konveks ve smirh bir alt kiimesi olmak tizere, d(C) =
sup{||x —y||: x,y € C} ile C nin ¢apini, r(x,C) = sup{||x —y||,y € C} olmak
tizere, r(C) = inf{r(x,C):x € C} ile C nin Chebyshev yarigapimi gosterelim.
N(E) = inf {% :d(C) > 0} ile E nin normal yap1 sabitini tanimlayalim.

Lemma 3.1: E diizgiin konveks bir reel Banach uzayi, v > 0 olmak iizere B,.(0) =
{x € E:|Ix|| <r}ve 2€[0,1] olsun.

g:[02r] > R, g(0) =0 ve x,y € B,(0) olmak iizere,

lx + (= Dyl|* < 2|1xl| + @ =Dyl -
(3.54)

A =2 g(|lx—yl|)

esitsizligini saglayan, siirekli, kesin artan ve konveks g fonksiyonu vardwr |
Zalinescu, 1983].

Lemma 3.2: E diizgiin konveks bir Banach uzayi, C de bu uzayin kapali, konveks bir

alt kiimesi olsun. Sabit noktast olan T:C — C genislemeyen diiniigiimii ele alalim. C
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kiimesinde, x,, = x ve x,, — Tx,, = y olsun. Béylece x — Tx = y bulunur [Browder,
1965] [Goebel and Kirk, 1990].

Lemma 3.3:

i) {e<,} €[0,1], X ;=
i) limsupo,, <0

i)y, =20 (n=>0)ve X¥, <x

sartini saglayan diziler ile

1< (1 —,) <+, 0, +%,: n=0 (3.55)

bicimde {c,,} negatif olmayan reel sayilar dizisi alalim. Boylece {«,} - 0 (n —

oo olurken) ger¢eklesir.[Xu, 2002]

Lemma 3.4: (xg,xq,...) €l Ve 1 tiim Banach limitleri olmak tizere p,.x, <0
olsun. Eger lim,_q sup(X,41 — X,) < 0 olursa lim,,_.sup x, < 0 olur. [Shioji
and Takahashi, 1997]

Lemma 3.5: E diizgiin normal yapili bir Banach uzayt ve C, bu uzayin bostan farkl,

smurlt bir alt kiimesi olsun. w,,(x,) ile {x,} dizisinin zayif~ w limit kiimesini

1
belirtilsin. T:C — C diizgiin L-Lipschitzian bir doniisiim olsun. Burada, L < N(E)z,
C nin bostan farkl, kapali, sinirli ve konveks bir K alt kiimesi i¢in, x € K demek

w,, (x) € K demektir.

Burada, w,,(x)) T’nin doniisiimii i¢in X noktasinda zayif w-limit kiimesidir ki
bu kiime {y € E: y = zayif —lim T™ x} bi¢imindedir. Béylece T nin K da sabit
noktasi vardir [Lim and Xu, 1994].
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Teorem 3.20: E, Gateaux diferansiyellenebilir normlu, reel ve diizgiin konveks
Banach uzayr olsun. FixT # @ olacak bigimde bir T:E — E  genislemeyen

doniigtimiinii ele alalim. [0,1] araliginda,

L Cl) llmn_>oo OCTI,: O
o () Xp=1 Xy = 0

e (3)pn€Elab] c [01]

olacak bi¢imde {,}ve {B,} dizileri alalim. x € E olacak bi¢imde {x,}ve {y,}

dizilerini,

Yn = (1 _ocn)xn

Xn+1 = (1- ﬁn)yn +BnTy, (n=1)

(3.56)

seklinde secelim. Boylece {x,}dizisi, T nin bir sabit noktasina giiclii yakinsar
[Shehu, 2013].

Bu teorem, Teorem 3.19. un reel Hilbert uzaydan, reel diizgiin konveks Banach
uzaya genislemesidir. Burada dikkat edersek, her diizgiin, piiriizsiiz Banach uzayinin

diizgiin Gateaux differansiyellenebilir normu vardir.

Sonug¢ 3.3: Dahast bu sonuglar L, uzaylarinda da (1 <p < o) uygulanabilir.

Krasnoselskii-Mann algoritmasi, T doéniisiimiiniin  bir sabit noktasina zayif
yvakinsarken, modifiye edilmis yontemi, genislemeyen doniistimler icin diizgiin
Gateaux diferansiyellenebilir normlu reel diizgiin konveks Banach uzaylarda giiclii

yakinsamaya sahiptir [Shehu, 2013].

Nakajo ve Takahashi, H Hilbert uzayinda Mann iterasyonunu, P bir metrik

projeksiyon olmak iizere,

Xo=XEC, y, =X, x, + (1 —0<,)Tx, (3.57)

57



Ch={z€(: ||Yn_Z|| S||xn_Z||} (3.58)
Qn={z€e(C:<x,—2z xy—x,>=0} (3.59)

Xn+1 = Pcann(xo) (3.60)

seklinde modifiye ederek gii¢lii yakinsamay1 garanti etmislerdir.

Eger {,} dizisi siirli olursa, bu tanimladiklar {x,,} dizisi x, = x € C olmak iizere,

Yn =Xp Xp + (1 _ocn) Tx,
(3.61)
Xns1 = Bn-u+ (1= Br) ¥n

seklinde tanimlansin. Burada u € C belli bir nokta, {c,} ve {B,} dizileri (0,1)

araligindan birer dizi olsun. Bdylece {x,}, T'nin bir sabit noktasina yakinsar

[Cioranescu, 1990].

X reel Banach uzay1 olsun. J: X —» X~

J@ ={xr ext<xx >=|xl = |IxI[},xex (3.62)

normallestirilmis dual doniigiimii tanimlayalim.

Lemma 3.6: X Banach uzaywin diizgiin piiriizsiiz olmast icin gerek ve yeter kosul |
dual doniistimiiniin X in sinirll kiimelerinde, tek degerli ve normdan norma diizgiin

stirekli olmasidir.
Lemma 3.7: ] ile X reel Banach uzayindan X* dual uzayina normallestirilmis dual

dontistimii tanmimlayalim.

x,y € X i¢in,
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lx+ ¥ < |lx[* +2<y,jx+y) > Vi€ (x+y) €J(x +) (3.63)

[Takahashi W., 2000]

Tanim 2.24.’¢ benzer bicimde, X Banach uzayinda C ve D bostan farkli alt
kiimeler olmak tizere, C kapali, konveks ve D < C olsun. Q: C — D doniisiimiine,

Vx € D igin Q(x) = x oluyorsa C'den D’ye biiziilme (i¢e ¢eken) denir.

Eger bu biiziilme x + t(x — Q(x)) €C i¢cin Q (x + t(x — Q(x))) = Q(x)
esitligini Vx € C ve t > 0 i¢in sagliyorsa buna parlak (sunny) denir.

X piiriizsiiz Banach uzayi, Q: C — D genislemeyen parlak doniisiim olsun. Her
xVvey €D igin, < x — Qx,J(y — Qx) > < 0 saglanirsa, biiziilmedir [Bruck, 1973],
[ Goebel and Reich, 1984], [ Reich, 1973].

Lemma 3.8: X diizgiin piiriizsiiz bir Banach uzayr ve T:C — C genislemeyen bir
doniisiim olsun. Her bir sabit u € C i¢cin ve hert € (0,1) i¢in, x > tu+ (1 —t) Tx
seklinde tamimlanan daralma doniisiimiiniin tek sabit noktasi x; € C, t - 0 iken

T ’nin bir sabit noktasina gii¢lii yakinsar [Reich, 1980].

{c,, } asagidaki 6zellikleri saglayan negatif olmayan reel sayilar dizisi olsun.

1< (1 —w,) X+ v, 0, (n=0) (3.64)

burada {»,} < (0,1) ve {c,} dizisi,

i) lim, ¥, =0 Ve Yo o¥, = +©

i) lim,_sup g, < 0 veya Yoo |¥n on| < ©
sartlarini1 saglayan diziler olsunlar. Boylece {oc,,} — 0 olur.

Kim ve Xu Mann iterasyonunu modifiye etmislerdir.
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Teorem 3.21: Diizgiin piirtizsiiz bir X Banach uzaymn, kapali, konveks bir C alt
kiimesini ele alalim. Fix T bostan farkli olmak sartiyla, T:C — C geniglemeyen
doniigiimii alalm. u € C ve (0,1) araligindan {x,} ve {B,} dizileri alalim. Bu

diziler,

) <,—»0,6,—-0
") ZS:;O Xp= 00, Z%):O fn =

|||) Z?lozol‘xrwl_ocnl <o, Z;.Lozo |.Bn+1 - .Bnl <

kosullarmi saglasin. Simdi C de {x,,} dizisini, x, = x € C olmak iizere,

Y =KX, X, + (1—xn)Tx, : n=0
(3.65)
Xpe1 =Pnu+ (1 —pn)y,: n=0

Boylece {x,}, T doniisiimiiniin bir sabit noktasina giiclii yakinsar [Kim and Xu,
2005] .

Simdi Mann modifiye iterasyonu ile Moudafi’nin akigmazlik yaklasim
yonteminin bir kombinasyonu yapilacaktir.

X bir Banach uzay, C, bu uzayin kapali, konveks bir alt kiimesi olmak iizere,
T:C - C genislemeyen doniisiimii tanimlansin. 7, ile C tizerindeki tiim daralma

doniistimleri kiimesini tanimlayalim. f € o ve x, = x € C igin,

Yn =Xy Xp + (1 _ocn)Txn (n=0)

Xnt1 = Bn fxn) + (1 = Bn) ¥y (n 2 0)

(3.66)

Burada {cc,,} ve {8,}, (0,1) araligindan olmak iizere baz1 sartlar altinda {x,,} dizisi,

T nin bir sabit noktasina gii¢lii yakinsar.

Lemma 3.9: X Banach uzaywn, {x,} ve {z,} suurl dizilerini ele alalim. [0,1]
araligindan {x,} dizisini, 0 < lim,_,, inf ¥, < lim,_, sup ¥, <1 olacak sekilde

secelim.
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Xps1 =F¥nXn+ (1 —w)z, (n=0 (3.67)

111_1;1;10 Sup(||Zn+1 - Zn|| - ||xn+1 - xnll) <0 (368)

varsayalim. Béylece limy, o ||z, — x| = 0 gerceklesir [Suzuki, 2005].

Lemma 3.10: {¥,} < (0,1) ve {&,,} < R dizileri,

i) Xn=o¥p =

i) lim sup 22 < 0yada $5ol6,| < oo

sartlarim saglayan diziler olmak iizere, {x,} dizisi igin, o, 1< (1 —7¥,) <, +
6p (n=0) gerceklendigini varsayalim. Bu durumda lim,,_. x<,= 0 gerceklesir
[Xu, 2002].

Lemma 3.11: X diizgiin piiriizsiiz bir Banach uzayi, C ise bu uzaymn bostan farkl,
kapali ve konveks bir alt kiimesi olsun FixT + @ olacak bi¢imde, T:C — C

genislemeyen bir doniisiim ve f € mo alalim. { x;} dizisini,

xp =t f(x) + (1 —t)Tx, (3.69)

seklinde tamimlayalim. Boylece {x;}, Fix T de bir sabit noktaya gii¢lii yakinsar [Xu,
2004].

Teorem 3.21: X diizgiin piiriizsiiz bir Banach uzayt ve C, bu uzayin bostan farkl,
kapali ve konveks bir alt kiimesi olmak iizere, FixT + @ sartivla, T:C = C
genislemeyen doniigiimii ve f € my daralma doniigiimiinii ele alalim (0,1)

araliginda tamimh {x,,} ve {B,} dizileri,

e ()pn—-0
o () Xn—oPn=o
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o (3)0<lim, oinf o, <lim,_, sup <, <1

sartlarim saglasinlar. O zaman (3.65) teki gibi verilen {x,} dizisi, T nin bir sabit

noktasina giiclii yakinsar [Yao et al., 2008].
Sonug¢ 3.4: Eger bu {«x,} ve {B,} dizileri, C; ve C, sartlarimi saglarsa, keyfi x, € C

icin, (3.65) gibi tamimlanan {x,} dizisi, T nin sabit bir noktasina giiclii yakinsar
[Yao et al., 2008].

3.1.3 Ishikawa Iterasyon Algoritmasi

X bir normlu uzay ve D, bu uzaym bir alt kiimesi olsun. T:D = X
genislemeyen bir doniisiim olsun. D de verilen {x,} dizisi, asagidaki sartlar1 saglayan

{t,.} ve {s,} reel say1 dizileri yardimiyla,

Xpi1 =t TSy Txy + (1 —s)x,) + (1 —t)x,: n=12.. (3.70)

bi¢iminde tanimlansin.

) 0<t,<t<1lve Yy t,=+

i)0<s,<1ve Y3, s, <o

Eger {x,} smrh diziyse, limn_>oo||Txn —xnll =0 bulunur. D, Xve T iizerinde

olusan sartlar giiclii ve zay1f yakinsamay1 verir.

1974 de Ishikawa, X normlu uzay1 ve D, bu uzayin bir alt kiimesi olmak {izere,

T:D — X genislemeyen doniisiimiinii alarak,

Xps1 =tn T(Sy, Ty, + (1 —s)x) + (1 —t)x, :n=1.2.. (3.71)
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iterasyonunu tamimlamistir. Burada {t,} ve {s,} dizileri, [0,1] araliginda belirli
kisitlamalar1 saglayan diziler olsun. Dikkat edersek Mann iterasyonu aslinda
S, =0 (n = 1) i¢in se¢ilmis halidir.

H bir Hilbert uzay olmak {izere, T: H — H doniisiimii her x,y € H igin,
2
[ITx = Tyl|> < [lx = yl|” + |7 = T)x — (I = T)yl|? (3.72)

esitsizligi saglaniyorsa bu doniisiime sahte daralma doniistimii denir.
K, H Hilbert uzaymin kapali, kompakt bir alt kiimesi ve T:K — K Lipschitz

sahte daralma doniisiimii olsun. x, € K keyfi noktas1 alalim.

{<,, } ve {B,} dizileri,

) 0<c,<p,<1
ii) lim,, o, B, = 0

)X %5 B =
sartlarini saglayan pozitif say1 dizisi olmak iizere {x,,} dizisini,

Yn = (1 _ocn)xn +o, T xy
(3.73)
Xn+1 = (1 - ﬂn)xn + ﬂn Ty,

olacak bicimde tanimlarsak {x,}, T nin bir sabit noktasina gii¢lii yakinsar.

Teorem 3.22: X bir normlu uzay ve wuzayin bir D alt kiimesi i¢cin, T:D — X
genislemeyen doniigiimii gozoniine alinsin. D den alinan {x,} dizisi ve {t,} reel

sayilar dizisi,

)o0<t,<1

i) xppe1 = A —tx, +t, Tx,, n=12,...

kosullart saglansin. Bu durumda, {x,} dizisi simrli olursa, ||Txn—xn||—>

0 (n — oo) gerceklesir [Ishikawa, 1976] .
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1976’da Ishikawa Banach uzayimnin konveksligini varsaymadan bu teoremi
ispat etmistir. Yapilacak ilk is bu teoremi Ishikawa iterasyon algoritmasina
genisletmek olacaktir. Daha sonra Banach uzaylarda zayif ve giiclii yakinsama

incelenecektir.

Lemma 3.12: {a,} ve {b,,} negatif olmayan iki dizi olsunlar.
Her n>1 ig¢in, ay.1 < a,+b, gerceklessin. Eger Y._,b, yakinsak ise,

lim,, o a, limiti vardwr [Tan and Xu, 1993] .

Lemma 3.13: X normlu uzayinda {a,} ve {b,} dizileri alinsin. Eger oyle bir {t,} reel

sayt dizisi,

) 0<t,<1ve Yy t,=00
a1 =0A—-t)a,+t, b, (Vvn=>1)
i) Lim, o |lanl| = d

V) limy, o sup||bpl| < d ve {Z%, t; b} dizisi stk
sartlarint saglarsa, d = 0 bulunur.

Lemma 3.14: X normlu uzay ve bu uzaydan alinan bir D alt kiimesi i¢in T:D = X
genislemeyen doniistimiinii ele alalim. D kiimesinde verilen bir {x,} dizisi, 0 <

Sy tn < 1 olmak iizere her n > 1 igin,

Xpg1 =t TS, Txy + (1 —5s)x,) + (1 —t)x, n=1273,.. (3.74)

sartini saglasin. Bu durumda hern =1 ve her p € Fix T icin, |lxp4q —pl| <

|Ix,, — pl| ger¢eklesir [Tan and Xu, 1993] .

Teorem 3.23: X normlu uzayimin bir D alt kiimesi i¢in, T:D — X genislemeyen
doniigtimii tammlayalim. D de bir {x,,} dizisini ele alalim. {t,,} ve {s,} iKi reel say

dizisi olsun. Bu diziler,
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) 0<t,<1lve)t,=+o
i)0<s,<1ve)s, <+

X1 =ty T(sp Txp + (1 —s)x,) + (A —t)x, n=12,..

sartlarini saglasinlar. Eger {x,} sturhysa, ||Tx, — x,|| > 0 gerceklesir. [Deng,
1996].

Dikkat edersek yukaridaki teorem Lemma 3.13’iin bir genellemesidir.

Teorem 3.24: Opial sartim saglayan bir X Banach uzayr olsun. D zayif kompakt, T
ve {x,} dizisini Teorem 3.23 teki gibi belirlensin. Boylece {x,} dizisi, T nin bir sabit

noktasina zayif yakinsar.

X bir Banach uzay ve bu uzaydan alinan bir D alt kiimesini ele alalim. Fix T #
@ olacak bicimde T:D — X doniisiimiinii ele alalim. d(x,FixT) = mf{l |x —

z||: z € Fix T} olsun. Her x € D icin,

|Ix — Tx|| = f(d(x, Fix T)) (3.75)

olacak bigimde, f:[0,0) — [0,0) azalmayan ve f(0) =0, f(r) > 0,r € (0,)
olacak bigimde bir f fonksiyonu varsa T déniisiimiine “Sart A” saglar denir [Deng,
1996].

Teorem 3.25: X bir Banach uzay ve bu uzaydan alinan kapali bir D alt kiimesini ele
alalim. T, D den X in kompakt alt kiimesine tamimli genislemeyen doniisiim olsun.
Eger {x,} dizisi, Teorem 3.23 teki gibi ise, T nin bir sabit noktasina yakinsar [Deng,
1996].

Teorem 3.26: X, D ve {x,}, Teorem 3.25 de verilen sartlar: saglasinlar. Fix T # @
olacak bi¢imde T:D — X genislemeyen bir doniisiim tammlansin. Eger bu T
doniigiimii “Sart A ” y1 saglarsa, {x,} dizisi, Fix T 'nin bir iiyesine yakinsar [Deng,
1996].

65



Teorem 3.27: X bir Banach uzay: ve D kapali, konveks ve sinirl bir alt kiimesi olsun.

T doniisiimii D — D ve

i) [ITx = Tyl| < [lx = yI| (vx,y €D)
il) <> 0 degerleri icin ||Tx - Ty|| < (llx - Tx|| + ||y - Tyll) (Vx,y € D)

sartlarim saglasin. O zaman {x,} dizisi, Teorem 3.23 teki gibi verilsin. O zaman
{x,}, T doniisiimiiniin tek sabit noktasina yakinsar.

Asagidaki teorem, Teorem 3.24 {in diizgiin konveks Banach uzaylara
genislemesidir [Deng, 1996].

Teorem 3.28: X diizgiin konveks bir Banach wuzayi, normuda Frechet
differansiyellenebilir norm olsun. C, X in bostan farkh, kapali ve konveks bir alt
kiimesi olmak iizere, T:C — C sabit noktali geniglemeyen doniisiimiinii ele alalim.
{x,} dizisi Teorem 3.23 teki gibi tamimlansin. O zaman {x,}, T nin sabit bir

noktasina zayif yakinsar [Deng, 1996].

X, Opial sartim1 saglayan veya Frechet diferansiyellenebilir normlu, diizgiin
konveks bir Banach uzay1 olsun. C, X in kapali, sinirli ve konveks bir alt kiimesi ve
T:C — C genislemeyen bir doniisim olsun. Keyfi bir x, € C baslangi¢ degeri igin,
{x,} Ishikawa iterasyonu, lim, s, < 1kisit1 ve {n} dizisinin ¥/, t,, (1 — ts,
raksak olacak bicimde {n;,} alt dizisi i¢in, bu {x,,} dizisi T nin bir sabit noktasina
zay1f yakinsar.

Eger X wuzayr diizgiin konveks olursa, her T:C — C  genislemeyen

doniigiimiiniin sabit bir noktasi vardir. Tan ve Xu asagidaki teoremi ispat etmistir.

Teorem 3.29: X Opial sartimi saglayan veya Frechet differansiyellenebilir normlu
diizgtin konveks bir Banach uzay ve bu uzaydan alinan kapali, sinirli ve konveks bir
C alt kiimesini ele alalim. T: C — C genislemeyen bir doniigiim olsun. Keyfi x, € C
baslangis degeri ve [0,1] araligindan alinan {s,}, {t,} dizileri i¢in, Ishikawa
iterasyonu limy, e Sy < 1, X% o tn(1 —t,) wraksak ve Y%y s,(1 —t,) yakinsak

olmak kisitlamalarwyla T 'nin bir sabit noktasina zayif yakinsar.
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Yukaridaki teoremdeki gibi belirlenen X, C ve T icin keyfi x, € C baslangi¢
degeriyle {x,} Ishikawa iterasyonu, {n} dizisinin {n,} alt dizisi i¢in, lim,_c s, <
1 ve Yo tnk(l - tnk) iraksak olmak sartiyla T nin bir sabit noktasina zayif
yakisar [Tan and Xu, 1993].

Lemma 3.15: X, Opial sartini saglayan veya Frechet differansiyellenebilir normlu
diizgiin konveks bir Banach uzay ve bu uzaydan alinan kapal, sinirli ve konveks bir
C alt kiimesini ele alalim. T:C - C genislemeyen bir doniigiim olsun. Her bir
f € Fix T icin {||x, — f1|} artmayan olur ve lim,,_,o|Ix, — fI| vardir [Tan and Xu,
1993] .

Lemma 3.16: X, Opial sartimi saglayan veya Frechet differansiyellenebilir normlu
diizgiin konveks bir Banach uzay ve bu uzaydan alinan kapali, simirli ve konveks bir
C alt kiimesini ele alalim. T:C — C genislemeyen bir doniisiim olsun. Keyfi x, € C

baslangis degeri ve Teorem 3.29 da verildigi gibi [0,1] araligindan alinan {s,}, {t,}
dizilerini ele alalim. lim, . s, <1 varsayalim. {n}y_, dizisinin ¥;°qt,, (1 —

tn,) = to0 kosulunu saglayacak sekilde {n;}y-, alt dizisi varsa, lim_,« ||Txnk -

xnk|| = 0 gergeklesir.

Lemma 3.17: X, Frechet differansiyellenebilir normlu, diizgiin konveks bir Banach
uzay ve bu uzaydan alinan kapali, sinirlt ve konveks bir C alt kiimesini ele alalim.
T:C — C genislemeyen bir doniisiim olsun. Her f;,f, € FixT ve 0<t <1 igin,
lim||tx, + (1 — t) fi — fo|| vardr [Tan and Xu, 1993] .

1991°de Garnicki siraki lemmay1 vermistir.

Lemma 3.18: X konveks Banach uzayr ve C surl, kapali ve konveks bir alt kiime
olsun. 7 ile »:R* - R* «(0) = 0 bi¢imli, kesin artan ve konveks fonksiyonlar
kiimesini gosterelim. S: C — C genislemeyen bir doniisiim oldugunu varsayalim. Bu

doniistim,
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4 A hox(|leSx+ (1 =c)Sy = S(ex + (1 —WI|) <

YET x,yEC 0=<c=<1

(3.76)
[lx — yI| = |I1Sx — Syl

biciminde “tip ¥ olarak adlandirilan ozelligi saglasin. Eger y, =y zayif
yvakinsarsa, Y YEC icin oyle bir gET vardwr ki,
9(|ly = Syl|) < limp.e inf ||y — Syn| 6zelligini saglar [Gorrnicki, 1991].

Not 3.1: X diizgiin konveks bir Banach uzayi ve T:C — C her bir genislemeyen
doniigiimii Lemma 3.18 deki gibi tamimlanan‘tip ¥” olarak adlandirilan ozelligi

saglasin. ¥ fonksiyonu T doniisiimiine bagl olmadan sadece C nin ¢apina bagh
olarak secilebilir [Bruck, 1979].

Sonug¢ 3.5: X diizgiin konveks bir Banach uzayi, C, bu uzaymn kapall, sinirli ve
konveks bir alt kiimesi olsun. S: C — C genislemeyen doniistimiinii ele alalim. Eger
Y,V € C icin, y, = y zayif yakinsarsa, oyle bir g: RT —» R* kesin artan, konveks

fonksiyon vardwr. Bu g icin g(0) = 0 olmak iizere,

9(|ly = sy1[) < lim inf|ly, — Sy,| (3.77)

kosullart saglanir.

Teorem 3.30: Opial sartimi saglayan veya Frechet differansiyellenebilir normlu X
diizgiin konveks bir Banach uzayr ve bu uzaym kapali, simirli ve konveks bir C alt

kiimesini ele alalim. T:C — C genislemeyen doniisiim ve keyfi x, € C baslangi¢

degeriyle, {x,} Ishikawa iterasyonu tammlansin. lim,_. s, < 1 ve {n}; -, dizisinin

bir sabit noktasina zayif yakinsar [Zeng, 1998].
Teorem 3.31: Diizgiin konveks bir X Banach uzaymnda T, C ve {x,} Teorem 3.30
gibi tammlansin. C nin T altinda gériintiisii X in kompakt alt kiimesi tarafindan

icerilirse, {x,} Ishikawa iterasyonu gii¢lii yakinsar [Zeng, 1998] .
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Teorem 3.32: X diizgiin konveks Banach uzay1 T ve C Teorem 3.30 gibi olsunlar.
Eger bu T doniigtimii “sart A "y1 saglarsa, keyfi x, € C baslangi¢ degeri i¢in,
{x,} Ishikawa iterasyonu, lim, .S, <1 ve Yo otn,(1 —t,) serisinin wraksak

olmasi kisitlamalariyla T nin bir sabit noktasina gii¢lii yakinsar [Zeng, 1998].

Simdi diizglin konveks Banach uzaylarda giiclii ve zayif yakinsama iizerinde

duralim.

Lemma 3.19: X bir reel lineer normlu uzay ve C, bu uzayin bostan farkii, konveks bir
alt kiimesi olsun. T:C — C genislemeyen bir doniisiim ve {t,}ve {s,}, [0,1]
araliginda alinan diziler olsun. {x,}, Ishikawa iterasyon dizisi olsun. Béylece

T, = min {t,,1—t,}s, olmakiizere,

||xn+1 - Txn+1|| < (1 + ZTn) ||xn - Txnll (VTL = 1) (378)

gerceklesir. Ayrica, eger s, =0 Ve limy, o|lx, — Tx,|| limiti varsa, ||xp.; —

Txns1l| < |10 — Tx,l| elde edilir.

Lemma 3.20: {a,} ve {b,} negatif olmayan reel sayilarin iki dizisi olsunlar ve her
n>1 i¢in, apny < (1 +bya, sartuu saglasinlar. Eger Y-, b, yakinsarsa,
lim, e a, vardwr. Yani {a,} dizisnin 0 a yakinsayan bir alt dizisi varsa, a, = 0

bulunur.

X reel Banach uzaymin konvekslik modiilii her € € [0,1] igin,
] 1
6x(&) =inf{1 = S G+ | [l vl < 1 [ - yi| 2 e (3.79)

seklinde tanimlanir.

Eger 0 < e < 2 igin, 64x(0) =0 ve &x(e) > 0 oluyors,X e diizgiin konveks

denir.
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Lemma 3.21: X diizgiin konveks bir Banach uzayi, 8y konvekslik modiilii olsun
6x:[0,2] - [0,1] siirekli, artan fonksiyon ve 8x(0) =0, 6x(t) > 0 (t > 0igin)
olsun.

0<c<1ve [[ull]vl <1icin,

||cu +(1- c)v|| <1-2minf{c,1—c} by (||u — v||) (3.80)

olur [Bruck, 1979].

Lemma 3.22: X diizgiin konveks bir Banach uzay ve bu uzayin bostan farklr kapal
konveks bir C alt kiimesini ele alalim. X Frechet diferansiyellenebilir normlu ve
{T,;:n = 1} C deki oz genislemeyen doniisiimler ailesi olsun. Fix T # @ olsun. Eger
her n>1 igcin, x € C alp {x,}dizisini, x, ., =T, x,, bi¢ciminde tammlarsak,
fi,f2 €EFixT ve f; # f, olmak iizere, lim,_ < fi — f2 ,x, > vardir [Reich,
1979].

Teorem 3.33: X reel, diizgiin konveks bir Banach uzayr ve bu uzayin bostan farkl,
kapali ve konveks bir C alt kiimesini ele alalim. T: C — C genislemeyen doniistimii
olsun. {x,,} Ishikawa iterasyonunu, Yo, t,(1 — t,,) = 0 ve Y0, T,, < o0 bi¢iminde
tamimlayalim. Burada t, Lemma 3.19. gibi alinsin. Boylece x,; € C baslangi¢
degeriyle {||x, — Tx,||} dizisi benzer 1. (T) degerine yakinsar. Eger t, = 0 olursa

ro(T) = inf{||lx — Tx|| : x € C} olur [Zhou et al., 2002].

Ispat 3.33: Lemma 3.19 ve Lemma 3.20 den lim, o, ||, — Tx,|| vardir. Bu limiti
r(x,) ile isaretleyelim. {x,} dizisine benzer kisitlamalarla baska bir {x,*} Ishikawa
iterasyonu tammlayalim. x.* € C baslangi¢ degeri icgin, r(x*) = limn_,oo“xn* —

Txy'|

olmak iizere r(x;) = r(x,*) oldugunu gosterelim.

||xn+1 - x;+1|| < ||xn — x| (3.81)
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oldugundan lim,,_,||x, — x,*|| vardir. d ile isaretleyelim. d > 0 varsayarsak,

Xn+1 — xn+1* = tn (Tyn - Tyn*) + (1 - tn)(xn - xr*l)

||TYn - Tyn*l < ||xn - xn*l

bulunur. Lemma 3.21 kullanarak,

||xn+1 - xn+1*| <

[1 —2t,(1—t,). 8 (“x”_x"*_(Ty"_Ty"*)”)] |2, — 27|

||xn_xn*||

bulunur. Yani,

(00}

— %" — Ty, — Ty,
Ztn(l_tn)6X<||xn X' = Ty, yn)ll><oo

||xn _xn*l

n=1

gergeklenir. t,(1 — t,)sy, < Ty V& Yoy Tp, < 0 oldugundan,

[00]

z t(1—t,)s, <o

n=1

bulunur ve béylece,

o0}

Z -t I6x <|Ixn —x," — (Ty, —Tyn*)I|> +Snl <o

||xn _xn*l

n=1

elde edilir.

Buradan Y,_;t,(1 —t,) = o oldugundan dolayr,

(3.82)

(3.83)

(3.84)

(3.85)

(3.86)

(3.87)
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lim inf

n—-oo

l8 (llxn - xn* - (Tyn - Tyn*)l
¥ ||xn _xn*l

> + snl =0 (3.88)

bulunur. 8y kesin artan ve siirekli oldugu ve limy ,o|lx, — x,*I| = d > 0 oldugu
icin,
’ll_r)lgo |xn —-x," - (Tynk - Ty*nk)H =0, Ill_r)l(;lo Sn, =0 (3.89)
elde edilir.
Yani,
| ||xnk - Txnk|| — | X'p, = Tx*nk|| | <
||(xnk - Txnk) - (x*nk r Tx*nk)ll =
(3.90)

+

|xnk - x*nk - (Tynk - Ty*nk)l

* *
X', —Tx nk||)

Sny, (||xnk - Txnk|| + |

elde edilir. Buradan,

lim | [x, = Txol| = [l22" = Txa"l] | = 0 (3.91)
boylece r(x1) = r(x,*) elde edilir.
Eger 1,=0 se ||xn+1 - Txn+1|| < ||xn - Txn|| yani, r(x;) < ||x1 — Tx1||

bulunur. Buradan da r.T = inf{llx — Tx||:x € C} sonucu ¢itkar.
Teorem 3.34: X,C ve T Teorem 3.33 gibi olsunlar. Asagidaki ifadeler denktir:

i) FixT £ @
i) x; € C igin, {x,} Picard iterasyon dizisini x,, = T"™ x; bi¢imde tammlayalim.

Bu dizi C de simirlidir.
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iii)Her x; € Ci¢in {x,} Ishikawa iterasyon dizisi, t, >t >0 ve s, > s <1
kisitlamalart altinda sinwrlidir.

) {y,} © C simwrh dizisi vardwr ki y, — Ty, = 0 olsun (n — o)

v) Her bir x; € C i¢in {x,} Ishikawa iterasyon dizisi, 0 < t, <1, Yy t, = ©

Ve Yol Sy < o kisitlamalart altinda sinirlidir.

1%, — Tx,|| = 0 (n - ) gerceklesir [Zhou et al, 2002].

Teorem 3.35: X Banach uzayi, reel, diizgiin konveks ve Frechet diferansiyellenebilir
normlu olsun ve Opial sartini saglasin. C de bu uzayin kapali ve konveks bir alt
kiimesi olsun . Fix T # @ sartiyla, T: C = C genislemeyen doniigiimii tanimlayalim.
X1 € C baslangiciyla, {x,} Ishikawa iterasyonu, ). t, (1 —t,) = ve X1, <

kisitlamalariyla, T nin bir sabit noktasina zayif yakinsar [Zhou et al, 2002] .

Ispat 3.35:

Tox=t, T(s, Tx+ (1 —5s)x)+ (1 —t,)x (3.92)

alalim. T,: C — C geniglemeyen bir doniigiim ve {x,} Ishikawa iterasyonu,

Xn+1 = Tn X (3.93)

bigimde yazilabilir. Dahasi  Fix(T) c Fix(T,) elde ederiz. w,(x,) ile {x,}
dizisinin zayif @ — lim kiimesini isaretleyelim. Fix T # @ oldugundan, Teorem 3.34
ten x,, — Tx,, = 0 buluruz.

Geneli bozmadan x,, = p varsayalim. Browder'in yari kapalilik prensibinden,
Tp = p iddia ediyoruz. Buradan da w,, (x,) < FixT sonucuna variriz.

W, (x,) ile {x,} dizisinin zayif- w limit kiimesini belirtilsin. Bu durumda
{x,}, T nin sabit bir noktasina zayif yakinsandigini gostermek icin, w, (x;)
kiimesinin kesinlikle bir tek noktadan olustugunu géstermek yeterlidir. X, Opial

sartini saglasin. p,q € w,(x,), p # q olacak bi¢cimde varsayalim. Béylece
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Xn, = D» Xn, — q oOlsun. Keyfi z € Fix T igin limy ol 1%y — z|| var oldugundan,

Opial sartint kullanarak,

limn_m“xn — p|| = limy_ ||xnk - p|| < limy_ 00 ||xnk - q|| =
(3.94)

lim;_,o, ||xmj - q|| < limj_, ||xm]- - p|| = lim,, o ||, — P

celiskisi elde edilir. Simdi de Frechet differansiyellenebilir normdan f;, f; € w,, (x,),

fi # f, varsayalim. Lemma 3.22 den,
<h-fh>=<fi-fi,.> (3.99)

yani f; = f, bulunur.

Teorem 3.36: X,C,T ve {x,} Teorem 3.33 gibi olsunlar. Ek olarak Fix T + @ ve T
doniigiimii i¢cin “sart A’ saglansin. Boylece {x,} iterasyonu, T nin bir sabit

noktasina gii¢lii yakinsar [Zhou et al., 2002] .

Sonug 3.6: Eger T(C) nispeten kompakt olursa, {x,} iterasyonu T nin bir sabit

noktasina giiglii yakinsar [Zhou et al., 2002].

Ispat 3.6: Schauder’in sabit nokta teoreminden, T nin C de en az bir sabit noktas
vardir. Fix T # @ bulunur. T yari kompakttir. Yani {x,} € C simirl ve {x, — Txp}
giiclii yakinsaktir. Béylece, giicli yakinsayan {xp;} alt dizisi vardir. T nin yari
kompakt ve siirekli olmasindan Opial sartina gore (I — T) doniisiimii, C nin kapali
ve simwrlt alt kiimelerini, X in kapali alt kiimelerine doniistiiriir. T doniisiimii, {x,}

dizisine bagl olarak “sart A”yi saglayacaknur. Teorem 3.36 dan ispat tamamlanir
[Senter and Dotson, 1974].
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3.2. Uzanim Metodu

U , E Banach uzayinn orijini igeren smirl bir bolgesi olmak iizere, f:U — E
daralma donisiimiiniin bir sabit noktasi vardir ya da A€ (0,1) igin, Af
dontsiminiin U nun smirlarinda bir sabit noktas1 vardir. Daralma doniistimleri igin
sabit noktaya sahip olma 06zelligi homotopi tarafindan de§ismez ozelliktir. Ama
genislemeyen doniisiimler i¢in bu durum saglanmaz.

(X,d) metrik uzayi, B(x,r), X de agik kiire ve C kiimesi bu uzayn bir alt
kiimesi olsun. U, B(x,r) ifadesini B(C,r) ile gosterelim. X metrik uzaymin

bostan farkli, kapali C ve K alt kiimelerini ele alalim.

D(C,K) =inf{e > 0:C < B(K,€),K c B(C,e)} € [0, 0] (3.96)

ile de genellesmis Hausdorff mesafesini gosterelim.

F:C — X doniistimii,

D(F(x),F(y)) <« d(x,y) (3.97)

esitsizligi, o< 1 olursa bir daralma doniisimiidir ve «=1 olursa da bir

genislemeyen doniigiimdiir.

f ve g:U — X birer daralma déniisiimii olsun. Eger H: Ux[0,1] - X,
) HC., D =f H(. ,0) =g
i) H(x,t) #x Vx€adU ve t€[0,1]

lii)x< 1 i¢in d(H(x, t), H(y, t)) <« d(x,y) Vx,y€Uve te][01]

iV)M > 0 sabiti icin x € U ve t,s € [0,1] icin d(H(x,t), H(x,s)) < M|t — 5|

sartlarini saglhiyorsa f ve g homotopiktir denir.
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Teorem 3.37: f ve g : U —» X homotopik iki daralma doniisiimii olsun. f in sabit
noktasi olmast i¢in g nin de bir sabit noktast olmasi gerek ve yeterdir. Hatta

aralarinda A - x; ve x; = H(x;, A) homotopisi vardwr [Frigon, 1996].

Ispat 3.37: Q ={A €[0,1]: H(. ,A) bir sabit noktasi olsun} kiimesini H, f ile g
arasinda homotopi olacak sekilde tammlayalim. g nin sabit noktast 0 € Q olsun.
Herseyden once Q nun [0,1] araliginda agik oldugunu gosterelim. Ay € Q ve x
noktast H(. ,Ay) wn sabit noktasi olsun. B(x,r) € U olacak bigimde belli bir r > 0
icin, |A — 25l < 8 ve M|A— 24| < (1 — a)r olacak sekilde § > 0 alalim. Burada,

M ve a homotopi tarafindan verilen sabitler olsun. Boylece H(. , A), B(x,r) Vi

kendine doniistiiriir. Aslinda her bir y € B(x,r) i¢in,

d(x, H(y,2)) < d(H(x, A0), H(y,29)) + d(H(x, 49), H(y, 1)) (3.98)
<ad(x,y)+ M|A— 2] (3.99)
<ar+(1-a)r=r (3.100)

gergeklesir. Banach daralma prensibinden, H(.,A), her bir A € B(4,,6) n[0,1]
i¢in bir sabit noktaya sahiptir.
Q nun kapali oldugunu gostermek igin 21,1, € Q alalim ve x; ve x, de

H(.,A,) ve H(.,A;) nin sabit noktalar: olsunlar.

d(xy,x3) < d(H(xq, A1), H(xy, 23)) + d(H (1, A3), H(x2, 23)) (3.101)
< M|, — A, + a.d(xq, x3) (3.102)
Buradan da,
M2, — ;]
< — = 3.103
d(xl:xz) — 1 —a ( )
elde edilir.
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Boylece Q = [0,1] bulunmus olur. Boylece A — x, sabit nokta yiizeyi bir
Lipschhitzian olur.

Dikkat edersek tanimdaki iv) sartini,
?:[0,1] » R icin x € U,s,t € [0,1] d(H(x, t), H(x, s)) < |@(t) — @(s)| olacak

bigimde siirekli fonksiyonu vardir seklinde degistirebiliriz.

Sonug¢ 3.7: U, E Banach uzayimin orijini iceren siirl bir bolgesi olsun. f:U — E
bir daralma doniisiimiinii ele alalim. f(ﬁ) stmirlt olmak iizere, her x € dU icin,

asagidaki sartlardan birisi saglansin:

i) |IfGOl| < |IxI|  (E. Rothe)
i) |If QO] < [lx = £

i) [ |LF I < (Jlxl]” + [lx = £GOI*)? (M. Altman)
V) |If (O)I| < max {[Ixl], [Ix = FCOI|}
V) —x €U ve f(x) = —f(—x)

Bu durumda, f nin tek bir sabit noktasi vardir. Simdi bu daralma doniisiimleri
icin saglanan sartlarin genislemeyen doniisiimler igin saglanip saglanmadigi sorusu

giindeme gelir [Frigon, 1996].

Teorem 3.38: U, E diizgiin konveks Banach uzayimin orijini i¢eren simirli ve konveks
bir bélgesi olsun. f:U — E genislemeyen doniigiimiinii ele alalim. Béylece A* €
(0,1] , [0,A*] iizerinde tammh A — x; doniisiimii icin, [0,A%] N [0,1)] iizerinde
yerel Lipschitzian olan, ayrica (1*,x3+) € [0,1]xU  swurlart iizerinde olacak

bicimde, Af in sabit noktalar yiizeyi vardw [Frigon, 1996].

Lemma 3.23: E diizgiin konveks bir Banach uzayi ve C, bu uzayin kapali, sunirl ve
konveks bir alt kiimesi olsun. f: C — E geniglemeyen bir déniisiim olmak iizere, bir
{x,} dizisi, C icinde x noktasina zayif yakinsarsa ve (I — f)(x,,) = y gerceklenirse,
(I — f)(x) = y olur [Frigon, 1996].
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Ornek 3.15: X = 1, alalim. U = B(0,1) ve H:U x[0,1] = X,

H(x,t) = (ta,x1,%3,...) (a €R—{0}) (3.104)

olsun ve x = {x,} olsun.s,t €[0,1] olsun. Her t i¢cin H(.,t) genislemeyen
doniisiimdiir.

||H(x, t) — H(x, s)|| <lal.lt—s| (vx€U) ve s,t icinsaglamr. Yani baska
ifadeyle,

x=H(x,t) ©ta=x; =x, =+ (3.105)

St=0vex=0 (3.106)

gerceklesir. Boylece, H(.,t) sabit noktas: olmasi igin t = 0 olmasi gerek ve yeterdir
[Frigon, 1996].

Ornek 3.16: X =1,, U= B(0,1) ve H:U x[0,1] » X (a€R—-{0}) olacak
sekilde,

1 V2
_ 3.107
H(x,t) (ta,ﬁxl,ﬁxz, ) ( )

tamimlayalim. Bir onceki 6rnekte oldugu gibi,

[IHG, 6) = H, O] < [lx =yl (3.108)

bulunur. Ustelik t € [0,1] ve x,y € U icin,

ta ta (3.109)
— = Xy,X3 = —, ... _
V2 PP B

x =H(x,t) & ta=x,,
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St=0vex=0 (3.110)

gergeklesir. Boylece H(.,t), t =0 olmak sartiyla sabit bir noktaya sahiptir
[Frigon, 1996].

Tamm 3.2: E diizgiin konveks Banach uzay ve bu uzayda bir {x,,} simirli dizisini ele

alalim. K kiimesinde {x,,} dizisinin asimptotik yari ¢apt,

r(K,{x,}) = inf {x €K: lim sup||x — xn||} (3.111)

ve {x,} dizisinin K daki asimptotik merkezi,

A(K,{x,}) = {x EK: Tlll_l)’lc’)lo sup|lx — x,|| < r(K, {xn})} (3.112)

seklinde tammlamr. Eger {x,} dizisinin her {x, } alt dizisi icin, r(K,{x,}) =

r(K, {xnk}) oluyorsa, {x,} dizisine K ya regiiler relatif denir.

Lemma 3.24: K, Tamum 3.2 deki gibi alinsin. Bu durumda her simirl dizinin, K ya

regiiler relatif bir alt dizisi vardw [Frigon, 1996].

Lemma 3.25: E diizgiin konveks bir Banach uzay: ve K kiimesi, bu uzayin bostan
farkli, konveks, kapali ve simirly bir alt kiimesi olsun. E uzayinda {x,} sinwrly bir dizi
olmak iizere, A(K, {x,}) bir tek ogeli kiimedir [Frigon, 1996].

Teorem 3.39: E diizgiin konveks Banach uzaywmin bostan farkli, sinirl ve konveks bir

U bolgesini alalm. F:U — E kompakt degerli olan ¢ok degerli genislemeyen

doniistim olsun.

H:U - E doniisiimii,

i) H.,1) =F
ii) H(.,0) sabit noktaya sahip
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iiiyHer t € [0,1] i¢in, U’dan alinan her x ve y, [0,t] den alinan her s icin,
D(H(x, s),H(y, S)) < a| |x — y|| olacak bi¢imde a < 1 vardir.

iv)Vx € U ve Vt,s € [0,1] icin, D(H(x, t), H(x, s)) < |0(t) — @(s)| olacak
bigimde ©:[0,1] - R siirekli fonksiyonu vardir.

sartlarini saglansin. Bu durumda asagidakilerden biri saglanir:

1) F’nin bir sabit noktasi vardir.

i) x € H(x, t) olacak bi¢imde t € [0,1) i¢in, x € AU

durumlarindan biri saglanir [Frigon, 1996].

Ispat 3.39: ii) nin olmadigini varsayalim. ¥t € [0,1) icin H(.,t) nin U de sabit
noktast vardwr. Boylece x, € H(xp,t,) Ve t, = 1 olacak bi¢cimde {x,}, {t,} dizileri
alabiliriz ve t, - 1 olsun. F kompakt degerli oldugundan {x,} dizisi, sinurli ve U
regiler relatif olur .Lemma 3.24 den, {x} = A(U, {x,,}) ver = r(U , {x,,}) alalim.
||xn = yn|| < D(H(xp, t,), F(x)) olacak bicimde y, € F(x) alalim. F(x) kompakt
oldugundan, {y,} dizisinin y € f(x) e yakinsayan {yy, } alt dizisi vardr.

||xnk _y|| s ||xnk _ynk|| + ||ynk _y|| =
(3.113)

|®(tnk) - (Z)(t)l + ||xnk _x|| + ||ynk —)7||

gerceklesir. Boylece limy, 0 SUp ||ynk - y|| < limy_o SUP ||xnk - x|| =r

bulunur. Lemma 3.25ten y = x, yani x € F(x) elde edilir.

Teorem 3.40: X Banach uzay ve U, bu uzayin acik bir alt kiimesi olsun F: U = X bir

daralma olsun. F(U) sinrli olsun. Bu durumda,

e A;) F nin U iginde sabit noktas1 vardir

e A,)A€(01) i¢in, u= AF(u),u € U
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ozelliklerinden birisi saglanir [Saber and Zafar, 2014] .

Ispat 3.40: A,) saglanmasin ve F in 0U da sabit noktasi olmasin. Boylece u #
AF (u) elde ederiz. Her u € U ve A€[0,1] i¢in,

H:Ux[0,1] - X, H(x,t) =t F(x) (3.114)

homotopisi alalim.
G sifir doniisiim olsun. G U da sabit noktaya sahiptir. Yani G(0) = 0 olur. F ve G
birer homotopik daralma doniisiimii olduklarindan Teorem 3.39 dan, x € U igin,

x = F(x) elde ederiz. Yani A;) saglanir.
Teorem 3.41: X diizgiin konveks bir Banach uzay ve bu uzayin agik, suirlt ve
konveks bir U alt kiimesini alalim. 0 € U ve F:U — X bir genislemeyen bir doniisiim

olsun. Bu durumda,

e A;) F nin U 'da sabit noktasi vardur.

o Ay u = AF (u) olacak bicimde 1e(0,1) ve u € dU vardir.
ozelliklerinden birisi saglanir [Saber and Zafar, 2014] .

Ispat 3.41: A,) saglanmadigini varsayalim. Her birn € {2,3, ...} icin,

N
Fn=(1——)F:U—>X (3.115)

doniistimii alalim. E, , (1 — %) sabitiyle bir daralma doniisiimiidiir.

Teorem 3.40 dan ya F,, U da bir sabit noktaya sahiptir ya dau = AF, (u) olacak
bicimde A € (0,1) ve u € dU vardwr. Sonuncusunun dogru oldugunu varsayalim.
Yani u € dU ve A € (0,1) i¢in u = A E,(u) olsun.

Boylece,
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w=2 (1 _ %) F(u) = 1 F(w) (3.116)

elde edilir. Burada pn degeri, 0 <p = /1(1 —%) < 1 seklindedir. Bu durumda A,)
saglanmadigindan bir ¢eligki bulunur. Bunun sonucunda F,, her bir n€
{2,3, ...} icin U da u,, € U gibi bir sabit noktaya sahiptir.

Eger E yansimali bir Banach uzayt olursa, keyfi norm suurl bir dizi, zayif
yakinsak bir alt diziye sahiptir. U, kapali, simirli ve konveks oldugu icin zayif

kapahdir. u € U igin S tam sayilarin bir alt dizisi olmak iizere S dee u,, = u olur

Ayrica u,— (1 - %) F(u,) oldugundan,

It = P = - [IFul| <+ [IF@w,) - FOI| + [IF©O)]] <
(3.117)
= [1un) = FOI| < = (|1 @)]] + [IF©OI]

gergeklesir. Boylece (I — F) (uy) 0 a gii¢li yakinsar. (I — F) doniistimiiniin yart

kapaliligindan w = F(u) bulunur. Yani A, saglanir.
Dugundji-Granas Hilbert uzaylarda asagidaki sonucu vermistir.

Onerme 3.4: H bir Hilbert uzay1 ve B, bu uzayda kapali bir kiire olsun T:B — H
genislemeyendoniisiimiinii ele alalim. B = {x € H : |x| < R} olsun. |x| =R ve
A€ (0,1) icin x # AT(x) oluyorsa, T, B de en az bir sabit noktaya sahiptir
[Dugundji and Granas, 1982].

Bu sonug, [Precup, 1996] tarafindan asagidaki gibi genellestirilmistir:

Teorem 3.42: E diizgiin konveks bir Banach uzay ve U, bu uzayda sinurli acik
konveks bir alt kiime ve 0 € U olsun T:U = E  genislemeyen déniisiimii alalim.

vx € dU ve A € (0,1) icin, x # AT (x) oluyorsa, T nin U da en az bir sabit noktas
vardwr [Precup, 1996].
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Teorem 3.43: (H, <.,.>) bir Hilbert uzay ve bu uzayda orijini iceren, konveks olmak

zorunda olmayan, sumrli ve ac¢ik bir U alt kiimesini ele alalim. T:U > H
genislemeyen doniisiimii verilsin. Her x € U ve A€ (0,1) i¢in, x # AT(x)

oluyorsa T déniisiimiiniin, U da en az bir sabit noktast vardur [Precup, 1996] .

Ispat 3.43: Her x € du ve A € (0,1) igin, x # AT(x) olsun. Her bir 2 € (0,1)

icin, AT bir daralma doniisiimii olur.

h:U x [0,1) = H igin h(x,p) = p AT tammlarsak bu h doniisiimii,

i) Herx,y € U ve 1€ [0,1] icin d(h(x,2),h(y,1)) < ld(x,y) olacak sekilde
[ € [0,1) vardrr.

i) Her x € aU ve 1 € [0,1] icin h(x, 1) # x

iih, A'da siireklidir ve x € U icin diizgiin siireklidir.Yani her e >0 ve
1€[01] icin,x €eUve |A—k|<p oldugunda  d(h(x,2),h(x,k)) <e
olacak sekilde p > 0 vardwr. Bu nedenle x; — ATx; = 0 olacak sekilde tek

X, € U vardr.

1
A= 1—5, ne N—{0} (3.118)

sartini saglayan x, lart x,, ile isaretleyelim. Her n,m > 1 tamsayilar igin,

<(m-D1x,—-(m-1D"1x,, x, —x, >=

(3.119)
<TCq) = TG, X — x> — |x, — Xm|* <0
ozdesligi elde edilir. (n — 1)t = n, diyelim. Ozdesligi kullanarak,
2 < Ty Xy — T » X — X > (T + ) % — X% +
(3.120)

(rn - rm) (lxnlz - |xm|2)

bulunur. Buradan da,
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0< (Tn + rm)lxn - xmlz < (rn - 7“m)(lx‘mlz - |xn|2) (3121)

sonucu ¢tkaririz.
{r.} azalan dizi oldugu igin, {x,} artan olur ve U surli oldugundan, {x,}

sinwrlt ve yakinsaktir. Béylece,

X = Xm|? < (loen]? = 1xal?) (5 = 1)/ (1 + T3n) (3.122)

elde edilir. Buradan {x,,} dizisi, yakinsak bulunur ve limiti T nin bir sabit noktasidir.
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4. SONUC

Giris boliimiinde, sabit nokta kavraminin tarihsel gelisimi, daha 6nceki yillarda
yapilan calismalarm bir derlemesi yapilarak incelenmistir. Ikinci boliimde ise, baz1
temel kavram ve sabit nokta teoremlerinden bahsedilmistir. Uciincii boliimde ise,
iterasyon ve uzanim metodu incelenmistir.

Iterasyon incelemesi, Halpern, Mann ve Iskikawa iterasyonlar1 {izerinde
yapilmistir. Yontemlerde izlenen ilk yol, (0,1) araliginda belli sartlar1 saglayan {a,,}
dizisi tanimlayip, bu dizi yardimiyla {x,} iterasyon dizisinin kurulmasidir. Daha
sonra izlenecek yol, Banach uzay ya da Hilbert uzayn bir alt kiimesi iizerinde, sabit
noktalar kiimesi bostan farkli olacak sekilde genislemeyen bir doniisiim
tanimlanmasidir. Son olarak, tanim uzaylar1 ve onlarin geometrik yapilar ile (0,1)
araligindan segilen dizilerin sagladigi bazi sartlara gore, bu iterasyon dizisinin,
genislemeyen doniisiimiin sabit bir noktasina, giicli ya da zayif yakinsamasi
incelenir.

Uzanim metodu ise homotopi doniisiimii {izerine kurulmustur. Burada ¢ikarilan
ilk sonug, iki daralma doniisiimii homotopik olursa, sabit noktaya sahip olma 6zelligi
homotopi altinda de§ismez bir Ozelliktir. Ama genislemeyen doniisiimler i¢in bu

durum saglanmamaktadir.
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