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OZET

Bu calismada Fraksiyonel analiz i¢in gerekli Gamma, Beta, Mittag-Leffler ve
Wright Fonksiyonlarinin 6zellikleri incelenmis, Riemann Liouville (R-L) ve
Grinwald Letnikov manada fraksiyonel tiirev ve integral kavramlari tizerinde
durulmustur. Daha sonra Caputo manada fraksiyonel tiirev ve integral tanimi,
avantajlart ve diger iki tiirev arasindaki iliski incelenmistir. Boliim 3 fraksiyonel
diferansiyel denklemlerin temel teorisine ayrilmistir. ilk olarak Volterra tipi integral
esitsizlikler, daha sonra fraksiyonel diferansiyel esitsizlikler ve son olarak yerel
varlik ve ektremum ¢oziimler tizerinde durulmustur. Son boliimde ise lineer olmayan
fraksiyonel diferansiyel denklemler ic¢in bazi karsilastirma sonuglart iizerinde

calisilmigtir.

Anahtar Kelimeler: Fraksiyonel Diferansiyel Denklem, Alt Céziim, Ust Coziim,

Karsilastirma Teoremleri.



SUMMARY

In this study required for Fractional analysis, the characteristics of Gamma,
Beta, Mittag-Leffler and Wright Functions are examined. Then it focused on the
concept of Riemann Liouville (R-L) and Grunwald Letnikov fractional
differentiation and integration. Then the definition of Caputo fractional derivative
and integral, the benefits and the correlation between the other two differentiations
are studied. Chapter 3 is devoted to the basic theory of fractional differential
equations. First, Volterra type integral inequalities, then fractional differential
inequalities and finally local assets and extremum solutions are focused. In the last
chapter, it focused on some of the comparison results for fractional nonlinear

differential equations.

Key Words: Fractional Differential Equations, Lower Solution, Upper Solution,

Comparison Theorems.
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1. GIRIS

Bilim ve teknigin yasalari, matematik diline aktarildiginda bir takim
denklemler araciligi ile ifade edilirler. Analiz, geometri ve cebir statik problemlerin
birgogunun ¢oézliimii igin yeterli olabilmektedir. Buna karsilik, dogadaki olaylari
aciklayan yasalarin biiyiik ¢ogunlugu, bir veya daha fazla biiyikligiin, diger bir
takim biiyiikliiklere gore degisimini igerir. Bu degisim matematiksel olarak tiirev
islemi ile ifade edilir. Her bir siirecin matematik ifadesinde farkli degisim hizlari,
farkli tiirevler olarak karsimiza ¢ikar ve bir fiziksel siireci agiklayan yasalar, tiirevleri
de igeren birtakim matematiksel bagmtilar halini alir. Siireci ifade eden
fonksiyonlarin yani sira bunlarin sonlu mertebeden tiirevlerini de iceren
matematiksel bagintilara diferansiyel denklem denir.

Fraksiyonel diferansiyel, matematiksel analizin bir kolu olarak, kendi adindan
da anlasilacagi fizere, tiirev ve integralin tam olmayan (keyfi) mertebelere
genigletilmis bir halidir. Konu, diferansiyel analiz kadar eski olup Newton ve
Leibnitz’in diferansiyel hesaplama teknigini bulmalarina kadar uzanir.

Bir fonksiyonun birinci, ikinci, {iglincii vs. tlirevlerinin nasil alindig: biliyoruz fakat
% nci tiirevini nasil alabiliriz? Ayn1 sekilde bir fonksiyon iki ya da {i¢ defa integre

edilebiliyor ama %2 defa integre edebilir miyiz? Leibnitz’in 1695'te L' Hospital'a
sordugu "Tam say1 dereceden tiirevler, kesirli mertebeden tiirevlere genellestirilebilir
mi?" sorusu fraksiyonel diferansiyelin dogusu olarak gosterilebilir. Leibnitz'in kesirli
tiirevler lizerine ortaya attig1 bu soru, 300 yildan fazla bir siiredir iizerinde ¢alisilan
bir konu olmustur. Leibnitz'in yani sira Liouville, Riemann, Weyl, Fourier, Laplace,
Lagrange, Euler, Abel, Griinwald ve Letnikov gibi iinlii birgok matematik¢i de bu
konu tizerinde ¢alismislardir.

Fraksiyonel tiirev kavraminin ilk kez kullanildigi bu mektuptan sonra pek ¢ok
matematik¢i bu konuda g¢aligmalar yapmasina ragmen, fraksiyonel operatorler bir
fizik problemini ¢6zmek icin ilk kez Niels Henrik Abel tarafindan 1823'te
kullanilmistir.

Abel'in uygulamali problemlerde fraksiyonel operatorleri kullanmasindan
sonra Liouville tarafindan kapsamli bir ¢aligma yapilmis ve konuyla ilgili birgok
makale yayimlanmistir. 1847 yilinda Riemann, bugiin de en sik kullanilan

fraksiyonel integral olan Riemann-Liouville integralinin tanimini vermistir.



Uygulamali problemlerde 6nemli yer tutmasina ragmen, Riemann-Liouville
fraksiyonel integral ve tiirev operatorlerini geometrik ve fiziksel olarak
anlamlandirmak olduk¢a zordur. Bu zorluktan kurtulmak i¢in Caputo'nun 1967
yilinda tanimladig tiirev operatorii sonraki yillarda uygulamali problemlerde siklikla

kullanilmistir.
1.1. Tezin Amaci, Katkisi ve i¢erigi

Calismamizda oOncelikle fraksiyonel analiz i¢in gerekli Gamma Fonksiyonu,
Beta Fonksiyonu, Mittag-Leffler Fonksiyonu ve Wright Fonksiyonlarinin 6zellikleri,
Riemann Liouville (R-L) ve Griinwald Letnikov manada fraksiyonel tiirev ve
integral kavramlari, Caputo manada fraksiyonel tiirev ve integral tanimi, avantajlar
ve diger iki tiirev arasindaki iliski incelenmistir.
Béliim 3 fraksiyonel diferansiyel denklemlerin temel teorisine ayrilmustir. ilk olarak
Volterra tipi integral esitsizlikler, daha sonra fraksiyonel diferansiyel esitsizlikler ve
son olarak yerel varlik ve ektremum ¢o6ziimler ele alinmistir.

Bolim 4 te ise lineer olmayan fraksiyonel diferansiyel denklemler i¢in bazi

karsilastirma sonuglari tizerinde durulmustur.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Fraksiyonel (kesirli) tiirev ya da fraksiyonel integral klasik manada bilinen
yiksek  mertebeden tiirev ya da n-kath integral kavramlarini genelleyen bir

konsepttir. Burada fraksiyonel tiirev derken keyfi mertebeden tiirev kastedilmektedir.
2.1. Ozel Fonksiyonlar

Bu basligin alt boliimlerinde fraksiyonel analiz i¢in gerekli Gamma fonksiyonu, Beta
fonksiyonu, Mittag-Leffler fonksiyonu ve Wright fonksiyonlarinin tanimlari ve

ozellikleri verilecektir.
2.1.1. Gamma Fonksiyonu

Euler’in Gamma fonksiyonu fraksiyonel analizle dogrudan iligkilidir. Bu
fonksiyon sayesinde faktoriyel kavrami biitiin reel sayilara ya da karmasik sayilara

genellenebilir. Gamma fonksiyonu
I(z)= fe tdt (2.1)
0

genellestirilmis integralin  yardimiyla tanimlanir. Gamma fonksiyonu bazen
genellestirilmis faktoriyel fonksiyonu olarak da adlandirilir. Bunun nedeni, Gamma

fonksiyonunun
I'(z+1)=2I(z) (2.2)

esitligini saglamasidir. Burada z=n degerleri pozitif tam sayilar olarak alinirsa

I(n+1)=nC(n)=n! olur. Oysa z nin z>-1 olan herhangi bir reel say1 olmasi

hédlinde de bu genellestirilmis integral tanimlidir. Yani yakinsaktir. O halde

Z > —1 olan herhangi bir reel say1 olmak tizere;



Te‘ttzdt =T'(z+1) (2.3)

yazabiliriz. Yukaridaki esitlikten goriiliiyor ki, —1 den biiyiik olan tiim reel sayilarin
faktoriyel degerlerini sonlu bir reel say1 olarak tanimlamak miimkiindjir.

z =0 oldugu zaman faktoriyel fonksiyonunun degeri,

0!=fe'dt=—e"| =—(0-1)=1 (2.4)
0

dir. Bu sonug¢ 0! in neden 1 olarak tanimlandigini da agiklar.

4 -3 -2 1 0 1 2 34 2 6

Sekil 2.1: Gamma Fonksiyonu.

Elemanter matematikte n faktoriyelin n!= n(n —1)(n — 2)...3.2.1 carpimi ile
verildigini biliyoruz. Bu 6zellik n!= n(n —1)! esitligini icerdigine gore, eger Z=n
bir tam say1 ise, I' (n +1) =nl=n (n —1)! =nI’ (n) yazilabilmelidir. Ger¢ekten asagida

goriilecegi tizere Gamma fonksiyonu,



I(z+1)=zI(z) (2.5)

esitligini tim z > 0 degerleri icin gergekler.

b

I(z+1)= [e't’dt = Jim [e'tdt
0 0

b—w

=lim(—e't’ )Z + zTe‘ttz‘ldt (2.6)
— 0

0

=12I'(z)

I'(z) fonksiyonuna karsilik gelen I(z)= J.e‘ttz‘ldt integrali z > Oigin yakinsak olup,
0

¢ > 0 olmak tizere bu integral her [C, d] sonlu araliginda diizgiin yakinsaktir. Ayrica

F(Z) ye karsilik gelen integral, her sonlu [C,d] c R araliginda diizgiin yakinsak

oldugundan z degiskenine gdre integral isareti altinda tiirev alarak I'(z)nin tiirevi

elde edilebilir.
Benzer sekilde Gamma fonksiyonunun yiiksek basamaktan tiirevleri de bulunabilir.

Boylece

I'(z)=

O ey 8

(Int)e 't**dt ve T*(z)= [(Int) e 't "dt (2.7)
0

yazilabilir.

Gamma fonksiyonu Re(z) >0 i¢in asagidaki 6zelliklere sahiptir:

2.1.2. Beta Fonksiyonu

Beta fonksiyonu asagidaki integral ile ifade edilmektedir.



1
Bz, w)= [r"*(1-7)""dr, Re(z),Re(w)>0. (2.8)
0
I' ve B fonksiyonlari arasindaki iliski ise asagidaki gibidir:

B(p.a)= Hp)ria) (2.9)

Buradan kolaylikla £ fonksiyonunun simetrik olusu goriilebilir:

A(p.q)=A(a,p). (2.10)

2.1.3. Mittag-Leffler Fonksiyonu

Klasik anlamdaki tam say1 mertebeden diferansiyel denklemler igin iistel fonksiyon

e’ ne kadar onemli ise bu fonksiyonun bir anlamda genellemesi olan Mittag-Leffler
fonksiyonu da fraksiyonel diferansiyel denklemler i¢in ayni oneme sahiptir. Bir

parametreli Mittag-Leffler fonksiyonu

211
kzl“ qk +1 (211)

seklinde tanimli iken iki parametreli Mittag-Leffler fonksiyonu asagidaki gibi

tanimlanir:

.E”(I:l
a4y Ey(x)
[
A E_;_(.l‘)
E\(x) 2 _Ew)
— -_—____:____i-g-"w_-_:-_ - ES(A-}
50 -40 —30 -20 -10 o *
-1
-2
ey

Sekil 2.2: Mittag-Leffler Fonksiyonu.



3 2.12
kzl“qk+r ( )

Ik defa R.P. Agarwal tarafindan tanimlanmasi ve Humbert ile birlikte Laplace
dontisimii kullanilarak ¢ok sayida 6zellilliginin bulunmasi nedeniyle bu fonksiyon
Agarwal fonksiyonu olarak da adlandirilabilir.

Tanimlardan hareketle asagidaki esitlikler kolaylikla yazilabilir:

E1,1(2)=El(z)=gr(§+l)=;%:ez. (2.13)
B R - |
SHORDIS ey ed N it ) ey A

> Z S Z 1& 2 e’ -1-z
SO RPN e R o riabd M oy

Bu sekilde devam edilirse asagidaki sonuca ulasiriz:

Ein(2)=

[—I

m-2 Zk
F} (2.16)
k=0 Ki

Hiperbolik siniis ve kosiniis fonksiyonlar1 Mittag-Leffler fonksiyonunun 6zel bir

durumu olarak ifade edilebilir:

Ezyl(zz):i Z ):i(z = cosh(z) (2.17)

. 2k 1&, 72+ sinh(Z)
C () RS _ 2.18
2,2(2 ) kzzc;r(zk + 2) yAwrd (2k +1)! z .

n. mertebeden hiperbolik fonksiyonlar ise ayni sekilde Mittag-Leffler fonksiyonu

kullanilarak

nk+r-1

= z
h(z,n)=> ———=27""E "), r=1,2,..,n, 2.19
(@M= Gy 2 () n (219)



seklinde verilebilir. Bunun gibi n. mertebeden trigonometrik fonksiyonlar da

Mittag- Leffler fonksiyonu yardimiyla asagidaki gibi yazilabilir:

o _1 JZnJ+r1
Z )

E (-z"), r=1,2,..,n. 2.20
= (nj+r-1)! ~ 7 ""( Z) ' " (2.20)

2.1.4. Wright Fonksiyonu

Dalga denklemi gibi kismi fraksiyonel diferansiyel denklemlerin ¢6ziimiinde
kullandigimiz ve ilk defa Ingiliz matematik¢i E. M. Wright tarafindan ortaya atilan
Wright fonksiyonu asagidaki gibi tanimlanir:

(z;q,r)= 2.21
% kz kIr qk +) (2.21)

Tanimdan hareketle asagidaki esitlikleri yazabiliriz
W (z;0,1) =€, (2.22)

AN 72 J,(2)
QNN
2.2. Fraksiyonel Tiirev ve integral

Fraksiyonel (kesirli) tiirev ya da fraksiyonel analiz kavramlar1 yanlis
degerlendirmelere sebep olabilmektedir.  AsInda fraksiyonel tiirev ifadesinden
anlasilmas1 gereken keyfi mertebeden tlirevdir. Fraksiyonel analiz kavrami ise
kesirlerin analizi degildir, keyfi mertebeden tiirev ya da keyfi kath integral iizerine
bir kavramdir.

Asagidaki n katli integral ve n. mertebeden tiirev dizisini ele alalim:

!:drz _a[f(rl)drl, !f(rl)drl, £(t), d;t(t), ddtfz(t),.... (2.24)



Keyfi bir «a reel sayisi verilsin. f fonksiyonunun a. mertebeden tiirevini , D" f (t)

ile gosterirsek bu tlirev yukaridaki operatorler dizisinin bir enterpolasyonu olarak
yazilabilir. a ve t fraksiyonel operatoriin terminal degerleridir. Calismamizda keyfi

mertebeden integral kavrami yerine D f(t) ile gosterdigimiz n-kathi integral

kavramini da genelleyen fraksiyonel integral operatorii kullanilacaktir. ' nin negatif

olmasi fraksiyonel integrale igaret eder.

2.2.1. Griinwald-Letnikov Fraksiyonel Tiirevi

y = f(t)siirekli fonksiyonunu ele alalm. Tirevin limit tanmimindan f(t)

fonksiyonunun birinci mertebeden tiirevinin

F)=9f0_ o fO-f=h) (2.25)

bagmtisiyla verildigi bilinmektedir. Bu tanim f’(t) fonksiyonuna birkez daha

uygulanirsa ikinci mertebeden tiirevi elde edilir:

f (t):dzdzz(t)
_.. F()-f(t=h)
= lim—,
_ o 1[f()=f(t=h) f(t=h)-f(t-2h) (2.26)
_leﬁ{ h B h }
_ o TO=2f (t=h)+ f (t-2h)
i - |

(2.25) ve (2.26)’dan hareketle f(t) fonksiyonunun ti¢lincii mertebeden tiirevi

asagidaki gibidir:

()= &) =y HOSLEERSHLEENTE) o

h—0

9



ve bu sekilde devam edilirse, timevarimla:

(1= dnd;(t)
(2.28)
1 r( N
:leFZ(—l) {r] f (t—rh)

- ny . .
elde edilir. Burada ( j binom katsayisini gostermektedir.
r

n yukaridaki gibi bir tam say1 ve p keyfi bir tam say1 olmak {izere asagidaki esitlik
ile (2.25) ve (2.28)’deki bagtilar1 genelleyebiliriz

¥ (t):h_lp :0(—1)f(f] f (t—rh). (2.29)

burada p <n oldugu agiktir. Simdi limite gegersek asagidaki ifadeleri elde ederiz:

p
limf? (1) = £ (1) =

h—0 - dt P

, (2.30)

Boyle bir durumda [ E

j den sonraki katsayilar sifir olarak alinmaktadir.

Simdi p ’nin negatif tam say1 degerleri almast durumunu inceleyelim. Bunun igin

asagidaki notasyonu kullanacagiz

r r!

{p}: p(p+1).(p+r-1) (2.31)

bu takdirde asagidaki esitlik dogrudur

r r!

(— DJ _—p(=p-1)(=p-2)..(-p-r+1) _ (1) { p}, (2.32)

10



(2.30)’ da p yerine — p koyarsak

£09)(t)= hpim f(t—rh) (2.33)

r=0 r

ifadesi bulunur. Burada p pozitif bir tam sayidir.
N’yi sabitler ve h — Oi¢in limit alirsak fh(_p)(t) ifadesi agiktir ki sifira gider. Limiti
sifirdan farkli yapmak i¢in h— 0 i¢in N — oo olacagi bir durumu ele almaliyiz. Bu

nedenle h fonksiyonunu a bir reel sabit olmak iizere h = ta bi¢iminde yazabiliriz.
n

Bu durumda " (t) ifadesinin limiti gosterimi asagidaki gibidir.

lim £, (t)= D" f (t)=D;" £ (1). (2:34)

nh=t-a

Bazen Griinwald-Letnikov fraksiyonel integral operatorii D, " f (t)ifadesinde
terminal sinir degerleri de kaldirarak D, " f (t) ile gosterecegiz.
Baz1 6zel durumlar i¢in bu formiilii degerlendirelim. p =1 alirsak asagidaki ifade

bulunur;
£ (t)=h> f (t-rh). (2.35)

t—nh=aoldugu goz Oniine almr ve  f(t)'yisiirekli bir fonksiyon olarak

diistiniirsek bu durumda

lim ()=, D*f(t)= [ flt—2)dz=[f(z)dz. (2.36)

ifadesini yazariz.

p = 2igin ise

11



. o 2 2.3...(2+r—1) e
esitligi elde edilir. Burada r = | oldugu g6z oniine alindi.

r

t+h =y doniistimii ile

n+1

0 =nS )t (y-rm)

ifadesini yazariz. h— 0 i¢in limit alinirsa

t

lim £ (t)=, D*f (t) = tfzf (t—z)dz = J.(t—r) f(r)dr,

nh=t-a a

sonucunu elde edriz. h—0 i¢in y —t olduguna dikkat edelim.

Simdi de p =3 olmasi durumunu inceleyelim.

ﬂ _34..(3+r-1) _(r+1)r+2)

r r! 1.2

esitligini dikkate alirsak bu durumda

- N (r+1)(r+2)h*f (t—rh).
1.2
Yukarida oldugu gibi t+h =y doniisiimii ile

n+1

fh(‘3)(t):%2r(r+l)h2f(y—rh),

e or=l

ifadesini ve buradan hareketle son olarak da asagidaki ifadeyi elde ederiz;

(2.37)

(2.38)

(2.39)

(2.40)

(2.41)

(2.42)

12



+1 2 n+l
£ = S £ (y— )+ S (eh) f (y— rh). (2.43)
124 1.24
h — 0 i¢in limite gegilirse
9 (¢ 1% 1
- - -3 — —
ngggafh ()=, Df (t _?£ (t-2) _ﬂ r)dzr, (2.44)

burada h—0 igin y—>t oldugu gercegi ve bununla birlikte asagidaki esitlik

kullanilmistir.

2 n+1
lim 1—2 (rh)f(y=rh)= lim hjt 7)f(r)dz =0. (2.45)

nh=t-a nhtaa

Sonug olarak, keyfi tam say1 mertebeden p katli integral i¢in asagidaki esitligi elde

ederiz.

Matematiksel indiiksiyonla bu sonucun dogrulugu kolayca gosterilebilir.
Asagida f(t) stirekli fonksiyonu i¢in tam say1 mertebeden keyfi tiirev (2.30) ve p

katl integral (2.46) kavramlar icin ortak bir formiil verilmistir

DM f(t)= leh pz ( j t—l’h). (2.47)

nh=t-a r=0

Eger p=nalirsak n. mertebeden tiirev, p=-n alinirsa da n-kath integral elde
edilmis olur.
Yukaridaki (2.47) esitligi bizi tiirev ve integral kavramlarimin keyfi mertebeden

herhangi bir p reel veya kompleks sayisi i¢in de yazilabilecegi fikrine gotiiriir.

Boylece keyfi bir p (p > O) sayis1 i¢in Griinwald-Letnikov integral formiilii asagidaki
13



gibidir

[a,b] kiimesi tizerinde f'(t) fonksiyonunun stirekli oldugu biliniyorsa kismi

integrasyonla (2.48) esitligi asagidaki gibi yazilabilir

DR (1) f(;‘()(;; f))p R F(pl_’_l)i.(t—r)p £ (c)de (2.49)

Eger f(t) fonksiyonu (m+1)kez siirekli tiirevlere sahipse bu takdirde asagidaki

esitlik elde edilir

m (k) _ p+k
anpf(t):Zf a)t-a) .\ 1

FEp+k+1) Fprmep e rede 250

Benzer sekilde keyfi mertebeden Griinwald-Letnikov tiirev formiilii ise

D F(1)= lim

13 r( P
lim 15 2(-1) m f(t-rh)
nh=t-a (251)
= i (p)
LILTJ o (t)

nh=t-a

burada " (t)= h"Zi:(—l)r ( pj f (t—rh) dur.

r

(2.51) esitligi baz1 hesaplamalar neticesinde asagidaki bicimde de yazilabilir.

DI ()= lim 17 (1)
(2.52)

).t[(t -7)"° f(m) (z)dzr

:kzz(; [(-p+k+1) +I”(—p+m+l

14



burada f(t) fonksiyonu m+1 kez siirekli tiirevlere sahip ve m tamsayisi da
m > p—1 kosulunu saglamaktadir. Yani mtam sayist p'den kiiciik en biiyiik tam
sayidir, m< p<m+1.

Teorik agidan bahsi gegen (2.52) Griinwald-Letnikov tlirevin tanimli olabilmesi
fonksiyonun m+1 kez siirekli tiireve sahip olmasini gerektirmektedir. Bu durum bir
bakima kisitlanma gibi goriinse de aslinda fizik, kimya ve ¢esitli disiplinlerdeki
uygulamalara baktigimizda yeterince diizglin fonksiyonlar kullanilmaktadir.

Ornek 2.1. Asagida verilen fonksiyonun Griinwald-Letnikov manada fraksiyonel

tiirevini hesaplayalim.
f(t)=(t-a) (2.53)

Ilk olarak p nin negatif degerlerini ele alalim ki bu —p basamaktan kesirli

integralin hesaplanmast anlamina geliyor. (2.48) deki formiilii kullanarak

Dp(t—a)v -1 j(t—r)_p_l(r—a)vdr (2.54)

elde edilir. Integralin yakinsakligi icin v > —1 olarak alalim. (2.54) de

r=a+¢&(t—a) yerine koyulursa ve beta fonksiyonunun (2.8) deki tanimim

kullamirsak;

T—a
t—-a

& r=até(t-a)=dr=(t-a)dé (2.55)

r=a=>&=0
(2.56)
r=t=>¢=1

olmak tizere
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aDt"(t—a)v:l_ép)J:'(t—a)(t—a—aj(t—a))_p_l(a+§(t—a)—a)vd§
1 1 —p1 —p-1 v
= (t-a)(t-a) " (1-¢) " &'(t-a)'d¢
F(lp)l 1 (257)
:F(_p)(t—a) !(1—5) Edé
1 v-p
:r(_p)B(—p,v+1)(t—a)
.Df (t-a)’ =F(F(L1)(t—a)““’ (p<0yv>-1) (2.58)

v—p+1)

elde edilir.
Simdi 0<m<p<m+1l olma durumunu ele alalim. (2.52) formiiliinii

uygulayabilmek icin, (2.52) deki integralin yakinsakligi icin V>mM olmasi

gerekmektedir. Buradan

v 1 [ m-p dm+1(2'—a)v
D°(t-a) =——|(t- ———d 2.59
Df (t=2) F(—p+m+1)-£( 2 dz™t ‘ (2.59)

bulunur. Ciinkii integral olmayan biitiin toplamlar sifira esit olmaktadir.

dm (2' - a)v

d Z_m+1

=v(v=1)..(v=m)(r=a) " = (r—a) " (260)

oldugu géz ontine alinirsa ve v =a+ cf(t — a) degisken degisimi yapilirsa;

Dp(t—a)v = Cv+1) )j.(t—r)mp(r—a)vmldr

o L(v—m)I(-p+m+1

B I(v+1) B . e e
_F(V—m)r(—p+m+1)(t a) {(1 §) T emide (2.61)

B I'(v+1)
T mr(cprmil) B(-p+m+Lv-m)(t—-a)

v-p
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D7 (t—a)v :%(t—a)vp esitligi elde edilir. (2.57) deki ifade ile (2.58)

deki ifade birbiriyle aymdir. Boylece f(t)= (t - a)v kuvvet fonksiyonunun
Griinwald-Letnikov kesirli tiirevini asagidaki sekilde elde ederiz.
I'(v+1)

Df(t-a)' =———ZL—(t-a)" "

I(-p+v+1) (2.62)
(p<O,v>-1) veya (0O<SmM<p<m+1v>m)

2.2.2. Riemann-Liouville (R-L) Fraksiyonel Tiirev

Riemann ve Liouville’den adini alan ve literatiirde en ¢ok bilinen fraksiyonel tiirev

kavrami asagidaki gibi tanimlanmaktadir:

DP f (t)= (%)mﬂj(t—r)m_p f(r)dz, (M<p<m+l). (2.63)

Yukaridaki (2.52) esitligi art arda kismi integrasyon alarak tabiki f 'nin m+1 kez

stirekli tiireve sahip olmasi kosuluyla (2.54) teki R-L tiirev tanimindan kolayca elde
edilebilir. Yani

Dptt)= ( d jm+1j(t P (e

dt)
. fO(@)t-a) '”k t L) f

frrH d 2.64
kzz:; (- p+k+1) p+m+1£ (eMz - @64)

DYf(t), (m<p<m+l),

burada D/ f (t) ile Griinwald-Letnikov fraksiyonel tiirev kast edilmektedir.

Boylece t=ai¢cin m+1 kez siirekli diferansiyellenebilir fonksiyonlar smifini ele

aldigimizda (2.51) Griinwald-Letnikov tanimi ile (2.54) Riemann-Liouville tanimi
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birbirine 6zdes olur. Uygulamaya baktigimizda calisilan fonksiyonlar yeterince
diizgiin ve stirekli fonksiyonlardir ve bu anlamda biiyiik bir avantajdir.

Simdi (2.63) deki Riemann-Liouville taniminin tam say1 mertebeden tiirev ve n-katl
integral tanimlarimin dogal bir sentezi oldugunu gérmeye c¢alisalim.

Kabul edelim ki f(z) siirekli ve her sonlu (a,t) araliginda integrallenebilir olsun.
Yalmz f(z) fonksiyonun 7 =a noktasinda r. mertebeden (r <1) integral tekilligi

bulunabilir yani

lim(z—a)" f (t)=sbt(=0) (2.65)

T—oa

olur. Bu durumda
f(t)=[f(z)dz (2.66)

integrali mevcut ve sonlu bir degere sahiptir. Soyle ki t — a i¢in integralin degeri

sifirdir. Gergekten 7 =a+ y(t—a) doniisimi yapilir ve £ =t—a alinirsa;

t—a t—a

lim f(t)=lim jf (r)dz

t—a

=lim (t—a) [ f (a+y(t—a))dy (2.67)

1

=lims"" [(ey) f(a+ys)y 'dy=0

-0 0

burada r <1 olmasina dikkat edelim. Simdi de f (7) fonksiyonunun iki katli integral

durumunu ele alalim.

t g t t

f2(t) :.[drljf (r)dz‘zjf (r)drtdrl :I(t—r) f(r)dr (2.68)

a a a T a
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Bu son ifadeyi bir kez daha integre edersek f () fonksiyonunun t¢ katli integralini

elde ederiz:

- fdr, (o 0)F )7 (2:69)

Matematiksel tiimevarim yontemiyle bu sekilde devam edilirse genel durumdaki

Cauchy formiiliinii buluruz:

r)dz. (2.70)

=
—~
S =
~
[ S——

Simdi N>1 olsun ve n’ yi sabitleyelim ve k >0 seklinde bir k tam sayisi ele alalim.
Agiktir ki bu durumda

FH)(t) = IR

0 (t—7)"f(r)dz (2.71)

D e —+

esitligini elde ederiz. Burada D* ile k katl1 integral isaretlenmistir.

Diger taraftan n>1 olsun. n’ yi sabitler ve bir k>n tam sayis: secersek, f(t)

fonksiyonunun (k - n). mertebeden tiirevini agagidaki bicimde yazmis oluruz.

t
f(kn :(i It Tnl z')dr (2.72)

burada D*sembolii k defa tiirevi gostermektedir.

(2.67) deki n-katli integral formiiliinii genelleyip tam say1 olmayan bir ndegeri igin
19



yazmak gerekirse bu durumda verilen esitlikte n-tam sayisint ve p >0 reel sayisi

ile degistirmemiz yeterlidir.
1 t
D P f(t)=—[(t-2)"" f(r)dr (2.73)

(2.67) de n tam sayist i¢in n>1 olmasit gerekli iken, p' nin sadece p >0 sartin

saglamasi yeterlidir.

Yukarida ki (2.70) integralinde a =0oldugunda Riemann, a=-o oldugunda ise
Liouville manada keyfi mertebeden integral tanimlar1 s6z konusu olmaktadir. Ayrica
(2.73) integrali sol-fraksiyonel integral olarak bilinmektedir. Sag-fraksiyonel integral

1Se
aD;Pf(t)=i](t—r)"‘lf(r)olr, t<T. (2.74)

Asagida (2.63) deki R-L fraksiyonel tiirev operatorii ve (2.73) deki R-L fraksiyonel

integral operatdrii i¢cin bazi 6zellikler verilmistir:

i) Mertebe sifir olursa fonksiyon degismeden aynen kalir.

lim ,D; " f(t)=_D2f(t)= f(t) (2.75)

P20
i) Fraksiyonel operatdr lineer bir operatordir.
2D "[of (t)+ pa(t)]= . D;° £ (t)+ 5,0 Pgt) (2.76)
iii) Fraksiyonel integral operatorii igin asagidaki esitlik dogrudur.
D P(, D F(t)=,D P f (t) (2.77)
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iv) R-L fraksiyonel tlirev operatorii, R-L fraksiyonel integral operatoriiniin

soldan ters operatoriidiir.

.DP(,DPE(t)= f(t) (2.78)

burada p>0 ve t>a dir.
v) Eger ki f(t) fonksiyonunun fraksiyonel tiirevi , D) f (t), (k-1<p<k)

integrallenebilen ise bu takdirde

D°(,01(0)= 1(0)-3 T, Df-l'f<t>1zar<(t%)j‘fl). @.79)

=

Sayet 0< p <1 ise 0 zaman

D" (,DPf(t))=f(t)-[, D (t):lt:a %. (2.80)

Ornek 2.2:. Asagida verilen fonksiyonun Riemann-Liouville manada fraksiyonel
tiirevini hesap edelim.

(2.81)

f(t)=(t-a)"

buradaw gercel bir sayidir. Oncelikle a sayisini a=mM—p olacak biciminde

yazalim. Burada m sayisi o' danbiiyiik en kiigiik tam sayidir ve 0< p<1. Bu

durumda keyfi mertebeden fraksiyonel tiirev asagidaki gibi hesaplanir.

DI F(t)=.D (1)

dm
=— D Pfl(t 2.82
dtm a—t () ( )

_d” {Li(t—s)p‘l(s—a)wdf}

dt” | I(p)
21



s=a+ y(t — a) degisken doniistimiiyle

‘H

Df (t-a)"

1
{t a p+WJ‘ p 1ywdy}
0

[ P B(p,w+1)]

H,\‘HA

1“(p)l“(w+1)dm e
p) T(p+w+1) dt” (t-a) (2.83)

_ w+1) T(p+w+1) g
_F(p+w+1)1“(p+w—m+1)(t )

T

—_

_ weo TA+w)
=

Bu érnegin dogal bir sonucu olarak f(t):]. olmast durumunu kolayca

hesaplayabiliriz.

] Dtalz (t _a)_ F(l) — (t_a)_ . (2.84)
ri-q)  r@-o)
Benzer bicimde f(t)=(t—a)" fonksiyonunun fraksiyonel integrali ise
D*(t-a)" =(t—a)" M. (2.85)
o rl+w+a)

Burada f (t) = (t — a)W foksiyonunun integrallenebilen olmasina yani W > —1olmasina

dikkat edilmelidir.

2.2.3. Caputo Fraksiyonel Tiirev

Riemann-Liouville fraksiyonel tiirev tanimi, fraksiyonel tiirev ve integral teorisinin
gelisiminde ve fraksiyonel analiz konusunun ilerlemesinde 6nemli bir rol oynadigi
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reddedilemez bir gergektir. Bununla birlikte ¢esitli ¢aligmalardaki matematiksel
modellemelerde karsimiza ¢ikan fraksiyonel baslangi¢ deger problemlemlerinde

asagidaki gibi bir baslangi¢ kosulu, fiziksel olarak bir anlam ifade etmeyebilir.

Iimtthq_nX(t):bn, n=1,2,. (2.86)

t »to

Burada b, sayilari verilen sabitlerdir. Her ne kadar bu problemleri teorik olarak

¢cOzebiliyorsak da bulunan c¢oziimlerin pratikte bir anlam ifade etmeyecegi
diistinilmiistiir.
Caputo tarafindan verilen asagidaki fraksiyonel tiirev tanimi bu durumun ortadan

kalkmasini saglamistir.

1| M
¢ DIx(t)= t—s)" " xM(s)ds, n-1<qg<n 2.87
 DIX(0) r(n_q)t{( ) x(s) (2.87)

g—n i¢in Caputo tirevi klasik manada X(t) fonksiyonunun n. tiirevini verir.
Gergekten, 0<n-1<qg<n oldugunu ve x(t) fonksiyonu [tO,T] kiimesi tizerinde

n+1 kez siirekli ve sinirl tiirevlere sahip oldugunu kabul edelim. Bu durumda

lim (5 DX (1)) = 1im (;j’(t—s)"ql X" (s)ds}

g—n g—n r(n_q)to

- X(n)(to)(t_to)n_q 1 t n—q ,,(n+1)
_!1l—>mn( Fn-qs +F(n—q+1)t-[(t_s) x"(s)ds (2.88)

t
= X"(t,)+ [x"(s)ds
t

=x" (1),

burada n=1,2,... .

Caputo tiirevin en 6nemli avantaji; bu tiirevle olusturulan fraksiyonel diferansiyel
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denklemlerin  baslangi¢  kosullarmin, klasik anlamda bilinen diferansiyel
denklemlerde kullandigimiz baslangi¢ kosullart ile ayni olmasidir. Diger taraftan bir
C sabitinin Caputo manada tiirevi sifir iken, ayn1 C sabitinin Riemann-Lioville

tiirevi sifirdan farklidir ve asagidaki gibi hesaplanmaktadir

_+ )

. DiC= C& (2.89)
: ri-q)

Bundan sonra R-L manada fraksiyonel operatdrii 4 D yerine terminal degerleri

kaldirarak kisaca D? ile fo D! Caputo fraksiyonel operatorii de kisaca D ile

gosterecegiz.  Ayrica  Griinwald-Letnikov ~ fraksiyonel  operatdrii D) ile

gosterdigimizi daha 6nce belirtmistik.

Eger 0<q<1ise (2.87) deki formiil asagidaki bicime dondisiir

“DX(t) = F(ll—q) [(t=s)"x (s)ds, (2.90)
ve buradan
*Dx(t)= D[x(t)- x(t, )] (2.91)
ya da
“DIX(t)= DqX(t)—M (2.92)

r(l-q)

Ozel olarak x(t,)=0 segilirse bu durumda

*Dx(t)= Dx(t). (2.93)

Bu da gosteriyor ki Riemann-Liouville fraksiyonel tiirevi mevcut olan her fonksiyon
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icin Caputo manada fraksiyonel tiirev de tanimlidir.

Bu noktada asagida ki 6nemli esitligi vermeden gecemeyecegiz:

DE, (A(t—t,)") = 2E, (At —t,)"), A € R, (2.94)

burada E, ile (2.11) deki bir parametreli Mittag-Leffler function fonksiyon kast

edilmektedir.

Eger x(t) siirekli ve ax()

fonksiyonu mevcut ve integrallenebilen ise bu takdirde

Riemann-Liouville ve Griinwald-Letnikov tiirevleri arasindaki iliski asagidaki

gibidir:

Dx(t) = DIx(t) = X(t;)((lt__;‘;)_ T (11_ 7 j(t—s)_q X (s)ds. (2.95)

(2.91) esitligini de goz Oniine alacak olursak

“DUx(t) =D x(t)=x(t,) ]
=D I:X(t)—x(to)] %

Bu son yazdigimiz esitlikler fraksiyonel diferansiyel denklemlerin ¢oziimlerinin

kualitatif 6zelliklerinin ¢alisiimasinda 6nemli bir yere sahiptir.
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3. FRAKSIYONEL DIiFERANSIYEL
DENKLEMLER ILE iLGILI BAZI TEOREMLER

3.1. Volterra Fraksiyonel integral Esitsizlikler

Kabul edelim ki 0<q <1 olsun. Bu durum da
DY (x(t)-%)=f(t.x), x(0)=%, ., feC([0T]xR,R) (3.1)

baslangi¢ deger problemini ele alalim. f siirekli oldugundan baslangi¢ deger problemi

X(t) =X, + 1 j.(t—s)qlf(s,x(s))ds 0<t<T (3.2)

Volterra kesirli integraline denktir. ilk olarak fraksiyonel integral esitsizliklerle ilgili

temel bir sonucu gorelim.

Teorem 3.1: v,w C([O,T],R), f eC([O,T]x R,R) olsun.

i) v(t)sv(o)+ii(t_s)“ f(s.v(s))ds

I(a)

r(q)g(t—s)m f(s,w(s))ds, 0<t<T

esitsizliklerinden, bir tanesi kesin esitsizlik olacak sekilde saglansin. Ayni zamanda

i) w(t)>w(0)+

f(t.x), X egoreazalmayan ve

v(0)<w(0) 3.3)
olsun. Budurumda 0<t<T icin

v(t)<w(t) (3.4)
dir [9].
Ispat 3.1: Kabul edelim ki v(t) <w(t) saglanmasin. v(0)<w(0) ve fonksiyonlarin

stirekliliginden bir t, €(0,T) vardir dyle ki, 0 <t <t igin
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v(t)<w(t) ve v(t,)=w(t)
dir. Kabul edelim ki, (i) de ki esitsizlik kesin egitsizlik olsun. Yani;

4

v(t)< v(0)+ﬁj(t1 ~s)" f(s,v(s))ds

0
< W(O)+r—

<w(t,)

(3.5)

(3.6)

olur ki bu kabuliimiiz ile celisir. O halde V(t)<W(t) dir. ii) nin kesin esitsizlik

olmasi durumunda da ispat benzer sekilde yapilir. B

Asagida kesin olmayan esitsizliklerle ilgili teorem tek tarafli Lipschitz kosulunu

gerektirir.

Teorem 3.2: Teorem 3.1 in kosullar: (i) ve (ii) kesin olmayan esitsizlik olacak sekilde

saglansin. Ayrica

L (x-y), x>y, L>0

f(t,x)-f(ty)< T

olsun. Eger V(O) < W(O) ve L< F(q +1) ise

v(t)<w(t), te[0,T] dir [9].

Ispat 3.2: W_(t) =w(t) + e(L+t%) alalim. & >0 yeterince kiigiik oldugunda;,

&

w, (0)=w(0)+&>w(0)
w, (t)>w(t) ,te[0,T]
dir.

3.7

(3.8)

(3.9)

(3.10)
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w, (t)=w(t)+&(1+t7) = w(0 1 I w(s))ds+&(1+t7)

"
w,(t) 2w +8+F(qj; w(s))ds+et®  (311)
f (s, (5)) = 1 (5.w(5)) = T (. (5)-w())
(i) =L
oldugundan
f(sw(s)) 2 (50, (5)) - Le @12)

olup, bu ifade (3.11) de yerine yazilirsa

=
—~~
—
~—
\Y
=
—_
o
~—
+
™
+

H

O )

(t=5)""(f(s,w,(s))~Le)ds +et®

‘ =
—~
o]
~—

i
—_
o)
~
—

(a)

1 t S)q -1+1
(@ g
(t-s)"" f (s.w, (s ))ds—iﬂngLgt“I

r'(q)q

t

(t—s)q_1 f (s w, ( —LJ. ~ Leds + t®
0
(

‘ -

Le + &t

—~
~+
|
w

)" (s,w, (s))ds+

—
—
o)
~
—

(3.13)

=
—~~~
= o
N—

L.t + gt

(t—s)"" f(s,w,(s))ds—

1
I(q+1)
(t—s)q1f(s,wg(s))ds+gtq(1— L LJ

I'(q+1)

)1
—_

H_Q
~

Il
=
—~
o
~—
+
-
O ey —+ Ol O O ey O e

)1
—_
o]
N—"

L<I(q+1) o hdlde 1- >0 olur.

L
I(q+1)
W, (t)>w6(0)+ij(t—s)ql f(s.w,(s))ds (3.14)
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Teorem 3.1 deki esitsizliklerden biri kesin oldu. O hailde
v(0)<w, (0) oldugundan te[0,T] igin v(t)<w,(t) dir. Su durumda >0 keyfi
oldugundan;

v(t)<w(t)+e(1+t)=v(t)<w(t) . m (3.15)
Uyart 3.1: () Eger teoremdeki esitsizlik yerine tek tarafli Lipschitz kosulu

f(t,x)-f(ty)<L(x-y),x>y, L>0. (3.16)

alimirsa Teorem, F(q +l)>L yerine F(q+1)>LTq kosulu ile saglanmir. Burada

w (t) = W(t)+ 2¢ alinmalidir [8].

(>

3.2. Fraksiyonel Diferansiyel Esitsizlikler

Bu boliimde fraksiyonel diferansiyel denklemler ve esitsizlikler iizerine bazi
teoremler verilecektir.

Asagida baslangi¢ kosuluyla verilen fraksiyonel diferansiyel denklemi ele alalim.

DUx(1) = f (t.X), X(t)=X* = x()(t—t,) " |, t, <L<T, (3.17)

burada feC[[to,T]xR,R], DY ise R-L manada . mertebeden 0<q<1

fraksiyonel tiirevi gostermektedir.

Yukaridaki probleme karsilik gelen Volterra tipli integral denklem ise

X(t) = x° (t)+ﬁj‘(t—s)“ f (s,x(s))ds, (3.18)

0

0( 4 \0d
burada x° (t):Mdir.

I'(q)

Oncelikle ileriki boliimler igin esas teskil etmesi bakimindan fraksiyonel diferansiyel

esitsizlikler lizerinde duracagiz. Bu dogrultuda ilk olarak asagidaki notasyon ve
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lemmalar1 verecegiz.

Bir m(t)fonksiyonu i¢in meC, ([tO,T],R),l—q = p olarak verilmis olsun. Burada

Cp ([to ,T] , R) kiimesi asagida ki gibi tanimlanmistir:
C, ([t T]R) = ueC([t, T]. R) veu(t)(t-t,)" C([t, TI.R) | (3.19)

Lemma 3.1: Kabul edelim ki meCp([tO,T],]R) fonksiyonu A. mertebeden lokal

Holder siirekli olsun oyle ki 0< A <1veAd>Qq. Ayrica bir t e (t,,T] igin

m(t) =0 ve m(t) <0, t,<t<t, (3.20)

ifadesi ger¢ekiensin.
Bu takdirde,

Dm(t,) >0 [9]. (3.21)

Ispat 3.1: Bildigimiz gibi

-1 dij s, (3.22)

)

t
BirH (t)= I(t —S)pfl m(s)ds fonksiyonu tanimlayalim. Cok kiigiik h>0 degerleri
fo

icin asagidaki ifadeyi ele alalim;

Hih 1 -1
H(t)=H (=0 = [ [(6=)""~(t—h=s)"" Jm(s)ds

b
+ I (t,—s)" " m(s)ds (3.23)

=1, +1,

t, <s<t,—h igin [(tl—s)p’l—(tl—h—s)p‘l]< 0 ve teoremin hipotezinden de kolayca
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goriilecegi gibi m(s) <0dir. Boylece agiktir ki ilk verilen integral 1, >0 duwr.

Buradan

H(t)-H(t-h)> tf(tl—s)“m(s)ds. (3.24)
e

h

m(t) lokal Hoélder siirekli oldugundan  bir k(t1)>Osaylsz mevcuttur oyle ki

t,—h<s<t +h igin

—k(t Xt, —s)' <m(t,)-m(s)<k(t,)t, —s)* (3.25)

burada 0< A <1ve A>(q. Buson esitsizlik ve (3.20) ifadesinden,

b +A
1+ hP
o2k (t) | (4=5)"" ds=k(t) (3.26)
{-h
p+4
Buradan yeterince kiigik h>0 i¢inH (t)—H (t,—h)—k(t,) -~y >0 ifadesine

buluruz. Son olarak h — Qigin %H (t,)=0o0ldugu yani D'm(t)>0 gercegine
ulasiriz. Boylece ispat tamamlanmistir. B
Caputo manada fraksiyonel tiirevlerle verilmesi durumunda da bu teoremin

iddiasiin gecerli olacagi asagidaki Lemma’da gosterilmistir.

Simdi Caputo tipinde verilen asagidaki fraksiyonel diferansiyel denklemi ele alalim.

“DIx() = f(t,x), x(t))=X,, t, <t<T. (3.27)
burada feC[[to,T]xR,R], °DY ile g. mertebeden 0<qg<1 Caputo manada
fraksiyonel tiirev anlagilmaktadir.

Yukarida ki probleme karsilik gelen Volterra tipli integral denklem ise
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X(t) = x, +L

() (t—s)"" f (s,%(s))ds. (3.28)

—_—

o

Lemma 3.2: Kabul edelim ki meCp([to,T],]R) fonksiyonu A. mertebeden lokal

Holder siirekli olsun oyle ki 0< A <1veAd>Qq. Ayrica bir t € (t,,T] igin
m(t)=0 ve m(t) <0, t,<t<t. (3.29)
Bu takdirde,
‘Dm(t,) > 0. (3.30)
Ispat 3.2: (2.91) iliskisi goz Oniine alinacak olursa,

“D'm(t)= D[ m(t)-m(t,)] (3.31)

yazilabilir. Hipotezden m(t,) <0 oldugunu biliyoruz. Boylece

m(t, t —t, )
Dim(t,)=—22> 97 _<Q 3.32
)= 0 ) (3.32)
bulunur. Buradan

“Dm(t)> Dm(t) (3.33)

gercegine, Lemma 3.1’ den de istenilen sonuca ulagiriz,
°Dm(t,)> Dm(t,)>0. m (3.34)

Lemma 3.3: Kabul edelim ki {Xg(t)} dizisi [t,,T| kiimesi iizerinde tamimli ve siirekli
bir  fonksiyon dizisi olsun. Ayrica her bir >0 igin
D, (t) = F(t,x,) %, (t)=% Xt —t) " |y VelFltx, )] <Mt <t<T ifadeleri
gergeklensin. Bu durumda {Xg (t)}dizisi [t,. T | kiimesi iizerinde es siireklidir.

Ispat 3.3: Burada t, <t, <t, icin asagidaki ifadeleri yazacak olursak;
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4 t

J' t,—s) (s))ds - I( —s)" (s, x.(s))ds

= %q) :{[[(tl —s)" —(t, - s)q’l]f (s,x_(s))ds —tj(t2 —s)" £ (s, x_(s))ds (3.35)
M [} S, )"
< m t,([((tl - }js I
M a a a < 2M PR <g
< F(q+1) [(tl _to) _(tz _to) +2(t2 _t1) ] = r(q+1)(t2 tl)

1
; a(q+l) e Y A .
burada o' y1 |t2 —tl| <o = ol seklinde sectigimizde istenileni elde etmig

X’ (t—t,)""

oluruz. Ayrica X°(t)==“>—2— olduguna da dikkat edelim. B

Benzer sekilde Lemma 3.3’te ki ispat1 Caputo manada tiirevli olmas1 durumunda
da kolaylikla ispatlayabiliriz.
Simdi fraksiyonel esitsizliklerle ilgili 6nemli bir teorem verilecektir. Farkli kosullara
sahip mukayese teoremleri sirasiyla Caputo manada tiirevli fraksiyonel denklemler
ve klasik tiirevli adi diferansiyel denklemler i¢in [21], [22] ¢calismalarinda verilmistir.
Diger yandan bu mukayese teoremleri kararlilik analizinde 6nemli yere sahiptir [19],

[20].

Teorem 3.3: Kabul edelim ki v,weC, ([t,, T],R) fonksiyonlar: A. mertebeden lokal
Holder siirekli  fonksiyonlar ve oyle ki 0<A<l veA>(qolsun. Ayrica

feC[[t, T]xR,R] ve
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olmak iizere i) ve ii) esitsizliklerinden herhangi biri kesin esitsizlik olsun. Bu

takdirde a(t,)< B(t,) oldugunda,

a(t)<B(t), t,<t<T (3.36)
olur.
Ispat 3.3: Farz edelim ki (3.36) esitsizligi yanls olsun. Bu takdirde bir t, e(tO,T]

sayist mevcuttur oyle ki
a(t)=p(t) ve a(t)<B(t), t, <t<t. (3.37)

Simdi bir m(t) fonksiyonunu m(t)=alt)-pt), t, < t< T seklinde tammlarsak
actktr ki m(t,)=0 and m(t)<0for t,<t<t olacaktur. Lemma 3.2 géz oniine
alindiginda Cqu(tl)ZO esitsizligini elde ederiz. Ayrica ii)deki esitsizligin kesin

esitsizlik oldugunu kabul edersek,

f(t.B(t))<DB(t) < Dia(t) < f(t,a(t)). (3.38)

Bu sonug ise (3.37) daki esitlikten dolayr ¢eliski verir. Neticede (3.36) ifadesinin
dogru olmasi gerektigi sonucuna ulasiriz bu da ispati tamamlar. B

Siradaki teorem yine bir karsilastirma teoremi fakat fonksiyonun Lipschitz sartini

saglamasi kosuluyla verilmistir. Bu durumda i) ve ii)de ki esitsizliklerden herhangi

birinin kesin esitsizlik olmas1 gerekmeyecektir.

Teorem 3.4: Kabul edelim ki Teorem 3.3 de verilen sartlar i)ve ii)deki

esitsizliklerden herhangi birinin kesin esitsizlik olmasini gerektirmeyecek sekilde

saglansin.

Ayrica T €C [[tO,T ] x R, R] fonksiyonu da Lipschitz sartint saglasin,

f(t,x)—f(ty)<L(x—y), x>y ve L>0; (3.39)
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Bu takdirde baslangi¢ kosullar: da a(to)é ﬁ(to) iliskisine saglarsa,

a(t)<B(t)t, <t<T (3.40)

olur.
Ispat 3.4: Bir B, (t) fonksiyonunu B.(t)= ﬂ(t)+a‘l(t) seklinde tamimlayalim, burada

At)= E, (2L (t—t, )q ) olarak belirlenmistir. Bu durumda,
B.(t,)=B(t,)+e> B(t,) (3.41)

olacaktir. Buradan p,(t,)> p(t,)> alt,) ve S, (t)> A(t) bulunur.

Simdi de (3.39) daki Lipschitz sarti kullanilirsa,

‘DB, (t)=°DIB(t)+& ‘DIA(t)
> f(t,B(t))+2LeA(t)
> f(t,8,(t)) - Lea(t)+2LeA(t)

> f(t,8.(t)).t, <t<T.

(3.42)

Yukarida ﬁ(t) fonksiyonunun asagida ki baslangi¢ deger probleminin (BDP) bir

¢oziimii oldugunu kullandik

“DIA(t)=2LA(t), Alt,)=1. (3.43)

a(t) ve ﬂg(t)fonksiyonlarz icin Teorem 3.3 uygulanirsa, bu bizi herhangi bir &
degeri igina(t) <p. (t), te [tO,T] ifadesine gotiiriir. Bu da &€ — 0 igin a(t)S ﬁ(t),
t, <t<T, oldugu sonucunu verir. B

Sonu¢ 3.1: feC[[to,T]x R,R] fonksiyonu f (t,@)=o(t)u iliskisini saglasin.
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Burada o(t)< L Teorem 3.4’ de ki gibi kabul edilmek iizere,
u(t)<o, t, <t<T. (3.44)

3.3 Yerel Varlik ve Ekstremum Coziim Kosullar
Oncelikle Peano tipli varlik kosullarini ele alacagiz.

Teorem 3.5: f eC[R),R],R, ={(t.x):0<t<a, ve [x—x,|<b}, |f(t,x)|<M

olsun.

Bu durumda (3.1) baslangi¢c deger problemi
, b q .. ) e
0<t<a, amln[a,{ﬁr(q +1)} J 0<q<1, icin en az bir X(t)gozumune

sahiptir [8].

Ispat 3.5: Kabul edelim ki x,(t),[~6,0] 6>0 araliginda

X, (0) =X, |%(t)—=X|<b kosullarin: saglayan siirekli bir fonksiyon olsun.
0<e<d igin X, (t)=%(t), te[-5,0]

(t verilen aralikta bir say1 ve [0, o, = min(a, 8)] de tamimli)

X, ( 1 j' f(sx s—¢))ds (3.45)

’—J
o

kosullarimi saglayan bir fonksiyon tanimlayalim. Bu durumda,

X, (t)=%| = Lj(t—s)ql f(s,x, (s—¢&))ds (3.46)
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I'(a) —
<M j(t—s)qlds= M_—(t-s)"" (3.47)
'(a)s F@) 4

Mt td

(te[0.a], o =min(a,&)oyleysea, <a)

<M <b (3.48)

I'(q+1)

dir. Sonuc olarak;

X, ()= X|<b (3.49)
elde edilir.

Eger o, <a ise yine (3.45) kullanarak [—6,a,|;a, =min(a,2¢) iizerinde siirekli

X (t)—xo‘sb dir. Buna

&

fonksiyon olarak genisletilebilir. Burada ki kosul yine,
devam edersek, x_(t) i ‘XE (t)—XO‘Sb saglanacak sekilde [-6,a]iizerinde

tammlayabiliriz. 0<t <t, <a igin;

(,=s)"" f(s,x (s—¢&))ds —if(t2 —s)" f(s,x,(s—¢))ds

Il
)1
—_~
o |l
~
O Sy

4

L Je=s s xg(s—e))ds‘i (1 =)™ 1 (5% (5-2))ds - (3:50)

()|

_[(tz ~s)" f(s,x, (s—¢))ds

4

t

- i(tl —s)" —(t,—s)" (s.x, (s—g))ds—_[(t2 —s)" f (5., (s—¢))ds

4
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1 I(tl_s)q_l_(tz =5)" £ (s,x, (s-¢))ds|+
T'(q) tj(tz_s)q_lf(s,xg(S—g))ds
= Flzllq) .(l)-(tl _S)qil _(tz _S)qil ds|+ tJ:-(tZ —S)qil ds]
F(Q)_[ q q ] ‘L . ” (3.51)
:%%[W #(t-t) -+t -t
M q q
*Taeg (& W+ 6
G ()l %(tz ) (3.52)

o

t,—t|< &, = {%} olarak alimirsa (3.52) ifadesi ¢ dan kiigiik kalwr. {Xg (t)}

ailesi es siirekli ve diizgiin sumirli fonksiyonlardan olusur. Arzela-Ascoli Teoreminden
bir {Xgn} dizisi vardir. X, (n —>oo) - X(t) mevcuttur. [—5,0{] da fonksiyon diizgiin
stirekli oldugundan f (t, x, (t—¢, )) — f (t, X(t)), (3.47) den & —¢, alp limit
alimirsa, (3.1) baslangi¢ deger probleminin ¢oziimii olan;

1

X(t) =% +——

r(q) (t=s)"" f(s,x(s))ds (3.53)

[ ——

elde edilir. B

Teorem 3.6: Teorem 3.1’ in kosullari saglansin. f fonksiyonu X gore azalmayan

ise, baslangi¢ deger probleminin

L
0<t<a, a,=min [a{ I'(q +1)}q] , araliginda ekstremal (maksimum-

2M +b
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minimum) ¢oziimleri vardur [8].

: ) : e . b . .

Ispat 3.6: Maksimal ¢oziimiin varligi 0 < g < 2 araliginda var olsun. Oyleyse;
Dix=f(t,x)+e, x(0)=x,+¢ (3.54)

kesirli diferansiyel denklemini ele alalim. R, c R, oldugundan

f(t,x)="f(t,x)+e , Rgz{ogtsm X=(%,+¢)|<

N o

} de stireklidir. Aynmi

zamanda;

(3.55)

Teorem 3.1 den (3.54) probleminin 0 <t <« araliginda en az bir ¢oziimii vardur.

Oncelikle 0< &, < & <& i¢in ¢oziimiin var oldugunu giosterecegiz.

X(O,gz) < X(O, 6‘1) olmak iizere

1

x(t,&,)=x(0,&)+ (t=s)"" . (s,x(s,&,))ds

O t—

I'(q)
t
x(t,&)=x(0,¢) WE[ (5.x(s,5,))ds, & > &, (3.56)
1 t
x(0,¢,) W‘(‘; [ (s,x(s, 81))+82:|d5

[fg1 (s, x(s,&)=f(s, x(s,gl)+gl} oldugundan Teorem 3.1’i uygulayabiliriz.

x(t,&)>x(t,&,), {X(t,g)}, 0<t<q, ailesini ele alalim.
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X(t,&)-x(0,¢)| = %i(t—s)q “f(sx(s.x(s)))ds
< r(lq);[(t—s)q'l‘fg(s,x(s x(s)))‘ds
M +2 M +2 (357)
ﬂ 2 ;a
I'(q) g TI'(q+1)
b
M +— b
Sr(q+21)a° <7 <b
0<t <t,<ea, igin;
1. 4% g-1 2 q-1
\x(ti,g)—x(tz,e)\:m!(tl—s) fg(s,x(s,g))ds—'([(tz—s) f,(s,x(s,€))ds
g ;'Jl.(tl—s)q_l—(tz—s)q_1 f,(s,x(s,&))ds
“r(a)

_tj'(t2 —s)" 1, (s,x(s,€))ds

4

E(H—sf4_(g—sy*lt(&x(&g»ds

<

(3.58)

e}

[(t,=5)" f.(s.x(s,2))ds

4

M+9
=—2
FM){
2M +b
<—-—
I'(q+1)

< 2M +b
~T'(q+1)

(t-t)"
q

g (L-t)' g
a  d q

|

(tz _tl)q <é&

(tz _tl)q <é&

Q|

It —t] < & :{5g‘l\glq++b1)} oldugunda verilen ifade & dan kiigiik kalir. {X(t,g)}
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es siirekli ve diizgiin sumrl bir aile ve n(t)= lim x(t,&,) te[0,¢,]dir. Burada

(n—><)
77(0)=X(0)=X0 dir. T diizgiin siirekli oldugundan n(t), baslangi¢ deger
probleminin bir ¢oziimiidiir. Simdi maksimal ¢oziimiin var oldugunu gostermeliyiz.
X(t), baslangi¢ deger probleminin 0<t<a, araliginda herhangi bir ¢éziimii
olsun.

Xg <Xy +&= X(O,g) olmak tizere;

=X +it )" (s, x(s))ds
X(t)_ 0 F(q)'([(t ) f( ( ))d (3.59)
1 | gq-1
<xo+m£(t—s) f(s,x(s)+e)ds
x(t,£) =X, +&+ %I L (s.x(s)+e) Jds (3.60)

f.(s.x(s.¢))

Teorem 3.1°den [0, ao] da X(t) < X(t,é‘) dir. Maksimal ¢éziimiin tekliginden ve

X(t, 8) - 77(t),$ —0, olmasindan dolay: [O, ao] da n(t) maksimal ¢oziimdiir. B

Tamm 3.1:Bir v eC,([t,,T]1,R), 1-q = p, 0 < q < 1 fonksiyonu asagidaki

kosulu sagliyorsa bu fonksiyona (3.17) baslangi¢ deger probleminin bir alt ¢oziimii

denir,
Div(t) < f (t v(t)), v°<x, (3.61)

burada v° = v(t)(t — ;)" li—r, - Eger bu fonksiyon yukarida esitsizlikleri tersten
saglyorsa bu durumda ayni problem i¢in bir iist ¢oziimdiir denir.
Siradaki teorem bir varlik teoremidir.v(t) ve w(t) sirastyla alt ve iist ¢oziim

fonksiyonlari olmak ve V(t)<w(t), te[t,,T],t;>0 kosulunu saglanmak {izere

asagidaki Q kapali kiimesi lizerinde (3.17) fraksiyonel diferansiyel denkleminin bir

¢Ozlimii mevcuttur.
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Q=[(t,x):v(t) <x<w(t),t[t,, T]]. (3.62)

Asagidaki teoremde bu durum ifade ve ispat edilmistir.

Teorem 3.7: Kabul edelim ki v,weC_([t,,T],R) fonksiyonlar: (3.17) problemi igin
swrasiyla bir alt ve iist ¢oziim ve A. mertebeden (ﬂ>q) lokal Hélder siirekli
olsunlar. Ayrica v(t)<w(t), te[t,, T] ve feC(QR)olsun. Bu takdirde (3.17)

BDP 'nin X(t) gibi bir ¢oziimii vardir éyle ki v(t) < x(t) <w(t) te[t,, T] dir.

Ispat 3.7: Bir p(t) fonksiyonunu [t,, TIxR - R ‘ye ve

p(t, X) = max[v(t), min(x,w(t))] biciminde tanimlamis olalim. Bu durumda

f(t, p(t,x)) fonksiyonu f fonksiyonunun [t,, T]xR ’ye siirekli bir genislemesidir ve
ayni zamanda smirlidr ¢iinkii T fonksiyonu Q. iizerinde sinirlidir. Bu nedenle

asagidaki gibi bir ¢oziime sahiptir.
D = f(t, p(t, X)), X(t)(t —t,)"* =ty = o (3.63)
>0 i¢in asagidaki esitlikleri ele alalim,
v, (t)=v(t)—eA(t) ve w, (t)=w(t)+eA(t) (3.64)
burada A(t)= (t—t,)"*E, , (t—t,)"). Actkerr ki

v, (t)(t —t )liq |t:t0 = V(t)(t —t )Lq |t:t0 g

w, (1)(t=t,) " oy =W (t=t) " | +&,

(3.65)

bu nedenle V0 =v°—g, Wl =w’+& ve v° <x° <W’ yazilabilir.

Amacimiz v, (t) < x(t)<w,(t), te[tO,T] oldugunu gostermek. Farz edelim ki bu
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esitsizlik yanls olsun. Bu takdirde bir 1, € (to ,T] degeri bulunabilir oyle ki

x(t)=w,(t) vev, (t)<x(t)<w,(t), t,<t<t. (3.66)

Buradan x(t,)>w(t,) ve p(t, x(t,)) =wit,) ve v(t,) < p(t, x(t,)) <w(t,) dir.
Simdi m(t)=x(t)-w,(t) fonksiyonunu teskil edersek m(t,)=0 ve m(t)<0
te[tyt,] oldugu kolayca géziikiir. Lemma 3.1 kullamlirsa qu(tl)ZO sonucunu

buluruz ki bu ise asagida goriilecegi gibi bir ¢eliski vermektedir,

Ft, wit))= f (t, p(t, x(t)) = D'x(t)> Dw, (t,) = D"wi(t,)+ 21 (t,) > f (&, w(t,))
Benzer sekilde diger durum ispatlanabilir.
Neticede, v, ()< X )t< W)t e[ty 1 esitsizligi dogrudur. Simdi &—0 igin

limite gegersek istenilen sonuca ulasmis oluruz.

v(t)<xt)<w(t), [t,.T]. (3.67)

Boylece ispat tamamlanmistir. B
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4. FRAKSIYONEL DIiFERANSIYEL
DENKLEMLER ICIN BAZI MUKAYESE
TEOREMLERI

Asagida baslangi¢ kosuluyla verilen fraksiyonel diferansiyel denklemi ele alalim.

DO = £ (LX) +9(tx). x(t) =X =x(O)(t-4) "y, LT, (@)

Burada f,geC[JxR,R], J=[t,,T] D? ise R-L manada q. mertebeden 0<q<1

fraksiyonel tlirevi gostermektedir.

Yukaridaki probleme karsilik gelen Volterra tipli integral denklem ise

x(t) = x° (t)+riq)t

—

(t=5)""[ f(s.x(5))+9(s,x(s)) ]ds (4.2)

o

x0(t—t, )"

burada x°(t) = )

Tamm 4.1: Kabul edelim ki v,weC_[J,R], p=1-q fonksiyonlar: A. mertebeden

(2>0q) lokal Holder siirekli ve D% ve D% var olsunlar. v,w fonksiyonlari,

Eger,

i) DWV<f(tv)+g(tv), v'<x°

Dw> f (t,W)+ g (t,W), W >x°, tel ise V\W fonksiyonlar: (4.1)
fraksiyonel diferansiyel denkleminin dogal alt ve iist ¢oziimleri,

i) DV<f(tv)+g(tw), v°<x°

Diw> f (t,w)+g(t,v), W =x°, teJ ise v,W fonksiyonlar: (4.1)

fraksiyonel diferansiyel denkleminin 1. tipten eslesmis alt ve iist ¢éziimleri,
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i) DV < f(t,w)+g(tv), v°<x°

Diw> f (t,v)+g(t,w), W’ >x% teld ise v,wW fonksiyonlar: (4.1)
fraksiyonel diferansiyel denkleminin Il. tipten eslesmis alt ve iist ¢oziimler,

iv) DV <f(t,w)+g(tw), v'<x°

Diw> f (t,v)+g(t,v), W =X’ tel ise V,W fonksiyonlar: Ill. tipten
eslesmis alt ve iist ¢oziimler, olarak adlandirilirlar [9].

Teorem 4.1: v,weC ([t,,T],R) fonksiyonlari, f,geC(,R) ve v(t)<w(t),
te[t,, T] olmak iizere (4.1) fraksiyonel diferansiyel denkleminin 1. tipten bagh alt ve
tist ¢oziimleri olsunlar. Ayrica varsayalim ki g(t,x) her t icin x’e gore artmayan

olsun. Bu durumda (4.1) fraksiyonel diferansiyel denkleminin [t,,T] da

v(t) < x(t) < wW(t) olacak sekilde X(t) ¢oziimii vardr.

Ispat 4.1: Bir p(t) fonksiyonunu p:[t, T|[xR >R,

p(t,x)= min[w(t),max(x(t),v(t))] (4.3)

olacak sekilde tanimlayalim. Bu durumda f(t, p(t,X))+g(t, p(t,x))fonksiyonu

f +g fonksiyonunun [tO,T]xR ve stirekli bir genislemesidir ve aym zamanda

smwrlidr ¢iinkii T +q fonksiyonu Qiizerinde simirlidir. Bu nedenle asagidaki gibi

bir ¢oziime sahiptir.

Biz [tO,T] tizerinde V(t) < x(t) <wW(t) oldugunu gostermeliyiz. Bu amacgla & > Qicin

asagidaki esitligi ele alalim.
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v, (t)=v(t)—eA(t) ve w, (t)=w(t)+eA(t) (4.4)

burada A(t)= (t—t, )" E, , (t—t,)"). derkerr ki

V (D)t =t) e =V =v(O)(t=t) ey, —eA (=) o
W, ()(t=t)) " ey =W =W(t) (t=t,) " |y +E () (=) |y

(4.5)

bu nedenle v} =Vv°—g2°, Wl =w’+&2° ve v(t) ile W(t)nin alt ve iist ¢iziim
tanimindan V° < X° <W° yazilabilir.
Amacimiz V, (t) < X(t) <Ww, (t), te[to,T] oldugunu gostermek. Farz edelim ki

X(t) <w, (t) yanlis olsun. Bu takdirde bir 1, € (to ,T] degeri bulunabilir oyle ki
x(t)=w, (&) vex(t)<w,(t), t, <t <t. (4.6)

Buradan x(t,)>w(t,)>v(t) ve p(t,x(t))=w(t) ve v(t)<p(t,x(t))<w(t)
dir. Simdi m(t)=x(t)—w,(t) fonksivonunu teskil edersek m(t,)=0 ve m(t)<0
te[to,ti] oldugu kolayca goriilebilir. Lemma 3.1 kullamlirsa qu(tl)ZO sonucunu

buluruz ki bu ise agsagida goriilecegi gibi bir ¢eliski vermektedir,

(L0000 w(0) = 1 (1 P8 K(0)) 5 1 Pl (1)
)

_DQ(

t,)+eA(t) 4.7)
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Burada ¢ (t, X) | fonksiyonunun her t igin x’e gore artmayan olmasini ve /1(1:1) >0

olmasini kullandik.

Benzer sekilde [t,,T] de egitsizligin diger tarafi olan v, (t)<x(t)ispat edilebilir.
Bunun icin farz edelim ki V, (t)<X(t)yanh§ olsun. Bu takdirde bir t degeri

bulunabilir oyle ki

v, (t)=x(t) vev, (t)<x(t), t, <t <t. (4.8)

Buradan x(t,)<v(t)<w(t) ve p(t,x(t))=v(t) ve v(t)<p(t,x(t))<w(t)
dir.

Simdi m(t)=v,(t)—x(t) fonksiyonunu teskil edersek m(t,)=0 ve m(t)<0
te[to,tl] oldugu kolayca goziikiir. Lemma 3.1 kullanilirsa qu(tl)ZO sonucunu

buluruz. g (t, X)fonksiyonunun her t icin x’e gore artmayan olmasini ve /1(tl) >0

olmaswni kullamrsak asagida celiskiyi elde ederiz.

f(t,v(t))+g(t.v(t))=1 (tl, p(tl,x(tl)))+g(tl, p(tl,x(tl)))
= Dx(t,)
> D, (t,)
t,)-eA(t) (4.9)

Sonucg olarak,
v, () <x(t)<w,(t), teft,T] (4.10)
esitsizligi dogrudur. Simdi & — 0 igin limite gecersek istenilen sonuca

v(t)<x@ <w(t), [t,T] (4.11)
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ulagmus oluruz. A

Teorem 4.2: v,weC ([t,,T],R) fonksiyonlar:, f,geC(,R)ve v(t)<w(t),
tet,, T] olmak iizere (4.1) fraksiyonel diferansiyel denkleminin II. tipten bagh alt
ve iist ¢oziimleri olsunlar. Ayrica varsayalim ki f (t, X)her t i¢in x’e gore artmayan
olsun. Bu durumda (4.1) fraksiyonel diferansiyel denkleminin [t,,T] da

v(t) < x(t) <wW(t) olacak sekilde X(t) ¢oziimii vardr.

Ispat 4.2: Bir p(t) fonksiyonunu p:[t,, T][xR >R,

p(t,x)= min[w(t),max(x(t),v(t))] (4.12)

olacak sekilde tamimlayalim. Bu durumda f(t, p(t,x))+g(t, p(t,x))fonksiyonu

f +g fonksiyonunun [tO,T]X]R ve siirekli bir genislemesidir ve ayni zamanda

smirlidwr ¢linkii T+ 9 fonksiyonu Q iizerinde simirlidir. Bu nedenle asagidaki gibi

bir ¢oziime sahiptir.
Dx(t) = f (t, p(t,x))+g(t, p(t.x)), x(t,)=x"= x(t)(t—t,) ° ey s T STST,

Biz [t T] idizerinde v(t) <X(t) <W(t) oldugunu gostermeliyiz. Bu amagla & > Oigin

asagidaki esitligi ele alalim.

v, (t)=v(t)—el(t) ve w, (t)=w(t)+eA(t) (4.13)
burada A(t)= (t—t,)"*E, , (t—t,)"). Agikerr ki

v (0)(t=t) e =V =V (O (t=t) e, —EA (1) T ey
(4.14)

w, (1)(t=t,) "o =W =w(t) (=) o+ (O (t=t) ey s
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bu nedenle v} =Vv°—g2°, W’ =w’+&2° ve v(t) ile W(t)nin alt ve iist ¢iziim
tanimindan V. < X° <W° yazilabilir.
Amacimiz v, (t) < x(t)<w,(t), te[tO,T] oldugunu géstermek. Farz edelim ki

X(t) <w, (t) yanlis olsun. Bu takdirde bir 1, € (to ,T] degeri bulunabilir oyle ki

x(t)=w, () vex(t)<w,(t), t, <t <t,. (4.15)

Buradan x(t,)>w(t,)>v(t) ve p(t,x(t))=w(t) ve v(t)<p(t,x(t,))<w(t)
dir.

Simdi  m(t)=x(t)—w,(t) fonksiyonunu teskil edersek m(t,)=0 ve m(t)<0
teft,t,] oldugu kolayca goziikiir. Lemma 3.1 kullamilirsa Dm(t,)>0 sonucunu

buluruz ki bu ise asagida goriilecegi gibi bir ¢eliski vermektedir,

f(tw(t))+ g (tw(t))= f(t p(tox(t))+ 9 (t p(t.x (1))
- ot

>Dw, (t,)
=Dw(t,)+eA(t,) (4.16)
> Dw(t,)

> f(t,v(t))+9(tw(t))
> £ (t,w(t))+g(t,w(t))

Burada f (t, X)fonksiyonunun her t icin x’e gore artmayan olmasini ve i(tl) >0
olmasini kullandik.

Benzer sekilde [t,,T|de esitsizligin diger tarafi olan V, (t)< X(t)ispat edilebilir.
Bunun igin farz edelim ki V, (t)<X(t)yanlz§ olsun. Bu takdirde bir t degeri

bulunabilir oyle ki
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v, (t)=x(t) vev, (t)<x(t), t,<t<t. (4.17)

Buradan x(t,)<v(t)<w(t) ve p(t,x(t))=v(t) ve v(t)<p(t,x(t))<w(t)
dir.
Simdi m(t)=v_(t)—x(t) fonksiyonunu teskil edersek m(t,)=0 ve m(t)<0

te[to,tl] oldugu kolayca goziikiir. Lemma 3.1 kullanilirsa qu(tl)ZO sonucunu

buluruz. g (t, X)fonksiyonunun her t igin x’e gore artmayan olmasini ve /1(t1) >0

olmasini kullamrsak asagida ¢eliskiyi elde ederiz.

f(tv(t))+ 9 (tv(t)) = f(t p(tx(4)))+9(t, p(t, x(t,)))
=D(t,)
> D, (t,)

—eA(t,) (4.18)

Neticede,
v, () <x(t)<w,(t), teft,T] (4.19)

esitsizligi dogrudur. Simdi & —0 igin limite gegersek istenilen sonuca ulasmig

oluruz.

v(t)<x(@) <w(t), [t,T].m (4.20)

Teorem 4.3: v,weC ([t,, T],R) fonksiyonlar:, f,geC(Q,R)ve v(t)<w(t),

telt,, T] olmak iizere (4.1) fraksiyonel diferansiyel denkleminin Ill. tipten eslesmis
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alt ve iist c¢oziimleri olsunlar. Ayrica varsayalim ki f(t,X)Ve g(t,x)

fonksiyonlarimin her ikisi de her t i¢in x’ e gore artmayan olsun. Bu durumda (4.1)
fraksiyonel diferansiyel denkleminin [t,,T] da v(t) < x(t) <w(t) olacak sekilde X(t)

¢coziimii vardir.
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