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ÖZET 

 

 
Bu tez çalışması ikinci tür yerel olmayan sınır ve integral ek koşulları altında bir 

parabolik problem için bir katsayı belirleme ters problemine adanmıştır. Bu problemde 

parabolik denklemin çözümü ile beraber yalnızca zamana bağlı ısı kapasitesi 

katsayısının belirlenmesi ele alınmıştır. Ters problemin çözümünün varlığı ve tekliği 

Banach sabit nokta teoreminden yararlanılarak gösterilmiştir. Ayrıca çözümün giriş 

verilerine bağlı Lipschitz sürekliği de incelenmiştir. 
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SUMMARY 

 

This thesis is devoted to, an inverse problems of determination of coefficients in 

the parabolic problems with second kind nonlocal boundary and integral 

overdetermination conditions are considered. In this problem, the simultaneously 

determination of the solution of heat equation and the time-dependent coefficient of 

heat capacity is considered. The existence and uniqueness of solution of the problem 

is proved by using the Banach fixed point theorem. However, Lipschitz Continuous 

upon the data of solution is also studied. 
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1. GİRİŞ 

 

Doğadaki fiziksel olayların birçoğu kısmi türevli diferansiyel denklemler için 

başlangıç değer, sınır değer ve karma problemlerle ifade edilir. Matematikte ve birçok 

bilim dalında ele alınan modelin bazı parametrelerinin değerlerinin gözlemlenen 

bilgiye göre elde edilmesi ters problem olarak adlandırılır. Isı transferiyle ilgili 

çalışmalar ve malzemenin ısıtılması veya soğutulmasıyla ilgili metotların 

geliştirilmesi matematiksel modelde önemli rol oynamaktadır. Isı transferinde, 

malzemenin özelliğini ifade eden katsayının doğrusal olmadığı ya da sabit olmadığı 

durumlar, ısı transferindeki özel koşullardan meydana gelmektedir. Bu durum, ısı 

mühendisliği çalışmalarında yeni yöntemler/yaklaşımlar geliştirilmektedir. Bu 

yöntemlerin arasında ters problemlerin çözümüne dayalı yöntemler özel bir yere 

sahiptir. Ters problemler, mühendislik üretimlerinin tasarımında, kontrol 

sistemlerinde ve fiziksel yöntemlerin belirlenmesinde oldukça yaygındır. Bununla 

birlikte ters problemler jeofizik, astronomi, uzaktan algılama vs. gibi alanlarda da 

karşımıza çıkmaktadır [1], [2]. 

Matematiksel bir modelde, ısı transferinin tüm durumları girdi-çıktı arasındaki 

bağıntılar olarak ifade edilecek olursa, ele alınan modele göre, bir 

sistemdeki/nesnedeki ısı transferi için, problemin parametreleri, başlangıç-sınır 

koşulları, ısı iletkenliği, ısı kaynağı ve sistemin/nesnenin geometriksel karakteristikleri 

giriş verilerini oluşturur. Herhangi bir zamandaki ısı durumu ise çıkış verilerini 

gösterir. Bu matematiksel modelde ısı transferi için verilen giriş verileri üzerinden 

çıkış verilerinin elde edilmesini ifade eden başlangıç sınır değer problemine düz 

problem denmektedir. 

Örneğin 

 

ut = b(x, t)uxx + c(x, t)ux + a(x, t)u + f(x, t) (1.1) 

 

şeklinde bir lineer ısı transfer denklemi göz önüne alınsın. Burada b(x, t) baş katsayı 

veya sıcaklık iletim katsayısı, a(x, t) ısı kaynakları için kontrol fonksiyonu veya ısı 

kapasitesi katsayısı, f(x, t) homojen olmayan terim veya kaynak fonksiyonu olarak 

isimlendirilir. (1.1) denklemi için başlangıç ve sınır koşulları altında katsayıların 
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tamamının verilmesiyle u(x, t) sıcaklık fonksiyonunun tek olarak belirlenmesi için 

literatürde yeterince teorik bilgi bulunmaktadır [3],[4]. Bu problem tipi düz problem 

olarak bahsedilir ve genellikle iyi tanımlıdır. Düz problemin öneminin ne kadar büyük 

olduğu, ısı transferi için ele aldığımız ters problemin formüle edilmesinde karşımıza 

çıkmaktadır. Bundan dolayı ısı transferiyle ilgili parabolik problemlerin klasik teorisi 

iyi bilinmelidir. Bu konuyla ilgili çalışmalara [3], [5]-[7] makalelerinden ulaşılabilir. 

Başlangıç ve sınır koşulları altında (1.1) denkleminde u(x, t) fonksiyonunun ve 

katsayılardan enaz birinin bulunması problemi ise ters problemdir. 

Buradan anlaşılacağı gibi matematiksel model için düz problem ve ters problem 

olmak üzere iki farklı problem karşımıza çıkmaktadır. 

 

 Düz Problemin şekli: Giriş Verileri    

𝑀𝑎𝑡𝑒𝑚𝑎𝑡𝑖𝑘𝑠𝑒𝑙
𝑀𝑜𝑑𝑒𝑙

⇒             Çıkış Verileri 

 Ters Problemin şekli: Giriş Verileri    

𝑀𝑎𝑡𝑒𝑚𝑎𝑡𝑖𝑘𝑠𝑒𝑙
𝑀𝑜𝑑𝑒𝑙

⇐             Ölçülmüş Veriler  

 

şeklinde düşünülebilir. 

Matematiksel olarak bakıldığında, girdi-çıktı arasındaki bağıntının tersi her zaman 

mümkün olmayabilir. Bunun sebebi ters problemin ifadesinin, düz problemin aksine, 

her zaman gerçek deneysel verilerden elde edilememesidir. Bundan dolayı, ısı transferi 

teorisinde ortaya çıkan ters problemler için iyi tanımlı olmayan problemler diye 

bahsedilir. Ters problemin iyi tanımlı olmasını sağlamak için ek koşul gerekir. Bu ek 

koşullar genellikle ölçülmüş deneysel verilerden elde edilir. 

Matematiksel bir problemin, iyi tanımlı olmasını Hadamart üç maddeyle ifade 

etmiştir [8]. 

 

i) Problemin çözümü vardır. 

ii) Problemin çözümü tektir. 

iii) Problemin çözümü giriş verilerine göre süreklidir. 

 

Eğer problem matematiksel olarak iyi tanımlılık koşullarından birini sağlamazsa, 

o problemin çözümü çok kolay olamaz. Fakat bu durum, ters problemler ile birlikte 

değişmeye başladı. Ters problemlerin çözümüyle ilgili ilk adımı Carlemen atmıştır [9]. 

Tikhonov ise, çözüm fonksiyonlar sınıfının kompakt olması durumunda problemin iyi 
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tanımlı olacağı sonucunu, koşullu iyi tanımlılık olarak adlandırmıştır [10]. Bu temel 

sonucun Lavrentiev tarafından geliştirilmesiyle birlikte bu alanda pek çok sonuçlar 

elde edilmiştir [11], [12]. 

Günümüzde; gözenekli ortamın hidrolik özelliklerinin bulunması, uzaydan dünya 

atmosferine giren füzenin ısı geçmişinin belirlenmesi, ısı transferinde kaynak 

kontrollerinin bulunması, radyoaktif bozulmaya maruz kalan bir ortamda ısı iletim 

olayında sıcaklık iletiminin durumunun belirlenmesi vb. gibi problemlerin çözümü, 

parabolik tipli denklemler için ters problemlerle yapılır [13]. 

Parabolik denklemler için ters problemler farklı türde sınıflara ayrılacak olursa 

karşımıza aşağıdaki problem türleri çıkar. 

 

i) Denklemin katsayılarının bilinmemesi problemi  

ii) Sınır koşullarında bilinmeyen parametrelerin belirlenmesi ile ilgili problemler  

iii) Bilinmeyen sınır veya bölgenin belirlenmesi problemi.  

 

Bu tezde parabolik diferansiyel denklemler için katsayı bulma ters problemi 

üzerine bir çalışma ele alınacaktır. Parabolik denklemler için ters katsayı problemini 

ilk kez Cannon tanımlamıştır [14]. Daha sonra da değişik yazarlar tarafından ele 

alınmıştır [20]-[24].  

Ters problemlere bakıldığında, farklı türden ters problemlerin yanı sıra aynı 

türdeki problemler de sınır koşullarına, verilen ek koşullara, aranan çözüm 

yöntemlerine, parametrelerin türü ve şekillerine göre de birbirinden ayrılır. 

Isı denklemi için lineer katsayı problemlerinde karşılaşılabilecek durumlar 

aşağıda sıralanmıştır. 

 

i) Yalnız zamana bağlı ısı iletim katsayısının (başkatsayı) bulunması [13], [16], 

[19], [25]-[31], 

ii) Yalnız uzay değişkenine bağlı ısı iletim katsayısının (başkatsayı) bulunması [32], 

iii) Hem uzay değişkenine hem zamana bağlı ısı iletim katsayısının (başkatsayı) 

bulunması [33], 

iv) Yalnız zamana bağlı ısı kaynakları veya ısı kapasitesi katsayısı için kontrol 

fonksiyonunun bulunması [34]-[38], 

v) Yalnız uzay değişkenine bağlı ısı kaynakları veya ısı kapasitesi katsayısı için 

kontrol fonksiyonunun bulunması [32], [39], [40], 
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vi) Yalnız zamana bağlı kaynak fonksiyonunun (homojen olmayan terimin) 

bulunması [15], [17], [18], [41]-[45], 

vii) Yalnız uzay değişkenine bağlı kaynak fonksiyonunun (homojen olmayan 

terimin) bulunması [14], [41], [46]. 

 

Ayrıca aynı anda birkaç tane katsayı fonksiyonunun belirlenmesi problemi 

üzerine çalışmalar da mevcuttur [47]-[51]. 

Parabolik sınır değer problemleri sınır koşulları dikkate alındığında, yerel sınır 

koşullu problemler ve yerel olmayan sınır koşullu problemler şeklinde iki gruba ayrılır. 

Fiziksel olayların birçoğu yerel olmayan sınır koşullu parabolik sınır değer problemi 

ile modellenir. Literatüre bakıldığında yerel olmayan sınır koşullu parabolik düz sınır 

değer problemlerin örneklerin [52]-[57] ve yerel olmayan sınır koşullu parabolik ters 

sınır değer problemlerin örneklerin [29], [34], [37], [47] mevcut olduğu görülmektedir. 

Ayrıca plasma fiziğinde [58] ve ısı iletiminde [59], [60] ortaya çıkan problemlerin 

integral ek koşullu yerel olmayan problemlere indirgendiği gözlemlenmiştir. 

Ters katsayı problemlerinde ek koşullar bölgenin sınır noktalarında yada iç 

noktalarında verilebilir. Bu ek koşullar da -sınır koşulları gibi- yerel özellikli ve yerel 

olmayan özellikli olmak üzere ikiye ayrılmaktadır. Genellikle yerel özellikli ek 

koşullar tek bir noktada akının yada ısının verilmesinden oluşmaktadır. Yerel olmayan 

özellikli ek koşullar ise periyodik verilerle, spektrumun ölçümüyle, zaman üzerinden 

integrali alınmış verilerle yada sistemin toplam enerjisinin ölçümüyle elde edilen 

verilerle verilebilmektedir. Literatürde yerel özellikli ek koşullar verilmiş olan 

çalışmalar [13], [27], [28], [30]-[32], [39]-[41], [43]-[45], [48], [51] ve yerel omayan 

özellikli ek koşullar verilmiş olan çalışmalar [29], [34]-[38], [42], [47], [49], [50] 

mevcuttur. Ayrıca parabolik problem için katsayı belirleme problemini çalışmalarında 

nümerik olarak incelemiş olanlar da mevcuttur [35], [36], [49], [61]-[63], [64]. Bu 

çalışmalarda genel olarak sonlu fark yöntemi kullanılmıştır.  

Bu tez çalışmasında yerel olmayan sınır koşullu ve integral ek koşullu bir 

parabolik denklem için katsayı belirleme problemi incelenmiştir. Bu çalışmada 

incelenmiş olan problemin farklı bir örneği daha önce İsmailov ve Kanca tarafından 

ele alınmıştır [16]. Bu çalışmasında 

 

𝑄𝑇 = {(𝑥, 𝑡): 0 < 𝑥 < 1, 0 < 𝑡 ≤ 𝑇} (1.2) 
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bölgesinde; 

  

𝑢𝑡 = 𝑢𝑥𝑥 − 𝑎(𝑡)𝑢 + 𝐹(𝑥, 𝑡) (1.3) 

 

denklemini 

 

𝑢(𝑥, 0) = 𝜑(𝑥)   0 ≤ 𝑥 ≤ 1 (1.4) 

 

başlangıç koşulu 

 

𝑢(0, 𝑡) = 𝑢(1, 𝑡), 𝑢𝑥(1, 𝑡) = 0    0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇 (1.5) 

 

yerel olmayan sınır koşulları ve 

 

∫𝑢(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥

1

0

= 𝑔(𝑡)   0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇 (1.6) 

 

integral ek koşulu altında incelemiştir. 

 

Fakat bu tez çalışmasında  

 

𝑄𝑇 = {(𝑥, 𝑡): 0 < 𝑥 < 1, 0 < 𝑡 ≤ 𝑇} (1.7) 

 

bölgesinde; 

 

𝑢𝑡 = 𝑢𝑥𝑥 − 𝑎(𝑡)𝑢 (1.8) 

 

denklemi 

𝑢(𝑥, 0) = 𝜑(𝑥)   0 ≤ 𝑥 ≤ 1 (1.9) 
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başlangıç koşulu 

 

𝑢(0, 𝑡) = 𝑢(1, 𝑡), 𝑢𝑥(1, 𝑡) = 0    0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇 (1.10) 

 

yerel olmayan sınır koşulları ve 

 

𝑢(0, 𝑡) + ∫𝑢(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥

1

0

= 𝑔(𝑡)   0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇 (1.11) 

 

integral ek koşulu altında incelecektir. Burada 𝜑, 𝑔 verilmiş fonksiyonlardır. 

Bu {𝑎(𝑡), 𝑢(𝑥, 𝑡)} çiftini bulma problemine ters problem denir. 

 

Tanım 1.1: 𝐶[0, 𝑇] × 𝐶2,1(𝑄𝑇) ∩ 𝐶1,0(𝑄𝑇
̅̅ ̅̅ ) sınıfından olan (1.8)-(1.11) koşullarını 

sağlayan ve [0,T] aralığında 𝑎(𝑡) ≥ 0 olan {𝑎(𝑡), 𝑢(𝑥, 𝑡)} ikilisine (1.8)-(1.11) ters 

probleminin klasik çözümü denir. 

 

(1.8) ısı denklemi 𝑢(𝑥, 𝑡)’nin, (1.11) integral ek koşulu ve farklı yerel olmayan 

sınır koşulları altında çözümü ile 𝑎(𝑡) katsayısını bulma problemleri [37], [47]’de 

çalışılmıştır. Ilgilenenler [25], [34]’te yerel olmayan sınır koşulları ve ek koşullar 

altında ısı denklemi için farklı ters problemler bulabilirler. 

(1.11) integral ek koşulu gibi koşullar ısı transferinin birçok önemli 

uygulamalarında, termoelastik’te, kontrol teorisinde vs. karşımıza çıkar. Örneğin 

[59]’da çubuktaki ısının toplam miktarının 𝑔(𝑡) varyasyon kuralıyla birlikte verilen 

ısı yayılım problemi ele alınmıştır. 

Birinci bölüm giriş bölümüdür. İkinci bölümde yardımcı bazı tanım, teoremler ve 

ortogonal olmayan fonksiyon sistemleri için bazı yardımcı kavramlardan 

bahsedilmiştir. Üçüncü bölümde bir yardımcı spektral problem üzerinde durulmuştur. 

Dördüncü bölümde yerel olmayan sınır koşullu ve integral ek koşullu bir parabolik 

problemin çözümünün varlığı ve tekliği incelenmiştir. Beşinci bölümde ise problemin 

çözümünün giriş verilerine göre Lipschitz sürekliliği analiz edilmiştir. 
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2. EK BİLGİLER 

 

Bu bölümde öncelikle ileride kullanılacak olan bazı yardımcı tanım ve teoremler 

ardından bazı fonksiyon dizilerinin bazlık özelliklerinden bahsedilecektir.  

 

2.1. Weierstrass-M Testi 

 

𝐼 ∈ ℝ2 bölgesinde  𝑓𝑛(𝑥, 𝑡) n = 1,2, …, fonksiyonel dizisi verilmiş olsun ve 

 

|𝑓𝑛(𝑥, 𝑡)| ≤ 𝑀𝑛,     𝑥, 𝑡 ∈ 𝐼, 𝑛 = 1,2, … (2.1) 

 

eşitsizliği sağlansın. Burada 𝑀𝑛 ler pozitif sayılardır (sabitlerdir). Eğer ∑ 𝑀𝑛
∞
𝑛=1  serisi 

yakınsak ise ∑ 𝑓𝑛(𝑥, 𝑡)
∞
𝑛=1  serisi 𝐼’da düzgün ve mutlak yakınsaktır. 

 

2.2. Banach Sabit Nokta Teoremi 

 

(X, ρ) bir tam metrik uzay, A: X → X bir sıkıştıran tasvir : 

 

∀x, y ∈ X: ρ(A(x), A(y)) ≤∝ ρ(x, y), 0 ≤∝< 1 (2.2) 

 

olsun. O halde A’nın tek sabit noktası vardır. Yani Ax = x denkleminin tek çözümü 

mevcuttur. 

 

2.3. Lipschitz Sürekliliği 

 

(X, ρx), (Y, ρy) iki metrik uzay, f: X → Y bir fonksiyon olsun. Eğer ∀x1, x2 ∈ X için 

 

ρy(f(x1), f(x2)) ≤ kρx(x1, x2) (2.3) 
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koşulunu sağlayacak bir k ≥ 0 pozitif sayısı mevcutsa f fonksiyonuna Lipschitz 

sürekli fonksiyon denir.  

 

2.4. Cauchy-Schwartz Eşitsizliği 

 

𝐸, bir iç çarpım uzayı olsun. 𝑓, 𝜑 ∈ E için 

 

|〈𝑓, 𝜑〉| ≤ ‖𝑓‖2. ‖𝜑‖2 (2.4) 

 

eşitsizliği doğrudur. 

 

2.5. Bessel Eşitsizliği 

 

E bir vektör uzayı, 𝜑1, 𝜑2… ortonormal vektörler dizisi olsun. O halde keyfi 𝑓 ∈ 𝐸 

vektörü için 

 

∑|𝑐𝑖|
2

∞

𝑖=1

≤ ‖𝑓‖2,     𝑐𝑖 = 〈𝑓, 𝜑𝑖〉 (2.5) 

 

eşitsizliği sağlanır. 

 

2.6. Riesz Bazı 

 

H, bir Hilbert uzayı, 𝑓𝑛 ∈ H, n = 1,2, … bir vektörler dizisi olsun. 

Eğer her h ∈ H elemanı, tek şekilde H uzayında yakınsayan 

 

h =∑ckfk

∞

k=1

 (2.6) 

 

serisine açılabiliyorsa, o zaman 𝑓𝑛, n = 1,2, … vektörler dizisine H uzayının bir bazı 

denir. 
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𝑓𝑛 ∈ H, 𝑔𝑛 ∈ H, n = 1,2, … vektörler sistemi olsun. Eğer  

 

(fi, gi) = δij = {
1,    i = j
0,    i ≠ j

 (2.7) 

 

eşitlikleri sağlanıyorsa 𝑔𝑛, n = 1,2, … vektörler sistemi için, 𝑓𝑛, n = 1,2, … vektörler 

sistemine biortogonal olan sistem denir. 

𝑔𝑛 ∈ H, n = 1,2, … vektörler sistemi 𝑓𝑛 ∈ H, n = 1,2, … bazına biortogonal olsun. 

Açıktır ki (2.6) eşitliğinin her iki tarafı 𝑔𝑛 ∈ H, n = 1,2, …   ile çarpılırsa ck, k =

1,2, … katsayısı  

 

ck = (h, 𝑔k), k = 1,2, … (2.8) 

 

şeklinde belirlenir. 

(2.6) ve (2.8) eşitliklerinden anlaşılır ki 𝑔𝑛 ∈ H, n = 1,2, …    vektörlerine ortogonal 

olan herhangi bir h vektörü 0’a eşittir, yani bir baza biortogonal olan vektörler sistemi 

tamdır. 

H Hilbert uzayında, 𝑓𝑛, n = 1,2, …bazına biortoganal olan 𝑔𝑛 ∈ H, n = 1,2, …   

vektörler sistemi de H uzayının bir bazıdır. 

𝑓𝑛, n = 1,2, …, H uzayında bir ortonormal baz ve A sınırlı ve tersinir bir lineer operatör 

olsun. O zaman her h ∈ H elemanı için 

 

A−1h =∑(A−1h, fk)fk

∞

k=1

=∑(h, (A∗)−1fk)fk

∞

k=1

 (2.9) 

 

buradan da 

 

h =∑(h,ωk)φk

∞

k=1

 (2.10) 

 

yazılabilir, öyle ki; 

 

φk = Afk,     ωk = (A∗)−1fk,   k = 1,2, … (2.11) 
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Aynı zaman da 

 

(φi, ωj) = δij, (i, j = 1,2, … ) (2.12) 

 

o halde 

 

h =∑ckφk

∞

k=1

 (2.13) 

 

olmak üzere 

 

ck = (h,ωk) (2.14) 

 

elde edilir ve bu açılım tektir. 

Her sınırlı lineer operatör, H uzayının herhangi bir ortonormal bazını başka bir baza 

dönüştürür. 

Yukarıdaki dönüşüm (sınırlı lineer operatör) ile 𝑓𝑛, n = 1,2, …ortonormal bazından 

elde edilen baza, ortonormal baza denk baz veya Riesz bazı denir.  

Riesz bazına biortogonal olan baz da Riesz bazıdır [65].  

 

2.7. Bari teoremi 

 

Aşağıdaki ifadeler denktir [65]:  

i) H Hilbert uzayının bir tabanını oluşturan 𝑓𝑛, n = 1,2, … dizisi Riesz bazıdır.  

ii) 𝑓𝑛, n = 1,2, … dizisi H uzayında tamdır, ona biortogonal olan 𝑔𝑛, n = 1,2, … 

dizisi de tamdır ve her h ∈ H için  

 

∑|h, fj|
2

∞

j=1

< ∞,∑|h, gj|
2

∞

j=1

< ∞ (2.16) 

serileri yakınsaktır. 

Örnek: Şimdi [0,1] aralığında aşağıdaki iki fonksiyon dizisini ele alalım. 

 



 

11 

𝑋0(𝑥) = 2, 𝑋2𝑘−1(𝑥) = 4𝑐𝑜𝑠2𝜋𝑘𝑥, 𝑋2𝑘(𝑥) = 4(1 − 𝑥)𝑠𝑖𝑛2𝜋𝑘𝑥, 

                                                                                         𝑘 = 1,2, … 
(2.17) 

 

𝑌0(𝑥) = 𝑥, 𝑌2𝑘−1(𝑥) = 𝑥𝑐𝑜𝑠2𝜋𝑘𝑥, 𝑌2𝑘(𝑥) = 𝑠𝑖𝑛2𝜋𝑘𝑥, 

                                                                                          𝑘 = 1,2, … 
(2.18) 

 

İlerleyen bölümlerde kullanılacak olan bu sistemlerin L2(0,1) uzayındaki bazı 

özellikleri, yukarıdaki kavramlardan yararlanılarak aşağıdaki şekilde ifade edilebilir. 

 

Lemma 2.1: (2.17) ve (2.18) fonksiyon dizileri 𝐿2(0,1) uzayında biortogonal 

fonksiyonlar sistemi oluşturur, yani tüm pozitif 𝑖, 𝑗 tamsayıları için 

 

(𝑋𝑖, 𝑌𝑗) = ∫𝑋𝑖(𝑥)𝑌𝑗(𝑥)𝑑𝑥

1

0

= 𝛿𝑖𝑗 (2.19) 

 

sağlanır. 

 

İspat 2.1: Bu lemmanın ispatı direkt yoklamakla kolayca elde edilir. ■ 

 

Lemma 2.2: (2.17) ve (2.18) fonksiyon dizileri 𝐿2(0,1) uzayında tamdır. 

 

İspat 2.2: 𝑓(𝑥) ∈ 𝐿2(0,1) fonksiyonu (2.17) fonksiyon dizisine ortogonal olsun.  

𝑓(𝑥) fonksiyonu aşağıdaki seri açılımı şeklinde gösterilebilir: 

 

𝑓(𝑥) = ∑𝐵𝑛𝑠𝑖𝑛2𝜋𝑘𝑥

∞

𝑛=1

 (2.20) 

  

𝑓(𝑥) fonksiyonu (2.17) sistemine ortogonal olduğundan 

 

0 = ∫𝑓(𝑥)𝑋𝑘(𝑥)𝑑𝑥

1

0

,    𝑘 = 0,1,2, … (2.21) 
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0 = ∑𝐵𝑛

∞

𝑛=1

∫4(1 − 𝑥)𝑠𝑖𝑛2𝜋𝑛𝑥𝑠𝑖𝑛2𝜋𝑘𝑥𝑑𝑥

1

0

= 𝐵𝑘,    𝑘 = 1,2, … (2.22) 

 

buradan 

 

𝐵𝑘 = 0,      𝑘 = 1,2, … ,     𝑓(𝑥) = 0 (2.23) 

 

elde edilir. Böylece (2.17) sisteminin tamlığı elde edilir. (2.18) sisteminin tamlığı da 

açıktır. ■ 

 

Lemma 2.3: 𝑓(𝑥) ∈ 𝐿2(0,1)için 

 

𝑟‖𝑓‖𝐿2(0,1)
2 ≤ ∑𝑓𝑘

2

∞

𝑘=0

≤ 𝑅‖𝑓‖𝐿2(0,1)
2  (2.24) 

 

iki taraflı eşitsizlikler sağlanır. 

 

İspat 2.3: 𝑋2𝑘(𝑥), 𝑘 = 1,2, …, 𝐿2(0,1)’de bir baz oluşturduğu için, her 𝑓(𝑥) ∈

𝐿2(0,1) aşağıdaki biortogonal gösterime sahiptir: 

 

𝑓(𝑥) = 𝑓0𝑋0(𝑥) +∑(𝑓2𝑘𝑋2𝑘(𝑥) + 𝑓2𝑘−1𝑋2𝑘−1(𝑥))

∞

𝑘=1

 (2.25) 

burada 

𝑓0 = ∫𝑓(𝑥)𝑌0(𝑥)𝑑𝑥

1

0

, 𝑓2𝑘 = ∫𝑓(𝑥)𝑌2𝑘(𝑥)𝑑𝑥

1

0

, 𝑓2𝑘−1

= ∫𝑓(𝑥)𝑌2𝑘−1(𝑥)𝑑𝑥

1

0

 

(2.26) 

şeklindedir. 

∑𝑓𝑘
2

∞

𝑘=0

≤ 𝑅‖𝑓‖𝐿2(0,1)
2  (2.27) 
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olduğunu ispatlamak için, (2.26)’daki katsayılara Cauchy-Schwarz ve Bessel 

eşitsizliklerini uygulayarak değerlendirme yapılır: 

 

{
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 𝑓0

2 = (𝑓(𝑥), 𝑥)2 ≤ ‖𝑓‖𝐿2(0,1)
2 ‖𝑥‖𝐿2(0,1)

2 =
1

3
‖𝑓‖𝐿2(0,1)

2

∑𝑓2𝑘
2

∞

𝑘=1

= ∑(𝑓(𝑥), 𝑠𝑖𝑛2𝜋𝑘𝑥)2
∞

𝑘=1

=
1

2
∑(𝑓(𝑥), √2𝑠𝑖𝑛2𝜋𝑘𝑥)

2
∞

𝑘=1

≤
1

2
‖𝑓‖𝐿2(0,1)

2

∑𝑓2𝑘−1
2

∞

𝑘=1

= ∑(𝑓(𝑥), 𝑥𝑐𝑜𝑠2𝜋𝑘𝑥)2
∞

𝑘=1

=
1

2
∑(𝑥𝑓(𝑥), √2𝑐𝑜𝑠2𝜋𝑘𝑥)

2
∞

𝑘=1

≤
1

2
‖𝑥𝑓‖𝐿2(0,1)

2 ≤
1

2
‖𝑓‖𝐿2(0,1)

2

 (2.28) 

 

böylece 

 

∑𝑓𝑘
2

∞

𝑘=0

= 𝑓0
2 +∑(𝑓2𝑘

2 + 𝑓2𝑘−1
2 )

∞

𝑘=1

≤
4

3
‖𝑓‖𝐿2(0,1)

2  (2.29) 

 

elde edilir. 

𝑌𝑘(𝑥), 𝑘 = 1,2, …, sistemi 𝐿2(0,1)’de bir bazdır ve 

 

𝑓(𝑥) = 𝑓0̅𝑌0(𝑥) +∑(𝑓2̅𝑘𝑌2𝑘(𝑥) + 𝑓2̅𝑘−1𝑌2𝑘−1(𝑥))

∞

𝑘=1

 (2.30) 

burada 

 

{
 
 
 
 

 
 
 
 
𝑓0̅ = ∫𝑓(𝑥)𝑋0(𝑥)𝑑𝑥

1

0

,         

𝑓2̅𝑘 = ∫𝑓(𝑥)𝑋2𝑘(𝑥)𝑑𝑥

1

0

,      

𝑓2̅𝑘−1 = ∫𝑓(𝑥)𝑋2𝑘−1(𝑥)𝑑𝑥

1

0

 

 

(2.31) 
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∑𝑓2̅𝑘
2

∞

𝑘=1

= ∑(𝑓(𝑥), 4(1 − 𝑥)𝑠𝑖𝑛2𝜋𝑘𝑥)2
∞

𝑘=1

= 8∑((1 − 𝑥)𝑓(𝑥), √2𝑠𝑖𝑛2𝜋𝑘𝑥)2
∞

𝑘=1

 

≤ 8(1 − 𝑥)‖𝑓‖𝐿2(0,1)
2 ≤ 8‖𝑓‖𝐿2(0,1)

2  

(2.32) 

 

𝑓0̅
2 +∑𝑓2̅𝑘−1

2

∞

𝑘=1

= 4(𝑓, 1)2 +∑(𝑓(𝑥), 4𝑐𝑜𝑠2𝜋𝑘𝑥)2
∞

𝑘=1

≤ 4‖𝑓‖𝐿2(0,1)
2 + 8∑(𝑓(𝑥), √2𝑐𝑜𝑠2𝜋𝑘𝑥)2

∞

𝑘=1

≤ 12‖𝑓‖𝐿2(0,1)
2  

(2.33) 

 

buradan 

 

∑𝑓�̅�
2

∞

𝑘=0

= 𝑓0̅
2 +∑(𝑓2̅𝑘

2 + 𝑓2̅𝑘−1
2 )

∞

𝑘=1

≤ 20‖𝑓‖𝐿2(0,1)
2  (2.34) 

 

elde edilir. 

 

𝑟‖𝑓‖𝐿2(0,1)
2 ≤∑𝑓𝑘

2

∞

𝑘=0

 (2.35) 

 

olduğunu ispat etmek için  

 

𝑓(𝑥) = ∑(𝑓, 𝑌𝑘)𝑋𝑘(𝑥)

∞

𝑘=0

 (2.36) 

 

ifadesi 𝑓(𝑥)’le skaler çarpılıp, Cauchy-Schwarz eşitsizliği ve (2.34) eşitsizliği 

kullanılırsa 
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‖𝑓‖2 = (𝑓, 𝑓) = ∑(𝑓, 𝑌𝑘)(𝑋𝑘, 𝑓)

∞

𝑘=0

= ∑𝑓𝑘 , 𝑓�̅�

∞

𝑘=0

≤ √∑𝑓𝑘
2

∞

𝑘=0

∑𝑓�̅�
2

∞

𝑘=0

≤ √20‖𝑓‖√∑𝑓𝑘
2

∞

𝑘=0

 

(2.37) 

 

1

20
‖𝑓‖𝐿2(0,1)

2 ≤∑𝑓𝑘
2

∞

𝑘=0

 (2.38) 

 

elde edilir. Teoremin ispatı tamamlanır. ■ 

 

Lemma 2.4: (2.17) ve (2.18) fonksiyon dizilerinin her birisi 𝐿2(0,1) ’de Riesz 

bazlarıdır.  

 

İspat 2.4: Lemma 2.1 ve Lemma 2.2’den (2.6) ve (2.8) sistemleri 𝐿2(0,1)’de 

biortogonal ve tamdır. Lemma 2.3’e göre 

𝑓(𝑥) ∈ 𝐿2(0,1) için 

 

𝑟‖𝑓‖𝐿2(0,1)
2 ≤ ∑𝑓𝑘

2

∞

𝑘=0

≤ 𝑅‖𝑓‖𝐿2(0,1)
2  (2.39) 

 

sağlanır, o zaman 

 

{
 
 

 
 ∑(𝑓, 𝑋𝑘)

2

∞

𝑘=0

< ∞

∑(𝑓, 𝑌𝑘)
2

∞

𝑘=0

< ∞

 (2.40) 

 

elde edilir. Yani Bari teoremindeki ii koşulu sağlanır, o zaman i koşulundan (2.17) ve 

(2.18) sistemleri 𝐿2(0,1)’de Riesz bazlarıdır. ■ 
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3. YARDIMCI SPEKTRAL PROBLEM 

 

(1.8)-(1.11) problemine karşılık gelen aşağıdaki spektral problem ele alınsın. 

 

𝑋′′(𝑥) + 𝜆𝑋(𝑥) = 0, 0 ≤ 𝑥 ≤ 1 (3.1) 

 

𝑋(0) = 𝑋(1), 𝑋′(1) = 0 (3.2) 

 

(3.1) - (3.2) spektral probleminin özdeğerleri 

 

𝜆𝑘 = (2𝜋𝑘)2,    𝑘 = 1,2, . .. (3.3) 

 

özfonksiyonları 

 

𝑋0̅̅ ̅(𝑥) = 2,   𝑋𝑘̅̅ ̅(𝑥) = 4𝑐𝑜𝑠2𝜋𝑘𝑥,     𝑘 = 1,2, … (3.4) 

 

şeklindedir.  

𝑋𝑘̅̅ ̅(𝑥) özfonksiyonları 𝐿2[0,1] uzayında baz oluşturmaz. Genelleşmiş özfonksiyonuna 

bakılırsa 

 

𝑋𝑘̅̅ ̅(𝑥) = 4(1 − 𝑥)𝑠𝑖𝑛2𝜋𝑘𝑥, 𝑘 = 1,2, … (3.5) 

 

olduğu elde edilir. 

(3.4) ve (3.5) ten 

 

𝑋0(𝑥) = 2,   𝑋2𝑘−1(𝑥) = 4𝑐𝑜𝑠2𝜋𝑘𝑥,    𝑋2𝑘(𝑥) = 4(1 − 𝑥)𝑠𝑖𝑛2𝜋𝑘𝑥,

𝑘 = 1,2, … 
(3.6) 

 

 elde edilir. 
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Artık   𝑋𝑘(𝑥)  𝑘 = 1,2, . . .  𝐿₂[0,1]  de baz oluşturur. (3.1) - (3.2) probleminin eşlenik 

problemi aşağıdaki gibidir. 

 

𝑌′′(𝑥) + 𝜆𝑌(𝑥) = 0,0 ≤ 𝑥 ≤ 1 (3.7) 

 

𝑌(0) = 0, 𝑌(0) = 𝑌′(1) (3.8) 

 

bu problemin özfonksiyonları 

 

𝑌₀(𝑥) = 𝑥, 𝑌2𝑘−1(𝑥) = 𝑥𝑐𝑜𝑠2𝜋𝑘𝑥, 𝑌2𝑘(𝑥) = 𝑠𝑖𝑛2𝜋𝑘𝑥, 𝑘 = 1,2, . .. (3.9) 

 

kolayca görülür ki [0,1] aralığında (3.6) ve (3.9) biortonormaldir yani 

 

(𝑋𝑖, 𝑌𝑗) = ∫𝑋𝑖(𝑥)𝑌𝑗(𝑥)𝑑𝑥

1

0

= 𝛿𝑖,𝑗 = {
0, 𝑖 ≠ 𝑗
1, 𝑖 = 𝑗

 (3.10) 

 

(3.6) ve (3.9) fonksiyon dizileri, [59]’da ısı transferinin yerel olmayan sınır değer 

probleminin çözümü için ortaya konulmuştur. (3.6) ve (3.9) fonksiyon dizilerinin [0,1] 

aralığında biorthonormal oluşu, 𝐿₂[0,1] de tamlığı ve 𝐿₂[0,1] de Riesz bazı oluşu 

ikinci bölüm Lemma 2.1, Lemma 2.2 ve Lemma 2.4’te detaylıca anlatılmıştır. 
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4. TERS PROBLEMİN ÇÖZÜMÜNÜN VARLIĞI 

VE TEKLİĞİ 
 

Varsayalım ki aşağıda verilen koşullar 𝜑 ve g üzerinde sağlansın. 

 

(A1) {

(𝐴1)1    𝜑(𝑥) ∈ 𝐶4[0,1]                                                          
(𝐴1)2    𝜑(0) = 𝜑(1), 𝜑′(1) = 0,   𝜑′′(0) = 𝜑′′(1)

(𝐴1)3   𝜑2𝑘 ≤ 0, 𝜑2𝑘−1 ≤ 2𝜋𝑘 𝜑2𝑘    𝑘 = 1,2, …    

 (4.1) 

 

(A2)

{
 
 

 
 
(𝐴2)1    𝑔(𝑡) ∈ 𝐶1[0, 𝑇]                                                          

(𝐴2)2    𝑔(0) = ∫𝜑(𝑥)𝑑𝑥

1

0

                                                    

(𝐴2)3    𝑔(𝑡) > 0, 𝑔′(𝑡) ≤ 0, ∀𝑡 ∈ [0, 𝑇]                           

 (4.2) 

 

burada 

𝜑𝑘 = ∫𝜑(𝑥)𝑌𝑘(𝑥)𝑑𝑥,   𝑘 = 1,2, …

1

0

 (4.3) 

 

  dır. 𝑌𝑘(𝑥) ikinci bölümde tanımlanmıştır. 

(A1) ve (A2) yi sağlayan  𝜑 ve 𝑔 fonksiyonları vardır. 

Örneğin;  

 

𝜑(𝑥) = 1 − cos(2𝑘𝜋𝑥) , 𝑔(𝑡) = exp (−(2𝜋)2𝑡) (4.4) 

 

Teorem 4.1: (A1) ve (A2) sağlansın. O halde (1.8)-(1.11) ters probleminin yeterince 

küçük 𝑇’ler için tek çözümü vardır. 

 

İspat 4.1: (2.17) sistemi 𝐿₂[0,1]’de baz oluşturduğundan çözümü 

 

𝑢(𝑥, 𝑡) = ∑𝑢𝑘(𝑡)𝑋𝑘(𝑥)

∞

𝑘=1

 (4.5) 

 

şeklinde arayalım. 
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Burada   

 

𝑢𝑘(𝑡) = ∫𝑢(𝑥, 𝑡)𝑌𝑘(𝑥)𝑑𝑥,   𝑘 = 0,1, …

1

0

 (4.6) 

 

şeklindedir. 

(1.8) denkleminin her iki yanı 𝑌𝑘(𝑥)𝑑𝑥, 𝑘 = 0,1, … ile çarpılıp, 0’dan 1’e kadar 𝑥’e 

göre integrali alınırsa  

 

𝑢₀′(𝑡) + 𝑎(𝑡)𝑢₀(𝑡) = 0 (4.7) 

 

𝑢2𝑘′(𝑡) + (2𝜋𝑘)²𝑢2𝑘(𝑡) + 𝑎(𝑡)𝑢2𝑘(𝑡) = 0 (4.8) 

 

𝑢2𝑘−1
′ (𝑡) + (2𝜋𝑘)2𝑢2𝑘−1(𝑡) + 4𝜋𝑘𝑢2𝑘(𝑡) + 𝑎(𝑡)𝑢2𝑘−1(𝑡) = 0, 

                                                                                      𝑘 = 1,2, . .. 
(4.9) 

 

denklem sistemi elde edilir. (4.5), (4.6), (4.7) denklem sisteminin çözümü 

 

𝑢₀(𝑡) = 𝐶₀𝑒−∫ 𝑎(𝑠)𝑑𝑠
𝑡
0  (4.10) 

 

𝑢2𝑘−1(𝑡) = (𝐶2𝑘−1 − 4𝜋𝑘𝐶2𝑘𝑡)𝑒
−(2𝑘𝜋)2𝑡−∫ 𝑎(𝑠)𝑑𝑠

𝑡
0 , 𝑘 = 1,2, . .. (4.11) 

 

𝑢2𝑘(𝑡) = 𝐶2𝑘𝑒
−(2𝑘𝜋)2𝑡−∫ 𝑎(𝑠)𝑑𝑠

𝑡
0 , 𝑘 = 1,2, . .. (4.12) 

 

şeklinde bulunur. Burada 𝐶𝑘, 𝑘 = 0,1, . .. keyfi sabitlerdir. (4.5) ifadesi ve (1.9) 

başlangıç koşulu yardımıyla  

 

𝑢(𝑥, 0) = ∑𝑢𝑘(0)𝑋𝑘(𝑥)

∞

𝑘=1

= ∑𝜑𝑘𝑋𝑘(𝑥)

∞

𝑘=1

= 𝜑(𝑥) (4.13) 
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elde edilir. Böylece 𝑢𝑘(0) = 𝜑𝑘, 𝑘 = 0,1, . .., yani 𝐶𝑘 = 𝜑𝑘, 𝑘 = 0,1, . .. olduğu 

görülür. (4.5), (4.10), (4.11), (4.12) ifadelerinden 

 

𝑢(𝑥, 𝑡) = [𝜑₀𝑒−∫ 𝑎(𝑠)𝑑𝑠
𝑡
0 ]𝑋₀(𝑥)

+∑[𝜑2𝑘𝑒
−(2𝑘𝜋)2𝑡−∫ 𝑎(𝑠)𝑑𝑠

𝑡
0 ] 𝑋2𝑘(𝑥)

∞

𝑘=1

 

+∑ [(𝜑2𝑘−1

∞

𝑘=1

− 4𝜋𝑘𝜑2𝑘𝑡)𝑒
−(2𝑘𝜋)2𝑡−∫ 𝑎(𝑠)𝑑𝑠

𝑡
0 ] 𝑋2𝑘−1(𝑥) 

(4.14) 

 

elde edilir. Burada 𝑋𝑘(𝑥) değerleri yerine yazılırsa 

 

𝑢(𝑥, 𝑡) = 2𝜑₀𝑒−∫ 𝑎(𝑠)𝑑𝑠
𝑡
0 + 4(1

− 𝑥)∑𝑠𝑖𝑛2𝜋𝑘𝑥𝜑2𝑘𝑒
−(2𝑘𝜋)2𝑡−∫ 𝑎(𝑠)𝑑𝑠

𝑡
0

∞

𝑘=1

 

+ 4∑𝑐𝑜𝑠2𝜋𝑘𝑥(𝜑2𝑘−1

∞

𝑘=1

− 4𝜋𝑘𝜑2𝑘𝑡)𝑒
−(2𝑘𝜋)2𝑡−∫ 𝑎(𝑠)𝑑𝑠

𝑡
0  

(4.15) 

 

olduğu görülür. 

Tanım gereği 𝑢(𝑥, 𝑡) fonksiyonunun (1.8)-(1.11) probleminin klasik çözümü 

olabilmesi için 𝐶2,1(𝑄𝑇) ∩ 𝐶1,0(𝑄𝑇
̅̅ ̅̅ ) sınıfından olmalıdır. 𝑢(𝑥, 𝑡) ve 𝑢𝑥(𝑥, 𝑡) 

fonksiyonlarındaki serilerin 𝑄𝑇
̅̅ ̅̅  bölgesinde düzgün yakınsak olduğunu göstermek, 

𝑢(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐶1,0(𝑄𝑇
̅̅ ̅̅ ) olduğunu göstermek için yeterlidir. 

Fonksiyonlarındaki serilerin terimleri tek tek göz önüne alınırsa: 

 

∑|(1 − 𝑥)𝑠𝑖𝑛2𝜋𝑘𝑥𝜑2𝑘𝑒
−(2𝑘𝜋)2𝑡−∫ 𝑎(𝑠)𝑑𝑠

𝑡
0 |

∞

𝑘=1

≤ ∑|𝜑2𝑘|

∞

𝑘=1

                     

= ∑ |∫ 𝜑(𝑥)𝑠𝑖𝑛2𝜋𝑘𝑥𝑑𝑥
1

0

|

∞

𝑘=1

 

 

(4.16) 
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∫ 𝜑(𝑥)𝑠𝑖𝑛2𝜋𝑘𝑥𝑑𝑥
1

0

= [
1

2𝜋𝑘
(𝜑(0) − 𝜑(1)) +

1

2𝜋𝑘
∫ 𝜑′(𝑥)𝑐𝑜𝑠2𝜋𝑘𝑥𝑑𝑥
1

0

] 

 

(4.17) 

 

burada 

 

∫ 𝜑′(𝑥)𝑐𝑜𝑠2𝜋𝑘𝑥𝑑𝑥
1

0

= 𝛾𝑘 (4.18) 

 

 denilir ve 𝜑(0) = 𝜑(1) eşitliği dikkate alınırsa, 𝜑 ∈ 𝐶1,0(𝑄𝑇
̅̅ ̅̅ ) olduğu için Bessel 

eşitsizliğinden  

 

{
 
 

 
 ∑𝛾𝑘

2

∞

𝑘=1

≤ ‖𝜑′‖𝐶[0,1]
2 < +∞

(
1

𝑘
− |𝛾𝑘|)

2

=
1

𝑘2
− 2

|𝛾𝑘|

𝑘
+ 𝛾𝑘

2 ≥ 0

 (4.19) 

 

öyle ki 

 

|𝛾𝑘|

𝑘
≤
1

2
(
1

𝑘2
+ 𝛾𝑘

2) (4.20) 

 

yakınsak olduğundan 

 

|𝜑2𝑘| ≤
|𝛾𝑘|

𝑘
 (4.21) 

 

yakınsak olur. Weierstrass-M testinden dolayı 

 

∑(1 − 𝑥)𝑠𝑖𝑛2𝜋𝑘𝑥𝜑2𝑘𝑒
−(2𝑘𝜋)2𝑡−∫ 𝑎(𝑠)𝑑𝑠

𝑡
0

∞

𝑘=1

 (4.22) 

 

serisi mutlak ve düzgün yakınsaktır. 
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∑|𝑘𝑐𝑜𝑠2𝜋𝑘𝑥𝜑2𝑘𝑒
−(2𝑘𝜋)2𝑡−∫ 𝑎(𝑠)𝑑𝑠

𝑡
0 |

∞

𝑘=1

≤∑𝑘|𝜑2𝑘|

∞

𝑘=1

 (4.23) 

 

𝜑2𝑘 = ∫ 𝜑(𝑥)𝑠𝑖𝑛2𝜋𝑘𝑥𝑑𝑥
1

0

= [
1

2𝜋𝑘
(𝜑(0) − 𝜑(1)) +

1

2𝜋𝑘
∫ 𝜑′(𝑥)𝑐𝑜𝑠2𝜋𝑘𝑥𝑑𝑥
1

0

]

=
1

(2𝜋𝑘)2
∫ 𝜑′′(𝑥)𝑠𝑖𝑛2𝜋𝑘𝑥𝑑𝑥
1

0

 

(4.24) 

 

𝜑(0) = 𝜑(1) eşitliği ve 𝜑(𝑥) ∈ 𝐶2[0,1] olduğu için, 

 

∑|𝑐𝑜𝑠2𝜋𝑘𝑥𝜑2𝑘−1𝑒
−(2𝑘𝜋)2𝑡−∫ 𝑎(𝑠)𝑑𝑠

𝑡
0 |

∞

𝑘=1

≤ ∑|𝜑2𝑘−1|

∞

𝑘=1

 (4.25) 

 

𝜑2𝑘−1 = ∫ 𝜑(𝑥)𝑐𝑜𝑠2𝜋𝑘𝑥𝑑𝑥
1

0

= −
1

2𝜋𝑘
∫ 𝜑′(𝑥)𝑠𝑖𝑛2𝜋𝑘𝑥𝑑𝑥
1

0

 (4.26) 

 

𝜑(𝑥) ∈ 𝐶1[0,1] olduğu için, bu seilerin düzgün ve mutlak yakınsak olduğu söylenir. 

Bundan dolayı 𝑢(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐶(𝑄𝑇
̅̅ ̅̅ ) olduğu görülür. 

 

𝑢𝑥(𝑥, 𝑡) = −4∑𝑠𝑖𝑛2𝜋𝑘𝑥𝜑2𝑘𝑒
−(2𝑘𝜋)2𝑡−∫ 𝑎(𝑠)𝑑𝑠

𝑡
0

∞

𝑘=1

+  8𝜋(1 − 𝑥)∑𝑘 𝑐𝑜𝑠2𝜋𝑘𝑥𝜑2𝑘𝑒
−(2𝑘𝜋)2𝑡−∫ 𝑎(𝑠)𝑑𝑠

𝑡
0

∞

𝑘=1

− 8𝜋∑𝑘 𝑠𝑖𝑛2𝜋𝑘𝑥(𝜑2𝑘−1

∞

𝑘=1

− 4𝜋𝑘𝜑2𝑘𝑡)𝑒
−(2𝑘𝜋)2𝑡−∫ 𝑎(𝑠)𝑑𝑠

𝑡
0  

(4.27) 

 

Bu seri için de düzgün ve mutlak yakınsaklık benzer şekilde bulunur. 
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{
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 ∑|𝑠𝑖𝑛2𝜋𝑘𝑥𝜑2𝑘𝑒

−(2𝑘𝜋)2𝑡−∫ 𝑎(𝑠)𝑑𝑠
𝑡
0 |

∞

𝑘=1

≤∑|𝜑2𝑘|

∞

𝑘=1

|(1 − 𝑥)∑𝑘 𝑐𝑜𝑠2𝜋𝑘𝑥𝜑2𝑘𝑒
−(2𝑘𝜋)2𝑡−∫ 𝑎(𝑠)𝑑𝑠

𝑡
0

∞

𝑘=1

| ≤ ∑𝑘|𝜑2𝑘|

∞

𝑘=1

|∑𝑘 𝑠𝑖𝑛2𝜋𝑘𝑥𝜑2𝑘−1𝑒
−(2𝑘𝜋)2𝑡−∫ 𝑎(𝑠)𝑑𝑠

𝑡
0

∞

𝑘=1

| ≤ ∑𝑘|𝜑2𝑘−1|

∞

𝑘=1

|∑𝑘2 𝑠𝑖𝑛2𝜋𝑘𝑥𝜑2𝑘𝑒
−(2𝑘𝜋)2𝑡−∫ 𝑎(𝑠)𝑑𝑠

𝑡
0

∞

𝑘=1

| ≤ ∑𝑘2|𝜑2𝑘|

∞

𝑘=1

 (4.28) 

 

Üstten sınırlayan serilerin yakınsak olduğu yukarıda verildiği gibi teoremin 

koşullarıyla aynı şekilde gösterilebilir. Bunun sonucunda 𝑢(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐶1,0(𝑄𝑇
̅̅ ̅̅ ) elde 

edilmiş olur. 

𝑄𝑇 açık bölgesinde 𝑢𝑥𝑥(𝑥, 𝑡) fonksiyon serisinin sürekliliğine bakılsın. 

Burada  

 

𝑢𝑥𝑥(𝑥, 𝑡) = −16∑𝑘 𝑐𝑜𝑠2𝜋𝑘𝑥𝜑2𝑘𝑒
−(2𝑘𝜋)2𝑡−∫ 𝑎(𝑠)𝑑𝑠

𝑡
0

∞

𝑘=1

−  16𝜋2(1

− 𝑥)∑𝑘2 𝑠𝑖𝑛2𝜋𝑘𝑥𝜑2𝑘𝑒
−(2𝑘𝜋)2𝑡−∫ 𝑎(𝑠)𝑑𝑠

𝑡
0

∞

𝑘=1

− 16𝜋2∑𝑘2 𝑐𝑜𝑠2𝜋𝑘𝑥𝜑2𝑘−1𝑒
−(2𝑘𝜋)2𝑡−∫ 𝑎(𝑠)𝑑𝑠

𝑡
0

∞

𝑘=1

+ 8𝑡∑(2𝑘𝜋)3 𝑐𝑜𝑠2𝜋𝑘𝑥𝜑2𝑘𝑒
−(2𝑘𝜋)2𝑡−∫ 𝑎(𝑠)𝑑𝑠

𝑡
0

∞

𝑘=1

 

(4.29) 

 

biçimindedir. 

𝜑(𝑥) fonksiyonu [0,1] aralığında sürekli ise sınırlıdır. Öyle ki 

 

∃𝑀 > 0 ∶  |𝜑(𝑥)| ≤ 𝑀 (4.30) 

 

o halde 
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{
|𝜑2𝑘| ≤ 𝑀

    |𝜑2𝑘−1| ≤ 𝑀
 (4.31) 

 

olur. 

Yukarıdaki seriler ayrı ayrı göz önüne alınırsa aşağıdaki sonuç elde edilir. 

𝑡̅ ≤ 𝑡 ≤ 𝑇 olacak şekilde 𝑄𝑇 bölgesinden 𝑡̅ > 0 alınsın. 

 

{
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 |∑𝑘 𝑐𝑜𝑠2𝜋𝑘𝑥𝜑2𝑘𝑒

−(2𝑘𝜋)2𝑡−∫ 𝑎(𝑠)𝑑𝑠
𝑡
0

∞

𝑘=1

| ≤ 𝑀∑𝑘𝑒−(2𝑘𝜋)
2�̅�

∞

𝑘=1

|∑𝑘2 𝑠𝑖𝑛2𝜋𝑘𝑥𝜑2𝑘𝑒
−(2𝑘𝜋)2𝑡−∫ 𝑎(𝑠)𝑑𝑠

𝑡
0

∞

𝑘=1

| ≤ 𝑀∑𝑘2𝑒−(2𝑘𝜋)
2�̅�

∞

𝑘=1

|∑𝑘2 𝑐𝑜𝑠2𝜋𝑘𝑥𝜑2𝑘−1𝑒
−(2𝑘𝜋)2𝑡−∫ 𝑎(𝑠)𝑑𝑠

𝑡
0

∞

𝑘=1

| ≤ 𝑀∑𝑘2𝑒−(2𝑘𝜋)
2�̅�

∞

𝑘=1

|∑(2𝑘𝜋)3 𝑐𝑜𝑠2𝜋𝑘𝑥𝜑2𝑘𝑒
−(2𝑘𝜋)2𝑡−∫ 𝑎(𝑠)𝑑𝑠

𝑡
0

∞

𝑘=1

|                                  

                                                                      ≤ 𝑀∑(2𝑘𝜋)3𝑒−(2𝑘𝜋)
2�̅�

∞

𝑘=1

 (4.32) 

 

Üstten sınırlayan serinin genel terimi 𝑐𝑘 = 𝑘𝑒−(2𝑘𝜋)
2�̅�, 𝑐𝑘 = 𝑘2𝑒−(2𝑘𝜋)

2�̅�, 𝑐𝑘 =

𝑘3𝑒−(2𝑘𝜋)
2�̅� biçimindedir. Bu seriler Dalambert Ölçütüne göre yakınsaktır. Üstten 

sınırlayan seri yakınsak olduğundan incelenen seriler düzgün ve mutlak yakınsaktır. 

Böylece 𝑢𝑥𝑥(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐶(𝑄𝑇) elde edilmiş olur. 

Benzer şekilde 𝑢𝑡(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐶(𝑄𝑇) olduğu da gösterilir. 
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𝑢𝑡(𝑥, 𝑡) = −2𝑎(𝑡)𝜑0𝑒
−∫ 𝑎(𝑠)𝑑𝑠

𝑡
0

− 4(1

− 𝑥)∑[(2𝜋𝑘)2
∞

𝑘=1

+ 𝑎(𝑡)]𝑠𝑖𝑛2𝜋𝑘𝑥𝜑2𝑘𝑒
−(2𝑘𝜋)2𝑡−∫ 𝑎(𝑠)𝑑𝑠

𝑡
0

− 4∑[(2𝜋𝑘)2
∞

𝑘=1

+ 𝑎(𝑡)]𝑐𝑜𝑠2𝜋𝑘𝑥𝜑2𝑘−1𝑒
−(2𝑘𝜋)2𝑡−∫ 𝑎(𝑠)𝑑𝑠

𝑡
0

+ (16𝜋𝑡𝑎(𝑡)

− 16𝜋)∑𝑘 𝑐𝑜𝑠2𝜋𝑘𝑥 4𝜋𝑘𝜑2𝑘𝑡𝑒
−(2𝑘𝜋)2𝑡−∫ 𝑎(𝑠)𝑑𝑠

𝑡
0

∞

𝑘=1

+ 8𝑡∑(2𝑘𝜋)3𝑐𝑜𝑠2𝜋𝑘𝑥 4𝜋𝑘𝜑2𝑘𝑡𝑒
−(2𝑘𝜋)2𝑡−∫ 𝑎(𝑠)𝑑𝑠

𝑡
0

∞

𝑘=1

 

(4.33) 

 

𝑢𝑡(𝑥, 𝑡) fonksiyonundaki seriler benzer şekilde üstten sınırlandırılabilir. 

 

{
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 |∑𝑘2𝑠𝑖𝑛2𝜋𝑘𝑥𝜑2𝑘𝑒

−(2𝑘𝜋)2𝑡−∫ 𝑎(𝑠)𝑑𝑠
𝑡
0

∞

𝑘=1

| ≤ 𝑀∑𝑘2𝑒−(2𝑘𝜋)
2�̅�

∞

𝑘=1

|∑ 𝑠𝑖𝑛2𝜋𝑘𝑥𝜑2𝑘𝑒
−(2𝑘𝜋)2𝑡−∫ 𝑎(𝑠)𝑑𝑠

𝑡
0

∞

𝑘=1

| ≤ 𝑀∑𝑒−(2𝑘𝜋)
2�̅�

∞

𝑘=1

|∑𝑘2𝑐𝑜𝑠2𝜋𝑘𝑥𝜑2𝑘−1𝑒
−(2𝑘𝜋)2𝑡−∫ 𝑎(𝑠)𝑑𝑠

𝑡
0

∞

𝑘=1

| ≤ 𝑀∑𝑘2𝑒−(2𝑘𝜋)
2�̅�

∞

𝑘=1

|∑ 𝑠𝑖𝑛2𝜋𝑘𝑥𝜑2𝑘−1𝑒
−(2𝑘𝜋)2𝑡−∫ 𝑎(𝑠)𝑑𝑠

𝑡
0

∞

𝑘=1

| ≤ 𝑀∑𝑒−(2𝑘𝜋)
2�̅�

∞

𝑘=1

|∑𝑘𝑐𝑜𝑠2𝜋𝑘𝑥𝜑2𝑘𝑒
−(2𝑘𝜋)2𝑡−∫ 𝑎(𝑠)𝑑𝑠

𝑡
0

∞

𝑘=1

| ≤ 𝑀∑𝑘𝑒−(2𝑘𝜋)
2�̅�

∞

𝑘=1

|∑𝑘3𝑐𝑜𝑠2𝜋𝑘𝑥𝜑2𝑘𝑒
−(2𝑘𝜋)2𝑡−∫ 𝑎(𝑠)𝑑𝑠

𝑡
0

∞

𝑘=1

| ≤ 𝑀∑𝑘3𝑒−(2𝑘𝜋)
2�̅�

∞

𝑘=1

 (4.34) 

 

üstten sınırlayan serilerin yakınsak olduğu kolaylıkla görülür. O halde seriler mutlak 

ve düzgün yakınsaktır. Böylece 𝑢𝑡(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐶(𝑄𝑇) olduğu söylenir.  
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𝑎(𝑡) fonksiyonu için (1.11) koşulundan faydalanacak ve (1.11) koşulunun her iki tarafı 

𝑡’ye göre türevi alınacaktır. Bu yüzden 𝑢𝑡(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐶(𝑄𝑇
̅̅ ̅̅ ) koşulunun sağlanması 

gerekir. 

 

{
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 |∑𝑘2𝑠𝑖𝑛2𝜋𝑘𝑥𝜑2𝑘𝑒

−(2𝑘𝜋)2𝑡−∫ 𝑎(𝑠)𝑑𝑠
𝑡
0

∞

𝑘=1

| ≤ ∑𝑘2|𝜑2𝑘|

∞

𝑘=1

|∑ 𝑠𝑖𝑛2𝜋𝑘𝑥𝜑2𝑘𝑒
−(2𝑘𝜋)2𝑡−∫ 𝑎(𝑠)𝑑𝑠

𝑡
0

∞

𝑘=1

| ≤ 𝑀∑|𝜑2𝑘|

∞

𝑘=1

|∑𝑘2𝑐𝑜𝑠2𝜋𝑘𝑥𝜑2𝑘−1𝑒
−(2𝑘𝜋)2𝑡−∫ 𝑎(𝑠)𝑑𝑠

𝑡
0

∞

𝑘=1

| ≤ 𝑀∑𝑘2|𝜑2𝑘−1|

∞

𝑘=1

|∑ 𝑠𝑖𝑛2𝜋𝑘𝑥𝜑2𝑘−1𝑒
−(2𝑘𝜋)2𝑡−∫ 𝑎(𝑠)𝑑𝑠

𝑡
0

∞

𝑘=1

| ≤ 𝑀∑|𝜑2𝑘−1|

∞

𝑘=1

|∑𝑘𝑐𝑜𝑠2𝜋𝑘𝑥𝜑2𝑘𝑒
−(2𝑘𝜋)2𝑡−∫ 𝑎(𝑠)𝑑𝑠

𝑡
0

∞

𝑘=1

| ≤ 𝑀∑𝑘|𝜑2𝑘|

∞

𝑘=1

|∑𝑘3𝑐𝑜𝑠2𝜋𝑘𝑥𝜑2𝑘𝑒
−(2𝑘𝜋)2𝑡−∫ 𝑎(𝑠)𝑑𝑠

𝑡
0

∞

𝑘=1

| ≤ 𝑀∑𝑘3|𝜑2𝑘|

∞

𝑘=1

 (4.35) 

 

Üstten sınırlayan serilerin yakınsaklığı öncekilere benzer şekilde gösterilebilir. 

Böylece üstten sınırlayan serilerin yakınsaklığından sınırlanan serilerin düzgün ve 

mutlak yakınsak olduğu görülür ve 𝑢𝑡(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐶(𝑄𝑇
̅̅ ̅̅ ) sağlanır. 

Sonuç olarak (A1)-(A2) koşulları altında yukarıdaki serilerin majorant serileri 

mutlak yakınsak olduğundan 𝑄𝑇
̅̅ ̅̅  kümesinde x’e göre kısmi türevleri düzgün 

yakınsaktır. Bu sebeple 𝑢(𝑥, 𝑡), 𝑢𝑡(𝑥, 𝑡) ve 𝑢𝑥(𝑥, 𝑡) toplamları 𝑄𝑇
̅̅ ̅̅  de süreklidir. 

Ayrıca serilerin t’ye göre 1.mertebeden ve x’e göre 2. mertebeden kısmi türevleri 𝑄𝑇 

kümesinde düzgün yakınsaktır. Böylece 𝑢(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐶2,1(𝑄𝑇) ∩ 𝐶1,0(𝑄𝑇
̅̅ ̅̅ ) elde edilmiş 

olur. 

(1.11) denkliği (A₁) koşulu altında 𝑡’ye göre diferansiyallenirse 

 

𝑢𝑡(0, 𝑡) + ∫𝑢𝑡(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥

1

0

= 𝑔′(𝑡)  0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇 (4.36) 

Böylece  

𝑎(𝑡) = 𝑃[𝑎(𝑡)] (4.37) 
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𝑃[𝑎(𝑡)] =
1

𝑔(𝑡)
[−𝑔′(𝑡) −∑24𝜋𝑘𝜑2𝑘𝑒

−(2𝑘𝜋)2𝑡−∫ 𝑎(𝑠)𝑑𝑠
𝑡
0

∞

𝑘=1

− 4∑(2𝜋𝑘)2 [(𝜑2𝑘−1

∞

𝑘=1

− 4𝜋𝑘𝜑2𝑘𝑡)𝑒
−(2𝑘𝜋)2𝑡−∫ 𝑎(𝑠)𝑑𝑠

𝑡
0 ]] 

(4.38) 

 

elde edilir. 

𝐶⁺[0, 𝑇] = {𝑎(𝑡) ∈ 𝐶[0, 𝑇]: 𝑎(𝑡) ≥ 0} (4.39) 

 

biçiminde tanımlansın. 

(𝐴1)3 ve (𝐴2)3 koşulları altında 

𝑃: 𝐶⁺[0, 𝑇] → 𝐶⁺[0, 𝑇] (4.40) 

 

operatörüne bakılsın. 𝐶⁺[0, 𝑇]’de 𝑃 operatörünün yeterince küçük 𝑇’ler için sıkıştıran 

tasvir olduğu gösterilebilir. 

Hakikaten  

∀𝑎(𝑡), 𝑏(𝑡) ∈ 𝐶[0, 𝑇] için 

 

|𝑃[𝑎(𝑡)] − 𝑃[𝑏(𝑡)]|

≤
1

|𝑔(𝑡)|
∑4(2𝑘𝜋)²|𝜑2𝑘−1| |𝑒

−∫ 𝑎(𝑠)𝑑𝑠
𝑡
0

∞

𝑘=1

− 𝑒−∫ 𝑏(𝑠)𝑑𝑠
𝑡
0 |

−
1

|𝑔(𝑡)|
∑|8𝑘𝜋 − 16𝑘𝜋𝑡(2𝑘𝜋)²||𝜑2𝑘| |𝑒

−∫ 𝑎(𝑠)𝑑𝑠
𝑡
0

∞

𝑘=1

− 𝑒−∫ 𝑏(𝑠)𝑑𝑠
𝑡
0 | 

(4.41) 

 

elde edilir. 
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{
 
 
 

 
 
 ∑4(2𝑘𝜋)²|𝜑2𝑘−1|

∞

𝑘=1

= 𝑐₁

∑|8𝑘𝜋 − 16𝑘𝜋𝑡(2𝑘𝜋)²||𝜑2𝑘| = 𝑐₂

∞

𝑘=1

𝑚𝑎𝑥
0≤𝑡≤𝑇

1

|𝑔(𝑡)|
= 𝑐₃

 (4.42) 

 

biçiminde gösterilsin. 

 

|𝑒−∫ 𝑎(𝑠)𝑑𝑠
𝑡
0 − 𝑒−∫ 𝑏(𝑠)𝑑𝑠

𝑡
0 | (4.43) 

 

ifadesine ortalama değer teoremi uygulanırsa  

 

{
 
 

 
 |𝑒−∫ 𝑎(𝑠)𝑑𝑠

𝑡
0 − 𝑒−∫ 𝑏(𝑠)𝑑𝑠

𝑡
0 | = 𝑒𝑤 |∫ 𝑎(𝑠)𝑑𝑠

𝑡

0

−∫ 𝑏(𝑠)𝑑𝑠
𝑡

0

|

−∫ 𝑎(𝑠)𝑑𝑠
𝑡

0

≤ 𝑤 ≤ −∫ 𝑏(𝑠)𝑑𝑠
𝑡

0

 (4.44) 

 

𝑎(𝑡) ≥ 0 ve 𝑏(𝑡) ≥ 0 olduğu için 𝑤 ≤ 0 olur. Böylece 𝑒𝑤 ≤ 1 elde edilir. 

Buradan  

 

|𝑒−∫ 𝑎(𝑠)𝑑𝑠
𝑡
0 − 𝑒−∫ 𝑏(𝑠)𝑑𝑠

𝑡
0 | ≤ 𝑇 𝑚𝑎𝑥

0≤𝑡≤𝑇
|𝑎(𝑡) − 𝑏(𝑡)| (4.45) 

 

yazılabilir. 

Son eşitsizlikten 

 

𝑚𝑎𝑥
0≤𝑡≤𝑇

|𝑃[𝑎(𝑡)] − 𝑃[𝑏(𝑡)]| ≤ 𝛼𝑚𝑎𝑥
0≤𝑡≤𝑇

|𝑎(𝑡) − 𝑏(𝑡)| (4.46) 

 

elde edilir. 

Burada 𝛼 = 𝑐₃(𝑐₁ + 𝑐₂)𝑇 olarak yazılır. 𝛼 < 1 durumunda Banach Sabit Nokta 

Teoremi gereği (4.37) denkleminin 𝑎(𝑡) ∈ 𝐶+[0, 𝑇] olacak şekilde tek çözümü vardır. 

𝑎(𝑡) fonksiyonu (4.15)’da yerine yerleştirilirse 𝑢(𝑥, 𝑡) fonksiyonu elde edilir. 
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Şimdi de (1.8)-(1.11) ters problemi için (𝑎, 𝑢) çözüm çiftinin tekliği gösterilsin. 

Bunun için (1.8)-(1.11) ters probleminin başka bir (𝑏, 𝑣) çözüm çifti olduğu 

varsayılsın. 

O halde (4.15) çözümünün gösteriminin tekliği göz önüne alınırsa 

 

𝑢(𝑥, 𝑡) − 𝑣(𝑥, 𝑡)

= [𝜑₀ (𝑒−∫ 𝑎(𝑠)𝑑𝑠
𝑡
0 − 𝑒−∫ 𝑏(𝑠)𝑑𝑠

𝑡
0 )]𝑋₀(𝑥)

+∑[𝜑2𝑘𝑒
−(2𝑘𝜋)2𝑡 (𝑒−∫ 𝑏(𝑠)𝑑𝑠

𝑡
0

∞

𝑘=1

− 𝑒−∫ 𝑎(𝑠)𝑑𝑠
𝑡
0 )] 𝑋2𝑘(𝑥)  

+∑[(𝜑2𝑘−1

∞

𝑘=1

− 4𝜋𝑘𝜑2𝑘𝑡)𝑒
−(2𝑘𝜋)2𝑡 (𝑒−∫ 𝑏(𝑠)𝑑𝑠

𝑡
0

− 𝑒−∫ 𝑎(𝑠)𝑑𝑠
𝑡
0 )] 𝑋2𝑘−1(𝑥) 

(4.47) 

 

şeklinde yazılabilir. 

 

𝑎(𝑡) − 𝑏(𝑡) = −
1

𝑔(𝑡)
∑4(2𝑘𝜋)²𝜑2𝑘−1𝑒

−(2𝑘𝜋)2𝑡 (𝑒−∫ 𝑎(𝑠)𝑑𝑠
𝑡
0

∞

𝑘=1

− 𝑒−∫ 𝑏(𝑠)𝑑𝑠
𝑡
0 )

−
1

𝑔(𝑡)
∑[24𝑘𝜋

∞

𝑘=1

− 16𝑘𝜋𝑡(2𝑘𝜋)²𝑡]𝜑2𝑘𝑒
−(2𝑘𝜋)2𝑡 (𝑒−∫ 𝑎(𝑠)𝑑𝑠

𝑡
0

− 𝑒−∫ 𝑏(𝑠)𝑑𝑠
𝑡
0 ) 

(4.48) 

 

olarak elde edilir. Çözümün varlığında uygulanan değerlendirmeler aynı şekilde 

burada da uygulanırsa 

‖𝑎 − 𝑏‖𝐶[0,𝑇] ≤ 𝛼‖𝑎 − 𝑏‖𝐶[0,𝑇] 

 

elde edilir. 𝛼 < 1 için 𝑎 = 𝑏 elde edilir. (4.47) ifadesinde 𝑎 = 𝑏 eşitliği göz önüne 

alındığında 𝑢 = 𝑣 elde edilir. Teoremin ispatı tamamlanmıştır. ■ 
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5. ÇÖZÜMÜN GİRİŞ VERİLERİNE BAĞLI LİPSCHİTZ 

SÜREKLİLİĞİ 
 

Bilindiği üzere 1. Bölümde bir problemin iyi tanımlı olması için gerekli şartlar 

verilmiştir. 4. Bölümde bu şartların ilk ikisi olan problemin çözümünün varlığı ve 

tekliğinden bahsedilmiştir. Bu bölümde ise iyi tanımlılığın son şartı olan problemin 

çözümünün giriş verilerine göre Lipschitz sürekliliğinden bahsedilecektir.  

 

Teorem 5.1: (A1) ve (A2) koşulları altında (1.8)-(1.11) problemi için elde edilmiş 

olan (𝑎, 𝑢) çözüm çifti giriş verilerine göre Lipschitz süreklidir. 

 

İspat 5.1: 𝛷 = {𝜑, 𝑔} ve �̅� = {�̅�, �̅�} kümeleri, (A1) ve (A2) koşullarını 

sağlayan giriş verilerinin kümeleri olsun 

 

‖𝛷‖ = (‖𝑔‖𝐶1[0,𝑇] + ‖𝜑‖𝐶3[0,𝑇]) (5.1) 

 

‖�̅�‖ = (‖�̅�‖𝐶1[0,𝑇] + ‖�̅�‖𝐶3[0,𝑇]) (5.2) 

 

ile gösterilsin. Ayrıca 𝑀𝑖 > 0, 𝑖 = 1,2,3 sabitleri için 

 

0 < 𝑀1 ≤ |𝑔|, ‖𝜑‖𝐶3[0,𝑇] ≤ 𝑀2, ‖𝑔‖𝐶1[0,𝑇] ≤ 𝑀3 (5.3) 

 

0 < 𝑀1 ≤ |�̅�|, ‖�̅�‖𝐶3[0,𝑇] ≤ 𝑀2, ‖�̅�‖𝐶1[0,𝑇] ≤ 𝑀3 (5.4) 

 

sağlansın. (1.8)–(1.11) probleminin sırasıyla 𝛷 ve �̅� kümelerine karşılık gelen 

çözümleri (𝑎, 𝑢) ve (�̅�, �̅�) olsun.  
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𝑢(𝑥, 𝑡) − �̅�(𝑥, 𝑡)

= [𝜑0
𝑒−∫ 𝑎(𝑠)𝑑𝑠

𝑡
0 − �̅�0

𝑒−∫ �̅�(𝑠)𝑑𝑠
𝑡
0 ] 𝑋0(𝑥)

+∑[𝜑2𝑘𝑒
−(2𝑘𝜋)2𝑡−∫ 𝑎(𝑠)𝑑𝑠

𝑡
0

∞

𝑘=1

− �̅�2𝑘𝑒
−(2𝑘𝜋)2𝑡−∫ �̅�(𝑠)𝑑𝑠

𝑡
0 ] 𝑋2𝑘(𝑥)  

+∑[𝜑2𝑘−1𝑒
−(2𝑘𝜋)2𝑡−∫ 𝑎(𝑠)𝑑𝑠

𝑡
0

∞

𝑘=1

− �̅�2𝑘−1𝑒
−(2𝑘𝜋)2𝑡−∫ �̅�(𝑠)𝑑𝑠

𝑡
0 ] 𝑋2𝑘−1(𝑥)

−∑[4𝜋𝑘𝑡𝜑2𝑘𝑒
−(2𝑘𝜋)2𝑡−∫ 𝑎(𝑠)𝑑𝑠

𝑡
0

∞

𝑘=1

− 4𝜋𝑘𝑡�̅�2𝑘𝑒
−(2𝑘𝜋)2𝑡−∫ �̅�(𝑠)𝑑𝑠

𝑡
0 ] 𝑋2𝑘−1(𝑥) 

(5.5) 

 

 

farkındaki ve 

 

𝑎(𝑡) − �̅�(𝑡) = (
�̅�′(𝑡)

�̅�(𝑡)
−
𝑔′(𝑡)

𝑔(𝑡)
)

−∑4(2𝑘𝜋)2 (
𝜑2𝑘−1𝑒

−(2𝑘𝜋)2𝑡−∫ 𝑎(𝑠)𝑑𝑠
𝑡
0

𝑔(𝑡)

∞

𝑘=1

−
�̅�2𝑘−1𝑒

−(2𝑘𝜋)2𝑡−∫ �̅�(𝑠)𝑑𝑠
𝑡
0

�̅�(𝑡)
)

− 4∑[24𝑘𝜋

∞

𝑘=1

− 16𝑘𝜋𝑡(2𝑘𝜋)2] (
𝜑2𝑘𝑒

−(2𝑘𝜋)2𝑡−∫ 𝑎(𝑠)𝑑𝑠
𝑡
0

𝑔(𝑡)

−
�̅�2𝑘𝑒

−(2𝑘𝜋)2𝑡−∫ �̅�(𝑠)𝑑𝑠
𝑡
0

�̅�(𝑡)
) 

(5.6) 

 

farkındaki terimler değerlendirilsin. Öncelikle 𝑎(𝑡) − �̅�(𝑡) farkı incelensin. 
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|
𝑔′

𝑔
−
�̅�′

�̅�
| ≤ |

𝑔′(�̅� − 𝑔)

𝑔�̅�
| + |

𝑔′ − �̅�′

�̅�
| ≤

𝑀2

𝑀1
2
|�̅� − 𝑔| +

1

𝑀1

|𝑔′ − �̅�′| 

≤ 𝑀4(𝑚𝑎𝑥|�̅� − 𝑔| +𝑚𝑎𝑥|𝑔′ − �̅�′|) = 𝑀4‖𝑔 − �̅�‖𝐶1[0,𝑇] 

(5.7) 

 

𝑀4 = 𝑚𝑎𝑥 (
𝑀2

𝑀1
2 ,

1

𝑀1
) (5.8) 

 

∑𝑘2 (
𝜑2𝑘−1𝑒

−(2𝑘𝜋)2𝑡−∫ 𝑎(𝑠)𝑑𝑠
𝑡
0

𝑔(𝑡)
−
�̅�2𝑘−1𝑒

−(2𝑘𝜋)2𝑡−∫ �̅�(𝑠)𝑑𝑠
𝑡
0

�̅�(𝑡)
)

∞

𝑘=1

= ∑𝑘2 [
𝜑2𝑘−1𝑒

−(2𝑘𝜋)2𝑡−∫ 𝑎(𝑠)𝑑𝑠
𝑡
0

𝑔(𝑡)

∞

𝑘=1

−
�̅�2𝑘−1𝑒

−(2𝑘𝜋)2𝑡−∫ 𝑎(𝑠)𝑑𝑠
𝑡
0

𝑔(𝑡)
+
�̅�2𝑘−1𝑒

−(2𝑘𝜋)2𝑡−∫ 𝑎(𝑠)𝑑𝑠
𝑡
0

𝑔(𝑡)

−
�̅�2𝑘−1𝑒

−(2𝑘𝜋)2𝑡−∫ �̅�(𝑠)𝑑𝑠
𝑡
0

𝑔(𝑡)
+
�̅�2𝑘−1𝑒

−(2𝑘𝜋)2𝑡−∫ �̅�(𝑠)𝑑𝑠
𝑡
0

𝑔(𝑡)

−
�̅�2𝑘−1𝑒

−(2𝑘𝜋)2𝑡−∫ �̅�(𝑠)𝑑𝑠
𝑡
0

�̅�(𝑡)
]

= ∑𝑘2 [
1

𝑔(𝑡)
[𝜑2𝑘−1 − �̅�2𝑘−1]𝑒

−(2𝑘𝜋)2𝑡−∫ 𝑎(𝑠)𝑑𝑠
𝑡
0

∞

𝑘=1

+
1

𝑔(𝑡)
�̅�2𝑘−1𝑒

−(2𝑘𝜋)2𝑡 [𝑒−∫ 𝑎(𝑠)𝑑𝑠
𝑡
0 − 𝑒−∫ �̅�(𝑠)𝑑𝑠

𝑡
0 ]

+ [
1

𝑔(𝑡)
−

1

�̅�(𝑡)
] �̅�2𝑘−1𝑒

−(2𝑘𝜋)2𝑡−∫ �̅�(𝑠)𝑑𝑠
𝑡
0 ]

≤
4𝐶𝑀2

𝑀1
2
‖𝑔 − �̅�‖𝐶1[0,𝑇] +

4𝐶𝑀2

𝑀1
𝑇‖𝑎 − �̅�‖𝐶[0,𝑇]

+
4𝐶

𝑀1

‖𝜑 − �̅�‖𝐶3[0,1]

= 𝑀5‖𝑔 − �̅�‖𝐶1[0,𝑇] +𝑀6𝑇‖𝑎 − �̅�‖𝐶[0,𝑇]

+𝑀7‖𝜑 − �̅�‖𝐶3[0,1] 

(5.9) 

 

benzer şekilde diğer terimler de sınırlandırılır. 
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|∑𝑘 (
1

𝑔(𝑡)
𝜑2𝑘𝑒

−(2𝑘𝜋)2𝑡−∫ 𝑎(𝑠)𝑑𝑠
𝑡
0 −

1

�̅�(𝑡)
�̅�2𝑘𝑒

−(2𝑘𝜋)2𝑡−∫ �̅�(𝑠)𝑑𝑠
𝑡
0 )

∞

𝑘=1

|

= |∑𝑘 (
1

𝑔(𝑡)
[𝜑2𝑘 − �̅�2𝑘]𝑒

−(2𝑘𝜋)2𝑡−∫ 𝑎(𝑠)𝑑𝑠
𝑡
0

∞

𝑘=1

+
1

𝑔(𝑡)
�̅�2𝑘𝑒

−(2𝑘𝜋)2𝑡 [𝑒−∫ 𝑎(𝑠)𝑑𝑠
𝑡
0 − 𝑒−∫ �̅�(𝑠)𝑑𝑠

𝑡
0 ]

+ [
1

𝑔(𝑡)
−

1

�̅�(𝑡)
] �̅�2𝑘𝑒

−(2𝑘𝜋)2𝑡−∫ �̅�(𝑠)𝑑𝑠
𝑡
0 )|

≤ 𝑀8‖𝑔 − �̅�‖𝐶1[0,𝑇] + 𝑇𝑀9‖𝑎 − �̅�‖𝐶[0,𝑇]

+𝑀10‖𝜑 − �̅�‖𝐶2[0,1] 

(5.10) 

 

|∑𝑘3𝑡 (
1

𝑔(𝑡)
𝜑2𝑘𝑒

−(2𝑘𝜋)2𝑡−∫ 𝑎(𝑠)𝑑𝑠
𝑡
0

∞

𝑘=1

−
1

�̅�(𝑡)
�̅�2𝑘𝑒

−(2𝑘𝜋)2𝑡−∫ �̅�(𝑠)𝑑𝑠
𝑡
0 )|

= |∑𝑘3𝑡 (
1

𝑔(𝑡)
[𝜑2𝑘 − �̅�2𝑘]𝑒

−(2𝑘𝜋)2𝑡−∫ 𝑎(𝑠)𝑑𝑠
𝑡
0

∞

𝑘=1

+
1

𝑔(𝑡)
�̅�2𝑘𝑒

−(2𝑘𝜋)2𝑡 [𝑒−∫ 𝑎(𝑠)𝑑𝑠
𝑡
0 − 𝑒−∫ �̅�(𝑠)𝑑𝑠

𝑡
0 ]

+ [
1

𝑔(𝑡)
−

1

�̅�(𝑡)
] �̅�2𝑘𝑒

−(2𝑘𝜋)2𝑡−∫ �̅�(𝑠)𝑑𝑠
𝑡
0 )|

≤ 𝑇𝑀11‖𝑔 − �̅�‖𝐶1[0,𝑇] + 𝑇2𝑀12‖𝑎 − �̅�‖𝐶[0,𝑇]

+ 𝑇𝑀13‖𝜑 − �̅�‖𝐶4[0,1] 

(5.11) 

 

Burada 𝑀𝑘, 𝑘 = 4,5, . . . ,13 sabitleri 𝑀1,𝑀2 ve 𝑀3 tarafından belirlenen 

sabitlerdir. Ayrıca değerlendirme yapılırken Bessel ve Cauchy eşitsizlikleri ve (𝐴1)2 

koşulu yardımıyla  
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∑𝑘2
∞

𝑘=1

|𝜑2𝑘−1| =
1

(2𝜋)3
∑

1

𝑘

∞

𝑘=1

∫[3𝜑′′(𝑥) + 𝑥𝜑′′′(𝑥)]𝑠𝑖𝑛 (2𝜋𝑘𝑥)𝑑𝑥

1

0

≤ (∑
1

𝑘2

∞

𝑘=1

)

1

2

[
 
 
 
 

(∑(∫𝑥𝜑′′′(𝑥)𝑠𝑖𝑛 (2𝜋𝑘𝑥)𝑑𝑥

1

0

)

2
∞

𝑘=1

)

1

2

+ (∑(∫3𝜑′′(𝑥)𝑠𝑖𝑛 (2𝜋𝑘𝑥)𝑑𝑥

1

0

)

2
∞

𝑘=1

)

1

2

]
 
 
 
 

≤ 𝐶 [𝑚𝑎𝑥
0≤𝑥≤1

|𝑥𝜑′′′(𝑥)| + 𝑚𝑎𝑥
0≤𝑥≤1

|3𝜑′′(𝑥)|]

≤ 𝐶 [𝑚𝑎𝑥
0≤𝑥≤1

|𝜑′′′(𝑥)| + 3 𝑚𝑎𝑥
0≤𝑥≤1

|𝜑′′(𝑥)|]

≤ 4𝐶‖𝜑‖𝐶3[0,1] 

(5.12) 

 

∑𝑘

∞

𝑘=1

|𝜑2𝑘| =
1

(2𝜋)2
∑

1

𝑘

∞

𝑘=1

|∫𝜑′′(𝑥)𝑠𝑖𝑛 (2𝜋𝑘𝑥)

1

0

| 𝑑𝑥

≤ (∑
1

𝑘2

∞

𝑘=1

)

1

2

(∑(∫𝜑′′(𝑥)𝑠𝑖𝑛 (2𝜋𝑘𝑥)𝑑𝑥

1

0

)

2
∞

𝑘=1

)

1

2

≤ 𝐶 𝑚𝑎𝑥
0≤𝑥≤1

|𝜑′′(𝑥)| ≤ 𝐶‖𝜑‖𝐶2[0,1] 

(5.13) 

 

∑𝑘3
∞

𝑘=1

|𝜑2𝑘| =
1

(2𝜋)4
∑

1

𝑘

∞

𝑘=1

|∫𝜑′𝑣(𝑥)𝑠𝑖𝑛 (2𝜋𝑘𝑥)

1

0

| 𝑑𝑥

≤ (∑
1

𝑘2

∞

𝑘=1

)

1

2

(∑(∫𝜑′𝑣(𝑥)𝑠𝑖𝑛 (2𝜋𝑘𝑥)𝑑𝑥

1

0

)

2
∞

𝑘=1

)

1

2

≤ 𝐶 𝑚𝑎𝑥
0≤𝑥≤1

|𝜑′𝑣(𝑥)| ≤ 𝐶‖𝜑‖𝐶4[0,1] 

(5.14) 

 

değerlendirmeleri göz önüne alınmıştır. 

Sonuç olarak  
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(1 − 𝑀14)‖𝑎 − �̅�‖𝐶[0,𝑇] ≤ 𝑀15(‖𝑔 − �̅�‖𝐶1[0,𝑇] + ‖𝜑 − �̅�‖𝐶3[0,1]) (5.15) 

 

elde edilir. Burada  

 

𝑀14 = 8𝜋𝑇(2𝜋𝑀6 + 8𝜋2𝑇𝑀12 + 3𝑀9) (5.16) 

 

şeklindedir ve yeterince küçük 𝑇’ler için 𝑀14 < 1 sağlanır. 

 

𝑀15 = 𝑚𝑎𝑥(𝑀4 + 16𝜋2𝑀5 + 24𝜋𝑀8 + 64𝜋3𝑇𝑀11, 16𝜋
2𝑀7

+ 24𝜋𝑀10 + 64𝜋3𝑇𝑀13) 
(5.17) 

 

şeklinde seçildiğinde, 

 

‖𝑎 − �̅�‖𝐶[0,𝑇] ≤ 𝑀16‖𝛷 − �̅�‖ (5.18) 

 

elde edilir ki burada 

 

𝑀16 =
𝑀15

1 −𝑀14
 (5.19) 

 

şeklindedir. 

Şimdi 𝑢 − �̅� farkındaki terimler incelensin. 

 

|𝜑0𝑒
−∫ 𝑎(𝑠)𝑑𝑠

𝑡
0 − �̅�0𝑒

−∫ �̅�(𝑠)𝑑𝑠
𝑡
0 |

≤ |𝜑0| |𝑒
−∫ 𝑎(𝑠)𝑑𝑠

𝑡
0 − 𝑒−∫ �̅�(𝑠)𝑑𝑠

𝑡
0 |

+ 𝑒−∫ 𝑎(𝑠)𝑑𝑠
𝑡
0 |𝜑0 − �̅�0|

≤ 𝑇𝑀1‖𝑎 − �̅�‖𝐶[0,𝑇] + ‖𝜑 − �̅�‖𝐶2[0,1] 

(5.20) 
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∑|𝜑2𝑘𝑒
−(2𝑘𝜋)2𝑡−∫ 𝑎(𝑠)𝑑𝑠

𝑡
0 − �̅�2𝑘𝑒

−(2𝑘𝜋)2𝑡−∫ �̅�(𝑠)𝑑𝑠
𝑡
0 |

∞

𝑘=1

≤ |𝑒−∫ 𝑎(𝑠)𝑑𝑠
𝑡
0 − 𝑒−∫ �̅�(𝑠)𝑑𝑠

𝑡
0 |∑|𝜑2𝑘|

∞

𝑘=1

+ 𝑒−∫ 𝑎(𝑠)𝑑𝑠
𝑡
0 ∑|𝜑2𝑘 − �̅�2𝑘|

∞

𝑘=1

≤ 𝐶𝑇𝑀1‖𝑎 − �̅�‖𝐶[0,𝑇] + 𝐶‖𝜑 − �̅�‖𝐶2[0,1] 

(5.21) 

 

∑|𝜑2𝑘−1𝑒
−(2𝑘𝜋)2𝑡−∫ 𝑎(𝑠)𝑑𝑠

𝑡
0 − �̅�2𝑘−1𝑒

−(2𝑘𝜋)2𝑡−∫ �̅�(𝑠)𝑑𝑠
𝑡
0 |

∞

𝑘=1

≤ |𝑒−∫ 𝑎(𝑠)𝑑𝑠
𝑡
0 − 𝑒−∫ �̅�(𝑠)𝑑𝑠

𝑡
0 |∑|𝜑2𝑘−1|

∞

𝑘=1

+ 𝑒−∫ 𝑎(𝑠)𝑑𝑠
𝑡
0 ∑|𝜑2𝑘−1 − �̅�2𝑘−1|

∞

𝑘=1

≤ 𝐶𝑇𝑀1‖𝑎 − �̅�‖𝐶[0,𝑇] + 𝐶‖𝜑 − �̅�‖𝐶2[0,1] 

(5.22) 

 

∑|4𝜋𝑘𝑡𝜑2𝑘𝑒
−(2𝑘𝜋)2𝑡−∫ 𝑎(𝑠)𝑑𝑠

𝑡
0 − 4𝜋𝑘𝑡�̅�2𝑘𝑒

−(2𝑘𝜋)2𝑡−∫ �̅�(𝑠)𝑑𝑠
𝑡
0 |

∞

𝑘=1

≤ 4𝜋𝑇 |𝑒−∫ 𝑎(𝑠)𝑑𝑠
𝑡
0 − 𝑒−∫ �̅�(𝑠)𝑑𝑠

𝑡
0 |∑𝑘|𝜑2𝑘|

∞

𝑘=1

+ 4𝜋𝑇𝑒−∫ 𝑎(𝑠)𝑑𝑠
𝑡
0 ∑𝑘|𝜑2𝑘 − �̅�2𝑘|

∞

𝑘=1

≤ 𝐶𝑇2𝑀1‖𝑎 − �̅�‖𝐶[0,𝑇] + 𝐶𝑇‖𝜑 − �̅�‖𝐶2[0,1] 

(5.23) 

 

‖𝑢 − �̅�‖𝐶(�̅�𝑇) ≤ (𝑇𝑀1 + 2𝐶𝑇𝑀1 + 𝐶𝑇2𝑀1)‖𝑎 − �̅�‖𝐶[0,𝑇]

+ (1 + 2𝐶 + 𝐶𝑇)‖𝜑 − �̅�‖𝐶2[0,1] 
(5.24) 

 

elde edilir. O halde  

 

‖𝑢 − �̅�‖𝐶(�̅�𝑇) ≤ 𝑀17‖𝛷 − �̅�‖ (5.25) 

 

şeklinde yazılabilir. 



 

37 

Burada değerlendirme yapılırken Bessel ve Cauchy eşitsizlikleri ve (𝐴1)2 koşulu 

yardımıyla 

 

|𝜑0| = |∫𝑥𝜑(𝑥)𝑑𝑥

1

0

| ≤ 𝑚𝑎𝑥
0≤𝑥≤1

|𝜑(𝑥)| ≤ ‖𝜑‖𝐶[0,1] ≤ ‖𝜑‖𝐶3[0,1] (5.26) 

 

∑|𝜑2𝑘|

∞

𝑘=1

= ∑
1

2𝜋𝑘
|∫𝜑′(𝑥)𝑐𝑜𝑠 (2𝜋𝑘𝑥)𝑑𝑥

1

0

|

∞

𝑘=1

≤
1

2𝜋
(∑

1

𝑘2

∞

𝑘=1

)

1

2

(∑(∫𝜑′(𝑥)𝑐𝑜𝑠 (2𝜋𝑘𝑥)𝑑𝑥

1

0

)

2
∞

𝑘=1

)

1

2

≤ 𝐶‖𝜑′‖𝐿2(0,1) ≤ 𝐶‖𝜑′‖𝐶[0,1] ≤ 𝐶‖𝜑′‖𝐶2[0,1] 

(5.27) 

 

∑|𝜑2𝑘−1|

∞

𝑘=1

= ∑
1

2𝜋𝑘
|∫(𝜑(𝑥) + 𝑥𝜑′(𝑥))𝑠𝑖𝑛 (2𝜋𝑘𝑥)𝑑𝑥

1

0

|

∞

𝑘=1

≤
1

2𝜋
(∑

1

𝑘2

∞

𝑘=1

)

1

2

(∑(∫(𝜑(𝑥)

1

0

∞

𝑘=1

+ 𝑥𝜑′(𝑥))𝑠𝑖𝑛 (2𝜋𝑘𝑥)𝑑𝑥)

2

)

1

2

≤ 𝐶‖𝜑 + 𝑥𝜑′‖𝐿2(0,1)

≤ 𝐶‖𝜑 + 𝜑′‖𝐶[0,1] ≤ 𝐶‖𝜑′‖𝐶2[0,1] 

(5.28) 

 

değerlendirmelerinden yararlanılmıştır. ■ 
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6. SONUÇ ve ÖNERİLER 

 

Bu çalışmanın esas amacı yerel olmayan sınır koşullu ve integral ek koşullu 

parabolik denklemin katsayının belirlenmesidir. Yapılan bu çalışmanın sonucunda 

aşağıdaki sonuçlar elde edilmiştir.  

Ortogonal olmayan bir fonsiyon sisteminin Riesz bazı olduğu gösterilmiştir.  

Yerel olmayan sınır koşullu ve ikinci tip integral ek koşullu parabolik denklemin 

ısı kapasitesi katsayısının belirlenmesi problemi için bu problemin çözümünün varlığı, 

tekliği ve giriş verilerine göre Lipschitz Sürekliliği için gereken koşullar belirlenmiştir. 

Belirlenen bu koşullar altında problemin çözümünün varlığı, tekliği ve giriş verilerine 

göre Lipschitz Sürekliliği gösterilmiştir.  

Öneriler de aşağıdaki şekilde verilebilir. 

Katsayı bulma ters probleminin nümerik çözümü sonlu farklar veya sonlu 

elemanlar yöntemiyle incelenebilir.  
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