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OZET

Bu tez ¢aligmasi ikinci tiir yerel olmayan sinir ve integral ek kosullart altinda bir
parabolik problem i¢in bir katsay1 belirleme ters problemine adanmistir. Bu problemde
parabolik denklemin ¢oziimii ile beraber yalnizca zamana bagl 1s1 kapasitesi
katsayisinin belirlenmesi ele alinmistir. Ters problemin ¢ézlimiiniin varhigi ve tekligi
Banach sabit nokta teoreminden yararlanilarak gosterilmistir. Ayrica ¢éziimiin giris

verilerine bagl Lipschitz siirekligi de incelenmistir.

Anahtar Kelimeler: Parabolik Denklem, Ters Problem, Orthogonal Olmayan

Fonksiyonlar Sistemi, Yerel Olmayan Simir Kosullari, Integral Ek Kosulu.



SUMMARY

This thesis is devoted to, an inverse problems of determination of coefficients in
the parabolic problems with second kind nonlocal boundary and integral
overdetermination conditions are considered. In this problem, the simultaneously
determination of the solution of heat equation and the time-dependent coefficient of
heat capacity is considered. The existence and uniqueness of solution of the problem
Is proved by using the Banach fixed point theorem. However, Lipschitz Continuous
upon the data of solution is also studied.

Key Words: Parabolic Equation, Inverse Problem, Nonorthogonal System of
Functions, Nonlocal Boundary Conditions, Integral Overdetermination
Condition.
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SIMGELER VE KISALTMALAR

Simgeler ve  Aciklamalar

Kisaltmalar

L,(0,1) : (0,1) araliginda 6lgiilebilir ve karesi Lebesque anlaminda
integrallenebilen fonksiyonlar uzayi.

Cla, b] . [a, b] araliginda siirekli fonksiyonlar uzayz.

C"[a, b] . [a, b] araliginda (1 < n) n. mertebeye kadar siirekli tiireve sahip
fonksiyonlar uzayu.

Qr : R%’de {(x,t):0 <x <1, 0 <t < T}seklinde bir dikddrtgen.

c'(Qr) : Qr dikdortgen bdlgesinde siirekli ve K, | negatif olmayan tam sayilar

olmak tizere x’e gore k. mertebeye kadar, t’ye gore . mertebeye kadar

stirekli kismi tlirevlere sahip olan fonksiyonlar uzayi.



1. GIRIS

Dogadaki fiziksel olaylarin birgogu kismi tiirevli diferansiyel denklemler igin
baslangi¢ deger, sinir deger ve karma problemlerle ifade edilir. Matematikte ve birgok
bilim dalinda ele alinan modelin baz1 parametrelerinin degerlerinin gézlemlenen
bilgiye gore elde edilmesi ters problem olarak adlandirilir. Is1 transferiyle ilgili
caligmalar ve malzemenin 1sitilmasit veya sogutulmasiyla ilgili metotlarin
gelistirilmesi matematiksel modelde oOnemli rol oynamaktadir. Is1 transferinde,
malzemenin 6zelligini ifade eden katsaymin dogrusal olmadigi ya da sabit olmadig1
durumlar, 1s1 transferindeki 6zel kosullardan meydana gelmektedir. Bu durum, 1s1
miihendisligi c¢alismalarinda yeni yontemler/yaklagimlar gelistirilmektedir. Bu
yontemlerin arasinda ters problemlerin ¢oziimiine dayali yontemler 6zel bir yere
sahiptir. Ters problemler, mihendislik iretimlerinin tasariminda, kontrol
sistemlerinde ve fiziksel yontemlerin belirlenmesinde olduk¢a yaygindir. Bununla
birlikte ters problemler jeofizik, astronomi, uzaktan algilama vs. gibi alanlarda da
karsimiza ¢ikmaktadir [1], [2].

Matematiksel bir modelde, 1s1 transferinin tiim durumlar1 girdi-¢ikt1 arasindaki
bagintilar olarak ifade edilecek olursa, ele alinan modele gore, bir
sistemdeki/nesnedeki 1s1 transferi ic¢in, problemin parametreleri, baslangi¢-sinir
kosullari, 1s1 iletkenligi, 1s1 kaynagi ve sistemin/nesnenin geometriksel karakteristikleri
giris verilerini olusturur. Herhangi bir zamandaki 1s1 durumu ise ¢ikis verilerini
gosterir. Bu matematiksel modelde 1s1 transferi i¢in verilen giris verileri lizerinden
¢ikis verilerinin elde edilmesini ifade eden baslangic sinir deger problemine diiz
problem denmektedir.

Ornegin
u; = b(x, ug, + c(x, uy, + alx, t)u + f(x,t) (1.2)

seklinde bir lineer 1s1 transfer denklemi goz oniine alinsin. Burada b(x, t) bas katsayi
veya sicaklik iletim katsayisi, a(x,t) 1s1 kaynaklar i¢in kontrol fonksiyonu veya 1si
kapasitesi katsayisi, f(x,t) homojen olmayan terim veya kaynak fonksiyonu olarak

isimlendirilir. (1.1) denklemi igin baslangi¢c ve sinir kosullar1 altinda katsayilarin



tamaminin verilmesiyle u(x,t) sicaklik fonksiyonunun tek olarak belirlenmesi igin
literatiirde yeterince teorik bilgi bulunmaktadir [3],[4]. Bu problem tipi diiz problem
olarak bahsedilir ve genellikle iyi tanimlidir. Diiz problemin 6neminin ne kadar biiyiik
oldugu, 1s1 transferi i¢in ele aldigimiz ters problemin formiile edilmesinde karsimiza
¢ikmaktadir. Bundan dolayi 1s1 transferiyle ilgili parabolik problemlerin Klasik teorisi
iyi bilinmelidir. Bu konuyla ilgili ¢alismalara [3], [5]-[7] makalelerinden ulasilabilir.
Baglangi¢ ve sinir kosullari altinda (1.1) denkleminde u(x,t) fonksiyonunun ve
katsayilardan enaz birinin bulunmasi problemi ise ters problemdir.

Buradan anlasilacagi gibi matematiksel model i¢in diiz problem ve ters problem

olmak tizere iki farkli problem karsimiza ¢ikmaktadir.

Matematiksel
e Diiz Problemin sekli: Giris Verileri —Model Cikis Verileri

Matematiksel
Model PRy 1 s .
Olgiilmis Veriler

e Ters Problemin sekli: Giris Verileri
seklinde diisiiniilebilir.

Matematiksel olarak bakildiginda, girdi-¢ikt1 arasindaki bagitinin tersi her zaman
miimkiin olmayabilir. Bunun sebebi ters problemin ifadesinin, diiz problemin aksine,
her zaman gergek deneysel verilerden elde edilememesidir. Bundan dolayz, 1s1 transferi
teorisinde ortaya ¢ikan ters problemler icin iyi tanimli olmayan problemler diye
bahsedilir. Ters problemin iyi tanimli olmasini saglamak i¢in ek kosul gerekir. Bu ek
kosullar genellikle 6l¢iilmiis deneysel verilerden elde edilir.

Matematiksel bir problemin, iyi tanimli olmasin1 Hadamart {ic maddeyle ifade

etmistir [8].

i) Problemin ¢6ztimii vardir.
ii) Problemin ¢6ztiimii tektir.

iii) Problemin ¢oziimii giris verilerine gore stireklidir.

Eger problem matematiksel olarak iyi tanimlilik kosullarindan birini saglamazsa,
o problemin ¢6ziimii ¢ok kolay olamaz. Fakat bu durum, ters problemler ile birlikte
degismeye basladi. Ters problemlerin ¢6ziimiiyle ilgili ilk adim1 Carlemen atmustir [9].

Tikhonov ise, ¢oziim fonksiyonlar sinifinin kompakt olmasi durumunda problemin iyi



taniml1 olacagi sonucunu, kosullu iyi tanimlilik olarak adlandirmistir [10]. Bu temel
sonucun Lavrentiev tarafindan gelistirilmesiyle birlikte bu alanda pek ¢ok sonuglar
elde edilmistir [11], [12].

Giiniimiizde; gdzenekli ortamin hidrolik 6zelliklerinin bulunmasi, uzaydan diinya
atmosferine giren fiizenin 1s1 gegmisinin belirlenmesi, 1s1 transferinde kaynak
kontrollerinin bulunmasi, radyoaktif bozulmaya maruz kalan bir ortamda 1s1 iletim
olayinda sicaklik iletiminin durumunun belirlenmesi vb. gibi problemlerin ¢6ziimii,
parabolik tipli denklemler i¢in ters problemlerle yapilir [13].

Parabolik denklemler i¢in ters problemler farkli tiirde siniflara ayrilacak olursa

karsimiza agagidaki problem tiirleri ¢ikar.

i) Denklemin katsayilarinin bilinmemesi problemi
I1) Sinir kosullarinda bilinmeyen parametrelerin belirlenmesi ile ilgili problemler

Iii) Bilinmeyen sinir veya bolgenin belirlenmesi problemi.

Bu tezde parabolik diferansiyel denklemler igin katsayr bulma ters problemi
lizerine bir ¢alisma ele alinacaktir. Parabolik denklemler igin ters katsayr problemini
ilk kez Cannon tanimlamistir [14]. Daha sonra da degisik yazarlar tarafindan ele
alimmustir [20]-[24].

Ters problemlere bakildiginda, farkli tiirden ters problemlerin yani sira ayni
tirdeki problemler de smir kosullarina, verilen ek kosullara, aranan c¢oziim
yontemlerine, parametrelerin tiirli ve sekillerine gore de birbirinden ayrilir.

Is1 denklemi i¢in lineer katsayr problemlerinde karsilasilabilecek durumlar

asagida siralanmistir.

1) Yalniz zamana bagl 1s1 iletim katsayisinin (baskatsayi) bulunmasi [13], [16],
[19], [25]-[31],

i) Yalniz uzay degiskenine bagli 1s1 iletim katsayisinin (baskatsay1) bulunmasi [32],
Iii) Hem uzay degiskenine hem zamana bagli 1s1 iletim katsayisinin (baskatsay1)
bulunmasi [33],

IV) Yalniz zamana bagh 1s1 kaynaklari veya 1s1 kapasitesi katsayist igin kontrol
fonksiyonunun bulunmasi [34]-[38],

V) Yalniz uzay degiskenine bagl 1s1 kaynaklar1 veya 1s1 kapasitesi katsayisi igin
kontrol fonksiyonunun bulunmas [32], [39], [40],



vi) Yalniz zamana bagli kaynak fonksiyonunun (homojen olmayan terimin)
bulunmasi [15], [17], [18], [41]-[45],

vii) Yalniz uzay degiskenine bagli kaynak fonksiyonunun (homojen olmayan
terimin) bulunmasi [14], [41], [46].

Ayrica ayn1 anda birkag tane katsayr fonksiyonunun belirlenmesi problemi
tizerine ¢alismalar da mevcuttur [47]-[51].

Parabolik siir deger problemleri sinir kosullar1 dikkate alindiginda, yerel sinir
kosullu problemler ve yerel olmayan sinir kosullu problemler seklinde iki gruba ayrilir.
Fiziksel olaylarin bir¢ogu yerel olmayan sinir kosullu parabolik sinir deger problemi
ile modellenir. Literatiire bakildiginda yerel olmayan sinir kosullu parabolik diiz sinir
deger problemlerin 6rneklerin [52]-[57] ve yerel olmayan sinir kosullu parabolik ters
siir deger problemlerin 6rneklerin [29], [34], [37], [47] mevcut oldugu goriilmektedir.
Ayrica plasma fiziginde [58] ve 1s1 iletiminde [59], [60] ortaya ¢ikan problemlerin
integral ek kosullu yerel olmayan problemlere indirgendigi gozlemlenmistir.

Ters katsay1 problemlerinde ek kosullar bdlgenin sinir noktalarinda yada i¢
noktalarinda verilebilir. Bu ek kosullar da -siir kosullart gibi- yerel 6zellikli ve yerel
olmayan ozellikli olmak iizere ikiye ayrilmaktadir. Genellikle yerel o6zellikli ek
kosullar tek bir noktada akinin yada 1sinin verilmesinden olusmaktadir. Yerel olmayan
ozellikli ek kosullar ise periyodik verilerle, spektrumun 6l¢iimiiyle, zaman iizerinden
integrali alinmig verilerle yada sistemin toplam enerjisinin Slglimiiyle elde edilen
verilerle verilebilmektedir. Literatiirde yerel o6zellikli ek kosullar verilmis olan
calismalar [13], [27], [28], [30]-[32], [39]-[41], [43]-[45], [48], [51] ve yerel omayan
ozellikli ek kosullar verilmis olan ¢alismalar [29], [34]-[38], [42], [47], [49], [50]
mevcuttur. Ayrica parabolik problem i¢in katsay1 belirleme problemini ¢alismalarinda
niimerik olarak incelemis olanlar da mevcuttur [35], [36], [49], [61]-[63], [64]. Bu
caligmalarda genel olarak sonlu fark yontemi kullanilmistir.

Bu tez calismasinda yerel olmayan smir kosullu ve integral ek kosullu bir
parabolik denklem igin katsay1 belirleme problemi incelenmistir. Bu c¢aligmada
incelenmis olan problemin farkl bir 6rnegi daha dnce Ismailov ve Kanca tarafindan

ele alinmistir [16]. Bu ¢alismasinda

Qr ={(xt):0<x<1 0<t<T} (1.2)



bolgesinde;
Up = Uy —a(t)u + F(x, t)
denklemini
u(x,0)=¢px) 0<x<1
baslangi¢ kosulu
u(0,t) =u(l,t),u, (Lt) =0 0<t<T

yerel olmayan sinir kosullar1 ve

1
fu(x,t)dx =g) 05t<T
0

integral ek kosulu altinda incelemistir.

Fakat bu tez ¢alismasinda
Qr ={(x,t):0<x <1, 0<t<T}
bolgesinde;
U = Uy — a(t)u

denklemi

u(x,0)=¢pkx) 0<x<1

(1.3)

(1.4)

(15)

(1.6)

(1.7)

(1.8)

(1.9)



baslangi¢ kosulu
u(0,t) =u(l,t),u(1,t) =0 0<t<T (1.10)

yerel olmayan siir kosullar ve

1
u(0,t) + f u(x,t)dx=g(t) 0<t<T (1.11)
0

integral ek kosulu altinda incelecektir. Burada ¢, g verilmis fonksiyonlardir.

Bu {a(t), u(x, t)} ¢iftini bulma problemine ters problem denir.

Tamm 1.1: C[0,T] X C*1(Qr) N CY°(Qr) sumfindan olan (1.8)-(1.11) kosullarini
saglayan ve [0,T] araliginda a(t) = 0 olan {a(t),u(x,t)} ikilisine (1.8)-(1.11) ters

probleminin klasik ¢oziimii denir.

(1.8) 1s1 denklemi u(x, t)’nin, (1.11) integral ek kosulu ve farkli yerel olmayan
siir kosullar altinda ¢oziimii ile a(t) Katsayisin1 bulma problemleri [37], [47] de
calisilmistir. llgilenenler [25], [34]’te yerel olmayan sinir kosullar1 ve ek kosullar
altinda 1s1 denklemi i¢in farkli ters problemler bulabilirler.

(1.11) integral ek kosulu gibi kosullar 1s1 transferinin birgok Onemli
uygulamalarinda, termoelastik’te, kontrol teorisinde vs. karsimiza cikar. Ornegin
[59]’da gubuktaki 1sinin toplam miktarinin g(t) varyasyon kuraliyla birlikte verilen
11 yayilim problemi ele alinmistir.

Birinci boliim giris boliimiidiir. Ikinci béliimde yardimci bazi tanim, teoremler ve
ortogonal olmayan fonksiyon sistemleri igin bazi yardimci kavramlardan
bahsedilmistir. Ugiincii boliimde bir yardime1 spektral problem iizerinde durulmustur.
Dordiincii boliimde yerel olmayan sinir kosullu ve integral ek kosullu bir parabolik
problemin ¢6ziimiiniin varligi ve tekligi incelenmistir. Besinci boliimde ise problemin

¢Ozlimiiniin giris verilerine gore Lipschitz siirekliligi analiz edilmistir.



2. EK BILGILER

Bu boliimde oncelikle ileride kullanilacak olan bazi yardimci tanim ve teoremler

ardindan bazi fonksiyon dizilerinin bazlik 6zelliklerinden bahsedilecektir.
2.1. Weierstrass-M Testi
I € R? bolgesinde f,(x,t) n = 1,2, ..., fonksiyonel dizisi verilmis olsun ve

lfn(x, )| <M, xte€l, n=12,.. (2.1)

esitsizligi saglansin. Burada M,, ler pozitif sayilardir (sabitlerdir). Eger Y.n—; M,, serisi

yakinsak ise X,;—4 fn (%, t) serisi I’da diizgiin ve mutlak yakinsaktir.

2.2. Banach Sabit Nokta Teoremi

(X, p) bir tam metrik uzay, A: X — X bir sikigtiran tasvir :

Vx,y € X: p(A(x),A(y)) <« p(x,y),0 Sx< 1 (2.2)

olsun. O halde A’nin tek sabit noktasi vardir. Yani Ax = x denkleminin tek ¢oziimii

mevcuttur.
2.3. Lipschitz Siurekliligi

X p), (Y, py) iki metrik uzay, f: X — Y bir fonksiyon olsun. Eger Vx4, x, € X igin

py(f(xl); f(Xz)) < kpx(x1,X3) (2.3)



kosulunu saglayacak bir k > 0 pozitif sayisi mevcutsa f fonksiyonuna Lipschitz

stirekli fonksiyon denir.

2.4. Cauchy-Schwartz Esitsizligi
E, bir i¢ ¢arpim uzay1 olsun. f, ¢ € E igin
K o < NI Nlll? (2.4)
esitsizligi dogrudur.
2.5. Bessel Esitsizligi

E bir vektor uzayi, ¢4, ¢, ... ortonormal vektorler dizisi olsun. O halde keyfi f € E

vektorii i¢in
Dl <UfIE c= (00 (25)
i=1

esitsizligi saglanir.

2.6. Riesz Bazi

H, bir Hilbert uzay, f,, € H, n = 1,2, ... bir vektorler dizisi olsun.

Eger her h € H elemany, tek sekilde H uzayinda yakinsayan

h= 2 e (2.6)
k=1

serisine agilabiliyorsa, o zaman f,,, n = 1,2, ... vektorler dizisine H uzaymin bir bazi

denir.



fn €H, g, € H, n=1,2,... vektorler sistemi olsun. Eger

1, i=j
() =8 ={y =] (27)

esitlikleri saglaniyorsa g,, n = 1,2, ... vektorler sistemi i¢in, f,, n = 1,2, ... vektorler
sistemine biortogonal olan sistem denir.

gn € H, n = 1,2, ... vektorler sistemi f,, € H, n = 1,2, ... bazina biortogonal olsun.
Agiktir ki (2.6) esitliginin her iki tarafi g, € H, n= 1,2, ... ile ¢arpilirsa ¢, k=
1,2, ... katsayisi

a=Mhg) k=12.. (2.8)

seklinde belirlenir.

(2.6) ve (2.8) esitliklerinden anlasilir ki g, € H, n = 1,2, ... vektorlerine ortogonal
olan herhangi bir h vektorii 0’a esittir, yani bir baza biortogonal olan vektorler sistemi
tamdir.

H Hilbert uzayinda, f,, n = 1,2,..bazina biortoganal olan g, € H, n=1,2,...
vektorler sistemi de H uzayinin bir bazidir.

fn, n = 1,2, ..., Huzayinda bir ortonormal baz ve A sinirli ve tersinir bir lineer operator

olsun. O zaman her h € H elemant igin

A=) (AT B = ) (h, (A MR (2.9)
k=1 k=1
buradan da
h= " (h )y (2.10)
k=1
yazilabilir, dyle ki;
Pk = Afk, Wi = (A*)_lfk, k=12,.. (211)



Ayni zaman da

(o1 w;) =85, (1Lj=12,..) (2.12)
o halde
h= i Ck Pk (2.13)
k=1
olmak tizere
cx = (h, wy) (2.14)

elde edilir ve bu acilim tektir.

Her sinirli lineer operatér, H uzaymnin herhangi bir ortonormal bazini baska bir baza
doniistiiriir.

Yukaridaki doniisiim (sinirlt lineer operator) ile f,,, n = 1,2, ...ortonormal bazindan
elde edilen baza, ortonormal baza denk baz veya Riesz bazi denir.

Riesz bazina biortogonal olan baz da Riesz bazidir [65].

2.7. Bari teoremi

Asagidaki ifadeler denktir [65]:
1) H Hilbert uzayinin bir tabanin1 olusturan f,,, n = 1,2, ... dizisi Riesz bazidur.
i) fn, n=1,2,... dizisi H uzayinda tamdir, ona biortogonal olan g,, n = 1,2, ...

dizisi de tamdir ve her h € H i¢in

D Ingl* < oo, |hg|* < oo (2.16)
=1 =1

serileri yakinsaktir.

Ornek: Simdi [0,1] araliginda asagidaki iki fonksiyon dizisini ele alalim.
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Xo(x) = 2, X5p—1(x) = 4cos2mkx, X, (x) = 4(1 — x)sin2mkx,

(2.17)
k=12, ..

Yo(x) = x, Y551 (x) = xcos2mkx, Yy, (x) = sin2mkx,

(2.18)
k=12, ..

flerleyen béliimlerde kullanilacak olan bu sistemlerin L,(0,1) uzaymndaki bazi

ozellikleri, yukaridaki kavramlardan yararlanilarak asagidaki sekilde ifade edilebilir.

Lemma 2.1: (2.17) ve (2.18) fonksiyon dizileri L,(0,1) wuzayinda biortogonal

fonksiyonlar sistemi olusturur, yani tiim pozitif i, j tamsayilart i¢in

0

saglanir.
Ispat 2.1: Bu lemmanin ispati direkt yoklamakla kolayca elde edilir. B
Lemma 2.2: (2.17) ve (2.18) fonksiyon dizileri L,(0,1) uzayinda tamdir.

Ispat 2.2: f(x) € L,(0,1) fonksiyonu (2.17) fonksiyon dizisine ortogonal olsun.
f (x) fonksiyonu asagidaki seri agcilimi geklinde gosterilebilir:

flx) = Z B,sin2mkx (2.20)
n=1

f (x) fonksiyonu (2.17) sistemine ortogonal oldugundan

0= ff(x)Xk(x)dx, k=0,1.2,.. (2.21)
0

11



n=1

- 1
0= Z B, f 4(1 — x)sin2nnxsin2mkxdx = By, k=12, .. (2.22)
0

buradan
B,=0, k=12,.., f(x)=0 (2.23)

elde edilir. Boylece (2.17) sisteminin tamligi elde edilir. (2.18) sisteminin tamligi da
actktir. B

Lemma 2.3: f(x) € L,(0,1)i¢in

I 00 < D f2 < RIFIE, G (224
k=0

iki tarafli esitsizlikler saglanir.

Ispat 2.3: Xy, (x), k =1,2, ..., L,(0,1)’de bir baz olusturdugu icin, her f(x) €
L,(0,1) asagidaki biortogonal gosterime sahiptir:

FO) = foXo@) + ) (farXae @) + foe 1 X () (2.25)
k=1
burada
fo= [ FEOVoGIdx, o = [ FIPakIdx, fs
0 0
) (2.26)
= [ FeaGarax
0
seklindedir.
> <RIFIE 0 227)
k=0
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oldugunu ispatlamak igin, (2.26) daki katsayilara Cauchy-Schwarz ve Bessel

esitsizliklerini uygulayarak degerlendirme yapilir:

1
fO2 = (f(x);x)z =< ”f”Ez(O,l)”x”I%z(O,l) = § ||f||i2(0,1)

;ffk = ;(f(x),sinanx)z = %;(f(x),\/fsinZTEkx)z

1
S < > ||f||fz(o,1) (2.28)
[0.0] [0.0] 1 [0/0)
Z fhe-1 = Z(f(x),xcosanx)z = EZ(xf(x),ﬁcosanx)z
k=1 k=1 k=1
1 2 1 2
L < > lxf NIz, 0,1) < §||f||L2(o,1)
boylece
\ 2 2 X 2 2 4 2
D=1+ D Fret fred) <50 (229)
k=0 k=1
elde edilir.

Y. (x), k=1,2, ..., sistemi L,(0,1) 'de bir bazdwr ve
£OO) = fo¥ol) + ) oV () + foea Vo1 () (2:30)
k=1
burada

(- 1
fo= [ reoxe@as,
0

1
 for = f f(x0) X5 (x)dx, (2.31)
J .

ka—l = ff(x)XZk—1(x)dx
\ 0
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fZ= ) (f(x),4(1 — x)sin2mkx)?

= (2.32)
—8 Z(u — %)f (x),V2sin2mkx)?
k=1
<8(1- x)”f”%z(o,n =< 8||f||1%2(0,1)
fo + Z frieer = 4(f, 1)* + Z(f(x),46082nkx)2
k=1 k=1
°° (2.33)
< 4lIFIZ o0 + SZ(f(x),\/ECOSZHkx)Z
k=1
< 120If1IZ, 0
buradan
YR =R+ ) (B Foes) < 200If 1,0 (234)
k=0 k=1
elde edilir.
I o0 < )2 (239)
k=0
oldugunu ispat etmek icin
G = ) (F.Y)Xe) (2:36)
k=0

ifadesi f(x)’le skaler carpilip, Cauchy-Schwarz esitsizligi ve (2.34) esitsizligi

kullanmilirsa
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(2.37)

1 2 N 2
s < ) f (239)
k=0

elde edilir. Teoremin ispati tamamlanir. B

Lemma 2.4: (2.17) ve (2.18) fonksiyon dizilerinin her birisi L,(0,1) 'de Riesz

bazlaridir.

Ispat 2.4: Lemma 2.1 ve Lemma 2.2°den (2.6) ve (2.8) sistemleri L,(0,1) de

biortogonal ve tamdir. Lemma 2.3’e gore

f(x) € L,(0,1) igin

rlIfllZ, 01 < kaz < RIfIZ,c01) (2.39)
k=0
Saglanir, o zaman
D (X <o
k=0 (2.40)

Li(ﬁ h)? < o
k=0

elde edilir. Yani Bari teoremindeki ii kosulu saglanir, o zaman i kogulundan (2.17) ve
(2.18) sistemleri L,(0,1) 'de Riesz bazlaridir. B
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3. YARDIMCI SPEKTRAL PROBLEM

(1.8)-(1.11) problemine karsilik gelen asagidaki spektral problem ele alinsin.

X"(x)+AX(x) =0, 0<x<1 (3.2)

X(0) =X(1),X'(1)=0 (3.2)

(3.1) - (3.2) spektral probleminin 6zdegerleri

A = Qrk)?, k=12,.. (3.3)

ozfonksiyonlari

Xo(x) =2, Xp(x) = 4cos2mkx, k=1,2,.. (3.4)

seklindedir.
Xy (x) dzfonksiyonlar L,[0,1] uzaymda baz olusturmaz. Genellesmis 6zfonksiyonuna

bakilirsa

X (x) =41 — x)sin2mwkx, k = 1,2, ... (3.5)

oldugu elde edilir.
(3.4) ve (3.5) ten

Xo(x) =2, Xyp_1(x) = 4cos2mkx, X, (x) =4(1 — x)sin2mkx,
k=1,2,..

(3.6)

elde edilir.
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Artik X, (x) k=1,2,... L[0,1] de baz olusturur. (3.1) - (3.2) probleminin eslenik
problemi asagidaki gibidir.

Y'(x)+A¥(x) =00<x<1 (3.7)

Y(0)=0,Y(0) =Y'(1) (3.8)
bu problemin 6zfonksiyonlari
Yo(x) = x, Y1 (x) = xcos2mkx, Yo (x) = sin2mkx, k = 1,2,... (3.9

kolayca goriiliir ki [0,1] araliginda (3.6) ve (3.9) biortonormaldir yani

1

(Xi' Yj) = le(x)YJ(x)dx = 6”- = {

0

0,i #j

oy (3.10)

(3.6) ve (3.9) fonksiyon dizileri, [59]’da 1s1 transferinin yerel olmayan sinir deger
probleminin ¢éziimii i¢in ortaya konulmustur. (3.6) ve (3.9) fonksiyon dizilerinin [0,1]
araliginda biorthonormal olusu, L,[0,1] de tamlig1 ve L,[0,1] de Riesz bazi olusu

ikinci boliim Lemma 2.1, Lemma 2.2 ve Lemma 2.4’te detaylica anlatilmigtir.
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4. TERS PROBLEMIN COZUMUNUN VARLIGI
VE TEKLIGI

Varsayalim ki asagida verilen kosullar ¢ ve g lizerinde saglansin.
(A1 o(x) € C*[01]

(AD(AD2 00 =91), @'(1)=0, ¢"(0)=¢"(1) (4.1)
(A1)3 @ <0, Yok—1 < 2Tk @3 k=12, ...

((A2); g() € C*[O,T]

A2)1 (4), g(0) = j o () dx 4.2)
L(Az):)) gt > g,g'(t) <0,vt €[0,T]

burada

1

Py = j(p(x)Yk(x)dx, k=1,.2,.. (4.3)
0

dir. Y3 (x) ikinci boliimde tanimlanmuastir.

(Al) ve (A2) yi saglayan ¢ ve g fonksiyonlari vardir.

Ornegin;
@(x) =1 —cos(2knx), g(t) = exp(—(2m)?t) (4.4)

Teorem 4.1: (A1) ve (42) saglansin. O halde (1.8)-(1.11) ters probleminin yeterince

kiictik T ’ler icin tek ¢oziimii vardir.

Ispat 4.1: (2.17) sistemi L,[0,1] 'de baz olusturdugundan ¢oziimii

oo

u(x,t) = Z U ()X (%) (4.5)

k=1
seklinde arayalim.
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Burada
1

u, (t) = fu(x, )Y, (x)dx, k=0,1,... (4.6)

0

seklindedir.
(1.8) denkleminin her iki yani Yy, (x)dx,k = 0,1, ... ile ¢carpilip, 0’dan 1’e kadar x’e

gore integrali alinirsa

wo' () + a(B)uo(t) = 0 (4.7)

gk’ (£) + (21k) *uzpe (t) + a()uz(t) = 0 (4.8)

Upp_1 (8) + (2mk)?¥2k-1(t) + 4mkuyy (t) + a(t)ugy-—1(t) =0,

k=12,.. “9
denklem sistemi elde edilir. (4.5), (4.6), (4.7) denklem sisteminin ¢oziimii
Uo(t) = Coe~Jo 85I (4.10)
U () = (Copy — ATTKCpt) e~ @M t=lgal®ds 15 (4.11)
Uy () = CZke‘(Zk”)zt‘fot a®ds =172, .., (4.12)

seklinde bulunur. Burada C,k = 0,1,... keyfi sabitlerdir. (4.5) ifadesi ve (1.9)
baslangi¢ kosulu yardimiyla

o)

U 0) = ) w(OXe(®) = ) @Xi(x) = 9(x) 413
k=1 k=1
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elde edilir. Boylece ui(0) = @i,k =0,1,..., yani C, = ¢,k =0,1,..

goriiliir. (4.5), (4.10), (4.11), (4.12) ifadelerinden

t
u(x, t) = [poe o ¥ xo(x)

+ [‘PZke_(an)Zt_f‘fa(S)ds] Xok (%)

_.|_

s T

[(‘PZk—l

&
1l
ey

t
— 4mk@,t)e” @M ] a(S)ds] Xak-1(x)
elde edilir. Burada X (x) degerleri yerine yazilirsa

t
u(x, t) = 2@oe~ o 299 4 4(1

F— x) Z Sinznkx(pZRe_(ZRTE)Zt_fOta(S)dS
k=1

+ 42 cos2mhkx(Q,p_1
k=1

_ 47Tkg02kt)e_(2kn)2t_f0t a(s)ds

oldugu goriiliir.

oldugu

(4.14)

(4.15)

Tamim geregi u(x,t) fonksiyonunun (1.8)-(1.11) probleminin klasik ¢éziimii

olabilmesi icin C*'(Qr) N CY°(Qr) swmfindan olmaldir. u(x,t) ve u,(x,t)

fonksiyonlarindaki serilerin Qp bélgesinde diizgiin yakinsak oldugunu gostermek,

u(x,t) € C*°(Qr) oldugunu gostermek icin yeterlidir.

Fonksiyonlarindaki serilerin terimleri tek tek goz oniine alimirsa:

Z |(1 — x)sinanx(kae_(Zk”)zt‘f;a(s)ds

[(00]
< ) loud
k=1 —
o
k=1

k=1

1
f @ (x)sin2mkxdx
0

(4.16)
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1
f @ (x)sin2mkxdx
0

|1 1 [t " (4.17)
= lﬁ (0(0) — (1)) +ﬁ . @' (x)cos2mkxdx

burada
1
f @' (x)cos2mkxdx = yy (4.18)
0

denilir ve ¢ (0) = @(1) esitligi dikkate alinirsa, @ € C*°(Qr) oldugu icin Bessel

esitsizliginden
( N 2 "2
| D <9l < +oo
4 k=1 (4.19)
| ? Vel 2
(G-tnl) =2 +7i=0
oyle ki
vl 1,1 )
— <= 4.20
kT2 <k2 " ”") (420
yvakinsak oldugundan
|Vl
|2l < % (4.21)

yakinsak olur. Weierstrass-M testinden dolay:

t
z (1 — x)sin2mkxp, e~ kM t=fyals)ds (4.22)
k=1

serisi mutlak ve diizgiin yakinsaktir.
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o)

Z |kc052nkx<p2k e —(2km)?t-[; a(s)ds
k=1

< ) kloud (4.23)
k=1

1
P2k —f @(x)sin2mkxdx
1
[ (9(0) = (1) +5— w’(x)cosanxdxl (4.24)

"(x)sin2mkxdx

(27Tk)2 fo

©(0) = @(1) esitligi ve p(x) € C?[0,1] oldugu icin,

t
D |eoszmhxpuese™ DL O] <y gy (4.25)
k=1 k=1
1 1 1
Qok—1 =.f @(x)cos2mkxdx = k @' (x)sin2mkxdx (4.26)
0

@ (x) € C[0,1] oldugu icin, bu seilerin diizgiin ve mutlak yakinsak oldugu séylenir.

Bundan dolayi u(x, t) € C(Qr) oldugu gériiliir.

t
u(x,t) = —4 Z sin2mkx gy e~ @km*t=ly als)ds
k=1

t
+ 8m(1—x) Z k cos2mkx e~ @k =l als)ds

k=1 (4.27)

— 8712 k sin2mkx (-1
k=1

. 4nk(p2kt)e—(ZIm)zt—fota(s)ds

Bu seri igin de diizgiin ve mutlak yakinsaklik benzer sekilde bulunur.

22



t
Z |Sin2”kx(ﬂ2ke_(2kn)2t_f° a)ds| < Z|<P2k|
k=1 k=1

[oe]

(0]

< klpud

=t (4.28)
klga-1l

(1 - X) z k COSanx(kae_(Zk”)zt—f;a(s)ds
k=1

o

z k sinanxgoZk_le—(Zk”)zt—fota(S)ds

k=1

Z k? Sin27'th<p2ke‘(Zk")zf—f(fa(s)ds
k=1

IA

M T

IA

k2|(P2k|

\

&
1l
-

Ustten simirlayan serilerin yakinsak oldugu yukarida verildigi gibi teoremin
kosullariyla ayni sekilde gosterilebilir. Bunun sonucunda u(x,t) € C*°(Qr) elde

edilmis olur.

Qr acik bolgesinde uy, (x, t) fonksiyon serisinin siirekliligine bakilsin.

Burada

t
Uy (X, 1) = —16 Z k coserkxgoZke‘(z’“f)zt—f0 a(s)ds
k=1

— 16m2(1

- X) Z k? Sin27th<p2ke‘(2k”)2f—f(fa(S)ds
k=1 (4.29)

t
— 16m? Z k2 cos2mkx @y, e~ @km t=ly als)ds
k=1

t
+ StZ(an)3 C0s2mkx(pyy e~ Zkm*t=ly als)ds
k=1

bicimindedir.
@(x) fonksiyonu /0,1] araliginda siirekli ise stmirhidir. Oyle ki

AM >0: |px)| <M (4.30)

o0 halde
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{ |2kl <M
lp2k—1| =M

olur.

Yukaridaki seriler ayri ayri goz éniine alimirsa asagidaki sonug elde edilir.

t <t < T olacak sekilde Q1 bolgesinden t > 0 alinsin.

( Z k cosanxq)zke_(Zk")zt‘fota(s)ds <M Z ke—(2km?t
(’)€0=1 k0=01
z k? SiTlZn’kX(kae_(Zk")zt_fota(s)ds <M z kZe—(an)zf
o ! k=1
1 Z k2 cos2mkxqyy,_ e~ @emit-lyal)ds| < MZ 2o - (2km)?E
k=1 k=1

z (2km)? cos2mkx e @km =l al)ds
k=1

” .. L - 2f
Ustten sumirlayan serinin genel terimi ¢, = ke (2km) t,

< M) (2km)SeGkn'E
k=1

- 2F
Cp = kze (2km) t,

(4.32)

k3e~(@km)*t bicimindedir. Bu seriler Dalambert Olciitiine gore yakinsaktir. Ustten

simwrlayan seri yakinsak oldugundan incelenen seriler diizgiin ve mutlak yakinsaktur.

Boylece u,,(x,t) € C(Qr) elde edilmis olur.

Benzer sekilde u;(x,t) € C(Qr) oldugu da gosterilir.
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t
ue(x, t) = —2a(t)<poe—fo a(s)ds
—4(1

—x) ) [2rk)?
+ a(t)]sin2mkx @, e

— 2
4 ;[(an) s

t
+ a(t)]COSZR’kX(ka_le_(Zk”)zt—fo a(s)ds

+ (16mta(t)

—(an)zt—fota(s)ds

t
— 16m) Z k cos2mkx 4nk<p2kte‘(2kﬂ)2f—f0 a(s)ds
k=1

t
+8 ) (2km)’ cos2mkx Ak te @ tlya)as
k=1

u; (x, t) fonksiyonundaki seriler benzer sekilde iistten sinirlandwrilabilir.

oo

z k2 sin2mkx e~ G-l a®ds| < z k2o~ 2km)?
k=1 k=1

.

oo

Z sin27‘th<p2ke"(Zk")zt‘f;a(s)ds <M Z e~ (2km)*t
k=1 =1

Z kzcosanxgoZk_le‘(Zk”)zt‘fcf“(S)ds <M Z J2 o~ (2km)%E
= e (4.34)

(o]

Z sinanxgoZR_le‘(Zk”)zt‘fota(s)ds <M z o~ (2km)?E
k=1 k=1

2 kcos2mkx e~ Ckm*t=lyads| < Z ko~ @Kkm)?
k=1 k=1

z k3cosanxgoZke‘(Zk”)zt‘fota(s)ds <M Z K3 o~ (2km)2E
k=1 k=1

\

tistten simirlayan serilerin yakinsak oldugu kolaylikla goriiliir. O halde seriler mutlak

ve diizgtin yakinsaktir. Boylece u;(x,t) € C(Qr) oldugu soylenir.
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a(t) fonksiyonu icin (1.11) kosulundan faydalanacak ve (1.11) kosulunun her iki tarafi
t’ve gore tiirevi alinacaktir. Bu yiizden u.(x,t) € C(Qr) kosulunun saglanmasi

gerekir.

co

Z kzsinanx(kae_(Zk”)zt"fota(s)ds < Z k2@
k=1 k=1

[oe] oo

t
z sin2mkx @, e~ M t=fpalds| < ZI(kaI

(00} oo

t
Z k2cos2mkx @y, e~ @k t-lpa®ds| < Z k?|@2x-1l
< k=1oo k0=01 (4.35)

t
Z sin2mkx oo~ FM t=fyal®ds| < pg Z|<P2k—1|
k=1 k=1

t
Z kcos2mkx e Fmit=lyads| < z k|l
k=1

Z k3c0_<>‘27't.lcx<,02ke_(Z’IC’T)Zt_fota(s)dS <M Z k3@
k=1 k=1

\

Ustten simrlayan serilerin yakinsakligr oncekilere benzer sekilde gosterilebilir.
Béylece iistten sinirlayan serilerin yakinsakligindan sinirlanan serilerin diizgiin ve

mutlak yakinsak oldugu goriiliir ve u,(x,t) € C(Qr) saglanir.

Sonug olarak (Al)-(A2) kosullart altinda yukaridaki serilerin majorant serileri
mutlak yakinsak oldugundan Qr kiimesinde x’e gore kismi tiirevieri diizgiin
yakinsaktir. Bu sebeple u(x,t), u.(x,t) ve u,(x,t) toplamlar: Qr de siireklidir.
Ayrica serilerin t'ye gore 1.mertebeden ve x’e gore 2. mertebeden kismi tiirevieri Qr
kiimesinde diizgiin yakinsaktir. Béylece u(x,t) € C*1(Qr) N CY°(Qr) elde edilmis
olur.

(1.11) denkligi (A;) kosulu altinda t 've gore diferansiyallenirse

1

u:(0,t) + f u(x,t)dx =g'(t) 0<t<T (4.36)
0

Boylece

a(t) = Pla(t)] (4.37)
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a(t t 241k -0~ KT = Jy a(s)ds
Pla(t)] = () —g'(®) - z .
- 4Z(an)2 [(<p2k_1 (4.38)
k=1
— 47Tk(,02kt)e_(Zk”)zt_fota(s)ds]]
elde edilir.

C*[0,T] = {a(t) € C[0,T]:a(t) = 0} (4.39)

biciminde tamimlansin.

(A1)3 Ve (A;)3 kosullar altinda

P:C*[0,T] > C*[0,T] (4.40)

operatoriine bakilsin. C*[0, T] de P operatériiniin yeterince kiigiik T 'ler i¢in sikigtiran
tasvir oldugu gosterilebilir.

Hakikaten
VYa(t),b(t) € C[0,T] igin

|Pla(®)] = P[b(D)]|

< 4(2km)?| ||efoawas
| (t)lz ( ) P2r-1 |

—e fo b(s)ds

(4.41)

(t)|Z|8kn— 16kt (2km)? || e~ o @)

e~ fo b(s)ds

elde edilir.
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> 4@kl gzl = o1
k=1

\ ZISkn — 16knt (2km)?|| @] = c2 (4.42)
k=1
1 —
y otsr g
bi¢iminde gosterilsin.
e—fota(s)ds _ e—fotb(s)ds (4.43)

ifadesine ortalama deger teoremi uygulanirsa

e—fota(s)ds _ e—fgb(s)ds

( t t
I| =eY j a(s)ds—j b(s)ds
! . ° 0 (4.44)
L —f a(s)ds <w < —f b(s)ds
0 0
a(t) = 0ve b(t) = 0 oldugu icin w < 0 olur. Boylece e” < 1 elde edilir.
Buradan
e~ Joa)ds _ o= [yp()ds| < T max |a(t) - b(0)| (4.45)
vazilabilir.
Son egitsizlikten
— < —
max|Pla(t)] — P[b(D)]] = amax]a(t) — b(t)] (4.46)

elde edilir.

Burada a = c3(cq + ¢3)T olarak yazilir. « < 1 durumunda Banach Sabit Nokta
Teoremi geregi (4.37) denkleminin a(t) € C*[0, T] olacak sekilde tek ¢oziimii vardir.
a(t) fonksiyonu (4.15) 'da yerine yerlestirilirse u(x, t) fonksiyonu elde edilir.
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Simdi de (1.8)-(1.11) ters problemi i¢in (a,w) ¢oziim ¢iftinin tekligi gosterilsin.
Bunun igin (1.8)-(1.11) ters probleminin baska bir (b,v) ¢oziim ¢ifti oldugu
varsaylsin.

O halde (4.15) ¢oziimiiniin gosteriminin tekligi goz dniine alinirsa

u(x,t) —v(x,t)

= [@o (e—f(fa(s)ds _ e—f;b(s)ds)]XO(x)

n [(kae—(zkn)Zt (e‘ Jy b(s)ds

NgE

=
1l
=

— e~ b8 )| Xy, () (4.47)

s

+ [(<P2k—1

&
1l
Juy

— 41k pyt)e~ kMt (e‘fcf 42

—e fo a(s)ds)] Xore-1(x)

seklinde yazilabilir.
1 (o]
a(®) = b(E) = == > A2m)*pgpy e~ (7o e
g(t) &t
_ e—féb(s)ds)
_ LZ 24k (4.48)
9() &u

t
— 16kt (2km)?t] @, e~ @km*t (e—fo a(s)ds

_ e—fotb(s)ds)

olarak elde edilir. Coziimiin varliginda uygulanan degerlendirmeler ayni sekilde

burada da uygulanirsa

lla = bllcrory < @lla — bll¢o,m

elde edilir. « < 1 i¢cin a = b elde edilir. (4.47) ifadesinde a = b esitligi goz oniine

alindiginda u = v elde edilir. Teoremin ispati tamamlanmistir. B
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5. COZUMUN GIRIS VERILERINE BAGLI LiPSCHITZ
SUREKLILIGI

Bilindigi iizere 1. Boliimde bir problemin iyi tanimli olmasi i¢in gerekli sartlar
verilmigtir. 4. Boliimde bu sartlarin ilk ikisi olan problemin ¢ézlimiiniin varligi ve
tekliginden bahsedilmistir. Bu boliimde ise iyi tanimliligin son sart1 olan problemin

¢ozimiiniin giris verilerine gore Lipschitz siirekliliginden bahsedilecektir.

Teorem 5.1: (A1) ve (A2) kosullart altinda (1.8)-(1.11) problemi i¢in elde edilmis

olan (a, w) ¢oziim ¢ifti giris verilerine gére Lipschitz siireklidir.

Ispat5.1: @ ={p,g} ve d = {p, g} kiimeleri, (A1) ve (42) kosullarin

saglayan giris verilerinin kiimeleri olsun

@] = (”g”cl[o,T] + ”‘P”c3[0,T]) (5.1)

”(5” = (”g_”cl[o,T] + ”‘ﬁ”c3[0,T]) (5-2)

ile gosterilsin. Ayrica M; > 0, i = 1,2,3 sabitleri i¢cin

0<M <lgl, lellczomy =Mz lgllcrpor = M3 (5.3)

0<M <|gl, N@llczory =Mz NGllcrpory < M3 (5.4)

saglansin. (1.8)—(1.11) probleminin sirasiyla ® ve @ kiimelerine karsilik gelen

coziimleri (a,u) ve (a, ) olsun.
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u(x, t) — u(x, t)

-t atsas
= [‘PS ° - @5 X°(x)

—e_fota(s)ds] 0

~2km)2t~ [} a(s)ds

NgE

+ [‘PZke

&
1l
=

_(2k7r)2t fa(s)ds]X (x)

[<p2k_1e_(2k”)2f—fota(5)ds (5.5)

+
M §

&
1l
=

16_(2kn')2t—f0tc_l(s)ds] Xy (%)

|
Sl
[\S]
?:‘

Ms

[47Tkt(p o~ (2km)?t— Jy a(s)ds

&
1l
ey

t_
— 4mkt Gope” Bk o a(s)ds] Xak-1(%)

farkindaki ve

g' () g(t)>

00 = (G55

(2km)2t~ [} a(s)ds

N Qr-—1€
- ;4(21@2 ( —

_(ZRT[)Zt—fotc_l(s)ds)

Por-1€

g(®)
(5.6)

- 4Z[Z4kn
k=1

~(2km)2t~ [ a(s)ds
— 16kmt(2km)?] <

g(t)

Prr€

Pore

k-t aas
g )

farkindaki terimler degerlendirilsin. Oncelikle a(t) — a(t) fark: incelensin.
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g g 9'(g - g)‘ ‘g' - g" M, 1 _
——==< — |+ === lg-gl+-19' -7
‘g g‘ ‘ 99 g 12 M,

M (5.7)
< M,(max|g — gl + maxlg’ — §') = Mllg — gllcijor
M, 1
M4 = max(M—lz,E) (58)
> - 2¢— ¢ — _ 24 t_
k=1 g(®) g
- i oo [Painem @ a0
¢ t
_ (ﬁZk_le_(ZkT[)Zt_fO a(s)ds N ¢2k_1e—(2k1'[)2t—f0 a(s)ds
g(t) g(t)
_ qBZk_le—(Zk”)zt—fotd(s)ds . ¢2k_le—(2kn')2t—f0td(s)ds
g(t) g(t)
_ ‘ka—le_(Zk”)zt‘fcfd(S)dS
g
(5.9

- Z k* [ t [P2k-1 — @2k—1]€_(2kn)2t_f° a(s)ds
~ Lg(0)

[E

+

= —(2kn)2t[ —fta(s)ds_ —ft&(s)ds]

Pork-1€ e -0 e -0

g(t)

4 1 1 ]_
9@® gl PHe
4CM,

M,*

—(Zkﬂ)zt—fotd(s)ds]

<

B 4CM, B
lg — gll¢ijor; + —5—Tlla — allcor

M,
4C B
+ E lp — @l 310,13

= Msllg — gllcifor) + MeTlla — allcio,r
+ M;llo — @llc3poq)

benzer sekilde diger terimler de sinirlandwrilir.
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> 1 2 t 1 2 t-
k( ® o~ (2km) t—Jfya(s)ds _ S— e~ (2km) t=J, a(S)dS)
‘Z g " g

o 1 .
- Z k ( (P21 — ¢2k]€_(2k")2t_f° a(s)ds
£ \g(1)
1

(t) e —(2km)?t [ - [y a(s)ds _ e—fotd(S)dS] (5.10)

—(2k1t)2t—f0td(s)ds>

P2k
[ g(®) g(t)] 2k
< Mgllg — g_”cl[o,T] + TMg|la — C_l“C[O,T]
+ Mol — 95||c2[0,1]

Z e—(Zch)Zt—fota(s)ds
(f)

1 A,
A —(2km)%t—| a(s)ds)
— P2k 0
g(t)
N 3 1 — —(2kn)2t—fta(s)ds
: Zk t(%[(PZk_(pZR]e 0
=1 (5.11)
1 t t_
+—— @y —(2km)?t [ —Jya(s)ds _ e_fo a(s)ds]
g(t)
[_ _ _] Bok —(an’)zt Jo a(s)ds)
g@®) g

<TMyllg - g”cl[o,T] +T?My;|la - a_”C[O,T]

+ TMysllep — §5||c4[0,1]
Burada M,k =4,5,...,13 sabitleri M;,M, ve M; tarafindan belirlenen

sabitlerdir. Ayrica degerlendirme yapilirken Bessel ve Cauchy egitsizlikleri ve (A7),

kosulu yardimuyla
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1

N 1 w1
Z k% Qa1 = @) z Ef[B(p”(x) + x"" (x)]sin(2mwkx)dx
k=1 k=1

0
N 2\ 3
1\?|
< Zﬁ | Z fxq)”’(x)sin(anx)dx
k=1 [ k=1 \po
o 1 2\ 2
+ Z f3<p”(x)sin(2nkx)dx
k=1 0 J

< C[ggggﬁglxw ()] +gggsagl3<p (X)I]

< ¢ |maxle" (@] + 3 max|e” ||

< 4C”(P”c3[o,1]
00 o 1
1 1 p ]
Z kool = WZE jgo (x)sin(2mkx) | dx
k=1 k=1 0
1
o) 1 % o) 1 2\ 2
< (Z ﬁ) Z jga”(x)sin(anx)dx
k=1 k=1 \o
< € max|e” ()] < Cligllczgo,)
00 [ 1
3 1 1 ' ]
Zk |02 | =WZE @'V (x)sin(2mkx)| dx
k=1 k=1 0
1
o) 1 % [e%) 1 2\ 2
< (Z ﬁ) Z j(p’”(x)sin(anx)dx
k=1 k=1 \o

< ngggclkpm(xﬂ < Cllellc+po,13

degerlendirmeleri géz oniine alinmistir.

Sonuc¢ olarak

(5.12)

(5.13)

(5.14)
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A -=M)lla—allcior < M15(||g = gllcrpory + llo — §5||c3[0,1])

elde edilir. Burada

M14 = 87TT(2T[M6 + 87T2TM12 + 3M9)

seklindedir ve yeterince kiigiik T ’ler i¢cin My, < 1 saglanir.

M, = max(M, + 16m%Ms + 24ntMg + 6413TM,,, 1672 M,
+ 24ntM;, + 64m3TM,3)

seklinde secildiginde,

la = allcor) < Miell® — 2|

elde edilir ki burada

seklindedir.

Simdi u — U farkindaki terimler incelensin.

fota(s)ds fotd(s)ds

Poe — poe

fota(s)ds _ —fotd(s)ds

< Ipol [e” e

+ e ha®ds| o _ 5]
< TMlla — all¢o,r) + llo — @llc2p04]

(5.15)

(5.16)

(5.17)

(5.18)

(5.19)

(5.20)
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Z |(p2ke_(2kn)2t_f°ta(s)ds - @Zke_(Zk”)zt‘fotd(S)ds

k=1

< |e—f0ta(5)d5 _ e—fotd(s)ds

> loud
= (5.21)

t
+ e hoa@ds Z|(P2k — P2l
k=1

< CTM1||a - a_llc[O’T] + C”(p bl (ﬁ”CZ[O,l]

[oe]

- 2.t _ 3 2, [t~
z |‘P2k—1e @kn)it=fp als)ds _ g, _ e~ @km7t=fyals)ds

k=1

< |e—fota(5)ds _ o~ Joao)ds

> 1ozl
k=1 (5.22)

t
+ e~ Joads Z|<P2k—1 — Par-1l
k=1

< CTM;lla — C_l“c[o,T] + Cllo — 95”02[0,1]

o)

Z |4’Tkt<p2ke‘(2"”)2t‘f<f A _ gyt G,y e~ @RmP=Sy as)ds
k=1

[ee]

kl@axl
k=1

< 4nT |e‘fota(5)d5 _ e~ ha®as

(5.23)
t
+ 4nTe lo s Z klpak — @2l
k=1

S CT2M1I|a - allc[O’T] + CT”(p —_ (p”cz[o'l]

lu = tllcgp < (TMy + 2CTMy + CT?M;) |la — allcjo,ry (5.24)
+ 1420+ CDllg = Fllaro |

elde edilir. O halde

lu — ey < Mysll® — @l (5.25)

seklinde yazilabilir.
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Burada degerlendirme yapilirken Bessel ve Cauchy esitsizlikleri ve (A1), kosulu

yvardimuyla
1

190l = | [ x0@)dx| < maxlo@ < lollcon < Il

0

k§|<ﬂ2k| = Zﬁ fQD'(X)COS(anx)dx
= %(i %) i fﬁﬂ'(x)cos(anx)dx

k=1 k=1 \o

N |-

< Clle'll 0,00 < Cll9'llcro,11 = Cllo'll¢c2j0,1]

(0]

> 02l = Z f (0 + x9'())sin(2rkx) dx
k=1 0

k=

(S (5 Jooo

1

2\ 2

+ x<p’(x))sin(2nkx)dx <Cllo +x¢'llL,01)
<Cllg + ¢II|C[O,1] < C||§0'||c2[o,1]

degerlendirmelerinden yararlaniimigtir. B

2\ 2

(5.26)

(5.27)

(5.28)
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6. SONUC ve ONERILER

Bu ¢alismanin esas amaci yerel olmayan smir kosullu ve integral ek kosullu
parabolik denklemin katsaymnin belirlenmesidir. Yapilan bu calismanin sonucunda
asagidaki sonuglar elde edilmistir.

Ortogonal olmayan bir fonsiyon sisteminin Riesz bazi oldugu gosterilmistir.

Yerel olmayan sinir kosullu ve ikinci tip integral ek kosullu parabolik denklemin
1s1 kapasitesi katsayisinin belirlenmesi problemi igin bu problemin ¢6ziimiiniin varligi,
tekligi ve giris verilerine gore Lipschitz Siirekliligi i¢in gereken kosullar belirlenmistir.
Belirlenen bu kosullar altinda problemin ¢éziimiiniin varligi, tekligi ve giris verilerine
gore Lipschitz Siirekliligi gosterilmistir.

Oneriler de asagidaki sekilde verilebilir.

Katsayr bulma ters probleminin niimerik ¢6ziimii sonlu farklar veya sonlu

elemanlar yontemiyle incelenebilir.
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