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OZET

Bu tez calismasinda, sonlu ve yart sonsuz araliklarda birinci mertebeden
hiperbolik denklem sistemleri igin sirastyla diiz ve ters baslangig-sinir deger ve ters
sagilim problemleri géz oniine alinmugtir. [k dnce, sonlu aralikta iki hiperbolik
denklemden ibaret sistem igin diiz problemin teorik ve niimerik ¢oziimleri igin
sirastyla karakteristikler metodu ve sonlu farklar metodu kullanilmistir. Bu sistemin
katsayilar1 yalmzca mekan degiskenine bagli oldugunda ters problem igin
karakteristikler metodunun ve yalnizca zaman degiskenine bagli oldugunda ise sonlu
farklar metodunun uygunlugu gosterilmistir. Ayrica niimerik yontemin kararliligi
orneklerle desteklenmistir. Daha sonra, sonsuzlukta sinir kosullu birinci mertebeden
hiperbolik sistemin yar1 eksende ikinci tip Volterra operatorii ile ifade edilebilen
¢ozimiinin mevcut olma kosulu belirlenmistir. Bu kosul baz alinarak birinci
mertebeden hiperbolik sistem i¢in bazi kanonik formlar (Dirac sistem vs.) verilmis
ve yar1 eksende birinci mertebeden hiperbolik sistem igin ters sagilim problemine bu
kosulun uygunlugu gosterilmistir. Son olarak, sir kosulunda singiiler gegis matrisi
iceren stasyoner olmayan matris Dirac denklemi igin yari eksende ters sagilim
problemi géz niine alinmugtir. Gegis matrisinin ranki ile iligkili bir potansiyel sinufi,
sacilim operatorii vasitasiyla tek sekilde belirlenmigtir ve sagilim operatdriintin

tasviri yapilmugtir.

Anahtar Kelimeler: Ters Problem, Birinci Mertebeden Hiperbolik Sistem,
Karakteristikler Metodu, Sonlu Farklar Metodu, Sa¢ilim Operatorii, Dioniigiim

Operatorii.



SUMMARY

In this thesis, the direct and inverse initial boundary value problems and
inverse scattering problems for the first order systems of hyperbolic equations are
considered on a finite interval and semi finite interval, respectively. First of all, the
method of characteristics and the finite difference method are applied to the
theoretical and numerical solutions of the direct problem for a first order system of
two hyperbolic equations on a finite interval, respectively. Moreover the suitability
of the method of characteristics for the inverse problem of finding solely space-
dependent coefficients and the finite difference method for solely time-dependent
coefficients of this system are shown. Also, the stability of the numerical method is
supported by the examples. Then, a condition for the first order hyperbolic system on
the half-axis (with a boundary condition at infinity) to have a solution that can be
expressed by the second kind Volterra operator is we established. On the basis of this
condition, some canonical forms (for instance Dirac-type system) of the first order
hyperbolic system can be sorted. The suitability of this condition in inverse scattering
problem for the first order hyperboli¢ system on the half-axis is given as an
application. Finally, the inverse scattering problem for a non-stationary matrix Dirac
equation on the half-axis with the boundary condition which includes a singular
transmission matrix is considered. A class of potential related to the rank of the
transmission matrix is determined for which such a potential is uniquely
reconstructed from the scattering operator and the description of the scattering

operator is given.

Key Words: Inverse Problem, First Order Hyperbolic System, Method of
Characteristics, Finite Difference Method, Scattering Operator, Transformation

Operators.
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1. GIRIS

Birinci mertebeden hiperbolik denklem sistemleri dalga yayilimi ile alakali
birgok fiziksel siireci izah etmektedir. Ornegin, elastiklik teorisinin dinamik
denklemleri, elektromanyetik osilasyon ve akustik denklemleri igin bu tiir sistemler
mevcuttur. Transfer siirecinin diizlemsel simetrik olmas1 ve hizin sonlu sabit sayida
yone sahip olmasi varsayimlart altinda tek hizli transfer denkleminin bir birinci
mertebeden hiperbolik sisteme indirgenmesi bu tiir sistemlere gergeklik kazandirmak
i¢in bir érnektir [1]. Birinci mertebeden hiperbolik sistem igin ters problemler,
uygulamali matematik ve matematiksel fizik alanlarinda 6nemli rol oynamaktadir.
Birinci mertebeden hiperbolik sistem igin ters problem derken bu problemin
¢6zlimiiniin bazi fonksiyonellerinden problemin katsayilarinin belirlenmesi problemi
anlasilir. Birinci mertebeden hiperbolik sistem igin ters problemlerin gravitasyon,
jeoﬁzik, deprem bilimi ve dalga yayilimi igin sagilim problemlerinde birgok sonucu
elde edilmistir.

Hiperbolik sistemin sonlu aralikta ve yari eksende verilmesine bagli olarak
sirastyla, araligin uglarinda verilenlere gore katsayi bulma ters problemi ve sagilim
operatériine gére katsayi bulma ters sagilim problemi ¢ok énemlidir.

Sisteme sonlu aralikta bakiliyorsa uglarda verilenlere gore katsayr bulma ters
probleminde aranan 6zellikler; problemin ¢oziimiintin varhgi-tekligi ve verilenlere
stirekli bagli olmasidir. Bu &zellikler bakilan ters problemin iyi tanimli olmasini
belirler. Bu ise ters problemler teorisinde biiyiik 6nem arz eder.

Miihendislik ve fizikteki bazi problemler, sonlu aralikta hiperbolik baslangig-
sinir  deger problemleri ile modellenmistir. Matematiksel literatiirde birinci
mertebeden hiperbolik denklemler sistemi i¢in baglangig-sinir deger problemleri
onemli yere sahiptir. Bu simiftaki problemler, iletken teldeki elektrik osilasyonu ve
telin soniiklestirme terimli kiigiik titresiminin matematiksel modellemelerinde ve gaz
dinamigi ile akustik dalga propogasyonu problemlerini igerir [2], [3]. Son yillarda bu
tiir problemlerin ¢ézlimiine ilgi artmistir [4]-[6].

D = {(x,t):0 < x < [,t > 0} bolgesinde



dv dv
—_—+Q(x:t)u = OJ

gt ~7dx
(1.1}
s + o +plx,t)v=20
AT PR Ao
iki denklemli hiperbolik sistemi
u(0,t) = g1(6), v(L)=g2(t), t=0, (1.2)
sinir kosullart ve
u(x,0) =), v(x0) =9k, 0=x<l (1.3)

baglangi¢ kosullar: ile g6z dniine alinsin. p(x,t) ve q(x,t) katsayilan1 bilindiginde
(1.1) sistemi, (1.2) sinir kosullari ve (1.3) baslangi¢ kosullarindan {u(x, t), v(x, t)}
ciftinin bulunmasi baglangig-sinir deger problemine diiz problem denir. (1.1) sistemi
icin diiz problem [3] ,[7], [8] referanslarinda yeteri kadar incelenmistir.

p(x,t) ve q(x,t) katsayilarn bilinmediginde ise (1.1) sistemi, (1.2) sinir
kosullari, (1.3) baglangig kosullari ve bazi ek kosullardan {u(x,t), v(x, t)} cifti ile
beraber {p(x,t),q(x,t)} ¢iftinin bulunmas: problemine ters baslangig-simr deger
problemi denir. Katsayilar hem zaman hem de mekan degiskenlerine bagli oldugunda
birinci mertebeden hiperbolik sistem igin ters baslangig-sinir deger problemi ne
teorik ne de nilimerik olarak incelenmistir. Sirasiyla [9]-[11] ve [12]-[14]
referanslarinda ters Cauchy ve ters sagilim problemleri birinci mertebeden genel
hiperbolik sistem igin incelenmistir. Bu galismada amag ters baslangig-simir deger
problemini katsayilarinin yalnizca bir degiskene bagl oldugu hali incelemektir [15].

Eger ek kosullar

ull; £) = hy(t), v(0,t) = h,(t), t =0, (1.4)



seklinde ise (1.1)-(1.4) ters problemi igin katsayilar yalnizca mekan degiskenine
bagli oldugunda karakteristikler metodu, katsayilar yalnizca zaman degiskenine bagh
oldugunda ise sonlu farklar metodu uygundur. Katsayilar yalmzca bir degiskene
bagl oldugunda (1.1) sistemi igin gesitli ters baglangi¢-smir deger problemleri teorik
olarak [4]-[6], [8], [16], [17]’da, niimerik olarak ta [17]-[20] referanslarinda goz
oniine alinmigtir.

r(x) pXx)
q(x) s(x)

sinir deger problemi iki farkli takim (1.2) sir, (1.3) baslangi¢ ve (1 4) ek kosullar

Referans [7]’de [ ] matris katsayili (1.1) sistemi igin ters baglangig-

ile incelenmistir. Bu teknik, 6z eslenik ve yalnizca mekan degiskenine bagl katsayili
(1.1) sistemi igin x = 0 yan diizleminde (1.4) ek kosulunun ikinci kism kullanilarak
[4]’de uygulanmustir.

Yalnizca mekan degiskenine bagli katsayili (1.1) sistemi igin katsayilardaki
konsantrasyon parametresinin bulunmasi ters baslangig-sinir deger problemi x = 0
yar1 diizleminde v(0,t) = hy(t), t =0 ek kosulu kullanilarak [16]’da invaryant
gomme metodu ile incelenmistir. Ayrica [19]°da bu problemin matris durumuna
genellemesi galigilmugtir.

Ayni zamanda (1.2), (1.4) sinir kosullan ile yalmzca mekan degiskenine bagli
katsayili iki denklemden ibaret birinci mertebeden hiperbolik sistem icin baz1
bilesenlerin bulunmast ve bu sistemin 2n boyutlu matris genellemesi sirasiyla [5] ve
[6] referanslarinda bazi spektral ozellikler kullamlarak ve bu probleme uygun
spektral dontisiim operatorii teknigi uygulanarak incelenmistir. [14]’te yalmzca
mekan degiskenine bagh katsayili (1.1) sistemi igin ters baglangig-simr deger
problemi, q(x) = —p(x) durumunda u(0,¢t) = v(0,t) = h,(t), t = 0 etki-tepkisi
ile Gelfand-Levitan teorisi kullanilarak incelenmistir.

Benzer hiperbolik ters problemler [2], [7], [22] referanslarinda bulunabilir.

(1.1) sistemi igin ters baglangig-sinir deger problemi igin sonlu farklar metodu
{izerine yeteri kadar calisma olmadigindan sl sayida makale mevcuttur.
Katsayilarin yalnizca mekan degiskenine bagli oldugu durumda (1.1)-(1.4) ters
problemi i¢in sonlu farklar metodu elverisli olmadigt icin var olan galismalarda bu
metot direkt olarak probleme uygulaniimamistir. Sonlu farklar metodu, [18]-[21]
referanslarinda gdz Oniine aliman ters problemlere denk integral denklemlere
uygulanmustir. Bu ¢aligmada katsayilar yalmzca zaman degiskenine bagli oldugu

durumda (1.1)-(1.4) ters problemine sonlu farklar metodu direkt uygulanacaktir.



Referans [23]’te dalga denklemi igin zaman degiskenine bagh bilinmeyen
kuvvet fonksiyonunun bulunmasi ters problemi sonlu farklar metodu kullanilarak gz
Oniine alinmistir. Ayni metot [24]’de dalga denklemindeki titresim yapisi iizerine etki
eden mekan degiskenine bagh kuvvet fonksiyonunun bulunmasi igin kullanilmistir,
Ayrica dalga denklemi igin mekan degiskenine bagli katsayinin belirlenmesi
problemi sonlu farklar metodundan baska diger metotlar (adaptive hybrid finite
element/finite difference ve globally convergent method) ile de [25]-[27]
referanslarinda incelenmistir.

Sisteme yar1 eksende bakiliyor ise sistem igin ters sagilim problemi sagilim
operatdrii veya sagihm verisi yardimu ile sistemin bilinmeyen katsayilarini belirleme
problemidir. Bir ters sagilim probleminde su ozelliklerin saglamasi talep edilir:
Cozimiin tekligi, katsayilar1 elde etme algoritmasinin verilmis olmasi ve sag¢ilim
operatdriiniin karakterizasyonu.

Yar1 eksende hiperbolik tipli sistemler i¢in ters sagilim problemlerinin
incelenmesinde ¢oziimiin Volterra tipli integral gosterimi énemli rol oynar. Bu tiir
bir gdsterim sonsuzluktaki doniisiim operatériinden elde edilebilir.

Doniislim operatorii, ilk olarak 1950'lerde Gelfand, Levitan ve Marchenko
tarafindan Sturm-Liouville operatorii igin ters sagllnln problemi ile baglantili olarak
ortaya konmustur [28], [29]. Klasik manada doniisiim operatorii pertérb edilmemis
Sturm-Liouville denkleminin ¢dziimiinti, pertorb edilmis Sturm-Liouville
denkleminin ¢dziimiine (Jost ¢ozlimii) doniigtiiriir. Bu durumda doniisiim operatorii,
birim operatdr ile belli bir Volterra integral operatoriiniin toplami seklindedir.
Cozimiin bu sekildeki integral gosterimi adi diferansiyel denklemler sistemi igin ters
sagilim problemlerinin incelenmesinde temel olusturur [30], [31].

Doniisiim  operatdrii metodu aym1 zamanda kismi tiirevli diferansiyel
denklemler igin ters problemlere de uygundur. Bu metot [32]'de L. P. Nizhnik
tarafindan iki denklemli birinci mertebeden hiperbolik sistem (iki bilesenli stasyoner
olmayan Dirac sistem) igin ters sagilim problemine basari ile uygulanmistir. Bu
durumun tersine, x—+oo'daki sinir kosullari ile n (n>2) denklemli birinci mertebeden
sistem daha karmagik bir yapiya (dontisiim operatorii matris integral operatoriidiir
fakat Volterra tipli degildir) sahiptir [33]. Bu durum, bu tiir sistemler igin ters sagilim
problemlerinin ¢6zlimiinii zorlastirir. Hiperbolik denklemler sisteminin Volterra tipli
integral doniisim operatoriine sahip oldugu bazi 6zel durumlar [34], [35]'te

incelenmigtir.



x>0 yar1 ekseninde

ap oY
o5 —a-=QmtY, tER (1.5)

birinci mertebeden hiperbolik denklemler sistemini

sinir kosulu ile gbz 6niine alinsin.

Burada o =diag{é;, ....&), &2 2 &> 0> 4 =2 2 &, olmakla
sabit késegen matristir, Y4 ve ¥, 1 vektor fonksiyonunun sirastyla ilk m ve sonn —
m bilesenidir, H, n —m X m tipinde sabit gecis matrisidir ve Q(x,t) kompleks
degerli lgiilebilir hizli azalan (Schwartz) bilesenli matris fonksiyonudur.

Burada amag (1.5) sisteminin x—+w'da Volterra tipli doniisiim operatériiniin
olmas: ve yar1 eksende birinci mertebeden hiperbolik denklemler sistemi igin ters
sacilim problemine bunun uygulanmasinin miimkiinati i¢in kosullar belirlemektir
[36]. Eger (1.5) sisteminin x—-+'da birim operatdr ve belli bir Volterra integral
operatériiniin toplami geklinde ifade edilen doniigiim operatorii mevcut ise bu sisteme
kanoniklestirilebilir denilecektir. Kanoniklestirilebilir (1.5) sistemi igin n = 2m

durumunda iki farkh

Y,(0,t) = Hp1(0,8), detH, # 0, k=12,

(17)
det(H, — H,) # 0

sinir kosullarina karst gelen sagilim problemlerinin sagilim operatorleri bu sistemin
katsayilarini tek tiirlii belirler.

Biitiin eksende, (1.5) sistemi igin ters sagilim problemi [32]'de Gelfand-
Levitan-Marchenko (GLM) tipli lineer integral denkleminden, [37]'de ise Riemann-
Hilbert probleminden yararlamlarak kapsaml big¢imde incelenmistir. Genel olarak,

yar1 eksende ters sagilim problemleri iyi tanimli olmayan (ill-posed) problemlerdir.



Ciinkii gdz oniine alinan ters sagilim probleminin ¢dzlimiiniin tekligini garanti etmek
icin bu sagilim probleminin yeterli niceliklerini belirmekte temel zorluklar vardir.
Bazi 6zel durumlar [34], [35]'de incelenmistir. Fakat, genel olarak (1.5) sistemi igin
ters sagilim problemlerinin matematiksel formiilasyonu agik bir problemdir. Yari
eksende, (1.5) sistemi igin sag¢ilim operat&riintin Volterra tipli faktoérizasyonunun (M.
G. Krein faktorizasyonu) olmasi ters sagilim probleminin ¢éziimiinde énemli rol
oynar. Bu nedenle, (1.5) sisteminin kanoniklestirilebilirligi ¢nemlidir. Bu tiir
faktorizasyonlar kullamilarak, ters sagilim problemi GLM tipli integral denklemler
olarak bilinen matris integral denklemine indirgenir. Ikinci tip Fredholm
operatdrlerinin faktérizasyonu igin M. G. Krein teorisi hakkinda detayl bilgi [32],
[38], [39]'de bulunabilir.

(1.5) hiperbolik denklemler sistemi, stasyoner olmayan ortamda hizlar &, k =
1,7 olan birden ¢ok hizli dalgalarin etkilesimini ifade eder. Bu nedenle, uygun kismi
diferansiyel denklemin katsayilari yalniz uzayda degil ayn: anda zamanda da degisir.
Zamana bagli model problemler, elektromanyetik dalga teorisinde, akustik ve optikte
mevcuttur [40], [41]. Dalga yayilimi i¢in uygulanan gelencksel model genel olarak
zamandan bagimsiz katsayili da.lga denklemidir. Buna Ornek olarak elektrik
miihendisligindeki linye hatlar1 arasi etkilesimin modeli ve elastiklik teorisindeki
Timoshenko kiris modeli séylenebilir. Bu modellere uygun sistem, katsayilar1 yalniz
uzay degiskenine bagl iki hizli ikinci mertebeden hiperbolik sistemdir. Tepki
operatdriinden (girdi-gikt: iligkisi) bu tiir sistemler igin katsayilarin bulunmas: ters
problemi [42]-[45]'te incelenmistir. Ozellikle [42]'de dalgalar arasi etkilesimin ortaya
¢ikardigi bazi etkilerin (6nciil dalganin mevcutlugu, dalgalarin sekillendirilmesi vs.)
elde edilmesi 6nem arz eder. Bu calismada aymi zamanda 0 < x <h sonlu
araliginda lokallesmis simetrik potansiyel ile eksende ters sagilim problemi goéz
éniine almmustir. Burada x <0 ve x = h igin sirasiyla yansima ve gegis
katsayilarimin fundamental matrisini iceren sagilim verileri vasitast ile potansiyelin
elde edilebilecegi ispatlanmustir. [32], [34]-[36], [39] referanslarinda birden ¢ok hizli
sistem (6zel halde bir ve iki hizli sistemler) i¢in ters sagilim problemini daha genel
hal igin incelemistir. Ciinkii potansiyel sonlu aralikta lokallesmis degildir ve zamana
baglidir. Buna ragmen [32], [34], [35], [39]’da ters sagilim probleminin ifadesi ve
sacihim verisi, [42]'de ters sagilim problemi sagihm verisi yardimi ile tepki

operatoriinti kurmakla ¢oziildtigtinden, daha farkh sekilde incelenmistir.



Eger potansiyel t'den bagimsiz ise, P(x,t) = P(x)exp(At) degiskenlerine
ayrisimi  yapilarak, (1.5) sisteminin %w(x) + Q()Y(x) = ilayp(x) birinci
mertebeden adi diferansiyel denklemler sistemine doniismesi Onem arz eder. Bu
sistem i¢in ters problem [30], [31], [46]-[51]'de yeteri kadar incelenmigtir.

(1.5) sistemi igin ters sagilim problemi ayni zamanda bazi integrallenebilir ¢ok
boyutlu lineer olmayan evrim denklemleri i¢in yardimei problem olarak ilgi goriir.
Birinci mertebeden kesin hiperbolik sistemler ile iligkili bazi lineer olmayan evrim
denklemleri [32], [37]'de verilmistir. Ayrica, [52]'de birinci mertebeden kesin
hiperbolik olmayan sistem igin ters sagilim problemi araliksiz N-dalga etkilesimi
probleminin integrasyonunda kullanilmagtir.

0
I

n

-1
Kanoniklestirilebilir  (1.5) sisteminde ¢ = [ On } ve  Qx,t) =
[ 0 12 (x, t)
q21(x, t) 0

kosulu altinda [53]’de incelenmistir ve detH = 0’in ters sac¢ilim probleminin

ele alindiginda bu sistem igin ters sa¢ilim problemi (1.6) sinir

¢oziimiiniin tekliginin bozulmasi igin gerek ve yeter kosul oldugu gosterilmistir.
Bunun devami olarak bu tez ¢aligmasinin son kisminda amag, (1.6) sinir kosulundaki
H gecis matrisi singiiler oldugunda yani detH = 0 kosulunu sagladiginda bu gegis
matrisinin ranki ile iliskili bir potansiyel sinifin1 sagilim operatorii vasitasi ile tek
sekilde belirlemektir.

Bu tez calismasi su sekilde organize edilmistir: Ikinci bsliimde, ilk olarak (1.1)
sistemi i¢in diiz baglangig-sinir deger problemi karakteristikler metodu ve sonlu
farklar metodu kullanilarak sirasiyla teorik ve niimerik olarak incelenmistir. Daha
sonra (1.1) sistemi i¢in katsayilar1 yalmizca mekan ve yalmzca zaman degiskenine
bagli oldugu durumlarda ters baslangig-sinir deger problemi sirastyla karakteristikler
metodu kullanilarak teorik, sonlu farklar metodu kullanilarakta niimerik olarak
incelenmigtir. Ugtincti béliimde, sonsuzlukta simir kosullu birinci mertebeden
hiperbolik sistem igin Volterra tipli doniistim operatorii olma (kanoniklestirilebilme)
kosullart verilmistir ve bazi 6rnekler (kanonik formlar) ile bu kosullarin saglandif
desteklenmistir. Ayrica birinci mertebeden hiperbolik denklemlerin kanonik sistemi
i¢in yar1 eksende ters sagilim problemi géz dniine alinmistir ve sagilim operat6riiniin
Volterra 6zelligi elde edilmistir. Bu 6zelligin ters sagilim problemindeki énemi yar
eksende kanoniklestirilebilir birinci mertebeden hiperbolik sistem igin bir Ornek

olarak verilmistir. Dérdiincii b6liimde ise yari eksende sinir kosulunda singiiler gecis



matrisi igeren stasyoner olmayan matris Dirac denklemi i¢in ters sagilim problemi
incelenmistir. Gegis matrisinin ranki ile iliskili bir potansiyel sinifi, sagilim operatérii

vasitasiyla tek sekilde belirlenmistir ve sagilim operatoriiniin tasviri yapilmistir.



2. BIRINCI MERTEBEDEN HIiPERBOLIK .
SISTEM ICIN TERS BASLANGIC-SINIR DEGER
PROBLERI

Bu boliimde, birinci mertebeden iki hiperbolik denklemden ibaret sistem i¢in
diiz ve ters baslangig-siir deger problemleri gz oniine alinacaktir. Diiz problemin
teorik ve niimerik gﬁzﬂmleri igin siasiyla karakteristikler metodu ve sonlu farklar
metodu kullanilacaktir. Ayrica, birinci mertebeden hiperbolik sistemin katsayilari
yalmzca mekan degiskenine bagh oldugunda ters problem i¢in karakteristikler
metodunun ve yalmzca zaman degigkenine bagli oldugunda ise sonlu farklar

metodunun uygunlugu gosterilecektir.
2.1. Diiz Problem

Kesin disipatif sinir kosullu birinci mertebeden genel hiperbolik sistem igin diiz
problemin iyi tanimlilig [3]’te aglar metodu kullanilarak gosterilmistir. Bu metot
ayni zamanda diiz problemi niimerik olarak ta ¢bzmektedir. Bu béliimde, diiz
problemin ¢dziimiiniin varlik ve tekligi karakteristikler metodu kullanilarak
gosterilecektir. Ayrica bu problem niimerik olarak sonlu farklar metodu kullanilarak
ta ¢oziilecektir. Bu metotlar, sirasiyla yalnizca mekan ve yalnizca zaman degiskenine
bagli (1.1) sistemi igin ters problemlere adaptasyon i¢in secilmistir. Kisaca bu bslim

daha sonraki bsliimler i¢in gerekli temel durumlari igermektedir.

2.1.1. Karakteristikler Metodu

Bu alt boliimde, D bblgesinde baslangig ve sinir kosullari arasindaki

P(0) = g:(0), @) = g2(0) 2.1)

uyum kosullari saglandiginda (1.1)-(1.3) diiz probleminin ¢6zlimiimiin varlifl ve
tekligi incelenecektir. D bélgesinin ug noktalarindan sag ve sol sinirlarina dogru

gecen karakteristikler bu bolgeyi asagidaki gibi dort alt bélgeye ayirir:



{(x,t)o<x<zo<t<——|x——|} 2.2)

I [
=[(x,t):OStSl,OSxSE——|t—E|}, 2.3)
{ [
={(x,t):0$tsl,z—‘t—i|stl}, (2.4)
D3—{(x,t)0<x<l——‘x—-—| } (2.5)

D;, i=0,3 bolgelerinde karakteristikler boyunca integrallemekle (1.1)-(1.3)

problemine denk
.
v(x,t) = p(x+t) — f glx+t—t,ulx+t—r1,1)dr,
$ ; (x,t) € Dy (2.6)
ulx, t) =¢Ppx—t) — f px—t+t,)v(x—t+ 7,7) dT,
. 0
g (e.t) = (x+t x+t)
gt =wico i
t
qlx+t—1,Dulx+t—r1,1)ds, @7

$ =t (x,t) € Dy

u(x, t) = g1(t —x)
3

- fp(x —t+1,T)v(x—-t+1,17)dT,

\ tex
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(v(x,t) = go(x +t—1)
t
= JQ(x+t—T,'c)u(x+t—r,r)dr,
x+t=l
ﬁu(xt):u(zni_x_tl_x—'_t) (x,t) € D, (2.8)
] 2 ) 2
t
o fp(x—t+f.’r)v(x—t+f,r)dr,
[-x+t
\ 2
Gl ol 2l 2 pa
rv(x,t)zv( e )
t
>, ffI(x+t—r,r)u(x+t—t,r)dr,
x+t
‘ (IS e xt)ed; @29
u(x,t)=u( R )
14
= fp(x—t+r,r)v(x—-t+r,r)dr,
I-x+t
k 2

seklinde sistemi elde edilir. Kolayca goriildiigii gibi serbest terimli ve siirekli
¢ekirdekli ikinci tip Volterra integral denklemler sistemi elde edilmistir. Buradan
(2.6) sistemi #’ye gore tek ¢dziime sahiptir ve bu ¢éziim standart ardisik yaklagimlar
metodu ile elde edilebilir. (2.6) sisteminin ¢oztimii kullanilarak sirasiyla (2.7) ve
(2.8) sistemleri de tek sekilde ¢oziilebilir. Son olarak (2.7) ve (2.8) sistemlerinin
¢oziimleri kullanilarak (2.9) sisteminin ¢oziimil elde edilir. Yani (1.1)-(1.3) diiz
probleminin siirekli ¢oziimi, keyfi p(x,t),q(x,t) € C([0,1] X [0,+c0)) ve
@ (x),Y(x) € C[0,1] igin mevcuttur ve tektir.

(2.6)-(2.9) integral denklemler sistemlerini sonraki boliimde kullanmak {izere

agagidaki sekilde kompakt formda yazabiliriz:

11



v(x,t) =1

( p(x+1t)
t
—IQ(x+t—r,r)u(x+t-—r,r)dr,
0

(x,t) € (Do U Dy),
galx +t=1)
t

— f qlx +t —1,"ulx + t —1,7)dr,

x+t=1

ulx, t) =

\ (x,t) € D\(Dy U Dy),

(P(x —t)

t

-—J’p(x—t+'r,r)v(x—— t +t,7)dr,
0

) (x,t) € (Dy U D),
g1(t — x)

t

t=x

\ (x,t) € D\(Dy V D,),

2.1.2. Sonlu Farklar Metodu

- fp(x— t+1,v(x—t+1,1)dr,

(2.10)

2.11)

Bu alt béliimde, [0,!] x [0,T] dikdértgeninde (1.1)-(1.3) diiz probleminin

niimerik ¢6ziimii sonlu farklar metodu kullanilarak incelenecektir. [0,1] ve [0,T]

araliklarini sirasiyla uzunluklart Ax = i— ve At = -E- olacak sekilde M ve N alt araliga

bélelim. (1.1)-(1.3) baslangig-sinir deger problemi igin “Upwind” metodu uygundur

[54]. Bu metot (1.1.)-(1.3) problemini asagidaki sekilde ayriklagtirir:

At At .
s =(1———) o =W =Bt =0 g M

At At
1— l-—-
0t = (1= ) U + Vi = BB] s S = L,

Ax) Ax

Ax

(2.12)

(2.13)

12



U§ = (g™ Vit = (g2)™, n=0,L,N=1 (2.14)

U=l e o M (2.15)

Burada V" =V(x;,t,), Ul =U(x;ts), (91)" = g1(tn), (92)" = g2(tn),
Y =P(x), @; = @(x)), xj = jAx ve t, =nAt’dir. t =0 baslangig zamaninda,
baslangig ve sinir kosullart arasinda uyum kosullari saglanmaktadir.

(2.12)-(2.15) denklemleri

At At
V(;H-l = (1 oy A_x) Von + Z;C-Vln — qug’Ugl (216)
At At
ULt = (1 e EBE) Upt + 5= Vi1 — AtDRV (2.17)

seklinde iki denklem ve hern = 0, ..., N — 1 igin (2M — 2) X (2M — 2) boyutlu
Wwntl = AW™ — AtBW™ + b™ (2.18)

lineer sistemi seklinde yazilabilir. Burada W™ = (V... Vi_, UL, ..., Up_)",

Bt = (0 VUL o % sl Nl WY (i @i o Wi o W) s

A 0 0B
e tr e 1 S 1
B = (0, ., rga o) rga(t) - OO A= [ ol B=[p T,

I—=vr r 0 0 0
R Bl i e 0 0
Ay =] o R 5 ) (2.19)
0 0 1 ISR Bt SR
0 0 [ i 0 1 —rdm-nxm-1)

13



o
o
=
=
|
-{
o

0 0 (... A r 1= (M—1)x(M—-1)

g
Bl = E £ E 5
S o

(M=1)x(M-1)
et
Bz = : o :
O i Py

(M=-1)x(M-1)

(2.20)

2.21)

(2.22)

ver = %’dir. (2.12)-(2.15) sisteminin birinci dereceden At ve Ax hassasiyeti vardir

ve bu sistem agik sekilde ¢oziilebilirdir. Ayrica (2.12)-(2.15) ayriklagtirilmig sistemi

0< % < 1igin ||A|| < 1 oldugundan dolay1 kararhidir [55].

Simdi yukarida verilmis olan sonlu farklar metodu uygulanarak verilen

ayriklastirma i¢in bir test 6rnegi verelim:

Ornek 2.1: (1.1)-(1.3) baslangig-sinir deger problemini asagidaki veriler ile goz

oniine alalim:

rP(x)=x+1, p(x)=x+1,
g1 =t+1, g()=t+1,

( t)_1+t—x
3 L R

P R

\ x €[0,1],t € [0,T].

Kolayca gosterilebilir ki (1.1)-(1.3) probleminin ¢oziimii

(2.23)

14



v(x,t) =1+ xt+x,
(2.24)
u(x,t) =1+x+t¢t

seklindedir. T=1 alimp Ax = 0.02, At = 0,01 basamak sayisina gore sonlu farklar
uygulanmirsa ¢oziim niimerik olarak elde edilir. Sekil 2.1'de ¢éziimiin v(0,t) ve

u(1,t) degerlerindeki kesin ve niimerik ¢iziimlerinin grafikleri karsilagtiriimigtir.

19 T 28 T T T
SR T b ] | A SR i )t R - LSl ot numsrical u
axactv ——exmctu

18- 1 241

1] 02 04 08 08 1

a) b)

Sekil 2.1: a) (1.1)- (1.3) probleminin v(x, t) kesin ve niimerik ¢oziimii, b) (1.1)- (1.3)
probleminin u(x, t) kesin ve ntimerik ¢6ziimu.

2.2. Mekan Degiskenine Bagh Katsayili Ters Problem

Bu boliimde, (1.1) sisteminin yalmizca mekan degiskenine bagli katsayili hali
igin (1.2)-(1.4) kosullar1 altinda ters baglangig-sinir deger problemi gdz oniine
alinacaktir. Yani p(x,t) = p(x) ve q(x,t) = q(x). (1.1) sistemi i¢in benzer ters
baglangig-sinir deger problemleri [4], [8]’de karakteristikler metodu, [16], [19]’da
invaryant gomme metodu ve [5], [6]’da da probleme uygun spektral problemin bazi
spektral dzellikleri kullanilarak incelenmistir.

Birinci mertebeden hiperbolik sistemler igin ters problemlere [8]’de ki gibi

r(x) p)
q(x) s(x)

(1.1) sistemi i¢in ters baslangig-sinir deger problemi iki farkli takim (1.2) sinr, (1.3)

karakteristikler metodu uygulanabilir. Referans [8]’de [ ] matris katsayili

baslangig ve (1.4) ek kosullan ile incelenmistir. Goriildiigti gibi dort katsay: iki

problemin baslangig, sinir ve ek kosullarindan tek tiirlii belirlenir fakat keyfi iki

15




katsayt tek bir problemin baslangig, smir ve ek kosullarindan tek tiirlii
belirlenemeyebilir. Bu durumu agiklamak i¢in agagidaki 6rnek verilebilir.

D ={(xt):0 <x <l t>0}bolgesinde

dv dv s
T T
(2.25)
6u+6u+()+() e
vy gx)v+ s(x)u =
sistemi
u(l,t) =hy(0), v(0,86) =hy(0), t=0, (2.26)
sinir kosulu
u(x, 0) = Y (x), v(x,0) = @(x), O0=sx<l, 227

baslangi¢ kosulu ile goz 6niine alinsin. (2.25) sisteminden q(x) ve s(x), 0 < x < |

katsayilarini bulma ters problemini

u(0,t) =0, v(l,t) =0, t =0, (2.28)

ek kosullar1 altinda inceleyelim.

Karakteristikler metodu kullanilarak (2.25), (2.27) ve (2.28) problemine denk

p(x +t), 0<x+t=],
vix;t) = (2.29)
Q <24+t

16



s X
i f qv(t,t—x+ t)e“fr swagp g
x—t

u(x, t) =4 +(x — t)e_fx—cs(‘u)d#, 0<x-t<l| (2.30)

X
- f qg@v(r,t—x+ t)e'"frxs(“)d“dr, x—t<0,
L0

denklemler sistemi elde edilir. (2.26) kosullar1 (2.29) ve (2.30)’da g6z oniine alinirsa

@ (t), 0<x+t<l,

hy(t) = [ (2.31)
0, l<x+t¢,

( -t/f2
I
[ a@e@r-1+nehwaar
=t
ha(t) = 4 Fp(l — e~ hes®in g < ¢ < |, (2.32)
pa
i
[ a1+ o ks, 1<e<a

0

elde edilir. g(x) ve s(x), 0 < x <l katsayilarin1 bulma ters problemi igin (2.32)

integral denklemler sistemi elde edildi. Kolayca goriildiigii tizere bu sistemden q(x)
katsayisinin [O,é] araligindaki ¢dziimii elde edilebilir. [0, [] araliginin kalan kisminda

ise bu katsayinin ifadesi keyfidir. Bu ise (2.25)-(2.28) ters probleminin ¢dziimiiniin

tek olmasu ile gelisir.
2.2.1. Varlik ve Teklik
Katsayilari yalnizca mekan degiskenine bagh yani p(x,t) = p(x) ve q(x, t) =

q(x), (1.1)-(1.4) ters problemi I1 = {(x,t):0 < x < [,0 < t < [} dikdortgeninde goz

Oniine almsin. Burada (1.4) ek kosullar1 ile baslangi¢ kosullar arasinda
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Y =h0),  @(0) = hy(0) (2.33)

uyum kosullart saglanmalidir. (2.10) ve (2.11) denklemleri p(x,t) = p(x) ve

q(x,t) = q(x) oldugu durumda t’ye gore diferansiyellenirse

(hy'(x +t)
+ [ 4@ D mreet
0
ok Do DY,
v, (x,£) =4 T s (b & (Do Y Dy (2.34)
l
S LG T —)
L . (x,t) € I\(Dp U Dy),
(h/'(l—x+¢t)
l
+ f D(T)Uz (T: Z)Iz:x—t+1: dr,
: : (x,6) € (Do UDy),
ue(x,1) = S e (2.35)
e f p(T)vz (T: Z) |z=x—t+'r dT:
. 0 (x,t) € I\(Dy U Dy),

elde edilir. Ayrica ¥ (x), ¢(x) # 0 olmakla (1.4) ek kosullar1 (2.10) ve (2.11)’de

goz Oniine alimp t’ye gore diferansiyellenirse 0 < x < [ aralifinda katsayilar igin

1 X
q(x) = e ((p'(x) =y (k)= f G (T 2} et ) (2.36)
0
i
1
p(x) o —'(x) = hy'(l=x) - f p(T)UZ(T:Z)|z=T—xdT)J ' (2.37)
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esitlikleri elde edilir. (2.34)-(2.37) denklemleri v,(x,t), u.(x,t), p(x) ve q(x)’e
gore ikinci tip kapali integral denklemler sistemidir. Kiigiik bir parametre igin bu
sistemin integrallenme araligi I’yi gegmez. O halde kiigiik [ parametresi igin bu
sisteme sikistiran tasvir prensibi uygulanabilir. Kolayca goriildiigii tizere her bir
iterasyon sonucu p(x) ve g(x) fonksiyonlari ve (0,0), ({,0) ug noktalarindan gegen
karakteristikler boyunca siireksizlige sahip v.(x,t) ve u.(x,t) pargali siirekli
fonksiyonlarina gore Il dikdortgeninde stireklidir [8]. Sikistiran tasvir prensibini

uygulamak igin (2.34)-(2.37) denklemler sistemi
Ag=g (2.38)

seklinde operatér formunda yazilsin. Burada g bilesenleri g;, i = 1,4 olan vektor
fonksiyonudur ve gi(x,t) = v,(x,t), g2(x,t) =ue(x,t), gs3(x,t) =pkx) ve
ga(x, ) = q(x)’tir. Ayrica A operatorii A = (A4, Az, Az, Ay) formundadir ve

rhz ’(x + t)
X
+ f W IO

: (x,t) € (Dy U Dy),

A =9 ot 4t — 1) (2.39)
)
- [ 0s@92 et
\ (x,t) € I\(Dy U Dy),
rh.l'(l =7 X +’ t)
]
+ f g3 (T)gl (T: Z)lz:x—tﬂ' dT,
X
(xf t) € (DU U DZ):
A9 = ; 2.40
it g-{t—x) ( )
X
—IQS(T)gi(T; Z)|z=x-t+7 AT,
0
\ (x,t) € [IN(Dg U Dy),
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1
1
Asg = o (—zp’(x) —hy'(l—x) - J 9:(0 4. (%, z)lz=r_xdr>,

A4g l,b( ) (qﬂ (JC) hz (x) fg4(T)gz(T Z)lz =xX-T )

denklemlerini saglar.

gl = lgalle,qy + 1g2ll,qmy + 1g3llcroq + Ngallcron

ve

Jo (x, t) = {Hl (x, t)i HZ (x1 t)r Po (X), Q’o(x)}

isaretlensin. Burada

h,'(x +t),(x,t) € (Dy U Dy),
Hilx )= ;
gZI(x +1— l), (x, t) € H\(DO U Dl);

h'(l—x+1t),(x,t) € (DyUD,),
Hy(x,t) =

91/t — %), (%,6) € I\(Dy U D),

Po(x¥) = = (=9'(0) = hy/ (L= %), 4o(x) = 55 (@' () — by (x)) .

P(x)
II={(xt):0<x<0<t< I} dikdortgeninde

lg — goll = M

(2.41)

(2.42)

(2.43)

(2.44)

(2.45)

(2.46)

(2.47)
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esitsizligini saglayan g(x,t) fonksiyonlarimin bir S(M) kiimesi gz Oniine alnsin.
Kolayca gosterilebilir ki yeteri kadar kiigiik [ igin A operatorii S(M) kiimesini

kendisine tasvir eden sikistiran tasvirdir. Buradan g € S(M) igin
ligll < M + llgoll (2.48)

esitsizligi dogrudur. Diger yandan (2.39)-(2.42) integrallerinden

lAg — goll < max (\/I(M + llgolD?, (M + ”90”)2) (2.49)

min(K;, K3)

almir. Burada |@| = K; > 0, || = K, > 0 ve Kj, K, sabitlerdir. (2.49) esitliginden

(2.50)

2 ; 2
P min( M (M min(K;, K3)) )

(M + lgolD*” (M + llgolD)*

icin A operatériiniin S(M) kiimesini kendisine tasvir ettigi goriliir.
gD, g@ vektor fonksiyonlart S(M), | < I* kiimesinin iki elemam olsun. Bu

durumda

esitsizligi elde edilir.

Vi siqe
Burada 0 < ¢ = max (\/E(M + |Ig0||),m(ﬁfl + Ilgoll))<1 dir.

Demek ki keyfi [ < [* igin A operatorii, S(M) kiimesini kendisine tasvir eden
sikistiran tasvirdir. Banach sabit nokta teoremine gore (2.38) denkleminin tek
¢oziimii vardir. Yani (2.34)-(2.37) denklemlerinin ¢6ziimii ardigik yaklagimlar
metodu ile tek sekilde bulunur. O halde ispati yukarida yapilan agafidaki teorem

dogrudur:
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Teorem 2.1: p(x), q(x) € C[0,1], hy(t), hy (1), g1(t), g2(t) € CHOL . xe
P(x), ¢(x) # 0 olmakla Y(x), p(x) € C*[0,1] olsun. Ayrica (2.1) ve (2.33) uyum
kosullar1 saglansin. O halde | € (0,1%) olacak sekilde dyle 1" > 0 vardur ki (1.1)-

(1.4) probleminin klasik ¢oziimii mevcuttur ve tektir.
2.2.2. Baslangi¢ ve Sinir Verilerine Siirekli Baghhk

Bu alt bsliimde, ters problemin ¢éziimiiniin klasik kararhhik degerlendirmeleri
karakterize edilecektir. Bu tiir yaklasimlar hy(t), hy(t), g1(t), g2(t), ¥ (x), @(x)
icin belli bir M(a,K) smfi ve p(x), q(x) fonksiyonlar: i¢in de Q(N) simfi
ayarlamak ile elde edilebilir. Eger hy(t), ha(t), 91(0), g2(0), Y (x), p(x)

fonksiyonlari @ ve K pozitif sabitleri i¢in

(lY(x)| =2 a >0, lp(x)| =2 a >0, x € [0,1],

W lerpg <K oGl K,
ﬁ (2.52)
Iha®llcroy S K IThaOllcrppy £ K,

\ ||91(t)l]c1[o,1] <K, ”.gz(f)”cl[o,t] =K,

kosullarmi  sagliyor ise hy(£), ha(t), 91(8), g2(1),1(x), @(x) fonksiyonlar:
M(a, K) sinifina dahildir. Benzer olarak p(x), q(x) fonksiyonlar

el <N, Nlg@llcpoy S N (2.53)

kosullarini sagladiginda p(x), q(x) € Q(N)’dir.
v,u ve U, U, siastyla katsayilar p(x), q(x) ve p(x), G (x) olan (1.1)-(1.4)
probleminin iki farkli ¢6zlimii olsun. iki fonksiyonun farkin tilda (~) ile yani ¥ =

v — 17,1 = u— 7 vb. ile isaretleyelim. (2.10), (2.11), (2.34)-(2.37) denklemlerinden
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(P(x +t)

= f [q(s)ii(s, T + G()A(S, D] scxremsdr,

(x,t) € (Dg U Dy),

MED S TG
- f [a()ii(s,) + G(SE( DlsmrseedT,
b (x,£) € I\(Do U Dy),
(P (x — t)
t
2 f [p(s)5(s,7) + B(8)7(5, D]l sonocre 4T,
0
e o (x,t) € (Dyg U Dy),
Tt G1(t — x)
- j [p(s)5(s,7) + BE)FES, D]lsmx—sre 4T,
X (x,£) € M\(Do U DY),
[ Flz’(x + t)
+ [10@852) + 1OBE D mremed
0
e (x,t) € (Do VU Dy),
B0 =1 g+t - 1)

ﬁt(x, t) = ﬁ

1
—f[Q(T)ﬁz(TJ z)+ ﬁ(T)ﬁz(T, z)]|z=x+t-—rd'r;

(xl t) = H\(DU U Dl)!

l
+ [B@8 2 + FORE D msirr

(x,t) € (Do VU Dy),

g,'(t —x)

= f PG5 (5 2) + HEITE D] s a7,
0

\ (x,t) € I\(Dg U Dp),

(2.54)

(2.55)

(2.56)

(2.57)
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1

10 =2 | /00 = = 00~ )
x 7 (2.58)
S LG ACOR (CEACH) Mg
) ,
0=x=1,
; 1 = =3
§0) = == | =0 = U= ) = (P00
(2.59)

I
- [p@52) + O E s

0<x<|,

esitlikleri elde edilir. (2.54)-(2.59) denklemler sistemi ¥(x,t), #i(x,t), ¥,(x,t),
ii,(x,t), §(x) ve p(x) fonksiyonlarina gore gbz oniine alinsin. Aynica 7(x,t),

ii(x, t), 7:(x, t), U (x, t) fonksiyonlar

17 Ce, Ollean » 17, O lleamy < Kexp(ND),

? t L-(I): Uu [x,t mn < )
”"f(x )” 2(M) ” t )HLZ( ) 1. N\/-l-

seklinde degerlendirilebilir.
O halde (2.60) degerlendirmeleri kullamlarak (2.54)-(2.59) denklemlerinden

. 2 s s
kiigiik [ degerlerinde saglanan 1 — (N \/f) > 0 igin
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17 Cx, O, cmy

1 =
< ————max{[| Bl oy 1 52O lipon)

1 - (NVID)

NVI . :
+ Wmax {" h1(t) ”C‘[O,I]' I gl(t)llc1[0,”}
K1
g8 G GOl
(1-nNVD) (1 o (Nﬁ)z) e
il I5COIl,

i (1 - NVT) (1= (NVID))

Il17ie G, Ol 2y

NVl . "
< 1—_(N—ﬁ)~5max {” hz(t)llcl[o,l], I gz(t)"cl[o,ll]

—-—1 i ~
S max {|| By (O g o 11 92 O lctro)

KNI
+ ; >
(1= NVD) (1 - (VD))
K1
o+ 2
(1= NVD) (1= (NVD))

gl

IBCOI,

degerlendirmeleri elde edilir. (2.61) ve (2.62) degerlendirmelerinden

&
1GCOll < E_(lf)- (Ilw(x)llcn[o,;], Yl crgo,, e llgoro,

loCl1o. || A1() "(:1[0.1]' I hZ(t)"cl[o,z]'

Il G110, Il G2 (t)”cl[o,t])'

2.61)

(2.62)

(2.63)
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C
5Ol < _A(_:;) (llll)(x) ||c0[0,1]- ”1/)(37)”(:1[0,1]: ”(P(x)“cﬁ[g,:],

loCllesion | ROl gago | RO, o (2.64)
Il §1 (f)”cl[o,zp | §- (t)”cl[o,u)

Pty S R KNZ3 il Kl i
alinir.  Burada A(l)=a“-b* a=1 NG ()@ =
KNI 1 NZl

C = ’ 7] 11 2 = T o ane
(1—Nﬂ)(1—(Nﬂ)2)a’ 1= max {max(l N)a,max(1,N) b,a (a + (1—(Nﬁ)2)a) +

NVT 1 N2 NI ¥ i
b ((1+(M)2)a) B (E ¥ (1_(m)2)a) Ei ((1+(Nwﬁ)z)a)} OIL.
Benzer olarak

17l = C (Ilw(x)llco[o,a], IOl go,. Nl G llcogo,nys

| R (D]

lo@ leston | Bl age

¢l (2.65)
| G1Ollcrpo | G2 Nlerpon | G2 llcoro,n

I gz(c)ncom,”)

2 lleam < G (”IP(x)HC“[OJ]* b Clcrion NG lcoron,
% NG |l Rt :
lo@llesoa | B Oll g 1 2201, (2.66)
1 3:@llcso 1| 32O llesony 11 2@ llcoro,

I ﬁz(t)“cﬂ[o,l])

elde edilir. Burada C, sadece K,N ve a parametrelerine bagldir. O halde ispati

yukarida yapilan asagidaki teorem verilebilir:
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Teorem 2.2: v,u,q,p ve B,i,q,D fonksiyonlar: sirasyla Teorem 2.1'deki kosullar
saglayan hy, hy, g1, 92, @ ve hy, Ry, G1, G2 W, @ baslangig ve sinir verileri ile
(1.1)-(1.4) probleminin iki ¢oziimii olsun. Ayrica p,q,p,q € Q(N) ve hy, hy, g1,
9o, @, R, By G, 2o, @ € M(a, K) olsun. O halde kiigiik 1 igin (2.63)-(2.66)
degerlendirmeleri dogrudur ve buradaki Cy ve C; katsayilart Q(N) ve M(a,K)

stniflarimin segimine baghdir.

2.3. Zaman Degiskenine Bagh Katsayih Ters Problem

Bu boliimde, (1.1) sisteminin yalmzca zaman degiskenine bagl katsayili hali
igin (1.2)-(1.4) kosullar1 altinda ters baslangig-sinir deger problemi goéz Oniine
alinacaktir. Yani p(x,t) = p(t) ve q(x,t) = q(t). [18], [20], [21] referanslarindan
gorildiigil iizere mekan degiskenine bagli katsayili (1.1) sistemi i¢in ters baglangig-
sinir deger problemine sonlu farklar metodunu direk uygulamak miimkiin degildir.
Bu nedenle bu metot, ¢alisiimis ters probleme denk integral denkleme uygulanmistir.
Asagidaki alt boliimde sonlu farklar metodunun zaman degiskenine bagh katsayili
(1.1) sistemi igin ters baslangig-sinir deger problemine direk uygulanabilecegi

gésterilécektir.
2.3.1. Niimerik Prosediir

Bu alt boliimde, [0,1] x [0,7] dikdortgeninde (1.1)-(1.4) ters probleminin
niimerik ¢6ziimii sonlu farklar metodu kullanilarak incelenecektir. Sonlu farklar
prosediiriiniin uygunlugu igin (1.1)-(1.4) ters probleminin baglangi¢ ve smir verileri
su kosullart saglamalidir: g4(£), g2(t) # 0 olmakla hy(¢), hy (1), g1(t), g2(t) €
C1[0,T] ve P(x),¢(x) € C}[0,1]. Aynca (2.1) ve (2.33) uyum kosullar da
saglansin. [0,1] ve [0,T] araliklarim sirastyla uzunluklan Ax = % ve At = -E olacak
sekilde M ve N alt araliga boltinstin. (1.1)-(1.4) ters baslangig-sinir deger problemi

YR e . : At 8
icin birinci dereceden At ve Ax hassasiyete sahip ve 0 < e 1 i¢in kararl: olan

“Upwind” metodunu kullanmak uygundur. Bu metot, (1.1.)-(1.4) problemini
asagidaki sekilde ayriklagtirir:
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At At
Vjﬂ+1 L (1 ) __) an 8 _V?ll = AtanT’ j =0,... M-1, (267)

Ax Ax e
U?4=(1—§3U?+§%W¥“AH¢W3 -j=1w”M, (2.68)
U = (9% Vi = (92", n=0,.,N—-1, (2.69)
Up =y, Lf=gp T D0 MG (2.70)
UE= (R )P - WP =h)?, =0 N = (2.71)

Burada V" =V(x},tn), U =U(x;,tn), (91" = g1(tn), (92)" = ga2(tn),

(h)™ = hi(tn), (h2)" = ha(tn), ¥; =¥(x), @; = @(x)), % =jAx ve tp =

nAt’dir. t =0 baslangi¢ zamaninda, baglangi¢ ve sinir kosullari arasinda uyum
- kogullan saglanmaktadir.

p(t) ve q(t) katsayilarini bulma mekanizmas: i¢in ilk olarak (1.1)-(1.4)

probleminden

ey vx(o: t) - hzf(t)

292
PO e

q(t)

’

hi(t) + u,(1,t)
g2(t)

p(t) = — 2.73)

7

elde edilir. (2.72) ve (2.73) denklemlerine sonlu farklar metodu uygulanirsa n =

1,.., N igin

e 2.74)
1 (g™ ’
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((hl)"—(hl)"‘l) n (Uﬂi—ua’}-l)

" ok At Ax (2.75)
(92)"
ayriklagtirilmig denklemleri alinir. n = 0 igin
P1=Po\ _ (h2)'=(h2)°
q° = ( Ax ) ( At ) (2.76)
(91)° ’
() =(h1)° Ym-¥m-1
s _( i b @.77)
(92)°

baslangi¢ degerleri elde edilir. (2.76), (2.77) kosullani ile beraber (2.74), (2.75)
ayriklagtirilmig denklemleri (2.67)-(2.71)’de gdz 6niine ahmrsa V* ve Uf, j =
0,..,M,n=0,..,N elemanlarina gore cebirsel bir sistem elde edilir. Kolayca
goriildiigi gibi bu sistem agik sekilde ¢oziilebilirdir. Hesaplanan degerler (2.74) ve

(2.75)’da gbz 6niine almirsa g™ ve p™, n = 0,..., N degerleri de elde edilir.

Uyart 4.1: Sonuncu boliimde zaman degiskenine bagh katsayilarin bulunmast ters
probleminde iizerine deginilen sonlu farklar metodu mekan degiskenine bagli
katsayilarin bulunmast ters problemi igin uygun degildir. Mekan degiskenine bagli
katsayili (1.1)-(1.4) ters problemine sonlu farklar metodu uygulandiginda ikinci
adimda ayriklastirilmis denklem sadece problemin bilinenlerini iceren bir iliskiye
gelmektedir. Bu nedenle sonlu farklar yontemi mekan degiskenine bagl katsayil
(1.1)-(1.4) ters problemine direkt uygulanamamaktadir. [18]-[21] referanslarinda
bu zorluk probleme denk integral denkleme sonlu farklar metodu wygulamakla

ortadan kaldirilmigtir.
2.3.2. Niimerik Ornekler ve Bazi Kiyaslamalar

Bu alt béliimde, bir énceki alt béliimde bahsedilen sonlu farklar metodunun

kullanilabilirligini gdsteren bazi drnekler verilecektir.
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Ornek 4.1: (1.1)-(1.4) baslangig-simir deger problemini asagidaki veriler ile goz

éntine alalim:

(Y =exp(-x—1), @) =exp(~x-2),

gl(t) = exp(_t = 1)1 gZ(t) = exp(_Zt 7% 3)1 .
4 (2.78)
hi(t) = exp(—t—1), hy(t) = exp(—2t - 3),

\ x € [0,1], t €[0,T].
Kolayca gosterilebilir ki (1.1)-(1.4) ters probleminin ¢oziimii

u(x,t) = exp(—x—t—1), v(x,t) = exp(—x — 2t — 2),
(2.79)
p(t) =2exp(t+1), q) =exp(-t-1),

seklindedir. T=1 alimp Ax = 0.02, At = 0,01 basamak sayisina gore sonlu farklar

uygulanirsa ¢oziim niimerik olarak elde edilir. Sekil 2.2"de v(0,t), u(1,t), p(t) ve

q(t) ¢oziimlerinin kesin ve niimerik degerlerinin grafikleri kargilastirilmistir.
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V(D.1)

0 02 04 08 08 1

045

inversaq
-—-—-exactq

04r

qt

01
0

02 0.4 0.8 08 1

Sekil 2.2: (1.1)-(1.4) probleminin a) u(x, t) kesin ve niimerik ¢6ziimleri, b) v(x, t)
kesin ve niimerik ¢6ziimleri, ¢) p(t) kesin ve niimerik ¢éztimleri, d) q(t) kesin ve
ntimerik ¢éziimleri.

Simdi (1.4) ek kosulunda
(hd)y(®) =hi(D)(1+y0), =12 (2.80)
seklinde bozukluk oldugunda niimerik ¢oziimiin kararliigim inceleyelim. Burada y

bozuklugun yiizdesidir, 6 ise [—1,1] araliginda MATLAB programindaki “rand”

komutu kullanilarak olusturulmus diizgiin dagilimdyr.
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Sekil 2.3, Sekil 2.4 ve Sekil 2.5’te v(0,t), u(1,t), p(t) ve q(t) ¢oziimlerinin

(1.4) ek kosuluna swasiyla y = %1,%3,%5 bozukluk uygulanmis durumlar

gosterilmektedir. Bu sekillerden goriiliiyor ki girdi verilerindeki bozukluk niimerik

coziimleri kararsiz hale getirmektedir. Ciinkii (2.74) ve (2.75) denklemlerindeki

tiirevler sadece sonu farklar metodu kullanildiginda (2.80) random bozukluguna

sahip verilerden dolay: kararsizdur.

0.04

25

08

201

08

]
taxis
08
——noByq
L e [ e e I )| ooy exactq
081
05
04 ||
0.3 l" l
02 q i J : A
0ir
u L
EARE
02 L L 1 L
0 02 04 06 0.8 b
t-axis

02

04 08 08 1

Sekil 2.3: (1.1)-(1.4) probleminin %1 bozuklukla a) u(x, t) kesin ve niimerik
¢tiztimleri, b) v(x, t) kesin ve niimerik ¢oziimleri, ¢) p(t) kesin ve niimerik
¢oziimleri, d) q(t) kesin ve niimerik ¢dziimleri.
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0.13‘\}\ ----- exactu |1 \-\ c—-—-exadt v
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04f
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0.05-
0.04 : : . . 0 . L . 1
0 0.2 0.4 0.8 0.8 1 0 0.2 0.4 08 0.8 1
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a) b)
50 2
—nolsy p ——noisy q
----- exactp -—-—-exadq
401 : 1.5}
300 ] 1t 3
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1 il . i % " -
o5} i 1
A F
20 n : L i o ; ] ) i
0 02 04 08 08 1 i 02 0.4 06 0.8 1
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Sekil 2.4: (1.1)-(1.4) probleminin %3 bozuklukla a) u(x, t) kesin ve niimerik
¢ozlimleri, b) v(x, t) kesin ve niimerik ¢6ziimleri, ¢) p(t) kesin ve niimerik
¢oziimleri, d) g(t) kesin ve niimerik ¢éziimleri.
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Sekil 2.5: (1.1)-(1.4) probleminin %5 bozuklukla a) u(x, t) kesin ve niimerik
¢oziimleri, b) v(x, t) kesin ve niimerik ¢éziimleri, ¢) p(t) kesin ve niimerik
¢oziimleri, d) q(t) kesin ve niimerik ¢6ziimleri.

Kararly niimerik tiirevier elde etmek i¢in

1 2 2
Js =m€xp(“t /8%) (2.81)

Gaussian ortalagtiricist [56] ile ortalastirma metodu kullamlacaktir. Burada § > 0
ortalama filtresi olarak davranan ortalagtirma yarigapidir. Bu yaricapin se¢ilmesi

genellestirilmis “cross-validation” kriteri seklindeki kotii tammli problemlerde
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regiilarizasyon parametresinin segimi igin standart metodu temel alir. (2.80) bozuk

verilerinin ortalastirmasi

Ug * hi)(t) = f]é‘(‘[)hi(t = ’L')d‘[', =12 (2.82)

konvoliisyonu tizerine insa edilmistir. |5 ortalagtiricisi her zaman pozitiftir ve
yarwgapr 38 olan arahigin disinda sifirdir. h'(t), i = 1,2 tirevieri icin en iyi
sonuglarin  [36,T — 38| araliginda elde edilmesi beklenmektedir. Ayrica her ne
kadar (2.80) ile verilmis (h;),(t), i = 1,2 verileri diizgiin olmasa da, bunlarin
ortalastirmalarr  olan (s =h)(t),i =12 verileri C% simifindandir ve

tiirevienebilirdir. Bu ortalagtirilmis tiirevier ise
Us * (hi)y)' () = Us * (h)y N (@) = Us" * (h)y)(0) (2.83)

kullamlarak hesaplanir. Bu ortalastiriimis velriler (2.74) ve (2.75) yaklasimlarinda

()" =(h)" "t
At

(h)y)'(t) kullamlirsa  bozukluk ortadan kaldirilir. Birinci  mertebeden bu

kullanilirsa yani ,i =12 sonlu farklar yaklasimlar: yerine (Jg*

ortalastirma  yapilirken [57]’daki D. A. Murio'nun MATLAB programi
kullamlacaktir.

Sekil 2.6, Sekil 2.7 ve Sekil 2.8’de v(0,t), u(1,t), p(t) ve q(t) ¢oziimlerinin
(1.4) ek kosuluna swrasiyla y = %1, %3, %5 bozukiuk uygulanmis durumiarinin
ortalastirma ile elde edilen degerleri gosterilmektedir. Bu sekillerden goriiliiyor ki

(hi)y(t),i = 1,2 fonksiyonlarimin tiirevleri ortalastrma ile kararli  hale

getirildiginde v(0,t), u(1,t), p(t) ve q(t) kararli ¢éziimleri elde edilmistir.
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c) d)

Sekil 2.6: (1.1)-(1.4) probleminin %1 bozuklukla a) u(x, t) kesin ve niimerik
¢oziimlerinin ortalagtirilmigt, b) v(x, t) kesin ve niimerik ¢éziimlerinin

ortalastirllmigi, c) p(t) kesin ve niimerik ¢oziimlerinin ortalastirilmisi, d) q(t) kesin

ve niimerik ¢oéziimlerinin ortalastirilmigi.
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Sekil 2.7: (1.1)-(1.4) probleminin %3 bozuklukla a) u(x, t) kesin ve niimerik
¢ozlimlerinin ortalastirilmisi, b) v(x, t) kesin ve niimerik ¢dztimlerinin
ortalastiriimis, ¢) p(t) kesin ve niimerik ¢dziimlerinin ortalastirilmist, d) q(t) kesin
ve niimerik ¢dziimlerinin ortalastirilmigi.
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Sekil 2.8: (1.1)-(1.4) probleminin %5 bozuklukla a) u(x, t) kesin ve niimerik
¢tztimlerinin ortalastirilmisi, b) v(x, t) kesin ve niimerik ¢dziimlerinin
ortalastirilmusi, ¢) p(t) kesin ve niimerik ¢éziimlerinin ortalastirilmisi, d) g(t) kesin
ve niimerik ¢6ziimlerinin ortalagtirilmust.

Bir dnceki érnekte p(t) ve g(t) katsayilari pirizsiizdiir. Fakat (2.72) ve (2.73)

esitliklerinden goriildiigii gibi bu katsayilarinin piiriizstiz olmasi gerekli degildir.

Ornek 2.3: (1.1)-(1.4) baslangig-sinir deger problemini asagidaki veriler ile goz

oniine alalim:
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( P(x) =exp(—=x—1/4),  @(x) = exp(-x),

G®) =exp(28),  g2(6) = exp (~—1 +e-3 ( —%))
q - (2.84)
h(t) = exp(2t — 1), hy(t) = exp (|t —%I (t - %)),

\ x € [0,1], te[0,T].

Kolayca gosterilebilir ki (1.1)-(1.4) ters probleminin ¢oziimii

ru(x, t) = exp(2t — x),v(x,t) = exp (—x + ‘t —% (t - -21~)),

4 q(t)=—-(2't—~;—‘+1)exp(—2t+‘t—-21-(t—-;—)), ' (2.85)

p(t) = —exp(2t)/exp (lt = %| (t = ;—))

seklindedir. T=1 alimip Ax = 0.02, At = 0,01 basamak sayisina gore sonlu farklar
uygulanirsa ¢oziim niimerik olarak elde edilir. Sekil 2.9'da piiriizsiiz olmayan q(t)
katsayisimiz kesin ve niimerik degerlerinin grafikleri karsilagtirilmistir. Sekilden
goritildiigii tizere piiriizstiz olmayan q(t) katsayisinin kesin ve niimerik ¢oziimleri iyi
performans gostermistir. Sekil 2.10 ve Sekil 2.11'de ise q(t) katsayisimn sirasiyla
(1.4) ek kosullarma %1, %3, %5 bozukluk uygulanmis ve bunlarin ortalastiriimis

halleri verilmistir.
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Sekil 2.9: (1.1)- (1.4) probleminin kesin ve niimerik ¢6ziimi.
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Sekil 2.10: (1.1)- (1.4) probleminin a) %1 bozuklukla kesin ve niimerik ¢éziimii, b)
%?3 bozuklukla kesin ve niimerik ¢dziimii, ¢) %5 bozuklukla kesin ve niimerik

¢cOzumil.
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Sekil 2.11: (1.1)- (1.4) probleminin a) %1 bozuklukla kesin ve niimerik ¢éziimlerinin
ortalagtirilmigi, b) %3 bozuklukla kesin ve niimerik ¢oziimlerinin ortalastiriimist, c)
%3 bozuklukla kesin ve niimerik ¢oztimlerinin ortalagtirilmis.

(1.1)-(1.4) ters problemi igin sonlu farklar metodu ile problemin ¢éziimiinii, ek
kosullara %1, %3, %5 bozukluk verilmis haldeki ¢6ziimiinii ve bu bozukluklarin
ortalagtirma yapilmis ¢oziimlerinin grafiklerini veren MATLAB programi Ek C‘de
Tablo C1.1 ile verilmistir.
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3. BIRINCI MERTEBEDEN HIiPERBOLIK :
SISTEMLERIN KANONIKLESTIRILEBILIRLIGI

Bu béliimde, birinci mertebeden hiperbolik sistemin yari eksende ikinci tip
Volterra operatorii  ile ifade edilebilen ¢6ziimiinin mevcut olma kosulu
gosterilecektir. Bu kosul baz alinarak birinci mertebeden hiperbolik sistem i¢in bazi
kanonik formlar (Dirac sistem vs.) verilecektir. Son olarak yar1 eksende birinci
mertebeden hiperbolik sistem i¢in ters sac¢ilim probleminde bu kosulun

uygunlugundan bahsedilecektir.

3.1. Sonsuzlukta Smir Kosulu ile Birinci Mertebeden
Hiperbolik Sistem I¢in Doniisiim Operatorleri

Y(x, t) = col{h1(x, ), .., Yn(x, )} ve Q(x,t) = (qij)kj=1 olmakla (1.5)
sistemini gdz Ontine alalm. (1.5) sisteminde Q(x,t) =0 oldugunda kolayca

gostermek miimkiindiir ki bu sistemin ¢6ziimii asagidaki sekildedir:

- (3.1)
lpo(x: t) = Joxh(t)

Burada h(t) keyfi bir vektor fonksiyonu, J;, = diag{Tz,..,Tz } ise
Tg,h(t) = h(t + §;x), i = 1,n olmakla Steleme operatériidilr.

(1.5) sistemini
lim (0 t) — o (x,8) = 0 (3.2)

stnir kosulu altinda g6z 6niine alalim.

Bundan sonra Cp, (R, C") ile R'de C™ degerli siirekli sinirh fonksiyonlar uzayim
isaretleyecegiz.

[37]'deki Onerme 3.1'e benzer olarak, keyfi h(t) € C,(R,C") vektorii igin
(1.5), (3.1), (3.2) probleminin stirekli ve simrli ¢oziimii mevcuttur ve tektir.

Gergekten, (1.5), (3.1), (3.2) problemi
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+oo

P ) = Soxh(e) + f Soeony [QWICL O)d (3.3)

x

integral denklemler sistemine denktir. Bu integral denklemler sistemi

l!)k(xl t) = h(t + ka)

Iquj(x T, b+ § 1) @i(x — 1t + Ex)dr, (3.4)

—co j=

k=1n

formuna indirgenebilir. Agiktir ki bu sistem (@, 8) = (=1,0) ve (a;, ;) = (=1, &)
olmakla asagida verilen Lemma 3.1'in birinci kosulunu saglar. Bu sistem ayni

zamanda Q(x, t) matrisinin qy; bilesenleri Schwartz sinifindan oldugundan Lemma

3.1'in ikinci kosulunu da saglar. Demek ki Lemma 3.1'e gore (1.5)-(3.2) probleminin
tek ¢ozliimii mevcuttur.
Simdi varsayalim ki (1.5), (3.1), (3.2) probleminin (buna denk (3.3) integral

denklemler sisteminin) ¢dziimii

+o0

W(x, t) =Yo(x,t) + f A(x, t,s)Yo(s, t)ds (3.5)

X

formundadir.

(o= ={tD:& =&}
Jo {(k N> 0} (3.6) '
o= foptiZbcl,

isaretleyelim. Eger her h(t) € Cp (IR, C™) igin (3.3)'iin ¢dziimii (3.5) formunda ifade

edilebiliyor ise, (3.5)'1 (3.3)'te g6z oniine alarak ¢ekirdekler igin
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n +0

169 = ) [ Guplnt + 6l =)y, €+ G =5

p=1x

—x +n)dn, (k,j)) €E0-,5 2 x,

- & : §js — &xx _M
A‘”(x’t’s)_{j—fkq’”( ek i+ &(x £ % ))
fjs—ka
e e

+ Z %p(ﬂ»t =+ ‘fk(x HE n))Apj (Tf: t+ Ek(x

p=1 x

(3.7)

(38)

-*??),S—if(x—n))dn, (kp)eEO, sz2x
J

n +x

Apj(x,t,s) = zf Q.‘cp(th + & (x — 1)) Ay (Thf + & lx—1n),s

p=1x

“%(x—n))dn,(k,j) €T  SEX
]

(3.9)

denklemler sistemi ve (1.5) sisteminden (k,j) € o= ve ya (k,j) € o- igin Ay,

cekirdekleri ve gy katsayilari arasindaki

qxj(x,t) = 0, (k,)) € 0,

[ +w
TRETAN
Qrj(x, ) = jg_ RZI Qp(Mt + E(x =) Apj| 1.t
o op=1x
Sk
+hx=ms—&—-n)]dny  s=%
j
(k,j)EO_
iliskileri elde edilir.

(3.10)

(3.11)

’
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Kolayca gostermek miimkiindiir ki (3.7)-(3.9) denklemler sistemi agagidaki

formlara indirgenebilir:

0 n
Ayj(x, t,s) = fzqkp(x—r,t+§kr)Apj(x—r,t+s‘kr,s

4 (3.12)
—T)dr, (k,J) € o,
. = ¢j GyS —EpX ( fjs—ka)
A hs) = pr p b (e SR e o
0 n

c qrp(x — T,

: f}.f( H); (3.13)
§i—$k

+ 1) Ay (x —T,t+ &1,8 —%r) dn,
J

(k,j) € oy,

= 0 n '
Ai(x,t,s) = JZ Gpx =1, b+ & T)A,; (x ~Tib+ gt 8
e (3.14)

- E—r) dE; (k,j)eo_.
$j

(3.12)-(3.14) sistemi (@, f) = (—1,0) ve (ap, Bp) = (—1,¢x) olmakla Lemma
3.1'in kogullarini saglar. O halde bu sistemin tek smirh ¢éz{iimii mevcuttur.

Bu durumda (3.10), (3.11) esitlikleri, (1.5) sisteminin (3.5) formunda Volterra
¢ozlimii olmasi igin kosullardir.

O halde agagidaki teorem ispatlandi:

Teorem 3.1: (1.5) sisteminin (3.2) kosulu altinda (3.5) formunda simirli ¢oziimii
olmasi igin (3.5) integral operatériiniin cekirdeklerinin (3.7)-(3.9)" denklemlerini
saglamast ve katsayilar ile cekirdekler arasindaki (3.10), (3.11) iliskilerinin

saglanmasi gerek ve yeterdir.
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Volterra tipli integral denklemler sisteminin g¢oziilebilirligi ve ¢ozlimiin
tekliginden bahsedilen asagidaki lemmay1 verelim [37]. C,(R?) ile R?'den sinirl

stirekli fonksiyonlar sinifi isaretlensin.

Lemma 3.1: Varsayalim ki (@1, B1)...., (an, By) diizlem iizerindeki bir dogrunun aym
tarafinda olan N tane vektordiir. Yani dyle (a, B) mevcuttur ki 1 = 1, N i¢in aa; +
BB > 0 saglamr ve gji(x,y,s), 1 <j,l <N fonksiyonlar: her (x,y) € R? icin
lg (ay, s)| < h(ax + By) kosulunu saglar. Burada h € Ly(R?)'dir. O halde

0 n

(x, = filx; + i1V + R ,S)ds,
vi(x,y) = f;(x,y) _[o;[gﬂvj] (x + &5, + fis, s)ds (3.15)
j = 1: “'JN

integral denklemler sisteminin verilmis keyfi f; € Cp(R?) igin C,(R?)'de ¢oziimii

vardm ve tektir.
3.2. Baz1 Kanonik Formlar

Bu alt bsliimde, (1.5) sisteminin (3.5) formunda Volterra ¢dziimiiniin olmasi
i¢in iki 6rnek verilecektir ve (1.5) sistemi igin (3.10) ve (3.11) iligkilerinin otomatik
olarak saglandigi iki kanonik form elde edilecektir.

(1.5) sistemini

01001 — 01 = Q1 (%, )P; + Qr2(x, )Y,
(3.16)

020002 — 055 = Qa1 (x, )Py + Q22(x, )

uygun formunda yazalim. Burada o, = diag{é,, ...,&n), 02 = diag{&mii, - &)
Ayrica ¥4, (1.5) sisteminin ¥ = col{y, Y, } ¢ozlimiiniin ilk m, 1, ile de diger n —

m bilesenidir ve

£ - Qll Q12
Q i [QZl QZZ] (317)
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olmakla Q;4,0Q12, Q21, Q2 ile sirasiyla Schwartz simifindan kompleks degerli
olgiilebilir  elemani mxm, mx(n—m),(n—m)xm, (n—m) X (n —m)

boyutlu matrisler igaretlenmistir.

Ornek 3.1: (Dirac-type sistem [34]) &5 = =& = 1, &y =+ =&, = =1 olsun,
Eger Qi1 = Q.2 =0 ise (5.16) sistemine Dirac-type sistem [33] denir. Aym
zamanda degisik kaynaklarda bu tip sisteme Zakharov-Shabat (ZS) [48]-[49],
Ablowitz-Kaup-Newell-Segur (AKNS) [50] veya kanonik sistem [58] denir. Bu

durumda (3.16) sisteminin agsagidaki formda ¢oziimii mevculttur:

Y(x, ) = Po(x, ) + f [ﬁ; ﬁz] (x,t, )W s, £)ds. (3.18)

Burada — Aq1,A12,421, 422 sirasiyla. - mXxm, mx (n—m),(n—m) Xm,
(n —m) X (n —m) boyutlu matrisler olmakla

+o0

A1(x,t,T) = f Q:(s,x+t—5)A(s,x+t—5,7—x+s)ds, (3.19)
X

1 Tt X T—X
A21(x,t,1.')=“2‘Q21( 2 2T 2 )

X

= fin(s,t~x+s)A11(s,t—x+s,r+x (3.20)

T+x

2

=8Jds, T 2%

1 T+ X T—X
Au(x,t,r):EQzl( 5 ,t+ 5 )

; (3.21)
= f Qiz2(s,x +t—8)Az(s,x+t—s5,7+ x —s)ds,
T+Xx
2
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+@w

A (x,t, T =f S;t—x+5)A (s, t—x+s,T—x+35)ds,
22( ) J Q21( )Az ( ) (3.22)

T=ZX

integral denklemler sistemini saglarlar ve (3.10), (3.11) iliskileri otomatik olarak

saglanir.

Ornek 3.2: (TS structure sistemi [35))n=2mveé; > >& >0> &, > >
$om Olsun. Varsayalim ki Q asagidaki iiggen yapidadir:

Q11, m X m boyutlu kesin alt ticgen, Q15 m X m boyutlu alt tiggen olmayan,
Q21, m X m boyutlu iist iiggen olmayan ve Q,,, m X m boyutiu kesin iist iiggen
matris fonksiyonlaridir.

Bu durumda (3.16) sisteminin asagidaki formda ¢oziimii mevcuttur:

v(xt) = Pox,6) + f [ﬁ; jg] (x,t, $)ho s, t)ds. (3.23)

X

Burada Ay, alt iiggen, Ay, alt iicgen olmayan, A, iist iicgen olmayan ve A, iist

ticgen m X m boyutlu matris ¢cekirdekleridir.
( All(x, t; S) = UlBll(x, L, t+ 0'1(5 e x)),
AIZ(xJ L, S) = _JZB'IZ(x) [ JZ(S = x))a

/ (3.24)
Az (%,t,8) = 01821 (x,t,t + 01(s — 1)),

kAzz(x, t, S) = _Uszz(x, Lt + 0'2(5 — .'X))

isaretleyelim. Burada o = diag{¢,, ...,&,} sabit martisi cA(x, t,t+ a(s — x))
matrisinin k.(k =1,n) sitununa & Ap(xt,t + & (s —x)), (i =Ln) seklinde
uygulanmigtir. Byj(x,t,7),i,j = 1,2 ¢ekirdekleri asagidaki integral denklemler

sistemini saglar:
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Tt &
[B11]ij(x, t,7) = o fa ===t Jpi { ( I e b= 5=k = t))
* 'f;:g’i
3+ f [@11B11 + Q12B12]i5(s, t + Elar=slsv

+&;(x —8))ds,

[Baalij(x, t,7) = = [Q21]; ( e i Sist )
AT PRI L G TV TR e
fjjf_:m
+ f [Q21B11 + Q22B12]ij (s, t + §mai(x — 5), T

+é&lx 8 ))ds, v =%,

1 [Q ] +T+—t t
Em+j fz izl * €m+j'_'fi,

$i
2 §m+j fa (T t))

Tt
’fm+j §i

[B12]ij (x, t, T) =

x+

¥ f [Q12B2 + QuBraliy(s.t + &(x — 8),7

X

o+ §m+j(x —s))ds,

T—1
By,)ii(x, t,T) = ~(x+——,t
[ 22][1 : §m+j o fm-l—i [QZI]U S{m+j T §m+i
§m+i )
N TR | i
§m+j TE fm+i ( )
R
Sm+j—Sm+i
: 2 f [@21B12 + Q22B22]i5(s, ¢
x

+ G ~ 8} 4 §m+j(x =s)ds, T 2x

(3.25)

(3.26)

(3.27)

(3.28)
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Burada [B);j(x,t,T) ile B(x,t,t) matris fonksiyonunun (i,j). elemant ve
[@B];(s, t,7) = [Q(s, t)B(x, t, T)];j isaretlenmistir. Ayrica (3.11) ve (3.12) iliskileri

otomatik olarak saglamr. i = j oldugunda ise integrallerin iist stnirt +oo olur.

(aij)?j=1 matrisine j > i (j = i) igin a;; = 0 olursa alt tiggen (kesin alt tiggen), j +
[ <n i¢ina;; = 0 olursa alt tiggen olmayan, j < i (j < i) igina;; = 0 olursa st
tiggen (kesin tist iggen) ve j+i=n+2 igina; = 0 olursa iist liggen olmayan

matris denir.

3.3. Birinci Mertebeden Hiperbolik Sistem I¢in Yar
Diizlemde Sa¢ilim Operatoriiniin Volterra Yapisi

(5.16) sistemini x = 0'da agagidaki sinir kosulu altinda g6z oniine alalim:

¥2(0,¢) = Hy, (0, 1). (3.29)

Burada H, (n —m) X m boyutlu sabit matristir ve a(t) ile tanimli gelen dalgalarin

profili ise
Y1 (2. t) = I xa(t) +0(1),x = +e0 (3.30)

asimptotik iliskisini saglar.
(3.16), (3.29), (3.30) problemine yari diizlemde sagilim problemi denir.

Asagidaki teorem, bu sagilim problemi i¢in saglanir:

Teorem 3.2: Keyfi a(t) € C,(R,C™) vektorii igin sagilim probleminin tek ¢oziimii

vardir ve ¢oziimiin ikinci bileseni

Yo (x,t) = Jg,xb(8) + 0(1),x = +o0 (3.31)
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asimptotik iliskisini saglar. Burada b(t) € C,(R,C"™™) sagilan dalgalarinin
profilidir.

Ispar 3.2: (3.16), (3.29), (3.30) sacilim problemi asagidaki integral denklemler

sistemine denktir:

s e
%mﬂ=$waﬂy[mﬁﬂmwm+QMA@w@,
{ . (3.32)

+w0

‘Pz (JC, t) = 3asz(t) + J saz(x—s) [Qlel i QZZIIJZ] (51 t)dS.

\ x

Burada b(t) = Ha(t) + fx+°°{H3_.glg[in/)1 + Q1212] (5, 8) — g, s[Qartpy +
Q220,](s, t)}ds' tir.

(3.32) sisteminden
r m n
hy; $mtl t—1
—-:E'Z[qu }]( = +T—JT): X
f=1-2t g=1 :
T bt &nx
P B & (3.33)
=T
5 Z[Qmﬂj@j] ( )
m+l
\ T2ttt Enai X
olmakla

- L
e;i(x,t) = a;(t + &) + Z quﬁf’;] (x ¥ g )dr, (3.34)

j=1

N =
é‘h_-\ﬂ

i =000,

t

‘pmﬂ(x t) I Z hltat (t . SrmH x) o meH(x L, T) dT

—00

(3.35)

=101 —m
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sistemi elde edilir. Sonuncu sistem t'ye gore Volterra integral denklemler sistemi ve
cekirdekleri Schwartz simfindan oldugundan, bu sistemin ¢oziimii vardir ve tektir
[37]. qij(x,t),i,j = 1,..,n Schwartz sinifindan oldugu i¢in (3.31) iliskisi (3.32)'den

kolayca elde edilir. m

Teorem 3.2'ye gore her a(t) € C,(R,C™) gelen dalga vektérii igin sagilim
probleminin bir sinirli ¢6ziimii meveuttur ve bu ¢oziim (3.31) ile tanmimh b(t) €
Cp(R,C*™™) sagilan dalga vektoriidiir. Boylece Cp(R,C*™™ X €™) uzayinda a'yi

b'ye doniistiiren
b = Sya (3.36)

Sy matris operatorii tanimlayabiliriz. Bu operatére, yari diizlemde (3.29) sinir
kosullu (3.16) sistemi i¢in sagilim operatérii denir.
(3.16) sisteminin kanoniklestirilebilirligi, Sy operatériiniin yapisinin Volterra

olmasini saglar.

Teorem 3.3: Sy, (7) iliskilerini saglayan ve kanoniklestirilebilir olan (3.16)

sisteminin sagilim operatérii olsun. O halde Sy operatiriiniin
Su=U+A4A)(H+A) (3:37)

faktorizasyonunu mevcuttur. Burada 1 birim operator, A. iist Volterra integral

operatorii ve A, alt Volterra integral operatoriidiir.

Ispat 3.3: h(t) = col{a(t),b(t)} oldugunu giéz oniine alalim. (3.5) ifadesini

degisken doniigtimii ile agsagidaki sekilde tekrar yazalim:
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¢

400

Y1 (2, t) = Fp,0a(t) + j Ay1(x,t,8)3,,ca(s) ds
L

t
.y J A2 (x,t,$) 5,20 (s) ds,
=

$20,0) = 3520(0) + | A 2,6,5)30,00() ds

t
t

+ [ Ao 950,0b(5) s

\ %

(3.38)

Burada A;,(x,t,8),A15(x,t,8), A5, (x, t,5), Ay (x,t,8) swrasyla mXm, mX

(n—m), (n—m) Xmve (n —m) X (n—m) tipinde matris ¢ekirdekleridir ve

e 1 1
A ’ tn == LY = oL 7]
11 (5t %) = A4 (x t,x+ = (s t))

¢ 5k 1
AIZ(x'tiS) = “'&—Au (X, E,% +J—(S = f)),
2 02

" 1 1
A ,6s)y=—A ELx+—(s—1t)],
11(x,t,8) o 21 (x 01( ))

S 1 16
Aq(x,ts)=——A4A X, Lxd—g-=t
| A ts) = - 11( = ))

(3.39)

ile isaretlenmislerdir. Burada o = diag{¢,, ..., &y} sabit matrisi my, X my boyutlu

: %A (x, t,x + i (s — t)) matrisinin - k.(k =1,my) siitununa E_lkAki (x, t,x +

31;(3 = t)) , i = 1,m, seklinde uygulanmistir. Sinir kogulundan ve (3.38) ifadesinden

b(t) + Ayy_a(t) + Ayp b(t) = Ha(t) + HAy _a(t) + HA1, . b(t)

veya

(3.40)
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(I++A,, —HALB(t) = (H+ HA~ — Ay )alt) (3.41)

alinir. Burada

{ o
Au-(OF () = f A (x,6,)f()ds,

{ : - (342)
A (OF () = f A (6, 6,5)f(s)ds,

\ £

ve Ail-—- = Ai1—-(0): Ai2+ = Ai2+(0)l i = 1,2’di)'.
(3.36) sagilim operatériiniin tanimi ve (3.38) esitliklerinden

Sy=U+A)H+A) (3.43)

alimir. Burada I + Ay = (I + +A,,, —HA 5 ) tve A = HAjy_ — A,y _'dir. m

(3.37) Volterra yapili Sy sagilim operatérii, yar1 diizlemde birinci mertebeden
hiperbolik sistem igin ters sagilim probleminin ¢éziimiinde 6nemli rol oynar.

@megin, n = 2m durumunda
Y,(0,t) = Hy4(0, 1), detH, # 0, k=12 (3.44)

sinir kosullar: ile (3.16) kanoniklestirilebilir sistemi igin yar1 eksende iki sagilim

problemi g6z 6niine alinsin. Bilindigi {izere

I = [An— A12+] (3.45)
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matris gegis operatorii, x < 0 icin (3.16) sisteminin katsayilar1 sifira esit olmakla tiim
eksende birinci mertebeden hiperbolik denklemler sistemi igin sag¢ilim operatoriidiir.
Hiperbolik denklemler sistemi igin tiim eksende ters sa¢ilim problemi [32]-[37]'de
¢oziildiigiinden, yar1 eksende n = 2m durumunda (3.16) kanoniklestirilebilir sistemi

i¢in ters sagilim problemi hakkinda agagidaki sonug elde edilmistir.

Teorem 3.4: Sy ,Sy,, yari eksende n = 2m olmakla (3.16) kanoniklestirilebilir
sistemi icin iki sacilim operatorii olsun. Burada H, ve H, det[H, —H,] # 0
kosulunu saglayan matrislerdir. O halde (3.16) sisteminin katsayilari, Sy, ve Sy,

sagitlim operatirleri vasitasiyla tek bicimde elde edilir.

Ispat 3.4: Byy = Aypy — HyAqp, ve By = Hp Ay _Hi' — Ay _Hi ' olsun. Sonuncu
esitlikler ve SHRH,{“l = [ + F, k = 1,2 esitligi kullanlarak (3.37)'den

Bk— = Bk+ + Fk + Bk+Fk (346)

elde edilir. (3.46)'da ki By_, By, integral operatorlerinin c¢ekirdekleri
Bj_(t,s), Bry(t,s) olsun. (3.46) operator denklemlerini c¢ekirdekler iizerinden
asagidaki sekilde tekrar yazalim:

p t
By, (t,s) + F(t,s) + f By, (t,T)F,(z,s)dt = 0,5 <'t,

3 Wi (3.47)
By_(t,s) — F(t,s) — J’ By (£, 0)Gp(,8)dTr = 0,8 = L.

\ —co

Burada Fy(t,s) ve Gy(t,s) swrasiyla Fy ve Gy, = HySy — I Hilbert-Schmidt integral
operatdrlerinin gekirdekleridir. Bu integral denklemler GLM tiplidir ve SHk, k=12
operatorlerinin faktorizasyonu ile tek sekilde ¢oziiliir [32]-[37].

O halde,
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HyAszy — Azay = Tis,
(3.48)
Ay — HpAy,- = T Hy

saglamr. Burada Iy = [Fy(I + QcF) s, L =[G + EcG) )k = 1,2 ve
Qt—, s <t oldugunda yari eksendeki projeksiyon, E,. ise s =t oldugunda yart
eksendeki  projeksiyondur.  Ayrica [K], ve [K]., swasyla Kf(t)=

f:: K(t,s)f(s)ds integral operatdriiniin alt ve iist Volterra kismidw. Yani

(K1 £(©) =[5 Kt )f(s)ds ve [K]F(©) = [ K(t,5)f (s)ds"rir.

(3.48)'den Il matris gegis operatori, det[H; — Hp] # 0 kosulu altinda Sy, ve
Sy, vasitasiyla tek sekilde elde edilir. (3.16) sisteminin katsayilari I martis
operatirii ile tek sekilde elde edilebildiginden, (3.16) sisteminin katsayilar: Sy, ve

Su, sagilun operatorleriyle de tek sekilde elde edilir. m

Uyari 3.1: Teorem 3.4, [36]'da TS-structure sistemi i¢in ispatlanmistir. Bu makalede,
a:diag{fla'"lfn}: $1228m>0>8pn 224, ile (1.5)
kanoniklestirilebilir. sistemi icin genellestirilmigtir. Teorem 3.4, [32] ve .[34]'deki
sistemlerden farkli sistemlere de uygulanabiliv. Ornegin, ¢ = diag{¢,, ...,4}, & >

£, >0 > & > &, olmakla

0 0 0 q14(x, 8)
0 0 G23(x,t) qaa(x,t)
= 3.49
QD =100 @t 0 g b) (3.49)
qa1(x,t) 0 0 0

potansiyelli kesin hiperbolik olmayan (1.5) sistemi icin yari eksende ters sagilim
problemi daha oOnce incelenmemistir. Bu sistemin kanoniklegtirilebilir oldugu
kolayca gosterilebilir. Yani, bu problemin (3.3) formunda Volterra tipli integral

gosterimi vardr ve ¢ekirdekler

Ai1(x, t,s) 0 0 A (2, 5)
Azi(x: t, S) AZZ(xJ £ S) AZB(xJ L, S) A24 (x, L, S)
Azi1(x,t,5) Asza(xt,s) Aszz(x,t,s) Az(xts)
Au1(x,t,8) 0 0 Az4(x,t,8)

A(x,t,s) = (3.50)
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yapisindadir. Ayrica (3.10) ve (3.11) kanoniklestirilebilme kosulu

rQll(xr t) = qu(x: t) = q21(x1 t) 3 QZz(x: t) = q33(x1 t)

= Qaq(x, ) =0
f s 6 4 +oo
{ qas(x,t) = 353.4;! Qap(n, t + E4(x — 1)) (3.51)
Aps (n, t+ & lx—n)x —%(x = n)) dn
\ 3
seklinde saglanir.

Uyart 3.2: u = col{uy,u,}, p=diag{p,,p:}, 0<py<p, ve V(t) =

V11(x)  v12(x)

[v21(x) V22(x) dtla
0%u  0%u
i Rk Y e 3.52
P32 axz-[—V(x)u 0 | (3.52)

iki hizli sistemi [42] kolayca (1.5) formundaki

= Q(x, )y (3.53)

0’-—-.:—_

ap oY
at-- Ox

birinci mertebeden sisteme indirgenebilir. Burada P = col{y;, ¥, u, Uy}, 0=
1 a3
v21(X) Va2 Vig

diag{$,$2, =82, —¢1} &1 = Pg: $r = Pf Ye. i3 = — % e =5 Y23 =77

2457 aq (25}

q13 14

0 0
0 0 Q23 qz24],,.
Qg = _‘;_122_ Q32 = g, Qa1 = @y olmakla Q = | | s v D0 dir. Ayrica a,

qax O 0 0

da da da da S S, N
ve Q,, sirastyla & —a—cl - —(,),—f =-{} ¥ a—:- - E} = 0 denklemlerinin ¢oziimleridir.

Genelde, (3.53) sistemin kanoniklestirilebilir degildir. q13 = 0 oldugunda bu

sistem TS-structure tipli sistemdir ve kanoniklestirilebilirdir. Yani v,,(x) =0
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oldugunda bu sistem kanoniklestirilebilirdir. Bu durumda Teorem 3.4, x = 0 yar

ekseninde iki hizli (3.52) sistemine uygulanabilir.
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4. YARI DUZLEMDE SINIR KOSULUNDA
SINGULER GECIS MATRISI ICEREN
STASYONER OLMAYAN MATRIS DIRAC
DENKLEMI ICIN TERS SACILIM PROBLEMI

Yan diizlemde

0, (x, ) + 0:p(x, ) = QCx, OY(x,t), (x,t) € Ry X R (4.1)

stasyoner olmayan matris Dirac denklemi i¢in sagilim problemini g6z 6niine alalim.
0
I

mn

! ; ; 2 : :
Burada o :[ 0" ] bilesenleri n. mertebeden I, birim matrisler olan sabit

0 chz(x,t)] : ! _ -
RN ise bilesenleri L,(R, X R, C™™)

simifindan n X n tipinde q1,, g1 blok matrisleri olan potansiyel matrisidir.

matristir.  Q(x,t) = [

Yar dlizlemde (4.1) sistemi igin sagilim problemi, (4.1) sisteminin x = 0'da

I,bz (O, t) = Hl.bl (0, t)) (42)

sinir kosulu ve
Yi(x, t) = a(t + x) + o(1), X = +oo 4.3)

asimptotik kosulu ile ¢6ziimiintin bulunmasini igerir. Burada 1, ve 1,, n boyutlu

Y

stitun vektorleri olmakla ¢ = [ 1 ]'dir. Ayrica H, n X n tipinde sabit gegis matrisidir

1
2
ve a(t) vektor fonksiyonu gelen dalgalarin profilidir.

Keyfi bir a(t) € L,(R,C") gelen dalga vektorii igin sagilim probleminin tek

¢Ozlimii mevcuttur ve bu ¢oziimiin ikinci bileseni
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P, (x,t) = b(t —x) + 0(1), X = 4o (4.4)

asimptotik iliskisini saglar. Burada b(t) € L,(R, C™)vektdér fonksiyonu sagilan
dalgalarin profili olarak tanimlidir.

O halde her a(t) € L,(R,C™) gelen dalga vektorii i¢in (4.1) sisteminin tek
¢oziimii mevcuttur ve bu ¢oziim (4.4) ile b(t) € L,(R,C™) sagilan dalgalarin

profilini belirler. Boylece L, (R, C™) smifindan a'y1 b'ye doniistiiren

b=Sua (4.5)

olacak sekilde n X n tipinde Sy matris sagilim operatérii tammlayabiliriz. Bu
operatdre, (4.2) smnir kosullu (4.1) sistemi i¢in yar1 diizlemde sagilim operatorii denir.
Bilinen Sy matris sagilim operatoriinden Q(x,t) potansiyel matrisini bulma
problemine de (4.2) sinir kosullu (4.1) sistemi i¢in ters sagilim problemi denir. Bu
bolimde, (4.1) sistemi igin sir ko;;;ﬂunda singiiler H gecis matrisi igeren ters
sagilim probleminin tekligi incelenecektir. Yar1 diizlemde detH # 0 durumunda
(4.1) sistemi i¢in ters sagilim problemi [32]’deki stasyoner olmayan sikalar Dirac
denklemi i¢in metot ve sonuglarin matris durumuna genellestirilmesi [53] de
¢aligilmustir. Bu genellestirme ¢ok zor olmamasina ragmen sinir kosulundaki singtiler

durum i¢in énem arz eder.
4.1. detH = 0 Durumunda Bir Potansiyel Sinifi

Bu alt béliimde detH = 0 durumunda ters sagilim probleminin ¢dziimiiniin
tekligi incelenecektir [59]. detH # 0 durumunda keyfi potansiyel igin ters sagilim
probleminin ¢oziimiiniin tek olmama durumu [53]’de gosterilmistir. Bu durumda,
ters sagilim problemi H matrisinin ranki ile iliskili 2n?’den az sayida fonksiyonel
bilesenli bir potansiyel simfi i¢in goz 6niine alinabilir.

rankH =r,0 <r <n, n > 2 olsun. O halde H matrisi
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o el
g=| ' O ] 46
s (8]

matrisine denktir. H ve A matrisleri ancak ve ancak singiiler olmayan A ve B
matrisleri igin AH = HB saglanirsa denktir.

(4.1)-(4.2) problemi, 1, = A, ve P, = B, doniisiimleri ile

01 (x, ) — 01 (%, ) = Gr2(x, )P (x, ),

(47)
0, (x, ) + 0,2 (x, £) = Gy (x, )P4 (. ),
sagilim problemine indirgenir. Burada §;, = Bq1,471 ve §,; = Aq,;B~Ydir.
Yeni bir
Ql 0T,n-r
g O O i
TG 2
On—r,r Q3 =
potansiyel sinifi dahil edilerek (4.1)-(4.2) sagilim problemi
at‘];ll(x: 4 M ax‘!jll(x: t) = Q(x, t)$21 (x, 1),
(4.10)
0021 (x, 1) + 05121 (%, £) = Q2(x, )P4 (x, 1),
@21((): t) = 11;11(01 t): (411)
ve
012 (%, 1) — ByPaa(x,t) =0,
(4.12)

0e 2z (x, ) + 0oz (x, t) = Q3(x, )12 (x, 1),
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a0, 5) =0, (4.13)

seklinde iki sagilim problemine doniistiiriiliir. Burada Q;, i = 1,2,3 swrasiyla r X 7,
rxr ve (n—r)x (n—r) boyutlu sifirdan farkli matris bloklaridir, e, s
sirastyla n boyutlu 11,1, vektorlerinin ilk 7 ve 12, Py, sirasiyla n boyutlu V1, P
vektorlerinin son n — 7 bilesenleridir.

(4.5) sagilim operatdriiniin tanimina gore (4.9) potansiyelli (4.7)-(4.8) sistemin

icin S sagilim operatdrii

S [ e
SH i I rn r] (4.14)

0n~r,r Son_,-

seklindedir. Burada §; ve Sy, swasiyla (4.10)-(4.11) ve (4.12)-(4.13)

problemlerinin sagilim operatérleridir.
4.2. Sacilim Operatoriiniin Ozellikleri

Ters sagilim problemlerinin ¢éziimiinde ¢dziimiin Volterra tipli integral
gosterimi dnemli rol oynar. Bu tiir gosterim x — +o0o0’da doniistim operatdriinden

elde edilebilir.

Teorem 4.1: ([34]) Keyfi a,(t), bi(t), (—o0 < t < +0) igin (4.10) sisteminin tek

¢oziimii mevcuttur. Ayrica bu ¢oziim

P11 (x, t) = [I + Ay ()] ag (¢ + x) + A2 (x) by (t — X)),
(4.15)

Yoy (x,t) = Ay ()ay (t + x) + [ + Ay (X)]by (£ — x)

gosterimine sahiptiv. Burada a,(t), by (t) vektorleri sirasyla a(t) ve b(t) gelen ve
kagan dalga vektorlerinin ilk v bilesenidir. Aj;_(x)f(t) = f:wA[- j(x,t,8)f(s)ds ve

A ()f (@) = ffmAij(x, t,s)f(s)ds, i,j = 1,2 seklindedir. A;;(x,t,8),i,j =1,2
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cekirdekleri (4.10) sisteminin katsayilarindan tek sekilde elde edilir ve sabitlenmis x

icin bu ¢ekirdekler Hilbert-Schmidt ¢ekirdekleridir.

Ayrica yukarida bahsedilen A;;(x, t,5),i,j = 1,2 gekirdekleri (4.10) sisteminin
potansiyeli ile asagidaki gibi baglidir [33]:

r - e
A (x,t,t) =—§f Qi(s,x +t —$)Qz(s,x + t —5)ds,
X
1 1
4 AlZ(xl t: t) = E Ql (xl t).l AZI (x, t} t) i E QZ (xr t); (4.16)
I
kAzz(:rc,t,t) :-—Ef Q,(s,t —x +5)Q.(s,t —x + s)ds.
X

(4.15) gosterimi ve (4.11) sinir kosullar: kullanilarak
by(t) = (Ir + Ay — Ag2) 7t (I + Ag— — Ay )aa (1) (4.17)

alinir. Burada A4;j.. = 4;;-(0) ve 4;;4 = 4;5,(0), i,j = 1,2°dir.
(4.17) formiili ve sagilm operatériintin tanimi goéz Oniine alinirsa yari

diizlemde (4.10) sistemi i¢in matris sagilim operatoriiniin Volterra yapisi
Sy, = (Ip+ Ayps — App) * U + Ay — Apy ) (4.18)

seklindedir. Sagilim operatériiniin karakterizasyonu i¢in 6nem arz eden Sp sagilim

operatoriiniin ¢ift tarafl faktdrizasyona sahip olmasi agagidaki teoremle verilmistir:

Slr Or,n—r

Teorem 4.2: Sz = [0 ], (4.9) potansivel matrisli  (4.7)-(4.8)

n-r,r SOT,_,—
probleminin sagihim operatérii olsun. O halde S;_ blogu ¢ift tarafli faktérizasyona

sahiptir ve S __ ise iist ii¢gen (iist Volterra) integral operatoridiir.
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Ispat 4.2: (4.18) formiiliinden S;. matris operatoriiniin sag fakiérizasyona sahip
oldugu goriiliir. Dahasi, bu operator F Hilbert-Schmidt operatérii olmakla §; =
I, + F yapwsi ile verilebilir. Ayrica (4.18)’den S| operatiriiniin tersi de elde
edilebilir ve bu ters G Hilbert-Schmidt operatorii olmakla S,r_l =I.+ G
seklindedir. F ve G operatorlerinin cekirdekleri F(t,s) ve G(t,s) olsun. S|
operatoriiniin sol faktorizasyonu (53] 'de gisterilmistir.

(4.12)-(4.13) problemi ise acik olarak ¢oziilebilirdir ve bu ¢éziimler

P12(x, ) = ap(t + x),

+oo (4.19)
Par(x, ) = by(t — ) — j Q;(s,t —x + s)a,(t — x + 2s)ds,

seklindedir. Burada b,(t) = éf:m Q3 (T_;E,TTH) a;(t)dt ve ay(t), by(t) swraswyla

a(t), b(t) gelen ve kagcan dalga vektorlerinin son n — r bilesenleridir. O halde

il ey e TN
20 2

Sous @@ =0 =5 0s( )an(1)dr (4.20)
£

2 i ~t T+t 2 : S e
sagilim operatorii gekirdegi EQ3 (TT,%) olan iist Volterra integral operatériidiir. m

4.3. Ters Sacilim Problemi

Bilinen (4.14) sagilim matrisinden (4.9) formundaki § potansiyel matrisini
bulma problemine (4.8) sinir kosullu (4.7), (4.9) sistemi igin ters sagilim problemi
denir. (4.16) yeniden kurma formiilleri potansiyelin tek sekilde bulunmasi igin bazi
eksik bilgiler igermektedir. Asagidaki teorem (4.7)-(4.9) igin ters sagilim

probleminin tek sekilde ¢oziilebilirligini vermektedir.

Teorem 4.3: Q(x,t) € Ly(R, X R, C™™), (4.9) formunda keyfi bir matris olsun.

\) i
Ayrica S = [0 ;s Ko T], (4.9) potansiyel matrisli (4.8) smr kosullu (4.7)

n-r,r Sﬂ,l_r
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probleminin sagilim operatirii olsun. O halde Q(x,t) potansiyeli Sg' dan tek tiirlii

belirlenir.

So,., operatorii {ist Volterra integral operatérii oldugundan, bu operatdriin

cekirdegi (4.20) formiilii ile verilmis %Qg(%t,%t) cekirdegi ile cakigiktir. S
operatdriiniin ¢ift tarafli faktorizasyona sahip olmasi agagidaki teoremi ifade etmeye

imkan verir;

SI,. O pr

Teorem 4.4: Sg = 0 S
n-r,r On—r

], S, =1.+F ve S, _.=H_ olmakla (4.7)-

(4.9) probleminin sacgilim operatorii olsun. O halde F,G ve H_ Hilbert-Schmidt
integral operatirleri olacak sekilde S,r_l = I+ G tersi mevcuttur ve her x €

R, ve t € R icin keyfi hy, hy € L, icin

v1(s)+f (1) F(t — x,5 + x)dt = hy(s), §=1,
(4.21)

+co

vz(s)+f v (1) G(t + x,5 — x)dt = hy(s), o
t

sisteminin L,'de tek ¢oziimii mevcuttur. Ayrica, eger  hy(s) =0, hy(s) =
—G(t+x,s—-x) ve h(s)=-F(t—- x,é +x), hy(s) =0  ise swasiyla
A11(x,t,5) = v1(5), Ap2(x,t,8) = v2(s) ve An(xts) =vi(s), Apn(xt,s) =
v,(s) yukaridaki sistemin ¢oziimleridir. Dahasi (4.7) sisteminin potansiyeli
Q1(x,t) = 241,(x, t,1), Q2 (x, t) = =245, (x,t,t) ve Qz3(x,t) =H(t—x,t+x)
seklinde tek tiirlii belirlenir.

Sy, sagihm operatdrii ¢ift tarafli faktdrizasyona sahip oldugundan [38], (4.10)

sistemi tek tiirlii ¢oziilebilirdir.

% 0
Teorem 4.5: y = []g : ], L,(R,C™)'de bir operatir olsun. Burada y,, F ve G
n—r

Hilbert-Schmidt integral operatirleri olmakla vy, = I, +Fve y, =1+ G

olacak sekilde tersi mevcut v X r matris operatoriidiir. V,_, ise (n—1) X (n — 1)
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tist Volterra ve Hilbert-Schmidl integral operatoriidiir. Ayrica her x € R, vet € R

icin

t
vy(s) + f v (t)F(t—x,5+x)dt =0, g2k
z (4.22)

+co

vz(s)+f ()Gt +x,5s—x)dt =0, Lk 7
t

sisteminin Ly 'de sadece trivial ¢oziimii mevcut olsun. O halde y, (4.7)-(4.9) sagilim

probleminin sagilim operatoriidiir.

Ispat 4.5: Ispat, [32]'deki sikalar Dirac denklem icin olan ters sacilim problemi
lizerine elde edilen sonuglari matris durumuna genelleyerek ve v, matris
operatoriiniin (4.10)-(4.11) problemi i¢in sagilim operatérii olma unsurunu

kullanarak kolayca yapilir. m
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Ek B: Béliim 2.1 I¢in Matlab Kodlar

Tablo B1.1: Diiz Problem I¢in Sonlu Farklar Metodu MATLAB Kodlar.

function [U,V,u,v]= Wavextyebagli(p,u0,g1,q,v0,g2,L,T,nx,nt)

% p, q katsay girdileri

% u0, v0, gl, g2 baslangi¢ ve sinir girdileri

% L, x eksenindeki uzunluk, T, t eksenindeki uzunluk
% nx ve nt, sirasiyla x ve t eksenlerindeki béliintii say1st
hx=L/nx; % x ekseninde béliintii uzunlugu

ht=T/nt; % t ekseninde boliintii uzunlugu

r=ht/hx;

xvec=hx*(0:nx);

tvec=ht*(0:nt);

V=zeros(nt+1,nx+1);
U=zeros(nt+1,nx+1);
V(1,:)=teval(v0,xvec(:));
U(l1,:)=feval(u0,xvec(:));
v=zeros(nt+1,nx+1);

u=zeros(nt+1,nx+1);

73




Tablo B1.1 Devam.

for k=0:nt
for n=0:nx
v(k+1,n+1)=1+(n*hx).*(k*ht). *(k*ht)+(n*hx). *(n*hx); %kesin v ¢oziimii
u(k+1,n+1)=1+(n*hx).*(n*hx)+(k*ht).*(k*ht); %kesin u ¢6ziimii
end

end

Yoniimerik ¢oziim igin sonlu farklar ayrisimi

for k=1:nt
for n=1:nx
V(k+1,n)=(1-r)*V(k,n)+r*V(k,n+1)- ht*feval(q,tvec(k),xvec(n)).*U(k,n);
V(k+1,nx+1)=feval(g2,k*ht);
U(k+1,1)=feval(gl ,k*ht);
U(k+1,n+1)=(1-r)*U(k,n+1)+r*U(k,n)-ht*feval (p,tvec(k),xvec(n+1)).*V(k,n+1);
end

end

ul=u(:,1);
vi=v(;,nx+1);
VI=V(,nx+1);
Ul=U(,1);

figure(1)
plot(tvec,Ul,-. tvec,ul,'k")
legend(‘numerical u','exact u'")

xlabel('t-axis')

figure(2)
plot(tvec,V1,-." tvec,v1,'k")
legend('numerical v','exact v')

xlabel('t-axis')

74



Ek C: Béliim 2.3 I¢in Matlab Kodlar

Tablo C1.1: Ters Problemin Céziimii ve Molifikasyon i¢in Sonlu Farklar
Metodu MATLAB Kodlari.

function [U,V,Q,P,u,v]= katsayimol(u0,g1,v0,g2,.,T,nx,nt)

% u0, v0, gl, g2 baslangig ve siur girdileri

% L, x eksenindeki uzunluk, T, t eksenindeki uzunluk
% nx ve nt, sirasiyla x ve t eksenlerindeki boliintii sayist
hx=L/nx; % x ekseninde boliintii uzunlugu

ht=T/nt; % t ekseninde béliintli uzunlugu

r=ht/hx;

xvec=hx*(0:nx);

tvec=ht*(0:nt);

V=zeros(nt+1,nx+1);
U=zeros(nt+1,nx+1);
Q=zeros(nt+1,1);

P=zeros(nt+1,1);

V(1,:)=feval(v0,xvec(:));
U(1,:)=feval(u0,xvec(:));

qq=zeros(nt+1,1);
pp=zeros(nt+1,1);
vv=zeros(nt+1,nx+1);

uu=zeros(nt+1,nx+1);

vv(1,:)=feval(v0,xvec(:));
uu(l,:)=feval(u0,xvec(:));

v=zeros(nt+1,nx+1);

u=zeros(nt+1,nx+1);
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g=zeros(nt+1,1);
p=zeros(nt+1,1);
v(1,:)=feval(v0,xvec(:));
u(1,:)=teval(u0,xvec(:));

n=nt;
nl=n+1;
eps=input('eps between 0 and 0.1:"); % bozukluk miktari
if (eps<0 || eps>0.1), stop;
end
cle
tic
[funchl,funch2]=funcl(n); % funcl programim ¢agirir
c=clock;
=c(2)*c(4)*c(5)*c(6);
rand('seed',k)

for k=1:n+2
noise(k)=(2*rand(1)-1)*eps; % bozukluk iiretimi

end

h1=funchl.*(1+noise);
h2=funch2.*(1+noise);

[molhl,delta]=molgcv(hl,nl); %programi ¢agirir
[molh2,delta]=molgcvh2(h2,n1); Yeprogrami g¢agirir

h11=hl";
molhl1=molhl";
h22=h2";
molh22=molh2';
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for k=0:nt
qq(k+1) =exp(-k*ht-1); % katsayilarin kesin ¢dziimlerini verir
pp(k+1)=2*exp(k*ht+1); '

end

for k=1:nt % diiz problemin niimerik ¢6ziimiinii verir
vv(k+1,1:nx)=(1-1)*vv(k,1:nx)+r*vv(k,2:nx+1)-ht*qq(k). *uu(k, 1 :nx);
vv(k+1,nx+1)=feval(g2,k*ht);
uu(k+1,1)=feval(gl,k*ht);
uu(k+1,2:nx+1)=(1-r)*uu(k,2:nx+1)+r*uu(k,1:nx)-ht*pp(k). *vv(k,2:nx+1);

end

q(1)=-(h22(2)-h11(1))/(ht*u(1,1))+(v(1,2)-v(1,1))/(hx*u(1,1));
p(1)=-(h11(2)-h11(1))/(ht*v(1,nx+1))-(u(1,nx+1)-u(l,nx))/(hx*v(1,nx+1));

for k=1:nt

v(k+1,L:nx)=(1-r)*v(k, L :nx)+r*v(k,2:nx+1)-ht*q(k).*u(k,1:nx);

u(k+1,2:nx+1)=(1-r)*u(k,2:nx+1)+r*u(k,1:nx)-ht*p(k). *v(k,2:nx+1);

v(k+1,nx+1)=feval(g2,k*ht);

u(k+1,1)=feval(gl,k*ht);

v(k+1,1)=h22(k+1);

u(k+1,nx+1)=h11(k+1);
q(k+1)=-(h22(k+2)-h22(k))/(2*ht*u(k+1,1))+(v(k+1,2)

-v(k+1,1))/(hx*u(k+1,1)) ;
p(k+1)=-(h11(k+2)-h11(k))/(2*ht*v(k+1,nx+1))-(u(k+1,nx+1)
- u(k+1,nx))/(hx*v(k+1,nx+1));

end
Q(1)=-(molh22(2)-molh22(1))/(ht*U(1,1))+(V(1,2)-V(1,1))/(hx*U(1,1)) ;

P(1)=-(molh11(2)-molh11(1))/(ht*V(1,nx+1))-(U(1,nx+1)
-U(1,nx))/(hx*V(1,nx-+1));
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for k=1:nt

V(k+1, Lnx)=(1-1)*V(k, 1 :nx)+r*V(k,2:nx+1)-ht*Q(k).*U(k, 1 :nx);

U(k+1,2inx+1)=(1-1)*U(k,2:nx+1)+r*U(k, 1 :nx)-ht*P(k).* V(k,2:nx+1);

V(k+1,nx+1)=feval(g2,k*ht);

U(k+1,1)=feval(gl,k*ht);

V(k+1,1)=molh22(k+1);

U(k+1,nx+1)=molhl1(k+1);

Q(k+1)=-(molh22(k+2)-molh22(k))/(2*ht*U(k-+1,1))+(V(k+1,2)-

V(k+1,1))/(hx*U(k+1,1)) ;

P(k+1)=-(molh11(k+2)-molh11(k))/(2*ht*V(k+1,nx+1))-(U(k+1,nx+1)-

U(k+1,nx))/(hx*V(k+1,nx+1));

end g
ul=uu(:,nx+1);
vO1=vv(;,1);
W I=ERe i 1)
VOI=V(,1);
Ull=u(:,nx+1);
VOI1l=v(;,1);

figure(1)

plot(tvec,Ul1,tvec,ul,'-.k")

legend('noisy u','exact u'")

xlabel('t-axis")

figure(2)
plot(tvec, V01 1,tvec,v01,'-.k")
legend('noisy v','exact v')

xlabel('t-axis")

figure(3)
plot(tvec,q,tvec,qq,'-.k")
legend('noisy q','exact q')

xlabel('t-axis')
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figure(4)
plot(tvec,p,tvec,pp,'-.k")
legend('noisy p','exact p")

xlabel('t-axis')

figure(5)
plot(tvec,qq,tvec,Q,'-.k")
legend('exact q','mollified ¢

xlabel('t-axis")

figure(6)
plot(tvec,pp,tvec,P,'-.k")
legend('exact p','mollified p')

xlabel('t-axis')

figure(7)
plot(tvec,ul,tvec,Ul,'- k")
legend('exact u','mollified u')

xlabel('t-axis")

figure(8)
plot(tvec,v01,tvec,V01,'-.k")
legend('exact v','mollified v")

xlabel('t-axis")

s st sl o e e sk ok ok ok ok ok s st ol el sl sk ok ok sk sl kool kol s ok sk sk sk ok ok ok ok ok ok ok ok s oo sl e sk sk sl ok ok ok ok KoKk R R OK oK

function [molh2,gcv]=molh22(iwtmax,nl ;wi,delta,h2)

snl=0;
sn2=0);
sd=0;

itmin=iwtmax/2;
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for i=1:iwtmax-1
drh2(i)=h2(2+n1-i);

end

for i=1:itmin

sk=0;

for k=itmin+i:iwtmax

sk=sk+wt(k);

end

sj1=0;

§j2=0;

for j=1:itmin+i-1

sj1=sj1+wt(j)*h2(itmin+i-j);

sj2=sj2+wt(j)*drh2(itmin+i-j);

end

snl=snl+(h2(i)-sj1)*sk;

sn2=sn2+(drh2(i)-sj2)*sk;

sd=sd+sk*sk;

end

ca=snl/sd;

caa=sn2/sd;

for i=1:itmin-1

one(i)=ca;

three(i)=caa;

end

big=[one,h2,three];

wtt=wt(1:(iwtmax-1));

c=conv(big,wtt);

for i=1:nl+1

molh2(i)=c(iwtmax-2-+i);

end

gev=2%*((h2-molh2)*(h2-molh2)")/iwtmax;

st s o s s s sk ook ol sk ol ok s sk ok R R s ok oR sk ok ok ok sk o sk ok kool sk sk ook okl ok okl sk o o ok ok o ok oK R SR R oK R s oK ok o
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function [molhl,gev]=moll(iwtmax,nl,wt,delta,h1)
snl=0;

sn2=0;

sd=0;

itmin=iwtmax/2;

for i=1:iwtmax-1

drh1(i)=h1(2+n1-i);

end

for i=1:itmin

sk=0;

for k=itmin+i:iwtmax
sk=sk+wt(k);

end

sj1=0;

5j2=0;

for j=1:itmin+i-1
sj1=sj1+wt(j)*h1(itmin+i-j);
sj2=sj2+wt(j)*drh1(itmin+i-j);
end

snl=snl+(h1(i)-sj1)*sk;
sn2=sn2-+(drh1(i)-sj2)*sk;
sd=sd+sk*sk;

end

ca=snl/sd;

caa=sn2/sd;

for i=1:itmin-1
one(i)=ca;,
three(i)=caa;

end
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big=[one,h1,three];
wit=wt(1:(iwtmax-1));
c=conv(big,wtt);

for i=1:nl+1

molh1(i)=c(iwtmax-2+i);

end
gev=2%((h1-molh1)*(h1-molhl)")/iwtmax;
e e o sk sk skeske sk sk sk ook ok ook ootk okkokok ok ok sokokokoksor sokskokor ookl kbR ok ok ok kR kok ok ok
function [molh1,delta]=molgcv(h1,nl)
tol=0.001;

deltamin=0.001;

deltamax=0.10;

delta=0.04;

maxniter=30;

gr=0.5*(sqrt(5.0)-1);

cc=1-gr;

t0=deltamin;

t3=deltamax;

if(abs(deltamax-delta)>abs(delta-deltamin))
t1=delta;

t2=deltatcc*(deltamax-delta);

else

t2=delta;

t1=delta-cc*(delta-deltamin);

end

[iwtmax,wt]=mol(t1,nl1);
[molhl,gcv]=moll (iwtmax,n1,wt,t1,hl);
fl=gcv;

[iwtmax,wt]=mol(t2,n1);

[molhl,gev]=moll(iwtmax,nl,wt,t2,h1);
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2=gcv;

counter=0;

test1=abs(t3-t0);
test2=tol*(abs(t1)+abs(t2));

while ((test1>test2)&&(counter<maxniter))

counter=counter+1;

if(f2<f1)

t0=t1; t1=t2;
t2=gr*tl+cc*t3;

f1=12;
[iwtmax,wt]=mol(t2,n1);
[molhl,gev]=moll(iwtmax,nl,wt,t2,h1);
2=gcv,

else

t3=t2;

t2=t1;

t1=gr*t2+ec*t0;

2=f1;
[iwtmax,wt]=mol(t1,nl);
[molhl,gcv]=moll(iwtmax,nl,wt,tl,h1);
fl=gcv;

end

test1=abs(t3-t0);
test2=tol*(abs(t1)+abs(t2));
end ;

if (f1<£2)

golden=f1;

mint=tl;

else

golden=f2;

mint=t2;




Tablo C1.1 Devam

delta=mint;
[iwtmax,wt]=mol(delta,nl);
[molhl,gev]=moll(iwtmax,nl,wt,delta,h1);

function [molh2,delta]=molgcvh2(h2,n1)

tol=0.001;

deltamin=0.001;
deltamax=0.10;

delta=0.04;

maxniter=30;
gr=0.5*(sqrt(5.0)-1);

cc=1-gr;

t0=deltamin;

t3=deltamax;
if(abs(deltamax-delta)>abs(delta-deltamin))
t1=delta;
t2=deltat+cc*(deltamax-delta);
else

t2=delta;
t1=delta-cc*(delta-deltamin);

end

[iwtmax,wt]=mol(t1,nl);
[molh2,gcv]=molh22(iwtmax,nl,wt,t1,h2);
fl=gcv;

[iwtmax,wt]=mol(t2,n1);
[molh2,gcv]=molh22(iwtmax,nl,wt,t2,h2);
2=gcv;

counter=0;

test1=abs(t3-t0);
test2=tol*(abs(t1)+abs(t2));
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while ((test1>test2)&&(counter<maxniter))
counter=counter+1;
if(f2<f1)

t0=tl;

t1=t2;

t2=gr¥tl+cc*t3;

f1=12;
[iwtmax,wt]=mol(t2,n1);
[molh2,gcv]=molh22(iwtmax,nl,wt,t2,h2);
f2=gcv;

else

t3=t2;

t2=tl;

t1=gr*t2+tce*t0;

f2=f1;
[iwtmax,wt]=mol(t1,nl);
[molh2,gcv]=molh22(iwtmax,nl,wt,t1,h2);
fl=gcv;

end

test1=abs(t3-t0);
test2=tol*(abs(t1)+abs(t2));
end

if (f1<£2)

golden=f1;

mint=t]1;

else

golden=£2;

mint=t2;

end

delta=mint;
[iwtmax,wt]=mol(delta,nl);

[molh2,gcv]=molh22(iwtmax,nl,wt,delta,h2);
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function [iwtmax,wt]=mol(delta,n1)
a=1/(n1*delta*sqrt(pi));
m=round(3*delta*nl)+3;
iwtmax=2*m;
t=-m/nl+1/nl:1/nl:m/nl;
wi=a*exp(-t. 2/(delta*delta));

s ok o sk e ok ok o ol o o e sl sl sl R o R SRR OR oK R sk e s s o sk o ok o o ok oK o o o ok o o s o ok o ol o ok ol ok ok ok ok sk ok ok K oK

function [funchl,funch2]=func1(n)

t=0:1/n:1+1/n;
funchl=exp(-t-2),
funch2=exp(-2*t-2);
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