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OZET

Dalga kilavuzu problemi elektromanyetik teoride onemli yere sahip olan ve
sikca arastirilan bir konudur. Bu ¢alismada zaman-uzay1 dalga kilavuzu problemi i¢in
klasik zaman-harmonik ¢6ziim yonteminin aksine Elektromanyetik Teoriye Evrimsel
Yaklagim (ETEY) yontemi kullanilarak zamana bagimli ger¢ek degerli fonksiyonlar
cinsinden ¢oziim elde edilmistir. Maxwell denklemleri i¢in yeni bir 6l¢eklendirme
prosediirii  kullanilarak Maxwell denklemlerinin SI birim sistemi c¢ergevesinde
simetrik formata getirilmesi saglanmistir. ETEY yonteminde dalga kilavuzu
probleminde Klein-Gordon denklemi (KGD) ¢6ziim i¢in biiyiik 6nem tasimaktadir.
KGD’nin ¢o6ziimiiyle dalga kilavuzlarinda modal genlikler elde edilmis ve
uygulanmis olan Ol¢eklendirme prosediirii ile elektromanyetik dalgalarin enerji
Ozellikleri SI birim sistemi igerisinde incelenmistir. Simetrik Maxwell denklemleri
sayesinde dalga kilavuzu igerisinde elektromanyetik kiitle ve elektromanyetik
momentum gibi mekanik 6zellikler incelenerek zamana bagl grafikler olarak ortaya

koyulmustur.

Anahtar Kelimeler: Elektromanyetik Teoriye Evrimsel Yaklasim, evrim

denklemleri, Klein-Gordon denklemi, dalga kilavuzu, zaman domeni.



SUMMARY

The waveguide problem is one of the well studied problems of the
electromagnetic theory. In this study, instead of using classical time-harmonic
electromagnetics, time-domain waveguide problem is solved in time-domain as real-
valued functions of time with making usage of the Evolutionary Approach to
Electromagnetics (EAE). With an novel scaling procedure Maxwell’s equations are
rearranged to the symmetrical form in the SI unit system. Klein-Gordon equation
(KGE) plays an important role in the EAE for the waveguide problem. Solving KGE
results in the modal amplitudes for the waveguide and the energetic properties of the
electromagnetic fields are studied in the SI unit system with our new scaling
procedure. With the symmetrized Maxwell’s equations, mechanical properties of the
electromagnetic waves in waveguides such as electromagnetic mass and

electromagnetic momentum are studied and graphical results are exhibited.

Key Words: Evolutionary Approach to Electromagnetics, evolutionary

equations, Klein-Gordon equation, waveguide, time-domain.
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1. GIRIS
1.1. Tezin Konusu ve Yontem

Dalga kilavuzlar1 elektromanyetik teorinin énemli aragtirma konularindan bir
tanesidir. Dalga kilavuzu problemi de diger elektromanyetik problemleri gibi klasik
zaman-harmonik yontemi kullanilarak ¢#=-o0’da baglayip #=o’a kadar devam eden
olaylar1 inceleyerek c¢oziime ulastirilabilir. Ger¢cek durumdan bakilacak olursa,
arastirmacilar problemlerin ¢oziimiinde belirli bir #=0 zamaninda baslayan
“zorlanmis osilasyonlar” kullanmak durumundadirlar.

Elektromanyetik teoride ¢6ziim yontemleri genel olarak iki ana kategoride
incelenebilir. Ik kategoriye; modern bilgisayarlarin hesaplama limitleriyle kisith
olan nlimerik yontemler alinabilir. Giinlimiizde niimerik yontemler, elektromanyetik
teori aragtirmalarinda oldukga popiiler durumdadir. Zaman domeni agisindan
bakilacak olursa, niimerik yontemlerden Zaman Uzaymda Sonlu Farklar Yontemi
(Finite Difference Time Domain - FDTD) ve bu yontemin farkli versiyonlarinin
kullanilmasiyla elde edilen ¢alismalar goriilecektir. Zaman Uzayinda Sonlu Farklar
(ZUSF) yonteminin, zaman domeni konusunda oldukga fazla sayisal veri sagladigi
gorilebilir; ancak bu yontem ile olan gelismelerin zamanin bilgisayar kaynaklariyla
siirlt oldugu unutulmamalidir.

Ikinci kategoride ise; Laplace veya Fourier integral déniisiimlerinin bulundugu
analitik yontemler vardir. Bu yolda bircok problemde matematiksel zorluklarla
karsilasilabilmektedir.

Analitik ¢oziim yontemleri kategorisinde olan bu ¢aligma, elektromanyetik
alanlarin zaman domeninde incelenmesini amaglayan Elektromanyetik Teoriye
Evrimsel Yaklasim (ETEY) yontemi cercevesindedir [1]. Matematikgiler tarafindan
zaman tiirevli bitliin diferansiyel denklemler “evrimsel denklemler” olarak
adlandirirlar [2]. Bu denklemlerin ¢oziimleri uygun baslangi¢ kosullari altinda,
olaylarin zaman igerisindeki gelisimini baslangic zamanindan gézlem anina kadar
ortaya koymaktadirlar. COoziimiin evrim denklemleri formunda elde edilmesinden
dolayr bu yontem “Evrimsel Yaklasim™ olarak isimlendirilmistir. Bu yaklagim
cergevesinde kavite problemine iligkin ¢éziimler Cauchy denklemi formunda, dalga

kilavuzu problemine iliskin ¢ozlimler Klein-Gordon denklemi formunda elde



edilmekte, s6z konusu denklemlerin ¢oziilmesiyle elektromanyetik alanlarin
baslangi¢ anindan gozlem anina zamanla degisimi incelenebilmektedir.

Kuantum mekanigindeki gelismeler, yirminci ylizyilin baglarinda Klein-
Gordon denkleminin (KGD) agikliga kavusturulmasi ile hiz kazanmistir [3]. Klein-
Gordon denkleminin ¢oziimlerindeki tstiin simetri 6zelliklerinin incelenmesi ile
Miller tarafindan on bir simetri durumu ortaya konulmustur [4]. Klasik zaman-
harmonik dalga kilavuzu problemi Miller’in yapmis oldugu siniflandirmada 6zel bir
durum olarak Durum 1’e karsilik gelmektedir. Diger durumlar, analitik zaman-uzay1
elektromanyetik alaninda yeni ¢aligmalarin 6niinii a¢gmaktadir. Bundan dolayzi,
zaman-uzay1 dalga kilavuzu probleminde Maxwell denklemlerinden zaman tiirevli
KGD’nin elde edilerek sonuca ulagilmasi 6nemli bir yontemdir [5]. Tarihsel olarak,
elektromanyetik alaninda bunu matematiksel bicimde ilk defa uygulayan Gabriel
olmustur [6]. Daha sonralar1 ise evrimsel dalga kilavuzu denklemlerinin elde
edilmesinde biiyilk 6nem tastyan KGD, Maxwell denklemlerinden ETEY yontemi
cercevesinde tam olarak elde edilmistir [1], [7], [8]. Ardindan, Kristensson’un
analizleri KGD’nin yeni ¢6ziim yontemine adanmistir [9]. Dalga ayristirma teknigine
dayanarak dalga kilavuzu igerisindeki alanlar, Green fonksiyonu ve kaynak
fonksiyonunun zaman konvoliisyonu olarak ifade edilmistir. Kaynak noktasi ve
gozlem noktasi arasindaki mesafeler kisa oldugunda elde edilen niimerik veriler
oldukca tutarli olsa da ¢ ve z biiylimeye basladig1 zaman hizli osilasyonlar nedeniyle
konvoliisyon integrali ¢oziimlerde ise yaramaz duruma gelmektedir. Bu alanda yakin
zamanda, Geyi tarafindan dikdortgen dalga kilavuzu igerisinde gegici dalgalarin
olusturdugu alanlar ¢aligilmigtir [10].

Bu c¢alismada dalga kilavizi modal alanlarinin elde edilen KGD’den elde
edilmesinin ardindan, 6nce dalga kilavuzu alanlarinin enerji 6zellikleri ve daha sonra
da, kullanilan oOlgeklendirme prosediiriiniin saglamis oldugu simetrik Maxwell
denklemleri sayesinde, dalga kilavuzu alanlarinin sahip oldugu mekanik 6zellikler
incelenmigtir. Ele alinan ETEY yontemi, yakin zaman igerisinde klasik zaman-
harmonik yontemine alternatif bir yontem olarak sunulmustur [11]. Bu yontemin
temelleri 80’lerde atilmis ve caligmalarin biiyilkk c¢ogunlugu Rusga olarak
yayinlanmistir [1]. Ayrica bu ydntem, zaman-uzayr kavite ve dalga kilavuzu
problemlerinin incelenmesi i¢in Onceki bir¢ok caligmada kullanilmistir [12], [13],
[14], [15], [16], [17], [18]. Yapilmis olan son ¢alismalarla yontemin temelleri geng
arastirmacilar i¢in daha detayli olarak ele alimmustir [5], [19], [20], [21], [22], [23].



Bu tezde dalga kilavuzu alanlarma iliskin mekanik 6zelliklerin incelenebilmesi
amaciyla Maxwell denklemlerinin simetrik formata kavusturulmasi saglanmistir. Bu
sayede enerji Ozellikleri ile mekanik Ozelliklere ait gergek degerli ¢oziimler ETEY
yontemi baz alinarak, zamana gore degisimleri inceleyen grafiksel sonuclarla

sunulmustur.
1.2. SI Birim Sisteminin Tarihsel Ge¢cmisi

Ikinci Diinya Savas1 sonrasinda degisik bilimsel ¢alisma alanlar arasindaki
kopukluklar nedeniyle bilim ¢evrelerinde yeni bir birim sistemi gelistirilmesi
konusunda ¢alismalar yapilmis ve 11’inci Agirliklar ve Olgiiler Genel Konferansinda
(CGPM, 1960) SI Birim Sistemi (International System of Units - SI) kabul edilmistir

[24]. SI birim sistemi temel olarak birbirinden bagimsiz yedi elemandan

olugmaktadir. Elektromanyetik alaninda kullanim i¢in; metre LMJ, kilogram Lng ,

saniye LSJ ve amper LAJ birimleri yeterlidir. 1960 yilindan itibaren bilimsel

cevreler, ortak sistem olarak SI birim sistemini benimsemistir.

SI birim sisteminin gelisiyle elektrik alan ve manyetik alan vektorlerinin

boyutlar1 sirasiyla volt/metre LVm’IJ ve amper/metre LAm”J olarak belirlenmistir.

Bu biiytikliikler acik olarak

€)= 2o ) )| 2] L

m As

seklinde yazilabilir. Bu ¢alismada biiyiikliiklerin fiziksel boyutlar1 denklem (1.1) de

gortlebilecedi gibi 6zel koseli parantez icerisinde, |_*J, seklinde gosterilmistir.



2. SI BIRIM SISTEMINDE MAXWELL
DENKLEMLERININ INCELENMESI

Maxwell denklemleri SI birim sistemi ¢ercevesinde yazilacak olursa

VxH(R,1)=¢,0E(R,t)+0E(r,1)
(2.1)
VxE(R,t)=—-pu,0,H(R,1)

S(R,t) ve ’H(R,t) elektrik ve manyetik alan siddet vektorleri, R gozlem

noktasinin pozisyon vektorli, ¢ goézlem zamani, o ise sistemdeki kayiplar
modelleyen iletkenlik sabitidir.

Maxwell denklemleri, SI birim sisteminden ¢ok daha dnce ortaya konulmus
oldugundan SI sistemine gecildiginde denklemler farkli bir diizenlemeye tabi olmus
ve bu diizenleme bir takim degisiklikleri beraberinde getirmistir. Maxwell

denklemlerinde fiziksel boyut analizi yapilacak olursa, operatér nabla V’nin

boyutunun Lm‘lJ ve 0, =0/’ nin fiziksel boyutunun LS_IJ oldugu goriilebilir. SI

birim sistemiyle gelen ve boyutlari; volt/metre LVm’IJ ve amper/metreLAm”J olan

elektrik alan ve manyetik alan vektorleri ile birlikte diisliniildiiglinde, denklemde
sistemin boyutsal olarak esitlik durumunun korunmasi i¢in disaridan birtakim

katsayilar eklenmesi gerekli olmustur. Bu katsayilar elektrik ve manyetik gecirgenlik
katsayilar1 olarak gecer ve (2.1) denkleminde de gortilebilecegi gibi & ve g olarak

gosterilirler. Bu katsayilar boyutlari ile birlikte

4| H N
/JO =47 x10 7[;E?J
2.2)

1 F_ 45
ST 10l m - N
c4rx10""|m N m

seklinde ifade edilebilirler. Burada ¢, ifadesi, temel fiziksel sabit olup, 151k hizi

degerini



¢=2,99792458x10" | ms" | (2.3)

olarak  sembolize  etmektedir [25]. Aciklamak gerekirse 151k hiz,

c=1/\Jeuy =c)| ms™ |, kuvvet birimi Newton | N=kgms? |, elektrik

kapasitansin birimi Farad LF = S4A2kg‘1m‘2j olarak yazilabilir.

2.1. SI Birim Sisteminde Maxwell Denklemlerinin
Simetriklestirilmesi

SI birim sisteminde Maxwell denklemlerindeki elektromanyetik ifadelerin

fiziksel boyutlarmi dl¢eklendiren bir prosediir 6ne siiriilmektedir. SI birim sisteminde

olgeklendirmek iizere, £ (R, ¢ ) volt/metre LVm"lJ elektrik alan vektorii boyutu volt
I_VJ olacak sekilde yeni olceklendirme faktorii & =+/N/g& ve ’H(R,Z)
amper/metreLAm”J manyetik alan vektorii icin boyutu amper LAJ olacak sekilde

yeni 6lgeklendirme faktorii ,uOA =N/, segilsin. Bu durumda yeni biiyiikliikler

1>

Vv
g()

JN /&, =x1.8961x10°| V |
IN 7y =w1.5811x10° 4|

(2.4)

1>

Hy

seklinde yazilabilir. Denklem (2.4)’de tanimlanan katsayilarin ¢arpiminin, SI birim

sisteminde 151k hizin1 verdigi gosterilerek dogrulama yapilabilir
piel =2 e, =2.9979x10° L AVN " ] = clms™' . (2.5)

Yeni tanimlanan katsayilar yardimiyla &€ (R,t ) ve ’H(R,t ) alan vektorleri
Olceklendirilecek olursa; yeni elektrik alan ve manyetik alan vektorleri, E(R,t) ve

H(R,t ) , 0lceklendirme faktorlerinin sayisal degerleri ile birlikte



E(R,1)=¢,E(R,t)=3.361x10°E(R,¢)
(2.6)
H(R,1) = H(R,1)=8.921x10°H(R,?)

seklinde yazilabilir.

Elektrik ve manyetik alan vektdrlerinin dlgeklendirilmesiyle elde edilen alan
vektorleri E(R,t) ve H(R,l‘) vektorel biiytikliiklerin aym Lm’IJ fiziksel boyutlarina

sahip olmas1 Maxwell denklemlerinin simetrik formda yazilabilmesini saglar.
E(R,t) ve H(R,t) alan vektorleri, ¢, ve 4, ile birlikte denklem (2.1)’de ilgili

yerlerine yerlestirildiginde Maxwell denklemleri

VxulH=¢g0,¢ E+oe B

(2.7)
Vx ey B=—p,0,4,H
halini alir. Denklem (2.4)’de yer alan tanimlar ile birlikte
VX N/ yH=¢g,0N/gE+0N/¢g,E
(2.8)

Vx\N/&E=—p1,0+N/uH

durumuna gelir. Newton N, her iki tarafta da ortak oldugundan denklemlerden

cikartilip ilk denklem \/E , ikinci denklem ise \/ET] ile carpildiginda

VxH =z, {atmﬁﬁl

o (2.9)

VxE=—/1s,0H

denklemlerine ulasilir. &/ &, 1fadesinin boyutunun

ol| S|4 s N 1
sz(ﬁ%j ! 2.10)
0



oldugu goriilebilir. /4,6, =1/ ¢ oldugundan, Maxwell denklemleri

VXH(R,7) =~ [0 E(R,1)+2/E(R,)]
‘ @.11)

VXE(R,t)z—la,H(R,z)
c

seklinde yeni bir formda elde edilmis olur. Buradaki y ile kayipli ortamin

parametresi olan o arasinda =0 / (280) iliskisi vardir.
Denklem (2.11) ve (2.1) karsilastirildiginda denklem (2.1)’deki &, ve g,

evrensel sabitlerin yerine denklem (2.11)’de sadece ¢ mutlak sabitinin kullanildig:
gorilmektedir. Boylece denklem (2.11), Heaviside-Lorentz denklemlerinin sahip
oldugu simetrik formatta yazilmistir [26], [27].

Heaviside-Lorentz denklemleri SI birim sisteminin ortaya ¢ikmasindan yillar
once CGS birim sisteminde ifade edilmis denklemlerdir. Kayipsiz ortam igin

Heaviside-Lorentz denklemleri kisaca

VxH (R,)=10,E(R.1)
C
(2.12)
VxE(R.()=-L0,f (R.1)
C

seklinde ifade edilir. Denklem (2.12), boyutsal olarak incelendiginde E(R,t) ve
H (R,t) alan vektorleri, ayni fiziksel boyuta sahip olmak zorundadirlar. Heaviside-

Lorentz denklemleri, CGS birim sisteminde oldugundan E(R,t) ve H (R,t)

vektorlerinin boyutlari
LE(R,t)J = LI:I(R,t)J =g"em™?s7! (2.13)
olarak goriilmektedir. Elektrik alan ve manyetik alan vektdrlerinin fiziksel boyutlari

aynidir. Bu da Heaviside-Lorentz denklemlerinin “simetrik denklemler” olduguna

isaret eder.



Elektromanyetik teoride, enerji Ozellikleri ve mekanik konularin (kiitle,
momentum vb.) SI birim sistemi igerisinde arastirilabilmesi i¢in Maxwell
denklemlerinde simetri 6zelliginin saglanmasi; yani elektrik ve manyetik alan
vektorlerinin fiziksel boyutlarinin ayni olmasi gereklidir. Uygulanan simetriklestirme
isleminin faydasit ve onemi burada yatmaktadir. Olgeklendirme prosediirii
uygulanarak elde edilen denklem (2.11)’deki Maxwell denklemlerinin, denklem
(2.12)’deki Heaviside-Lorentz denklemlerinin simetrisine sahip olmasi ve bu simetri

Ozelliginin SI birim sistemi ig¢erisinde ortaya konmus olmas1 6énemlidir.



3. PROBLEMIN ACIKLANMASI

3.1. Dalga Kilavuzu Problemi

Bu calismada S kesit alani, Oz ekseni boyunca regiiler ve tek parcalt L sinir ile
kapatilmis miikemmel elektriksel iletkenlige sahip bir dalga kilavuzu ele alinmustir.

Oz ekseni boyunca z, L smirma teget olarak / ve dalga kilavuzu yiizeyinin normali

dogrultusunda 7 vektorleri; 2xl=h seklinde tanimlansin. r vektorii, S kesit
yiizeyinde tlizerinde tanimli ve z ise R vektoriiniin (¢ eksenine izdiisimii olmak

tizere dalga kilavuzu igerisindeki bir gozlem noktasi R=r+zz ile tanimlanmistir.
Sekil 3.1’de dikdortgen ve dairesel kesitli dalga kilavuzlari birer 6rnek ¢izim ile

gosterilmektedir.

Sekil 3.1: Dikdortgen ve dairesel kesitli dalga kilavuzlari.
3.2. Problemin Formiilasyonu

Dalga kilavuzu probleminin ¢6ziimii i¢in denklem (2.11)’de goriilen Maxwell

denklemleri ile

VeH(R,t)=0ve V-E(R,¢)=p 3.1)

diverjans denklemlerini saglayan ¢oziim elde edilmelidir. Burada p=p /N /g,

elektrik yiik yogunlugudur.



Denklem (3.1)’de goriildiigii iizere diverjans denklemleri Ol¢eklendirilmis

formatta yazilmigtir. Bu formata gecis asamasi

VeB(R,t)=0ve V*D(R,t)=p 3.2)

klasik diverjans denklemlerinden baslamaktadir. Sonraki adim olarak B(R,Z) ve

’D(R,t) ifadelerinin yerine ilgili esitlikleri yazildiginda

Ve, H(R,t) =0 ve Veg, E(R 1) = p (3.3)

elde edilir. 5(R,t) ve 'H(R,t ) alan vektorleri i¢in uygulanan 6l¢eklendirme islemi

burada da uygulanip
Ve 17 H(R, 1) =0 ve Veg 6, B(R, 1) = p (3.4)

denklemleri elde edilir. ¢, ve g katsayilarinin esitlikleri ilgili yerlere denklem

(2.4)’teki gibi yazildiginda
V-H(R,?) =0 ve VNV- /g, E(R,t) = p (3.5)
elde edilir. Buradan diverjans denklemleri
VeH(R,t) =0 ve V-E(R,¢)=p (3.6)

olarak yeni bir form alir.

Zaman-uzayi dalga kilavuzu probleminin ¢6ziimii i¢in dalga kilavuzu {izerinde

nH =0, 1E_ =0, zE  =0. (3.7)
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ihtiya¢ duyulan sinir kosullari da miikemmel elektriksel iletken sinir kosullar1 olarak

problemin formiilasyonuna ilave edilsin.
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4. ENINE — BOYUNA ALAN AYRISIMLARI

Kullanilan R konum vektoriiniin enine-boyuna ayrigimla tanimlanmasi gibi

nabla V operatorii de

R=r+z, V=V +z0, (4.1)

seklinde tamimlansin. Burada sirasiyla r ve V), R ve V’'mn § iizerine

izdiistimleridir. Elektrik ve manyetik alan vektorleri de denklem (4.1)’deki forma

uygun olarak, enine-boyuna ayrigim ile

E(R,t)=E, (R¢)+7E, (R.?)
H(R,¢)=H, (R,¢)+7H_ (R,¢)

(4.2)

seklinde yazilabilir. Burada E, ve H, vektorleri, & ve H’m S domeni iizerine

1zdiisiimiid{ir.
4.1. Rotasyonel Denklemlerim Izdiisiimleri

[E ve H vektorel ifadeleri denklem (4.2)’deki formda (r, Z,t) ’ye bagimli ii¢

elemanl FZE +ZFZ formunda gosterildiginde, VxIF rotasyonel ifadesi agik

olarak

[VXF] Z(VL—I—zaz)X(IEl%-ze)Z[VLXFL]%-[VLXZFZLL@Z [ZXFL] 4.3)

seklinde yazilabilir. Enine ve boyuna rotasyoneller [VXF] L ve [VXIF]Z

birbirinden ayr1 olarak

12



[VXIFL =[v, xzF. ]+, [2xF ]
(4.4)
[VXIF]Z = Vl-[]FL xz]

seklinde gosterilebilir. Denklem (4.3)’e uygun olarak, denklem (2.11)’de simetrik
hale getirilmis Maxwell denklemlerindeki rotasyonel ifadeleri yeniden yazildiginda

ilk denklem &nce
(v, +20,)x(H, +2H. :%[QE(RJ) +2yB(R )] 4.5)
ardindan
(VLXHL)+(VL><ZHZ)+6Z(szl):%[QE(R,I)+27/E(RJ)] 4.6)

seklinde yazilabilir. Bu denklem, denklem (4.4)’te gosterilen sekilde enine ve boyuna
parcalara ayrildiginda bir adet iki elemanli vektor denklemi ile bir tane skaler vektor

denklemi

(v, x2H. )40, (axH, ) =~ [0,F, +2/E, ]
¢ (4.7)
v,o(H, x2)=2[0 B, +2/E. ]
C

seklinde iki ayr1 denklem elde edilir.
Denklem (2.11)’de goriilen ikinci denklem de benzer prosediirle enine ve

boyuna parcalara ayrildiginda
(Vl+zaz)x(]EL+zEz):—%QH(R,I) “3)

ardindan
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(v, xE, ) +(v, x2B, )+, (2xE, ) = 6, H(R,1) (4.9)
C

seklinde yazilabilir. Bu esitlik

(VLXZEZ)+62(ZXEJ_):_%6IHL
(4.10)

v, (B, xz)= —% 0H.

seklinde bir adet iki elemanli vektor denklemi ve bir adet tek elemanli vektor
denklemini verir.

(4.7) ve (4.10)’daki denklemler incelendiginde, bu denklemlerin (2.11)’de elde
edilen simetriklestirilmis Maxwell denklemlerinden farkli olmadigi goriilecektir.
Bahsedilmesi gereken tek detay, (4.7) ve (4.10)’daki denklemlerin gdsterim

bakimindan enine ve boyuna parcalar halinde yazilmis olmasidir.
4.2. Enine Elektrik Modal Alan Problemi

Enine Elektrik (7E) modal alan probleminin incelenmesi igin Oncelikle
denklem (2.11)’de elde edilmis olan simetriklestirilmis Maxwell denklemlerinden
elde edilmis olan (4.7) ve (4.10) denklemleri, denklem (3.7)’deki miikemmel elektrik
iletken sinir kosullar1 ve denklem (3.1)’deki diverjans denklemlerinin enine-boyuna

ayrisimi bir arada kullanilarak problem biitiin hale getirilmelidir. TE modlarinda

E_ =0 oldugundan H _ elemanini barindiran denklemler kullanilarak

(VLXZHZ)+82(Z><HL)=%[8tEl+2yEl]

VLO(El XZ) =—la[HZ

¢ (4.11)
v, eH+o6 H =0
n-]H[L =0
I-E|, =0
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seklinde bir arada yazilabilirler. Burada ilk denklem, (4.7)’deki ilk denklemdir, ikinci
denklem, (4.30)’daki skaler ikinci denklemdir, ii¢lincli denklem enine-boyuna

ayrisimi yapilmis diverjans denkleminin /1 elemanmi igerek kismindan geldigi

gortlebilir
VeH(R,1)=0—(V, +20_)(H, +2H,)=0. (4.12)

(4.11)’deki dort ve besinci denklemler ise sinir kosullarindan gelmektedir.
Kolay anlagilir hale getirmek amaciyla /_ elemam sol yanda toplanarak

(4.11)’deki denklemler diizenlenirse

v.H —oH, +%a, [ZXEL]uyE[ZxEL]

LoH, =v, +(2xE,)
¢ (4.13)
o.H, =-v +H
n-]HI|L =0
I-E|, =0

seklinde yazilabilir.

4.3. Enine Manyetik Modal Alan Problemi

Enine Manyetik (TM) modal alan problemi i¢in de; denklem (2.11)’de elde
edilmis olan simetriklestirilmis Maxwell denklemleri, denklem (3.7)’de verilen siir
kosullar1 ve denklem (3.1)’deki diverjans denklemleri kullanilarak problem TM

modu denklem seti elde edilebilir. E.  elemanini barindiran denklemlerin

kullanilmasiyla TM modlart i¢in
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v, +(H, xz)= 1[0, +2/E.]

C

(VLXZEZ)-%GZ (szl):—la[HL
c
Ve E+0E, =p +2p (4.14)
E.[, =0
IE|, =0
n-H|, =0

denklemleri elde edilir. Burada ilk denklem, (4.7)’de goriilen skaler denklemdir,
ikinci denklem, (4.10)’daki vektér denklemidir, {li¢lincli denklemin enine-boyuna

ayrisimi yapilmis diverjans denkleminden geldigi goriilebilir
VE(R,f)=p o>V sE+0. B =p +2p . (4.15)

(4.14)’te kalan son ii¢ denklem ise sinir kosullarindan gelmektedir.

Kolay anlagilir olmas1 amaciyla £ eleman: sol yanda toplanarak denklem

(4.14) yeniden diizenlenecek olursa

LoE. +2 B, =v -(H, x2)
C C

V.E =0E, _lat [Z XHL]

C
0.B,—2p =-V E+p (4.16)
E.| =0
kB[, =0
nH|, =0

denklem seti elde edilir.
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5. ZAMAN DOMENI TE MODLARI

5.1. Vektorel Modal Baz

TE Modlan ile calisilirken denklem (4.13)’te ifade edilen H_ elemanin

barindiran denklem grubu kullamilmalidir. (4.13)’te goriilen sinir kosullari enine

elemani
H, (r,z,t)=Z (z.0)[ V,¥(r)] (5.1)

olarak kullanmamiz gerektigini sdylemektedir. Buradaki, potansiyel ‘P(r) ve genlik

faktorii Z (z,t ) bulunmasi gereken bilinmeyen elemanlardir. [V 3 (r)] ifadesinin

siir kosullarimi sagladig

n{V,¥(r)] =0,%(r), =0 (5.2)

o

seklinde denklem (5.1)’in siir kosulunda yerine yerlestirilmesi sonucunda

gosterilebilir.
Elektrik alan elemaninin enine ifadesi E'l(r, z,t ) manyetik ifadeye benzer bir

sekilde yazilabilir
B, (r,z,t)=V (z,t)[ V,¥(r)xz]. (5.3)

Denklem (5.3)’deki V'(z,z) bilyiikligi bulunmasi gereken bir diiger biiyiklik

olarak denklemde yer almaktadir. [V 3 (r) X z]-l ifadesi incelenirse

[VL\P(r)xz]ol=[le]~VL‘Ij(r)=n-Vl‘P (r) (5.4)
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seklindeki esitligin elde edilecegi goriilebilir. (5.4)’deki ifadenin (5.2) denklemindeki
ifade ile ayn1 oldugu goriilebilir.

Hz(r,z,t) elemani da enine ifadelere benzer bir sekilde ETEY yontemi

geregince
H. (r,z,t) = A(z.0)[ ¥ (r) ] (5.5)

olarak yazilirsa goriilecegi lizere A(Z,t ) elaman1 da bir diger bilinmeyen ifade

olarak ortaya c¢ikmaktadir. Problemin ¢oziimii icin, elde edilen tiim bilinmeyen
elemanlarin sonradan hesaplanmasi gerekmektedir.

Bilinmeyen genlik faktorleriyle denklem (5.1), (5.3) ve (5.5)’te ifade edilmis

olan H,, E, ve H. alan bilesenleri, Maxwell denklemlerinin TE Modlarinda

kullanilmak i¢in diizenlenen (4.13)’deki ikinci ve iiclinclii denklemlerinde ilgili

yerlerine yazilabilir. Bu yerlestirme sonucunda

0, A(z.t)[ ¥ (r)]=-V (z.0)[-V2¥(r)]
0. 4(zt)[¥(r)]=T (z.t)[-V1¥(r)]

(5.6)

denklemleri elde edilir. Burada 0, =(1/c¢)d, ve [z X[V, ¥ (r)x z]] =V, ¥(r)
Ozdeslikleri kullanilmistir.
Sinir kosulu ve (5.6) daki [—Vi‘P (r):' ifadesi, Neumann sinir kosulunu isaret

etmekte

VY, @0+, ¥, (1) =0,
(5.7)
nev, ¥, (r) _ =0

olarak tanimlanan Neumann smir deger probleminin ¢ozlilmesi gerektigini
gostermektedir. Burada v  dzdeger, P, (r) O0zdegerlere karsilik gelen
Ozfonksiyonlar1 belirtir, n=1,2,...,. Denklem (5.7)’de gorildiigii {izere, esitlikte

belirtilen sinir kosulu homojendir; yani sag yam sifirdir. (5.7) i¢in boyut analizi
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yapildiginda ‘¥, (r) elamaninin fiziksel boyutunun bu asamada 6nemli olmadig:

gorilmektedir. Yapt homojen oldugundan, N

no

Olceklendirme katsayis1 olmak

tizere ¥, (r) elamani
¥, () =N,y(r) (5.8)
olarak dlgeklendirilsin. (5.8)’deki N, lgeklendirme katsayisinin biitiin fiziksel boyut

Ozelliklerini iizerinde tasidigi belirtilecek olursak, Ol¢eklendirilmis y elemani

boyutsuz bir eleman olur. Olgeklendirilmis Neumann sinir deger problemi

Vi, (©)+v,p, ) =0,

(5.9)
neV y,(r) _ =0
olarak yazilabilir. Normalizasyon kosulu
2 1 2
/\/:'jl/ln(l‘)| ds=N—->N = N/—j|y/n(r)| ds (5.10)
S5 S5

seklinde belirtilebilir. Burada S dalga kilavuzunun enine kesit domenidir. (5.10)’da

goriilebilecegi gibi, normalizasyon kosulunda sag yan 1N , yani 1 Newfon’a esittir.

Burada N kuvvet birimini temsil etmektedir. (5.10) i¢in boyut analizi yapilirsa N,

v 'N"? fiziksel boyutunda oldugu goriiliir.

(5.9ydaki normalize ¢oziimler {y,(r)}” , Hilbert uzaym tanimlayip
ortonormal olduklarindan daha 6nceden potansiyel olarak ifade edilmis olan ‘P(r)
yerine kullanilabilir. (5.7)’'de w, (r) ifadesi W(r) yerine, —V2y,(r) ifadesi de

vy (r) yerine kullamldiginda
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(Z,t) =—0_h (Z,t)

ct''n

(5.11)
T, (z,t)=0.h,(z1)

genlikleri elde edilir. v #0 durumunda, genlik faktorii A(Z,t) su sekilde

Olgeklendirilebilir

A, (z,t)=v,h (z1). (5.12)

Denklem (5.12) ile birlikte A, (z,t) genligi, hn(z,t) bilinmeyeni ile ifade edilmis
oldugu goriilebilir.
Denklem (5.1), (5.3) ve (5.5)’te ¥, (r) ifadesi ‘I’(r) yerine, v, h (z,t) ifadesi

> nn

de A yerine yerlestirildiginde

H, (r,20) = Z, (20N, [V.w, (r)]
E,,(r.z,t)=V, (2.t)N,[ V., (r)xz] (5.13)
H'zn (l', Z’t) = hn (Z’t)'/\/’r; I:an//n (I‘)]

denklemleri elde edilmis olur. Denklemlerdeki I,; (Z,t) ve Vn (z,t) modal genlik

elemanlari, (5.11)’deki esitlikler ile agik olarak ifade edilebilirler

(5.14)

Bu asamadan sonra bilinmeyen olarak sadece /4, (Z N ) ‘nin kaldig1 goriilebilir. Diger

bulunmasi gereken ifadeler 4, (z, t ) tiirlinden gosterilmisglerdir.
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5.2. TE Modal Alanlar

(5.13)’de tanimlanan denklemlere bakilarak, r degiskenine bagli yeni bir

vektor fonksiyon grubu tanimlanabilir:
h,(r)=N,V.w,(r)
e,(r)=N,[ V., (r)xz] (5.15)
Z,(r)=Nvy,(r).

Burada hn (r) ve e,; (r) iki bilesenli enine vektorler, Z n (r) ise tek bilesenli O¢

ekseni dogrultusunda bir vektordiir. (5.15) ile birlikte olusturulan bu yeni denklem

grubu, dalga kilavuzu enine kesit domeni S icerisinde bir modal baz olusturur.

TE modal alanlari, (5.15) ile birlikte

H, (r.2,) = T, (2.0) . (r) +2h, (2.0) Z, (x)

E, (r, Z,t) =V (Z,l‘)e; (r)

(5.16)

seklinde tanimlanabilir. (5.14)’de goriilebilecegi gibi Z,(z,t) ve V,(z,¢) genlik
ifadelerinin A, (Z,t) tiirlinden yazilmasinin ardindan, (5.16) denklemlerinde
bilinmeyen olarak sadece hn(Z,t) modal genlik eleman: kalmistir. Bu nedenle
h, (Z,l‘) boyutsuz modal genlik elemani olarak bulundugunda geriye kalan

T (z,t) ve Vn'(z,t ) ifadeleri de boyutsuz modal genlikler olarak elde edilmis

olacaktir.

5.3. Klein-Gordon Denklemi

(5.16)’da TE modal alan ifadelerini bulmak ig¢in hn(z,t) modal genlik

elemanin1 tanimlayacak bir denklem bulunmasi gereklidir. Bu tanimi yapabilecek

denklemi elde etmek icin (5.16)’da tanmimlanan modal alan ifadelerini, (4.13)’te
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toparlanan TE Modlar1 denklem grubundaki ilk denklemde ilgili yerlerine koyulmasi

yeterlidir. Yerine koyma islemi sonucunda

v, H_ =oH,, %at [2xE,, }+2y%[sz;n ] (5.17)

esitligi elde edilir. (5.15)’te ortaya koyulan modal baz elemanlar1 da kullanilarak elde
edilen denklem (5.17)’de gerekli degisiklikler yapildiginda,

vhv v, :(azI,;)VLy/n +Gat‘%j[zx[VL% xz]]+27/%vn' [ZX[VLI/IH xz]] (5.18)

csitligi elde edilin.  [2x[V,p, (r)xz]| ifadesi Vi, (r)  seklinde

sonuglanacagindan, ilgili diizenleme yapildiginda
; 1 | 1.,
VnthJ_l//n - (azIn ) Vj_l//n + = at‘)n Vlll[/iz + 27/_ ‘)nvil//n (5 1 9)
c c

denklemi elde edilir. Sadelestirme yapilip V. n(r) ifadeleri denklem igerisinden

elenirse

1

-V (5.20)
C

nn zon

v,hv=(0 I')+(18,an+2y
C

elde edilir. (5.20)’deki V,, terimi, esitligin diger tarafina gonderildiginde

O O 5y nV ~y
h(zt)=—1I + Y +2—V i
(21) v 0z v cot V.c (>:21)

sonucuna ulasilir. (5.14)’deki Z, (.t ) ve V'(Z,t ) modal genliklerini /, tirinden

n

tanimlayan denklemler son olusturulan esitlik (5.21)’de yerlerine yerlestirildiginde
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0 0, @8 08, ,y 0

- h
vozvoz " veotveot ' veveot " (5.22)

h,(zt)=

h, (z, t ) modal genlik elemaninin ¢ok genel olarak tanimi elde edilir.
Burada, boyutsuz zaman 7=Vt ve boyutsuz z &=V,z olarak iki yeni
degisken tanimlanabilir. Ayrica boyutsuz kayip parametresi p=y/v,c olarak

tanimlanir ve 0, =0/07, 0,=0/05 gosterimi  benimsenirse, denklem (5.22)

diizenlenip

Oh, (£,7)~h, (&,7)+250.h, (&) +h, (&7)

0 (5.23)

seklinde yazilabilir. Daha 6nce de belirtildigi gibi, matematik¢iler zaman tiirevine
sahip olan diferansiyel denklemleri evrimsel denklemler olarak nitelendirirler.
Denklem (5.23)’te elde edilmis olan konum ve zaman tiirevli denklem Klein-Gordon
denklemi (KGD) [3], Telegraf denklemi ya da genellestirilmis dalga denklemi olarak

da adlandirilir.
Birinci dereceden zaman tiirevi denklem igerisinden, #, (f, 2') =e” Tﬁn (5, r)
esitligi ilgili yerde kullanilarak kaldirilabilir. Oncelikle
0.h,=e 0.k, —pe”h, (5.24)
ifadesinin ikinci tiirevi alinarak

Oh =e " O*h —2pe 0 h + e h, (5.25)

O’h,(E,7) ifadesi elde edili. h,(&,7)=eh,(&,7) esitligi ve denklem (5.25)

kullanilarak
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e "0 h —2pe "0 h + ple”h,

L o L o (5.26)
+2p(e77°0,h, - pe 0. h, )= 0% h, + e h, =0
elde edilir. 2 p igeri dagitildiginda
e 7 O*h —2pe "0 h + pre " h +2pe D h,
o o o (5.27)
-2p°e"0.h, —Gée_prhn +e”h =0
oldugu goriiliir. Esitlikteki diizenlemeler yapildiginda
e 7 0*h, + ple h —2p%e 770k, —aéefi"ﬁn +e”h =0 (5.28)
ve sag yan sifir oldugundan esitlikteki e ”* ifadeleri kaldirildiginda
o’h, +p’h,—2p°0,h,—0%h, +h, =0 (5.29)
halini alir. Bilinmeyen I’Nln (f , 2') icin KGD yeni formda
0, (£.7)—0%h, (&) +(1-p7 ), (£,7)=0 (5.30)

seklinde elde edilir.

Boyutsuz zaman ve boyutsuz konum; 7=V, I, ¢ =V Z,6 ifadeleri

kullanilmadiginda ise Klein-Gordon denklemi

ctor*  0z°

[ o & +vnzﬂf)ﬁn(§,r):0 (5.31)

24



seklinde elde edilmektedir. Burada f2=1-y%/(v,c)’ ve y=0/(2¢,) olarak

kullanilmaktadir.

5.4. Evrimsel Denklemlerin TE Modlar: i¢in Coziimii

Denklem (5.30)’da elde edilmis olan KGD’nin ¢6ziimiiyle beraber, bilinmeyen
h, (Z,l‘) modal genliklerinin zamanla degisimini elde etmek miimkiindiir. Bunun
ardindan bilinmeyen diger I,;(Z,Z) ve Vn'(z,t) modal genlikleri, (5.11)’de de

goriilebilecegi gibi

(5.32)

hn modal genliklerinden faydalanilarak bulunabilirler.

5.5. Durum 1 Icin Gercek Degerli Coziimler

KGD’nin dikkate deger simetri 6zellikleri, W.Jr. Miller tarafindan grup teorisi
kapsaminda incelenmistir [4]. Miller, degiskenlerin ayrigtirilmasi yontemini
kullanarak ¢esitli yollarla problem ¢6ziimii saglayan on bir adet “simetri durumu”
bulmustur. KGD, zaman-harmonik ¢6ziimiine denk gelen “durum 1 ¢ergevesinde
coziildiigiinde, kompleks degerli eksponansiyel ifadelerin oldugu klasik zaman-

harmonik yonteminin aksine gercek degerli ¢oziim

h,(z,t)=sin(at - fz+9)exp(—at) (5.33)
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olarak elde edilmektedir [4], [28]. Burada;  degiskeni frekans, B =+,/(w/ c)2 —v:

ve & ise gercek degerli sayisal bir parametrelerdir. $=0 gegerlidir. =0 kesim

frekansini vermektedir.

5.6. Durum 2 Icin Gercek Degerli Coziimler

Miller’m grup teorisi kapsaminda degiskenlerine ayristirma ydntemine
dayanarak bulmus oldugu on bir simetri durumundan Durum 2 kullanilarak ¢6ziim
arandiginda; Durum 1’in zaman-harmonik ¢6zlimiiniin aksine Durum 2 Bessel

fonksiyonlar tiirtinden sonu¢ vermektedir. Durum 2 i¢in gercek degerli sonug
h,(z.t)=h (z,t)zl;,'l”(z,t)exp(—at) (5.34)

seklinde olur [4], [28]. Burada m =0,1,2,... seklinde yazilabilir. Durum 2 igin
B (1)

m/2
B (=) {Ct_'ﬂ Jm(vnﬂn o —22) (5.35)

elde edilir.
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6. ZAMAN DOMENI TM MODLARI

6.1. Vektorel Modal Baz

TM modlar ile calisilirken kullanilmasi gereken denklem grubu (4.16)’da
aciklanmis olan denklemlerdir. TE modlarinda oldugu gibi, TM modlar igin de
benzer bir metodoloji izlenebilir. (4.16)’daki denklem grubu i¢inde belirtilmis olan

sinir kosullar1 enine elemanin

E| (r,z,t)=V (2.1)[ V,®(r)] (6.1)

seklinde kullanilmasini 6nerir. Burada yer alan potansiyel <D(r) ve genlik faktori

V"(Z,Z ) bulunmasi gereken bilinmeyen elemanlardir. Manyetik alan elemaninin

enine ifadesi benzer sekilde

H', (r,2,t) =T (z,t)[ 2xV,®(r)] (6.2)

olarak yazilabilir. Denklem (6.2)’deki I"(z,t ) blyiikligli bulunmasi gereken bir

diger biiyiikliiktiir. Boyuna eleman [_

E, =E(z.t)[ ®(r)] (6.3)

olarak ifade edilebilir. Burada £ (z,t), diger bilinmeyen elemanlar gibi daha sonra

bulunacaktir.
Denklemler (6.1) ve (6.2) TM Modlarinda kullanilmak iizere diizenlenen
(4.16)’daki ilk denklemde 1lgili yerlerine yazilirsa
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z"(z,z)viop(r):Ea,g(z,z)+27%E(Z,f)}cp(r) 64

elde edilir. Burada, y =0/ (280) olarak tanimlanir ve [z X [V L@ (r)x z]] =V, O(r)

esitligi kullanilmistir.
E

z

L= 0 smir kosulu, CD( . =0 sonucuna ulastirir. Bununla beraber (6.4)’teki

Vid) (r) ifadesi birlikte diisiiniildiigiinde, Dirichlet sinir deger probleminin

Vi (r)+x.®,(r)=0,
(6.5)
@, (r), =0

¢oziilmesi gerektigi goriilebilir. Burada > Ozdeger, @, (r) ilgili 6zdegerlere
karsilik gelen 6zfonksiyonlari belirtir, m =1,2,..., .
(6.5)’te goriildiigii lizere, esitlikte belirtilen sinir kosulu homojendir; yani sag

yani sifirdir. (6.5) igin boyut analizi yapildiginda @ (r) elamaninin fiziksel
boyutunun bu agamada 6nemli olmadig1 goriiliir. Homojen bir yap1 oldugundan, N,

n

olgeklendirme katsayisi olmak tizere @, (r) elamani

®, = N4, (6.6)

m m

olarak dlgeklendirilsin. (6.6)’daki bu 6l¢eklendirme katsayisinin biitiin fiziksel boyut

ozelliklerini tlizerinde tasidigi belirtilecek olursa, ol¢eklendirilmis sonu¢ olan ¢

eleman1 boyutsuz bir eleman olur. Olgeklendirilmis Dirichlet sinir deger problemi,

Vi, () +x,4,(r) =0,

(6.7)
¢,(r)|, =0

olarak yazilabilir. Normalizasyon kosulu
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4, (r)[ ds (6.8)

N,
sl

2 , 1
4, () ds=N—> N, =\/N/E£

seklinde belirtilebilir. (6.8) igin boyut analizi yapilrsa N, «,'N'? fiziksel
boyutuna sahiptir.

E (z,t ) ile ifade edilen genlik elemani da X, ile birlikte
E(z,t)=x,e,(z1) (6.9)

olarak olgeklendirilebilir. Denklem (6.9)’da gortildiigi gibi £ (Z,t) ifadesi, su an i¢in
bilinmeyen em(z,t) ile ifade edilmektedir. (6.6)’daki Olgeklendirme ve (6.7)’deki
Dirichlet sinir deger problemi kullanilip, (6.3) ve (6.4)’deki CI)(r) potansiyel ifadesi

yerine ¢m(l') 0z fonksiyonlar1 yerlestirildiginde

E, (r.z,t)=x,e,N, 8, (r)

m-m

Ir:z (Z,l)(_K’iN;n¢m (l‘)) = |:l athem + 22/1Kmem:|Nr'n¢m (r) (610)
¢ c
elde edilir. Basit manipiilasyonlar ile
E,,(r.z.t)=x,e,N,4,(r)
(6.11)

Z,(zt)= (—ch)f1 [0,, +27e, ]

m(r,z,t) ve I,L (z,t) ifadeleri,

denklemleri elde edilebilir. Boylece, bilinmeyen I,
e, (Z,l‘) cinsinden ifade edilmistir.
TM modlar1 i¢in kullanilan (4.16)’daki iiglincii denklem, su an i¢in bilinmeyen

ifadeler olan V"(Z,Z) ve em(z,t) arasinda bir iliski ortaya koymak ig¢in

kullanilabilir. Normalizasyon kosulu ile birlikte
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u;(z,z)_,c;azem(z,t)+27j;[v,,;(z,z')—,c;azem(z,f)]df 6.12)

esitligi elde edilir. Agiklayict olmasi agisindan, denklem (6.12) igerisindeki integral
ifadesi f (z,t) olarak ele alindiginda; (6.12)’nin ilk pargasmin O,f (Z,t) oldugu

goriilebilir. Bu baglamda denklem (6.12) yeniden yazilirsa
0.f (z.t)+2yf (z,t)=0 (6.13)

elde edilmis olur. Uygun baslangic kosulu ile f (Z,t) icin bir baslangic deger

problemi
0,/ (z.0)+27f(2.0)=0, f(z.1)_, (6.14)

elde edilir. Bu baslangic deger problemi ¢oziildiigiinde f° (Z,t) =0 oldugu goriiliir.

Boylece

m z m

V. (zt)=x,0.e,(z1) (6.15)

olarak yazilir.
Vn:(z,t), I;(Z,l‘) ve E(Z,t) bilinmeyen ifadeleri em(z,t) cinsinden

yazilmistir. Bu sayede (6.1), (6.2) ve (6.3)’deki denklemler tekrardan yazilabilir

Em (r,Z,t) = Vn: (Z,t)./\[r'n [Vﬁﬁm (r)]
H,,(r.z,t) =T, (z,t) N, [2xV 4, (r)] (6.16)

m m

B, (r,z,t)=x,e,N, 4, (r).
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Bu denklem seti; [zx[V K (r)XZ]:' ifadesi yerine [V 4, (r)] kullanilarak, TM

modlar1 i¢in kullanilan (4.16)’daki grup denklemlerin ikincisinde ilgili yerlerine

yerlestirildiginde
Kpen NIV 6, (1) = 0.V, (2.0 ) N [V .4, (r)] + %atz,; (2N [V 4, ()] (6.17)
elde edilir. Basitlestirme islemlerinden sonra

0.V, (z,1)+c"0T, (z,t)-kK,e,(zt)=0 (6.18)

m-m

sonucuna ulagilir. (6.11) de goriilen I,L (Z,t ) ve (6.15) de aciklanmis olan Vm (Z,t)

ifadeleri burada yerlerine yerlestirildiginde

0.x,'0.e +c'0, (—ch)f1 [0, +2ye,]-K,e,=0 (6.19)

z m z m

denklemi elde edilir. Gerekli diizenlemeler yapildiginda

K, 0%, —c(x, )71 ore, —2yc” (x, )71 o€, ~K,e,=0 (6.20)

denklemine ulasilir. Burada 07 =00/ 0z0z ve 0> =00/ otot olarak kullanilmaktadir.

Denklem (6.20)’nin her iki tarafi =&, terimine boliindiiglinde

K;20%, —(x,c)” 0%, —2y(x,c) O, —e, =0 (6.21)

tm

Klein-Gordon denklemi elde edilir. (6.21) denklemi Telegraf denklemi olarak da
isimlendirilir [3]. Klein-Gordon denkleminin kolay goriilebilir olmasi agisindan

denklem (6.21)
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e

Em _aiem _Zﬁarem _em = 0 (622)

seklinde yazilabilir. Burada 7T=K,f ve =K,z ve ;?=7/(1<mc)71 kayip

parametresidir.

(6.16)’da tanimlanan denklemler ve Dirichlet sinir deger problemi

h;l (r) = Nm I:ZXVL¢n (r):l

e,(r)=N,V. ¢ (r) (6.23)
Z;I (r) = ./\/;Km¢n (r)

seklinde modal baz1 olusturur.

6.2. TM Modal Alanlar

(6.23) ile tanimlanan modal baz elemanlar: incelendiginde, h (r) ve e:n(r) iki

m

bilesenli enine vektorler, Z m (r) ise tek bilesenli bir vektordiir. TM modal alanlar1

T=K,Ct ve =K,z dlgeklemeleri ile birlikte

H, =Z,(&7)h,(r)

" " ) ) (6.24)
E,=V,(,1)e, (r)+e, (E.7)Z, (r)

seklinde tanimlanabilir.

Denklem (6.22)’de elde edilmis olan KGD’nin ¢dzlimiiyle beraber, bilinmeyen
€, clde edilir. Bunun ardindan, bilinmeyen diger I,L (z,t) ve Vm (Z,t) modal

genlikleri
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(6.25)

€, modal genliklerinden faydanilarak bulunabilirler.

6.3. Durum 1 Icin Gerg¢ek Degerli Coziimler

TM modlan i¢cin KGD, Miller’in zaman-harmonik ¢6ziimiine denk gelen
“durum 1”7 kapsaminda ¢oziildiigiinde kompleks degerli eksponansiyel ifadelerin

oldugu klasik zaman-harmonik yonteminin aksine gergek degerli ¢6ziim

e, (z,t)=sin(ar - Bz +9)exp(-at) (6.26)

olarak elde edilmektedir [4], [28]. Burada; o degiskeni frekans, B =+y/(w/ c)2 —v:
ve & ise gercek degerli sayisal bir parametrelerdir. $=0 gegerlidir. =0 kesim

frekansin1 vermektedir. €, ifadesinin elde edilmesiyle beraber tam sonug i¢in gerekli

olan diger modal genlik ifadeleri de (6.25)’ten bulunabilirler.
6.4. Durum 2 Icin Gercek Degerli Coziimler

Miller’in on bir simetri durumundan Durum 2 uygulanarak ¢6ziim arandiginda

Bessel fonksiyonlart tiiriinden ifade edilen

e,(z.t)=€ (z,1) =& (z,t)exp(-ar) (6.27)

gercek degerli sonug elde edilir [4], [28]. Burada k =0,1,2,... seklinde yazilabilir.

Durum 2 ¢oziimiinde ef;(z,t)
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¢ (z.1) :(CHZ'J J, (Kmﬂm\/cztz —22) (6.28)

olarak kullanilmaktadir.
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7. ENERJI OZELLIKLERI

7.1. Poynting Vektorii ve Enerji Yogunlugu

Uzayda yayilirken enerji tagima 6zelligine sahip elektromanyetik dalgalar i¢in

enerji akis orani
S(r,t)=[ExH] (7.1)

seklinde Poynting vektorii ile ifade edilebilir. ilk olarak 1884 yilinda John Henry
Poynting tarafindan ifade edilen ve kendisinin adiyla anilan bu tanimin, birgok
kaynak tarafindan elektromanyetik glic akisinin iyi bir tanmimlamasi oldugu
diisiiniilmektedir. Oliver Heaviside’in da bu vektorii, J. H. Poynting’den bagimsiz
olarak kendi ¢caligsmalarinda elde ettigi bilinmektedir.

Bircok kaynak (7.1)’deki Poynting vektoriiniin, elektromanyetik dalgalardaki
giic akis1 konseptini agikladigini belirtmektedir. S (r,t) vektoriiniin  blytikligi,
dalga yayilma yoOniine dik olan birim alandan akan enerji oranini gosterir (alan basina
zamana gore enerji); yani S(r,t) , “birim alan bagina gii¢” ifadesini agiklar. S(r,l)

vektoriinliin yonii de elektromanyetik dalganin yayillma yoniiyle aymidir. (2.5)’de
goriilen Olgeklendirilme islemi uygulanmis olan alan vektdrleri kullanilarak gii¢ akis

yogunlugunu (Poynting vektoriinii) tanimlayan denklem olusturuldugunda
S(r,t) =[ExH]= Nc[ExH]|=S(r,¢) (7.2)

elde edilir. Burada ¢ 1s1k hizi, N ise newfon kuvvet birimidir. S gii¢ akis
yogunlugunun fiziksel boyutunun LNms_lm_zJ oldugu goriilebilir; ayrica belirtilen
boyutun standart tanim olan watt /metre ’ye karsilik geldigi gosterilebilir;
LNms_lm_zJ = LJs_lm_zJ = LWm_ZJ.

Enerji yogunlugunun standart olarak tanimi
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W(r,z)=%(£08-8+y0?—£~7{) (7.3)

seklinde ifade edilir. Poynting vektoriinde oldugu gibi O6lgeklendirilmis alan

vektorleri kullanilarak enerji yogunlugu denklemi yeniden yazilirsa

W(r,t)=17N(E-E+H-H) (7.4)

esitligi elde edilir. Burada W (r,7) enerji yogunlugunun boyutunun joule / metrekiip
oldugu kolayca goriilebilir; LNm’zJ = LNmm%J = LJm%J.

Elektromanyetik alan enerjisinin herhangi bir dalga kilavuzunun kesit
alanindaki tasinma hizi V(r,t), Umov teoremine gore [29] Poynting vektorii ve

enerji yogunlugu ile iliskilidir ve (7.2)’deki gii¢ akis yogunlugu ve (7.3)’deki enerji

yogunlugu esitlikleri tiirlinden

(7.5)

olarak gosterilir.
7.2. TE Modlar i¢in Enerji Ozellikleri

Hesaplamalarda kolaylik olmasi agisindan; zaman ¢ ve konum z degiskenleri
yerine bunlarin boyutsuz karsiliklart olan 7z ve & degiskenleri; 7=v ct ve E=v z
seklinde kullanilsin.

(7.2) ve (7.4)te acgiklanmis olan enerji ozellikleri de (5.16)’daki modal
genlikler yardimiyla tanmimlanan elektrik ve manyetik alan vektorlerinden
faydalanilarak dalga kilavuzunun kesit alaninda ortalamasi alindiktan sonra yeniden

yazilacak olursa
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S, =Ne[V (2.€) L, (z.¢) ]

(7.6)
W(r ) = (V2 (5,8)+ T2 (5.6) 41 (5:£))

seklinde elde edilirler.
7.3. TM Modlari icin Enerji Ozellikleri

TM Modlar igin de hesaplamalarin kolayligi agisindan 7=v ct ve £=v, z

esitlikleri kullanilsin. (7.2) ve (7.4)’teki enerji Ozellikleri de, (6.24)’te ilgili modal
genlikler yardimiyla tanmimlanan elektrik ve manyetik alan vektorlerinden
faydalanilarak dalga kilavuzunun kesit alaninda ortalamasi alindiktan sonra yeniden

yazilacak olursa

S, =Ne[ Vi(7.6) T, (n.¢)]

(7.7)
IN
—(V(

W(r,t)= 7,8)+ L} (1.8)+e)(2.8))

seklinde ifade edilirler.

7.4. Enerji Ozellikleri i¢cin Grafiksel Sonuclar

Enerji 6zellikleri ile ilgili grafiklerin elde edilebilmesi igin gerekli olan elektrik

alan ve manyetik alan vektorlerinin modal genlikleri Vn (Z,t) ve I,; (z,t) denklem

(5.32), h(zt)denklem (5.33), V,(z.t)ve I, (z,t) denklem (6.25), e¢,(z1)
denklem (6.26) ile birlikte elde edilmistir [30], [31].

Oncelikle Miller’mn simetri durumlarinden Durum 1’e ait sonuclar TE modu
icin kayipsiz ortamda incelenebilir. Sekil 7.1’de TE modu modal genliklerin zamanla

degisimi sergilenmektedir.
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Sekil 7.1: Kayipsiz ortam i¢in TE Modu modal genlikleri, (Durum 1).

Cozliim, Miller’in Durum 1’1 igin incelenmis oldugundan sonug siniizoidal formda
elde edilmistir. I,L (Z,t) ve Vn'(z,t ) enine alan genliklerinin maksimum oldugu
noktada /, (z,t ) boyuna alan genliginin minimum oldugu grafikten goriilmektedir.
Boliim 7.2°de elde edilmis olan formiiller kullanilarak olusturulan S(r,t) giic
akis yogunlugu, W(r,t) enerji yogunlugu ve V(r,t) enerji iletim hizinin zamanla

degisimine iliskin grafik Sekil 7.2’de sergilenmistir.
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Sekil 7.2: Kayipsiz ortam i¢in gii¢ akis yogunlugu, enerji yogunlugu ve enerji
iletim hizinin zamanla degisimi, (Durum 1).

Sekil 7.2 incelendiginde gii¢ akis yogunlugu ve enerji yogunlugu ifadelerinin

zamanla degisim gosterdigi goriilmektedir. S(r,t) Poynting vektorii, denklem

(7.6)’da goriilen V) (T, /f) T (T, /f), yani modal genliklerin ¢arpimina dogrudan bagh
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oldugundan bazi noktalarda sifir olmaktadir. Enerji iletim hizinin da ayn1 ¢ anlarinda
sifir olarak goriilmesinin nedeni denklem (7.5) ile aciklanabilir. Enerji iletim hizinin
¢ ile normalize edilmis halinin Sekil 7.2°de goriildiigii lizere higbir zaman 151k hizini
geemedigi de goriilmektedir.

Dalga kilavuzundaki enine ve boyuna alanlarin enerji yogunluklarinin zamanla
degisimini inceleyerek, enerjinin korunumundan istifade ile, elde edilen sonuglarin

dogrulugunu incelemek miimkiindiir. Enine alanlarin enerji  yogunlugu

aw; = %[V,;Z ( . 5)_ I? (z., 5)} olarak tanimlansin. Boyuna alanlarin enerji

|
yogunlugu ise w, :Ehf (2',95) ile ifade edilsin. Sekil 7.3’te goriilen grafikte enine

alanlar ile boyuna alanlar arasindaki enerji gegisi goriilmektedir.

———= dW()

Genlik

Sekil 7.3: Kayipsiz ortam i¢in enine ve boyuna enerji yogunluklari, (Durum 1).

Kayipsiz ortamda genlik maksimum degerinin zamanla azalmaksizin, dW, enine ve

w, boyuna alanlar1 arasindaki enerji degisimi Sekil 7.3’te goriilmektedir. Sekil
7.2°deki enerji iletim hizinin sifir oldugu noktalarda enine alanlarin enerji
yogunlugunun sifir oldugu da Sekil 7.3’te goriilmektedir.

Sekil 7.4’te TE modu i¢in modal genliklerin zamanla degisim grafigi kayiph

ortam durumu i¢in gdsterilmektedir.
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Sekil 7.4: Kayipli ortamda TE modu i¢in modal genlikler, (Durum 1).

Kayipli ortam igerisinde elektrik alan ve manyetik alan genliklerinin azalmasi ve

belirli bir seviyede soniimlenmesi beklenir. Sekil 7.4’teki modal genliklerdeki bu

durum gozlemlenmektedir. Modal genliklerin, Durum 1’in sinlizoidal formunda

ancak ortam kayipli oldugundan zamanla soniimlenerek azaldigi goriilmektedir.

Ortam durumu kayiplt oldugunda sadece modal genlikler degil, ayn1 zamanda

S(r,t) gii¢ akis yogunluklart ve W (r,z) enerji yogunluklarinda da Sekil 7.5’te

sergilendigi gibi zamanla azalma gozlemlenir.

3.5[‘ ——

37‘| ....... W(T)

2.57“ V(1) |
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Sekil 7.5: Kayipli ortamda gii¢ akis yogunlugu, enerji yogunlugu ve enerji iletim

hizinin zamanla degisimi, (Durum 1).

Sekil 7.5’te S(r,) gii¢ akis yogunlugu ve W(r,¢) enerji yogunlugunun zaman

icerisinde soniimledigi gorilmektedir. V(r,t) enerji iletim hizi ortamin kayip

parametresinden bagimsizdir.
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Sekil 7.3’te oldugu gibi dalga kilavuzundaki enine ve boyuna alanlarin enerji

yogunluklarinin zamanla degisimini inceleyerek, enerjinin korunumundan istifade

ile, elde edilen

mumkundiir.

sonuglarin  dogrulugunu kayiph

durumlarda da

incelemek

Genlik

—=== dW()

Sekil 7.6: Kayipli ortamda enine ve boyuna enerji yogunluklari, (Durum 1).

Sekil 7.6’dan enine alanlar igin enerji yogunlugu dW, ile boyuna alanlar igin w,

enerji yogunlugu arasinda enerji transferi oldugu goriilmektedir. Kayipli ortamdan

dolay1 toplam enerji zaman igerisinde azalmaktadir.

Miller’in simetri durumlarinden ikincisi Bessel fonksiyonlari tiiriinden ifade

edilen ¢oziimdir. TE modlarima ait kayipsiz ortamda Durum 2 ig¢in Bessel

fonksiyonlar tiirtinden elde edilen modal genliklerin zamanla degisimi Sekil 7.7°de

sergilenmistir.
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Sekil 7.7: Kayipsiz ortamda i¢cin TE Modu i¢in modal genlikler, (Durum 2).
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Durum 2 i¢in S(r,t) gii¢ akis yogunlugu, W(r,#) enerji yogunlugu ve
V(r,t) enerji iletim hizinin yine Bessel fonksiyonlar tiirlinden elde edilen zamanla

degisimleri Sekil 7.8’de sergilenmistir.

====S(1)
0'8 N aeeEEEEs W(T)
0.6 = V(1)
0.4

Genlik

Sekil 7.8: Kayipsiz ortamda gii¢ akis yogunlugu, enerji yogunlugu ve enerji iletim
hizinin zamanla degisimi (Durum 2).
Sekil 7.8’de enerji iletim hizinin belirli anlarda negatif oldugu goriilmektedir.

Denklem (7.6) ve Sekil 7.7°deki V(T,f) ve T (2',5) nin  isaretlerinin

birbirlerinden farkli olduklar1 anlarda S(T,f) ve V(r,t) ‘nin negatif elde edilmesi

durumu; geriye yiirliyen dalga osilatdrlerindeki (Backward Wave Oscillator, BWO)
durum ile benzerlik tasimaktadir. Geriye vyiiriiyen dalga osilatorlerinde de

elektromanyetik dalga bir yonde ilerlerken dalganin enerjisi ters yonde

ilerlemektedir.

=== dW(1)

Genlik

Sekil 7.9: Kayipsiz ortam i¢in enine ve boyuna enerji yogunluklari, (Durum 2).
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Sekil 7.9°da Durum 2 i¢in enerjinin enine alanlar ile boyuna alanlar arasindaki

transferi kayipsiz ortam i¢in sergilenmistir.

Kayipli ortamda TE modu i¢in Durum 2’ye ait modal alanlarin zamanla

degisimi Sekil 7.10°da sergilenmistir.
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Sekil 7.10: Kayipli ortamda TE modu i¢in modal genlikler, (Durum 2).

Durum 2 i¢in Bessel fonksiyonlar: tiirlinden elde edilen genliklerin ayn1 zamanda

kayipl ortam nedeniyle de zamanla azalmakta olduklar1 goriilmektedir.

Kayiphi ortamda Durum 2’ye ait ¢oziimden elde edilen S(r,z) gii¢ akis

yogunlugu ve W(r,7)enerji yogunlugunun da zamanla azaldiklari Sekil 7.11°de

goriilmektedir.

Genlik

Zaman (1)

Sekil 7.11: Kayipli ortamda gii¢ akis yogunlugu, enerji yogunlugu ve enerji iletim
hizinin zamanla degisimi, (Durum 2).
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Sekil 7.11°de kayipli ortamin enerji Ozellikleri iizerindeki zayiflama etkisi
goriilmektedir. Ayrica V(r,t) enerji iletim hizinin ortamin kayip parametresinden

bagimsiz oldugu da Sekil 7.11 Sekil 7.8 ile karsilastirildiginda goriilmektedir.

——=dW(0)

Genlik

Sekil 7.12: Kayipli ortam i¢in enine ve boyuna enerji yogunluklari, (Durum 2).

Sekil 7.12°de kayipli ortam igin Durum 2 ¢dziimiine iliskin dW¥, enine enerji bileseni
ile w boyuna enerji bileseni arasindaki enerji degisimi goriilmektedir. Ancak

ortamin kayipli olmasi nedeniyle enerji yogunlugu zaman igerisinde azalmaktadir.
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8. MEKANIK OZELLIKLER

8.1. Mekanik Ozellikler ve Ger¢ek Degerli Céziimler

SI birim sistemi igerisinde elektrik alan ve manyetik alan vektorlerinin ayni

boyuta (Lm’IJ) sahip olarak elde edilmis olmalarn sayesinde, denklemler

elektromanyetik dalgalarin mekanik o6zelliklerini incelemeye uygun kolay hale
getirilmigtir. Kaiser, yapmis oldugu calisma icerisinde Maxwell denklemlerini
Heaviside-Lorentz sisteminde kullanmis; elektrik ve manyetik alan vektorlerinin
boyutlarinin ayni olmasini ise kendi yaptigi tammmlama ile saglamistir [32]. Bu
caligma igerisinde ise ayni boyutlara sahip alan vektorleri dogrudan SI birim
sisteminde (2.5)’te bulunmustur. Kaiser calismasinda, duragan enerji yogunlugu
(reaktif enerji yogunlugu), moment ve agisal moment gibi konularda incelemeler
yapmustir. Kaiser, Oncelikle elektromanyetik atalet yogunlugu ifadesini elde ederek
baslamis ve duragan enerji yogunlugunu bularak ¢alismasin1 devam ettirmistir.

Bu tez calismasinda elektromanyetik kiitle ve momentum ozelliklerini elde
etmek amaciyla gorelilik kurami mekanikleri g6z Oniinde bulundurularak

Hamiltonian fonksiyonundan

E:1[p202+(m02)2 (8.1)

faydalanilmaktadir [33]. Hamiltonian fonksiyonu, mekanik cisimlerin enerjisi ve

momentumu arasindaki iliskiyi ortaya koymaktadir. Burada p momentum, m ise

referans c¢ergevesindeki pargacik kiitlesidir. Elektromanyetik kiitle ve mekanik
momentumun elde edilebilmesi icin (8.1) kullanilarak, elektromanyetik dalgalara

mekanik bir fonksiyon kazandirilmaktadir.

Oncelikle Kaiser’in énermis oldugu R(r,t ), duragan (rest) enerji yogunluguna
ulagmak i¢in denklem (7.2)’de acgiklanmis olan Poynting vektorii S(r,t) ve denklem
(7.4)’te gosterilmis olan enerji yogunlugu W(r,t) ifadelerinden faydalanilmaktadir.

Poynting vektorii S(r,t ) , ¢ ile normalize edildiginde, 5 = ExH ifadesinin fiziksel
C
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W s _
boyutunun L—z— =Jm 3J oldugu goriilmektedir. Burada 6nemli olan nokta enerji
m-m

yogunlugu W(r,t) ifadesi ve §:E><H ifadesinin fiziksek boyutlari LJm%J

c

oldugudur. Fiziksel boyutlarin ayni olmasi sayesinde iki ifade matematiksel iglemlere

almabilir durumdadir. = — ExH karesi alindiginda
C

(ﬁ)z =(ExH) = EH —(E-H)’ (8.2)

C

oldugu goriilebilir. Burada (Ax B)2 = A’B’ —(AoB)2 olarak bilinen vektdr
esitliginden faydalanilmistir [34].
Aymni sekilde enerji yogunlugu W(r,t) ifadesinin karesi de

W2 = (%(E-E+H-H)J (8.3)

seklinde elde edilmektedir. Kaiser’in yapmis oldugu gibi o6ncelikle

{4

esitligi elde edilmesi gerekmektedir. Esitlik igerisindeki kare ifadesi agildiginda

G( e + H-H)) ~E*H? +(E-H)2 (3.4)

2
W2 —ﬁﬁj :%(E“ +H* +2E°H* ) - B*H +(E-H)’ (8.5)
C

bulunmaktadir. Sadelestirme isleminin ardindan

W? —(ﬁ)z =1(E2 ~H)+(BeH)’ (8.6)
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olarak bulunur. R(I‘,l‘ ) , Kaiser tarafindan duragan enerji yogunlugu (reaktif enerji

yogunlugu) olarak
> (S ’ 1 2 2 -3
R(r,t)= (W= = | =— (B~ )+(BeH) | Jim” | (8.7)

seklinde tanimlanmustir [32].
Kiitle ile ilgili ifadenin elde edilmesi i¢in denklem (8.1)’de goriilen
Hamiltonian fonksiyonunun duragan durumda, yani v=0 oldugu durumda,

incelenmesi gerekmektedir. Duragan v=0 durumunda denklem (8.1) igerisinde

goriilen momentum ifadesi kaybolup Hamiltonian fonksiyonu, E = mc” durumuna
gelir. Denklem (8.1)’deki mekanik cisimlerin enerjisini ifade eden E yerine

denklem (8.7)’da goriilen elektromanyetik acidan enerji ifadesi olan duragan enerji
yogunlugu, R(r,t ), yerlestirildiginde Hamiltonian fonksiyonunun, R = mc’
durumu elde edilir. Burada, elektromanyetik mekanik o6zelliklerinin ilki olan
elektromanyetik kiitle ifadesi, R(r,z‘ ) duragan enerji yogunluguyla iliskili

elektromanyetik ataletin bir ¢esit yorumu olarak tanimlanabilir

m(r,t)=R(r,t)/ =2ch (B ~H2) +4(BH) | kg/nr* | (8.8)

Burada elektromanyetik kiitle ifadesi ile ilgili 6nemli bir nokta gbéze ¢arpmaktadir.

Denklem (8.8)’de goriilen kiitle denklemi elektromanyetik alan degismezleri

(invariants of electromagnetic field) olan E*—H* ve EoH ifadelerinden baska
eleman icermemektedir. Bu degismezler, biitiin referans sistemlerinde degismeyen
nicelikler olarak bilinmektedirler [33]. Dolayisiyla duragan v=0 referans
sisteminde elde edilen kiitle denklemi (8.8), diger tiim referans sistemlerinde
gecerlidir.

Elektrik alan ile manyetik alan vektorlerinin birbirlerine dik oldugu durumda,

(E-H) =0 olacagindan bu durumda elektromanyetik kiitle incelenirse
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m(r,t) =2ch./(1@2 —JHIZ)2 :2%2‘@2 | (8.9)
0 0

seklinde ifade edilir. Dalga kilavuzu icerisinde TE ve TM modlar i¢in elektrik alan

ve manyetik alan vektorleri birbirlerine her durumda diktir; ancak bu vektorlerin
hareket yoniine de dik oldugu sodylenemez. Bu nedenle (E-]H[) =0 olarak

kullanilabilmektedir.
Elektromanyetik momentum ifadesini elde etmek i¢in tekrar Hamiltonian

fonksiyonundan faydalanmak gereklidir. Hamiltonian fonksiyonu
E* = p’c +(mc*) (8.10)

formatinda yazilip bu esitlik icerisinden momentum

p =\/;7(E2 —(mc2)2) 8.11)

olarak c¢ekilir. £ ® ifadesi yerine ikinci bir enerji kaynagi olarak denklem (8.2)’de
S 2

goriilen Poynting vektorii ile iliskili enerji ifadesi (—j =E*H’ —(E-IHI)2 ifadesi
c

yerlestirilebilir. Elektromanyetik kiitle ifadesi denklem (8.8)’de elde edilmis

oldugundan ve bu kiitle ifadesi tiim referans sistemlerinde gegerli oldugundan mc’

2
yerine, R =mc’ kullanilir.  Denklem  (8.11)’de (m c’ ) yerine

(mc2 )2 = %(E2 ~-H? )2 + (E-H )2 esitligi  koyulmak  durumunda  olur.

Elektromanyetik momentum ifadesi gerekli yerlesimlerin ardindan ilk olarak

1 21002 1 2\2 2 3
p(r,f)=g\/|E| [ - (B —E ) — (B-H) {kg%/’” J (8.12)
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seklinde elde edilir. Elektrik alan ile manyetik alan vektdrlerinin birbirlerine dik
oldugu durumda, (E-H) =0 olacagindan bu durumda momentum ifadesi

incelenirse

p(r,t)= i\/|1@:,|2 i —%(EZ ~H?) Lkg%/mﬁ (8.13)

o
oldugu goriilmektedir.

TE modlart i¢in E* ve H’° ifadeleri (5.16)’da goriilen alan denklemleri

kullanilarak elde edilmesi gerekmektedir. Ilk olarak [E?
E=Ve, Ve =V’e, e, (8.14)

olarak elde edilir. Burada goriilen modal baz elemani denklem (5.15)’te goriildiigi

sekliyle yerine yerlestirildiginde
B2 =V [V, (0% [V.p, ()] =WV, (1) Vop, (1) (8.15)

denklemine ulasilir. Thtiya¢ duyulan V iy, (r)-V v, (r) ifadesini elde etmek i¢in

oncelikle

VJ_ .(l/lnvj_l//n ) = VJ_(//n .VLl/ln +l//nvl .VJ_V/n

(8.16)
=V, Vi, +yViy,
esitligi elde edilir. Buradan ihtiyag duyulan V,y, (r)-V y, (r)
vll/ln : vll/jn = l//n (_Vil//n ) + VL ’ (‘//nvLWn )
(8.17)

= le//j +Vi ’ (l/lnvil//n )
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olarak bulunur. Bu sayede denklem (8.15)’ten

E, =Vviw, +V’V, (v,V.¥,)

olusturulur. Dalga kilavuzu kesit alaninda integral

2z
" rer.Efd(/)
0
12 rdrfwvzl//ﬁdw—frdrfvzﬂ AR L
0

0

E>=—

]
!

seklinde gelir. Burada V?v’ ifadesi integral disina ¢ikarildiginda

a a 27
=y Y jrdrjwfd¢+vz ! rdr
a l’lél

0 0

ik (l//nVLWn )d(ﬁ

2 a

denklemi goriiliir. V”2 2dp =1 oldugundan

2z
rdr

0
E? (t,z) =y

n n

seklinde ifade edilebilir.

Benzer sekilde H? ifadesi de incelenebilir. ilk olarak
W, =TI h, h,+hv,p,
yazilir. Buradan /-4, ifadesi

h}"l ) h}"l = VJ_Wn ) VJ_lr//n

(8.18)

(8.19)

(8.20)

(8.21)

(8.22)

(8.23)
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seklinde yazilabilir. Denklem (8.17) ile beraber kullanildiginda H* ifadesi

=L’ hy.+vay:+ IV, (v, -V.y,) (8.24)

olarak elde edilir. integral islemiyle dalga kilavuzu kesit alaninda ortalama

alindiginda

2z

H? = — j rdr j H (I +h )na erdr !vjwjdgo (8.25)
ve sonrasinda
2 a

H, =(Z+h )na jrdrfz//zd(p (8.26)

0

2 a
}’l

elde edilir. Buradan, I rdrj w dep =1 esitligi ile birlikte H ifadesi
0

na

H (t.z)=(Z; +h]) (8.27)

olarak elde edilir.
(8.21) ve (8.27) denklemleri, (8.9)’da yerine yerlestirildiginde, elektromanyetik

kitle denklemi

1 1 ,
m(z,t)=—|(B ~I) =— V" (L] +)) (8.28)
2c; C
olarak bulunur.
Denklem (8.21)’deki elektrik alanin ifadesi modal genlikler ile birlikte
2
E?(1,2)=V* =[£J cos* (et — Bz +9) (8.29)
v.c
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seklinde elde edilmektedir. Benzer sekilde denklem (8.25)’teki manyetik alan ifadesi
de

H:(t,z)—(l',;2+hf)—([£] —lJcosz(a)t—ﬁz+l9)+sin2(col—ﬂz+3) (8.30)
v,C

n

olarak bulunmaktadir.

Denklem (8.28)’de bulunan elektromanyetik kiitle denklemindeki B’ —H’
ifadesi (8.29) ve (8.30) ile birlikte kullanilarak yazilacak olursa

P —H = (EJ - [ﬂj 1| |cos® (@t — Bz+9) —sin’ (et — Bz +9)
v.c v.c (831)

=cos’ (wf — fz+9)—sin’ (ot — fz+9)

elde edilir. Buradan @(z,t) = wt — fz+ 9 ile birlikte diizenleme yapilacak olursa
E* —H” = cos® (©)—sin’ (®©) =cos(20) (8.32)

seklinde olusturulmus olur. Denklem (8.32) kullanilarak elektromanyetik kiitle

denklemi (8.28) diizenlenirse

m(z,t) = ZL&‘(EZ _HZ )‘ — 21?‘(008(2(9))‘
0 ° (8.33)

= %‘cos[Z(wt—,Bz+ 3)]

Co

seklinde gecek degerli sonuglar elde edilir. Sekil 8.1°de kayipsiz ortamda

elektromanyetik kiitlenin zamanla degisimi grafiksel olarak sergilenmistir.
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m, [kg/me]

Zaman (t)

Sekil 8.1: Kayipsiz ortamda elektromanyetik kiitlenin zamanla degisimi.

Elektromanyetik alanin mekanik momentumunun hacimsel degerini tanimlayan

esitlik ise; denklem (8.13) ile Z, (z,7) ve V), (z,t) modal genlikleri kullanilarak ve

dalga kilavuzu kesit alaninda ortalamasi alinarak

p(z.1)= ci\/vn'2 (z7+ hj)—%(vn‘2 ~(z2 ) (8.34)
0

z ve t’ye bagh olarak elde edilir. Denklem (8.29)’da goriilen ]E:(t,z)zvn'2 ve
denklem (8.30)’da goriilen H (7,z) :(l',;2 +hj) ifadelerinin karsihiklari kullanilir.

O = wt - fz +9 1adest ile birlikte elde edilen sonug

p(er)= L [ﬂ]zco«(@)u[ﬂ]z1]cos2(@)+sin2<®>}i(cosw@))z 835

ile olusturulan kayipsiz ortam i¢in momentumun zamanla degisimi Sekil 8.3’te

sergilenmistir.

53



x 10°
\ I‘ \’ I\\ \’ \\ "
i 1) ,"\ 0\ 1\ A 11
\ {1 P i\ I I\ I
“C o8l ) ;o ;) ;o\ Iy I 1y |
= M 1\ R [ I I I
® 1 [ 1 | ! \ 1 i I
gospt gy v by ] 1y N
) ) 1 [} 1 1 I ) i \ ] 1 ] )
o4l U [ | Vo 1) [ v ! v
g LI \ (] L 1) v ! i
o2k Y 1 v\ (O] \ (] v ! [
' \ \ J \ ! \ g !
v/ \/ ! ] \ \)
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Zaman (t)

Sekil 8.2: Kayipsiz ortamda elektromanyetik momentumun zamanla degigimi.

Grafikler incelendiginde kiitle ifadesinin mekanik momentuma oranla ¢ok daha
kiiciik degerlere sahip oldugu gorilmektedir. Elektrik alan ve manyetik alan
vektorleri genlikleri siniizoidal ifadeler cinsinden agiklaniyor olmasindan dolayi,

kitle ve mekanik momentumun da sintzoidal karakteristiklerde olduklan

sOylenebilir.
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9. SONUC

Bu ¢alismada 6ne ¢ikan yontemler ve ¢oziimler, arastirmacilarin dikkatini bu
kisimlara ¢gekmek agisindan agagidaki sekilde siralanabilir:

a) Tezin konusu ve amac1 olan dalga kilavuzlarinda elektromanyetik alanlarin
enerji ve mekanik ozelliklerini giinlimiizde kullanilan SI birim sistemi igerisinde
incelemek i¢in klasik Maxwell denklemlerinin simetrik hale getirilmesi
gerekmektedir. Calismada sunulmus olan elektrik alan ve manyetik alan

vektorlerinin  fiziksel boyutlarin1  6lgeklendiren prosediir sayesinde Maxwell

denklemleri 4, =+/N/u, ve & =N/¢g, sabitlerinin yardimiyla simetrik

formatta yazilmis; elektrik alan ve manyetik alan vektorleri de fiziksel boyutlar1 ayni

olacak hale getirilmistir. Olceklendirilmis elektrik ve manyetik alan vektdrleri

E(R,t) ve H(R,t)’m kullanildig1 simetrik formattaki Maxwell denklemleri, &, ve

H, katsayilarinin yerine sadece temel fiziksel katsay1r olan c¢ ’nin bulundugu CGS

sistemindeki Heaviside-Lorentz denklemlerinin formatindadir. Simetrik Maxwell
denklemleri, enerji ve mekanik o6zelliklerin arastirilmasinda genis bir kapi
aralamaktadir.

b) Dalga kilavuzlarinda elektromanyetik dalgalarin enerji ve mekanik
ozelliklerini gergek degerli sonuglar olarak zaman uzayinda ortaya koyabilmek igin
problemin dogrudan zaman uzayinda ¢ozlilmesi gerekmektedir. Bu c¢alismada elde
edilen sonuclar ETEY yontemi kullanilarak ortaya koyulmustur.

¢) Klein-Gordon denklemi kullanilan ydntem igerisinde ©onemli bir yere
sahiptir. Coziim Klein-Gordon denklemi formunda evrimsel denklem olarak elde
edilmekte ve evrimsel denklemin c¢oziilmesiyle alanlarin zamanla degisimlerine
ulasilmaktadir. Coziimler, Miller’in ortaya koydugu simetri durumlarindan Durum 1
ve Durum 2 ¢er¢evesinde ¢oziim elde edilmistir.

Bu tez ¢alismasinda elektromanyetik dalgalarin enerji ve mekanik o6zellikleri
dalga kilavuzlar i¢in ayr1 ayri incelenmistir. Kayipli dalga kilavuzu durumunda
enerji Ozellikleri incelenirken, kayiplari sisteme ilave eden o parametresi dalga
kilavuzu igerisinde homojen olarak almmistir. ileride, elektromanyetik dalgalarin

enerji ve mekanik oOzellikleri, dalga kilavuzu igerisinde parametreleri zamana ve
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konuma gore degisen lineer olmayan ortamlarin bulunmasi durumlart i¢in de

incelenebilir.
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