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OZET

Bu caligmanin birinci b6liimiinde 1977’den giinlimiize kadar uzanan siirecte
temiz halkalar hakkinda yazilmig makaleler ve yaymmlar incelenmis ve bu cals-
malar 6zet halinde sunulmustur. Ikinci béliimde halka yapisi hakkinda temel
bilgiler verilmis ve bazi 6zel halka tanimlar: 6n bilgi olarak eklenmistir. Uciincii
boliimde temiz halkalarin genel 6zelliklerinden bahsedilmigtir. Dérdiincii béliimde
matris halkalarinin temiz olma durumlari incelenmigtir. Son béliimde ise F' cismi
tizerinde kurulmug bir temiz matris halkasinin alt halkasi olan yapisal matris
halkasinin da temiz oldugu ispatlanmig ve R halkasinin temiz olmama duru-
munda M, (R, p) yapisal matris halkas1 degerlendirilmisgtir.

Bu tezin genel kapsami temiz halkalarin ve temiz matris halkalarinin temel
Ozelliklerinin incelenmesi ve bu 6zellikler goz 6niinde bulundurularak, cisim iize-
rinde kurulmug matris halkalarinin temiz olma durumlarinin degerlendirilmesi ve

bu halkalarin alt halkasi olan yapisal matris halkalariyla iligkilendirilmesidir.

Anahtar Kelimeler: Temiz Halka, Idempotent Eleman, Birimsel Ele-

man, Temiz Matris Halkasi, Yapisal Matris Cebiri, Reguler Halka.



SUMMARY

In the first chapter of this thesis, the articles that have been written about
clean rings since 1977 are investigated and summarized. In the second chapter,
some fundamental information is given and some specific ring definitions are also
added. In the third chapter, general properties of the clean rings are mentioned.
In the fourth chapter, being clean case of matrix rings is explained in detail. In
the last chapter, it is proven that structural matrix algebra that is a subring of
a clean matrix ring constructed on a field F' is also clean. M, (R, p) structural
matrix ring is also examined in the case that the ring R is not clean.

The main goal of this dissertation is to research the basic properties of
clean rings and clean matrix rings, and using all these information to explore
the cleanness of the certain subring that is defined on a field F', which is called
“Structural Matrix Ring”. Various basic properties of this ring are given and

clean rings and structural matrix rings are associated.

Key Words: Clean Ring, Idempotent Element, Unit Element, Clean

Matrix Ring, Structural Matrix Algebra, Regular Ring.
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SIMGELER ve KISALTMALAR DIiZINI

Simgeler ve Acgiklamalar

Kisaltmalar

centR : R halkasinin merkezi

V0 : Halkanin nil radikali

R [z] : R den katsayili polinom halkasi

R [[z]] : R den katsayili kuvvet serisi halkas

J (R) : R halkasinin Jakobson radikali

U(R) : R halkasinin birimsel elemanlarimin kiimesi
Id(R) : R halkasimin idempotent elemanlarinin kiimesi
Ln : Tam sayilarin modn kalanlar sinifi kiimesi

N : Dogal sayilar kiimesi

) : Tamsayilar kiimesi

Q : Rasyonel sayilar kiimesi

M, (R) . Elemanlar1 R den olan n X n matris halkas
T, (R) : Elemanlar1 R den olan n x n iicgensel matris halkas:
M, (F,p) . F cismi iizerinde n X n yapisal matris cebiri

X



1. GIRIS

Bir halkada herhangi bir eleman, birimsel ve idempotent elamanlarin
toplami seklinde yazilabiliyorsa bu elemana temiz eleman denir. Halkadaki her
eleman temiz ise halkaya temiz halka denir. Bu tanim ilk defa Nicholson tarafin-
dan 1977 yilinda 'Lifting Idempotents and Exchange Rings’ adli makalede verildi.
Ayrica Nicholson bu makalesinde her temiz halkanin exchange halka oldugunu
ve halkada ki biitiin idempotent elemanlar merkezdeyse bu ifadenin tersinin de
dogru oldugunu gosterdi.

1994 yilinda Camillo ve Yu tarafindan temiz olmayan exchange halkaya
ornek verildi [6]. Camillo ve Khurana, 2001 yilinda reguler halkalarin hangilerinin
temiz olabileceklerini gosterdiler [5].

Nicholson 1977’de, cebirsel kapali yapilar iizerinde kurulmus nxn boyutlu
matris halkalarinimn temiz oldugunu séyledi [23]. Sonrasinda Camillo ve Yu
1994’te unit reguler olan R/J(R) halkasinin idempotentleri R halkasinin idem-
potentlerine yiikseltilebiliyorsa, R halkas: iizerinde kurulmug M, (R) halkasinin
temiz oldugunu gosterdiler [6]. Son olarak Han ve Nicholson 2001 yilinda daha
genel bir ifadeyle, herhangi bir temiz halka iizerinde kurulmus n xn boyutlu mat-
ris halkasinin temiz olacagini ispatladilar [24]. Burdan yola ¢ikarak bir R halkasi
izeride tanimlanmig iist {icgen matris halkalarinin temiz olmasi icin gerek ve
yeter kogulun R halkasinin da temiz olmasiyla saglandigini sdylediler. Ayrica ayni
makalede temiz halkalarin ideallerinin ve alt halkalarinin temiz olmak zorunda
olmadiklar gosterildi [24].

1999 yilinda Nicholson temiz eleman ve temiz halka kavramlarina yeni bir
kosul ekleyerek kuvvetli temiz eleman ve kuvvetli temiz halka tanimini kazandirdi.
Idempotent ve birimsel elemanin birbiriyle degismeli olmast halinde halkanim ele-
manlarima kuvvetli temiz elaman, halkaya da kuvvetli temiz halka denildi [22].

Bu tanim kuvvetli w-reguler halka tanimiyla iligkilendirilerek olusturulmustur.



Ve sonrasinda kuvvetli m-reguler halkalarin da temiz oldugu gosterilmigtir.

Campos kuvvetli temiz halkalarin korner halkalarimin da kuvvetli temiz
olacagini sdylemistir ve bu ifade Chen tarafindan ispatlanmigtir [11].

Anderson ve Camillo 2002 yilinda temiz elemani olugturan birimsel ve
idempotent elemanlar tek tiirliiyse bu elemam tek tiirlii temiz eleman ve bu
elemanlarin olugturdugu halkay1 tek tiirlii temiz halka olarak tanimladilar [3].
2004 yilinda ise Nicholson ve Zhou tarafindan tek tiirlii temiz halkalarin korner
halkalarinin ve homomorfik goriintiilerinin de tek tiirlii temiz oldugu gosterildi
[25].

2006 yilinda Chen, Yang, Zhou tarafindan matrislerin kuvvetli temiz halka

olma kogullar1 belirlenmeye ¢ahigildi [9].



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu tez boyunca R halkasi birimli halka olarak kabul edilmigtir. Bu
boliimde [13], [14], [17] ve [20] kaynaklarindan faydalamlarak, tezin daha ko-
lay anlagilabilmesi i¢in bazi temel tanim, 6rnek ve Onermelere yer verilmis ve

sonraki boliimlerde ihtiya¢ duyulacak bazi 6zel halka tanimlar1 yapilmigtir.

Tanim 2.1: R bos olmayan bir kiime ve R tzerinde taniml tki tkili islem + ve

- olsun. Asagqidaki kosullar saglanirsa (R,+,-) yapisina bir halka denir.

i) R halkasi birinci isleme gore degismeli bir grup.
ii) R halkasi ikinci isleme gore bir yary grup.
iii) R de ikinci iglem, birinci islem tzerine sagdan ve soldan dagilma ézel-

ligine saglar.

R halkasinda birinci igleme gore etkisiz elemana halkanin sifirt (0g) ve
ikinci igleme gore etkisiz elemana halkanm birimi (1g) denir. Eger bir a« € R
elemanm icin ab = 1p sekilinde yazilabilecek bir b € R var ise a’ya birimsel
eleman (tersinir eleman) denir. Eger R halkasi ikinci igleme gore degigme 6zelligi
sagliyorsa, yani Va, b € R icin ab = ba oluyorsa, halkaya degismeli halka denir.
Bir a € R elemam alindiginda, eger a eleman1 halkadaki biitiin elemanlarla
degismeliyse, bu elemana halkanin merkezindedir denir. Ve halkanin merkezi

cent(R) = {alar = ra, Vr € R} ile gosterilir.

Tanwm  2.2: Birimli bir R halkasinda sifir disindaki tim elemanlar birimsel ise
R halkasina bolenler (division) halkasy denir. Degismeli bolenler halkasina ise

cisim (field) denir.

Tanam 2.3: a € R icin o = 0 olacak sekilde k € Nt bulunabilirse, a ele-

manina nilpotent eleman denir. a € R nilpotent elemant centR nin elemans



ise a ya merkezil (central) nilpotent eleman denir. Ejer a € R i¢in a®> = a
saglanwyorsa da a elemamina da idempotent eleman denir. Eger a®> = a € R
idempotent elemani centR nin elemani ise a ya merkezil (central) idempotent

eleman denir.

Tanim 2.4: R bir halka olsun. = € R i¢in v +y = xy = yx olacak sekilde

y € R varsa x elemanina yakin dizenli (quasi-regular eleman) denir.

Onerme 2.1: x € R quasi-requler eleman olmas i¢in gerek ve yeter kosul 1 —

z’in R’de birimsel eleman olmasidur [13].

Ornek 2.2: R bir halka ve a € R olsun. a bir nilpotent eleman ise, 1+ a
birimsel elemandwr. Gergekten, a* = 0 icin var olan k > 0 tam saysini bu

ozellikteki en kicik tam sayr olarak segersek

(1+a)l—a+a®>—a®— ..+ (-1 =1 (2.1)

saglanacagindan 1+a man tersi 1 —a+a®—a®— ...+ (—1)k"ta*!

/13].

oldugu gorilir

Tarmwm 2.5: R bir halka ve @ # S C R olsun. Eger S, R deki isleme gore bir

halka oluyorsa, S ’ye R ’nin alt halkast denir. R bir halka ve @ # I C R olsun.

i) Ya,be I i¢ina—be I ve

i) Ya € I ve ¥r € R i¢in ar € I oluyorsa, I’ya R ’nin bir ideali denir.

Bir R halkasimnin kendisinden ve {0} dan olugan ideallerine asikar ideal
denir. R halkasinda, kendisinden ve {0} farkh ideallerine halkamn ¢z ideali
denir. M, R halkasmin kendisinden farkli bir ideali olsun. R’nin, M’yi kap-
sayan M ’den bagka 6z ideali yoksa M ’ye bir maksimal ideal denir. Ve eger her

a,b € R i¢in ab € P iken a € P ya da b € P oluyorsa, P # R idealine asal



1deal denir.

Tantm 2.6: R bir halka olsun.
VO ={r € R:birneN igin, 7" = 0} (2.2)

vdeals, halkanin tim nilpotent elemanlarinin olusturdugu kimedir. Bu kiime bir

idealdir ve bu ideale nil radikal denir [15].

Teorem 2.3: R degismeli bir halka ve M bir ideal olsun. M maksimal ideal

olmasi igin gerek ve yeter kosul R/M ’nin bir cisme izomorf olmasidar.

Tanwm 2.7: Bir halkanin asikar ideallerinden baska ideali yoksa halkaya basit
(simple) halka denir. Eger bir halka basit halkalarin direkt toplami seklinde

yazilabiliyorsa, halkaya yari-basit (semi-simple) halka denir.
Tanwm 2.8: R ve S iki halka ve f: R — S bir fonksiyon olsun. f(1g) = lg ve

i) Vri,re € Ricin f(ry +12) = f(r1) + f(rs)
ii) ¥ri,re € Ricin f(ry.re) = f(r1).f(r2)

kosullary saglamyorsa f’ye R’den S ’ye bir halka homomorfizmasy denir. Bir
homomorfizma bire bir ise monomorfizma, érten ise epimorfizma ve hem birebir
hem drten ise izomorfizma olarak adlandwrilir. R’den R ’ye olusturulan homo-
morfizmaya endomorfizma ve R’den R ’ye olusturulan izomorfizmaya ise oto-

morfizma denir.

Tanwm 2.9: I, R halkasinan bir ideali olsun. Her a, b € R i¢in,
a=b(modl)=a—-bel (2.3)

denklik bagintisina gore olusan, R/I toplamsal bolim grubu;



i) (a+ 1)+ Ob+I)=(a+b)+1
i) (a+1)-(b+1)=(ab)+1

wslemlert ile bir halka olusturur. Bu halkaya, I ’ya gore bolim halkast denir.

Tanwm 2.10: Katsaylary bir R halkasindan alinan, R[z] polinomlar kimest,

asaqidaki islemler altinda bir halka olusturur. Iki polinomun toplami ve ¢arpima,
(Zai:l?i> + (szlﬂ) = Z(ai + b))z (2.4)
i=0 i=0 i=0

ve Cp = Ziﬂ-:k a;b; olmak iizere,

n n m-+n
i=0 i=0 k=0
ile tansmlanar. Bu halkaya polinomlar halkasy denir [13].

Tanwm 2.11: R bir halka ise polinomlarin toplam ve carpimlarina benzer is-

lemler altinda,
R[z]] = {f(z) = > aga® : ay € R} (2.6)

kiimesi, kuvvet serileri halkasiny olusturur.

Yardvmesr Teorem 2.4: R bir halka olmak dizere, f(x) = iakxk € R|[z]] kuvvet
serisinin elemaninin birimsel olmast icin gerek ve yete’;:l(~c)0§ul, sabit terim ayg
elemaninan R de birimsel olmasidir. Ozel olarak F bir cisim olmak tizere, f(z) =
iakxk € F[[z]] in birimsel olmasy i¢in gerek ve yeter kosul ag # 0 olmasider
113]

Tanim 2.12: Bir R halkasinin tek bir maksimal ideali varsa, R ’ye lokal halka

denir.

Tanim 2.13: Bir R halkasinda tim maksimal ideallerinin ara kesitine Jacobson



radikali denir ve J(R) ile gdsterilir.

Onerme 2.5: a € R elemaninan birimsel olmasi i¢in gerek ve yeter kosul a nin,

R ’nin hi¢ bir maksimal idealinde olmamasidir [13].

Onerme 2.6: a € R elemanvmn, Jacobson radikalinde olmasi icin gerek ve

yeter kosul, her v € R i¢in, 1 —ar € R elemaninin birimsel olmasidur [13].

Onerme 2.7: R bir halka ve e bir idempotent eleman olsun. Oyleyse 2e — 1 €

U(R) ve 1 —e e Id(R) dir [3].

Ispat 2.7: M, R ’nin bir maksimal ideali olsun. e ya da 1 — e’den biri M nin
elemani olacagindan 2e — 1 ¢ M dir. M maksimal oldugundan Onerme 2.5’ten
2¢ — 1 € U(R) olur. (2¢ — 1)t = 2e — 1 oldugu gdsterilebilir. e idempotent

olsun (1 —e)>=1—2e+e=1—ce oldugundan 1 — e de idempotenttir. m

Tanwm 2.14: R bir halka ve her a € R i¢in, a* = a ise halkaya Boole (Boolean)

halkasy denir.

Tanwym 2.15: Bir R halka ve x, y € R olsun. Her xy =1 iken yxr = 1 oluyorsa
halkaya Dedekind sonlu (finite) halka denir.

Tanwm 2.16: R bir halka olsun. Bir r € R i¢in rur = r olacak sekilde u €
U(R) elemant varsa r ye unit requler elemandir denir. Her r € R i¢in rur =r
olacak sekilde w € U(R) wvarsa, R halkasina unit requler halka denir. Ayrica
R bir unit reguler halka ise her r elemam, bir e € Id(R) ve bir uw € U(R)

elemanlar: yardimayla r = ue seklinde yazilabilir.

Tanvm 2.17: Bir R halkasinda her v elemant icin v2x = r olacak sekilde x € R

bulunuyorsa, R halkasina kuvvetli requler halka denir.

Onerme 2.8: R bir kuvvetli reguler halkadwr ancak ve ancak her r € R icin



rzr =1, 2rz =z ve zr =rz olacak sekilde tek bir z € R vardwr [18].

Tanwm 2.18: Bir R halkasinda pozitif n tamsayist i¢in, her r elemaninin r"xr"™ =
r’™ seklinde yazilabilecegi bir x € R elemans varsa, R halkasina m-reguler halka

n

denir. Ayrica r"xr™ = r" egitliginin her iki tarafi soldan x ile carpilirsa xr™

nin idempotent oldugu gérilir. Bir R halkasinda pozitif n tamsayist icin, her

+1

r elemanwmn r"x = r" sekilde yazlabilecegi bir x € R warsa, R halkasina

kuvvetli m-requler halka denir.

Onerme 2.9: R bir halka olsun. a € R kuvvetli m-requler eleman ise bir n > 1
tam sayist i¢in " = fw = wf olacak sekilde, f € Id(R) ve w € U(R) vardur

ve a, f, w birbirleriyle degismelidir [22].

Tanwm 2.19: R bir halka olsun. Eger R halkasinda her a € R i¢in e € aR ve
l—e € (1—a)R olacak sekilde e € Id(R) idempotent elemans varsa R halkasina

exchange halka denir [11].

Tanwm 2.20: R bir halka olsun. Eger R halkasinda her x € R i¢in e = ax = xa
ve l —e =b(1—2x) = (1 —2x)b olacak sekilde e € Id(R) idempotent elemans

varsa, R halkasina kuvvetli exchange halka denir [11].

Tanwm 2.21: R bir halka ve I da R ’nin bir ideali olsun. x — 2% € I olacak
sekilde secilmis bir x € R icin e—x € I olacak sekilde bir idempotent e = e € R
elemany varsa idempotentler I’ya gore yikselir (lifting idempotents modulo 1)

denir [235].

Tanwm 2.22: Eger bir halkanin her asal ideali maksimal ideal ise halkaya sifir

boyutlu (zero-dimensional) halka denir [18].

Tanwm 2.23: M degismeli bir grup R bir halka olsun. M ’deki elemanlarin,

R ’deki elemanlarla skaler ¢carpimi R X M — M fonksiyonu asagidaki kosullar:



saglhyorsa, M 'ye R tzerinde bir modil veya kisaca R-modil denar.

i) Yr € R ve Ym,m' € M i¢in, r(m +m/) =rm +rm/,
i) Vr,r' € R ve Ym € M igin, (r+r/)m =rm+rim,
iii) Vr,r' € R ve Ym € M igin, (rr/)m = r(rm/),

i) Ym € M i¢in, 1lgm =m.

Tanwm 2.24: M degismeli bir grup R ve S ki halka olsun. Asagidaki kosullar

saglanwyorsa M bir R-S-bimodildir.

i) M sol R-modil ve sag S-modil ve

i) Vr e R, s€ S ve me M igin r(ms) = (rm)s.

Tanwm 2.25: R degismeli bir halka olsun. R-cebiri, bir A halkasidir yleki
Ax A — A carpimsal tasvirt R-bilineer olan bir R-modildir. Yani, Va,b € A

ve Vr € R igin r* (ab) = (r+a)-b=a- (r=b) dir.

Onerme 2.10: R halkasian sifer boyutlu (zero-dimensional) halka olmast i¢in

gerek ve yeter kosul R//0 halkasinn reguler halka olmasidar [18].



3. TEMIZ HALKALAR

Tanim 3.1: R bir halka olsun. e bir idempotent ve u bir birimsel eleman olmak
tzere, halkadan alinan bir a € R, a = e+u seklinde yaxlabiliyorsa, a elamanina
temiz (clean) eleman denir. Bir R halkasinin bitin elemanlar temiz ise halkaya

temiz (clean) halka denir [23].

Ornek 8.1: R bir halka olsun. R deki birimsel, idempotent, nilpotent ve quasi-

reguler elemanlar temiz elemanlardur [25].

Coziim 3.1: uw € U(R) olsun. 0 € Id(R) oldugundan ve u = 0 + u seklinde
yazilabileceginden u temizdir.

e € Id(R) olsun. Tamwm 2.7 ye gore 2e — 1 tersi kendisine esit olan
birimsel elemandur ve 1 — e idempotenttir. Oyleyse e = (1 — e) + (2 — 1)
seklinde yazlabileceginden e temizdar.

a € R nilpotent eleman olsun. Oyleyse a™ = 0 olacak sekilde bir n € Nt
vardir. a = 1+ (a — 1) seklinde yazabilir dyle ki Ornek 2.2 den a — 1 € U(R)
oldugu gorilir.

Ve son olarak =, R halkasimn quasi-requler elemant olsun. Onerme 2.1
den x quasi-requler tken x — 1 in birimsel oldugu séylenebilir. Boéylece ©x =

1+ (z — 1) seklinde yazilabilir. Bu da gisterir ki x elemans temizdir.

Sonu¢ 3.2: Bélenler halkasi, cisimler ve Boole halkast temiz halkalara érnek-

tirler [18].

Ispat 3.2: Sifir elemany disindaki biitin elemanlary birimsel oldugundan yukar:-
daki 6rnege gore bolenler halkast ve cisimler temiz halkalardar.

Biitin elemanlar:, idempotent oldugu i¢in Boole halkalar: da temiz halkalardir.

Ornek 3.3: Bir R halkasinda a elemany temiz ise 1 — a da temiz elemandir
[24].
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Coziim 3.3: Eger a temiz ise a = e + u seklinde yazabilecek ¢* = e € Id(R) ve
u € U(R) wvarder. Oyleyse 1 —a =1 — e+ (—u) seklinde yazlabildijinden 1 — a

temizdir.

Onerme 38.4: R bir halka ve a € R olsun. a elemanymn temiz olmas i¢in gerek

ve yeter kosul ua = eu+1 olacak sekilde e € Id(R) ve u € U(R) olmasidur [27].

Ispat 8.4: a € R temiz olsun. Oyleyse a = e + u olacak sekilde e € Id(R) wve
u € U(R) vardwr. Soldan u™' ile carpibirsa, u™la = u='e + 1 elde edilir. Ve
uta = (uteu)u™ + 1 esitligi saglanwr. Burada u=teu € Id(R) oldugu aciktor.
Boylece gereklilik saglanmas olur. Diger taraftan ua = eu + 1 yazilacak sekilde

e € Id(R) ve u € U(R) olsun. Esitlik soldan u™' ile ¢arpilirsa, a = v teu+u™!

elde edilir. w='eu idempotent oldugundan a temiz elemandiyr. m

Ornek 3.5: Temiz olmayan halkaya ornek vermek istenilirse, birimsel eleman-
lar sadece 1 ve -1 oldugundan ve bu yiizden biitin elemanlary birimsel ve idempo-

tent elemanlar cinsinden ifade edilemeyeceginden 7. tam sayilar halkasi sdylenebilir.
Onerme 3.6: Bir temiz halkamn homomorfik gorintisi de temizdir [24).

Ispat 3.6: R bir temiz halka ve f : R — S epimorfizma olsun. R temiz oldugun-
dan, her f(a) € S i¢in f(a) = f

vardir. £(a) = fle+u) = f(e)+ F(u) = F(e)+ F(u) = F(e)-F(e) + f(u) seMlinde
yazlabilecek f(e) € 1d(S) ve f(u) € U(S) elemanlars mevcut oldugundan f(a)

(e + u) olacak sekilde e* = e ve u € U(R)

temizdir. m

Onerme 3.7: R bir halka ve I, R nin bir ideali olsun. R temiz ise R/I da
temizdir [18].

Ispat 3.7: a+1 € R/I alalim. a temiz oldugundan a+1 = (e +u)+ I esitligini

saglayan e € Id(R) ve uw € U(R) vardir. (e+u)+1 = (e+ 1)+ (u+1) igin
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(e+1)eld(R/I) ve (u+ 1) € U(R/I) oldugundan R/I temizdir. m
Sonug¢ 3.8: Yukaridaki teoremin tersi her zaman dogru degildir.

Z halkasiin bir pZ maksimal idealini alalim. Teorem 2.3’e gére z% =7y
olur. Z, cismi temiz oldugundan % boliim halkas: da temiz olur. Ancak Z tam

sayilar halkasinin temiz olmadigl séylenmigti.

Onerme 3.9: R bir halka ve I, R nin bir ideali olsun. R mnin temiz olmast
icin gerek ve yeter kosul R/I nin temiz, I C J(R) ve idempotentlerin I ya gore
ylikselmesidir [24].

Ispat 3.9: Onerme 3.7'den gereklilik aciktir. Diger taraftan, x € R i¢in x+ I =
T € R/I olsun. R/I temiz oldujundan T = e+ olacak sekilde € =€ € Id(R/I)
ve u € U(R/I) elemanlar. mevcuttur. Idempotentler I ya gire yiikseldiginden
€ = e+ I olacak sekilde € = e € R vardir. Oyleyse T=e+u=e+1+u+1 =

(e+u)+ 1 =x+1 elde edileceginden x temizdir. m
Ornek 3.10: Temiz olmayan bir halkanin gorintisi temiz olabilir.

Cozim 3.10: f:Z — Z, (a — @), a = a (modp) olarak tamvmlanmas bir

epimorfizma olsun. 7 temiz degilken 7, temizdir.
Onerme 3.11: Her unit requler halka temiz halkadur [3].

Ispat 3.11: R unit requler halka olsun. Yx € R icin x = ue ve ue = eu olacak
sekilde u € U(R) ve e € Id(R) vardir. v! = ule — (1 —e) olacak sekilde
v=ue— (1—e) € UR) ve f =1— e olacak sekilde f € Id(R) elemanlar
alimrsa x = v + f olarak yazilmis olur. Béylece R halkasinin temiz oldugu

gosterimais olur. m

Onerme 3.12: Her kuwvvetli reguler halka temiz halkadur [18].
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Ispat 3.12: Kuvvetli requler R halkasindan bir r elemany alinsin. rzr = r ve
zrz = z olacak sekilde bir z € R wvardwr. Bu iki esitliklen rz nin idempotent
oldugu gorilir. e = rz olsun. Segilen uw = r — (1 — e) birimselinin tersi v =
ze — (1 —e) olmak dzere 1 = u + (1 — e) seklinde yazilabileceginden, segilen

elemanin temiz oldugu gosterilmis olur. m
Onerme 3.13: Her kuvvetli 7-requler halka temiz halkadur [22].

Ispat 3.13: a € R alalim. a kuvvetli -reguler eleman oldugundan Onerme 2.9’a
gore a" = ew = we olacak sekilde n > 1 tam sayst, w € U(R), e € Id(R) wve
birbiriyle degismeli olacak sekilde w, e, a elemanlari vardir. uw=a—(1—e) nin
birimsel oldugu gésterilmeli. v = a" 'w™e — (1 +a+ ...+ a" 1) (1 —e) olarak

tanimlanirsa ve u = ae — (1 — a)(1 — e) olarak alinirsa,

w =vu = [ae — (1 —a)(1 —e)][a"'wle—(1+a+..+a"" (1 —e)] (3.1)

iken (1 —e)a" twle =0 oldujundan

w =a"w e+ (1—a)(l+a+..+a" 1) (1—e) (3.2)

elde edilir. (1—a)(1+a+...4+a"1) = (1—a") oldugundan uv = e+(1—a")(1—e)

esitligi saglanar. Oyleyse uwv = 1 saglanmas olur. m

Onerme 3.14: R bir halka olsun. R[[x]] kuwvet serisi halkasinin temiz olmass

icin gerek ve yeter kosul R halkasinin temiz olmasidir [24].

Ispat 3.14: =: R[[z]] halkas: temiz olsun. R halkasi R[[x]] halkasinin homo-
morfik gorintisi oldugundan Onerme 3.6’ya gire R temizdir.

<=: R halkast temiz olsun. f(x) = ag+ a1r + asx® + ... € R[[z]] elemani alin-
sin. R temiz oldugundan ag = e + u olacak sekile e = e € R ve u € U(R)

vardir.  Oyleyse ay yerine e + u yazlirsa flx) = e+ (u+ a1 + az? + ...)
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elde edilir. Onerme 2.4’ gire ag € U(R(z)) ise f(x) € U(R|[x]]) dir. Oyleyse
(u+ a1z + agz® + ...) € U(R[[z]]) ve e* = e € Id(R[[z]]) dir. Béylece R[[z]]

halkasinin temiz oldugu gosterilmis olur. m
Onerme 8.15: R # 0 ise R[x] polinom halkas temiz halka olamaz [24].

Ispat 8.15: x € R[z] olsun. Kabul edelim ki x = e-+u olacak sekilde e € Id(R[x])
ve u € U(R[z]) olsun. Eger e = ey + e1x + ... ve u = ug + wx + ... ise
eo = —ug dir ve hem birimsel ve hem idempotent eleman eq = 1 olur. FEger
e#1wsem>1ve g=a+br+.. olmak izere e = 1+ x™g seklindedir.
(1+2mg)? = 1+22™mg+a™gx™g = 1+a™g elde edilir. Burada x™g li ifadelerin
katsayilar eslestirildiginde 2 = 1 olmasy celiski olusturur. Oyleyse e = 1 olmak
zorundadir. Ve —u=1—1z olur. Ejer (1—x)™!' =ag+ a1z + ... + a,z" olursa
a=1, a,—ay =0, ..., a,—a,_1 =0, 0—a, =0 ise a, = 0 elde edilir.
Diger taraftan ag = a; = ... = a,, = 1. Bu da ¢eliski olusturdugu i¢in v birimsel

degildir. Oyleyse x temiz degildir ve halka da temiz olamaz. m

Sonu¢ 8.16: R[[x]] halkasy temiz iken alt halkasy olan R[x] temiz degildir. Oy-

leyse temiz halkalarin alt halkalary temiz olmak zorunda degildur.

Teorem 8.17: Sifirdan farkly bir R halkasinin lokal halka olmast i¢in gerek ve
yeter kosul R halkasinin temiz ve 0 ve 1°den baska idempotent elemaninin ol-

mamasidir [25].

Ispat 3.17: = : R lokal halka ve a € R olsun. Eger a € J(R) ise ve Onerme
2.6’dan a—1 € U(R) dir ve a = 14+(a—1) seklinde yazlabileceginden a temizdir.
Eger a ¢ J(R) ise a € U(R) dir ve a =0+ a geklinde yazilabileceginden
a temizdir. Ve boylece R temiz halkadr.
e # 0 ve e #1 R ’nin idempotent elemani olsun. e* =e = e(l1—e) =

0 olur. e ve 1 — e sifir bolen olduklarindan birimsel olmazlar ve halka lokal
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oldugundan birimsel olmayan elemanlar bir ideal olusturur. Oyleyse e+(l—e) =
1 elde edilir. Birimsel elemanin idealde olmasi ¢eliski olusturur.

<= : R temiz halka olsun ve 0 ve 1 den baska idempotent elemani olmasin.
ad¢ J(R) ise 1 —ar ¢ U(R) dir. 1 —ar =0+ u seklinde yazlamaz. Oyleyse
1 —ar =1+u olmak zorunda. ar =u = aru ' =1 = av =1 olacak
sekilde v € R wardwr. Benzer sekilde wa = 1 olacak sekilde w € R wardur.

Oyleyse a birimseldir. Bu da gésterir ki R lokal halkadir. m

Yardimer Teorem 3.18: R degismeli bir halka olsun. e, f € R idempotent

elemanlar i¢in e — f € J(R) ise e = f olur [3].

Ispat 3.18: e— f € J(R) ise f(1—e) = (e— f)(e—1) € J(R) esitligi yazlabilir.
R degismeli oldugundan f(1 — e) idempotenttir. Oyleyse f(1 —e) =0 dur yani
f = fe dir. Diger taraftan f—e € J(R) i¢in e(1—f)=(f—e)(f—1) € J(R)
esitligi yazilirsa e(1 — f) idempotent olur. e(1 — f) = 0 dir. Béylece e = ef

esitligi saglanir. Oyleyse e = f elde edilir. m

Teorem 3.19: R degismeli bir halka ve /O nil radikali olsun. R ’nin temiz ol-

mas i¢in gerek ve yeter kosul R/\/0mn temiz olmasidir [3].

Ispat 3.19: =>: Teorem 3.7’den aciktir.

<—: x € R olsun. Eger secilen bir x € R elemans birimsel ise T € R = R/\/6
birimseldir ve biylece temizdir. R i idempotent elemanina karsilik gelen eleman
R halkasinda idempotenttir. Herhangi bir x € R i¢in T = u + e olacak sekilde
u € U(R) ve e € Id(R) vardir. e elemanmin R halkasinda ki karsihge f olsun.
Oyleyse x — f = T — e = u olur. Buradan da x — f € U(R) elde edilir. Son

olarak v = (x — f) + f olarak sekilnde yazilabildiginden R temiz halkadir. w

Sonug¢ 3.20: Her zero-dimensional (sifir boyutlu) degismeli halka temiz halkadur

/3]
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Ispat 3.20: R bir zero-dimensional (sifir boyutlu) degismeli halka olsun. Oyleyse
tansm gereji R = R/\/G unit reguler halka olur ve R temizdir. /0 C J(R)

oldugundan Teorem 3.19 geregince R halkast da temizdir. m

Onerme 38.21: T indeks kiimesi olsun. Her i € I i¢in R;’lerin temiz halka

olmalary i¢in gerek ve yeter kosul direkt ¢carpymlarinin temiz halka olmasidir [24].

fspat 3.21: =: Her v € I icin R;’ler temiz olsun. Bu durumda her a; € R;
icin a; = e; + u; olacak sekilde e; € I1d(R;) ve u; € U(R;) vardir. ¥(ay,as,...) €
[IR; i¢in (a1, as,...) = (e1, e, ...) + (u1, ug, ...) seklinde yazilabileceginden direkt
carpimlary temazdir.

<—: [[R; direkt ¢carpimi temiz olsun. Her i € I i¢in [[ R; halkasinin birer

i€l
homomorfik gorintileri R; halkalarini olusturacagindan R; ler temiz olur. m

3.1. Kuvvetli Temiz Halkalar

Tanwm 8.2: R bir halka olsun. e bir idempotent ve w bir birimsel eleman ol-
mak tzere, alinan bir a € R , a = e + u seklinde yazlabiliyor ve aym zamanda
eu = ue egitligi saglanyorsa, a elemanina kuvvetli temiz (strongly clean) ele-
man denir. Eger R halkasinin biitin elemanlar: kuvvetli temiz ise R halkasina

kuvvetli temiz halka denir [23].

Ornek 3.22: Bir halkada idempotent, birimsel ve quasi-requler elemanlar kuv-

vetli temiz elemanlardur [26].

Céziim 3.22: Bir e idempotent elemanimn e = (1 —e)+ (2e — 1) seklinde yazila-
bildigi gosterilmisti. Ayrica birimsel eleman ve idempotent eleman degismeli
olduklarindan yani (1 — e)(2e — 1) = (2e — 1)(1 — e) esitligi saglandigindan
e kuvvetls temiz elemandur.

uw birimsel elemant uw = 0+ seklinde yazabilir. Ve de u0 = Ou oldugun-
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dan u kuvvetli temizdir.
x quasi-requler eleman olsun. Oyleyse x = 1+ (z—1) seklinde yazlabildi-
ginden temiz oldugu, 1(z—1) = (x—1)1 egitligi saglandigindan da kuvvetli temiz

oldugu gésterilmis olur.

Sonu¢ 3.23: Boole halkalar: degismeli halkalardir ve her elemani idempotent

oldugundan kuvvetli temiz halkalardur.

Sonu¢ 3.24: Cisimlerin her elemant temizdir ve degismeli halka olduklarindan

kuvvetl, temiz halkaya ornektirler.
Teorem 3.25: Her lokal halka kuvvetli temiz halkadur [28].

Ispat 3.25: Teorem 3.17 de lokal halkalarinan temiz halkalar oldugu gésterilmistir.
Lokal halkalarda 0 ve 1 den baska idempotent eleman olmadigindan ayni zamanda

kuvvetli temaiz halka olma ozelligi saglanmas olur. m

Ornek 8.26: Bir R halkasinda a elemans kuvvetli temiz ise 1 — a da kuvvetli

temiz elemandur [26].

Coziim 3.26: Eger a € R kuvvetli temiz ise a = e + u ve eu = ue egitliklerini
saglayan € = e idempotent ve u birimsel elemany varder. Oyleyse 1 — a =
1 — e+ (—u) seklinde yazlirsa temiz oldugu gorilir. Ve de (1 — e)(—u) =
—u+teu = (—u)l+(—u)(—e) = (—u)(1—e) esitligi saglandigindan 1—a kuvvetli

temiz elemandur.
Onerme 38.27: Her kuvvetli -requler halka kuvvetli temiz halkadur [22].

Ispat 3.27: a € R olsun. a kuvvetli w-requler eleman oldujundan a" = ew = we
olacak gekilde n > 1 tam sayisi, w € U(R), e € Id(R) vardir ve w, e, a
elemanlary birbirleriyle degismelidir. w = a — (1 — e) nin birimsel oldugu v =

alwle— (I+a+...+a" (1 —e) veu=ae—(1—a)(l—e) kullanilarak
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gosterilmis, uv = vu = [ae — (1 —a)(1—e)|[a" wle— (1+a+..+a" 1) (1—e)]
=a"wle+(l—a)(1+a+..+a" 1) (1—e) =e+(1—a")(1—e) =1 bulunmustu.
Bu durumda u € U(R) ve (1—e¢)?> = (1—e¢) olup a = (1 —e¢)+u elde edilir. Ve

de (1 —e)u =u(l —e) saglandigindan a elemani kuvvetli temiz eleman olur. m

Onerme 3.28: R halkasi kuvvetli temiz ise R halkasinin her homomorfik go-

rintiuside kuvvetli temizdir [22].

Ispat 3.28: Temiz halkalarn homomorfik gorintilerinin temiz oldugunu gisteril-
misti. Idempotent elemanla birimsel elemanin degismeli oldugu f(e)f(u) =

fleu) = f(ue) = f(u)f(e) esitliginin saglanmaswyla gosterilmis olur. m

Onerme 3.29: 1 indis kiimesi olsun. Her i € I i¢in R; 'nin kuvvetli temiz olmast

icin gerek ve yeter sart direkt ¢carpimlarimn kuvvetli temiz olmasidir [22].

Ispat 3.29: =>: Her i € I icin R; ler temiz iken [[ R; temiz oldugunu gdsteril-
misti. Her i € I igin e;u; = uze; oldugundan [] R; kuvvetli temiz halkadur.

<=: Her kuwvvetli halkanin homomorfik gorintisi kuvvetli temiz ve R; ler || R;
nin homomorfik gorintisi oldugundan [] R; kuvvetli temiz ise her i € I i¢in R;

halkalary da kuvvetls temizdir. m

Teorem 3.30: Bir halkanin kuvvetli exchange halka olmasi icin gerek ve yeter

kosul halkanin kuvvetli temiz olmasidur [11].

Ispat 3.30: R kuvvetli exchange halka olsun. Her x € R i¢in a,b € R olmak
tzere e = ar = za ve 1 —e = b(1 —x) = (1 — x)b olacak sekilde e € Id(R)
idempotent elemaniy vardir. e = ax = xa oldugundan ea = axa = ae ve e =
eax = zae egitlikleri saglanyr. Eger ea = ay alinirsa, e = a1x = xay ve ea; =
are = ay egitlikleri elde edilir. Benzer gekilde, by = (1 —e)b = b(1 — e) i¢in
l—e=b(1—z)=(1—x)b; ve (1 —e)by =b(1—e) egitlikleri elde edilir. Bu

esitliklerin yardimiyla (a1 — b1)(x — (1 —e)) = a;x — ay;(1 —e) — byz + by (1 —
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e)=e—bix+b =e+b(l—zx)=e+1—e=1 carpumu saglandigindan,
r—(1—e) € UR) olur. e =ax = xa oldujundan ex = xax = xe elde edilir.
Boylece (1—e)x = x(1—e) olur. x—(1—e) € U(R) ve 1—e € Id(R) kullanilarak
r=1—e+ (z—(1—e)) yazlabildiginden x kuvvetli temiz olur.

Tersine, R kuvvetli temiz halka olsun. Her v € R i¢in uf = fu ve

r = f+4u olacak sekilde w € U(R) ve f € Id(R) vardwr. uf = fu oldugundan
ur = xu, fr = xf ve ulz = xu! esitlikleri saglanr. e = u(l — flu™!
olsun. e € Id(R) oldugu aciktir. Oyleyse (x —e)u = (u+ f —u(l — flu=")u =
u? + fu = uf —u = 2* — x yazlabilir. Boylece e — x = (x — 2*)u™" ve e =
r+(x—2>)ut =1+ 1 -2)uHz =21+ (1 —x)ut) elde edilir. Buradan
l—e=l-az—(z—2))u't=1-2u)1—2)=(1—2)(1 —2u™') esithji elde
edilir. 1—e=(1—-a2u)(1—-2) =1 —2)(1 —au™?t) oldugundan R kuvvetli

exchange halka olur. w

Teorem 3.31: R kuwvvetli temiz halka ise, her e € Id(R) i¢in eRe halkast da

kuvvetli temizdir [11].

Ispat 3.81: R kuwvetli temiz halka olsun. Teorem 3.30 dan R kuvvetli exchange
halkadir. eRe ’nin kuvvetli temiz oldugunu gdstermek icin kuvvetli exchange
oldugunu gostermek yeterlidir. x € eRe alalim. R kuvvetli exchange ve v € R
oldugundan f = axr = xa ve 1— f = b(l—2x) = (1—2)b olacak gekilde f € Id(R)
ve a, b € R vardir. © € eRe oldugundan x = exe olur. f = axr = xa egitligin-
den fe =ef = [ elde edilir. Biylece (ef)* =ef ve ef = efe € Id(eRe) olur.
xr = exe oldugundan reae = xrae = exae = eaxe = eaex egitlikleri saglanir. Bu
da gosterir ki ef = eaere = eaxe = erae = xeae = eaex dir. fe = f ve x = exe
oldugundan e—ef = e(1—f)e = eb(1—x)e = eb(e—xe) = eb(ee—ex) = ebe(e—1x)
olur. Diger taraftan (e—x)ebe = (e—x)be = e(1—x)be = eb(1—x)e = eb(e—ex) =

ebe(e — x) esitligi saglanwr. Boylece e — ef = ebe(e — x) = (e — x)ebe elde edilir.
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eRe halkasiin kuvvetli exchange halka oldugu gorilir. w

3.2. Tek Turli Temiz Halkalar

Tanvm 3.3: R bir halka olsun. a € R i¢in a = e +u olacak sekilde > =e € R
ve u € U(R) mevcutsa ve bu yazilim tek tirli ise a ya tek tirli temiz (uniquely
clean) eleman denir. Eger R halkasimn bitin elemanlar tek tirli temiz ise R

halkasina tek tirli temiz halka denir [3].

Ornek  3.32: Bir halkamn merkezindeki biitin idempotent ve nilpotent elemanlar

tek tirli temiz elemanlardur [25].

Coziim 3.82: €* = e merkezil idempotent olsun. e temiz oldugundan e = (1 —
e) + (2e — 1) seklinde yazabilir. Kabul edelim ki e = f 4+ u (*) olacak gekilde
farkly f? = f idempotent ve u € U(R) birimsel elemanlar: olsun. e = f +u =
(fru?=f+2futv® = u=02f+tuu = 1=2f+u= u=1-2f ve
(*)dane— f=1-2f = f=1—e elde edilir.

a € R nilpotent eleman olsun. Oyleyse a” = 0 olacak sekilde bir n € Nt
vardir. a = 1+ (a — 1) seklinde yazabilir ve a — 1 € U(R) oldugu Ornek
2.2°den aciktir. Kabul edelim ki a = e +u olacak sekilde 1’den farkli e* = e ve

(a — 1) ’den farklh u € U(R) elemanlari olsun. Binom teoremi kullamlarak,

_ n __ n n 2 n n—1 n
0= (e+u) —e+(1)eu+<z)eu +...+(n_1)eu +u (3.3)

esitligi yazabilir. Ve

n n 2 n n-1_ __n
e+ (1>eu—|— <2>eu + ..+ (n— 1)eu = —u (3.4)

elde edilir. Oyleyse
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e(1+ (Dwr (;")u? ot (n " 1)u"_1) S— (3.5)

dir. u" € eR dir ve e =1 olur. Bu durum e # 1 kabulu ile celigir.
Sonug 3.33: Her Boole halkasy tek tirli temiz halkadur [25].

Ispat 8.33: Boole halkasy degismeli bir halka oldugundan her elemans merkezde
ve idempotenttir. Ornek 3.32’ye gére her elemana tek tirlii temiz olur ve boylece

Boole halkasinin tek tirli temiz halka oldugu soylenebilir.

Ornek 3.34: Cisimler tek tirlii temiz olmayabilirler. Q rasyonel sayilar halkas
disuntildiginde hem 0 hem de 1 idempotent elemanlardir. Herhangi bir a € R
icin a=0+a ve a =14 (a—1) olacak sekilde iki farkly yazilim olacag i¢in tek

tirli temiz olma 6zelligi saglanmaz.

Onerme 3.85: Tek tirli temiz halkalarn homomorfik gorintileri de tek tirli

temizdir [25].

Ispat 3.85: R tek tirli temiz halka olsun. a € R alalim. Eger f(a) = f(e1) +
f(ur) = fe2)+ f(ua) olacak sekilde iki farkly yazlm olsaydi f(a) = f(e1+uy) =
flea +ug) esitligi elde edilirdi ve a € R elemamnin da ey + uy; = es + uy olacak
sekilde ki farkly yazlime olurdu. Bu da a € R nin tek tirli temiz olmasiyla

celisirdi. m

Teorem 3.36: R degismeli bir halka ve v/0 nil radikali olsun. R ’nin tek tirli

temiz olmas icin gerek ve yeter kosul R/+/0 wn tek tiirlii temiz olmasidur [3].

fspat 3.36: =>: R tek tirlii temiz halka olsun. Teorem 3.19°dan R = R/\/ﬁ
halkasy da temizdir. x € R i¢in, T = e; + u; = ey + us olacak sekilde uq,

uy € U(R) ve ey, es € Id(R), e1 # ey elemanlarini alalim. Segilen f; €

Id(R) elemanlary i¢in e; = fi olsun. e; # ey oldugundan fi # fy elde edilir.
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r—f; = u; € U(R) elde edilir. Béylece v; = x — f; € U(R) birimselleriyle
x = v+ fi = vo + fo olacak sekilde iki farkly yaxlim elde edilir. Bu durum
R 'nin tek tirli olmaswyla celisir.

~—: R= R/\/ﬁ tek turli temiz halka olsun. R halkasy da temizdir. x € R i¢cin
T =e1+u; = extuy olacak sekilde uy, uy € U(R) ve ey, es € Id(R) elemanlar
olsun. O zaman T = €] + Uy = €3 + Uy esitligi yazilabilir ancak R = R/\/6
tek tiirlii temiz oldugundan 1 = e dir. Buradan da e;— ey € v/0 C J(R) elde
edilir. Yardimcer teorem 3.18’den e; = ey dir ve uy = uy elde edilir. Boylece R

halkast tek tirld temiz halka olur. m

Onerme 38.87: Tek tirlii temiz bir halkadaki her idempotent eleman merkezdedir

[25].

Ispat 3.37: €* = e € R idempotent eleman olsun. Vr € R i¢in e + (er — ere)
idempotent ve 1+ (er — ere) birimseldir oyleki (14 er —ere)(1 —er +ere) =1
dir. Oyleyse [e + (er — ere)] + 1 = e + [1 + (er — ere)] yazabilir ve R nin tek
tirli temiz olmasindan e + (er — ere) = e elde edilir ve er = ere olur. Benzer
sekilde e + (re — ere) idempotent ve 1 — (re — ere) birimsel segilirse re = ere

elde edilir. Oyleyse Vr € R icin er = re yazabilir ve e € Cent(R) 'dir. m

Sonug 3.38: n > 2 i¢in T,(R) ve M,,(R) matris halkalarinda bitin idempotent

elemanlar merkezde olmadigindan bu halkalar tek tirli temiz olamaz [25].
Sonug 3.39: Tek tirli temiz halkanin merkezi tek tirli temizdir [25].

Ispat 3.89: Yukaridaki énermeye gore tek tirlii halkadaki her idempotent ele-
mamin merkezde oldugundan, her a € cent(R) igin a = e + u sartins saglayan
u € U(R) elemant halka tek tirli temiz oldugundan tek tirlidir. a = e + u
yerine a — e = u yazihrsa u € cent(R) elde edilir ve u elemaninin merkezde

oldugu gosterilmis olur. m
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Sonu¢ 3.40: Her tek tirli temiz halka Dedekind sonlu halkadur [25].

Ispat 3.40: 1 = ab € R alalym. ba = bla = b(ab)a = baba = (ba)? oldugundan
ba idempotenttir ve halka tek tirli temiz oldugundan ba € cent(R) dir. ba =

bal = ba(ab) = a(ba)b =1 saglanir. m

Onerme 8.41: Her i € I icin R; nin tek tirli temiz halka olmasi icin gerek ve

yeter kosul direkt carpimlarinin tek tirli temiz halka olmasidir [3].
Teorem 8.42: 0 # R halkast icin asagidakiler denktir [25]:

i) R bir lokal ve tek tirli temiz halkadar.
ii) R tek tirli temiz halka ve 0 ve 1’den baska idempotent elemany yoktur.

iii) R/J(R) X Z,.

Ispat 3.42: i) == ii): 0’dan ve 1’°den farkh bir e € R idempotent eleman
olsun. e¢*—e =0 oldugundan e(1—e) =0 olur. e ve 1—e sifir bilen olduklarin-
dan birimsel eleman degillerdir. R lokal halka oldugundan, birimsel olmayan
elemanlar ideal olusturur. e+ (1 —e) = 1 olur. Bu da 1’in idealde olmamas:
gerektigiyle celisir.

i) = iii): Ejer 0 #a@ € R = R/J(R) ise, @ = 1 oldugunu gésterilmeli.
a#1 olsun. a+J(R) # 0+ J(R) oldugundan a ¢ J(R) ve a+J(R) # 1+ J(R)
oldugundan a — 1 ¢ J(R) elde edilir. R local halka oldugundan a ve a — 1 bi-
rimseldir. 0+ (1 —a) = 1+ (—a) yazldiginda 0 = 1 elde edilmesi, R halkasinin
tek tirli temiz olmaswyla celigir.

iti) = i): R/J(R) = Zy olsun. Teorem 2.3’ten J(R) maksimal ideal olur.
J(R) maksimal ise R lokal halkadvr. Her lokal halka temiz oldugundan R de
temizdir. Simdi R 'nin tek tirli temiz oldugunu gdsterelim. Keyfi bir a € R i¢cin
kabul edelim ki a = e+ u = f +v olacak sekilde e, f € Id(R) idempotent ve u,

v € U(R) birimsel elemanlar olsun. Lokal halkada 0 ve 1°den baska idempotent
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elemans olmadign icin e =0 ve f =1 alabm. 0+ (1—u) = 14+ (—u) yazldiginda
u, 1—u € U(R) olur. Ancak R/J(R) = Zy oldujundan uw=1=1+4+u € R/J(R)

elde edilir. w=1-+7u celiski olusturur. m

Onerme 3.43: ¢ € R idempotent olsun. R tek tirli temiz ise eRe korner

halkasy da tek tirli temizdir [25].

Ispat 3.43: Tek tirli temiz halkalarda idempotent elemanlar merkezdedir. Ve
ayrica R temiz halka oldugundan R exchange halkadir. R exchange ise eRe de ez-

change halkadur. Biitin idempotentler merkezde oldugundan eRe tek tirli temiz

halkadir. m

3.3. Tek Tiurli Kuvvetli Temiz Halkalar

Tanwm 3.4: R bir halka olsun. a € R i¢in a = e +u ve eu = ue olacak sekilde
e? = e € R ve u € U(R) mevcutsa ve bu yazilum tek tirli ise a ya tek tirli
kuvvetli temiz (uniquely strongly clean) eleman denir. Ejer R halkasinan bitin
elemanlar: tek tirli kuvvetli temiz ise R halkasina tek tirli kuvvetli temiz halka

denir [10].
Ornek 3.44: Zo halkas tek tirli kuvvetli temiz halkaya drnektir.

Ornek 3.45: I indis kiimesi ve Yi € I i¢in R;’ler halka olsun. []R; halkas:
nin tek tirli kuvvetli temiz olmast i¢in gerek ve yeter kosul ¥i € I icin R;

halkalarinan tek tirli kuvvetli temiz olmasidur [10].

Ornek 3.46: R bir halka olsun. R halkaswmn tek tirli temiz olmase icin gerek

ve yeter kosul R nin degismeli ve tek tirli kuvvetli temiz olmasider [10].

Cozim 8.46: R halkasinin tek tirli temiz olsun. Ayni zamanda R degismeli ise

kuvvetli temiz halka da olcaktwr. Oyleyse R tek tirli kuvvetli temizdir. Tersine,
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R tek tirli kuvvetli temizse, R ’'nin tek turli temiz oldugu aciktor.

Onerme 3.47: R bir halka ve e € Id(R) olsun. R halkasy tek tirlii kuvvetli

temiz ise eRe halkast da tek tirli kuvvetli temizdir [10].

Ispat 3.47: R kuvvetli temiz ise eRe halkasi da kuvvetli temizdir 3.31. eRe = S
olsun. fi,fo € I1d(S) idempotent ve uy, ug € U(S) birimsel elemanlar ve i = 1,2
iein fiu; = u; f; olmak tzere fi+wu; = fa+ug olsun. 1 =1,2 i¢cin v; =u;+1—e
olsun. R tek tirli kuvvetli temiz oldugundan i = 1,2 i¢in v, f; = fv; olur.
Béylece fi+wv1 = fo+vs esitlii elde edilir ve dahast f1 = fo olur. Oyleyse aym

zamanda uy = us dir. Boylece eRe halkast tek tirli kuvvetli temiz olur. m
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4. TEMIZ MATRIS HALKALARI

R bir halka ve bir e € R idempotent eleman olsun. e’ye bagh olarak
Peirce decomposition R = eRe@eR(1—e)® (1 —e)Re® (1 —e)R(1 —e) geklinde

ayrigtirilabilir. Matris halkasi iizerinde gosterilmek istenilirse

R R(1 —
R eRe eR(1—e) (41)
(1—e)Re (1—e€)R(1—e)
olarak yazilabilir. Eger R birimli ve {ey,es,....,e,} kiimesi de ortogonal idem-
potent elemanlarin kiimesi ise,
etRe; eiRes --- eijRe,
B o eaRe; eyRey -+ egRe, (4.2)
e,Re; e,Rey --- e,Re,

genellegtirilmig matris gosterimi elde edilir. Burada eRe(= {ere|r € R}), ve
(1 —e)R(1 —e), R nin alt halkalandir. eR(1 — ¢e) bir eRe-(1 — e)R(1 — e)-
bimodiilii ve (1 —e)Re, bir (1 — e)R(1 — e)-eRe-bimodiiliidiir [29].

Yardimer Teorem 4.1: R halkasinda e bir idempotent eleman olsun. Ejer eRe

ve (1 —e)R(1 —e) halkalar: temiz ise R halkasy da temizdir [24].

eRe eR(1—e)

Ispat 4.1: Peirce decompositiona gore R =
pat 4 P I (1—e)Re (1—e)R(1—e)

yazila-

a X

Y
f idempotent ve u~

bilir. Bir A = € R olsun. Kabulden a = f+u yamlabilir. eRe de f* =

V= wy birimsel elemanlardir. Ayrica b—yuiz € (1—e)R(1—e¢)

dir ve (1—e)R(1 —e) halkast temiz kabul edildiginden (1 —e)R(1—¢) de g> =g

1

idempotent ve v = vy birimsel elemanlary kullaniarak b—yuix = g+v esitligi

yazilabilir. Bu esitliklerden yola ¢ikarak,
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FE AN v 0 T e i | T e
Yy g+v+yuw o g Yy yurx 0o g
Id(R) oldugu agikter. Burada yapilmass gereken vt nin birimsel oldugu-
Yy yunr
.. . . e 0 U T e —uiT u 0
nun gosterilmesidir. =
—yu; 1—e Y v+ yux 0 1—e 0 v
. e 0 u 0 e —uT .
oldugundan ve ] e 1o 1 elemanlary birimsel
—yu; 1—e v —e

oldugundan R temiz halkadir. m

Teorem 4.2: R bir halka ve e;’ler ortogonal idempotentler olsun. Her e; i¢in

e;Re; temiz ise R halkasy da temizdir [24)].
Tiimevarim uygulanarak teoremin ispati kolayca gosterilebilir.
Onerme 4.3: R temiz halka ise M, (R) matris halkas: da temizdir [24].

Ispat 4.3: E% = Ey; € M,(R) i. satwr ve siitun elemans 1 diger elemanlar 0 olan
idempotent matris olsun. E;; M, (R)E; = R’dir ve R temiz halka oldugundan her
i i¢in EyM,(R)E;; halkast da temiz halkadir. Peirce decompositiondan M, (R)

matris halkasy da temizdir. m

Teorem 4.4: R halkasinin temiz olmasi icin gerek ve yeter sart her n > 1

icin T, (R) 'nin temiz olmasidur [24].

Ispat 4.4: <=: Her n > 1 i¢in T,(R) temiz olsun. n =1 icin R halkas: temiz
olur.

= R halkasy temiz olsun. Her n > 1 i¢in T,,(R) nin temiz olmasi tdmevarimla
gosterilebilir. n = 1 icin agiklar. n i¢in dogru oldugunu kabul edilsin. Oyleyse
A € T,(R) i¢in A = E+ U olacak sekilde E € 1d(T,(R)) ve U € U(T,(R))

vardir. n + 1 ig¢in gosterilmeli. [ € M,x1(R) ve a € R olmak iizere X =

A’I’ZXTL /8

0 € Th11(R) olsun. R temiz oldugundan a = e + u olacak sekilde
a
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EITLXTL 0

e

e € Id(R) ve u € U(R) vardir. E, = € Id(T41(R)) ve Uy =

U'I'LX'H, /8

0 € U(Tn41(R)) olacak sekile X = E1+U; seklinde yazilabildiginden
u

istenilen elde edilmis olur. m

Tanawm 4.1: R bir halka olsun. Her j € J(R) ve u € U(R) igin 1, —r; ve
l; —ry grup endomorfizmlar, érten ise R halkasina bleached halka denir. 1, —r;
ve l; —r, grup endomorfizmalar: izomorfizma ise R halkasina tek tirli bleached

halka denir [19].

Yardimer Teorem 4.5: R/J(R) = Zo olmak tzere R bir lokal halka ve u €

U(R), j € J(R) olsun. l,—r; izomorfizma ise her r € R igin [ 1(; € T»(R)

matrisi tek tirli kuvvetli temiz elemandur [19].

Ispat 4.5: Kabule gore ueiy — €19 = —r olacak sekilde tek tirli e;o € R tdem-
0 €12
0

potent elemans vardwr. E? = E idempotent matrisi £ = olsumn.

u T u r—e;

€ To(R) matrisi i¢in U = A — E = .
0 j7-—1

risi u ve j—1 birimsel olduklarindan U € U(Ty(R)) olur. Ayrica ueis+r = e12]

A= > | € Ty(R) mat-

oldugundan AE = EA esitligi saglamr. Oyleyse A = E + U kuvvetli temizdir.
ez € R tek tirli oldugundan E € Ty(R) idempotent matrisi de tek tirludir.

Oyleyse A tek tirli kuvvetli temiz elemandir.
Benzer sekilde agagidaki teorem sylenebilir.

Yardimer Teorem 4.6: R/J(R) = Zo olmak tzere R bir lokal halka ve u €

U(R), j € J(R) olsun. lj—r, izomorfizma ise her r € R igin [ é € T5(R)

matrisi tek tirli kuvvetli temiz elemandur [19].

Sonu¢ 4.7 R lokal halka olsun. R tek tirli bleached ve R/J(R) = Zq ise

T5(R) halkasy tek tirli kuvvetli temiz halkadur [19].
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Ispat 4.7: R lokal ve R/J(R) = Zy oldugundan R tek tiirlii temiz halkadur. a, b,

b
¢ € R olacak gekilde A = g € Ty(R) olsun. Burada a ve ¢ € U(R) ise
c

E = 0 matrisi secilir. Ve A matrisinin tek tirli kuvvetli temiz oldugu gésterilmis

1

olur. Eger a ve c € J(R) ise E = matrisi segilir ve A matrisinin tek

tirli kuvvetli temiz oldugu gosterilmis olur. Eger a € U(R) ve ¢ € J(R) (ya da
c € U(R) ve a € J(R)) ise kabulden l, — . (1, — r.) izomorfizma oldugundan

Yardimes Teorem 4.5 ve 4.6ya gire A kuvvetli temiz olur. m

Yardimer Teorem 4.8: R bir halka olsun. Eger Ty(R) halkasi tek tirli kuvvetli
temiz halka ise R tek tirli bleached halkadur [8].

Ispat 4.8: Onerme 3.31°de Ty(R) tek tiirlii kuvvetli temiz ise ETy(R)E 'nin de
tek tirli kuvetli temiz oldugu gésterilmisti. Oyleyse ET,(R)E = R oldugundan
R halkasi da tek tirli kuvvetli temiz halka olur. a € J(R), b€ U(R) ve r € R
elemanlaryla A = g _br € Ty(R) matrisi olusturulsun.

T5(R) halkasu tek tirli kuvvetli temiz halka oldugundan A — E € U(Ty(R)) ve
AE = EA olacak sekilde tek tirli E = leij] € To(R) vardwr. R tek tirli
temiz oldugundan a — eq; ve b — eqy € U(R) olacak sekilde tek tirli e1; ve eg
vardir ve e;1 = 1 wve e = 0 dur. Oyleyse keyfi « € R igin idempotent matris
E = (1) g olarak yazilabilir. a —1 € U(R) ve b—0 € U(R) oldugundan
A—E cU(Ty(R)) dir. EA= AFE oldugundan ax — xb = —r elde edilir.

Kabul edelim ki ay — yb = —r olacak sekilde y € R olsun. Oyleyse A — F €

U(Ty(R)) ve AF = FA olacak sekilde F = Y

idempotent matrist bu-
lunur. Bu da Ty(R) halkasinan tek tirli kuovvetli temiz halka olmasiyla celige-
cejinden E = F sonucu elde edilir ve x = y oldugu gorilir. Oyleyse l, — ry :
R — R bir izomorfizmadir. Diger taraftan ejer a € U(R) ve b € J(R) alimisa
lb—7q : R — R bir izomorfizma olacaktir. Oyleyse R tek tirli bleached halkadur.
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Teorem 4.9: R bir halka olsun. Asagqidakiler denktir [8]:

i) R tek tirli temiz ve tek tirli bleached halkadur.
i) R degismelidir ve bitin n € N i¢in T,,(R) tek tirli kuvvetli temiz halka-
dar.

i) R degismeli ve bazi n € N igin T,(R) tek tirli kuvvetli temiz halkadur.

Ispat 4.9: i) = i) : R tek tiirli temiz halka ise R/ J(R) = Zy dir. Oyleyse
R degismeli bir halkadwr. T,,(R) halkaswmn tek tirli kuvvetli temiz halka oldugu
timevarim uygulayarak gosterilebilir.

n =1 i¢in agiklir. n > 1 i¢in dogru oldugunu kabul edelim. a1 € R,
a1«

Ay
elemans alalim. R tek tirli temiz oldugundan uy1 = a11—eqn € U(R) ve ujjeq; =

a € Miy,(R) ve Ay € T,(R) olacak sekilde bir A = € Thi1(R)
enurr olacak sekilde tek bir idempotent eq; € R vardwr. Ve kabulumuzden Uy =

Ay — E; € U(T(R)) ve E1U; =UyE; olacak sekilde tek bir Ey € T,,(R) vardr.
€11 U «—
ve U =

x € Myixn(R) olmak tizere E =
0 E1 0 Ul

matrislering

alalim.

i) B?=FE < env+ak =x;
ii) UE = EU <= upx+ (o —2)Ey = ey (o — x) + 2Uy,
1 ve i1 nin birlesiminden
(u1y + 2e11 — Vo — 2U; = ey — aEy (%) elde edilir.
Tek tirli © € Mixn(R) oldugu gosterilmelidir. R tek tirli temiz oldugundan
R/J(R) Boole halkasidir ve 2 € J(R) olur. Ve uyy € 1+ J(R) dur. Bdylece

uyy + 2e11 — 1 € J(R) oldugu gorilir. x = [zy...x,], epja—aFy = [vy ... v,] ve
Ci1 Ci2 - Cin
. 0 o -+ Com .
her c;; € U(R) igin Uy = | . ‘ olarak yazilsin. (*) esitliginden
0 0 cum

n tane esithk elde edilir:

(w11 + 2e11 — D)oy — 21011 = 15
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(u11 +2e11 — 1)xg — xaco0 = Vg + T1C12;

(u11 + 2e11 — 1)y — TpCrp = Uy + T1C10 + oo + Tpo1Cn_1)n -

R tek tirli temiz oldugundan tek tirli x; € R (i = 1,...,n) vardwr. Biylece (*)
esitligini saglayan tek tirli x vardwr. E U, = U1 Ey oldugundan

(un + 2 — V(e I, + Ey) — z(ennl, + E1)U; = alenl, — Ey)(ennl, + Ey) =
alenl, — Ey) = (unn +2e1 — D)o — 2U;.

y = x(enl, + E1) olsun. Oyleyse (u11 + 2e11 — 1)(y — ) — (y — )U; = 0.
y—x=1[2 ... 2] olsun. Oyleyse,

(w11 +2e11 — 1)z — 21011 = 0;

(u11 + 2e11 — 1)29 — 22C90 = 2112

(U1 + 2e11 — 1)z — 2pCan = 21C1n + oo + 2n_1Cn-1)n- R tek tirli bleached
oldugundan z; = 0 olur ve y = x bulunur. Bu da ejjx + xFy = x esithging

verir. Ve de ujix + (o — x)Ey = ey1(a — x) + zUy elde edilir.

€l T . a11 — €11 a—T
FE; A — Ey

smm elde edilir. T, (R) tek tiurli kuvvetli temiz halkadar.

Boylece A = olacak sekilde tek tirli ayri-

i) = i) : Acik.
iti) => i) : T,(R) tek tirli kuvvetli temiz ise ET,(R)E de tek tirli kuvvetli

I
temizdir. Ayrica ET,(R)E ~ R ve E, = | °

olmak tzere E,T,(R)E, =
Ty(R) oldugundan R ve Ty(R) tek tirli kuvvetli temiz halkalardur. R degismeli
ve tek tirli kuvvetli temiz oldugundan R tek tirli temiz, To(R) tek tirli kuvvetli

temiz oldugundan R tek tirli bleached halkadir. m

Ornek 4.10: A ve B lokal halkalar AVg bir ikili modil olmak izere, R =
AV

0 B icin asagidakiler denktir [22]:

i) R kuvvetli temiz halkadur.
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ii) Eger a—1¢€ J(A), be J(B) ve v eV ise v=uxb—ax olacak sekilde

xr €V wvardr.

Qoziim 4.10: i) = ii) : R de ki idempotentler x € 'V olmak iizere ey =

00 10 1 0
, e = , € = | ve fo = ’ seklindedir. r =
00 0 1 00 01

a v—1x
olsun. r—eqy, r—ey, r—e, birimsel degiller. r— f, =
0 b oA g el I

U(R) ve fx =xf oldugundan v = xb — ax elde edilir.

a v

i) = 1) 1 r = 0 b € R alalum. Egjer a —1 € J(A) ve b € J(B) ise
0 _
r= [ 0 Lf + g Z f ] yazilabilir. Burada x elemanin se¢imi (2) deki gibi
0 a
yapilirsa [ 3 :f ] ve [ (C)L Z :f ] degismeli olduklarindan ispat tamamlanmas
olur.

Yardimer Teorem 4.11: R degismeli lokal halka ise R tek tirli bleached halkadur

[15].

Ispat 4.11: w € U(R) ve j € J(R) elemanlar: i¢in l; —r, : R — R ve [, —
rj : R — R grup endomorfizmalarinin birer izomorfizma olduklarine géstermek
yeterlidir. uxr, — x1] = y1 ve uxy — Toj = Yo olacak sekilde yi, yo € R i¢in
xr1, To € R elemanlary alahm. 1y, = yo tken ux, — x1j = uxy — x9j elde edilir.
Buradan da uxy —x1j —uxe+x9j = u(r) —22) —j(21—22) = (11 —22)(u—7) =0
esitligi yazlabilir. w # j olacagindan z1 = x5 elde edilir. Oyleyse 1, — T
R — R bir izomorfizmadur. Ayns islemler [; —r, : R — R i¢in de kolaylikla

gosterilebileceginden R tek tirli bleached halkadir. w
Yardimer Teorem 4.11 ve 4.7’den agagidaki teorem sdylenebilir.

Teorem 4.12: R bir degismeli lokal halka ve n € N olsun. Ogyleyse T.(R)

kuvvetli temiz halkadur [9].
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Ispat 4.12: R bir dejismeli lokal halka ise R tek tirli bleached ve R tek tirli

temiz halkadsr. Oyleyse Teorem 4.9’a gore T.(R) kuvvetli temiz halka olur. m

Sonu¢ 4.13: R; halkalarinin her biri degismeli lokal halka olmak iizere R =
[[R: ise n > 1 igin T,(R) kuvvetli temiz halkadur [9].

Ispat 4.13: R; halkalarinan her biri degismeli lokal halka oldugundan biitin i ler
icin T, (R;) kuvvetli temiz halka olur. Kuvvetli temiz halkalarin direkt ¢arpima
da kuvvetli temiz oldugundan []T,(R;) kuvvetli temiz olur. T, (R) = [[T.(R;)

oldugundan T,(R) kuvvetli temiz halkadur.

R halkas: tek tiirlii temiz iken 7,,(R) halkasinin her zaman tek tiirlii temiz

olamayacag1 asagidaki ornekte gosterilmigtir.

Ornek 4.14: Ty(Zy) tek tiirli temiz degildir [25].

e

R halkas1 kuvvetli temiz iken T,,(R) halkasmin her zaman kuvvetli temiz

Céziim 4.1):

olamayacagi asagidaki ornekte gosterilmigtir.

. 10
Ornek 4.15: R = Zs olsun. Zs cisim oldugundan temiz halkadar. 00 €

0 2
4 3

10+
0 0

]d(T2<Z5)) ve [ 4

1 2
€ U(Tx(Zs)) elemanlary igin [3 ] = [

0 2 1 2
[ 5 yazlimyla 5 4 € T5(Zs) elemans temizdir. Ancak

Sy e

oldugundan Ty(Zs) kuvvetli temiz degildir.
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4.1. My(Z) Halkasinda Temiz Elemanlar

Temiz olmayan tam sayilar halkasi1 Z iizerinde kurulmus 2 x 2 boyutlu
matris halkasinin temiz olmadigi bilinmektedir. Bu bélimde M;(Z) halkasin-
daki idempotent elemanlarin formlar1 gosterilmis ve halkanin temiz elemanlarina

ornekler verilmigtir.

Y
woz
icin gerek ve yeter kosul asagidaki formlardan biri seklinde olmasidur [4]:

00 |10 ]0O0| |10 vy #Ox@
o 0| oo for] oM o |70y 120

Ispat 4.16: < :Verilen elemanlar kontrol edilirse idempotent olduklar: kolaylikla

Yardimer Teorem 4.16: E = € Ms(Z) elemaninin idempotent olmass

goriliir. = :Ejer B idempotentse, B> = E olmaly yani [ . [ x y] =

Wz Wz
[ v y] dir. Oyleyse

w z

2 yw = 2 (4.4)
xy+yz = vy (4.5)
wr +zw = w (4.6)
wy+2* = =z (4.7)

Eger y#0 ya da w#0 ise x + 2z =1 elde edilir. Biylece

yw=x—1*=2(1 —1) =22 (4.8)
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x
olur. Eger y # 0 ise yw = zz dir. Bu da gosterir ki E = | ,1_,) I Y
== l1-u
y i
. X z(1—z) |
dir. Diger taraftan ejer w # 0 ise y = w olur. Bu da E = . w
w 1—=x

z(1-z)

x
matrisini verir. Eger hem y # 0 hem de w # 0 ise [ . w ] matrisi
w 1l—x

I(f(ix) Y formundadir. Eger y =0 ve w =0 kabul edilirse,

1—=x
B 2 0
N 0 22

=xy0 x 0

_Oz 0 z
[0 0]7[1 0]7[0 0]7[1 0] (19)
0 0 0 0 0 1 0 1

22 = z. Oyleyse E,
matrislerinden biridir. m

elde edilir. Bu da demektir ki 2> = x ve

Not 4.17: p # 0 i¢in idempotent matrisler [ x(ix) ! Y ] y # 0 formu
== 1-x
y
altinda
1 p 10 0 0 0 p (4.10)
00| [p O |p 1] |0 1] '
seklindedirler [4].

Tanwm 4.2: Eger E € My(Z) idempotent ise det E = 0 ya da det E = 1 dir.
Eger det E = 0 wse E+U toplams olarak yazilabilen matrise 0-temiz, det B =1

ise de 1-temiz denir [4].

Agagidaki teorem Ms(Z) halkasindaki elemanlarin 1-temiz olabilmesi i¢in

gerek ve yeter kogulu soylemektedir.

Teorem 4.18: A € My(Z) ve Tr(A) asal késegen elemanlarimin toplama olsun.
A min 1-temiz olabilmesi i¢in gerek ve yeter kosul det A —Tr(A) =0 ya da —2
olmasidur [4].
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. x
Ispat 4.18: A = 4 olsun. Determinantt 1 olan tek tdempotent matris
woz

birim matris oldugundan;

r—1 y
w  z—1

S (xz—yw)—(r+2)+1==+1 & det A—Tr(A)=0yada —2 m

A l-temize A=1+U & =+l & (z—-1)(z—1)—yw==+1

.. 6 2
Ornek 4.19: A = - € My(Z) olsun. det A — Tr(A) = 0 oldugun-
6 2 10 5 2
dan A matrisi 1-temizdir. Gercekten A = = +
7 4 01 7 3
esitligi yazildiginda 5.3 — 2.7 = 1 € U(Z) oldugundan istenilen saglanmas olur.
2 5
B = |5 € My(Z) olsun. det B —Tr(B) = —2 oldugundan B matrisi 1-
2 5 10 15
temizdir. Gercekten de B = 15 = 0 1 ]—i—{ 14 ] esitligi yazildiginda

1.4 —15=—1€U(Z) oldugundan istenilen saglanmaus olur.

Not 4.17 deki idempotent elemanlar gozéniinde tutularak agsagidaki yardim-

c1 teorem sdylenebilir.

a b

Yardvmes Teorem 4.20: A = p ] € My(Z) olsun [4].

Cc

0 0
i) Eger £ = 00 wse A — E birimseldir < A birimseldir.
. (1 0] o
ii) Eger E = o | e A — E birimseldir & ad —bc —a+bp = £1.
p
o]
iii) Eger F = ¢ ) ise A — E birimseldir < ad —bc—a+ bp = +1.
p
T
i) Ejer E = 0 g ise A — E birimseldir < ad —bc—d+ cp = +1.
— 0 —
v) Eger E = 0 ]1) ise A — E birimseldir < ad —bc —a+ cp = £1.

Ispat 4.20: Ispat 4.18 deki gibi cebirsel islemlerle kolayca gosterilebilir. m

x y
z(1—x) ] f07"—

Teorem 4.21: Determinant: 0 olan bir idempotent E = !
—x
)
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munda olsun. A—FE nin birimsel olmasi i¢in gerek ve yeter kosul asagida verilmis
Diophantine denklemlerinin x # 0,1, y # 0 ve ylz(1 — x) i saglayacak sekilde

¢ozimindn olmasidir [4].

(=b)2® + (a — d)zy + ()y* + B)x + (ad —bc—a—1)y = 0  (4.11)

(=b)2* + (a — d)zy + (c)y* + (b)z + (ad —bc—a+ 1)y = 0 (4.12)

a—x b—y

@ d—1+z

m)—(b—y)(c—%) ==+1 <:)ad—a—l—aw—dm—l—x—xz—b(c—@)qL(cy—

Ispat 4.21: A—E birimsel < =+1 & (a—x)(d—1+

C —

r(l—x)) ==+1 @ad—a+(a—d)x+x—x2—bc+b#+cy—x+x2:il
S blx—12*)+(ad—bc—aFl)y+(a—d)ry+cy> =0 & (=b)x* + (a — d)zy +
()y?> + )z + (ad —bc—aF1)y=0 m

a b

Teorem 4.22: A= d € Ms(Z) olsun. A matrisinin 0-temiz olmast i¢in
c

gerek ve yeter kosul asagidaki durumlardan birinin saglanmasidur [4].
i) A birimseldir.
i) ad —bc—d+bp = =£1
iii) ad —bc—a+bp = =£1
w) (=b)z? + (a — d)zy + (c)y* + (b)x + (ad — bc — a — 1)y = 0 diophantine
esitliginin asikar olmayan bir ¢ozimi vardar.
v) (=b)z* + (a — d)zy + (¢)y* + (b)x + (ad — bc — a + 1)y = 0 diophantine

esitliginin asitkar olmayan bir ¢cozimi vardar.

Ispat 4.22: Lemma 4.20 ve Teorem 4.21° den aciktyr. m

7 11

Ornek 4.28: A= L 3 € My(Z) matrisi hem 0-temiz hem de 1-temizdir.
7 11 0 -2 7 13 0 -2
_ Syleki E — —0 vey=—2
13] 0 1]+[1 2]0yeZ 0 1],:1: ey
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astkar olmayan diophantine esitlik cozimi icin bir idempotent matristir ve A
11 10 6 11
0-temizdir. Ayrica L3l = 1o + ) ] oldugundan A matrisi

L-temizdir [4].

Ornek 4.24: 7 tam saydar halkasinda ejer a € 7 temiz ise, her b € Z icin

b
A= g 0 ] € My(Z) seklindeki elemanlar temizdir [21].

Coziim 4.24: a € Z temiz oldugundan a = e + u olacak sekilde uw € U(Z)
a b e 0 u b
= + olacak
0 0 01 0 —1
2
b
= [S (1)] ve [:)L pe e U(Mx(Z)) bulunur.

N b
Ornek 4.25: A= ¢ ; € My(Z) olsun. |a—d| =1 iken A ’nin temiz olmast
c

ve e € Id(Z) varder. Oyleyse A =

e 0
kild
seki 6[0

icin gerek ve yeter sart asagidaki kosullardan birinin saglanmasidur [7].

i) ad—be = +1
i) a=0,2; b=c=0;d=+l1
i) a==x1lb=c=0;d=0,2

. 10 10 1 0] Joo]l [20] o o]
Z,U)A: ) M b ) M
x 0 x 2 x 0 x 1 x 1 x —1
U)A:—l *_’_1 *—7_—1*_,_0*_’—2*_7_0 >x<_
00 0 2 0 0 01 01 0 —1
a

; b
Ornek 4.26: M' = ; ] | a,b € Z ve a,b ardigik sayzlar} kiimesinin

a
elemanlar: temizdir.

Cozim 4.26: A = “ z € M’ olsun.
a
11 -1 b6—-1
[ Z Z ] = [ 00 ] + [ “ . b ; ] seklinde yazldiginda

-1 b—-1
det [ “ . ] = a — b elde edilir. a wve b ardisik sayilar oldugundan
a
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-1 b—-1
a—0b= =1 olur ve [ ¢ ; € U(Mx(Z)) oldugu goriliir.
a
. x4+ 2 x . .
Ornek 4.27: M' = | © € Z » kiimesinin elemanlar te-
—r—1 —x+1
1 10
mizdir. Yr € Z igin v Yle Id(Ms5(Z)) idempotent ve €
—r—1 —x 01
U(My(Z)) birimseldir. Oyleyse Vx € 7 igin
2 1 1
v S S s IV IR (4.13)
—r—1 —x+1 —x—1 —x 01

esitligi saglandigindan M’ temizdir.
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5. TEMIZ MATRIS CEBIRLERI

Tanim 5.1: K wve L kumelerinin kartezyen carpymi olan K X L nin her alt
kimesine K ’dan L 'ye bir bagintr denir. Eger K = L ise, K icinde baginti veya
K dizerinde baginty deyimleri kullanilir. B, K 'dan L ’ye bir bagint: ve (z,y) €

ise, x ve y elemanlar B bagintisiyla baghdir denir ve xBy yazilur.
Tanwm 5.2: K bir kime ve B, K iizerinde bir baginti olsun.

i) Her v € K i¢in zfz ise, B bagintisinin yansima 6zelligi vardr denir.
i) z,y € K ve xfy iken, daima yBx oluyorsa, B bagintisinin simetri ézel-
ligi vardwr denar.
i) x,y,z € K, z8y ve yBz iken daima xfz oluyorsa, [ bagintisinin

gecisme ozelligi vardwr denir.

Tanwm 5.3: K bir kiime ve 3, K fdzerinde bir bagints olsun. Eger [ 'nin yan-

stma, simetri ve gecisme ozellikleri varsa, B 'ya bir denklik bagintisi denir.

Tanwm 5.4: K bir kiime ve B, K tzerinde bir bagintr olsun. Eger [ ’nin yan-

stma ve gecisme ozellikleri varsa, [ ya bir quasi-ordered bagintist denair.

Tanwm 5.5: A toplama ve carpma ikili islemleriyle, F cismi tizerinde tanim-
lanmas bos olmayan bir kiime olsun. Ayrica F 'nin elemanlari A ’nin elemanlars
ile skaler carpilabilsin. Eger A, F cismi tizerinde bir vektdr uzayr, tanimlanmas

tkili igleme gore bir halka ise ve ayrica a, b € A ve v € F olmak tizere

(va)b = a(yb) = 7 (ab) (5.1)

esitligi gercekleniyorsa A, F cismi tzerinde bir cebirdir denir. Ac¢ik olarak her

cisim kendi tzerinde bir cebir olarak distindlebilir.
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5.1. Yapisal Matris Cebirleri (M, (F,p))

Tamwm 5.6: p, {1,...,n} kimesi dzerinde yansyma ve gegigme (quasi-ordered)
ozelliklerine sahip bir baginty olsun. F bir cisim ve a;;, matrisin i. satwr ve j.

stitun elemans olmak tizere
M, (F,p) ={A € M,(F):a;; =0 eger (i,5) ¢ p} (5.2)

kiimesi M,(F) in birimi I olan bir alt cebiridir ve yapisal matris cebiri olarak

adlanduriler [1].

Her yapisal matris cebiri M, (F, p), uygun permiitasyonlar kullanilarak
blok iist iicgen formda yazilabilir. M, (F, p) yapisal matris cebiri i¢in p denklik

bagintisi tanimlansin dyleki
(i,7) € p olmas i¢in gerek ve yeter kosul (i,7), (j,7) € p

olmasidir. [r],[r2],...,[rp], P m ayrik denklik simiflarimi gostersin. Agagidaki

gibi 7 permiitasyonu olugturulsun.

1] ={r =ru, 2, -, "imy } (5.3)

icin

7(1)=m(rn)=17(ri2) =2,...,7(rim,) =m (5.4)

olsun ve genel olarak eger

i) = {Tr1:Th2, s Ty } (5.5)

ise

7T(7"kj) :ml—i—mg—i—-n%—mk,l +j (56)
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olsun. Eger M, (F,p) igin bu permiitasyon uygulanirsa p’ elde edilir dyleki

(i,j))€p = (v 1(1), 77" (4)) €p (5.7)
ve M, (F,p)
Mm1 (F) Mmlme (R) e Mmlxmp (R)
0 Muy(F) o Mo, (R) -
: 0 : '
0 S 0 My, (F)

formundaki matrislerden meydana gelir. Burada

my 4+ mg+ -+ my, =n dir. (5.9)

Ayrica R, ya F ya da 0’a esittir [1].

Ilerleyen kisimda temiz matris halkalar: incelenirken yapisal matris ce-
birinin yukaridaki gosterimi kullanilacaktir. Ve burada gosterimin daha sade
olmasi adina siralamay1 bozmaksizin notasyon olarak M,,, ve My, <, yerine
M; ve M;; alinacaktir.

M, (F,p)’nun iki 6zel alt kiimesi vardir. Bunlar D ve J’dir. D, blok
diagonal elemanlarin alt kiimesini temsil eder. Yani
D = {diag (Ai,...,Ap) : A; € M;} dir. Ve J, kosegen haric blok {ist ticgen mat-
rislerin kiimesini temsil eder. Burada her A € J nilpotent elemandir (bakimniz,
[16, p. 120]). Ve de tersten ifade etmek gerekirse M, (F,p) nun herhangi bir
nilpotent elemaninin J’nin elemani oldugu aciktir. Radikal, nilpotent elemanlar
icerdiginden, burada J, M, (F,p) nun radikalidir [1].

Konuyu netlegtirmek icin, verilmis bir p bagmtis1 yardimiyla M, (F, p)
nun blok iist {icgen forma c¢evrilmesini bir 6rnek iizerinde inceleyelim. Verilen

ornekte dikkat edilmesi gereken nokta p nun quasi-ordered (yansima ve gegigme)
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olmasinin yaninda simetri 6zelligine de sahip olmasidir. Boylece bloklarin diago-

nale yerlegtikleri gozlenecektir.

Ornek 5.1: N = {1,2,3,4,5,6} ve p = {(1,1), (1,5), (1,6), (2,2), (2,3),
(3,2), (3,3), (4,4), (5,1), (5,5), (5,6), (6,1), (6,5), (6,6)} olsun. Burada
7= p olduju agiktir. Oyleyse yapisal matris cebiri

(T 3 \

Mg (F,p) = : F bir cisim. (5.10)

o oo Mg o
oo o o
M o o o Y

TN o o oM
o oo MMy o

o o o o o

seklindedir. Asagidaki gibi denklik siniflare olusturulup, ©™ permitasyonu tanim-
lanabilir.

[r1] = {711,712, 713}, [r2] = {ra1, o2}, [13] = {ra1},

oyleki 1 = 1,710 = 5,113 =6, 791 = 2,790 = 3,731 =4

1] ={r1 =1,r12 =5,r13 =6}, [2] = {ro1 = 2,790 = 3}, [4] = {rs; = 4}.
7(1)=1,7(5)=2,7(6)=3,7(2) =4,7(3) =5,7(4) = 6,

yani m = (24635) = 7! = (25364) dir.

(i,j) € p) <= (771 (i), 71 ())) € p oldugu gézéniinde tutulursa,

d=1LD), (L2), (1L3), (1), (2,2).2.3, (3,1), (3,2), (3.3), (4.4), (4,5).

(5,4), (5,5), (6,6)} elde edilir. Ve p' a bagl yapisal matris cebiri

M6 (F) p/)

. ' bir cisim. (5.11)

S - B> e
S o oM™
©c o oM™
O g g o o o

SO g o o o
Mo o o o o

seklindedir. Oyleyse Mg (F,p) yapisal matris cebirinin uygun permitasyonlar
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uygulanmast sonucu Mg (F, p") yapisal matris cebirine dontstigi gosterilmis
olur. Mg (F, p') blok diagonal formda ve yari-basit yaprda oldugundan, M, M,
ve M3 basit yapida olan idealler oldugu [2] deki Teorem 1 kullamlarak ispat-

lanabilir. Ve

M6 (F, p/) = Ml @ MQ @ Mg, (512)
yazilabilir oyle ki
([F F F 0 0 0] )
F F F 000
_ F F F 0 00
o M, = . F bir cisim.
0O 0 0 00O
0O 0 0 00O
([0 0 0 0 0 0] )
As 0
= cAs € M3 (F) p,
{ o of P4 €Ml )}
([0 0 0 0 0 0] )
000 0 0O
— 000 0 0 O
o My = . F bir cisim.
000 F F 0
000 F F 0
([0 00 0 0 0 )
(fo 0 o
= Ay O Ay € M,y (F) ,
(|0 0 0
(f[o 0 0 00 0] )
0 00O0O0OTUO
— 00 0O0O0OTDO
o M;= . F bir cisim.
00 0O0O0OTDO
00 0O0O0TDO
(10000 0 F )
0 0
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M, (F, p')’daki biitiin bloklar bir denklik sinifina aittir. Ve her bir blok
basit yapida oldugundan M, (F, p’) yari-basit yapidadir. Bu tip halkalarin temiz
olma durumu ileride yapisal matris cebirinin yari-basit oldugu durumda tekrar
ele almacaktir. Simdi éncelikle M, (F, p')’n basit (simple) oldugu duruma bakil-

malidir.

5.1.1. M, (F,p)’nun Basit Oldugu Durum

Teorem 5.2: p , N = {1,...,n} duzerinde tamimlanmis yansima ve gegisme
(quasi-ordered) ozelliklerine sahip bir bagints ve M, (F,p), F cismi tzerinde

tanimlanmus yapisal matris cebiri olsun. Eger M, (F,p) yapisal matris cebiri

basit (simple) ise M, (F,p) = M, (F) dir[1].

Ispat 5.2: M,(F,p) = M yapsal matris cebiri basit olsun. Genelligi bozmak-
szn yapisal matris cebiring blok st ticgen formda kabul edebiliriz. Has nilpotent
elemanlarim olusturdugu radikal J, asil kdsegen tizerinde kalan 1ist tigcgen blok-
lardan olusur ve M nin i¢cindeki tim matrislerin idealidir. M basit ise M ayns
zamanda yari-basittir ve J = {(0)}. O halde M blok kisegendir ve tam (full)
matris cebirlerinin direkt toplamadir. Ama M basit oldugundan has ideali yoktur
yani tek bir bloktan olusur. Yant M, F Jdzerinde mertebesi n olan tam matris

cebiridir. m

Sonu¢ 5.3: p, N = {1,...,n} dzerinde tanimlanmis yansimal ve gegigmeli
(quasi-ordered) bir bagintr ve M, (F,p), yapisal matris cebiri olsun. Agsagida

verilen ifadeler birbirine denktir [1]:

i) M,(F,p) basit,
i) Mn(F,p) = My (F),

ii) p agikar (trivial) bagnty; yani tim i,7 ler i¢in (i,7) € p.
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Eger R halkasi temiz ise M, (R) halkasinin da temiz oldugu biliniyor. Her
cisim temiz oldugundan M, (F') halkasimin temiz halka oldugu agiktir. Oyleyse

bu bilgilere ve Teorem 5.2’ye dayanarak asagidaki sonug yazilabilir.

Sonu¢ 5.4: M,(F,p) yapisal matris cebiri basit ise temizdir.

5.1.2. M,(F,p)’nun Yari-Basit Oldugu Durum

Yardimesr Teorem 5.5: M, (F,p) yapisal matris cebirinin yari-basit (semi-sim-

ple) ise asaqidakiler birbirine denktir [1]:
i) M,(F,p) yari-basit,

i) My(F,p) = My, (F)® My, (F)® ...® My, (F) tim M, (F) lar basit

O’yleki m1+m2—|—---+mp:n.
iii) p simetrik baginty; yani tim i,7 ler icin (i,7) € p ve (j,i) € p.

w) Her blok M, (F), k=1,2,....p bir denklik sinifina izomorf.

O halde yapisal matris cebiri M, (F, p) agagidaki formdadir.

My, (F) 0 0
0 My, (F) 0
. : (5.13)
0 0 My, (F)

M, (F, p)’nun temiz halka olmasi i¢in her bir blok matrisin temiz halka olmasi
gerekmektedir. k=1, 2, ..., p icin matris halkalarinin her biri basit oldugundan
ayr1 ayri full matris cebirlerine izomorfturlar. Oyleyse her bir M,,, (F) temiz

olacagindan direkt toplamlar1 da temiz halka olacaktir.

Sonug¢ 5.6: M,(F,p) yapisal matris cebiri yari-basit ise temizdir.
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5.1.3. M,(F,p) I¢in Genel Durum

Mm1 (F) Mm1 Xma (R) T Mm1 Xmp (R>
My, (F) c My, Xmyp (R>
Yardimes Teorem 5.7: A = 0 )
0 e 0 M, (F

blok 1ist ti¢gen formda yazidms bir matris ve my + mg + - -+ + m, = n olsun.

Oyleyse det A = det M,,, (F).det M,,, (F)...det M,,, (F) dir.

Yardimer Teorem 5.8: k=1,2,...,p i¢in Efm = E,,, idempotent matris ol-
En, 0 - 0
. 0 En,
sun. my 4+ mg + -+ +my, = n olmak tizere £ = blok
: o . 0
0 - 0 By

diagonal matrisi de idempotenttir.
Teorem 5.9: M, (F,p) yapisal matris cebiri temizdir.

Ispat 5.9: n =1 ise M,(F,p) = [F] olur yani yapisal matris cebiri F cismine
esit olacagindan M, (F, p) temizdir.

n =2 ise My(F,p) birinci durumda i = 1,2 i¢in |A;| = m; =1 dir ve

Fox

|+ € F ve F cisim} (5.14)

formundadir. Verilen forma uygun keyfi A € My(F, p) alalim.

er+u * e; O Uy ok
A= ! ! = ' + ' olarak yazldiginda
0 €2 1+ Uz 0 ey 0 g
er 0 L L. up %
matrist idempotent matristir.  Ayrica det = U1.Us €
0 €9 0 Uz

U(My(F, p)) oldugundan [ Z(L)l ] matrisi birimseldir. Oyleyse se¢ilen A mat-

Uz
risi temazdir.
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Tkinei durumda matris cebirinin elemanlary 1 blok halindedir ve m; = 2
dir.

F F

MQ(Fap):{ F F

|F cisim} (5.15)

formundadir. Ms(F, p) basit oldugundan tam matris cebirine izomorftur. Yani
My(F,p) = My(F) dir. My(F) halkasinan temiz oldugu bilindigine gore, her
A € My(F,p) temiz olacaktir. Oyleyse My(F, p) temizdir.

n = 3 ise M3(F,p) birinci durumda i = 1,2,3 i¢in m; = 1 dir. Ve

ayrica

F o+ x
Ms(F, p) = 0 F |« € F ve F cisim (5.16)
0 0

*
F

formundadur. Verilen formda se¢ilmis keyfi A € Ms(F, p) i¢in A matrisi

e1 +up * * eqz 0 O U k%
0 ey + Uy * =10 e 0O |+] 0 u x (5.17)
0 0 €3 + us 0 0 €3 0 0 Uus
ee 0 0 Uy x ok

seklinde yazlabilir. Burada | 0 ey 0 tdempotent ve det | 0 wuy *
0 0 ey 0 0 w3
up k%
= uyug.us € U(Ms(F, p)) oldugundan | 0 wy * | birimseldir. Oyleyse A

0 0 us
malrisi temizdir.

Ikinci durumda Ms(F, p) 2 bloktan olusur. m, = 1 ve my = 2 dir.

F
My(Fp) =X | 0
0

o

*
F | |[* € F ve F cisim (5.18)
F
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formunda yazilabilir. Verilen formda segilmis keyfi bir A € M3(F,p) alalim.
My(F) temiz oldugundan A,,, blogu, mo boyutlu idempotent matris Ey ve mqy

boyutlu birimsel matris Us yardimiyla

€1+ up * *
o A= 0 ey +uy es+u :610 +U1*
2 2 €3 3 0 B, 0 U
0 e4 +us es+ us
=E3+Us

seklinde yazilabilir. Burada detUs = uy.det Usyy oldugundan detUs # 0 dar.
Oyleyse A matrisi temizdir.

Son olarak Ms3(F, p) tek bloktan olusabilir ve burada my = 3 olur.

M;(F, p) = |F cisim (5.19)

SRR
I
N

formundadir. Bu durum da M;s(F,p) basit oldugundan tam matris cebirine
izomorftur yani Ms(F,p) = Ms(F) tir. Oyleyse bu formda segilmis biitiin
A matrisleri temiz olacaktir. Sonug olarak YA € M;(F,p) temiz oldugundan
M;(F, p) da temizdir. Eger nxn boyutlu matrisler tzerinde gosteriimek is-
tenilirse yukaridaki niimerik gosterimlerden yola ¢ikarak asagidaki genel form
yazilabilir. M, (F, p) yapisal matris cebiri uygun permitasyonlar kullanilarak
M, (F, p') blok iist iicgen forma cevrilmis olsun. Oyleyse keyfi bir A € M, (F, o)
alindiginda A = D + J olacak sekilde diagonal ve kisegen hari¢ blok st di¢gen
matrislerin olusturdugu idealdeki elemanlarin toplams seklinde yazilabilir. Bu-

rada D = M, (F)® M, (F)® ... ® My, (F) ve my+my+ -+ +m, =n dir.

Oyleki
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: F obir cisim

([ F F 0
0
— F o F
o M, (F)=
L (F) ) 0
L L O
4, 0
:{ 01 o | AE Mml(F)},
([ o 0 ]
0 0
o M, (F)= F
F
(| 0 0 0|
0 0 O
3 0 Ay 0 : Az € Mmz(F) ’
0 0 O
(T o 7
e M,, (F)= 0
- 0 0 -
[0 0
{ O Ap P p( )}
M., *
N 0 *
seklindedir.  Oyleyse M, (F,p'), 0
%
0 M,

. F bir cisim

. F bir cisim

formundaki mat-
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rislerden olusacaktir. Burada x ile gdsterilen alanlarda 0 ya da farkl boyutlarda
blok martisler olabilir. Vi € {1,2,...,p} i¢in M, (F) bloklar: temiz oldujundan
VA, € My, (F) icin Ap, = Epn, + U, yazilacak sekilde Egl = E,,, idempotent

matrisleri ve Uy, birimsel matrisler vardar. Oyleyse

M,,, — * * * E,. 0 0 0
0 My, x o« 0 E. 0 0
A€ M, (F,p") matrisi = +
0 0 . % 0 o . 0
0 0 M,,, 0 0 E,,
Un, * * *
0 Up, =*
0 0 seklinde yazilabildiginden ¥Yn € N i¢in M, (F, p) halka-
o x
0 0 Un,

swman temiz oldugu gosterilmis olur. m
Oyleyse M, (F, p) yapisal matris cebirinin, M, (F) matris halkasinin temiz
alt halkasina 6rnek oldugu soylenebilir. Ayrica burada F' yerine keyfi bir temiz

halka alindiginda da M, (R, p) halkasinin temiz oldugu agiktir.

5.1.4. Temiz Olmayan Bir R Halkas: i¢in M, (R, p)

Bu bolimde R halkasi degismeli ve birimli bir halka olarak alinmigtir. R
halkasi tizerine kurulmug M, (R, p) yapisal matris halkalarinda bazi idempotent
elemanlar ve bu elemalara bagh birimsel eleman yapilar:1 hakkinda bilgi verilmeye
caligilmigtir. M, (R, p) halkasinin temizligi hakkinda kesin bir karara varilama-

makla birlikte temiz elemanlarinin bulunabilme yolu agilmaya caligilmigtir.

Yardimes Teorem 5.10: M, (R, p) yapisal matris cebirinin O dan farkl merkezil
idempotenti e ve I ={1,2,....n} olsun. Oyleyse E j. satwr ve j. siitunundaki
elemant 1 ve diger butin elemanlar: 0 olan bir idempotent matris olmak tzere

e = >_E7 olacak sekilde I nan bir J alt kiimesi vardwr [12].
jeJ

Onerme 5.11: M,(R,p) = S olsun. J(S) = {A € S|A;; =0 if (i,7) € p} dir
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[12].

Yardimer Teorem 5.12: E' i. satwr ve i. stitunundaki elemant 1 ve diger biitiin
elemanlary 0 olan bir idempotent matris olsun. E = E' ve n € J(S) olmak
tzere £ = E+n, M, (F,p) nun idempotent elemani olsun. Oyleyse her i > 3

1¢in
e E=E+Mm+n’+ -+ YE+EMm+n’+-+n7")
i—2 ' }
k=1
dir [12].
Sonug¢ 5.13: Yardimcr Teorem 5.12°ye gore asaqidakiler soylenebilir.

i) Eger n nin nilpotentlik derecesi 2 ise € = E+nE + En dur;

ii) Eger n nin nilpotentlik derecesi s > 2

1se
o E=E+Mmtn’+ 4+ )E+EMm+n+-+07

s—2
+k2 (n+n*+---+n1F) Bnf
=1
dur [12].

Sonu¢ 5.14: Yardimcs teorem 5.12’deki duruma gore €, M, (R, p) de idempo-

tent olsun. 0 =n+n*+---+n*"' olmak tzere
E=FE+FE0+0FE+0E0 (5.20)

olacak sekilde 6 € J(S) vardar.
Tersine, ejer 0 € J(S) ve E=FE’ (j € {1,2,...,n}) ise

£=E+E0+0E+0Ef (5.21)
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M, (R, p) ’da bir idempotenttir [12].

Yardvmer Teorem 5.15: 0 € J(M,, (R,p)), E=F (j € {1,2,...,n}) ve

E=FE+E0+0E+0E0
idempotent olsun. Oyleyse

(I, —0E)(I,+0E) = I,
ve

(I, + EO)(I,— EO) = I,

olmak tzere

U = (I, + E9) (I, — 9F) € M, (R, p)

birtmseldir ve

UEU = F
dir. Ve U™ = (I, + OE)(I,, — EO) 'dur [12].
Her bir j € {1,2,....n} i¢in, 0; € J secilirse
E=E +E0;+0,FE +0;E0;

ve

oldugu goriiliir.

(5.22)

(5.23)

(5.24)

(5.25)

(5.26)

(5.27)

(5.28)

Sonug itibariyle temiz olmayan bir R halkasi {izerinde kurulan herhangi

bir yapisal matris cebirinde tanimlanan £ idempotent ve U birimsel elemanlar

kullanmilarak &€ 4+ U seklinde yazilabilecek temiz elemanlar bulunabilir.
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6. SONUCLAR

Tezimizde temiz halka, kuvvetli temiz halka ve tek tiirli kuvvetli temiz
halka yapilart ¢aligilmig, temel Gzellikleri incelenerek bu halka yapilarina ait
ornekler verilmigtir. Temiz olmayan halkalarin temiz olma kogullar1 aragtirilmisg,
temiz halkalarin alt halkalarinin temiz olmak zorunda olmadigr goriilmiigtiir.

Temiz bir R halkas1 iizerinde kurulmus M, (R) ve T,,(R) matris hal-
kalarmin da temiz olduklar gésterilmigtir. My(R) halkasinin idempotent ele-
manlar1 belirlenip secilen bir R halkas: temiz degilken My(R) da temiz eleman-
lara 6rnek verilmeye cahgilmigtir. Temiz olmayan M;(R) halkasindan secilmis
elemanlarin determinantlarina bakilarak 1-temiz ya da 0-temiz olduklarini soyle-
yebilecek sartlar verilmistir. Ve bu durum icin o6rnekler eklenmistir.

Son boélimde M, (F) halkasmin bir alt halkasi olan M, (F,p) yapisal
matris halkasinin basit olmasi durumunda tam matris cebirine izomorf olacagi
sOylenip, temiz oldugu gosterilmistir. Yari-basit oldugu durum da ise basit hal-
kalarin direkt toplami seklinde yazilabilecegi gosterilip, boylece temiz oldugu
ispatlanmigtir. Bu bilgiler kullanilarak M, (F, p) halkasimin genel durumda da
temiz olma 06zelligini sagladig1 gosterilmigtir.

Son olarak temiz olmayan bir R halkasi {izerinde olugturulan M, (R, p)
halkasinin idempotent ve birimsel elemanlarin formlar1 belirlenmis ve bu ele-
manlar1 kullanarak yapisal matris halkasinda temiz elemanlar elde edilebilecegi

gosterilmigtir.
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