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ÖZET

Bu çal�³man�n birinci bölümünde 1977'den günümüze kadar uzanan süreçte

temiz halkalar hakk�nda yaz�lm�³ makaleler ve yay�nlar incelenmi³ ve bu çal�³-

malar özet halinde sunulmu³tur. �kinci bölümde halka yap�s� hakk�nda temel

bilgiler verilmi³ ve baz� özel halka tan�mlar� ön bilgi olarak eklenmi³tir. Üçüncü

bölümde temiz halkalar�n genel özelliklerinden bahsedilmi³tir. Dördüncü bölümde

matris halkalar�n�n temiz olma durumlar� incelenmi³tir. Son bölümde ise F cismi

üzerinde kurulmu³ bir temiz matris halkas�n�n alt halkas� olan yap�sal matris

halkas�n�n da temiz oldu§u ispatlanm�³ ve R halkas�n�n temiz olmama duru-

munda Mn(R, ρ) yap�sal matris halkas� de§erlendirilmi³tir.

Bu tezin genel kapsam� temiz halkalar�n ve temiz matris halkalar�n�n temel

özelliklerinin incelenmesi ve bu özellikler göz önünde bulundurularak, cisim üze-

rinde kurulmu³ matris halkalar�n�n temiz olma durumlar�n�n de§erlendirilmesi ve

bu halkalar�n alt halkas� olan yap�sal matris halkalar�yla ili³kilendirilmesidir.

Anahtar Kelimeler: Temiz Halka, �dempotent Eleman, Birimsel Ele-

man, Temiz Matris Halkas�, Yap�sal Matris Cebiri, Reguler Halka.
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SUMMARY

In the �rst chapter of this thesis, the articles that have been written about

clean rings since 1977 are investigated and summarized. In the second chapter,

some fundamental information is given and some speci�c ring de�nitions are also

added. In the third chapter, general properties of the clean rings are mentioned.

In the fourth chapter, being clean case of matrix rings is explained in detail. In

the last chapter, it is proven that structural matrix algebra that is a subring of

a clean matrix ring constructed on a �eld F is also clean. Mn(R, ρ) structural

matrix ring is also examined in the case that the ring R is not clean.

The main goal of this dissertation is to research the basic properties of

clean rings and clean matrix rings, and using all these information to explore

the cleanness of the certain subring that is de�ned on a �eld F , which is called

�Structural Matrix Ring�. Various basic properties of this ring are given and

clean rings and structural matrix rings are associated.

Key Words: Clean Ring, Idempotent Element, Unit Element, Clean

Matrix Ring, Structural Matrix Algebra, Regular Ring.
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S�MGELER ve KISALTMALAR D�Z�N�

Simgeler ve Aç�klamalar

K�saltmalar

centR : R halkas�n�n merkezi
√
0 : Halkan�n nil radikali

R [x] : R den katsay�l� polinom halkas�

R [[x]] : R den katsay�l� kuvvet serisi halkas�

J (R) : R halkas�n�n Jakobson radikali

U (R) : R halkas�n�n birimsel elemanlar�n�n kümesi

Id (R) : R halkas�n�n idempotent elemanlar�n�n kümesi

Zn : Tam say�lar�n modn kalanlar s�n�f� kümesi

N : Do§al say�lar kümesi

Z : Tamsay�lar kümesi

Q : Rasyonel say�lar kümesi

Mn (R) : Elemanlar� R den olan n× n matris halkas�

Tn (R) : Elemanlar� R den olan n× n üçgensel matris halkas�

Mn (F, ρ) : F cismi üzerinde n× n yap�sal matris cebiri

ix



1. G�R��

Bir halkada herhangi bir eleman, birimsel ve idempotent elamanlar�n

toplam� ³eklinde yaz�labiliyorsa bu elemana temiz eleman denir. Halkadaki her

eleman temiz ise halkaya temiz halka denir. Bu tan�m ilk defa Nicholson taraf�n-

dan 1977 y�l�nda 'Lifting Idempotents and Exchange Rings' adl� makalede verildi.

Ayr�ca Nicholson bu makalesinde her temiz halkan�n exchange halka oldu§unu

ve halkada ki bütün idempotent elemanlar merkezdeyse bu ifadenin tersinin de

do§ru oldu§unu gösterdi.

1994 y�l�nda Camillo ve Yu taraf�ndan temiz olmayan exchange halkaya

örnek verildi [6]. Camillo ve Khurana, 2001 y�l�nda reguler halkalar�n hangilerinin

temiz olabileceklerini gösterdiler [5].

Nicholson 1977'de, cebirsel kapal� yap�lar üzerinde kurulmu³ nxn boyutlu

matris halkalar�n�n temiz oldu§unu söyledi [23]. Sonras�nda Camillo ve Yu

1994'te unit reguler olan R/J(R) halkas�n�n idempotentleri R halkas�n�n idem-

potentlerine yükseltilebiliyorsa, R halkas� üzerinde kurulmu³ Mn(R) halkas�n�n

temiz oldu§unu gösterdiler [6]. Son olarak Han ve Nicholson 2001 y�l�nda daha

genel bir ifadeyle, herhangi bir temiz halka üzerinde kurulmu³ n×n boyutlu mat-

ris halkas�n�n temiz olaca§�n� ispatlad�lar [24]. Burdan yola ç�karak bir R halkas�

üzeride tan�mlanm�³ üst üçgen matris halkalar�n�n temiz olmas� için gerek ve

yeter ko³ulun R halkas�n�n da temiz olmas�yla sa§land�§�n� söylediler. Ayr�ca ayn�

makalede temiz halkalar�n ideallerinin ve alt halkalar�n�n temiz olmak zorunda

olmad�klar� gösterildi [24].

1999 y�l�nda Nicholson temiz eleman ve temiz halka kavramlar�na yeni bir

ko³ul ekleyerek kuvvetli temiz eleman ve kuvvetli temiz halka tan�m�n� kazand�rd�.

�dempotent ve birimsel eleman�n birbiriyle de§i³meli olmas� halinde halkan�n ele-

manlar�na kuvvetli temiz elaman, halkaya da kuvvetli temiz halka denildi [22].

Bu tan�m kuvvetli π -reguler halka tan�m�yla ili³kilendirilerek olu³turulmu³tur.
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Ve sonras�nda kuvvetli π -reguler halkalar�n da temiz oldu§u gösterilmi³tir.

Campos kuvvetli temiz halkalar�n korner halkalar�n�n da kuvvetli temiz

olaca§�n� söylemi³tir ve bu ifade Chen taraf�ndan ispatlanm�³t�r [11].

Anderson ve Camillo 2002 y�l�nda temiz eleman� olu³turan birimsel ve

idempotent elemanlar tek türlüyse bu eleman� tek türlü temiz eleman ve bu

elemanlar�n olu³turdu§u halkay� tek türlü temiz halka olarak tan�mlad�lar [3].

2004 y�l�nda ise Nicholson ve Zhou taraf�ndan tek türlü temiz halkalar�n korner

halkalar�n�n ve homomor�k görüntülerinin de tek türlü temiz oldu§u gösterildi

[25].

2006 y�l�nda Chen, Yang, Zhou taraf�ndan matrislerin kuvvetli temiz halka

olma ko³ullar� belirlenmeye çal�³�ld� [9].
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2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu tez boyunca R halkas� birimli halka olarak kabul edilmi³tir. Bu

bölümde [13], [14], [17] ve [20] kaynaklar�ndan faydalan�larak, tezin daha ko-

lay anla³�labilmesi için baz� temel tan�m, örnek ve önermelere yer verilmi³ ve

sonraki bölümlerde ihtiyaç duyulacak baz� özel halka tan�mlar� yap�lm�³t�r.

Tan�m 2.1: R bo³ olmayan bir küme ve R üzerinde tan�ml� iki ikili i³lem + ve

· olsun. A³a§�daki ko³ullar sa§lan�rsa (R ,+, ·) yap�s�na bir halka denir.

i) R halkas� birinci i³leme göre de§i³meli bir grup.

ii) R halkas� ikinci i³leme göre bir yar� grup.

iii) R de ikinci i³lem, birinci i³lem üzerine sa§dan ve soldan da§�lma özel-

li§ini sa§lar.

R halkas�nda birinci i³leme göre etkisiz elemana halkan�n s�f�r� (0R) ve

ikinci i³leme göre etkisiz elemana halkan�n birimi (1R) denir. E§er bir a ∈ R

eleman� için ab = 1R ³ekilinde yaz�labilecek bir b ∈ R var ise a 'ya birimsel

eleman (tersinir eleman) denir. E§er R halkas� ikinci i³leme göre de§i³me özelli§i

sa§l�yorsa, yani ∀a , b ∈ R için ab = ba oluyorsa, halkaya de§i³meli halka denir.

Bir a ∈ R eleman� al�nd�§�nda, e§er a eleman� halkadaki bütün elemanlarla

de§i³meliyse, bu elemana halkan�n merkezindedir denir. Ve halkan�n merkezi

cent(R) = {a|ar = ra, ∀r ∈ R} ile gösterilir.

Tan�m 2.2: Birimli bir R halkas�nda s�f�r d�³�ndaki tüm elemanlar birimsel ise

R halkas�na bölenler (division) halkas� denir. De§i³meli bölenler halkas�na ise

cisim (�eld) denir.

Tan�m 2.3: a ∈ R için ak = 0 olacak ³ekilde k ∈ N+ bulunabilirse, a ele-

man�na nilpotent eleman denir. a ∈ R nilpotent eleman� centR nin eleman�
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ise a ya merkezil (central) nilpotent eleman denir. E§er a ∈ R için a2 = a

sa§lan�yorsa da a eleman�na da idempotent eleman denir. E§er a2 = a ∈ R

idempotent eleman� centR nin eleman� ise a ya merkezil (central) idempotent

eleman denir.

Tan�m 2.4: R bir halka olsun. x ∈ R için x + y = xy = yx olacak ³ekilde

y ∈ R varsa x eleman�na yak�n düzenli (quasi-regular eleman) denir.

Önerme 2.1: x ∈ R quasi-reguler eleman olmas� için gerek ve yeter ko³ul 1 −

x'in R 'de birimsel eleman olmas�d�r [13].

Örnek 2.2: R bir halka ve a ∈ R olsun. a bir nilpotent eleman ise, 1 + a

birimsel elemand�r. Gerçekten, ak = 0 için var olan k > 0 tam say�s�n� bu

özellikteki en küçük tam say� olarak seçersek

(1 + a)(1− a+ a2 − a3 − ...+ (−1)k−1ak−1) = 1 (2.1)

sa§lanaca§�ndan 1+a n�n tersi 1−a+a2−a3− ...+(−1)k−1ak−1 oldu§u görülür

[13].

Tan�m 2.5: R bir halka ve ∅ 6= S ⊆ R olsun. E§er S , R deki i³leme göre bir

halka oluyorsa, S 'ye R 'nin alt halkas� denir. R bir halka ve ∅ 6= I ⊆ R olsun.

i) ∀a, b ∈ I için a− b ∈ I ve

ii) ∀a ∈ I ve ∀r ∈ R için ar ∈ I oluyorsa, I 'ya R 'nin bir ideali denir.

Bir R halkas�n�n kendisinden ve {0} dan olu³an ideallerine a³ikar ideal

denir. R halkas�nda, kendisinden ve {0} farkl� ideallerine halkan�n öz ideali

denir. M , R halkas�n�n kendisinden farkl� bir ideali olsun. R 'nin, M 'yi kap-

sayan M 'den ba³ka öz ideali yoksa M 'ye bir maksimal ideal denir. Ve e§er her

a, b ∈ R için ab ∈ P iken a ∈ P ya da b ∈ P oluyorsa, P 6= R idealine asal

4



ideal denir.

Tan�m 2.6: R bir halka olsun.

√
0 = {r ∈ R : bir n ∈ N için, rn = 0} (2.2)

ideali, halkan�n tüm nilpotent elemanlar�n�n olu³turdu§u kümedir. Bu küme bir

idealdir ve bu ideale nil radikal denir [13].

Teorem 2.3: R de§i³meli bir halka ve M bir ideal olsun. M maksimal ideal

olmas� için gerek ve yeter ko³ul R/M 'nin bir cisme izomorf olmas�d�r.

Tan�m 2.7: Bir halkan�n a³ikar ideallerinden ba³ka ideali yoksa halkaya basit

(simple) halka denir. E§er bir halka basit halkalar�n direkt toplam� ³eklinde

yaz�labiliyorsa, halkaya yar�-basit (semi-simple) halka denir.

Tan�m 2.8: R ve S iki halka ve f : R→ S bir fonksiyon olsun. f(1R) = 1S ve

i) ∀r1, r2 ∈ R icin f(r1 + r2) = f(r1) + f(r2)

ii) ∀r1, r2 ∈ R icin f(r1.r2) = f(r1).f(r2)

ko³ullar� sa§lan�yorsa f 'ye R 'den S 'ye bir halka homomor�zmas� denir. Bir

homomor�zma bire bir ise monomor�zma, örten ise epimor�zma ve hem birebir

hem örten ise izomor�zma olarak adland�r�l�r. R 'den R 'ye olu³turulan homo-

mor�zmaya endomor�zma ve R 'den R 'ye olu³turulan izomor�zmaya ise oto-

mor�zma denir.

Tan�m 2.9: I , R halkas�n�n bir ideali olsun. Her a, b ∈ R için,

a ≡ b (modI)⇔ a− b ∈ I (2.3)

denklik ba§�nt�s�na göre olu³an, R/I toplamsal bölüm grubu;
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i) (a+ I) + (b+ I) = (a+ b) + I

ii) (a+ I) · (b+ I) = (ab) + I

i³lemleri ile bir halka olu³turur. Bu halkaya, I 'ya göre bölüm halkas� denir.

Tan�m 2.10: Katsay�lar� bir R halkas�ndan al�nan, R[x] polinomlar kümesi,

a³a§�daki i³lemler alt�nda bir halka olu³turur. �ki polinomun toplam� ve çarp�m�,(
n∑

i=0

aix
i

)
+

(
n∑

i=0

bix
i

)
=

n∑
i=0

(ai + bi)x
i (2.4)

ve ck =
∑

i+j=k aibj olmak üzere,

(
n∑

i=0

aix
i

)
·

(
n∑

i=0

bix
i

)
=

m+n∑
k=0

ckc
k (2.5)

ile tan�mlan�r. Bu halkaya polinomlar halkas� denir [13].

Tan�m 2.11: R bir halka ise polinomlar�n toplam ve çarp�mlar�na benzer i³-

lemler alt�nda,

R[[x]] = {f(x) =
∞∑
k=0

akx
k : ak ∈ R} (2.6)

kümesi, kuvvet serileri halkas�n� olu³turur.

Yard�mc� Teorem 2.4: R bir halka olmak üzere, f(x) =
∞∑
k=0

akx
k ∈ R[[x]] kuvvet

serisinin eleman�n�n birimsel olmas� için gerek ve yeter ko³ul, sabit terim a0

eleman�n�n R de birimsel olmas�d�r. Özel olarak F bir cisim olmak üzere, f(x) =
∞∑
k=0

akx
k ∈ F [[x]] in birimsel olmas� için gerek ve yeter ko³ul a0 6= 0 olmas�d�r

[13].

Tan�m 2.12: Bir R halkas�n�n tek bir maksimal ideali varsa, R 'ye lokal halka

denir.

Tan�m 2.13: Bir R halkas�nda tüm maksimal ideallerinin ara kesitine Jacobson

6



radikali denir ve J(R) ile gösterilir.

Önerme 2.5: a ∈ R eleman�n�n birimsel olmas� için gerek ve yeter ko³ul a n�n,

R 'nin hiç bir maksimal idealinde olmamas�d�r [13].

Önerme 2.6: a ∈ R eleman�n�n, Jacobson radikalinde olmas� için gerek ve

yeter ko³ul, her r ∈ R için, 1− ar ∈ R eleman�n�n birimsel olmas�d�r [13].

Önerme 2.7: R bir halka ve e bir idempotent eleman olsun. Öyleyse 2e − 1 ∈

U(R) ve 1− e ∈ Id(R) dir [3].

�spat 2.7: M , R 'nin bir maksimal ideali olsun. e ya da 1 − e'den biri M nin

eleman� olaca§�ndan 2e− 1 /∈M dir. M maksimal oldu§undan Önerme 2.5'ten

2e − 1 ∈ U(R) olur. (2e − 1)−1 = 2e − 1 oldu§u gösterilebilir. e idempotent

olsun (1− e)2 = 1− 2e+ e = 1− e oldu§undan 1− e de idempotenttir.

Tan�m 2.14: R bir halka ve her a ∈ R için, a2 = a ise halkaya Boole (Boolean)

halkas� denir.

Tan�m 2.15: Bir R halka ve x, y ∈ R olsun. Her xy = 1 iken yx = 1 oluyorsa

halkaya Dedekind sonlu (�nite) halka denir.

Tan�m 2.16: R bir halka olsun. Bir r ∈ R için rur = r olacak ³ekilde u ∈

U(R) eleman� varsa r ye unit reguler elemand�r denir. Her r ∈ R için rur = r

olacak ³ekilde u ∈ U(R) varsa, R halkas�na unit reguler halka denir. Ayr�ca

R bir unit reguler halka ise her r eleman�, bir e ∈ Id(R) ve bir u ∈ U(R)

elemanlar� yard�m�yla r = ue ³eklinde yaz�labilir.

Tan�m 2.17: Bir R halkas�nda her r eleman� için r2x = r olacak ³ekilde x ∈ R

bulunuyorsa, R halkas�na kuvvetli reguler halka denir.

Önerme 2.8: R bir kuvvetli reguler halkad�r ancak ve ancak her r ∈ R için

7



rzr = r , zrz = z ve zr = rz olacak ³ekilde tek bir z ∈ R vard�r [18].

Tan�m 2.18: Bir R halkas�nda pozitif n tamsay�s� için, her r eleman�n�n rnxrn =

rn ³eklinde yaz�labilece§i bir x ∈ R eleman� varsa, R halkas�na π -reguler halka

denir. Ayr�ca rnxrn = rn e³itli§inin her iki taraf� soldan x ile çarp�l�rsa xrn

nin idempotent oldu§u görülür. Bir R halkas�nda pozitif n tamsay�s� için, her

r eleman�n�n rn+1x = rn ³ekilde yaz�labilece§i bir x ∈ R varsa, R halkas�na

kuvvetli π -reguler halka denir.

Önerme 2.9: R bir halka olsun. a ∈ R kuvvetli π -reguler eleman ise bir n ≥ 1

tam say�s� için an = fw = wf olacak ³ekilde, f ∈ Id(R) ve w ∈ U(R) vard�r

ve a, f , w birbirleriyle de§i³melidir [22].

Tan�m 2.19: R bir halka olsun. E§er R halkas�nda her a ∈ R için e ∈ aR ve

1−e ∈ (1−a)R olacak ³ekilde e ∈ Id(R) idempotent eleman� varsa R halkas�na

exchange halka denir [11].

Tan�m 2.20: R bir halka olsun. E§er R halkas�nda her x ∈ R için e = ax = xa

ve 1 − e = b(1 − x) = (1 − x)b olacak ³ekilde e ∈ Id(R) idempotent eleman�

varsa, R halkas�na kuvvetli exchange halka denir [11].

Tan�m 2.21: R bir halka ve I da R 'nin bir ideali olsun. x − x2 ∈ I olacak

³ekilde seçilmi³ bir x ∈ R için e−x ∈ I olacak ³ekilde bir idempotent e2 = e ∈ R

eleman� varsa idempotentler I 'ya göre yükselir (lifting idempotents modulo I)

denir [23].

Tan�m 2.22: E§er bir halkan�n her asal ideali maksimal ideal ise halkaya s�f�r

boyutlu (zero-dimensional) halka denir [18].

Tan�m 2.23: M de§i³meli bir grup R bir halka olsun. M 'deki elemanlar�n,

R 'deki elemanlarla skaler çarp�m� R ×M → M fonksiyonu a³a§�daki ko³ullar�
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sa§l�yorsa, M 'ye R üzerinde bir modül veya k�saca R-modül denir.

i) ∀r ∈ R ve ∀m,m′ ∈M için, r(m+m′) = rm+ rm′,

ii) ∀r, r′ ∈ R ve ∀m ∈M için, (r + r′)m = rm+ r′m,

iii) ∀r, r′ ∈ R ve ∀m ∈M için, (rr′)m = r(rm′),

iv) ∀m ∈M için, 1Rm = m.

Tan�m 2.24: M de§i³meli bir grup R ve S iki halka olsun. A³a§�daki ko³ullar

sa§lan�yorsa M bir R-S -bimodüldür.

i) M sol R-modül ve sa§ S -modül ve

ii) ∀r ∈ R, s ∈ S ve m ∈M için r(ms) = (rm)s.

Tan�m 2.25: R de§i³meli bir halka olsun. R-cebiri, bir A halkas�d�r öyleki

A× A→ A çarp�msal tasviri R-bilineer olan bir R-modüldür. Yani, ∀a, b ∈ A

ve ∀r ∈ R için r ∗ (ab) = (r ∗ a) · b = a · (r ∗ b) dir.

Önerme 2.10: R halkas�n�n s�f�r boyutlu (zero-dimensional) halka olmas� için

gerek ve yeter ko³ul R/
√
0 halkas�n�n reguler halka olmas�d�r [18].
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3. TEM�Z HALKALAR

Tan�m 3.1: R bir halka olsun. e bir idempotent ve u bir birimsel eleman olmak

üzere, halkadan al�nan bir a ∈ R , a = e+u ³eklinde yaz�labiliyorsa, a elaman�na

temiz (clean) eleman denir. Bir R halkas�n�n bütün elemanlar� temiz ise halkaya

temiz (clean) halka denir [23].

Örnek 3.1: R bir halka olsun. R deki birimsel, idempotent, nilpotent ve quasi-

reguler elemanlar temiz elemanlard�r [25].

Çözüm 3.1: u ∈ U(R) olsun. 0 ∈ Id(R) oldu§undan ve u = 0 + u ³eklinde

yaz�labilece§inden u temizdir.

e ∈ Id(R) olsun. Tan�m 2.7 ye göre 2e − 1 tersi kendisine e³it olan

birimsel elemand�r ve 1 − e idempotenttir. Öyleyse e = (1 − e) + (2e − 1)

³eklinde yaz�labilece§inden e temizdir.

a ∈ R nilpotent eleman olsun. Öyleyse an = 0 olacak ³ekilde bir n ∈ N+

vard�r. a = 1 + (a − 1) ³eklinde yazabilir öyle ki Örnek 2.2 den a − 1 ∈ U(R)

oldu§u görülür.

Ve son olarak x, R halkas�n�n quasi-reguler eleman� olsun. Önerme 2.1

den x quasi-reguler iken x − 1 in birimsel oldu§u söylenebilir. Böylece x =

1 + (x− 1) ³eklinde yaz�labilir. Bu da gösterir ki x eleman� temizdir.

Sonuç 3.2: Bölenler halkas�, cisimler ve Boole halkas� temiz halkalara örnek-

tirler [18].

�spat 3.2: S�f�r eleman� d�³�ndaki bütün elemanlar� birimsel oldu§undan yukar�-

daki örne§e göre bölenler halkas� ve cisimler temiz halkalard�r.

Bütün elemanlar� idempotent oldu§u için Boole halkalar� da temiz halkalard�r.

Örnek 3.3: Bir R halkas�nda a eleman� temiz ise 1 − a da temiz elemand�r

[24].
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Çözüm 3.3: E§er a temiz ise a = e + u ³eklinde yazabilecek e2 = e ∈ Id(R) ve

u ∈ U(R) vard�r. Öyleyse 1− a = 1− e+ (−u) ³eklinde yaz�labildi§inden 1− a

temizdir.

Önerme 3.4: R bir halka ve a ∈ R olsun. a eleman�n�n temiz olmas� için gerek

ve yeter ko³ul ua = eu+1 olacak ³ekilde e ∈ Id(R) ve u ∈ U(R) olmas�d�r [27].

�spat 3.4: a ∈ R temiz olsun. Öyleyse a = e + u olacak ³ekilde e ∈ Id(R) ve

u ∈ U(R) vard�r. Soldan u−1 ile çarp�l�rsa, u−1a = u−1e + 1 elde edilir. Ve

u−1a = (u−1eu)u−1 + 1 e³itli§i sa§lan�r. Burada u−1eu ∈ Id(R) oldu§u aç�kt�r.

Böylece gereklilik sa§lanm�³ olur. Di§er taraftan ua = eu + 1 yaz�lacak ³ekilde

e ∈ Id(R) ve u ∈ U(R) olsun. E³itlik soldan u−1 ile çarp�l�rsa, a = u−1eu+u−1

elde edilir. u−1eu idempotent oldu§undan a temiz elemand�r.

Örnek 3.5: Temiz olmayan halkaya örnek vermek istenilirse, birimsel eleman-

lar� sadece 1 ve -1 oldu§undan ve bu yüzden bütün elemanlar� birimsel ve idempo-

tent elemanlar cinsinden ifade edilemeyece§inden Z tam say�lar halkas� söylenebilir.

Önerme 3.6: Bir temiz halkan�n homomor�k görüntüsü de temizdir [24].

�spat 3.6: R bir temiz halka ve f : R→ S epimor�zma olsun. R temiz oldu§un-

dan, her f(a) ∈ S için f(a) = f(e + u) olacak ³ekilde e2 = e ve u ∈ U(R)

vard�r. f(a) = f(e+u) = f(e)+f(u) = f(e2)+f(u) = f(e).f(e)+f(u) ³eklinde

yaz�labilecek f(e) ∈ Id(S) ve f(u) ∈ U(S) elemanlar� mevcut oldu§undan f(a)

temizdir.

Önerme 3.7: R bir halka ve I , R nin bir ideali olsun. R temiz ise R/I da

temizdir [18].

�spat 3.7: a+ I ∈ R/I alal�m. a temiz oldu§undan a+ I = (e+u)+ I e³itli§ini

sa§layan e ∈ Id(R) ve u ∈ U(R) vard�r. (e + u) + I = (e + I) + (u + I) için
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(e+ I) ∈ Id(R/I) ve (u+ I) ∈ U(R/I) oldu§undan R/I temizdir.

Sonuç 3.8: Yukar�daki teoremin tersi her zaman do§ru de§ildir.

Z halkas�n�n bir pZ maksimal idealini alal�m. Teorem 2.3'e göre Z
pZ
∼= Zp

olur. Zp cismi temiz oldu§undan Z
pZ bölüm halkas� da temiz olur. Ancak Z tam

say�lar halkas�n�n temiz olmad�§� söylenmi³ti.

Önerme 3.9: R bir halka ve I , R nin bir ideali olsun. R nin temiz olmas�

için gerek ve yeter ko³ul R/I n�n temiz, I ⊆ J(R) ve idempotentlerin I ya göre

yükselmesidir [24].

�spat 3.9: Önerme 3.7'den gereklilik aç�kt�r. Di§er taraftan, x ∈ R için x+ I =

x ∈ R/I olsun. R/I temiz oldu§undan x = e+u olacak ³ekilde e2 = e ∈ Id(R/I)

ve u ∈ U(R/I) elemanlar� mevcuttur. �dempotentler I ya göre yükseldi§inden

e = e+ I olacak ³ekilde e2 = e ∈ R vard�r. Öyleyse x = e+ u = e+ I + u+ I =

(e+ u) + I = x+ I elde edilece§inden x temizdir.

Örnek 3.10: Temiz olmayan bir halkan�n görüntüsü temiz olabilir.

Çözüm 3.10: f : Z −→ Zp (a −→ a) , a = a (modp) olarak tan�mlanm�³ bir

epimor�zma olsun. Z temiz de§ilken Zp temizdir.

Önerme 3.11: Her unit reguler halka temiz halkad�r [3].

�spat 3.11: R unit reguler halka olsun. ∀x ∈ R için x = ue ve ue = eu olacak

³ekilde u ∈ U(R) ve e ∈ Id(R) vard�r. v−1 = u−1e − (1 − e) olacak ³ekilde

v = ue − (1 − e) ∈ U(R) ve f = 1 − e olacak ³ekilde f ∈ Id(R) elemanlar�

al�n�rsa x = v + f olarak yaz�lm�³ olur. Böylece R halkas�n�n temiz oldu§u

gösterilmi³ olur.

Önerme 3.12: Her kuvvetli reguler halka temiz halkad�r [18].
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�spat 3.12: Kuvvetli reguler R halkas�ndan bir r eleman� al�ns�n. rzr = r ve

zrz = z olacak ³ekilde bir z ∈ R vard�r. Bu iki e³itlikten rz nin idempotent

oldu§u görülür. e = rz olsun. Seçilen u = r − (1 − e) birimselinin tersi v =

ze − (1 − e) olmak üzere r = u + (1 − e) ³eklinde yaz�labilece§inden, seçilen

eleman�n temiz oldu§u gösterilmi³ olur.

Önerme 3.13: Her kuvvetli π -reguler halka temiz halkad�r [22].

�spat 3.13: a ∈ R alal�m. a kuvvetli π -reguler eleman oldu§undan Önerme 2.9'a

göre an = ew = we olacak ³ekilde n ≥ 1 tam say�s�, w ∈ U(R), e ∈ Id(R) ve

birbiriyle de§i³meli olacak ³ekilde w , e, a elemanlar� vard�r. u = a− (1−e) nin

birimsel oldu§u gösterilmeli. v = an−1w−1e − (1 + a + ... + an−1)(1 − e) olarak

tan�mlan�rsa ve u = ae− (1− a)(1− e) olarak al�n�rsa,

uv = vu = [ae− (1− a)(1− e)][an−1w−1e− (1 + a+ ...+ an−1)(1− e)] (3.1)

iken (1− e)an−1w−1e = 0 oldu§undan

uv = anw−1e+ (1− a)(1 + a+ ...+ an−1)(1− e) (3.2)

elde edilir. (1−a)(1+a+...+an−1) = (1−an) oldu§undan uv = e+(1−an)(1−e)

e³itli§i sa§lan�r. Öyleyse uv = 1 sa§lanm�³ olur.

Önerme 3.14: R bir halka olsun. R[[x]] kuvvet serisi halkas�n�n temiz olmas�

için gerek ve yeter ko³ul R halkas�n�n temiz olmas�d�r [24].

�spat 3.14: =⇒: R[[x]] halkas� temiz olsun. R halkas� R[[x]] halkas�n�n homo-

mor�k görüntüsü oldu§undan Önerme 3.6'ya göre R temizdir.

⇐=: R halkas� temiz olsun. f(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + ... ∈ R[[x]] eleman� al�n-

s�n. R temiz oldu§undan a0 = e + u olacak ³ekile e2 = e ∈ R ve u ∈ U(R)

vard�r. Öyleyse a0 yerine e + u yaz�l�rsa f(x) = e + (u + a1x + a2x
2 + ...)
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elde edilir. Önerme 2.4'e göre a0 ∈ U(R(x)) ise f(x) ∈ U(R[[x]]) d�r. Öyleyse

(u + a1x + a2x
2 + ...) ∈ U(R[[x]]) ve e2 = e ∈ Id(R[[x]]) dir. Böylece R[[x]]

halkas�n�n temiz oldu§u gösterilmi³ olur.

Önerme 3.15: R 6= 0 ise R[x] polinom halkas� temiz halka olamaz [24].

�spat 3.15: x ∈ R[x] olsun. Kabul edelim ki x = e+u olacak ³ekilde e ∈ Id(R[x])

ve u ∈ U(R[x]) olsun. E§er e = e0 + e1x + ... ve u = u0 + u1x + ... ise

e0 = −u0 d�r ve hem birimsel ve hem idempotent eleman e0 = 1 olur. E§er

e 6= 1 ise m ≥ 1 ve g = a + bx + ... olmak üzere e = 1 + xmg ³eklindedir.

(1+xmg)2 = 1+2xmg+xmgxmg = 1+xmg elde edilir. Burada xmg li ifadelerin

katsay�lar� e³le³tirildi§inde 2 = 1 olmas� çeli³ki olu³turur. Öyleyse e = 1 olmak

zorundad�r. Ve −u = 1− x olur. E§er (1− x)−1 = a0 + a1x+ ...+ anx
n olursa

a0 = 1, a1 − a0 = 0, ... , an − an−1 = 0, 0 − an = 0 ise an = 0 elde edilir.

Di§er taraftan a0 = a1 = ... = an = 1. Bu da çeli³ki olu³turdu§u için u birimsel

de§ildir. Öyleyse x temiz de§ildir ve halka da temiz olamaz.

Sonuç 3.16: R[[x]] halkas� temiz iken alt halkas� olan R[x] temiz de§ildir. Öy-

leyse temiz halkalar�n alt halkalar� temiz olmak zorunda de§ildir.

Teorem 3.17: S�f�rdan farkl� bir R halkas�n�n lokal halka olmas� için gerek ve

yeter ko³ul R halkas�n�n temiz ve 0 ve 1'den ba³ka idempotent eleman�n�n ol-

mamas�d�r [25].

�spat 3.17: =⇒ : R lokal halka ve a ∈ R olsun. E§er a ∈ J(R) ise ve Önerme

2.6'dan a−1 ∈ U(R) dir ve a = 1+(a−1) ³eklinde yaz�labilece§inden a temizdir.

E§er a /∈ J(R) ise a ∈ U(R) dir ve a = 0+ a ³eklinde yaz�labilece§inden

a temizdir. Ve böylece R temiz halkad�r.

e 6= 0 ve e 6= 1 R 'nin idempotent eleman� olsun. e2 = e =⇒ e(1−e) =

0 olur. e ve 1 − e s�f�r bölen olduklar�ndan birimsel olmazlar ve halka lokal
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oldu§undan birimsel olmayan elemanlar bir ideal olu³turur. Öyleyse e+(1−e) =

1 elde edilir. Birimsel eleman�n idealde olmas� çeli³ki olu³turur.

⇐= : R temiz halka olsun ve 0 ve 1 den ba³ka idempotent eleman� olmas�n.

a /∈ J(R) ise 1 − ar /∈ U(R) dir. 1 − ar = 0 + u ³eklinde yaz�lamaz. Öyleyse

1 − ar = 1 + u olmak zorunda. ar = u =⇒ aru−1 = 1 =⇒ av = 1 olacak

³ekilde v ∈ R vard�r. Benzer ³ekilde wa = 1 olacak ³ekilde w ∈ R vard�r.

Öyleyse a birimseldir. Bu da gösterir ki R lokal halkad�r.

Yard�mc� Teorem 3.18: R de§i³meli bir halka olsun. e, f ∈ R idempotent

elemanlar� için e− f ∈ J(R) ise e = f olur [3].

�spat 3.18: e− f ∈ J(R) ise f(1− e) = (e− f)(e− 1) ∈ J(R) e³itli§i yaz�labilir.

R de§i³meli oldu§undan f(1− e) idempotenttir. Öyleyse f(1− e) = 0 d�r yani

f = fe dir. Di§er taraftan f − e ∈ J(R) için e(1− f) = (f − e)(f − 1) ∈ J(R)

e³itli§i yaz�l�rsa e(1 − f) idempotent olur. e(1 − f) = 0 d�r. Böylece e = ef

e³itli§i sa§lan�r. Öyleyse e = f elde edilir.

Teorem 3.19: R de§i³meli bir halka ve
√
0 nil radikali olsun. R 'nin temiz ol-

mas� için gerek ve yeter ko³ul R/
√
0'�n temiz olmas�d�r [3].

�spat 3.19: =⇒: Teorem 3.7'den aç�kt�r.

⇐=: x ∈ R olsun. E§er seçilen bir x ∈ R eleman� birimsel ise x ∈ R = R/
√
0

birimseldir ve böylece temizdir. R '�n idempotent eleman�na kar³�l�k gelen eleman

R halkas�nda idempotenttir. Herhangi bir x ∈ R için x = u + e olacak ³ekilde

u ∈ U(R) ve e ∈ Id(R) vard�r. e eleman�n R halkas�nda ki kar³�l�§� f olsun.

Öyleyse x− f = x − e = u olur. Buradan da x − f ∈ U(R) elde edilir. Son

olarak x = (x− f) + f olarak ³ekilnde yaz�labildi§inden R temiz halkad�r.

Sonuç 3.20: Her zero-dimensional (s�f�r boyutlu) de§i³meli halka temiz halkad�r

[3].
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�spat 3.20: R bir zero-dimensional (s�f�r boyutlu) de§i³meli halka olsun. Öyleyse

tan�m gere§i R = R/
√
0 unit reguler halka olur ve R temizdir.

√
0 ⊆ J(R)

oldu§undan Teorem 3.19 gere§ince R halkas� da temizdir.

Önerme 3.21: I indeks kümesi olsun. Her i ∈ I için Ri 'lerin temiz halka

olmalar� için gerek ve yeter ko³ul direkt çarp�mlar�n�n temiz halka olmas�d�r [24].

�spat 3.21: =⇒: Her i ∈ I için Ri 'ler temiz olsun. Bu durumda her ai ∈ Ri

için ai = ei + ui olacak ³ekilde ei ∈ Id(Ri) ve ui ∈ U(Ri) vard�r. ∀(a1, a2, ...) ∈∏
Ri için (a1, a2, ...) = (e1, e2, ...) + (u1, u2, ...) ³eklinde yaz�labilece§inden direkt

çarp�mlar� temizdir.

⇐=:
∏
i∈I
Ri direkt çarp�m� temiz olsun. Her i ∈ I için

∏
Ri halkas�n�n birer

homomor�k görüntüleri Ri halkalar�n� olu³turaca§�ndan Ri 'ler temiz olur.

3.1. Kuvvetli Temiz Halkalar

Tan�m 3.2: R bir halka olsun. e bir idempotent ve u bir birimsel eleman ol-

mak üzere, al�nan bir a ∈ R , a = e+ u ³eklinde yaz�labiliyor ve ayn� zamanda

eu = ue e³itli§i sa§lan�yorsa, a eleman�na kuvvetli temiz (strongly clean) ele-

man denir. E§er R halkas�n�n bütün elemanlar� kuvvetli temiz ise R halkas�na

kuvvetli temiz halka denir [23].

Örnek 3.22: Bir halkada idempotent, birimsel ve quasi-reguler elemanlar kuv-

vetli temiz elemanlard�r [26].

Çözüm 3.22: Bir e idempotent eleman�n�n e = (1− e)+(2e−1) ³eklinde yaz�la-

bildi§i gösterilmi³ti. Ayr�ca birimsel eleman ve idempotent eleman de§i³meli

olduklar�ndan yani (1 − e)(2e − 1) = (2e − 1)(1 − e) e³itli§i sa§land�§�ndan

e kuvvetli temiz elemand�r.

u birimsel eleman� u = 0+u ³eklinde yazabilir. Ve de u0 = 0u oldu§un-
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dan u kuvvetli temizdir.

x quasi-reguler eleman olsun. Öyleyse x = 1+(x−1) ³eklinde yaz�labildi-

§inden temiz oldu§u, 1(x−1) = (x−1)1 e³itli§i sa§land�§�ndan da kuvvetli temiz

oldu§u gösterilmi³ olur.

Sonuç 3.23: Boole halkalar� de§i³meli halkalard�r ve her eleman� idempotent

oldu§undan kuvvetli temiz halkalard�r.

Sonuç 3.24: Cisimlerin her eleman� temizdir ve de§i³meli halka olduklar�ndan

kuvvetli temiz halkaya örnektirler.

Teorem 3.25: Her lokal halka kuvvetli temiz halkad�r [28].

�spat 3.25: Teorem 3.17 de lokal halkalar�n�n temiz halkalar oldu§u gösterilmi³tir.

Lokal halkalarda 0 ve 1 den ba³ka idempotent eleman olmad�§�ndan ayn� zamanda

kuvvetli temiz halka olma özelli§i sa§lanm�³ olur.

Örnek 3.26: Bir R halkas�nda a eleman� kuvvetli temiz ise 1 − a da kuvvetli

temiz elemand�r [26].

Çözüm 3.26: E§er a ∈ R kuvvetli temiz ise a = e + u ve eu = ue e³itliklerini

sa§layan e2 = e idempotent ve u birimsel eleman� vard�r. Öyleyse 1 − a =

1 − e + (−u) ³eklinde yaz�l�rsa temiz oldu§u görülür. Ve de (1 − e)(−u) =

−u+eu = (−u)1+(−u)(−e) = (−u)(1−e) e³itli§i sa§land�§�ndan 1−a kuvvetli

temiz elemand�r.

Önerme 3.27: Her kuvvetli π -reguler halka kuvvetli temiz halkad�r [22].

�spat 3.27: a ∈ R olsun. a kuvvetli π -reguler eleman oldu§undan an = ew = we

olacak ³ekilde n ≥ 1 tam say�s�, w ∈ U(R), e ∈ Id(R) vard�r ve w , e, a

elemanlar� birbirleriyle de§i³melidir. u = a − (1 − e) nin birimsel oldu§u v =

an−1w−1e − (1 + a + ... + an−1)(1 − e) ve u = ae − (1 − a)(1 − e) kullan�larak
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gösterilmi³, uv = vu = [ae− (1−a)(1−e)][an−1w−1e− (1+a+ ...+an−1)(1−e)]

= anw−1e+(1−a)(1+a+ ...+an−1)(1−e) = e+(1−an)(1−e) = 1 bulunmu³tu.

Bu durumda u ∈ U(R) ve (1− e)2 = (1− e) olup a = (1− e)+ u elde edilir. Ve

de (1− e)u = u(1− e) sa§land�§�ndan a eleman� kuvvetli temiz eleman olur.

Önerme 3.28: R halkas� kuvvetli temiz ise R halkas�n�n her homomor�k gö-

rüntüsüde kuvvetli temizdir [22].

�spat 3.28: Temiz halkalar�n homomor�k görüntülerinin temiz oldu§unu gösteril-

mi³ti. �dempotent elemanla birimsel eleman�n de§i³meli oldu§u f(e)f(u) =

f(eu) = f(ue) = f(u)f(e) e³itli§inin sa§lanmas�yla gösterilmi³ olur.

Önerme 3.29: I indis kümesi olsun. Her i ∈ I için Ri 'nin kuvvetli temiz olmas�

için gerek ve yeter ³art direkt çarp�mlar�n�n kuvvetli temiz olmas�d�r [22].

�spat 3.29: =⇒: Her i ∈ I için Ri ler temiz iken
∏
Ri temiz oldu§unu gösteril-

mi³ti. Her i ∈ I için eiui = uiei oldu§undan
∏
Ri kuvvetli temiz halkad�r.

⇐=: Her kuvvetli halkan�n homomor�k görüntüsü kuvvetli temiz ve Ri 'ler
∏
Ri

nin homomor�k görüntüsü oldu§undan
∏
Ri kuvvetli temiz ise her i ∈ I için Ri

halkalar� da kuvvetli temizdir.

Teorem 3.30: Bir halkan�n kuvvetli exchange halka olmas� için gerek ve yeter

ko³ul halkan�n kuvvetli temiz olmas�d�r [11].

�spat 3.30: R kuvvetli exchange halka olsun. Her x ∈ R için a,b ∈ R olmak

üzere e = ax = xa ve 1 − e = b(1 − x) = (1 − x)b olacak ³ekilde e ∈ Id(R)

idempotent eleman� vard�r. e = ax = xa oldu§undan ea = axa = ae ve e =

eax = xae e³itlikleri sa§lan�r. E§er ea = a1 al�n�rsa, e = a1x = xa1 ve ea1 =

a1e = a1 e³itlikleri elde edilir. Benzer ³ekilde, b1 = (1 − e)b = b(1 − e) için

1− e = b1(1− x) = (1− x)b1 ve (1− e)b1 = b1(1− e) e³itlikleri elde edilir. Bu

e³itliklerin yard�m�yla (a1 − b1)(x − (1 − e)) = a1x − a1(1 − e) − b1x + b1(1 −
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e) = e − b1x + b1 = e + b1(1 − x) = e + 1 − e = 1 çarp�m� sa§land�§�ndan,

x − (1 − e) ∈ U(R) olur. e = ax = xa oldu§undan ex = xax = xe elde edilir.

Böylece (1−e)x = x(1−e) olur. x−(1−e) ∈ U(R) ve 1−e ∈ Id(R) kullan�larak

x = 1− e+ (x− (1− e)) yaz�labildi§inden x kuvvetli temiz olur.

Tersine, R kuvvetli temiz halka olsun. Her x ∈ R için uf = fu ve

x = f + u olacak ³ekilde u ∈ U(R) ve f ∈ Id(R) vard�r. uf = fu oldu§undan

ux = xu, fx = xf ve u−1x = xu−1 e³itlikleri sa§lan�r. e = u(1 − f)u−1

olsun. e ∈ Id(R) oldu§u aç�kt�r. Öyleyse (x− e)u = (u + f − u(1− f)u−1)u =

u2 + fu = uf − u = x2 − x yaz�labilir. Böylece e − x = (x − x2)u−1 ve e =

x + (x − x2)u−1 = (1 + (1 − x)u−1)x = x(1 + (1 − x)u−1) elde edilir. Buradan

1− e = 1− x− (x− x2)u−1 = (1− xu−1)(1− x) = (1− x)(1− xu−1) e³itli§i elde

edilir. 1 − e = (1 − xu−1)(1 − x) = (1 − x)(1 − xu−1) oldu§undan R kuvvetli

exchange halka olur.

Teorem 3.31: R kuvvetli temiz halka ise, her e ∈ Id(R) için eRe halkas� da

kuvvetli temizdir [11].

�spat 3.31: R kuvvetli temiz halka olsun. Teorem 3.30 dan R kuvvetli exchange

halkad�r. eRe'nin kuvvetli temiz oldu§unu göstermek için kuvvetli exchange

oldu§unu göstermek yeterlidir. x ∈ eRe alal�m. R kuvvetli exchange ve x ∈ R

oldu§undan f = ax = xa ve 1−f = b(1−x) = (1−x)b olacak ³ekilde f ∈ Id(R)

ve a, b ∈ R vard�r. x ∈ eRe oldu§undan x = exe olur. f = ax = xa e³itli§in-

den fe = ef = f elde edilir. Böylece (ef)2 = ef ve ef = efe ∈ Id(eRe) olur.

x = exe oldu§undan xeae = xae = exae = eaxe = eaex e³itlikleri sa§lan�r. Bu

da gösterir ki ef = eaexe = eaxe = exae = xeae = eaex dir. fe = f ve x = exe

oldu§undan e−ef = e(1−f)e = eb(1−x)e = eb(e−xe) = eb(ee−ex) = ebe(e−x)

olur. Di§er taraftan (e−x)ebe = (e−x)be = e(1−x)be = eb(1−x)e = eb(e−ex) =

ebe(e− x) e³itli§i sa§lan�r. Böylece e− ef = ebe(e− x) = (e− x)ebe elde edilir.
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eRe halkas�n�n kuvvetli exchange halka oldu§u görülür.

3.2. Tek Türlü Temiz Halkalar

Tan�m 3.3: R bir halka olsun. a ∈ R için a = e+ u olacak ³ekilde e2 = e ∈ R

ve u ∈ U(R) mevcutsa ve bu yaz�l�m tek türlü ise a ya tek türlü temiz (uniquely

clean) eleman denir. E§er R halkas�n�n bütün elemanlar� tek türlü temiz ise R

halkas�na tek türlü temiz halka denir [3].

Örnek 3.32: Bir halkan�n merkezindeki bütün idempotent ve nilpotent elemanlar

tek türlü temiz elemanlard�r [25].

Çözüm 3.32: e2 = e merkezil idempotent olsun. e temiz oldu§undan e = (1 −

e) + (2e − 1) ³eklinde yazabilir. Kabul edelim ki e = f + u (*) olacak ³ekilde

farkl� f 2 = f idempotent ve u ∈ U(R) birimsel elemanlar� olsun. e = f + u =

(f + u)2 = f + 2fu+ u2 ⇒ u = (2f + u)u ⇒ 1 = 2f + u ⇒ u = 1− 2f ve

(*) dan e− f = 1− 2f ⇒ f = 1− e elde edilir.

a ∈ R nilpotent eleman olsun. Öyleyse an = 0 olacak ³ekilde bir n ∈ N+

vard�r. a = 1 + (a − 1) ³eklinde yazabilir ve a − 1 ∈ U(R) oldu§u Örnek

2.2'den aç�kt�r. Kabul edelim ki a = e+ u olacak ³ekilde 1'den farkl� e2 = e ve

(a− 1)'den farkl� u ∈ U(R) elemanlar� olsun. Binom teoremi kullan�larak,

0 = (e+ u)n = e+

(
n

1

)
eu+

(
n

2

)
eu2 + ...+

(
n

n− 1

)
eun−1 + un (3.3)

e³itli§i yazabilir. Ve

e+

(
n

1

)
eu+

(
n

2

)
eu2 + ...+

(
n

n− 1

)
eun−1 = −un (3.4)

elde edilir. Öyleyse
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e(1 +

(
n

1

)
u+

(
n

2

)
u2 + ...+

(
n

n− 1

)
un−1) = −un (3.5)

dir. un ∈ eR dir ve e = 1 olur. Bu durum e 6= 1 kabulu ile çeli³ir.

Sonuç 3.33: Her Boole halkas� tek türlü temiz halkad�r [25].

�spat 3.33: Boole halkas� de§i³meli bir halka oldu§undan her eleman� merkezde

ve idempotenttir. Örnek 3.32'ye göre her eleman� tek türlü temiz olur ve böylece

Boole halkas�n�n tek türlü temiz halka oldu§u söylenebilir.

Örnek 3.34: Cisimler tek türlü temiz olmayabilirler. Q rasyonel say�lar halkas�

dü³ünüldü§ünde hem 0 hem de 1 idempotent elemanlard�r. Herhangi bir a ∈ R

için a = 0+ a ve a = 1+ (a− 1) olacak ³ekilde iki farkl� yaz�l�m olaca§� için tek

türlü temiz olma özelli§i sa§lanmaz.

Önerme 3.35: Tek türlü temiz halkalar�n homomor�k görüntüleri de tek türlü

temizdir [25].

�spat 3.35: R tek türlü temiz halka olsun. a ∈ R alal�m. E§er f(a) = f(e1) +

f(u1) = f(e2)+f(u2) olacak ³ekilde iki farkl� yaz�l�m olsayd� f(a) = f(e1+u1) =

f(e2 + u2) e³itli§i elde edilirdi ve a ∈ R eleman�n�n da e1 + u1 = e2 + u2 olacak

³ekilde iki farkl� yaz�l�m� olurdu. Bu da a ∈ R n�n tek türlü temiz olmas�yla

çeli³irdi.

Teorem 3.36: R de§i³meli bir halka ve
√
0 nil radikali olsun. R 'nin tek türlü

temiz olmas� için gerek ve yeter ko³ul R/
√
0'�n tek türlü temiz olmas�d�r [3].

�spat 3.36: =⇒: R tek türlü temiz halka olsun. Teorem 3.19'dan R = R/
√
0

halkas� da temizdir. x ∈ R için, x = e1 + u1 = e2 + u2 olacak ³ekilde u1 ,

u2 ∈ U(R) ve e1 , e2 ∈ Id(R), e1 6= e2 elemanlar�n� alal�m. Seçilen fi ∈

Id(R) elemanlar� için ei = fi olsun. e1 6= e2 oldu§undan f1 6= f2 elde edilir.
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x− fi = ui ∈ U(R) elde edilir. Böylece vi = x − fi ∈ U(R) birimselleriyle

x = v1 + f1 = v2 + f2 olacak ³ekilde iki farkl� yaz�l�m elde edilir. Bu durum

R 'nin tek türlü olmas�yla çeli³ir.

⇐=: R = R/
√
0 tek türlü temiz halka olsun. R halkas� da temizdir. x ∈ R için

x = e1+u1 = e2+u2 olacak ³ekilde u1 , u2 ∈ U(R) ve e1 , e2 ∈ Id(R) elemanlar�

olsun. O zaman x = e1 + u1 = e2 + u2 e³itli§i yaz�labilir ancak R = R/
√
0

tek türlü temiz oldu§undan e1 = e2 dir. Buradan da e1− e2 ∈
√
0 ⊆ J(R) elde

edilir. Yard�mc� teorem 3.18'den e1 = e2 dir ve u1 = u2 elde edilir. Böylece R

halkas� tek türlü temiz halka olur.

Önerme 3.37: Tek türlü temiz bir halkadaki her idempotent eleman merkezdedir

[25].

�spat 3.37: e2 = e ∈ R idempotent eleman olsun. ∀r ∈ R için e + (er − ere)

idempotent ve 1 + (er − ere) birimseldir öyleki (1 + er − ere)(1− er + ere) = 1

dir. Öyleyse [e + (er − ere)] + 1 = e + [1 + (er − ere)] yazabilir ve R nin tek

türlü temiz olmas�ndan e + (er − ere) = e elde edilir ve er = ere olur. Benzer

³ekilde e + (re − ere) idempotent ve 1 − (re − ere) birimsel seçilirse re = ere

elde edilir. Öyleyse ∀r ∈ R için er = re yazabilir ve e ∈ Cent(R)'dir.

Sonuç 3.38: n ≥ 2 için Tn(R) ve Mn(R) matris halkalar�nda bütün idempotent

elemanlar merkezde olmad�§�ndan bu halkalar tek türlü temiz olamaz [25].

Sonuç 3.39: Tek türlü temiz halkan�n merkezi tek türlü temizdir [25].

�spat 3.39: Yukar�daki önermeye göre tek türlü halkadaki her idempotent ele-

man�n merkezde oldu§undan, her a ∈ cent(R) için a = e + u ³art�n� sa§layan

u ∈ U(R) eleman� halka tek türlü temiz oldu§undan tek türlüdür. a = e + u

yerine a − e = u yaz�l�rsa u ∈ cent(R) elde edilir ve u eleman�n�n merkezde

oldu§u gösterilmi³ olur.
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Sonuç 3.40: Her tek türlü temiz halka Dedekind sonlu halkad�r [25].

�spat 3.40: 1 = ab ∈ R alal�m. ba = b1a = b(ab)a = baba = (ba)2 oldu§undan

ba idempotenttir ve halka tek türlü temiz oldu§undan ba ∈ cent(R) dir. ba =

ba1 = ba(ab) = a(ba)b = 1 sa§lan�r.

Önerme 3.41: Her i ∈ I için Ri nin tek türlü temiz halka olmas� için gerek ve

yeter ko³ul direkt çarp�mlar�n�n tek türlü temiz halka olmas�d�r [3].

Teorem 3.42: 0 6= R halkas� için a³a§�dakiler denktir [25]:

i) R bir lokal ve tek türlü temiz halkad�r.

ii) R tek türlü temiz halka ve 0 ve 1'den ba³ka idempotent eleman� yoktur.

iii) R/J(R) ∼= Z2 .

�spat 3.42: i) =⇒ ii): 0'dan ve 1'den farkl� bir e ∈ R idempotent eleman

olsun. e2−e = 0 oldu§undan e(1−e) = 0 olur. e ve 1−e s�f�r bölen olduklar�n-

dan birimsel eleman de§illerdir. R lokal halka oldu§undan, birimsel olmayan

elemanlar ideal olu³turur. e + (1 − e) = 1 olur. Bu da 1'in idealde olmamas�

gerekti§iyle çeli³ir.

ii) =⇒ iii): E§er 0 6= a ∈ R ∼= R/J(R) ise, a = 1 oldu§unu gösterilmeli.

a 6= 1 olsun. a+J(R) 6= 0+J(R) oldu§undan a /∈ J(R) ve a+J(R) 6= 1+J(R)

oldu§undan a − 1 /∈ J(R) elde edilir. R local halka oldu§undan a ve a − 1 bi-

rimseldir. 0+ (1− a) = 1+ (−a) yaz�ld�§�nda 0 = 1 elde edilmesi, R halkas�n�n

tek türlü temiz olmas�yla çeli³ir.

iii) =⇒ i): R/J(R) ∼= Z2 olsun. Teorem 2.3'ten J(R) maksimal ideal olur.

J(R) maksimal ise R lokal halkad�r. Her lokal halka temiz oldu§undan R de

temizdir. �imdi R 'nin tek türlü temiz oldu§unu gösterelim. Key� bir a ∈ R için

kabul edelim ki a = e+ u = f + v olacak ³ekilde e, f ∈ Id(R) idempotent ve u,

v ∈ U(R) birimsel elemanlar olsun. Lokal halkada 0 ve 1'den ba³ka idempotent
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eleman� olmad�§� için e = 0 ve f = 1 alal�m. 0+(1−u) = 1+(−u) yaz�ld�§�nda

u, 1−u ∈ U(R) olur. Ancak R/J(R) ∼= Z2 oldu§undan u = 1 = 1+u ∈ R/J(R)

elde edilir. u = 1 + u çeli³ki olu³turur.

Önerme 3.43: e ∈ R idempotent olsun. R tek türlü temiz ise eRe korner

halkas� da tek türlü temizdir [25].

�spat 3.43: Tek türlü temiz halkalarda idempotent elemanlar merkezdedir. Ve

ayr�ca R temiz halka oldu§undan R exchange halkad�r. R exchange ise eRe de ex-

change halkad�r. Bütün idempotentler merkezde oldu§undan eRe tek türlü temiz

halkad�r.

3.3. Tek Türlü Kuvvetli Temiz Halkalar

Tan�m 3.4: R bir halka olsun. a ∈ R için a = e+ u ve eu = ue olacak ³ekilde

e2 = e ∈ R ve u ∈ U(R) mevcutsa ve bu yaz�l�m tek türlü ise a ya tek türlü

kuvvetli temiz (uniquely strongly clean) eleman denir. E§er R halkas�n�n bütün

elemanlar� tek türlü kuvvetli temiz ise R halkas�na tek türlü kuvvetli temiz halka

denir [10].

Örnek 3.44: Z2 halkas� tek türlü kuvvetli temiz halkaya örnektir.

Örnek 3.45: I indis kümesi ve ∀i ∈ I için R i 'ler halka olsun.
∏
Ri halkas�

n�n tek türlü kuvvetli temiz olmas� için gerek ve yeter ko³ul ∀i ∈ I için R i

halkalar�n�n tek türlü kuvvetli temiz olmas�d�r [10].

Örnek 3.46: R bir halka olsun. R halkas�n�n tek türlü temiz olmas� için gerek

ve yeter ko³ul R nin de§i³meli ve tek türlü kuvvetli temiz olmas�d�r [10].

Çözüm 3.46: R halkas�n�n tek türlü temiz olsun. Ayn� zamanda R de§i³meli ise

kuvvetli temiz halka da olcakt�r. Öyleyse R tek türlü kuvvetli temizdir. Tersine,
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R tek türlü kuvvetli temizse, R 'nin tek türlü temiz oldu§u aç�kt�r.

Önerme 3.47: R bir halka ve e ∈ Id(R) olsun. R halkas� tek türlü kuvvetli

temiz ise eRe halkas� da tek türlü kuvvetli temizdir [10].

�spat 3.47: R kuvvetli temiz ise eRe halkas� da kuvvetli temizdir 3.31. eRe = S

olsun. f1 ,f2 ∈ Id(S) idempotent ve u1 , u2 ∈ U(S) birimsel elemanlar ve i = 1,2

için fiui = uifi olmak üzere f1+u1 = f2+u2 olsun. i = 1, 2 için vi = ui+1−e

olsun. R tek türlü kuvvetli temiz oldu§undan i = 1, 2 için vifi = fivi olur.

Böylece f1+ v1 = f2+ v2 e³itli§i elde edilir ve dahas� f1 = f2 olur. Öyleyse ayn�

zamanda u1 = u2 dir. Böylece eRe halkas� tek türlü kuvvetli temiz olur.
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4. TEM�Z MATR�S HALKALARI

R bir halka ve bir e ∈ R idempotent eleman olsun. e 'ye ba§l� olarak

Peirce decomposition R = eRe⊕eR(1−e)⊕ (1−e)Re⊕ (1−e)R(1−e) ³eklinde

ayr�³t�r�labilir. Matris halkas� üzerinde gösterilmek istenilirse

R ∼=

[
eRe eR(1− e)

(1− e)Re (1− e)R(1− e)

]
(4.1)

olarak yaz�labilir. E§er R birimli ve {e1, e2, ...., en} kümesi de ortogonal idem-

potent elemanlar�n kümesi ise,

R ∼=


e1Re1 e1Re2 · · · e1Ren

e2Re1 e2Re2 · · · e2Ren
...

...
. . .

...

enRe1 enRe2 · · · enRen

 (4.2)

genelle³tirilmi³ matris gösterimi elde edilir. Burada eRe(= {ere|r ∈ R}) , ve

(1 − e)R(1 − e) , R nin alt halkalar�d�r. eR(1 − e) bir eRe-(1 − e)R(1 − e)-

bimodülü ve (1− e)Re , bir (1− e)R(1− e)-eRe-bimodülüdür [29].

Yard�mc� Teorem 4.1: R halkas�nda e bir idempotent eleman olsun. E§er eRe

ve (1− e)R(1− e) halkalar� temiz ise R halkas� da temizdir [24].

�spat 4.1: Peirce decompositiona göre R ∼=

[
eRe eR(1− e)

(1− e)Re (1− e)R(1− e)

]
yaz�la-

bilir. Bir A =

[
a x

y b

]
∈ R olsun. Kabulden a = f+u yaz�labilir. eRe de f 2 =

f idempotent ve u−1 = u1 birimsel elemanlard�r. Ayr�ca b−yu1x ∈ (1−e)R(1−e)

dir ve (1− e)R(1− e) halkas� temiz kabul edildi§inden (1− e)R(1− e) de g2 = g

idempotent ve v−1 = v1 birimsel elemanlar� kullan�larak b−yu1x = g+v e³itli§i

yaz�labilir. Bu e³itliklerden yola ç�karak,
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A =

[
f + u x

y g + v + yu1x

]
=

[
f 0

o g

]
+

[
u x

y yu1x

]
elde edilir.

[
f 0

o g

]
∈

Id(R) oldu§u aç�kt�r. Burada yap�lmas� gereken

[
u x

y yu1x

]
nin birimsel oldu§u-

nun gösterilmesidir.

[
e 0

−yu1 1− e

][
u x

y v + yu1x

][
e −u1x
0 1− e

]
=

[
u 0

0 v

]

oldu§undan ve

[
e 0

−yu1 1− e

]
,

[
u 0

0 v

]
,

[
e −u1x
0 1− e

]
elemanlar� birimsel

oldu§undan R temiz halkad�r.

Teorem 4.2: R bir halka ve ei 'ler ortogonal idempotentler olsun. Her ei için

eiRei temiz ise R halkas� da temizdir [24].

Tümevar�m uygulanarak teoremin ispat� kolayca gösterilebilir.

Önerme 4.3: R temiz halka ise Mn(R) matris halkas� da temizdir [24].

�spat 4.3: E2
ii = Eii ∈ Mn(R) i. sat�r ve sütun eleman� 1 di§er elemanlar� 0 olan

idempotent matris olsun. EiiMn(R)Eii
∼= R 'dir ve R temiz halka oldu§undan her

i için EiiMn(R)Eii halkas� da temiz halkad�r. Peirce decompositiondan Mn(R)

matris halkas� da temizdir.

Teorem 4.4: R halkas�n�n temiz olmas� için gerek ve yeter ³art her n ≥ 1

için Tn(R)'nin temiz olmas�d�r [24].

�spat 4.4: ⇐=: Her n ≥ 1 için Tn(R) temiz olsun. n = 1 için R halkas� temiz

olur.

=⇒: R halkas� temiz olsun. Her n ≥ 1 için Tn(R) nin temiz olmas� tümevar�mla

gösterilebilir. n = 1 için aç�kt�r. n için do§ru oldu§unu kabul edilsin. Öyleyse

A ∈ Tn(R) için A = E + U olacak ³ekilde E ∈ Id(Tn(R)) ve U ∈ U(Tn(R))

vard�r. n + 1 için gösterilmeli. β ∈ Mn×1(R) ve a ∈ R olmak üzere X =[
An×n β

0 a

]
∈ Tn+1(R) olsun. R temiz oldu§undan a = e + u olacak ³ekilde
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e ∈ Id(R) ve u ∈ U(R) vard�r. E1 =

[
En×n 0

0 e

]
∈ Id(Tn+1(R)) ve U1 =[

Un×n β

0 u

]
∈ U(Tn+1(R)) olacak ³ekile X = E1+U1 ³eklinde yaz�labildi§inden

istenilen elde edilmi³ olur.

Tan�m 4.1: R bir halka olsun. Her j ∈ J(R) ve u ∈ U(R) için lu − rj ve

lj − ru grup endomor�zmlar� örten ise R halkas�na bleached halka denir. lu− rj

ve lj − ru grup endomor�zmalar� izomor�zma ise R halkas�na tek türlü bleached

halka denir [19].

Yard�mc� Teorem 4.5: R/J(R) ∼= Z2 olmak üzere R bir lokal halka ve u ∈

U(R), j ∈ J(R) olsun. lu−rj izomor�zma ise her r ∈ R için

[
u r

0 j

]
∈ T2(R)

matrisi tek türlü kuvvetli temiz elemand�r [19].

�spat 4.5: Kabule göre ue12 − e12j = −r olacak ³ekilde tek türlü e12 ∈ R idem-

potent eleman� vard�r. E2 = E idempotent matrisi E =

[
0 e12

0 1

]
olsun.

A =

[
u r

0 j

]
∈ T2(R) matrisi için U = A− E =

[
u r − e12
0 j − 1

]
∈ T2(R) mat-

risi u ve j−1 birimsel olduklar�ndan U ∈ U(T2(R)) olur. Ayr�ca ue12+r = e12j

oldu§undan AE = EA e³itli§i sa§lan�r. Öyleyse A = E + U kuvvetli temizdir.

e12 ∈ R tek türlü oldu§undan E ∈ T2(R) idempotent matrisi de tek türlüdür.

Öyleyse A tek türlü kuvvetli temiz elemand�r.

Benzer ³ekilde a³a§�daki teorem söylenebilir.

Yard�mc� Teorem 4.6: R/J(R) ∼= Z2 olmak üzere R bir lokal halka ve u ∈

U(R), j ∈ J(R) olsun. lj−ru izomor�zma ise her r ∈ R için

[
j r

0 u

]
∈ T2(R)

matrisi tek türlü kuvvetli temiz elemand�r [19].

Sonuç 4.7: R lokal halka olsun. R tek türlü bleached ve R/J(R) ∼= Z2 ise

T2(R) halkas� tek türlü kuvvetli temiz halkad�r [19].
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�spat 4.7: R lokal ve R/J(R) ∼= Z2 oldu§undan R tek türlü temiz halkad�r. a, b,

c ∈ R olacak ³ekilde A =

[
a b

0 c

]
∈ T2(R) olsun. Burada a ve c ∈ U(R) ise

E = 0 matrisi seçilir. Ve A matrisinin tek türlü kuvvetli temiz oldu§u gösterilmi³

olur. E§er a ve c ∈ J(R) ise E =

[
1 0

0 1

]
matrisi seçilir ve A matrisinin tek

türlü kuvvetli temiz oldu§u gösterilmi³ olur. E§er a ∈ U(R) ve c ∈ J(R) (ya da

c ∈ U(R) ve a ∈ J(R)) ise kabulden la − rc (la − rc ) izomor�zma oldu§undan

Yard�mc� Teorem 4.5 ve 4.6'ya göre A kuvvetli temiz olur.

Yard�mc� Teorem 4.8: R bir halka olsun. E§er T2(R) halkas� tek türlü kuvvetli

temiz halka ise R tek türlü bleached halkad�r [8].

�spat 4.8: Önerme 3.31'de T2(R) tek türlü kuvvetli temiz ise ET2(R)E 'nin de

tek türlü kuvetli temiz oldu§u gösterilmi³ti. Öyleyse ETn(R)E ∼= R oldu§undan

R halkas� da tek türlü kuvvetli temiz halka olur. a ∈ J(R), b ∈ U(R) ve r ∈ R

elemanlar�yla A =

[
a −r
0 b

]
∈ T2(R) matrisi olu³turulsun.

T2(R) halkas� tek türlü kuvvetli temiz halka oldu§undan A − E ∈ U(T2(R)) ve

AE = EA olacak ³ekilde tek türlü E = [eij] ∈ T2(R) vard�r. R tek türlü

temiz oldu§undan a − e11 ve b − e22 ∈ U(R) olacak ³ekilde tek türlü e11 ve e22

vard�r ve e11 = 1 ve e22 = 0 d�r. Öyleyse key� x ∈ R için idempotent matris

E =

[
1 x

0 0

]
olarak yaz�labilir. a − 1 ∈ U(R) ve b − 0 ∈ U(R) oldu§undan

A− E ∈ U(T2(R)) d�r. EA = AE oldu§undan ax− xb = −r elde edilir.

Kabul edelim ki ay − yb = −r olacak ³ekilde y ∈ R olsun. Öyleyse A − F ∈

U(T2(R)) ve AF = FA olacak ³ekilde F =

[
1 y

0 0

]
idempotent matrisi bu-

lunur. Bu da T2(R) halkas�n�n tek türlü kuvvetli temiz halka olmas�yla çeli³e-

ce§inden E = F sonucu elde edilir ve x = y oldu§u görülür. Öyleyse la − rb :

R → R bir izomor�zmad�r. Di§er taraftan e§er a ∈ U(R) ve b ∈ J(R) al�n�sa

lb−ra : R→ R bir izomor�zma olacakt�r. Öyleyse R tek türlü bleached halkad�r.
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Teorem 4.9: R bir halka olsun. A³a§�dakiler denktir [8]:

i) R tek türlü temiz ve tek türlü bleached halkad�r.

ii) R de§i³melidir ve bütün n ∈ N için Tn(R) tek türlü kuvvetli temiz halka-

d�r.

iii) R de§i³meli ve baz� n ∈ N için Tn(R) tek türlü kuvvetli temiz halkad�r.

�spat 4.9: i) =⇒ ii) : R tek türlü temiz halka ise R/J(R) ∼= Z2 dir. Öyleyse

R de§i³meli bir halkad�r. Tn(R) halkas�n�n tek türlü kuvvetli temiz halka oldu§u

tümevar�m uygulayarak gösterilebilir.

n = 1 için aç�kt�r. n ≥ 1 için do§ru oldu§unu kabul edelim. a11 ∈ R ,

α ∈ M1×n(R) ve A1 ∈ Tn(R) olacak ³ekilde bir A =

[
a11 α

0 A1

]
∈ Tn+1(R)

eleman� alal�m. R tek türlü temiz oldu§undan u11 = a11−e11 ∈ U(R) ve u11e11 =

e11u11 olacak ³ekilde tek bir idempotent e11 ∈ R vard�r. Ve kabulumuzden U1 =

A1 − E1 ∈ U(Tn(R)) ve E1U1=U1E1 olacak ³ekilde tek bir E1 ∈ Tn(R) vard�r.

x ∈M1×n(R) olmak üzere E =

[
e11 x

0 E1

]
ve U =

[
u11 α− x
0 U1

]
matrislerini

alal�m.

i) E2 = E ⇐⇒ e11x+ xE1 = x;

ii) UE = EU ⇐⇒ u11x+ (α− x)E1 = e11(α− x) + xU1 ,

i ve ii nin birle³iminden

(u11 + 2e11 − 1)x− xU1 = e11α− αE1 (*) elde edilir.

Tek türlü x ∈ M1×n(R) oldu§u gösterilmelidir. R tek türlü temiz oldu§undan

R/J(R) Boole halkas�d�r ve 2 ∈ J(R) olur. Ve u11 ∈ 1 + J(R)'d�r. Böylece

u11 + 2e11− 1 ∈ J(R) oldu§u görülür. x = [x1...xn], e11α− αE1 = [v1 ... vn] ve

her cii ∈ U(R) için U1 =


c11 c12 · · · c1n

0 c22 · · · c2n
...

. . .
...

0 · · · 0 cnn

 olarak yaz�ls�n. (*) e³itli§inden

n tane e³itlik elde edilir:

(u11 + 2e11 − 1)x1 − x1c11 = v1 ;
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(u11 + 2e11 − 1)x2 − x2c22 = v2 + x1c12 ;
...

(u11 + 2e11 − 1)xn − xncnn = vn + x1c1n + ...+ xn−1c(n−1)n .

R tek türlü temiz oldu§undan tek türlü xi ∈ R (i = 1, ..., n) vard�r. Böylece (*)

e³itli§ini sa§layan tek türlü x vard�r. E1U1 = U1E1 oldu§undan

(u11 + 2e − 1)x(e11In + E1) − x(e11In + E1)U1 = α(e11In − E1)(e11In + E1)=

α(e11In − E1)= (u11 + 2e11 − 1)x− xU1 .

y = x(e11In + E1) olsun. Öyleyse (u11 + 2e11 − 1)(y − x) − (y − x)U1 = 0.

y − x = [z1 ... zn] olsun. Öyleyse,

(u11 + 2e11 − 1)z1 − z1c11 = 0;

(u11 + 2e11 − 1)z2 − z2c22 = z1c12 ;
...

(u11 + 2e11 − 1)zn − zncnn = z1c1n + ... + zn−1c(n−1)n . R tek türlü bleached

oldu§undan zi = 0 olur ve y = x bulunur. Bu da e11x + xE1 = x e³itli§ini

verir. Ve de u11x+ (α− x)E1 = e11(α− x) + xU1 elde edilir.

Böylece A =

[
e11 x

E1

]
+

[
a11 − e11 α− x

A1 − E1

]
olacak ³ekilde tek türlü ayr�-

³�m elde edilir. Tn(R) tek türlü kuvvetli temiz halkad�r.

ii) =⇒ iii) : Aç�k.

iii) =⇒ i) : Tn(R) tek türlü kuvvetli temiz ise ETn(R)E de tek türlü kuvvetli

temizdir. Ayr�ca ETn(R)E ∼= R ve Ex =

[
I2 0

0 0

]
olmak üzere ExTn(R)Ex

∼=

T2(R) oldu§undan R ve T2(R) tek türlü kuvvetli temiz halkalard�r. R de§i³meli

ve tek türlü kuvvetli temiz oldu§undan R tek türlü temiz, T2(R) tek türlü kuvvetli

temiz oldu§undan R tek türlü bleached halkad�r.

Örnek 4.10: A ve B lokal halkalar AVB bir ikili modül olmak üzere, R =[
A V

0 B

]
için a³a§�dakiler denktir [22]:

i) R kuvvetli temiz halkad�r.
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ii) E§er a − 1 ∈ J(A), b ∈ J(B) ve v ∈ V ise v = xb − ax olacak ³ekilde

x ∈ V vard�r.

Çözüm 4.10: i) =⇒ ii) : R de ki idempotentler x ∈ V olmak üzere e0 =[
0 0

0 0

]
, e1 =

[
1 0

0 1

]
, ex =

[
1 x

0 0

]
ve fx =

[
0 x

0 1

]
³eklindedir. r =[

a v

0 b

]
olsun. r−e0 , r−e1 , r−ex birimsel de§iller. r−fx =

[
a v − x
0 b− 1

]
∈

U(R) ve fx = xf oldu§undan v = xb− ax elde edilir.

ii) =⇒ i) : r =

[
a v

0 b

]
∈ R alal�m. E§er a − 1 ∈ J(A) ve b ∈ J(B) ise

r =

[
0 x

0 1

]
+

[
a v − x
0 b− 1

]
yaz�labilir. Burada x eleman�n seçimi (2) deki gibi

yap�l�rsa

[
0 x

0 1

]
ve

[
a v − x
0 b− 1

]
de§i³meli olduklar�ndan ispat tamamlanm�³

olur.

Yard�mc� Teorem 4.11: R de§i³meli lokal halka ise R tek türlü bleached halkad�r

[15].

�spat 4.11: u ∈ U(R) ve j ∈ J(R) elemanlar� için lj − ru : R −→ R ve lu −

rj : R −→ R grup endomor�zmalar�n�n birer izomor�zma olduklar�n� göstermek

yeterlidir. ux1 − x1j = y1 ve ux2 − x2j = y2 olacak ³ekilde y1 , y2 ∈ R için

x1 , x2 ∈ R elemanlar� alal�m. y1 = y2 iken ux1 − x1j = ux2 − x2j elde edilir.

Buradan da ux1−x1j−ux2+x2j = u(x1−x2)−j(x1−x2) = (x1−x2)(u−j) = 0

e³itli§i yaz�labilir. u 6= j olaca§�ndan x1 = x2 elde edilir. Öyleyse lu − rj :

R −→ R bir izomor�zmad�r. Ayn� i³lemler lj − ru : R −→ R için de kolayl�kla

gösterilebilece§inden R tek türlü bleached halkad�r.

Yard�mc� Teorem 4.11 ve 4.7'den a³a§�daki teorem söylenebilir.

Teorem 4.12: R bir de§i³meli lokal halka ve n ∈ N olsun. Öyleyse Tn(R)

kuvvetli temiz halkad�r [9].
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�spat 4.12: R bir de§i³meli lokal halka ise R tek türlü bleached ve R tek türlü

temiz halkad�r. Öyleyse Teorem 4.9'a göre Tn(R) kuvvetli temiz halka olur.

Sonuç 4.13: Ri halkalar�n�n her biri de§i³meli lokal halka olmak üzere R =∏
Ri ise n > 1 için Tn(R) kuvvetli temiz halkad�r [9].

�spat 4.13: Ri halkalar�n�n her biri de§i³meli lokal halka oldu§undan bütün i ler

için Tn(Ri) kuvvetli temiz halka olur. Kuvvetli temiz halkalar�n direkt çarp�m�

da kuvvetli temiz oldu§undan
∏
Tn(Ri) kuvvetli temiz olur. Tn(R) ∼=

∏
Tn(Ri)

oldu§undan Tn(R) kuvvetli temiz halkad�r.

R halkas� tek türlü temiz iken Tn(R) halkas�n�n her zaman tek türlü temiz

olamayaca§� a³a§�daki örnekte gösterilmi³tir.

Örnek 4.14: T2(Z2) tek türlü temiz de§ildir [25].

Çözüm 4.14:

[
1 1

1 1

]
=

[
1 0

0 0

]
+

[
0 1

1 1

]
=

[
0 0

0 1

]
+

[
1 1

1 0

]

R halkas� kuvvetli temiz iken Tn(R) halkas�n�n her zaman kuvvetli temiz

olamayaca§� a³a§�daki örnekte gösterilmi³tir.

Örnek 4.15: R = Z5 olsun. Z5 cisim oldu§undan temiz halkad�r.

[
1 0

0 0

]
∈

Id(T2(Z5)) ve

[
0 2

4 3

]
∈ U(T2(Z5)) elemanlar� için

[
1 2

3 4

]
=

[
1 0

0 0

]
+[

0 2

4 3

]
yaz�l�m�yla

[
1 2

3 4

]
∈ T2(Z5) eleman� temizdir. Ancak

[
1 0

0 0

][
0 2

4 3

]
6=

[
0 2

4 3

][
1 0

0 0

]
(4.3)

oldu§undan T2(Z5) kuvvetli temiz de§ildir.
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4.1. M2(Z) Halkas�nda Temiz Elemanlar

Temiz olmayan tam say�lar halkas� Z üzerinde kurulmu³ 2 × 2 boyutlu

matris halkas�n�n temiz olmad�§� bilinmektedir. Bu bölümde M2(Z) halkas�n-

daki idempotent elemanlar�n formlar� gösterilmi³ ve halkan�n temiz elemanlar�na

örnekler verilmi³tir.

Yard�mc� Teorem 4.16: E =

[
x y

w z

]
∈M2(Z) eleman�n�n idempotent olmas�

için gerek ve yeter ko³ul a³a§�daki formlardan biri ³eklinde olmas�d�r [4]:[
0 0

0 0

]
,

[
1 0

0 0

]
,

[
0 0

0 1

]
,

[
1 0

0 1

]
,

[
x y

x(1−x)
y

1− x

]
y 6= 0,

[
x x(1−x)

y

y 1− x

]

�spat 4.16: ⇐:Verilen elemanlar kontrol edilirse idempotent olduklar� kolayl�kla

görülür. =⇒:E§er E idempotentse, E2 = E olmal� yani

[
x y

w z

][
x y

w z

]
=[

x y

w z

]
dir. Öyleyse

x2 + yw = z (4.4)

xy + yz = y (4.5)

wx+ zw = w (4.6)

wy + z2 = z (4.7)

E§er y 6= 0 ya da w 6= 0 ise x+ z = 1 elde edilir. Böylece

yw = x− x2 = x(1− x) = xz (4.8)
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olur. E§er y 6= 0 ise yw = xz dir. Bu da gösterir ki E =

[
x y

x(1−x)
y

1− x

]

dir. Di§er taraftan e§er w 6= 0 ise y = x(1−x)
w

olur. Bu da E =

[
x x(1−x)

w

w 1− x

]

matrisini verir. E§er hem y 6= 0 hem de w 6= 0 ise

[
x x(1−x)

w

w 1− x

]
matrisi[

x y
x(1−x)

y
1− x

]
formundad�r. E§er y = 0 ve w = 0 kabul edilirse,[

x 0

0 z

][
x 0

0 z

]
=

[
x2 0

0 z2

]
elde edilir. Bu da demektir ki x2 = x ve

z2 = z . Öyleyse E ,[
0 0

0 0

]
,

[
1 0

0 0

]
,

[
0 0

0 1

]
,

[
1 0

0 1

]
(4.9)

matrislerinden biridir.

Not 4.17: p 6= 0 için idempotent matrisler

[
x y

x(1−x)
y

1− x

]
y 6= 0 formu

alt�nda [
1 p

0 0

]
,

[
1 0

p 0

]
,

[
0 0

p 1

]
,

[
0 p

0 1

]
, (4.10)

³eklindedirler [4].

Tan�m 4.2: E§er E ∈ M2(Z) idempotent ise detE = 0 ya da detE = 1 dir.

E§er detE = 0 ise E+U toplam� olarak yaz�labilen matrise 0-temiz, detE = 1

ise de 1-temiz denir [4].

A³a§�daki teorem M2(Z) halkas�ndaki elemanlar�n 1-temiz olabilmesi için

gerek ve yeter ko³ulu söylemektedir.

Teorem 4.18: A ∈ M2(Z) ve Tr(A) asal kö³egen elemanlar�n�n toplam� olsun.

A n�n 1-temiz olabilmesi için gerek ve yeter ko³ul detA− Tr(A) = 0 ya da −2

olmas�d�r [4].
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�spat 4.18: A =

[
x y

w z

]
olsun. Determinant� 1 olan tek idempotent matris

birim matris oldu§undan;

A 1-temiz⇔ A = I +U ⇔

∣∣∣∣∣ x− 1 y

w z − 1

∣∣∣∣∣ = ±1 ⇔ (x− 1)(z− 1)− yw = ±1

⇔ (xz − yw)− (x+ z) + 1 = ±1 ⇔ detA− Tr(A) = 0 ya da −2

Örnek 4.19: A =

[
6 2

7 4

]
∈ M2(Z) olsun. detA − Tr(A) = 0 oldu§un-

dan A matrisi 1-temizdir. Gerçekten A =

[
6 2

7 4

]
=

[
1 0

0 1

]
+

[
5 2

7 3

]
e³itli§i yaz�ld�§�nda 5.3 − 2.7 = 1 ∈ U(Z) oldu§undan istenilen sa§lanm�³ olur.

B =

[
2 5

1 5

]
∈ M2(Z) olsun. detB − Tr(B) = −2 oldu§undan B matrisi 1-

temizdir. Gerçekten de B =

[
2 5

1 5

]
=

[
1 0

0 1

]
+

[
1 5

1 4

]
e³itli§i yaz�ld�§�nda

1.4− 1.5 = −1 ∈ U(Z) oldu§undan istenilen sa§lanm�³ olur.

Not 4.17 deki idempotent elemanlar gözönünde tutularak a³a§�daki yard�m-

c� teorem söylenebilir.

Yard�mc� Teorem 4.20: A =

[
a b

c d

]
∈M2(Z) olsun [4].

i) E§er E =

[
0 0

0 0

]
ise A− E birimseldir ⇔ A birimseldir.

ii) E§er E =

[
1 0

p 0

]
ise A− E birimseldir ⇔ ad− bc− a+ bp = ±1.

iii) E§er E =

[
o 0

p 1

]
ise A− E birimseldir ⇔ ad− bc− a+ bp = ±1.

iv) E§er E =

[
1 p

0 0

]
ise A− E birimseldir ⇔ ad− bc− d+ cp = ±1.

v) E§er E =

[
0 p

0 1

]
ise A− E birimseldir ⇔ ad− bc− a+ cp = ±1.

�spat 4.20: �spat 4.18 deki gibi cebirsel i³lemlerle kolayca gösterilebilir.

Teorem 4.21: Determinant� 0 olan bir idempotent E =

[
x y

x(1−x)
y

1− x

]
for-
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munda olsun. A−E nin birimsel olmas� için gerek ve yeter ko³ul a³a§�da verilmi³

Diophantine denklemlerinin x 6= 0, 1, y 6= 0 ve y|x(1 − x) i sa§layacak ³ekilde

çözümünün olmas�d�r [4].

(−b)x2 + (a− d)xy + (c)y2 + (b)x+ (ad− bc− a− 1)y = 0 (4.11)

(−b)x2 + (a− d)xy + (c)y2 + (b)x+ (ad− bc− a+ 1)y = 0 (4.12)

�spat 4.21: A−E birimsel ⇔

∣∣∣∣∣ a− x b− y
c− x(1−x)

y
d− 1 + x

∣∣∣∣∣ = ±1 ⇔ (a−x)(d− 1+

x)− (b− y)(c− x(1−x)
y

) = ±1 ⇔ ad− a+ ax− dx+x−x2− b(c− x(1−x)
y

)+ (cy−

x(1− x)) = ±1 ⇔ ad− a+ (a− d)x+ x− x2 − bc+ bx(1−x)
y

+ cy − x+ x2 = ±1

⇔ b(x− x2) + (ad− bc− a∓ 1)y+ (a− d)xy+ cy2 = 0 ⇔ (−b)x2 + (a− d)xy+

(c)y2 + (b)x+ (ad− bc− a∓ 1)y = 0

Teorem 4.22: A =

[
a b

c d

]
∈M2(Z) olsun. A matrisinin 0-temiz olmas� için

gerek ve yeter ko³ul a³a§�daki durumlardan birinin sa§lanmas�d�r [4].

i) A birimseldir.

ii) ad− bc− d+ bp = ±1

iii) ad− bc− a+ bp = ±1

iv) (−b)x2 + (a− d)xy + (c)y2 + (b)x+ (ad− bc− a− 1)y = 0 diophantine

e³itli§inin a³ikar olmayan bir çözümü vard�r.

v) (−b)x2 + (a− d)xy + (c)y2 + (b)x+ (ad− bc− a+ 1)y = 0 diophantine

e³itli§inin a³ikar olmayan bir çözümü vard�r.

�spat 4.22: Lemma 4.20 ve Teorem 4.21' den aç�kt�r.

Örnek 4.23: A =

[
7 11

1 3

]
∈ M2(Z) matrisi hem 0-temiz hem de 1-temizdir.[

7 11

1 3

]
=

[
0 −2
0 1

]
+

[
7 13

1 2

]
öyleki E =

[
0 −2
0 1

]
, x = 0 ve y = −2
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a³ikar olmayan diophantine e³itlik çözümü için bir idempotent matristir ve A

0-temizdir. Ayr�ca

[
7 11

1 3

]
=

[
1 0

0 1

]
+

[
6 11

1 2

]
oldu§undan A matrisi

1-temizdir [4].

Örnek 4.24: Z tam say�lar halkas�nda e§er a ∈ Z temiz ise, her b ∈ Z için

A =

[
a b

0 0

]
∈M2(Z) ³eklindeki elemanlar temizdir [21].

Çözüm 4.24: a ∈ Z temiz oldu§undan a = e + u olacak ³ekilde u ∈ U(Z)

ve e ∈ Id(Z) vard�r. Öyleyse A =

[
a b

0 0

]
=

[
e 0

0 1

]
+

[
u b

0 −1

]
olacak

³ekilde

[
e 0

0 1

]2
=

[
e 0

0 1

]
ve

[
u b

0 −1

]
∈ U(M2(Z)) bulunur.

Örnek 4.25: A =

[
a b

c d

]
∈M2(Z) olsun. |a−d| = 1 iken A'n�n temiz olmas�

için gerek ve yeter ³art a³a§�daki ko³ullardan birinin sa§lanmas�d�r [7].

i) ad− bc = ±1

ii) a = 0,2; b = c = 0; d = ±1

iii) a = ±1; b = c = 0; d = 0, 2

iv) A =

[
1 0

∗ 0

]
,

[
1 0

∗ 2

]
,

[
−1 0

∗ 0

]
,

[
0 0

∗ 1

]
,

[
2 0

∗ 1

]
,

[
0 0

∗ −1

]

v) A =

[
1 ∗
0 0

]
,

[
1 ∗
0 2

]
,

[
−1 ∗
0 0

]
,

[
0 ∗
0 1

]
,

[
2 ∗
0 1

]
,

[
0 ∗
0 −1

]
.

Örnek 4.26: M ′ =

{[
a b

a b

]
| a, b ∈ Z ve a, b ard�³�k say�lar

}
kümesinin

elemanlar� temizdir.

Çözüm 4.26: A =

[
a b

a b

]
∈M ′ olsun.[

a b

a b

]
=

[
1 1

0 0

]
+

[
a− 1 b− 1

a b

]
³eklinde yaz�ld�§�nda

det

[
a− 1 b− 1

a b

]
= a − b elde edilir. a ve b ard�³�k say�lar oldu§undan
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a− b = ±1 olur ve

[
a− 1 b− 1

a b

]
∈ U(M2(Z)) oldu§u görülür.

Örnek 4.27: M ′ =

{[
x+ 2 x

−x− 1 −x+ 1

]
| x ∈ Z

}
kümesinin elemanlar� te-

mizdir. ∀x ∈ Z için

[
x+ 1 x

−x− 1 −x

]
∈ Id(M2(Z)) idempotent ve

[
1 0

0 1

]
∈

U(M2(Z)) birimseldir. Öyleyse ∀x ∈ Z için[
x+ 2 x

−x− 1 −x+ 1

]
=

[
x+ 1 x

−x− 1 −x

]
+

[
1 0

0 1

]
(4.13)

e³itli§i sa§land�§�ndan M ′ temizdir.
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5. TEM�Z MATR�S CEB�RLER�

Tan�m 5.1: K ve L kümelerinin kartezyen çarp�m� olan K × L nin her alt

kümesine K 'dan L'ye bir ba§�nt� denir. E§er K = L ise, K içinde ba§�nt� veya

K üzerinde ba§�nt� deyimleri kullan�l�r. β , K 'dan L'ye bir ba§�nt� ve (x,y) ∈ β

ise, x ve y elemanlar� β ba§�nt�s�yla ba§l�d�r denir ve xβy yaz�l�r.

Tan�m 5.2: K bir küme ve β , K üzerinde bir ba§�nt� olsun.

i) Her x ∈ K için xβx ise, β ba§�nt�s�n�n yans�ma özelli§i vard�r denir.

ii) x,y ∈ K ve xβy iken, daima yβx oluyorsa, β ba§�nt�s�n�n simetri özel-

li§i vard�r denir.

iii) x,y ,z ∈ K , xβy ve yβz iken daima xβz oluyorsa, β ba§�nt�s�n�n

geçi³me özelli§i vard�r denir.

Tan�m 5.3: K bir küme ve β , K üzerinde bir ba§�nt� olsun. E§er β 'n�n yan-

s�ma, simetri ve geçi³me özellikleri varsa, β 'ya bir denklik ba§�nt�s� denir.

Tan�m 5.4: K bir küme ve β , K üzerinde bir ba§�nt� olsun. E§er β 'n�n yan-

s�ma ve geçi³me özellikleri varsa, β 'ya bir quasi-ordered ba§�nt�s� denir.

Tan�m 5.5: A toplama ve çarpma ikili i³lemleriyle, F cismi üzerinde tan�m-

lanm�³ bo³ olmayan bir küme olsun. Ayr�ca F 'nin elemanlar� A'n�n elemanlar�

ile skaler çarp�labilsin. E§er A, F cismi üzerinde bir vektör uzay�, tan�mlanm�³

ikili i³leme göre bir halka ise ve ayr�ca a, b ∈ A ve γ ∈ F olmak üzere

(γa)b = a (γb) = γ (ab) (5.1)

e³itli§i gerçekleniyorsa A, F cismi üzerinde bir cebirdir denir. Aç�k olarak her

cisim kendi üzerinde bir cebir olarak dü³ünülebilir.
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5.1. Yap�sal Matris Cebirleri (Mn (F, ρ))

Tan�m 5.6: ρ, {1, . . . , n} kümesi üzerinde yans�ma ve geçi³me (quasi-ordered)

özelliklerine sahip bir ba§�nt� olsun. F bir cisim ve aij , matrisin i. sat�r ve j.

sütun eleman� olmak üzere

Mn(F, ρ) = {A ∈Mn(F ) : aij = 0 e§er (i, j) /∈ ρ} (5.2)

kümesi Mn(F ) in birimi I olan bir alt cebiridir ve yap�sal matris cebiri olarak

adland�r�l�r [1].

Her yap�sal matris cebiri Mn(F, ρ), uygun permütasyonlar kullan�larak

blok üst üçgen formda yaz�labilir. Mn (F, ρ) yap�sal matris cebiri için ρ denklik

ba§�nt�s� tan�mlans�n öyleki

(i, j) ∈ ρ olmas� için gerek ve yeter ko³ul (i, j) , (j, i) ∈ ρ

olmas�d�r. [r1] , [r2] , . . . , [rp] , ρ �n ayr�k denklik s�n��ar�n� göstersin. A³a§�daki

gibi π permütasyonu olu³turulsun.

[r1] = {r1 = r11, r12, . . . , r1m1} (5.3)

için

π (1) = π (r11) = 1, π (r12) = 2, . . . , π (r1m1) = m1 (5.4)

olsun ve genel olarak e§er

[rk] = {rk1, rk2, . . . , rkmk
} (5.5)

ise

π (rkj) = m1 +m2 + · · ·+mk−1 + j. (5.6)
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olsun. E§er Mn (F, ρ) için bu permütasyon uygulan�rsa ρ′ elde edilir öyleki

(i, j) ∈ ρ′ ⇐⇒
(
π−1 (i) , π−1 (j)

)
∈ ρ (5.7)

ve Mn (F, ρ
′) 

Mm1 (F ) Mm1×m2 (R) · · · Mm1×mp (R)

0 Mm2 (F ) · · · Mm2×mp (R)
... 0

. . .
...

0 · · · 0 Mmp (F )

 (5.8)

formundaki matrislerden meydana gelir. Burada

m1 +m2 + · · ·+mp = n dir. (5.9)

Ayr�ca R , ya F ya da 0 'a e³ittir [1].

�lerleyen k�s�mda temiz matris halkalar� incelenirken yap�sal matris ce-

birinin yukar�daki gösterimi kullan�lacakt�r. Ve burada gösterimin daha sade

olmas� ad�na s�ralamay� bozmaks�z�n notasyon olarak Mmi
ve Mmi×mj

yerine

Mi ve Mij al�nacakt�r.

Mn (F, ρ) 'nun iki özel alt kümesi vard�r. Bunlar D ve J 'dir. D , blok

diagonal elemanlar�n alt kümesini temsil eder. Yani

D = {diag (A1, . . . , Ap) : Aj ∈Mj} dir. Ve J , kö³egen hariç blok üst üçgen mat-

rislerin kümesini temsil eder. Burada her A ∈ J nilpotent elemand�r (bak�n�z,

[16, p. 120]). Ve de tersten ifade etmek gerekirse Mn (F, ρ) 'nun herhangi bir

nilpotent eleman�n�n J 'nin eleman� oldu§u aç�kt�r. Radikal, nilpotent elemanlar�

içerdi§inden, burada J , Mn (F, ρ) 'nun radikalidir [1].

Konuyu netle³tirmek için, verilmi³ bir ρ ba§�nt�s� yard�m�yla Mn (F, ρ)

nun blok üst üçgen forma çevrilmesini bir örnek üzerinde inceleyelim. Verilen

örnekte dikkat edilmesi gereken nokta ρ nun quasi-ordered (yans�ma ve geçi³me)
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olmas�n�n yan�nda simetri özelli§ine de sahip olmas�d�r. Böylece bloklar�n diago-

nale yerle³tikleri gözlenecektir.

Örnek 5.1: N = {1, 2, 3, 4, 5, 6} ve ρ = {(1, 1), (1, 5), (1, 6), (2, 2) , (2, 3) ,

(3, 2) , (3, 3) , (4, 4) , (5, 1) , (5, 5) , (5, 6), (6, 1) , (6, 5) , (6, 6)} olsun. Burada

ρ = ρ oldu§u aç�kt�r. Öyleyse yap�sal matris cebiri

M6 (F, ρ) =





F 0 0 0 F F

0 F F 0 0 0

0 F F 0 0 0

0 0 0 F 0 0

F 0 0 0 F F

F 0 0 0 F F


: F bir cisim.


(5.10)

³eklindedir. A³a§�daki gibi denklik s�n��ar� olu³turulup, π permütasyonu tan�m-

lanabilir.

[r1] = {r11, r12, r13}, [r2] = {r21, r22}, [r3] = {r31},

öyleki r1 = 1, r12 = 5, r13 = 6, r21 = 2, r22 = 3, r31 = 4

[1] = {r1 = 1, r12 = 5, r13 = 6}, [2] = {r21 = 2, r22 = 3}, [4] = {r31 = 4}.

π (1) = 1, π (5) = 2, π (6) = 3, π (2) = 4, π (3) = 5, π (4) = 6,

yani π = (24635)⇒ π−1 = (25364) dir.

(i, j) ∈ ρ′ ⇐⇒ (π−1 (i) , π−1 (j)) ∈ ρ oldu§u gözönünde tutulursa,

ρ′ = {(1, 1), (1, 2), (1, 3), (2, 1) , (2, 2) , 2, 3, (3, 1) , (3, 2) , (3, 3) , (4, 4) , (4, 5) ,

(5, 4) , (5, 5), (6, 6)} elde edilir. Ve ρ′ a ba§l� yap�sal matris cebiri

M6 (F, ρ
′) =





F F F 0 0 0

F F F 0 0 0

F F F 0 0 0

0 0 0 F F 0

0 0 0 F F 0

0 0 0 0 0 F


: F bir cisim.


(5.11)

³eklindedir. Öyleyse M6 (F, ρ) yap�sal matris cebirinin uygun permütasyonlar
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uygulanmas� sonucu M6 (F, ρ
′) yap�sal matris cebirine dönü³tü§ü gösterilmi³

olur. M6 (F, ρ
′) blok diagonal formda ve yar�-basit yap�da oldu§undan, M1,M2,

ve M3 basit yap�da olan idealler oldu§u [2] deki Teorem 1 kullan�larak ispat-

lanabilir. Ve

M6 (F, ρ
′) =M1 ⊕M2 ⊕M3 (5.12)

yaz�labilir öyle ki

• M1 =





F F F 0 0 0

F F F 0 0 0

F F F 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0


: F bir cisim.


=

{[
A3 0

0 0

]
: A3 ∈M3 (F )

}
,

• M2 =





0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 F F 0

0 0 0 F F 0

0 0 0 0 0 0


: F bir cisim.


=


0 0 0

0 A2 0

0 0 0

 : A2 ∈M2 (F )

 ,

• M3 =





0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 F


: F bir cisim.


=

{[
0 0

0 A1

]
: A1 ∈ F

}
dir [1].
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Mn (F, ρ
′) 'daki bütün bloklar bir denklik s�n�f�na aittir. Ve her bir blok

basit yap�da oldu§undan Mn (F, ρ
′) yar�-basit yap�dad�r. Bu tip halkalar�n temiz

olma durumu ileride yap�sal matris cebirinin yar�-basit oldu§u durumda tekrar

ele al�nacakt�r. �imdi öncelikle Mn (F, ρ
′) '�n basit (simple) oldu§u duruma bak�l-

mal�d�r.

5.1.1. Mn (F, ρ)'nun Basit Oldu§u Durum

Teorem 5.2: ρ , N = {1, . . . , n} üzerinde tan�mlanm�³ yans�ma ve geçi³me

(quasi-ordered) özelliklerine sahip bir ba§�nt� ve Mn(F, ρ), F cismi üzerinde

tan�mlanm�³ yap�sal matris cebiri olsun. E§er Mn(F, ρ) yap�sal matris cebiri

basit (simple) ise Mn(F, ρ) =Mn(F ) dir[1].

�spat 5.2: Mn(F, ρ) = M yap�sal matris cebiri basit olsun. Genelli§i bozmak-

s�z�n yap�sal matris cebirini blok üst üçgen formda kabul edebiliriz. Has nilpotent

elemanlar�n olu³turdu§u radikal J , as�l kö³egen üzerinde kalan üst üçgen blok-

lardan olu³ur ve M nin içindeki tüm matrislerin idealidir. M basit ise M ayn�

zamanda yar�-basittir ve J = {(0)} . O halde M blok kö³egendir ve tam (full)

matris cebirlerinin direkt toplam�d�r. Ama M basit oldu§undan has ideali yoktur

yani tek bir bloktan olu³ur. Yani M, F üzerinde mertebesi n olan tam matris

cebiridir.

Sonuç 5.3: ρ , N = {1, . . . , n} üzerinde tan�mlanm�³ yans�mal� ve geçi³meli

(quasi-ordered) bir ba§�nt� ve Mn(F, ρ), yap�sal matris cebiri olsun. A³a§�da

verilen ifadeler birbirine denktir [1]:

i) Mn(F, ρ) basit,

ii) Mn(F, ρ) =Mn (F ) ,

iii) ρ a³ikar (trivial) ba§�nt�; yani tüm i, j ler için (i, j) ∈ ρ.
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E§er R halkas� temiz ise Mn (R) halkas�n�n da temiz oldu§u biliniyor. Her

cisim temiz oldu§undan Mn (F ) halkas�n�n temiz halka oldu§u aç�kt�r. Öyleyse

bu bilgilere ve Teorem 5.2'ye dayanarak a³a§�daki sonuç yaz�labilir.

Sonuç 5.4: Mn(F, ρ) yap�sal matris cebiri basit ise temizdir.

5.1.2. Mn(F, ρ)'nun Yar�-Basit Oldu§u Durum

Yard�mc� Teorem 5.5: Mn(F, ρ) yap�sal matris cebirinin yar�-basit (semi-sim-

ple) ise a³a§�dakiler birbirine denktir [1]:

i) Mn(F, ρ) yar�-basit,

ii) Mn(F, ρ) = Mm1 (F )⊕Mm2 (F )⊕ ...⊕Mmp (F ) tüm Mmk
(F ) lar basit

öyleki m1 +m2 + · · ·+mp = n.

iii) ρ simetrik ba§�nt�; yani tüm i, j ler için (i, j) ∈ ρ ve (j, i) ∈ ρ.

iv) Her blok Mmk
(F ) , k = 1, 2, ..., p bir denklik s�n�f�na izomorf.

O halde yap�sal matris cebiri Mn(F, ρ) a³a§�daki formdad�r.


Mm1 (F ) 0 · · · 0

0 Mm2 (F ) · · · 0
... 0

. . .
...

0 · · · 0 Mmp (F )

 . (5.13)

Mn(F, ρ) 'nun temiz halka olmas� için her bir blok matrisin temiz halka olmas�

gerekmektedir. k = 1, 2, ..., p için matris halkalar�n�n her biri basit oldu§undan

ayr� ayr� full matris cebirlerine izomorfturlar. Öyleyse her bir Mmk
(F ) temiz

olaca§�ndan direkt toplamlar� da temiz halka olacakt�r.

Sonuç 5.6: Mn(F, ρ) yap�sal matris cebiri yar�-basit ise temizdir.
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5.1.3. Mn(F, ρ) �çin Genel Durum

Yard�mc� Teorem 5.7: A =


Mm1 (F ) Mm1×m2 (R) · · · Mm1×mp (R)

0 Mm2 (F ) · · · Mm2×mp (R)
... 0

. . .
...

0 · · · 0 Mmp (F )


blok üst üçgen formda yaz�lm�³ bir matris ve m1 + m2 + · · · + mp = n olsun.

Öyleyse detA = detMm1 (F ) . detMm2 (F ) ... detMmp (F ) dir.

Yard�mc� Teorem 5.8: k = 1, 2, ..., p için E2
mi

= Emi
idempotent matris ol-

sun. m1 +m2 + · · · +mp = n olmak üzere E =


Em1 0 · · · 0

0 Em2 · · ·
...

... 0
. . . 0

0 · · · 0 Emp

 blok

diagonal matrisi de idempotenttir.

Teorem 5.9: Mn(F, ρ) yap�sal matris cebiri temizdir.

�spat 5.9: n = 1 ise Mn(F, ρ) = [F ] olur yani yap�sal matris cebiri F cismine

e³it olaca§�ndan Mn(F, ρ) temizdir.

n = 2 ise M2(F, ρ) birinci durumda i = 1, 2 için |Ai| = mi = 1 dir ve

M2(F, ρ) =

{[
F ∗
0 F

]
|∗ ∈ F ve F cisim

}
(5.14)

formundad�r. Verilen forma uygun key� A ∈M2(F, ρ) alal�m.

A =

[
e1 + u1 ∗

0 e2 + u2

]
=

[
e1 0

0 e2

]
+

[
u1 ∗
0 u2

]
olarak yaz�ld�§�nda

[
e1 0

0 e2

]
matrisi idempotent matristir. Ayr�ca det

[
u1 ∗
0 u2

]
= u1.u2 ∈

U(M2(F, ρ)) oldu§undan

[
u1 ∗
0 u2

]
matrisi birimseldir. Öyleyse seçilen A mat-

risi temizdir.
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�kinci durumda matris cebirinin elemanlar� 1 blok halindedir ve m1 = 2

dir.

M2(F, ρ) =

{[
F F

F F

]
|F cisim

}
(5.15)

formundad�r. M2(F, ρ) basit oldu§undan tam matris cebirine izomorftur. Yani

M2(F, ρ) = M2(F ) dir. M2(F ) halkas�n�n temiz oldu§u bilindi§ine göre, her

A ∈M2(F, ρ) temiz olacakt�r. Öyleyse M2(F, ρ) temizdir.

n = 3 ise M3(F, ρ) birinci durumda i = 1, 2, 3 için mi = 1 dir. Ve

ayr�ca

M3(F, ρ) =


 F ∗ ∗

0 F ∗
0 0 F

 |∗ ∈ F ve F cisim

 (5.16)

formundad�r. Verilen formda seçilmi³ key� A ∈M3(F, ρ) için A matrisi

 e1 + u1 ∗ ∗
0 e2 + u2 ∗
0 0 e3 + u3

 =

 e1 0 0

0 e2 0

0 0 e3

+

 u1 ∗ ∗
0 u2 ∗
0 0 u3

 (5.17)

³eklinde yaz�labilir. Burada

 e1 0 0

0 e2 0

0 0 e3

 idempotent ve det

 u1 ∗ ∗
0 u2 ∗
0 0 u3


= u1.u2.u3 ∈ U(M3(F, ρ)) oldu§undan

 u1 ∗ ∗
0 u2 ∗
0 0 u3

 birimseldir. Öyleyse A

matrisi temizdir.

�kinci durumda M3(F, ρ) 2 bloktan olu³ur. m1 = 1 ve m2 = 2 dir.

M3(F, ρ) =


 F ∗ ∗

0 F F

0 F F

 |∗ ∈ F ve F cisim

 (5.18)
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formunda yaz�labilir. Verilen formda seçilmi³ key� bir A ∈ M3(F, ρ) alal�m.

M2(F ) temiz oldu§undan Am2 blo§u, m2 boyutlu idempotent matris E2 ve m2

boyutlu birimsel matris U2 yard�m�yla

• A =

 e1 + u1 ∗ ∗
0 e2 + u2 e3 + u3

0 e4 + u4 e5 + u5

 =

[
e1 0

0 E2

]
+

[
u1 ∗
0 U2

]

= E3 + U3

³eklinde yaz�labilir. Burada detU3 = u1. detU2x2 oldu§undan detU3 6= 0 d�r.

Öyleyse A matrisi temizdir.

Son olarak M3(F, ρ) tek bloktan olu³abilir ve burada m1 = 3 olur.

M3(F, ρ) =


 F F F

F F F

F F F

 |F cisim

 (5.19)

formundad�r. Bu durum da M3(F, ρ) basit oldu§undan tam matris cebirine

izomorftur yani M3(F, ρ) = M3(F ) tür. Öyleyse bu formda seçilmi³ bütün

A matrisleri temiz olacakt�r. Sonuç olarak ∀A ∈ M3(F, ρ) temiz oldu§undan

M3(F, ρ) da temizdir. E§er nxn boyutlu matrisler üzerinde gösterilmek is-

tenilirse yukar�daki nümerik gösterimlerden yola ç�karak a³a§�daki genel form

yaz�labilir. Mn(F, ρ) yap�sal matris cebiri uygun permütasyonlar kullan�larak

Mn(F, ρ
′) blok üst üçgen forma çevrilmi³ olsun. Öyleyse key� bir A ∈ Mn(F, ρ

′)

al�nd�§�nda A = D + J olacak ³ekilde diagonal ve kö³egen hariç blok üst üçgen

matrislerin olu³turdu§u idealdeki elemanlar�n toplam� ³eklinde yaz�labilir. Bu-

rada D =Mm1 (F )⊕Mm2 (F )⊕ ...⊕Mmp (F ) ve m1 +m2 + · · ·+mp = n dir.

Öyleki
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• Mm1 (F ) =





F · · · F 0 · · · 0
...

... 0

F · · · F
...

0 0
...

. . .

0 · · · 0


: F bir cisim


=

{[
A1 0

0 0

]
: A1 ∈ Mm1 (F )

}
,

• Mm2 (F ) =





0 · · · 0
. . .

0 0 0 0
... F · · · F

...
...

...
F · · · F

0 · · · 0 0 0 0


: F bir cisim


=


 0 0 0

0 A2 0

0 0 0

 : A2 ∈ Mm2 (F )

 ,

• Mmp (F ) =





0 · · · 0
. . .

...

... 0 0

F · · · F
...

...
0 · · · 0 F · · · F


: F bir cisim


=

{[
0 0

0 Ap

]
: Ap ∈ Mmp (F )

}

³eklindedir. Öyleyse Mn(F, ρ
′),


Mm1 ∗ ∗ ∗
0 Mm2 ∗ ∗
0 0

. . . ∗
0 0 Mmp

 formundaki mat-
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rislerden olu³acakt�r. Burada ∗ ile gösterilen alanlarda 0 ya da farkl� boyutlarda

blok martisler olabilir. ∀i ∈ {1, 2, ..., p} için Mmi
(F ) bloklar� temiz oldu§undan

∀Ami
∈ Mmi

(F ) için Ami
= Emi

+Umi
yaz�lacak ³ekilde E2

mi
= Emi

idempotent

matrisleri ve Umi
birimsel matrisler vard�r. Öyleyse

A ∈Mn(F, ρ
′) matrisi


Mm1 ∗ ∗ ∗
0 Mm2 ∗ ∗
0 0

. . . ∗
0 0 Mmp

 =


Em1 0 0 0

0 Em2 0 0

0 0
. . . 0

0 0 Emp

+

Um1 ∗ ∗ ∗
0 Um2 ∗ ∗
0 0

. . . ∗
0 0 Ump

 ³eklinde yaz�labildi§inden ∀n ∈ N için Mn(F, ρ) halka-

s�n�n temiz oldu§u gösterilmi³ olur.

Öyleyse Mn(F, ρ) yap�sal matris cebirinin, Mn(F ) matris halkas�n�n temiz

alt halkas�na örnek oldu§u söylenebilir. Ayr�ca burada F yerine key� bir temiz

halka al�nd�§�nda da Mn(R, ρ) halkas�n�n temiz oldu§u aç�kt�r.

5.1.4. Temiz Olmayan Bir R Halkas� �çin Mn(R, ρ)

Bu bölümde R halkas� de§i³meli ve birimli bir halka olarak al�nm�³t�r. R

halkas� üzerine kurulmu³ Mn(R, ρ) yap�sal matris halkalar�nda baz� idempotent

elemanlar ve bu elemalara ba§l� birimsel eleman yap�lar� hakk�nda bilgi verilmeye

çal�³�lm�³t�r. Mn(R, ρ) halkas�n�n temizli§i hakk�nda kesin bir karara var�lama-

makla birlikte temiz elemanlar�n�n bulunabilme yolu aç�lmaya çal�³�lm�³t�r.

Yard�mc� Teorem 5.10: Mn(R, ρ) yap�sal matris cebirinin 0 dan farkl� merkezil

idempotenti e ve I = {1, 2, ..., n} olsun. Öyleyse Ej j. sat�r ve j. sütunundaki

eleman� 1 ve di§er bütün elemanlar� 0 olan bir idempotent matris olmak üzere

e =
∑
j∈J
Ej olacak ³ekilde I n�n bir J alt kümesi vard�r [12].

Önerme 5.11: Mn(R, ρ) = S olsun. J(S) = {A ∈ S|Aij = 0 if (i, j) ∈ ρ} dir
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[12].

Yard�mc� Teorem 5.12: Ei i. sat�r ve i. sütunundaki eleman� 1 ve di§er bütün

elemanlar� 0 olan bir idempotent matris olsun. E = Ei ve η ∈ J(S) olmak

üzere E = E + η , Mn (F, ρ) nun idempotent eleman� olsun. Öyleyse her i ≥ 3

için

• E = E + (η + η2 + · · ·+ ηi−1)E + E (η + η2 + · · ·+ ηi−1)

+
i−2∑
k=1

(
η + η2 + · · ·+ ηi−1−k

)
Eηk + ηi

dir [12].

Sonuç 5.13: Yard�mc� Teorem 5.12'ye göre a³a§�dakiler söylenebilir.

i) E§er η n�n nilpotentlik derecesi 2 ise E = E + ηE + Eη d�r;

ii) E§er η n�n nilpotentlik derecesi s > 2

ise

• E = E + (η + η2 + · · ·+ ηs−1)E + E (η + η2 + · · ·+ ηs−1)

+
s−2∑
k=1

(
η + η2 + · · ·+ ηs−1−k

)
Eηk

d�r [12].

Sonuç 5.14: Yard�mc� teorem 5.12'deki duruma göre E , Mn (R, ρ) de idempo-

tent olsun. θ = η + η2 + · · ·+ ηs−1 olmak üzere

E = E + Eθ + θE + θEθ (5.20)

olacak ³ekilde θ ∈ J(S) vard�r.

Tersine, e§er θ ∈ J(S) ve E = Ej (j ∈ {1, 2, . . . , n}) ise

E = E + Eθ + θE + θEθ (5.21)
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Mn (R, ρ)'da bir idempotenttir [12].

Yard�mc� Teorem 5.15: θ ∈ J(Mn (R, ρ)), E = Ej (j ∈ {1, 2, . . . , n}) ve

E = E + Eθ + θE + θEθ (5.22)

idempotent olsun. Öyleyse

(In − θE)(In + θE) = In (5.23)

ve

(In + Eθ)(In − Eθ) = In (5.24)

olmak üzere

U = (In + Eθ) (In − θE) ∈Mn (R, ρ) (5.25)

birimseldir ve

UEU−1 = E (5.26)

dir. Ve U−1 = (In + θE)(In − Eθ)'d�r [12].

Her bir j ∈ {1, 2, . . . , n} için, θj ∈ J seçilirse

Ej = Ej + Ejθj + θjE
j + θjE

jθj (5.27)

ve

Uj = (In + Ejθj)(In − θjEj) (5.28)

oldu§u görülür.

Sonuç itibariyle temiz olmayan bir R halkas� üzerinde kurulan herhangi

bir yap�sal matris cebirinde tan�mlanan E idempotent ve U birimsel elemanlar

kullan�larak E + U ³eklinde yaz�labilecek temiz elemanlar bulunabilir.
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6. SONUÇLAR

Tezimizde temiz halka, kuvvetli temiz halka ve tek türlü kuvvetli temiz

halka yap�lar� çal�³�lm�³, temel özellikleri incelenerek bu halka yap�lar�na ait

örnekler verilmi³tir. Temiz olmayan halkalar�n temiz olma ko³ullar� ara³t�r�lm�³,

temiz halkalar�n alt halkalar�n�n temiz olmak zorunda olmad�§� görülmü³tür.

Temiz bir R halkas� üzerinde kurulmu³ Mn(R) ve Tn(R) matris hal-

kalar�n�n da temiz olduklar� gösterilmi³tir. M2(R) halkas�n�n idempotent ele-

manlar� belirlenip seçilen bir R halkas� temiz de§ilken M2(R) da temiz eleman-

lara örnek verilmeye çal�³�lm�³t�r. Temiz olmayan M2(R) halkas�ndan seçilmi³

elemanlar�n determinantlar�na bak�larak 1-temiz ya da 0-temiz olduklar�n� söyle-

yebilecek ³artlar verilmi³tir. Ve bu durum için örnekler eklenmi³tir.

Son bölümde Mn(F ) halkas�n�n bir alt halkas� olan Mn(F, ρ) yap�sal

matris halkas�n�n basit olmas� durumunda tam matris cebirine izomorf olaca§�

söylenip, temiz oldu§u gösterilmi³tir. Yar�-basit oldu§u durum da ise basit hal-

kalar�n direkt toplam� ³eklinde yaz�labilece§i gösterilip, böylece temiz oldu§u

ispatlanm�³t�r. Bu bilgiler kullan�larak Mn(F, ρ) halkas�n�n genel durumda da

temiz olma özelli§ini sa§lad�§� gösterilmi³tir.

Son olarak temiz olmayan bir R halkas� üzerinde olu³turulan Mn(R, ρ)

halkas�n�n idempotent ve birimsel elemanlar�n formlar� belirlenmi³ ve bu ele-

manlar� kullanarak yap�sal matris halkas�nda temiz elemanlar elde edilebilece§i

gösterilmi³tir.
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