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OZET

Yiiksek Lisans Tezi
FARK DENKLEMLERI UZERINE BIR CALISMA
Fatma Nihan KARAGOZ

Silleyman Demirel Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali

Danisman: Prof. Dr. Bilender PASAOGLU

Tezin ilk béliimi olan giris kisminda ge¢misten bugiine fark denklemleri ve bu
konuda yapilan ¢alismalar ele alinmistir. Ikinci béliimde kaynak 6zetlerine yer
verilmistir. Uciincii béliimde fark denklemlerine temel teskil edecek tanim,
teorem ve bilgilerden bahsedilmis, dérdiincii boliimde fark denklemleri konusu
genel bir bicimde anlatilmistir. Besinci béltimde birinci mertebeden lineer fark
denklemleri ve ¢6ziim yontemleri anlatilmis, yeterli sayida 6rnek verilmistir.
Ayrica bu boélimde birinci mertebeden fark denklemlerinin kararhiliklar:
konusuna da deginilmistir. Altinc1 boltim ikinci mertebeden fark denklemlerini
konu alirken, yedinci boéliimde k. mertebeden fark denklemleri ve 6rnekleri
tizerinde durulmustur. Sekizinci bolimde c¢oziimlerin limit alma davranisi
anlatilmis, dokuzuncu boéliimde fark denklem uygulamalar1 gunliik hayattan
orneklerle verilmistir. Tezin onuncu ve son bolimi ise sonu¢ ve Onerilere
ayrilmistir.

Anahtar Kelimeler: Fark Denklemleri, Birinci Mertebeden Lineer Fark
Denklemleri, ikinci Mertebeden Lineer Fark Denklemleri, k. mertebeden Lineer
Fark Denklemleri, Denge Noktasi, Kararhlik, Limit Alma Davranisi, Asimtotik
Kararlilik, Global Asimtotik Kararlilik, Salinimlhilik.
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ABSTRACT

M.Sc. Thesis
A STUDY ON DIFFERENCE EQUATIONS
Fatma Nihan KARAGOZ

Siileyman Demirel University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics

Supervisor: Prof. Dr. Bilender PASAOGLU

In the introduction which is the first section of our study; the history of
difference equations, prior search on difference equations and usage areas of
these equations were mentioned. In the second section, information about some
of the studies regarding difference equations and their solution methods
studied before were given. In the third section, general definitions and theorems
related to difference equations were given and in the fourth section difference
equations, their classifications and solutions were emphasized. In the fifth
section, information is given about first order linear difference equations and
solution ways with different examples. Also in this section stability of first order
linear difference equations was studied. In the sixth section, second order linear
difference equations with their solution ways were examined and in the seventh
section k" order difference equations were mentioned with different
examples. In the eighth section limit behaviours of solutions were investigated,
as for the ninth section, applications of linear difference equations were given
with daily life problems from the field of several sciences. Finally, in the last
section of this thesis, some conclusions and suggestions were given.

Keywords: Difference Equations, First Order Linear Difference Equations,
Second Order Linear Difference Equations, kt" Order Linear Difference
Equations, Equilibrium Point, Stability, Limit Behaviours of Solutions,
Asymptotic Stability, Global Asymptotic Stability, Oscillation.
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1. GIRIS

Gelisen ve degisen teknoloji ile birlikte miihendislik, fizik, kimya, biyoloji,
genetik, kuantum, ekonomi gibi bilim alanlarinda yasanan gelismeler
beraberinde matematiksel problemleri de getirmektedir. Bu problemlerin
¢oziimi fark denklemleri ile yapilmaktadir. Ciinkii bu alanlarda karsilasilan

problemlerde bagimsiz degiskenin siirekli olmadig1 durumlarla karsilasilabilir.

Fark denklemi; bir veya daha ¢ok degiskenli bir fonksiyonun sonlu farklar ile
bagimsiz degiskenleri arasindaki cebirsel bir bagintidir. Diferansiyel
denklemlere benzerlik gosteren ve inceleme siireci yoninden daha yeni olan

fark denklemlere fonksiyonel denklemler de denir (Elaydi, 2000).

Bagimsiz degiskenin siirekli oldugu durumda, y(x) bagimli degiskenin degisimi
y'(x),y" (x), ... turevleri yardimiyla aciklanabilmektedir. Ancak x in (discrete)
degerler almasi durumunda degisim tiirevler yardimiyla aciklanamaz. Burada

devreye icinde sonlu farklarin bulundugu fark denklemleri girer.

Diferansiyel denklemlerde fiziksel olaylarin matematiksel modeli, stirekli
degisim oranlar1 arasindaki denklemler ile ifade ediliyordu. Fakat 20. ytizyilin
baslarinda radyasyondaki quanta ile biyolojide gortilen genetik olaylardaki
gelismeler, tim doga olaylarinin stireklilik terimleri ile ifade edilmeyecegini
gostermistir. Boylece fark denklemleri kullanilarak diferansiyel denklemlerde
gorilen siireksizlik halleri kaldirilmak istenmistir. Glinlimiizde bir¢ok alanda
uygulanan fark denklemleri, daha c¢ok hareket analizinde devreleri
matematiksel olarak ifade etmede, ekonomide talep ve arz denklemlerini
olusturmada, ekonomik dalgalanmalar veya devresel hareketleri agiklamada

yaygin olarak kullanilmaktadir (Tollu, 2009).

Klasik fark denkleminde herhangi bir x;, noktasindan baslayarak bir
xo,f(xo),f(f(xo)),f(f(f(xo))) ... dizisi olusturulabilir. Ayrica burada

f2xo) = f(f(x0)) , f3(x0) = fF(f(f(x0))), .. olur. Yine burada f(x), %o

noktasinda f nin birinci iterasyonunu; f2(x,), x, noktasinda f nin ikinci



iterasyonunu ve boyle devam edilerek f™(x,), x, noktasinda f nin n.
iterasyonunu gosterir. f°(x,) = x, olmak iizere tiim pozitif {f™(x,):n = 0}
iterasyonlarinin kiimesi, x, noktasinda pozitif yoriinge olarak adlandirilir ve
0(x,) ile gosterilir. Iste bu iterasyon siireci, ayrik dinamik sistemlere bir érnek

teskil etmektedir.

Ornegin, f(x) = x?%,x, = 0,6 icin {f™(x,)} iterasyon dizisi bulunurken x yerine
0,6 konularak tekrarl (iterasyonel) bicimde 0,6, 0,36, 0,1296, 0,01679616... say1
dizisi elde edilebilir. Boylece f™(0,6) nin iterasyonunun sifira yakinsadigl
goriilebilir. Bir baska ifadeyle, 6rnegin her x, € (0,1) icin n = oo iken f™(x,)
sifira gider ve x, € [—1,1] ise f™(x,) sonsuza gider. Ayrica burada f™(0) =
0, f™(1) = 1 ve biitiin pozitif tamsayilar i¢in f*(—1) = 1 dir (Elaydi, 2000).

Egitimde oncelik, diferansiyel denklemlere verilmektedir. Egitimde oncelik fark
denklemlerine verilmelidir. Ciinkii 6grencilere fark denklemleri teorisini
kavratmak icin daha az 6n bilgi gerekir ve bu teori egitimin devami i¢in lineer
cebir ile birlikte kuvvetli bir alt yap1 olusturur. Fark denklemleri teorisinden
sonra, diferansiyel denklemler teorisi daha kolay 6gretilebilir (Akin ve Bulgak,

1998).

Sonlu fark islemleri Newton ile yayillmaya baslamistir. 1825 yilindan 6nce lineer
fark denklemleri incelenmemistir. 1885 yilinda Poincaré ile lineer fark denklem

teorisine girilmistir (Catal, 2004).

Ardisik tekrar islemi bir 6nceki adimda bulunan degerin bir sonraki adimda
kullanilarak yeni bir deger elde edilmesidir. Fark denklemlerinde ise ardisik
tekrar islemleri kullanilarak istenilen bir terimin degeri bulunabilir. Ayrica
sadece kesikli (stireksiz) degerler kiimesinde degisen bazi degiskenlere sahip
problemler ardisik tekrar islemlerinin de yardimi ile fark denklemlerini iceren
matematik modellerle ifade edilebilir. Ornegin ekonomide béyle bir degisken
zamandir. Ekonomistler bu kesikli zaman araliklar iizerinde periyot analizi
denen ulusal gelir davranisi ve diger ekonomik degiskenleri inceler (Goldberg,

1960).



Ardisik tekrarla sayma fikri ¢ok eskidir. Fark denklemleri tam olarak
bilinmemekle birlikte M.0. 2000’lere Babiller’in kok bulma c¢abalarina dayanir
(Lakshmikhantham and Trigiante, 2002).

M.O. 450’lerde daha acik formda Pisagor’un ii¢gensel sayilar calismasi;
tn = tn_]_ +n
denklemi ve tam kare say1 denklemi;

Sﬂ. = Sn—l + n2

fark denklemlerine katkilar saglamistir.

k1 =] :
17
‘I

Sekil 1.1. Uggensel sayilar (Kulenovic vd., 2000)

Pisagor ayrica Pell denkleminin 2 civarinda ¢6ziimii i¢in;
x% — 2y? = 1 (Pell denklemi )

Xn = Xp-1+ 2Yn-1

Yn = Xn—1+ Yn-1

fark denklem sistemini kullanmistir.

M.O. 250’lerde Arsimet cemberin cevre hesabi ve 7 sayisinin yaklasik degeri
lizerinde ¢alisirken,

Py = anpn/P +
n T Pn

Pon =+ PnPon

denklemlerini kullanmistir.



Bu esitliklerde P, = n kenarl bir ¢okgenin disina cizilen ¢emberin ¢evresi iken,
pn=n kenarli bir cokgenin i¢ine ¢izilen gemberin ¢evre uzunlugudur.

M.S. 400-1200 yillar1 aras1 matematik adina soniik bir donemdir. Avrupa’da bu
donemde etkileyici bir ¢alisma olmamistir. Ortadogu’da yapilan ¢alismalarda
one c¢ikan isim Omer Hayyam olmustur. Kesin olarak bilinmemekle birlikte
1000-1100 yillar1 civarinda, Chia Hsien ve Omer Hayyam en eski fark denklemi

orneklerinden olan;

bny1r = bnr + byyr—q

esitligi izerinde ¢calismislardir (Lakshmikhantham and Trigiante, 2002).

1202’de Fibonacci dizisinin temeli olan “tavsan problemini” Fibonacci olarak da
bilinen Leonardo di Pisa isimli iinlii italyan matematik¢i ortaya atmistir. Aslinda
bu bazi kaynaklarda fark denklemlerinin baslangici olarak diisiiniiliir. Problemi

ele alirsak:

Bir tavsan ailesi ele alinsin. Tavsanlar hizli iireyen hayvanlardir. Bir gift
tavsanin, dogduktan iki ay sonra ancak yeni yavru yapabilecek olgunluga eristigi
ve her olgun tavsan ciftinin her ay yeni bir yavru yapabildigi kabul edilsin. Olgun

bir cift tavsan ile baslandiginda, bir y1l sonra kag cift tavsan elde edilir?

Cizelge 1.1. (Elaydi, 2000) Tavsan sayilar1

Ay 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Ciftsayiss 1 2 3 5 8 13 21 34 55 89 144 233 377

n ayin sonundaki tavsan cifti sayisini veren matematiksel esitlik, ikinci
mertebeden fark denklemi yoluyla modellenmistir.

Fn+2)=F(n+1)+Fn), F(0)=1,F(1) =2,0<n< 10. (1.1)

Bu esitlik ikinci mertebeden fark denklemidir ve asagida verilen Fibonacci

serisinin baslangi¢ degerleri farkli olan 6zel bir halidir.

F(n+2) = F(n+1) +F(n), F(0) = 0,F(1) = 1,n > 0. (1.2)
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Sekil 1.2. (Elaydi, 2000) Aylara gore tavsan ciftleri

(1.1) denklemi sabit katsayili lineer homojen fark denklemidir, karakteristik
denklem;

A? — 1 — 1 = 0 seklindedir ve

karakteristik kokleri 4; = %g ve A, = %g olup, genel ¢6ziim

F(n)=a (14_2\@] +a, [%} dir (a; ve a, sabitler, n> 1 olmak tlizere).
F(1)=1 ve F(2)=1 baslangi¢ kosullari ile, a4, a, keyfi sabitler olmak tizere;

1
ve a,=-——= bulunur.

1
" N3

Sonug olarak,

1 |(1+4BY (1-B) | 1. .,
o (8| s

esitligi elde edilir. Ilgingtir ki; dizinin limiti

lim F (11

= ()

~1.618 dir.

Bulunan bu yaklasik deger altin oran (golden mean) olarak bilinmektedir
(Elaydi, 2000). Fibonacci’ nin {inlii tavsan problemi Fibonacci dizisinin
olusmasina zemin hazirlamistir. Tavsan problemi ile ilgili, literatiirde rastlanilan

bir diger sekil, aylara gore tavsan cifti sayilar1 Sekil (1.3)’ te gosterilmistir.



Je Ty
83

8@ 6 -
3883 38 ;

3883833888

Sekil 1.3. (Kulenovic vd., 2000) Fibonacci dizisi

1600-1700 yillar1 arasinda fark denklemleri ve yinelemeli sayma iizerine
calismalar yapan matematikgiler; Francesco Maurolica, Fermat, Pascal, Sir
Thomas Harriet, Henry Briggs, Leibniz, Newton ve Euler’dir. Bu kisiler arasinda
en 6nemli calismay1 Newton, glinlimiizde “Newton Metodu” olarak bilinen kok

bulma formiiliinii (niimerik analizde yer alan)

f(xn)

le+1 = le _f/(x )
n

seklindeki fark denklemi ile ifade etmistir (Kulenovic vd., 2000).

18. yy’da temel lineer fark denklemleri teorisini gelistiren matematikgciler
Moivre, Euler, Lagrange, Laplace, Simson, Cotes olmustur. Yine bu dénemde
Riccati'nin ¢alismalar1 olmustur. “Riccati fark denklemi” olarak bilinen denklem

asagida belirtilmistir.

a+ bx,
c+dx,

Xn4+1 =



1755’ te Euler’in “Institutiones calculi differentials” eseri goriilmektedir. Bu
kitap sonlu fark hesaplamasi ile baslamaktadir. Kitapta Euler’in sonlu fark icin
“A" semboliinii kullandig1 goriilmektedir. Bu da kisaca Ay = y(n+ 1) — y(n)

esitligini yazma kolayligini getirmistir.

1800’ lerde ad1 gecen matematikciler; Babbage, Bessel, Farey, Gauss, Legendre
dir. Ayrica lineer fark denkleminin ¢dziimlerinin asimptotik 6zellikleri 1880
lerde Poincaré tarafindan ortaya konmustur. Fark denklemleri 1820 ve 1850
yillar1 arasinda da arastirmacilarin kullandigi denklemlerden olmustur.
Ozellikle 6ne ¢ikan isimler Cauchy, Liouville ve Sturm’dur. Bu dénemde salinim
teorisi uzerine yogun calismalar siirdiriliirken, ikinci mertebeden Sturm-

Liouville fark denklemi; asagidaki gibidir.
A(rAxy) = PyXp41=0, Axy = Xpp1 — X

1826-1850 arasinda popiilasyon c¢alismalart matematiksel modellemelerle
zenginlestirilmistir. Bu model bir popiilasyonun kendinden 6nceki popiilasyon
biiyiikliigi ile orantili olmasi fikrine dayanmaktadir. Matematiksel model su

sekildedir:

Pe+1 = TPt

Burada t; zaman, p;; t zamandaki popiilasyon blytkligi, ps,q; bir sonraki
zaman dilimindeki popiilasyon biiyiikligli ve r biliyiime orani anlamina
gelmektedir. Verhulst, 1846 yilinda popilasyon biiylimesinin sadece niifusun
hacmine bagh olmadigini, ayni zamanda bu hacmin popiilasyonun iist limitinden
ne kadar uzak oldugunun da o6nemli oldugunu vurgulamistir. Ayrica

Verhulst 6nceki niifus ve sonraki niifusun biiytikliigiinii orantili yapmak icin

(k=poy

Pe+1 = TPt

lojistik fark denklemini 6ne siirmiistiir (Kulenovic vd., 2000).



1850 li yillardan sonra herhangi bir canl tiirtiniin gelecekteki durumuyla ilgili
tahminler yapilirken, bu tiiriin ¢ogalmasini etkileyebilecek tim i¢, dis ve
cevresel faktorler goz Oniine alinacak oldugundan fark denklemlerinden

yararlanilmaya baslanmistir.

1900’lerde ardisik denklemler bazi matematiksel mucizeler olusturmaya
baslamistir. Bunlar diizlem doldurma egrileri ya da fraktallarla baslar. Bu egriler
hi¢bir bosluk birakmadan diizlem dolduran egrilerdir. Bunun gibi egriler ilk
1890 yilinda Peano tarafindan kesfedilmistir. Fark denklemlerini duiizlem
doldurma egrileri ile kullanan diger matematikg¢iler Hilbert ve Van Koch
olmustur. Diizlem doldurma egrilerinin ve fraktallarin bircok uygulamasi vardir.
Bunlardan biri de adi diferansiyel denklemlerin yaklasik ¢6ziimleri icin kapali
ve acik yinelemeli yontemler ailesinin 6nemli bir tiri olan Runge-Kutta
yontemleridir. Boylece artik fark denklemleri kullanilarak diferansiyel

denklemlerin niimerik ¢6zliim yontemlerine gecilmistir.

1926-1950 yillar1 arasinda Julia ve Fatou tarafindan fark denklemleri ve ardisik
yontemleri kompleks fonksiyonlar iizerinde baslanmis ve bu iki matematikgi
temel yinelemeli silire¢ lzerinde c¢alismalar yapmistir. Ayrica bu dénemde
Aleksandr Gelfond Fark denklemleri ve devamli kesirleri igeren Sonlu Fark

Denklemleri isimli 6nemli ders kitaplarini yazmistir (Kulenovic vd., 2000).

Yine bu yillarda lineer fark denklemleri Bessel fonksiyonunun hesaplanmasinda
Miller'in algoritmasi araciigiyla kullanilmistir. 1950°li yillarda ekolojistler;
lojistik denklem iceren basit lineer olmayan fark denklemini; yildan yila,
mevsimden mevsime popiilasyon degisimi hesaplamak icin kullanmislardir.
Logistik denklem ve iligkili diger denklemlerle ilgili arastirmalar York,
Sarkovskii, Feigenbaum v.d. tarafindan yapilmistir. Bu arastirmalar
matematikgileri dinamik sistemler lizerinde yeni kesifler yapmaya yoneltmistir.
Sonrasinda ise elde edilken sonuclar ekonomiden tipa bircok alanda uygulama
alan1 bulmaya baslamistir (Lakshmikhantham and Trigiante, 2002). Bu
dénemden sonra bilgisayar calismalarinin baslamasi ile birlikte bugilinkii fraktal

geometrinin temelini Mandelbrot atmistir (Kulenovic vd., 2000).



1950’den bu zamana kadar yapilan arastirmalardaki bilgiler 1950°li yillardan
sonraki matematikcilerin lineer olmayan sabit katsayili fark denklemleri i¢in bir
zemin olusturmustur. Bu c¢alismalardan bazilar1 1995-2000 yillar1 arasinda
Ladas tarafindan yapilmistir. Daha sonra 1999-2004 yillar1 arasinda Amleh vd.
(1999), Komsala vd. (2000), DeVault vd. (2001), Kulenovic vd. (2001),
Aboutaleb vd. (2001), Yan vd. (2002-2003), Al-Saris ve DeVault (2003), El-
Owaidy vd. (2003), Fan vd. (2004), El-Owaidy vd. (2004), He vd. (2004) fark
denklemleri lizerinde ¢alistig1 goriilmektedir (Bayar, 2012).



2. KAYNAK OZETLERI

Agarwal'in (2000), “Difference Equations and Inequalities” kitab1 konuya
kaynaklik etmis ve edecek olan temel eserler arasindadir. Bu yonii ile tezimiz
icin 6nemli bir unsur olmustur. Sabit, degisken katsayili, homojen olan ve
homojen olmayan farkli mertebelerden fark denklemleri ayrintili olarak

incelenip, 6rnekler ile desteklenmistir.

Akin ve Bulgak (1998), “Lineer Fark Denklemleri ve Kararlilik Teorisi” adl
kitapta sabit katsayili lineer fark denklem sistemleri, yliksek mertebeden sabit
katsayil lineer fark denklemleri, Lyapunov’a gore kararlilik ve 6z degerler gibi
konu basliklarina deginerek, bolca soru ve alistirma ile konularin daha acik ve

anlasilir olmasini saglamiglardir.

Bayar (2012), “Degisken Katsayil1 Lineer Fark Denklemleri igin Co6ziim
Yontemleri” adli yiliksek lisans tezinde degisken katsayili lineer fark
denklemlerinin analitik ¢6ziim yontemleri TUzerinde durmustur. Fark
denklemleri konusunda ge¢misten giinlimiize yapilan arastirmalar ve kullanim
alanlarindan, fark denklemlerinin ¢6ziim ve siniflandirmasindan, sabit katsayili
lineer fark denklemlerinin analitik ¢oziimlerinden, degisken katsayil lineer fark

denklemlerinin analitik ¢6zlimlerinden bahsetmistir.

Bereketoglu ve Kutay’'in (2012), yeni doénem literatiir c¢alismalarindan
sayllabilecek olan “Fark Denklemleri” kitab1 skaler fark denklemleri, lineer
olmayan skaler fark denklemleri, lineer fark denklem sistemleri, ¢oziimlerin
davranisi, kararhlik teorisi, salinimli denklemler, kismi fark denklemleri
basliklariyla karsimiza ¢ikmaktadir. Her boliimiinde ¢6ziilmis yeterli alistirma

ve 0rnek bulunmaktadir.

Elaydi'nin (2000), “An Introduction to Difference Equations” ¢alismasi bu
konuya temel tegkil edebilecek ¢ok onemli bir bagyapittir. Yapilan Tiirkce
calismalara, tezlere ve kitaplara kaynaklik etmistir. Birinci mertebeden, ikinci

mertebeden, n. mertebeden fark denklemleri, lineer fark denklem sistemleri,
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¢ozliimleri, kararlilik teorisi, salinimhlik teorisi, Z-doniisiim metodu, Volterra
fark denklemleri, denge noktasi, fark denklemlerinin asimtotik davranislar

konu basliklarina deginilmistir.

Kelly ve Peterson (2001), “Difference Equations An Introduction with
Appplications” adli kitapta sirasiyla fark cebiri, lineer fark denklemlersi,
kararhlik teorisi, asimptotik metodlar, ikinci mertebeden lineer denklem,

Sturm-Liouville problemi gibi basliklara deginmislerdir.

Kutay (2010), “Fark Denklemleri” baghklh ylksek lisans tezinde fark
operatorleri, tanimlari, 6zellikleri ile baslayip ¢alismasina su basliklar ile devam
etmistir. Lineer fark denklemleri ve ¢o6ziimleri, lineer fark denklem
sistemlerinin temel teorisi ve A™ matrisinin hesabi, periyodik katsayili lineer
sistemlerin periyodik ¢6ziimlere sahip olma kosullari, lineer olmayan skaler
fark denklemleri, kararlilik teorisi, Lyapunov Dogrudan Yontemi ve

lineerlestirme metodu.

Lakshmikhantham and Trigiante (2002), “Theory of difference equations-
numerical methods and applications” makalelerinde fark denklemlerinin
gecmisten glinlimiize hangi asamalardan gecerek geldigini, kimlerin fark
denklemlerini c¢alismalarinda kullandigini, kisacas1 fark denklemlerinin

tarihcesinden bahsetmislerdir.

Onay (2009), “Fark Denklemleri” bashkh yiiksek lisans tezinde birinci
mertebeden, ikinci mertebeden ve n. mertebeden lineer fark denklemleri

lizerine ¢alismis, arastirmasini ¢ikardigi sonug ve onerileri ile tamamlamigtir.

Soykan (2017), lineer fark denklemleri ¢6ziimli alistirmalar kitab1 ayni yazarin
konu anlatimh kitabinin devami niteligindedir. Bu kitap ¢ok sayida alistirma
icerdigi icin lisans ve yiiksek lisans dersi olarak okutulan “Fark denklemleri”

dersi i¢in yararli olacagi disiiniilmektedir.
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Soykan vd. (2017), lineer fark denklemleri konusunda yapilan en giincel kitap
calismasidir. icerik bakimindan incelenecek olursa; 6n bilgiler ile baslayip, fark
analizi ve cebiri, fark denklemleri, lineer fark denklemleri, ¢6ziim yontemleri,
lineerlestirilebilen fark denklemleri ve fark denklem sistemleri etraflica
incelenmistir. Bolca alistirma ve soru ¢6ziimii ile konunun daha anlasilir olmasi
amacglanmigtir. Ayni1 kitabin devami niteliginde ¢6ziimlii sorulardan olusan

yazarin bir kitab1 daha bulunmaktadir.

Yildiz (2018), “Ikinci Mertebeden Fark Denklemleri ve Onlarin Céziim
Yontemleri” isimli yliksek lisans tezinde fark denklemleri ile alakali temel tanim
ve teoremler, gecmisten gilinimize yapilan ¢alismalar, birinci, ikinci ve k.
mertebeden lineer fark denklemlerinin ¢ozlimleri lineer olmayan skaler fark

denklemleri ve kararhlik konu basliklari tizerine ¢alismistir.
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3. FARK DENKLEMLERI iCiN TEMEL TANIM VE TEOREMLER
3.1. Tamim (A fark operatérii)

Bir x: N — R fonksiyonu i¢in A fark operatérii veya x in birinci basamaktan farki
Ax(n) =x(n+1) —x(n)

seklinde tanimlanir; burada N = {0,1,2, ...} dogal sayilar ciimlesi ve R reel

saylilar climlesidir. Buna goére x in ikinci basamaktan farki (A%x)

A%x(n) = A(Ax(n))
=x(n+2)—-2x(n+ 1)+ x(n),

ve bdyle devam ederek x in k yinci basamaktan fark: (A x)

Akx(n):i(_l)j(ﬂx(mk— i) (3.1)

seklinde hesaplanir; burada k > j olmak lizere

(kj _k(k=)..(k—j+1) dir
j J!

Bazen fark operatort iki ya da daha ¢ok degiskenli fonksiyonlara uygulanabilir.
Boyle bir durumda A operatdriiniin sag alt kosesine konulan bir indis

yardimiyla hangi degiskenin bir birim 6telendigi gosterilmis olur. Ornegin;

Anet = (n+ 1)et —net = et

Amet = net* — net = net(e —1)

(Bereketoglu, 2012).
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3.2. Teorem

(A operatortniin 6zellikleri)
v, ve y, farkli iki fonksiyon, c; ve c, keyfi sabitler olmak iizere;

1) A°=1
2) Dagilma ozelligi:

Aly1 (%) + y2(0)] = Ay; (x) + Ay, (x)
3) Bir sabitle bir fonksiyonun ¢arpiminin farki:

Alcy(x)] = cAy(x)
4) Bir sabitle bir fonksiyonun ¢arpimlarinin toplamlarinin farki:

Alciy1(x) + c2y2(x)] = 1Ay (x) + Ay, (x)

5)  ¥1,¥Y2,¥3,.. Yn; ntane fonksiyon ve ¢y, ¢,, ¢3 _c,; n tane keyfi sabit olsun.

Buna gore

Alcyy; (x) + c2y2(x) + -+ cpyn ()] = 1Ay, (x) + 28y, (x) + -+ + Ay, (x)
esitligi yazilabilir.

6) y(x) =ay+a;x+a,x?+ -+ a,x™ bir fonksiyon, ay,ay,a,,..,a, keyfi
sabitler ve a,, # 0 olsun. O zaman y nin n. ileri farki bir sabit fonksiyondur

ve A"=n!h"a, esitligi yazilir. Eger p > nise APy(x) = 0 olur.
7) ki fonksiyonun ¢arpiminin farki:

Aly;1(0)y, ()] = ¥, () Ay, (x) + y1(x + 1)Ay,(x)

8) Iki fonksiyonun béliimiiniin fark:

A J’1(x)] _ Y204y (x) — y1(x)Ay, (x)
Y2 (x) Y2(X)y,(x + 1)

9) Fark operatort iki ya da daha ¢ok degiskenli fonksiyonlara uygulanirsa, A
operatoriiniin sag alt kosesine belirtilen indis yardimiyla hangi degiskenin

farkinin alindigini gosterir.
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A,(nx™) = (n+ Dx™ —nx™ = x™

m+1

A, (nx™) = nx —nx™ = (x — DHnx™

10) m ve n negatif olmayan tamsayilar olmak tizere,
AT (Amy(x)) = A™(A™y(x)) = A y(x) dir
(Yildiz, 2018).

3.3.0rnek: A(7n? —5n+ 1) = 7An? — 5An + A1

= 14n + 2.

3.4. Tanmum (E operatorii)

E 6teleme operatori

Ex(n) =x(n+1)

seklinde tanimlanir. Bu tammma gore E¥x(n) = x(n + k) dir. Ayrica, a ve b

sabitleri i¢in

E(ax(n) + b(y(n)) = aEx(n) + bEy(n) dir; yani E operatéri lineerlik
ozelligine sahiptir.
Ave E

operatorleri arasinda

A= E — I iligkisi vardir; burada [ ozdeslik operatériidiir; yaniIx(n) = x(n).

Benzer sekilde E = A + I oldugu goriiliir.

Buradan

AE = EA

degisme 0Ozelligi ortaya c¢ikar. Binom formiiliinden k. basamaktan fark ve
Oteleme operatorleri, sirasiyla,

A= (E — D
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YL

j=0

ve E¥ = (A + D*
=Yk, (f) AFT dir.

Buradan A*x(n) farki Binom formiilii yardimiyla yeniden yazilabilir.

A*x(n) = (E — D¥x(n)
k

-3 (-

j=0

(Ij) (—1)/x(n+k —j).

M-

0

J

Benzer olarak
Efx(n) = A + I¥x(n)
ko (K k)
= Xj=o i AT x(n) dir
(Kutay, 2010).

E operatoriintin 6zellikleri asagidaki teorem ile verilmektedir.

3.5. Teorem

a sabit olmak tlizere
DE[f(x)+g()] =Ef(x) + Eg(x)
2) Elaf (x)] = aE(f (x))

3) E"(ESf(x)) = E™**f(x)
N E°f(x) = f(x)

olarak ifade edilir.

16



3.6. Teorem

k. dereceden
p(n) = agn® + a;n*"1 + -+ a;

polinomu i¢in
Afp(n) = aq (kY

ve

A**ip(n) =0,i > 1,

dir, burada ay # 0, a4, ..., a; katsayilari reel sabitlerdir.

Sik  karsilasilan bazi 6zel
verilmektedir.

fonksiyonlarin farklari

asagidaki

Cizelge 3.1. (Bereketoglu, 2012) Ileri fark tablosu

x(n) Ax(n)
a™ (a—1)a™,n €N
. a 1
sinan ZsinEcosa(n+§),nEN
a 1
cos an —ZsinEsina<n+§>,nE N
1
logan log (1 + H),n eEZ*

oo

logT'(n),T(n) =f e~ tt"1dt,
0

logn, n € Z*

17
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3.7. Ornek: Asec mn degerini hesaplayalim.

Teorem 3.2. (8), Cizelge 3.1 ve A1 = 0 dan,

1
cosmn

Asectn = A

_ (cosmn)(A1) — (1)(Acosmn)
B cosmncos(n + 1)

LT 1
_ Zsmfsm n(n +7)

~ cosmncosm(n+ 1)
= —2 secmn bulunur.

3.8. Teorem (V) Geri Fark Operatortii

Geri fark operatori V,

Vf(x) = f(x) = f(x —h), Vin=Jn— o1

olarak tanimlanir. Ayrica

Vi) = AE7H(f(0) = A= E"Hf (%)
seklinde gosterilebilir.

3.9. Tammm (A~1) Ters fark operatorii

AF (n) = f(n) olsun. Bu durumda

A™1f(n) =F(n) +¢, c bir keyfi sabit,

seklinde tamimlanan A~! operatoriine ters fark operatérii (antidifference
operator) ve F(n) fonksiyonuna f(n) nin ters farki denir.

Ozel olarak, A™1(0) = c dir
(Bereketoglu, 2012).

3.10. Lemma: A fark operatori igin

@) S Ax(K) = x(n) - x(ny),

k=ny
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(ii) A[nzl: x(k)) =x(n)

k=ng
dir. Bu lemmanin bir sonucu olarak

ATV () = SR F Q@) + ¢ (3.2)
elde edilir. Buradan da A in lineerlik 6zelligi ispatlanabilir (Kutay, 2016).
3.11.Teorem

A1 operatérii lineerdir.

Bir baska deyisle,

a, b € R olmak uizere;

A~Y(ax(n) + by(n)) = aA™*x(n) + bA~y(n) dir. (3.2) formiilinden,

A~ (ax(n) + by(n)) = Z(ax(i) +by(D)) +c
i=0

= anz_:lx(i) + bnz_:ly(i) +c
i=0 i=0

= aA™x(n) + bA~1y(n) dir.
0 ve 1 fonksiyonlarinin k. ters farklar sirasiyla;
ATRQ = cinf Tt + enfTE 4y,

ve

k
— n — —
A~F1 ———k!+cln" Lhoon® 2+t oy,

seklindedir.

3.12. Uyan

AA"Yf(n) =1, A~*A # I dir. Gergekten, AF(n) = f(n) ve A"1f(n) = F(n) + ¢

olsun. Bu durumda,
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AATHf(n) = A(F(n) + ¢) = AF(n) = f(n),

M) =AM (f(n+1) = f(n)) =2 f(n+1) — A7 f(n)
= Fn+ 1D +c¢,—F(n) —c; = F(n+ 1) — F(n) + c;

= AF(n) + c;

= f(n) + c5 tir.

3.13. Sonug

n > 0 degerlerinde tamimli bir £ (n) fonksiyonu igin

A" f(n) = ¥4 (@) + c dir, burada c bir keyfi sabittir.

Buna gore A~! ters fark operatori

LN

AT=S

I
o

seklinde bir belirsiz toplam olarak da ifade edilebilir.
Ters fark operatorti ile ilgili baz1 sonuglar sunlardir:
a) A" (ax(n) + by(n)) = aA™*x(n) + bA™y(n),
burada a ve b;

b)AA™1= [ ve A"1A# I;

n-1 m-1
AQAZE(n)=> > f(i)+cn+c, ve
m=0 i=0
n-1 1-1 m-1
A2 f(n)= f (i) +¢,n*+c,n+c,; burada €1, C3 ve c3 keyfi sabitler;
1=0 m=0 i=0

d) AF(n) = f(n) ve a,b (b = a) tamsayilar olarak verilsin. Bu durumda
b

YO =Fb+1-F@;

i=a
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A (f(mgm) = f(n— DA™ g(n) = A~ (Af (n = Df (n = Dg(n))
f) A" af(n) + bg(m)] = aA~'f(n) + bA™ g(n)

A0 =cn™  +en™ T+ oy
h)A‘ml==%;4-qnm’1+w&nm‘2+~-+cm

fm+

1
DATHfM =——+c, k#1

dir.

3.14.0rnek: A" 10 =cveA "1 =n+c.

3.15. Ornek: f(n) = % fonksiyonunun ters farki ya da belirsiz toplami

SOBY SONE:

-1 n-1
l_lz__ 0+
6 6 l—lzn(n )+c

i=0 =0

dir.

Sik karsilasilan bazi fonksiyonlarin ters farklar asagidaki tabloda verilmektedir.

Cizelge 3.2. (Bereketoglu, 2012) Ters fark tablosu

x(n) A™1x(n)
an
a” +ca#1,
a—1
1
. —cosa(n—3)
sinan —+%+c,a # 2kn
ZsmE
. 1
cos an Sma(_naz)+c, n>0
2 sin—
logn logT(n) +¢c, n>0
a+1
n(@ "—+ca#-—1
a+1

3.16. Ornek: A~1(sin4n + 2 cos 6n) degerini hesaplayalim.

Teorem 3.11. ve Cizelge 3.2. den,

A™1(sin4n + 2 cos6n) = A"1sin4n + 2A~1 cos 6n
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—cos4(n — %) sin6(n — %)
= + 2 +c
2si 4 2si 6
sin sin>

—cos4(n—1) sin6(n—1)
2 27 |

2sin2 sin 3 ¢

dir.

3.17. Ornek: 4.5™ + e3" fonksiyonunun ters farkini tanim yardimiyla
hesaplayalim.

n-—1
A"1(4.5" + €31) = 2(4. 5i 4 ¢30)

i=0
n—

n-1 1
43 54 ) (e
i=0

=4(1_5n)l+01_(e3)n+c

1-5 1—e3 :

=5"-1+ ul _ +¢
e3—1 e3-1

= 5"+ 2+ cdir

3.18. Tanim

Fark analizinde Karsilasilan en ilging fonksiyonlardan biri x( ile gosterilen

faktériyel polinom veya faktériyel kuvvetidir.

n = 1,2,3,...olmak lizere n. dereceden bir faktériyel fonksiyonu
x™ = x(x —h)(x — 2h) ...[x — (n — 1h]

ile verilen bir fonksiyondur (Akin, 1988).

x € R olmak iizere;

(a) k € Z* icinx® = x(x — 1) (x — 2) ... (x — k + 1);

(b)k = 0icin x© = 1;

1

~1ci (k) = ;
(C)k EZ 1¢1n x (e+1)(x+2)...(x—k)’
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I(x+1)

(d) k € Z igin x kD)

(I': gamma fonksiyonu ) (Bereketoglu, 2012).
3.19. Lemma

k € Z*sabit sayi ve x € R icin, asagidaki ifadeler gecerlidir:

(i) Ax® = fx*-D;

({)A"x® = k(k — 1), ..., (k = n + 1)x*=™;

(iii) APx () = k!

(Elaydi, 2000).

3.20. Uyan

Baz ifadelerin toplanmasinda kullanilan, belli bash belirli toplam formiilleri

bulunmaktadir. Asagidaki cizelgede bu formiiller ayrintili olarak belirtilmistir.

Cizelge 3.3. (Elaydi, 2000) Belirli toplamlar

1 n nn+1)
Dk 2
k=1
2 n nn+1)(2n+1)
PRG ;
k=1
3 = n(n + 17°
Z k> [ 2 ]
k=1
4 I n(6n* + 1513 + 10n? — 1)
Z ket 30
k=1
5 n-1 egera # lise, a"—1/a—1
ak {eger a =1ise, n
k=0
6 n—-1
ak egera # lise, a"*—a/a—1
k=1 {eger a = 1ise, n—1
7 n_kaf,a+1 (a— 1D+ 1a*t —a™? +a
(a—1)2
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Diferansiyel denklemler teorisi ile bu denklemlerin ayrik benzeri olarak

isimlendirilen fark denklemleri teorisi arasinda birtakim benzerlikler

bulunmaktadir. S6z konusu benzerlikler asagidaki cizelgede 6zetlenmektedir.

Cizelge 3.4. (Bereketoglu, 2012) Fark ve diferansiyel operator iliskisi

Fark Analizi

Diferansiyel Analiz

Ax(n) =x(n+¢) —x(n)

A
x(t))

Dx(0) = iy

Acx = cAx

Dcx = cDx

Ax(k) =k gx(k_l)

Dx* = kxk-1

A*x = A(AF1x)

D*x = D(D* 1x)

A(X1C1 + szz) = Clel + CzAXZ

D(cyx; + ¢3x,) = ¢;Dx; + ¢,Dx,

x(n), k yinc1 dereceden bir polinom
ise, Akx = sabit vel > k + 1igin

x(t), k yinc1 dereceden bir polinom
ise, D¥x = sabit vel > k + 1igin

Alx = 0 dir. D'x =0 dur.

A(xy) = yAx + (Ex)Ay D(xy) = yDx + xDy
x  yAx —xAy x yDx —xDy
y yEy y y?

AF = fise, A"} f =F + ¢

DF =fise, [f=F+c
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4. FARK DENKLEMLERI

4.1. Tanim(Fark denklemi): x siirekli bir degisken olmak tizere genel olarak
fark denklemi

G(x,f(x),f(x+h),...,f(x+mh)) =0 (4.1)

olarak tanimlanmakla birlikte h=1 i¢cin

Gx,f(x), f(x+1),....f(x+m)) =0 (4.2)

seklinde tanimlanir ve buna fonksiyonel fark denklemi denir.h =1ve n€N
olmak tlizere x,, ayrik noktalari lizerinde tanimli fark denklemi ise

F(n:fn:fn+1» ---rfn+m) =0 (4.3)

olarak tanimlanir ve bu denkleme skaler fark denklemi denir (Elaydi, 2000).

4.2. Tanim: Bir S kiimesi lizerinde taniml y fonksiyonunun degeri ve buy
fonksiyonunun her x degeri icin bir veya daha yiiksek mertebeden farklar
Ay, A%y, ... olan terimleri iceren bir bagintiya, S kiimesi lizerinde fark denklemi

denir (Akin, 1988).

4.3. Tanim: Bir fark denkleminde bilinmeyen fonksiyonun mevcut en biyiik
ve en kiiclik argiimentlerinin farkina o denklemin mertebesi denir.

Ornegin; x(n + 3) — 4x(n + 2) + 5x(n + 1) = 0 fark denkleminin mertebesi 2;
x(n+4) + x(n)x(n + 2) = 1 fark denkleminin mertebesi 4;

x(n+ 7) = n(n — 2) denkleminin mertebesi 0 dir.

4.4. Tanim: n. mertebeden bir fark denklemi genel olarak; k,n € N,

ykK)(=y) ER, f:Z—->R ve y(k) # 0olmak lizere,

f(n,y(k),y(k +1),..,y(k+ n)) =0

biciminde tanimlanir (Akin ve Bulgak, 1998).

Birinci, ikinci ve n. mertebeden fark denklemleri sirasiyla asagidaki formlarda

verilir.
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y(m) + a;y(m+ 1) = f(m)

y(m—1) + a;y(m) + ay(m+ 1) = g(m)
yim+n)+ayim+n—-1) + -+ a,_,y(m+1) + a,y(m) = h(m)
(Ugar, 2013).

4.5. Tanim: Bagimh degiskenin birinci dereceden oldugu fark denklemine
lineer, aksi halde lineer olmayan fark denklemi denir (Agarwal, 2000; Elaydi,

2000).

Bir operatoriin lineerligi ile fark denkleminin lineerligi farkli kavramlardir.
Ornegin bir operator (fonksiyon) olarak y(n) = 2" lineer degildir fakat bunu bir

¢ozlim olarak kabul eden y(n + 1) — 2y(n) = 0 fark denklemi lineerdir.

4.6. Tanim: (Lineer Fark Denklemi): k. mertebeden lineer fark denklemi; genel

olarak

ag(n),a;(n), ..., ap(n) katsayilan ile a;(n) ve g(n), nyg < n icin tanimh reel

degerli fonksiyon olsun. a;(n) # 0 olmak lizere;

ap(m)yn+k)+a(myn+k—1) +-+a,(m)yn) = gn) (4.4)
veya
aO(n)yn+k + al(n)yn+k—1 + et ak(n)yn = g(n) (45)

biciminde gosterilir (Elaydi, 2000).
Bu denklem g(n) = 0 oldugu zaman homojen denklem, aksi durumda homojen

olmayan denklem olarak adlandirilir. Buna gore k. mertebeden bir lineer

homojen fark denklemi

agm)y(n+ k) +a(n)yin+k—-1)+-+a,(n)y(n) =0 (4.6)

seklindedir.

Ayrica g(n) = 0 ve ay(n),a;(n), ..., ap(n) katsayilar1 a,(n) = a; seklinde sabit

ise denkleme sabit katsayili lineer homojen fark denklemi denir.
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ay(n),a,(n), ..., ax(n) katsayilarindan en az biri degisken iceren fonksiyon ise

denkleme degisken katsayili lineer homojen fark denklemi denir.

4.7. Ornek: Asagida verilen fark denklemlerinin mertebelerini ve lineerligini

inceleyelim.

@yn+2)+2y(n+1)—-5y(n) +y(n—1) =n+cosn
(b) y(n+1) = 2y*(n) — 3n
@Qyn+2)—yn+1D(6+yn+1)=0

Cozum:

(a) Verilen fark denkleminin mertebesi 3 tiir ve denklem lineerdir.

(b) Mertebe 1 dir ve denklem lineer degildir ¢iinkii denklemde y*(n) terimi
vardir.

(c) Mertebe 1 dir ve denklem lineer degildir ¢linkii y(n+ 1)y(n + 1) terimi

vardir.

4.8. Teorem: q;, i =1,2,...,k katsayilar1 reel sabitler ve g(n), n = n, icin

tanimli reel degerli bir fonksiyon ve a; # 0 olsun. Bu durumda
yn+k)+a(mymn+k—-1++a®@yn) =g (4.7)

y(ng) = ap,y(ng+1) =ay,...,,y(ng+k—1) = ay_ (4.8)
baslangic deger problemi n > ng icin tanimh olan bir tek y(n) ¢oziimiine

sahiptir.

ispat: (4.8) kosullar1 yardimiyla (4.7) den 6nce n = n, icin y(n, + k), akabinde
n=ny+ ligin y(ny, + k+ 1) ve bu isleme benzer sekilde devam edilerek
y(ng+k+2), y(no+k+3), degerleri hesaplanir. Buradan (4.7)-(4.8)

probleminin bir ¢6ziimi

)’(no): )’(no + 1); ey }’(no + k — 1)»}’("0 + k);)’(no + k + 1): }’(no + k + 2):
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seklinde bulunur. Boylece ¢6ziimiin varhigi kanitlanmis olur.

Cozimiin tekligi icin y(n) den farkl bir x(n) ¢6ziimtniin varhigini1 kabul edelim.
Bu x(n) ¢6ziiml benzer sekilde (4.7) ve (4.8) yardimiyla hesaplandig1 zaman
her n > ny icin y(n) e 6zdes oldugu goriliir. O halde ¢6ziim tektir

(Bereketoglu, 2012).

4.9. Tanim: Her n = n, i¢in

a; fi(n) + a,f,(n) + -+ a,f;(n) =0 (4.9)

olacak bicimde hepsi birden sifir olmayan aq, a,, ..., a, sabitleri var ise, bu
durumda f;(n), f,(n), ..., fr(n) fonksiyonlarina n > n, icin lineer bagimhdir
denir. Eger (4.9) esitligi her n > n; icin sadece ve sadecea; = a, = =a, =0
durumunda saglaniyorsa, f;(n), f,(n),..., fr(n) fonksiyonlarina n > n, igin
lineer bagimsizdir denir

(Kutay, 2010).

4.10. Ornek: 3",n3", n? 3" fonksiyonlar1 n > 1 lizerinde lineer bagimsizdir.

Bunu gérmek i¢in

a,3" + a,n3" + az;n?3" = 0, vn > 1,
esitligi 3™ ile boliiniir.

a, + ayn + azn? =0, vn > 1.

Bu ise en fazla iki n > 1 i¢cin dogrudur. Her n > 1 i¢in esitligin saglanmasi ancak

ve ancak a; = a, = a; = 0 halinde mimkiindiir.
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4.11. Ornek: n > 1 i¢in 3", n3", 5n3™ fonksiyonlarinin lineer bagiml oldugunu

gosterelim.

13"+ cn3™ + ¢35n3" =0, vn > 1,
esitliginin her iki tarafi da 3™ ile bollintirse;
c1 +cn+c35n =0, vn > 1,
esitligi karsimiza gikar.

Gergekten,

c¢1 = 0,c, = 5ve c3 = —1alinirsa, bu esitlik saglanmis olur. Yani fonksiyonlar

lineer bagimhdir.

4.12. Tanim: (4.6) in k tane lineer bagimsiz ¢dziimiiniin ciimlesine, bir temel

ctimle denir.

4.13. Teorem (Temel Teorem): Her n > n, icin a;(n) # 0 ise, bu durumda (4.6)
lineer homojen fark denklemin > n, lizerinde tanimli olan bir temel climleye

sahiptir (Bereketoglu, 2012).

4.14. Tanim: (Ust Uste Ekleme Ilkesi, Superposition Prensibi) c; ve c, keyfi
sabitler ve y*(k)ve y?(k)

Vi+n T A1 (K)Ykin—1 + -+ an(k)y, =0 (4.10)

denkleminin ¢6ziimleri olmak tizere,

y(k) = ¢,y (k) + c,y?%(k) de (4.10) denkleminin bir ¢oziimiidiir (Mickens,
1990).

4.15. Teorem: (4.6) homojen denkleminin k tane lineer bagimsiz ¢6zimi

y1(n),y,(n), ..., yx(n) olsun. Bu durumda (4.6) denkleminin genel ¢6ziimii

y(n) = ciy1(M) + c2y,(n) + -+ + ey (n)

dir, burada ¢y, ¢, ..., ¢ keyfi sabitlerdir.
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4.16. Uyarn: V, k. mertebeden (4.6) homojen denkleminin biitiin ¢éziimlerinin

cumlesi olmak tzere + ve . islemleri asagidaki gibi tanimlansin:

(@) (x+y)(n) = x(n) + y(n), x,y€€V,n€ N,
(ii)(ax)(n) = ax(n), x € V,a bir sabit.

Bu durumda (V, +, .), k boyutlu bir lineer vektor uzayidir.

4.17. Teorem: (4.6) homojen denkleminin genel ¢6ziimi y,(n) ve homojen
olmayan (4.5) denkleminin bir 06zel ¢6zlimi y;(n) ise, bu durumda (4.5)

denkleminin genel ¢6ziimii

y(n) = yu(n) + ys;(n) dir.

4.18. Tammm: Bir f operatorii f(E) = E™ + ¢4E™" 1 + -+ + a,,_,E + a, seklinde

tanimlanarak n. mertebeden bir homojen fark denklemi kisaca

fE)y(k) =0

olarak yazilabilir (Mickens, 1990).

4.19. Tanim: Bir fark denkleminin ¢éziimleri y, (n), y,(n), ..., y,,(n) olsun. Bu

cozumlerin Casoratyant

y; () Y,(n) Ym(N)
W(n) = yl(n:+1) yz(r:+1) ym(rj+1)
y,(n+r-1) y,(n+r-1) - vy (n+r-1)

seklinde tanimlanir.

4.20. Lemma (Abel Lemmasi): y;(n),y,(n),..,y,(n) (4.6) homojen fark
denkleminin ¢oéziimleri ve W (n) onlarin Casoratyani olsun. Bu durumda n > n,
icin

W(n) = —1<m([TZ ai (D)W (no)

dir.
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4.21. Sonug: y; (n),y,(n), ..., yx(n), (4.6) homojen fark denkleminin ¢éziimleri
ve hern = ngicin ay(n) # 0 olsun. Bu durumda her n = n, sayisina karsilik

W (n) # 0 olmasi i¢in gerek ve yeter kosul W (ny) # 0 dir.

4.22. Teorem: (4.6) homojen fark denkleminin y;(n),y,(n),..,yr(n)
¢ozimlerinin bir temel ciimle olusturmasi i¢in gerek ve yeter sart herhangi bir

ny € N sayisina karsilik W (n,) # 0 olmasidir.

4.23. Ornek: x(n + 2) — 2x(n + 1) — 3x(n) = 0 denkleminin ¢6ziimleri olan

—1" ve 3™ in bir temel climle olusturup olusturmadigina bakalim.

ilerleyen konularda islenecek olan fark denklemlerinin ¢éziimlerinden; verilen

fark denkleminin genel ¢6ziimi; ¢, ve c, keyfi sabit olmak tizere;

x(n) = ¢, (=)™ + ¢,3™ dir. Verilen (—1)" ve 3™ fonksiyonlarinin Casoratyani

(_1)7’1 n )
W(n) = det <(_1)n+1 3n+1> dir ve n = 0 noktasinda
W(0) = det (_11 ;) = 4 # 0 oldugundan verilen fonksiyonlarin kiimesi lineer
bagimsizdir.

4.24. Ornek: Uciincii basamaktan homojen
xn+3)+3x(n+2)—4x(n+1)—12x(n) =0

fark denkleminin 2%, (=2)", (=3)" ¢ozlimleri bir temel ciimle olustururlar.

Clinkt onlarin Casoratyant

2" (=" (3"
W(n) = det 2ntl (—2)""‘1 (_3)n+1
2n+2 (_2)n+2 (_3)n+2

seklinde olup n = 0 noktasinda

1 1 1
w() = det<2 -2 —3) =-20=%#0
4 4 9

dir.
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4.25. Tanmim: n. mertebeden sabit katsayili bir homojen denklemin karakteristik
denklemi,

foy=r*+ar*t+-+a,_ ;r+a,=0

biciminde tanimlanir. Karakteristik denklem n. mertebeden bir polinom oldugu

icin n tane koku vardir. (r;;i = 1,2, ..., n).
0 halde karakteristik denklem fonksiyonel formda
n
fo =] |o-me-m.c-r=0
i=1
biciminde yazilir (Mickens, 1990).

4.26. Teorem: (De Moivre Teoremi): r pozitif bir say1 olmak tlizere;

[r(cosB + isinB)]|™ = r™(cosnb + isinno)

bagintisi vardir (Goldberg, 1958).

4.27. Uyar1: Fark denklemler teorisi ve diferansiyel denklemler teorisi birgok
benzer 6zellige sahiptir. Birincisine ayrica ayrik teori de denir. Diferansiyel ve

fark denklemler arasindaki iligkiyi gosteren bir tablo asagida ¢ikartilmistir.

Cizelge 4.1. (Soykan vd., 2017) Diferansiyel ve fark denklemler teorisi kiyasi

Diferansiyel denklemler teorisi Fark denklemler teorisi
y=fx) x(n)
dy x(n+1)
dx
d?(y) x(n+2)
dx?
a3(y) x(n+3)
dx3
k
dd)S:)’ k €N, x(n+k),k eN,
X n
5% 5"
d?(y) dy _ x(n+2)-3nx(n+1) — (n+ x(n)
W—3xa—(x+1)y=x+6x—sm4x = n+ 6" — sin4n
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5. BIRINCI MERTEBEDEN LINEER FARK DENKLEMLERI

5.1. Genel Denklem Céziimleri:

Birinci basamaktan(mertebeden) lineer homojen fark denklemi

y(n+1) =a(mym), n=ne =0, (5.1.1)

ve birinci basamaktan(mertebeden) lineer homojen olmayan fark denklemi,

yn+1) =amn)y(n) +gn), n=ny,=0, (5.1.2)
y(no) =y (5.1.3)
baslangi¢ kosulundan meydana gelen baslangi¢c deger problemini ele alalim.

Burada a(n) # 0 ve a(n), g(n), n = n, i¢in tanimh reel degerli fonksiyonlardir.

Ayrica, bilinmelidir ki,

[ yi1a() =1 ve &, ., a(i) = 0kabulleri mevcuttur.

5.1.1. Teorem: (5.1.1) homojen fark denklemi ve (5.1.3) baslangi¢ kosulundan
olusan problemin tek ¢6ziimii

y(m) = (I, a()yo (5.1.4)
olup (5.1.2) - (5.1.3) baslangi¢ deger probleminin tek ¢oztimi

y(m) = (51 a(@®)yo + Trzs, A154 1 a@)g () (5.1.5)
dir.

ispat: (5.1.1) homojen denkleminden, n = ny,ny + 1,n, + 2 sayilari igin
sirasiyla
y(no + 1) = a(ng)y(ng) = a(ng)yy,

y(ng +2) =alng + Dyng + 1) = a(ng + 1)a(ng)y,,
ve
y(no +3) =alny +2)y(ng + 2) = a(ng + 2)a(ng + 1)a(ng)y,,

elde edilir. Buradan (5.1.1) ve (5.1.3) probleminin ¢6ziimu
y(m) = y(ny +n—ng)
=an—1an—2)..a(ngy)y,

n-1

= [a® |7

i=n0
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Diger taraftan (5.1.2) ve (5.1.3) probleminin tek c¢oziimii asagidaki gibi
hesaplanabilir:

Once (5.1.2) ve (5.1.3) den,
y(no + 1) = a(ng)y(ng) + g(no),

y(ng +2) =alne+ Dyne+1) + g(ng + 1)

= a(ny + 1) a(ng)yo + a(ng + 1)g(ny) + gne + 1),

y(ng +3) = alng + 2)y(ng + 2) + g(ng + 2)

= a(ng + 2)a(ng + Da(ng)y, + a(ng +2) a(ny + 1) g(neg)
+a(nyg+2)glng +1) + gng + 2)

degerleri hesaplanir. Buradan yola ¢ikarak, y(n) ¢éziimii her n > n, i¢in (5.1.5)
seklinde ifade edilir. Sonra bunun dogrulugu tiimevarim yo6ntemiyle
ispatlanabilir.

Bunun i¢in (5.1.5) ifadesi n = k i¢in dogru olsun, yani,
y(k) = (ITi5n, a(®)yo + Xkzg, (M5 a(®) g (). (5.1.6)

Gosterecegiz ki (5.1.5) formiiliin = k + 1 icin de dogrudur.

(5.1.2) den

y(k+1) = a(k)y(k) + g(k)

ve (5.1.6) dan,

k-1 k-1 k-1
yk+1 = a@ (| @ |yo+ ). (1_[ a(i))g(r) 900

i=ng r=ng \M=r+1
k-1

k-1 k-1
a@| | Jaw |yo+ > (a(k) [ a(i))gm +9(0)

i=ng r= i=r+1

ﬁ a(i) |y, + I§ ( ﬁ a(t‘))g(?‘) + < ﬁ a(i))g(k)

i=ng r=ng \M=r+1 i=k+1

ﬁa(i) Yo + Z (ﬁ a(i))g(r)

i=ng r=ng \M=r+1

bulunur. O halde, (5.1.5) formiilii her n > nyi¢in dogrudur

(Elaydi, 2000; Soykan vd., 2017).
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5.1.2. Uyar: Birinci mertebeden sabit katsayil

yn+1) =ay(n)+gn) (5.1.7)

denklemi ve

y(0) = yo (5.1.8)
kosulu icin (5.1.5) formiili

y(n) = ay, + Xrda™ " tg(r) (5.1.9)

seklini alir. Ayrica g bir sabit olmak iizere g(n) = g oldugu zaman (5.1.9) dan,

n +(an_1) # 1
ym) ={4 YT {G—17)9 ¢
Yo + gn, a=1
bulunur

(Bereketoglu, 2012).

Yukarida ispatlar ile birlikte verilen genel formiiller, tiim 6zel durumlar i¢in
ayrica incelenecek ve ¢ozlimler asagida yeniden yazilacaktir. Levy ve Lessman

(1961)’e gore bu 6zel durumlar sunlardir (Yildiz, 2018).

5.2. Birinci Mertebeden Sabit Katsayili Lineer Homojen Fark Denklemi:

y(n+1) = a(m)y(n)

denkleminde a(n) fonksiyonu sabit sayidir. Dolayisiyla a(n) = a alinir vea = 1

ve a # 1 olacak sekilde iki durumdan s6z edilir.

y(n+1) =ay(n) (5.2.1)
(Ja=1
ise;

y(n+1)=1ly(n)
y(n+1) =yn)
y(n+1)—y(n) =0
Ay(n) = 0 dir.

denklemde ardisik herhangi iki terimin farki 0 olup, ¢6ziim y(n) = y(0) olacak
bicimde sabittir.
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(ii) a # 1 durumundan bahsedecegiz. (5.2.1) denkleminin her iki tarafi da a™*!

katsayisina boliindugiinde,

yat) _ym e N, (5.2.2)

an+i an

esitligi elde edilir. Boylelikle,

A(E2) =0 (5.2.3)

an

esitligi bulunur. % oraninin sabit oldugu sonucuna ulasilir. Sonug¢ olarak

(5.2.1) denkleminin genel ¢6ziimii

y(n) = y(0)a™, n € N, olarak bulunur.

5.3. Birinci Mertebeden Sabit Katsayili Lineer Homojen Olmayan Fark
Denklemi:

y(n+1) = a(n)y(n) + g(n)

denklemi birinci mertebeden sabit katsayili lineer homojen olmayan fark
denkleminin genel formudur. Burada sabit katsayil1 durum incelendigi i¢in yine
a(n) = a alinir. Dolayisiyla denklem; g(n) fonksiyonunun sabit say1 ya dan ye
bagh bir fonksiyon olma secenegine gore iki ayri durumda incelenecektir.

g(n)’in sabit say1 olarak diistintildiigii durumda g(n) = g olarak alinacaktir.
(1)
y(n+1) = ay(n) + g(n), y(0) = yo (53.1)

(5.1.5) denkleminden faydalanilarak (5.3.1) denkleminin ¢6ztimi i¢in asagidaki

esitlikler yazilir:

y(m) = [T, a®]yo+ Xz, [T 1 a1 (1)

1 a@i) = a(0)a()a(2) ...a(n — 1) = a®, (a sabit) (5.3.2)

i=n0
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n—-1r n-1
[ a9
r=0 Li=r+1 -1 -1 -1
= [ ecws@+ | [ g +-+ [] a®gm-1

=a"1g(0) +a"2g(1) + -+ a’g(n—1)

= X750 a" ' g(r) (asabit) (5.3.3)
¢Ozumu

y(n) = a"y(0) + XZga™ " g(r) (5.3.4)
seklinde ifade edilir.

(ii) (5.3.1) denklemindeki g(n) fonksiyonunun g(n) = g olarak alinacagi

durumdur.

y(n+1)=ay(n) +g (5.3.5)

fark denklemi (5.3.4) denklemi araciligiyla;

, n a-1
y(n) = {a > 1 tse, Aot yg ( a—1) (5.3.6)
a=1ise, yo+gn

seklinde bir genel ¢oziime sahiptir.

5.4. Birinci Mertebeden Degisken Katsayillh Lineer Homojen Fark
Denklemi:

y(n+1) =am)y(n)

denkleminin genel ¢6ziimii (5.1.4) denklemi diizenlenerek,

y(n) = [Tk, ad]y(0) (54.1)

elde edilir.
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5.5. Birinci Mertebeden Degisken Katsayili Lineer Homojen Olmayan Fark
Denklemi:

y(n+1) =am)y®) + gn)

denkleminin genel ¢6ziimii (5.1.5) denklemi ile yukarida verilmistir. Bu genel

¢6zlim asagida da hatirlatilmistir.

y(n) = ﬁ a(®) |yo+ "21 (ﬁ a(i)>g(r)

i=ng r=ng \M=r+1
5.6. Birinci Mertebeden Lineer Fark Denklemleri Ornekler:
5.6.1.Ornek: n > 0 icin

yn+1) =ny(n)+n!3" y(1) = %

degisken katsayili homojen olmayan fark denklemini ¢6zmek icin; (5.1.5) den,

y(n)—2ﬂ1+z<n )r!sr

i=r+1

=—(n—1)'+ Z(n—1)'3r

el
=(n—1)!(—1+37)

dir.
5.6.2. Ornek: y(n + 1) = 4y(n) + 5%, y() =1

sabit katsayil1 homojen olmayan problemin ¢6ziimi (5.3.4) den,
n-1

y(n) — 471—1 + z 471.—1'—151'

n—1

5 r
— 4qn-1 n—1 _
vy (3
_cn_4n r=1
dir.
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5.6.3. Ornek: Bir hastaya bir ilag 4 saatte bir uygulanyor. D(n), n.zaman
araligindaki kandaki ila¢ miktar1 olsun. Viicut her saatte ilacin p oran kadarini

kandan yok etmekte ise, D, miktari 6l¢iisiinde uygulamaya baslanan ilag i¢in;

D(n) ve lim,,_,,, D(n) i bulunuz.

Cozlim i¢in dnce bir denklem olusturmak gerekmektedir. Verilen bilgilere gore;

Dn+1)=1-p)D(n)+ D, (5.6.1)

olan denklem sabit katsayili lineer homojen olmayan fark denklemidir.

(5.3.6) denklemi kullanilarak, yukaridaki denklemin ¢6ziimi;

D() = [Py —22] (1 - p)" + 22 seklindedir.
Dolayisiyla,

n—oo

lim D(n) Do
m n)=—
p

D, = 2 cm3, p = 0.25 degerleri yerine yazilirsa, (5.6.1) denklemi su hale gelir.

D(n+1) =0,75D(n) + 2, D(0) = 2.

Cizelge (5.6.1)ile 0 < n < 10 i¢in D(n) in durumu goriilebilir.

lim D(n) = 8 ve D* = 8cm?3 ilacin viicuttaki denge miktaridir.
n—-oo

Cizelge 5.6.1. Kandaki ila¢ miktar1 D (n) degerleri

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

D(n)| 2 35 462|547 | 61 | 658|693 | 72 | 74 | 7.55| 7.66

Siradaki ornek finans konusundan olacaktir.

5.6.4. Ornek (Asinma, azalma): Asinma bir bor¢ édenirken; bir kismi1 ana
paraya yonelik borcu azaltmaya yonelik, diger kismi da faiz 6demesi olmak
lizere yapilan bir dizi donemsel (periyodik) 6demeler siireci demektir. p(n), n.
6deme olan g(n) den sonra kalan bor¢ miktar1 olsun. Her 6deme periyodu
boyunca faizin de r hizinda (oraninda) para miktar ile birlestigini diisiinelim.

Modeli yazarsak;
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p(n+1) =pn) +rpn) — gn),
veya

p(n+1) =0 +r)pm)—gn), p0)=p,  po=ilkborg (5.6.2)
(5.3.4) ile su denklemi elde ederiz.

p(n) = (1 +1r)"po — Trzs(1 + )"k 1g(k). (5.6.3)

Uygulamada g(n) 6demesi sabit ve T ye esit deriz. Bu durumda,

p(M)=A+r"p,—((A+r)"—-1) (g) (5.6.4)

Borcu n sayida O6demede bitirmek istiyorsak, aylik 6deme T ne olabilir?

Goriiyoruz Kki; p(n) = 0. (5.6.4)’ten sunu elde ederiz.

T
T = po |[——————
Po [1—(1+r)—n

5.7. Birinci Mertebeden Fark Denklemlerinin Kararhliklari:

5.7.1. Tanim (Denge Noktas1): Denge noktasi kavrami herhangi bir fiziksel
sistemin dinamikleri lizerine ¢alismalarin merkezindedir. Miihendislik, fizik,
biyoloji ve ekonomideki bir¢cok oOrnekte tiim c¢oziimlerin denge noktasina
yaklasma egiliminde oldugu goriiliir. Bu durum kararhlik teorisinin calisma

konusudur. Denge noktasinin formal tanimi s6yledir. Fark denklemi;

y(n+1) = fy(n)) (5.7.1)

olmak 1lzere f fonksiyonunun tanim araligindaki bir x* noktasi, eger
fonksiyonun sabit noktasi ise, baska bir deyisle, f(x*) = x* ise, x* noktasina

(5.7.1) denkleminin denge noktasi (equilibrium point) denir.

x* sabit noktasinin fonksiyonda

y(0) = x~
y@) = fy(D) =x
y@) =fy(@) =f(x) =x"

esitliklerini sagladig goriliir.
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Grafik lizerinde diisiiniildiiglinde denge noktasi; f fonksiyonunun grafigi ile
y = x birinci aglortay dogrusunun kesistigi x noktasinin koordinatidir (Elaydi,

2000).

Ornegin, y(n + 1) = y3(n) denklemi ii¢ adet denge noktasina sahiptir. Bu

noktalar1 bulmak i¢in,

fx) =x3
flx*) =x*

x = x3 esitlikleri ¢ozilir. Esitlikleri saglayan x degerleri {—1,0, 1} noktalari

denklemin denge noktalaridir. Bu durum asagidaki sekilde gosterilmistir.

l %0 x-1
|
|

Sekil 5.7.1. f(x) = x3 {in denge noktalari
Sekil 5.2 de ise bir diger drnegi gormekteyiz. Fark denklemi,
y(n+1) =y%(n) —y(n) + 1ve f(x) = x? — x + 1 olsun.

x? — x + 1 = x esitligi yazilip ¢oziiliirse, sadece 1 noktasinin denklemin denge

noktasi oldugu goriiliir.
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y=x

¥

|
|
]
¥ =1

Sekil 5.7.2. f(x) = x* — x + 1 in denge noktalari

Fark denklemlerinde bir ¢6zim denge noktasi olmayabilir ancak birkag
iterasyonla denge noktasina ulasabilir. Diger bir ifade ile dengede olmayan bir
durum belirli bir siire sonunda denge durumuna gidebilir. Bu durum soyle

tanimlanir.

5.7.2. Tanim: x, f nin tamm bolgesinde bir nokta, f7(x) = x*ve "1 (x) # x*
olacak sekilde bir r € Z* var ve (5.7.1) denkleminin x* denge noktasi varsa, x’e
nihai (son) denge noktasi (eventually equilibrium (fixed) point) denir (Elaydi,
2000).

5.7.3. Tanim: (a) Verilen Ve > 0veVn > 0icin |x, —x*| < & iken |f™(xy) —
x*| < € esitsizligini saglayan 3§ > 0 varsa, (5.7.1) denkleminin denge noktasi
olan x*1n kararh (stable) oldugu soylenir. (Sekil 5.7.3) Kararli olmayan x* denge

noktasina kararsizdir (unstable) denir. (Sekil 5.7.4)

A [
N/ N\ /L

Sekil 5.7.3. (Elaydi, 2000) x* kararlh denge noktasi
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n

Sekil 5.7.4. (Elaydi, 2000) x* kararsiz denge noktasi

(b) |xo — x*| < n iken lim,_, x(n) = x* saglayan bir n > 0 sayis1 varsa, x*

noktasina gekici (attracting) denir.

Eger n = o ise x* noktasina global c¢ekici (global attractor veya globally

attracting) denir.

(c) Eger x* noktas1 hem kararli hem de ¢ekici ise, o zaman noktaya asimtotik
kararli denge noktasi (asymptotically stable equilibrium point) denir. (Sekil
5.7.5). Eger n = o« ise, x* noktasina global asimtotik kararlidir (globally
asymptotically stable) denir (Sekil 5.7.6) (Elaydi, 2000).

x(n
A

X"+ 1

K1[D} ‘\\‘-——_ﬁ_—-‘-‘—‘
x2[D} /”’.—-——‘_".’_.-.

X1

4 = = = ® § ®E B ®E B ®
i 2 3 4 5 6 7 8 9 10 n

Sekil 5.7.5. (Elaydi, 2000) x* denge noktas1 asimtotik kararh

43



A
%(0)
-
| — | l_._._._._._._._.,
xo ¥ 1 2 3 45678 9 10 n

Sekil 5.7.6. (Elaydi, 2000) x* denge noktasi global asimtotik kararli

5.7.4. Teorem: x*, y(n + 1) = f(y(n)) fark denkleminin denge noktasi ve f, x*

noktasinda strekli tiirevlenebilir olmak tizere, asagidaki ifadeler dogrudur:

(i) |f'(x")| < 1ise, x* asimtotik kararlidir(asymptotically stable)
(i)  |f'(x")]| > 1ise, x* kararsizdir(unstable) (Elaydi, 2000).

ispat: (i) lf'(x")] <M <1 oldugu kabul edilsin. O zaman Vx €] icin
|f'(x*)] < M < 1 olacak sekilde x* noktasin1 barindiran birJ = (x* —y,x* +y)

araligt vardir. Aksi durumda, olduk¢a biyik n ler igin, her bir
I, = (x* — %,x* + %) acik arahginda, |f'(x,)| > M olacak sekilde bir x,, € I,

noktasi vardir. n = oo iken, x,, = x* dir. f' stirekli bir fonksiyon oldugu igin,

lim,_,f'(x,) = f'(x*) dir. Sonug olarak,

M < |rlli_l>lgof’(x”)| =|f'(x")| <M olup, bu durum bir celigkidir. Bdylece

durumumuz ispatlanmis olur. x(0) € J icin,

(D) = x*| = |f(x(0)) = f(x*)

dir. Ortalama Deger Teoreminden,

£ (x(0) = £ = If"()1x(0) — x7|

olacak bicimde x(0) ve x* arasinda ¢ vardir. Boylelikle,
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|f(x(0)) —x"
elde edilir. Dolayisiyla,
|x(1) — x*| < M|x(0) — x*| (5.7.2)

< M|x(0) — x*|

dir. M < 1 oldugu igin, (5.7.2) denkleminden de goriiliir ki, x(1) noktasi x(0) ile
karsilastirildiginda x* denge noktasina daha yakindir. x(1) € J dir. Tlimevarim

yontemiyle

|x(n) — x| < M™|x(0) — x~|
dir.

Bire > 0 icin § = ﬁ olsun. Boylece her n > 0 degeri icin, |x(0) — x*| < & iken,
|x(n) — x| < € esitsizligini gerektirir. Bu ¢ikarim kararlig1 ifade eder. Ayrica

ilaveten, lim,,_,,|x(n) — x*| = 0, bu da lim x(n) = x* demektir. Bu durumda x*
n—>00

yani denge noktasi asimtotik kararhdir.

(ii)  Bir onceki ispat adimlarina bakarak |f'(x*)| > S > 1 olacak sekilde bir
esitsizligi ele alalim. O zaman Vx € D icin |f'(x*)| > S > 1 olacak sekilde

D=(x"—ax"+a) agk araligit vardir. x(0) € D icin, [x(1)—x*|=
[f(x(0)) = f(x")

dir. Yine Ortalama Deger Teoreminden,

£ (x(0)) — x*

|x(1) = x*| = $|x(0) —x7|

> S|x(0) — x7|

ve ayni sekilde timevarim yontemi ile;
lx(n) —x*| = S™|x(0) — x*| dir.

Bu durum S > 1 oldugunda |x(0) — x*| < § iken, |x(n) — x*| < ¢ esitsizligini
saglayan 36 > 0 sayist bulunamaz ve sonug¢ itibariyle x* denge noktasi

kararsizdir denir. Ispat tamamlanmis olur.

Bu arada, eger |f'(x™)| # 1ise bu duruma dinamik sistemler literatiiriinde x*

denge noktasi hiperboliktir (hyperbolic) denir (Elaydi, 2000).
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5.7.5. Teorem: (5.7.1) fark denklemi icin bir denge noktasi x*, f'(x*) = 1ise
asagidaki ifadeler dogrudur.

() Eger f''(x*) # 0 ise, x* kararsiz denge noktasidir.

(ii) Eger f"(x*) = 0ve f"'(x*) > 0ise x* kararsiz denge noktasidir.

(iii) Eger f"(x*) = 0ve f"'(x*) < 0ise x* asimtotik kararli denge noktasidir
(Elaydi, 2000).

5.7.6. Teorem: (5.7.1) fark denklemi icin bir denge noktasi x*, f'(x*) = —1ise

asagidaki ifadeler dogrudur.

(i)  Sf(x") < 0ise, x* asimtotik kararl denge noktasidir.
(i)  Sf(x*) > 0Oise, x* kararsizdir (Elaydi, 2000).

Burada, Sf (x) ifadesi bir f fonksiyonunun Schwarzian tiirevidir. Bu ifade;

2

£ 3[f@
OO

Sfx) =

biciminde tanimlanir.

f'(x*) = —1 oldugunda,
SF(x") = —f""(x") == (f" (x"))? esitligi vardir (Elaydi, 2000).

5.7.7. Ornek: x(n + 1) = x2(n) + 3x(n) fark denklemini ele alip, denge

noktalarini bulunuz ve bu noktalarin kararlilik durumlarini inceleyiniz.

Denge noktalar1 0 ve -2 dir. f'(x) =2x+ 3 ve f'(0) = 3 > 0 oldugundan;

Teorem 5.7.4 (ii) geregi 0 noktasi kararsizdir.

f'(2) = =1 olduguicin Teorem 5.7.6’ ya bakilir. Bu teorem geregi;

Sf(2)=—-f""(-2) —%[]”’(—2)]2 = —12 <0 sonucu ¢iktigi icin —2 denge

noktasi asimtotik kararlidir.
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6. IKINCI MERTEBEDEN LINEER FARK DENKLEMLERI

6.1. ikinci Mertebeden Sabit Katsayili Lineer Homojen Fark Denklemi:

a,, a, katsayilar reel sabitler ve a, # 0 olmak tizere ikinci mertebeden sabit

katsayili lineer homojen

yn+2)+a,y(n+1)+a,y(n) =0 (6.1.1)

fark denklemini ele alalim. Bu denklem i¢in y(n) = A™ doniisiimii yapilirsa,

/12 + a1/1 + az = O (612)

bulunur. Bu denkleme (6.1.1) fark denkleminin karakteristik denklemi denir.
(6.1.2) denkleminin A4, A, koklerine karakteristik kéokler adi verilir. (6.1.1)
homojen fark denkleminin genel ¢6ziimii 4;, 1, kdklerine bagl olarak ti¢ farkh

durumda hesaplanir.

Durum 1. A, ve A, kékler reel ve farkli ise, bu durumda {1,", 1,"} ciimlesi
(6.1.1) denkleminin bir temel ¢6ziimler ciimlesidir. Buradan (6.1.1) in genel

¢c6zimj,
y(n) = ¢, A" + A" (6.1.3)
seklindedir; burada ¢, ve c, keyfi sabitlerdir.

6.1.1. Ornek: y(n+2)—3y(n+1)+2y(n) =0 sabit katsayilh homojen

denklemin ¢6zlimiinii bulalim.

Fark denkleminin karakteristik denklemi yazilirsa,

A2 =31+ 2 = 0kokler 1; = 1, 1, = 2 seklinde bulunur.
Buradan,

y(n) = ¢y + ¢, 2™ dir.
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6.1.2. Ornek: y(n+2)—4y(n+1)+3y(n) =0 denklemini y(0)=0,
y(4) = 10 baslangig sartlar1 altinda ¢6zelim.

Fark denkleminin karakteristik denklemi yazilirsa,
A% — 4] + 3 = 0 kékler A, = 1, 1, = 3 seklinde bulunur.
Buradan genel ¢6zliim

y(n) = ¢;1™ + ¢,3™ biciminde olur. Simir sartlar1 yardimiyla ¢; = _?1, cy =%

bulunur ve
ys(n) = %(3" — 1) 6zel ¢ozlimiine ulasilir.

Durum 2. A; = A, = Aolsun. Bu durumda (6.1.1) denkleminin bir temel

¢oztimler cimlesi {A", nA"} olup genel ¢6ziim,

y(n) = (g + cn) A" (6.1.4)
dir.

6.1.3. Ornek: y(n+2)—2y(n+1)+y(n) =0 denkleminin Kkarakteristik
denklemi

A2 — 21+ 1 = 0kékler 4; = 1, 1, = 1 seklinde bulunur.
y(n) = ¢, + cyndir.

Durum3. A, =a+if veld, =a—if olsun; burada a,f € R ve  # 0 dir.
Bu durumda (6.1.1)’ in bir temel ¢oztimler ciimlesi {r™ cosnf, r" sinn6} dir;

burada

r= \/m, 6 =tan~! (g)

seklindedir. Buradan (6.1.1)’'in genel ¢6ziimij,

y(n) = r™"(c, cosné + c, sinnf) (6.1.5)
veya

y(n) = Ar™ cos(n6 — B)

olup, burada c;, c;, A ve B keyfi sabitlerdir.
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6.1.4.Ornek: y(n + 1) — 2y(n) + 2y(n—1) = 0
fark denkleminin karakteristik denklemi yazilirsa,
A2 —21+2=0, kékler,; =1+1i, A, =1 —iseklinde bulunur.

Buradan,
r=v12 4+ 12 =/2, 9=tan_1G):>9=45"
y(n) = clcosnz+czsmnz seklindedir.

6.1.5. Ornek: y(n + 2) + 4y(n) = 0 fark denkleminin karakteristik denklemi
yazilirsa,

A% + 4 = 0,kékler, A, = 2i, A; = —2i seklinde bulunur.

Buradan,
r=v2Z=2 o=tan"'(3)=>0="
0 2

s . Vs .
y(n) =2" (61 cosn— + ¢, sin n;) dir.

6.1.6. Tanim: y(n + 2) —y(n+ 1) —y(n) = 0, y(0) =1, y(1) =1
baslangig¢ deger probleminin (ikinci mertebeden sabit katsayili lineer homojen)

F(n) =

1+\/§<1+\/§>"_1—x/§<1—x/§>"
2V5 2 2v/5 2

¢Ooziimiine (dizisine) Fibonacci dizisi ve bu dizinin 1,1, 2,3, 5, 8, 13, 21, 34,

55,89, 144,233, ... elemanlarina Fibonacci sayilari denir.

6.1.7.Tanim: y(n + 2) —y(n+ 1) —y(n) = 0, y(0) =2, y(1) =1
baslangi¢ deger probleminin (ikinci mertebeden sabit katsayili lineer homojen)

1 +\/§>n <1 — \/§)n
+

L(n):< 2 2
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¢ozlimiine (dizisine) Lucas dizisi ve bu dizinin 2,1,3,4,7,11,18, 29,

47,76,123,199,322, ... elemanlarina Lucas sayilar1 denir (Soykan vd., 2017).
6.2. ikinci Mertebeden Sabit Katsayilh Lineer Homojen Olmayan Fark
Denklemi:

a4, a, katsayilan reel sabitler ve a, # 0 olmak {izere ikinci mertebeden sabit

katsayili lineer homojen

yn+2)+a,y(n+1)+a,y(n) =0 fark  denkleminden daha  dnce
bahsetmistik.

yn+2)+a,y(n+1)+a,y(n) = gn) (6.2.1)

seklindeki denklem ikinci mertebeden homojen olmayan lineer fark
denklemidir. g(n); n nin bir fonksiyonudur. ikinci mertebeden homojen

olmayan fark denkleminin genel ¢6ziim;
y(n) = (homojen kismin genel ¢6ziimii) + (tim denklemin bir 6zel ¢6ziimii)

seklindedir (Mickens, 1990).

Denklemin 6zel ¢6ziimi, g(n) fonksiyonunun durumuna gore denklem modeli
koyarak bir esitlik olusturulur. Bu esitlikten 6zel ¢oztiime ulasilir. g(n) nin

durumuna gore segilebilecek bazi fonksiyonlar (denklemler) Cizelge (6.2.1) de

verilmistir.
Cizelge 6.2.1." Ozel ¢6ziim modelleri
gn) Ozel ¢6ziim modeli
Sabit fonksiyon ise a
n a+bn
n? a + bn + cn?
k™ ak™(veya bazi 6zel durumlarda ank™ alinir)

* Difference Equations 2, (http://www.cimt.plymouth.ac.uk/ Chapter 15)
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6.2.1. Ornek: 2y(n) — 7y(n — 1) + 6y(n — 2) = 3 denklemini ¢6zmek icin, dnce

verilen denklemin,

2y(n) —7y(n — 1) + 6y(n — 2) = 0 homojen denklemi ¢oziiliir. Karakteristik

denklem ve kokler,

20271+ 6=0
L _7HVA -8

! 4
7 -49—48 3
A2 = 4 "2

dir. Bulunan kékler yardimiyla homojen kismin ¢éziimii;

n

y(n) = 42" +B(3)

seklindedir. Denklemin sag tarafinda g(n) = 3 sabit fonksiyonu oldugundan

cizelgedeki birinci durum s6z konusudur. Yani ¢6ziim olarak, y(n) = a kabul

edilerek,

yn)=a, yn-1)=a, yn—-2)=a
2a—7a+6a =3

a=3

y(n) =3

0zel ¢ozimi bulunur. Boylece genel ¢6ziim; homojen denklemin genel

¢ozlimiyle, homojen olmayan denklemin 6zel ¢6ziimiiniin toplamindan,

n

3
ym) = A" +B(5) +3
seklinde bulunur.

6.2.2. Ornek: 2y(n) — 7y(n — 1) + 6y(n — 2) = n denklemi ¢dziilmek istensin.
Homojen kismin ¢éziimij,

y(n) = AQ2)"+B (S)n dir.
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Denklemin sag tarafi g(n) = n oldugundan cizelgedeki ikinci durum

konusudur. Yani ¢ozlim olarak y(n) = a + bn kabul edilerek,

y(n) =a+ bn

yin—1)=a+b(n-1)

y(n—2)=a+ b(n-2).
2@+bn)—7(a+b(n—1))+6(a+b(n—2))=n
2a+2bn—7a—7bn+7b+ 6a+ 6bn—12b =n
a—5b+bn=n

hm=n=b=1

a—5b=0=>a=5

bulunur. Buradan, 6zel ¢6zlim;

y(n) =5+n

olur. Boylece genel ¢ozlim;
3 n
y(n) =A)"+ B (E) + (5 + n) olarak elde edilir.

6.2.3.Ornek: 2y(n) — 7y(n — 1) + 6y(n — 2) = 3™ denklemini ¢6zmek icin,
once homojen kismin ¢6zimi;

n

y(n) = A" + B (;)

SO0z

bulunur. Denklemin sag tarafi g(n) = 3" oldugundan cizelgedeki dordiincii

durum s6z konusudur. Yani, ¢6ziim olarak y(n) = a3™ kabul edilerek,

y(n) = a3

y(n—1) = a3 D

y(n—2) = a3®2

2a3" — 7a3™V 4 6 q3(~2) = 3n
3("-2)(18q — 21a + 6a) = 3"
18a —2la+6a =9

3a=9

a=3

bulunur. Buradan 6zel ¢6zlim;

y(n) =3@3") = 3"

olur.
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Boylece genel ¢6ziim;

n
y(n) = AQ2)" + B G) + 3™*1 olarak elde edilir.

. n
6.2.4. Ornek: 2y(n)—7y(n—1)+6y(n—2) = (3) denkleminin  genel

2
¢ozimiini bulabilmek i¢in 6nce;

homojen kismin ¢6ziimi;

n
y(n) = AQ)" +B(§) seklinde elde edilir. Denklemin sag tarafi g(n) =
n n
G) dir. Fakat o6zel ¢6ziim icin y(n) = a (S) alinirsa, a nin degeri bulunamaz.
n
CiinkiiB(;) homojen kismin da bir ¢oéziimidur. Bu durumda cizelgedeki

n
dordincii durumun 6zel hali uygulanir. Yani; ¢6ziim olarak y(n) = an G)
kabul edilerek,
3 n
y(n) = an (E)

ﬂn—ﬂ=a@—t&9%1
n—-2

yn -2 =amn-2)(5)

n 3 (n—-1) (n-2)

2an (%) —7a(n—1) (E) +6a(n—2) (5)

B (e

@

—7a(n—-1) (;) +6a(n— 2)) = (;)n

9 3 9
ZanZ—7a(n—1)§+6a(n—2)=Z
9 21 21 9
Ean—7an+7a+6an—12a=z

3 9

—32%73
3
a=—§

bulunur. Boylece 6zel ¢6ziim,

n
y(n) =n (— %) (g) dir. Buradan genel ¢6ziim;
w = a@r+5(d) -2 3
Y= 2) "2 \2

olarak elde edilir.
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6.3. ikinci Mertebeden Degisken Katsayili Lineer Homojen Fark Denklemi:

Bu kesimde ay(n),a;(n),a,(n) katsayilar1 n > n, i¢cin tanimh reel degerli
fonksiyonlar ve n > n, lzerinde ay,(n) # 0, a,(n) # 0 olmak {izere ikinci

basamaktan degisken katsayili lineer homojen
agm)y(n+2)+a,(n)y(n+1) + a,(n)y(n) =0, n = ny, (6.3.1)

fark denkleminin genel ¢6ziimii hesaplanmaktadir. Bunun i¢in iki yontemden
soz edilecektir. Operatoriin ¢arpanlara ayrilmasi ve bir ¢6ziimiin bilinmesi
durumu (Kelley ve Peterson, 2001).

6.3.1. Operatorin Carpanlara Ayrilmasi

(6.3.1) denklemi E 6teleme operatori yardimiyla

ao(ME?y(m) + a;(MEy(n) + a,(m)y(n) = 0

yMlag(ME? + a;(WE + a,(n)] = 0

seklinde yazilabilir. Buradan

ao(M)E? + a;(n)E + a,(n)

operatori E ye gore carpanlarina ayrilabilirse, o zaman verilen denklemin
genel ¢oziimii iki tane birinci mertebeden denklemin ¢oziimlerine indirgenerek,
hemen bulunabilir (Soykan vd., 2017).

Bunu bir érnek ile agiklayalim.

6.3.1.1. Ornek: ikinci basamaktan degisken katsayil
yn+2)—-(n+Dy(n+1)—(n+1yn) =0 (6.3.1.1)

fark denklemi verilsin. Bu denklem 6teleme operatorii cinsinden
(E2=(n+1DE-(+1)y(n) =0 (6.3.1.2)
biciminde olup

E+DE-Mm+1D)yn)=0 (6.3.1.3)

seklinde ¢arpanlara ayrilabilir. Simdi
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(E-(m+ 1)y =z(n) (6.3.1.4)

olsun. Buradan (6.3.1.3)

(E+1)zn)=0
denklemine indirgenir. Bu ise

z(n) = (—1)"c, (6.3.1.5)

genel ¢ozlimiine sahiptir, burada c; keyfi sabittir. (6.3.1.5), (6.3.1.4) de yerine

konursa,

(E—(n+ D)y = (D"

veya

y(r+1) = (m+ Dy + (~De (6.3.1.6)

elde edilir. (6.3.1.6) denklemi birinci mertebeden homojen olmayan bir denklem

olup genel ¢6ziimii

y(n) = ([T, ( + D)z + Zr2 AT+ 1)) (D7
=cnl+ Yo n(n—1 .. (r+2)(-1)"¢,

= c,n! + ¢, Yol LU (6.3.1.7)

=0 (r41)!
dir. Boylece verilen (6.3.1.1) denkleminin genel ¢6zimi (6.3.1.7) bi¢iminde
hesaplanmis olur.
6.3.2. Mertebeyi indirgeme (Diigiirme) Yontemi

(6.3.1) homojen denkleminin asikar olmayan bir ¢6ziimii bilindigi takdirde
bununla bagimsiz olabilecek ikinci bir ¢6ziim bulunabilir. Bu yontem bazi

kaynaklarda bir ¢6ziimiin bilinmesi yéntemi olarak da geger.

6.3.2.1. Teorem: y, (n) ve y,(n), (6.3.1) fark denkleminin iki ¢6ztimi ve W(n)

onlarin Casoratyani olsun. Bu durumda
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_ f(a2(n)
Wh+1) = (—ao (n)) 74¢0)
dir.

(6.3.2.1)

y1(n), (6.3.1) in asikar olmayan bir ¢6zliimii ve y,(n) de ayn1 denklemin diger

bir ¢6zlmii olsun. A¢ik bir durum olarak

A)’z (n) _ y1(M)Ay,(n) — y,(m)Ay,(n)
y1(n) yi(m)y(n+1)

B W(n)
oy (Myi(n+ 1)

dir. Her iki yana A~! uygulanirsa,

w(r)

_ n-1
Y2 (n) =N (n) ZT:O y1(P)y1(r+1)

olur. Boylece asagidaki teorem elde edilir (Bereketoglu, 2012).

(6.3.2.2)

6.3.2.2. Teorem: y,(n), (6.3.1) denkleminin asla sifir olmayan bir ¢ozimii

olsun. ay(n) ve a,(n) katsayilar1 n = n, tizerinde sifirdan farkl iseler, o zaman

(6.3.2.2) ifadesi (6.3.1) denkleminin diger bagimsiz ¢éziimiinii gosterir; burada

W (r), (6.3.2.1) in asikar olmayan bir ¢oziimiidiir.

Bu teorem ikinci mertebeden (6.3.1) denklemi i¢cin basamagin indirgenmesi

olarak da bilinir (Kutay, 2010).
6.3.2.3. Ornek:

1
yn+2)—yn+1) —n—+1y(n) =0

denklemi verilsin.

Bu denklemin bir ¢6ziimii y;(n) = n + 1 dir. (6.3.2.1) Teorem den,

1
W(n + 1) = —n—_l_lW(Tl)

Bu ise

="

wn) = n!

seklinde bir ¢6ziime sahiptir. (6.3.2.2) dan,

56



n—1
B ="
y2(n) = (n+ 1); G+ D0+ 20

AR
=@+D Z(r+2)!

elde edilir. Boylece verilen denklemin genel ¢oztimi

-1
(r+2)!

n-1
ym)=cn+1)+c,(n+ l)z

dir; burada c; ve c, keyfi sabitlerdir.

6.4. Ikinci Mertebeden Degisken Katsayilh Lineer Homojen Olmayan Fark
Denklemi:

Bu kisimda parametrelerin degisimi yontemi ad1 verilen yontemi verecegiz. Bu
yontem degisken katsayili (6zel olarak da sabit katsayili) k. mertebeden
homojen olmayan lineer fark denklemlerinin bir 6zel ¢6zliimiinii bulmak icin
kullanilan bir yontemdir. Burada g(n) fonksiyonu keyfi bir fonksiyondur ve bu

nedenle, bir 6zel ¢6ziim bulmak icin, bu yonteme en genel yontemdir denilebilir.

Biz bu bolimde parametrelerin degisimi yontemini ikinci mertebeden lineer

degisken katsayili homojen olmayan fark denklemi i¢in verecegiz.

a,(n), a,(n) fonksiyonlari n € N icin tanimli reel degerli fonksiyonlar olsun ve

N, tizerinde a,(n) # 0 olsun. Katsayilar1 a, (n), a,(n) olan ve

yn+2)+a,(n)y(n+1)+a,(n)y(n) = gn), n=0 (6.4.1)

ile verilen degisken katsayili homojen olmayan lineer fark denkleminin bir 6zel

¢ozimi arastirllacaktir. (6.4.1)’e karsilik gelen lineer homojen fark denklemi

yn+2)+a,(n)y(n+1) +a,(n)y(n) =0, n=0 (6.4.2)
dir (Soykan vd., 2017).
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6.4.1. Teorem (Parametrelerin Degisimi Metodu): (6.4.2) homojen
denkleminin genel ¢6ziimi

yr() = c1y1(n) + ¢y, (n), n € Ny (6.4.3)

seklinde bulunur; burada y; (n) ve y,(n), (6.4.2)" nin lineer bagimsiz ¢éziimleri;

c1 ve ¢, keyfi sabitlerdir. Bu durumda (6.4.1)’in bir 6zel ¢oziimi

ys(n) = u;(m)y,(n) + u,(n)y,(n), n € Ny ile verilir. (6.4.4)
Burada;
— _ yn-19(K)y2(k+1)
u () = — sy L2 (6.45)
—19F)y1(k+1)
uz(n) = XRS5 e (6.4.6)

dir ve W (n), y; ve y, nin Casoratyanidir (Soykan vd., 2017).

6.4.2. Ormek: y(n+2)—y(n+1) — ﬁy(n) = ﬁ denkleminin bir 06zel

¢O6zlimiinii parametrelerin degisimi yontemi ile bulunuz ve denklemin genel

¢Ozlimiini bulunuz.

Teorem (6.4.1)" i kullanacagiz. Verilen denkleme karsilik gelen homojen

denklem
yn+2)—y(n+1) - ﬁy(n) =0 (6.4.7)

dir. Ornek (6.3.2.3) den bu homojen lineer fark denkleminin (6.4.7), lineer
bagimsiz iki ¢6ziimiiniin

yi(n) =n+3

n-1 .

—1)i

y2(n) =n+ 32 (§+A)L)!
i=0

ve genel ¢6ziimin; ¢, ¢, keyfi sabitler olmak tizere,

(—1)
(i +4)!

yn)=ci(n+3)+c,(n+3) Z
i=0

oldugunu biliyoruz. Teorem (6.4.1) de verilen (6.4.5) ve (6.4.6) formiillerini

kullanarak 6zel ¢6zlimii bulabiliriz.
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o (-
n+4 (n+4) -
Whn+1) = yin+1) y(n+1)| _ ;(1+4)!
yi(n+2) y,(n+2) SR
n+5 (n+5)2(i+4)!
n+1 ) n ' i=0
_ (-1 (—1):
=(Mm+4)(n+5) <i=0 T 2, YT 4)!>
. (_1)n+1
=(n+4) (n+5)<m)
_ (_1)n+1
 (n+3)!
oldugundan

< gy, (k + 1)
Wk + 1)

u(n) = —

k .
~ 1 (k+3) (-1
T Lik+4 (—1)"+1<(k+4);(i+4)!>

ke (D)
T LD\ L+ D!

0

S
[

=
Il
=}

S
=

&
Il

ve

n-1 n-1 n-1
9y k+1) 1 (k+3) CC (k+3)!
() = Z Whk+1) Z G+ d (K TH =) Ty

bulunur ve buradan 6zel ¢6ziim
Ys(n) = u(M)y,(n) + u,(n)y,(n)
n-1 k . n-1 n-1 .
_ (k +3)! (1! (k + 3)! (-1
) (‘ S <i=o G+ 4)!)) (43 (;) (—1)k+1> (n+3) ZO D]

elde edilir. Sonug olarak verilen denklemin genel ¢o6ziimii

y(m) =y,(n) +y;(n)

dir.
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6.4.3. Ornek: y(n +2) —ny(n+ 1) — (n + 1)y(n) = n denkleminin bir o6zel
¢ozimini parametrelerin degisimi yontemi ile bulunuz ve denklemin genel
¢O6zimuni bulunuz.

Teorem (6.4.1) i kullanacagiz. Verilen denkleme karsilik gelen homojen

denklem
yn+2)—nyn+1)—(n+1Dyn) =0 (6.4.8)

dir. Teorem (6.3.2.1) den bu homojen lineer fark denkleminin (6.4.8), lineer
bagimsiz iki ¢6ziimiiniin; (Homojen kisim i¢in y; (n) = (—1)™ oldugu veriliyor.)
yi(n) = (=D

i!

y2() = (1" ) v
i=0

ve genel ¢oziimin; ¢, ¢, keyfi sabitler olmak lzere,

i!

ym) = a(~)"+ (D" ) i
i=0

oldugunu biliyoruz. Teorem (6.4.1) de verilen (6.4.5) ve (6.4.6) formiillerini

kullanarak 6zel ¢6zliimii bulabiliriz.

S
(_1)n+1 (_1)n+1 —
n(+1) ya(n+ 1)) _ ;H)
yin+2) y(n+2)l o

_1\n+2 _1\n+2
(D™ (-1) ;(—1)”1

+1 n+2 "+1i—!_ y -
= (-1 (-1 (; (—1)i+1 ;(—1)i+1)

(n+1)!

Whn+1)=

— (_1)n+1(_1)n+2 <
= (D)™ (n+ 1)

oldugundan

oy = - 3 S0+ D
k=0

Wk + 1)
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n-1
ZO( 1)k+1(k +1)! <(_ )k+1z (— 1)1+1>

n-1

- (k + 1)' (Z( 1)l+1>

=0

ve

n—-1 —
N gnk+1) k o k
e L WaeD _;<—1)k+1(k+1)!( e ;(‘”1("“)’

bulunur ve buradan

Ys(n) = uy (n)y1(n) + uz (n)y,(n)

(Lt
( Z( 1)1(k+1)'> (( 1)‘+1)

i=0

elde edilir. Sonuc olarak verilen denklemin genel ¢oztimi

y(m) = yp(n) + ys(n)

dir.
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7. k. MERTEBEDEN LINEER FARK DENKLEMLERI

Birinci mertebeden olan durumdakinden farkli olarak k. mertebeden lineer fark
denklemlerinin ¢6ziimlerini veren genel bir formiil yoktur. Genel bir formiil elde

etmek i¢in baska kosullar1 da eklemek zorundayiz.

k. mertebeden lineer fark denkleminin en genel formu

ynm+k)+ a(n)yin+k—-1)+ -+ a,(n)y(n) =gn),neN, (7.1)

dir. Burada a;(n), a,(n), ... ve g(n) birer dizi belirtir.

Eger her nigin g(n) = 0 ise denklem homojendir; yani (7.1)" e karsilik gelen

homojen denklem

ynm+k)+ a(nm)yn+k—-1)+ -+ a,(n)y(n) =0,n €N, (7.2)

dir (Soykan vd., 2017).

7.1. k. Mertebeden Sabit Katsayili1 Lineer Homojen Fark Denklemi:

Bu durumda a,(n), a,(n), ..., a;(n) fonksiyonlar: sabittir ve bunlar1 a,(n) = a,
ve a,(n) = a,,..., a(n) = a; ile gosterelim. Burada her bir 1 < i < nicin a; nin
reel oldugunu ve ayrica a; # 0 oldugunu kabul edelim. O halde (7.2) homojen

denklemi

yn+k)+ aiyin+k—-1)+-+a,y(n) =0,n€N, (7.1.1)

formundadir.

(7.1.1) denklemini ¢6zmek i¢in ikinci basamaktan sabit katsayili lineer homojen
fark denklemlerinde oldugu gibi A # 0 ve A reel ya da kompleks olmak {izere,

y(n) = A" formundaki ¢oziimler aranir. (7.1.1) denkleminde y(n) = A"

(1 # 0) yazarsak;

Atk g Akl 4 g At =0 (7.1.2)

ve buradan
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At gttt =0 (7.1.3)

bulunur. (7.1.3) denklemine (7.1.1) denkleminin karakteristik denklemi denir.
(7.1.3) denkleminin A4, 4,, ..., A koklerine karakteristik kokler denir (Soykan
vd., 2017).

7.1.1. Teorem: Sabit reel Kkatsayili, k. mertebeden homojen (7.1.1) fark
denklemi daima k tane reel lineer bagimsiz y,, y,, ..., i ¢6ziimtne sahiptir. Bu
cozimler (7.1.3) karakteristik denkleminden elde edilir. Agik olarak ifade

edilirse;

Durum 1: Eger (7.1.3) karakteristik denkleminin k tane 1;, 4,, ..., 4, koki reel
ve birbirinden farkh iseler {1,",1,", ..., 4, "} kiimesi (7.1.1) denkleminin bir

temel kiimesidir. (7.1.1)’ in genel ¢6zimu, c4, ¢, ..., ¢; keyfi sabitler olmak tizere,

y(m) = Y% A" =ci A" + A" + -+ A" formundadir.

Buraday;(n) = 4,", y,(n) = 4, ..., yir(n) =2," seklinde denklemin
kokleridir.

Durum 2: (7.1.3) karakteristik denkleminin A4, 1, ..., A,- kdklerinin hepsi reel ve
siras1 ile my, m,, ..., m, kath olsunlar. Burada }}[_;m; = k dir. Bu durumda

(7.1.1) denklemi E operatorii cinsinden

(E—2)™(E—-21)™ ..(E—2.)™y(n) =0 (7.1.4)
seklinde yazilabilir. Herhangi biri € [1,r] i¢in (E — A;)™y(n) = 0 denkleminin

bir temel ciimlesi
lpi = {Ain, Tllin, ey Tlmi_llin}

dir. Dolayisiyla (7.1.4) iin bir temel ciimlesi ¥ = U], ¥; olup genel ¢6ziim

y(n) = Tio " (cio + cn + cian? + -+ + Cip,_ ™) (7.1.5)

dir (Bereketoglu, 2012).
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Durum 3: (7.1.3) karakteristik denkleminin bir A; = a + i§ kompleks kokii g4
katll olsun. (2¢q; < k).Bu durumda (7.1.1) in 2q, tane gercek degerli lineer

bagimsiz ¢oztiimleri

r*cosnf,r"sinnf, nr* cosnf ,nr*sinnd;...;n1"1r" cosnf, ni1"r"sinnb

seklindedir.

7.1.2.0rnek: y(n + 3) — 9y(n + 2) + 26y(n + 1) — 24y(n) = 0 lineer homojen
fark denklemini ¢ozelim. (3. mertebeden)

Verilen denklemin karakteristik denklemi

A2 =922 4+261—-24=(A1—-2)(A—3)(1—4) =0 dir ve karakteristik kokler
A =2, 1, =3, A; =4tir. Buna gore denklemin genel ¢6ziimi, ¢y, ¢y, ve c3

keyfi sabitler olmak iizere;
y(n) = ¢, 2™ + ¢,3™ + c34™ dir.

7.1.3.0rnek: y(n+4)+4yn+3)+6y(n+2)+4y(n+1)+yn) =0 fark

denklemini ¢6zelim.
Verilen denklemin karakteristik denklemi
M4 +62+41+1=QA+D*=0

dir ve karakteristik koki A = 4, = 1; = 1, = —1dir ve kathlig1 4 tir. Buna

gore denklemin genel ¢6zliimij, ¢4, ¢, c3 Ve c4 keyfi sabitler olmak tlizere,
y(n) = (c; + can + cgn? + ¢,n®) (1"

dir.

7.1.4.0rnek: (E* — 16)y(n) = 0 denklemini ¢6zelim.

Bu denklem y(n +4) — 16y(n) = 0 seklinde 4. mertebeden bir denklemdir.
Karsilik gelen karakteristik denklem

64



AM—16=0
seklinde olup, karakteristik kokler 4; = -2, A, =2, Azq = *2i dir.

Boylece genel ¢oziim

y(n) = c (—=2)" + ¢, 2™ + 2™ (c3 cos% + ¢4 sin %) dir; burada cy,c,,c3 ve ¢,
keyfi sabitlerdir.
7.1.5.0rnek: (E + 2)*(E? + 6E + 25)y(n) = 0 denklemini ¢dzelim.

Bu denkleme iliskin karakteristik denklem

(1 +2)*(A%2 + 61 + 25) = 0 olup karakteristik kokler A; =1, = 13 = 1, = —2
ve Ase = —3 * 44 dir.

Boylece genel ¢6ziim

y(n) = (=2)™(c; + cn + c3n? + c4n3) + 5"(cs cosnb + cg sinnh) dir; burada

. . 4 4
€1, C, C3, Cq, Cs, Cg Keyfi sabitler ve = tan™? (E)

7.2. k. Mertebeden Sabit Katsayih Lineer Homojen Olmayan Fark
Denklemi:

Tezimizin bu kisminda k. mertebeden sabit katsayili lineer, homojen olmayan
yn+k)+ayin+k—-1)+ -+ aqy(n) =gn),neN, (7.2.1)

denklemini g6z ontline aliyoruz. Burada a,, a,, ..., a; katsayilar: reel sabitler ve
ax # 0dir. Bu denklemin bir 6zel ¢6zimi belirsiz katsayilar yontemi ve

operator yontemi ile verilecektir.

7.2.1. Belirsiz Katsayilar Yontemi:

Belirsiz katsayilar yonteminde 4 adim vardir:

1.) (7.2.1) denklemine karsilik gelen homojen denklemin

ynm+k)+ayn+k—1)+-+a,y(n)=0 (7.2.1.1)
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Yh = C1y1 + €Y, + -+ ¢y, genel c¢ozumu bulunur. Burada; yq,y,, ..., Vi

(7.2.1.1)’ in lineer bagimsiz ¢ozimleridir.

2.) Y1, Y2, -, Vi ve g fonksiyonlarinin lineer bagimsizligi arastirilir. (Bu, bunlarin
Casoratyani hesaplanarak yapilabilir ya da bazen direkt olarak gosterilebilir.)

Eger bunlar lineer bagimli ise bu ydntem uygulanmaz.

3.) (7.2.1) denkleminin sag tarafinin tablo icinde sol siitunda verilen
fonksiyonlarin bir lineer kombinasyonu olup olmadig1 arastirilir. Eger degil ise
bu yontem uygulanamaz. Eger bir lineer kombinasyonu ise o zaman g(n)
fonksiyonu i¢in 6zel ¢6ziim olabilecek aday y;(n) ¢oziimleri tablonun ikinci

stitununda verilen formda olusturulur.

4.) Olusturulan aday 6zel ¢6ziim y;(n), (7.2.1.1) homojen denkleminde yerine

konur ve katsayilar belirlenir.

Y1, Y2, -, Y ve g fonksiyonlarinin lineer bagimli oldugu ve g nin tablo i¢cinde sol
sutunda verilen fonksiyonlarin bir lineer kombinasyonu oldugu durumda
(kisaca belirtirsek benzerlikler varsa) tablonun ikinci siitununda verilen
fonksiyonlardan olusturulan 6zel ¢6ziim n nin en kiiciik kuvvetleri ile ¢arpilir

(Soykan vd., 2017).

Cizelge 7.2.1.1. (Bereketoglu, 2012) Belirsiz katsayilar

Belirsiz Katsayilar Yontemi

g(n) ys(n)

a® Aa™

nk Ay + An+ -+ Agn®
n*a® (A4g + An + -+ ApnF)a™

Asinbn + B cos bn
sin bn veya cos bn

a™ sin bn veya a™ cos bn (Asinbn + B cos bn)a™
n*a™ sin bn veya n*a™ cos bn (4p + An + -+ An®)a™ sin bn
+ (By + Byn + -

+ Byn*)a™ cos bn
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7.2.2. L(E) Operator Yontemi:

(7.2.1) denklemi E operatorii cinsinden

L(E)y(n) = g(n) (7.2.2.1)
seklinde yazilabilir; burada L(E) operatori

L(E) =E*+ aE*¥ ' + -+ qa, (7.2.2.2)
dir. Buradan (7.2.2.1) veya (7.2.1)’ in bir 6zel ¢6ziimi

ys(n) = L7 (E)g(n) (7.2.2.3)
dir.

Belli g(n) durumlar1 icin (7.2.2.3)’iin hesabi; yani, L"1(E) nin fonksiyonlara

uygulanis bicimi asagidaki teoremlerde verilecektir (Bereketoglu, 2012).

7.2.2.1. Teorem: L(a) # O ise,

1 n_a*
L(E) Y L(a) (7.2.2.4)

Dir (Bereketoglu, 2012).

7.2.2.2. Teorem: F(n),n ye bagh bir fonksiyon olmak tlizere
L(E)a™F(n) = a™L(aE)F(n)

ve

1 n — n_1
L(E)a Fn)=a L(aE)

F(n) (7.2.2.5)

Dir (Bereketoglu, 2012).
7.2.2.3. Teorem: L(a) = 0 ve
L(E) = (E — a)™h(E), h(a) # 0,

olsun. Bu durumda

an—mnm

L Y(E)a™ =
dir.

o (7.2.2.6)
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7.2.2.4 Ornek: y(n+2) —4y(n+1) + 3y(n) = (—4n + 8n?)5" denklemini
¢Ozelim.

yn+2)—4y(n+1)+3y(n) =0

denkleminin karakteristik denklemi,

A2—42+3=0

dir. Bu denklemin karakteristik kokleri,

A =3 A, =1 olarak elde edilir.

Yn(m) = ¢;3™ + ¢, 1™ = ¢;3™ + ¢, olarak bulunur. Verilen denklemde;
g(m) = (—4n + 8n?)5"

oldugu icin; Cizelge 7.2.1.1’ den, 6zel ¢6ziim aday1

ys(n) = (ay + a;n + ay;n?)5" seklinde secilerek, denklemde yerine yazilr.

Buradan,

ys(n+2) = (ag + a;(n + 2) + a,(n + 2)?)5™+2
Yo (n+2) = (ag + as(n +2) + ap(n* + 4n + 4))5™+2

ys(n + 2) = (25a, + 50a, + 100a, + (25a, + 100a,)n + 25a,n%)5" (7.2.2.7)
ys(m+1) = (ag + a;(n+ 1) + a,(n + 1)?)5™+*

ys(n+1) = (ap+a;(n+1) + a,(n? + 2n + 1))5"*?!

ys(n+ 1) = (5a, + 5a; + 5a, + (5a; + 10a,)n + 5a,n?)5" (7.2.2.8)
ys(n) = (ag + ayn + a;n?)5" (7.2.2.9)

elde edilir. (7.2.2.7), (7.2.2.8), (7.2.2.9) denklemleri, verilen denklemde yerine

yazilarak,

(8ay + 30a, + 80a, + (8a, + 60a,)n + 8a,n?)5" = (—4n + 8n?)5" (7.2.2.10)
elde edilir. (7.2.2.10) denkleminden,

8a0 + 30a1 + 80(12 =0

68



8a1 + 60a2 = _4‘

8a2:8

bulunur.

ys(n) ¢oziimiinde yerine yazildiginda,

ys(n) = (20 — 8n + n?) 5" dir. Buradan genel ¢oziim;
y(n) = yp(n) +ys(n)

y(n) =¢3" + ¢, + (20 — 8n +n?)5"  bulunur.

7.2.2.5 Ornek: y(n + 2) — 7y(n + 1) + 12y(n) = 4™ fark denkleminin bir 6zel

¢O6zimini bulalim.

Bu denklem E operatoérii cinsinden

L(E)y(n) = (E =3)(E = 4y(n) = 4"

seklinde ifade edilebilir. L(4) = 0 oldugundan, Teorem 7.2.2.3 uygulanir ve
L(E) = (E —4)h(E),h(E) = (E — 3) ¢ikar.

Buradan, a = 4, m=1, h(4) = 1 dir. Boylece (7.2.2.6) dan,

1
ys(n) = @411

= 4" 1p
0zel ¢6ziimi bulunur.
7.2.2.6 Ornek: (E — 3)3y(n) = 3" denkleminin bir 6zel ¢éziimiinii bulalim.

L(E)=(E—-3)%icinL(3) =0,m =3ve h(E)=1dir.
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O halde Teorem 7.2.2.3’ ten, bir 6zel ¢6ziim

1
. = — n
3n—3.n3

T 1.3!
3" n3

162

seklinde elde edilir.

Ayrica; bilinmelidir ki, k. mertebeden degisken katsayili (6zel olarak da sabit
katsayili)) homojen olmayan lineer fark denklemlerinin bir 6zel ¢oziimiini
bulmak i¢in parametrelerin degisimi yontemi kullanilmaktadir. Daha 6nce ikinci
mertebeden lineer degisken katsayili homojen olmayan fark denklemleri i¢in bu
yontemi vermistik. Burada g(n) fonksiyonu keyfi bir fonksiyondur ve bu
nedenle, bu yontemin, bir 6zel ¢6ziim bulmak icin en genel yontem oldugu

bilinmelidir.
7.2.2.7 Uyar1: Bu yontem benzer sekilde k. mertebeden degisken katsayili

ynm+k)+an)yn+k—-1)+ -+ a.(n)yn) = gh) (7.2.2.11)
denklemine de uygulanabilir. Buna iliskin homojen denklemin genel ¢6ztimu

yr(n) = a;y;(n) + a,y,(n) + -+ + a,y,(n) olup (7.2.2.11) in bir 6zel ¢oziimii
ys(n) = a;(m)y1(n) + a,(n)y2(n) + - + ar (M)y,(n)
dir; burada a;(n), a,(n), ..., a,(n) bilinmeyenleri asagidaki gibi hesaplanir.

( Aa,(n)y;(n+ 1) + Aa,(n)y,(n+ 1) + -+ Aa,,(n)yy(n+ 1) =0,
Aa;(n)y;(n+ 2) + Aa,(n)y,(n + 2) + -+ Aa,,(n)yy(n+ 2) =0,

Aa,(n)y(n+k —1) + Aa,(n)y,(n + k -1+ +Aagy(n)yy(n+k—-1) =0,
Aa;(n)y;(n + k) + Aa,(W)y,(n + k) + -+ Aa M)y (n + k) = g(n)

sisteminden Aa,(n),Aa,(n),...,Aa;(n) bulunur ve daha sonra bunlarin
sirasiyla, ters farklar1 alinarak a,(n),a,(n), ..., a,(n) elde edilir (Bereketoglu,

2012).
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7.2.2.8. Ornek: Parametrelerin degisimi yontemi yardimiyla
yn+2)-7y(n+1)+6y(n)=n

denkleminin bir 6zel ¢6ziimiini bulalim.

Bu denkleme iliskin

y(n+2) —7y(n+ 1)+ 6y(n) = 0 homojen denklemin genel ¢oziimii
yr(n) = a; + a,6"

dir. O halde verilen denklemin bir 6zel ¢6zimi

Ys(n) = a;(n) + a,(n)6"

dir; burada a,(n) ve a,(n)

{Aal(n) + Aa,(n)6™t! =0,
Aa;(n) + Aa,(n)6™? =n

sistemini saglarlar. Buradan

Aa;(n) = —% ve Aa,(n) = %6_"

dir. Bunlarin ters farklar: alinirsa,

_ IR 1 anei . 1
009 =44 () 2 -4 == a1
ve

A—1 ne-m" _i n—1 . —l'__l —Tl_i -n
az(n) = A ( 30 )_ 3o 2i=0 1677 =—226 125 ©

elde edilir. O halde 6zel ¢6ziim

ys(n) = — n +32_ 515 seklinde bulunur.

10 50
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8. COZUMLERIN DAVRANISLARI
yn+2)+a,y(n+1)+a,y(n) =0 (8.1)

seklinde ikinci mertebeden lineer homojen fark denklemini ele alalim. (8.1)
denkleminin karakteristik koklerinin 4; ve 1, oldugu kabul edilsin. Bu kdklerin
yapisina gore asagida verilecek farkli durumlar s6z konusudur. Ama 6nce sifir
etrafinda salimimliliktan bahsedelim. y(n) dizisi alterne; yani y(n) > 0 iken
y(n+1) < 0veyay(n) <0ikeny(n+ 1) > 0ise, o zaman y(n) dizisine sifir

etrafinda salinimlidir denir.

Durum a: A; ve A, reel ve farkli olsun. y;(n) = 4," ve y,(n) = 1, ; (8.1)
denkleminin lineer bagimsiz iki ¢ozimidir. |A;] > |4,] ise y;(n) dominant
(baskin) ¢o6zlim, 1; e dominant (baskin) karakteristik kék denir. Aksi halde,
y2(n) e dominant (baskin) ¢6ziim, A, e dominant (baskin) karakteristik kok

denir. Simdi (8.1) denkleminin genel ¢6zimi

y(n) = c;A4," + c34," nin limit davranisinin, dominant ¢éziimiin davranigina

bagl oldugunu gorelim.

|A;] > |A,]| olsun. Bu durumda,
A n
y(n) =iyt + Ay = A" <C1 tC (72) )
1

Az o . 22\™
yazilir ve |7| < 1 oldugundan, n — oo iken (T) — 0 olur.
1

1
Dolayisiyla; lim ;¢ y(n) = lim ,,_,0, ;4" bulunur.

A4 in degerine bagl olarak asagidaki alt1 farkli durum s6z konusudur.
1) A; > 1ise {c;A,"} dizisi, o a 1raksar. Sistem kararsizdr.

2) A, = lise {c;A,"} dizisi, sabit dizidir. (Kararh sistem)

3) 0<A; <1 ise {c;4,"} dizisi monoton sekilde sifira yakinsar. Sistem
kararhdir.
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4) —1 < A; < 0 ise, {c;4,"} dizisi sifir etrafinda salinnm yapar. Yani isaret

degistirir. Sifira yakinsar. Kararl sistem.
5) A, = —1ise {c;4,"} dizisi, ¢; ve —c; degerleri arasinda salinim yapar.

6) 1; < —1ise {c;A,"} dizisi salinim yapar ama genlik giderek biiyiir. Sistem

kararsizdir (Elaydi, 2000).

(1)

y,(n}

(2)

(2

¥l

£

Imz
"

)
)

n

¥

| . |
N
=

*
)
CD ‘\“
) = |
a

¥iin)

F

A~

¥, (n)

Sekil 8.1. (Elaydi, 2000) Reel kokler icin (n, y(n)) grafikleri
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Durum b: 4; = 4, = 4 oldugu durumda, (8.1) denkleminin genel ¢6ziimij,

y(n) = (¢; + c;n)A" seklindedir. Eger, A > 1ise monoton olarak, eger 1 < —1
ise saliniml bir sekilde y(n) ¢ozliimii iraksar. Eger |1| < 1 ise;
lim,,,,, n A" = o0. 0 belirsizligi

lim % = gbelirsizligine doner. O halde,

n—->0oo l_n

lim % = 0 bulunur.

e T

limnA" =0

n—->oo
oldugu i¢in |A| < 1 oldugunda ¢6ziim sifira yakinsar.

Durum c: Karmasik koékler durumudur. 4, ve 1, karmasik sayi, A; = a + iff ve

A, = a —if olsun. (B # 0)
(8.1) denkleminin genel ¢6ziimd;

y(n) = Ar"cos(nf — B), r=.la?+ 2 6 = tan~! (g)

genel ¢oziimi salimimhdir; ¢linki cosiniis fonksiyonu salimmhdir. y(n),

karakteristik koklerin durumuna gére ti¢ farkli sekilde salinim yapar.

1)r > lise A; ve A, = A; olup birim cemberin disindadir. y(n) salinim yapar ve

cozumlerin genlikleri giderek biiytir. (kararsiz sistem)

2)r = lise A; ve 1, = A; olup kokler birim cemberin iizerindedir. y(n) salinim

yapar ve ¢oziimlerin genlikleri sabit kalir. (kararli sistem)

3) r<1ise A; ve A, =2, olup birim ¢emberin icindedir ve ¢dziimlerin
genlikleri giderek kigiiliir. y(n) ¢6ziimii salinim yapar, biitiin ¢éziimler n — o

icin sifira yakinsar (kararh sistem) (Elaydi, 2000).
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Sekil 8.2. (Elaydi, 2000) Kompleks kokler icin (n, y(n)) grafikleri

8.1. Teorem: Asagidaki ifadeler gecerlidir:

(1) (8.1) denkleminin tiim ¢6zlimlerinin sifir etrafinda salinmas i¢in gerek ve

yeter kosul karakteristik denklemin pozitif reel kokiiniin olmamasidir.

(ii) (8.1) in tim c¢ozlimlerinin sifira yakinsamasi igin, yani sifir ¢éziimiiniin
asimtotik kararli olmasi i¢in gerek ve yeter kosul max{|1,],14,|} < 1 olmasidir

(Elaydi, 2000).

ikinci basamaktan homojen olmayan fark denklemi, M # 0 ve sabit say1 olmak

uzere;

yn+2)+a,y(n+1)+a,y(n) =M (8.2)

seklindedir. (8.1) homojen denkleminin aksine, artik y(n) = 0 dizisi (8.2)
denkleminin ¢6ziimi degildir. Coziim olarak (8.2) nin sifir olmayan denge

noktasi veya y(n) = y* ¢dziimii vardir. Bu da,

y'+a,y"+a,y* = M veya

yr=— (8.3)

- 1+aq+a,
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seklinde elde edilir. Boylece y;(n) = y*, (8.2) denkleminin bir 6zel ¢oztimidiir;

(8.2) denkleminin genel ¢oziimii de

y(m) =yp(n) +y* (8.4)

dir. Burada y,(n), (8.2) denklemine iliskin (8.1) homojen denkleminin genel

cozimudiir.

8.2.Tanim: y(n) — y* dizisi alterne olarak isaret degisirse; yani, y(n) > y* iken
y(n+1) <y*veyay(n) < y*ikeny(n+ 1) > y*ise, o zaman y(n) dizisine y*
etrafinda salimimhidir denir. Ozel olarak, y* = 0 ise y(n) dizisine sifir etrafinda

salinimlidir denir (Elaydi, 2000; Bereketoglu, 2012).

n — oo halinde y(n) — y* olmasi i¢in gerek ve yeter kosul y,(n) — 0 olmasidir.
y(n) nin, y* etrafinda salinimli olmasi i¢in gerek ve yeter kosul y,(n) nin, sifir
etrafinda salinimh olmasidir. Bu anlatilanlar siradaki teoremde 6zetlenmistir

(Elaydi, 2000).

8.3. Teorem:

(i) Homojen olmayan (8.2) fark denkleminin tiim ¢6ziimlerinin, y* etrafinda
salinimli olmasi i¢gin gerek ve yeter kosul (8.1) homojen fark denkleminin higbir

karakteristik kokiintlin pozitif reel say1 olmamasidir.

(ii) (8.2) denkleminin tiim ¢6ziimlerinin n — o oldugunda y* a yakinsamasi i¢in
gerek ve yeter kosul 4; ve 4,, (8.1) homojen denkleminin karakteristik kokleri

olmak tizere max{|1,|,|1,|} < 1 olmasidir (Elaydi, 2000).

Teorem (8.1) ve Tanim (8.2)" te ikinci mertebeden fark denklemlerinin
asimtotik kararliligl icin, gerek ve yeter kosullar verildi. (8.1) veya (8.2)
denklemlerinde kararlilik i¢in a; ve a, degerlerine bagh belirli kriterlere ihtiyac

duyulabilir. Asagidaki sonucta bu kriterlerden bahsedilecektir.
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8.4. Teorem:

1+a1+a2>0, 1_a1+a2>0, 1_a2>0 (85)

kosullary, (8.1) ve (8.2) denklemlerinin denge noktasinin(¢dziimiiniin) asimtotik
kararli, (¢6zliimlerin y* a yakinsamasi icin) gerek ve yeter kosullardir (Elaydi,

2000).

ispat: (8.1) ve (8.2) denklemlerinin, denge noktasinin, asimtotik kararli oldugu
kabul edilsin. Teorem (8.1) ve Tamim (8.2) kullanilarak, 12 + a;A + a, = 0
karakteristik denkleminin A, ve A, kokleri birim ¢emberin i¢indedir. Yani

|4,] < 1ve |A,| < 1dir. Bu koklerin esitlerini yazacak olursak;

2= T PR T [ T2 (8.6)

2 2 2

dir.
Burada iki durum karsimiza cikar.

Durum 1. A, A, reel koékler, a2 —4a, >0 dir. |A] <1 ve [1,] <1
oldugundan, (8.6) dan,

—2<-a;+Ja;?—4a,<2=>-2+4+a, < Ja,*?—-4a,<2+a, (8.7)

bulunur. Benzer olarak diger esitlikten de;

—2+a;<—Ja;2—4a, <2+a, (8.8)
bulunur. (8.7) esitsizligindeki, ikinci esitsizligin karesi alindiginda,
1+a;,+a,>0 (8.9)
esitsizligi elde edilir. (8.8) esitsizligindeki birinci esitsizligin karesi alinirsa,
1—-a,+a,>0 (8.10)
elde edilir. a;%2 —4a, > 0vea, < ale < 1 oldugundan, (8.7) esitsizliginin ikinci

esitsizliginden ve (8.8) esitsizliginin birinci esitsizliginden,
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2+a,>0ve2—a; >0veyala;| <2
dir.

Boylece (8.5) kosullarinin ispati Durum 1 i¢in gosterilmis oldu.

Durum 2. a;2—4a, <0, yani A;, 1, kéklerinin karmasik sayr olmasi

durumudur. Bu durumda,

a12

dir. a;? < 4a, oldugundan, —2+/a; < a; < 2y/a, dir. Buradan, |1,|? = -t

4a2 a12

T s =X bulunur. |4;| < 1 oldugundan, 0 < a, < 1 dir.

(8.5) kosullarindan, ilk iki esitsizligin gerceklendigini gostermek icin, x € (0,1)
icin f(x) = 1+ x — 2+/x > 0 oldugunun gésterilmesi gerekmektedir. f(0) = 1
vef'(x)=1-— \/i; dir. Bu durumda x = 1 noktasi, x € (0,1) i¢cin azalan f(x) in

lokal minimumudur. Dolayisiyla, her x € (0,1) icin f(x) > 0 dir.

Sonug olarak gerek ve yeter kosuldaki gerek kosulunun ispati tamamlanmistir

(Elaydi, 2000).

Yeterliligi gostermek icin (8.5) teki esitsizlikler saglanmis olsun. Bu durumda

yine Durum 1. ve Durum 2. g6z 6niine alinir.

Durum 1. a;? — 4a, > 0 olsun.

Buradan;

12| = % |—a1 tvai® - 4a2|

< %|—a1 i\/(l + a,)? —4a2|

<3 (Ilal + VT - @)
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1
<§(1+a2+

elde edilir.

Durum 2. a,?

Bu durumda

1_a2):1

—4a, < 0 olsun.

1
|/11’2| = E |_a1 i l\/ 4‘a2 — a12|

1
= E\/alz + 4(12 - alz

=+a, <1

dir (Bereketoglu, 2012).
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9. FARK DENKLEM UYGULAMALARI

Fark denklemleri giinliik hayatta bir¢ok alanda karsimiza ¢ikan problemlerin
modellenip, ¢oziilmesinde kullanilmaktadir. Bu alanlardan birka¢i Matematik,
Fizik, Biyoloji, Mihendislik, Ekonomi olarak siralanabilir. Bu boéliimde
literatiirde Kkarsilasilan ve fark denklemi kullanilarak formiile edilmis
uygulamalara yer verilecektir. Bahsedilen 6rneklerde; son iki 6rnek haric,

(Elaydi, 2000) kaynagindan faydalanilmistir.

9.1. Olasilik uygulamasi (Kumarbazin ¢okiisii)

Bir kumarbaz, 0 < q <1 olmak sartiyla, rakibine kars1i bir dizi oyun
oynamaktadir. Bu oyunlardan herhangi birinde $1.00 kazanma olasiligi g; $1.00
kaybetme olasiliginin 1 — q oldugu bilinmektedir. Bu kumarbaz su iki sart
sonrasl kumar oynamay1 birakacaktir: N dolar para kazanma amacina ulasirsa
yahut parasini tiimiiyle kaybederse. Eger tiim parasi biterse de bu kumarbazin
iflas ettigini (¢Oktiigiinii) soyleyecegiz. Kumarbazin n dolar para kazanip
sahiplenmesi durumunda ¢okme olasilig1 p(n) olsun. Kumarbaz iki farkh sekilde
iflas ettirilebilir. ilki bir sonraki oyunu kazanarak, ki bu olayin olasilig1 g dur, bu
durumda servetin + 1 ve iflas etme olasihg1 p(n + 1) olacaktir. ikinci durum,
bir sonraki oyunu kaybetmesidir. Bu olayin olasiligi 1 — q dur, iflas etme

olasilig1 p(n — 1) olacaktir. Sonug olarak tiim olasiliklari toplayarak;

p(n) =qgp(n+ 1)+ (1 -q)p(n—1) bulunur. n yerine n + 1 yazilirsa,
p(n+2) — ép(n +1)+ %p(n) =0, n=01,..,N, (9.1.1)
olarak bulunur. p(0) =1ve p(N) =0

Karakteristik denklem

1 1-
Py P
" q

seklinde yazilir ve kokleri
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1 1-2¢ 1-
L 1-2¢_1-g

A =—

Y72 2q q
_1 1-2_,
?72q 29

seklindedir. Bu durumda denklemin genel ¢6zimii g # % olmak sartiyla

p(n) =ci +c; (1 ; q>n

olarak yazilabilir. p(0) = 1 ve p(N) = 0 baslangi¢ kosullari kullanilarak

1-q N s
c;+c,=1, c,+c, (T) = 0, sonuglari elde edilir.
Boylece;

_ (1—_q)N
Cl = q
1—g¢q ¥
-5
1
Cy = N

p(n) = (9.1.2)
elde edilmis olur. g = %olan 6zel durum ayri ele alinmalidir. Clinki bu durumda

A1 = 4, = 1 tekrarh kékler vardir. Adil bir oyunda zaten bu durum kesindir. Bu

durumda genel ¢6ziim

p(n) =c; +cyn seklinde ifade edilir, baslangi¢ kosullariyla

p(n) =1-%= % (9.1.3)

esitligi elde edilir.
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Ornegin, $4 ile oyuna baslandiginda, 1 dolar kazanma olasihg1 problemde 0.3
olarak verilsin. Para tamamen biterse ya da toplamda $10 para kazanilirsa
kumar oynama birakilacaktir. O zamann =4,q = 0.3ve N = 10 iken ¢6kme

olasilig1 soyle ifade edilebilir.

(Z 4_(7)10
p(4) = ~¥—3 = 0.994 olarak bulunur.

1-(3)

wIN

Diger taraftan eger q = 0.5, N = $100.00 ve n = 20 ise o zaman (9.1.3)

denkleminden
(200 =1 20 = 0.8
PREV)=2" 900

elde edilir. Bilinmelidir ki, ¢ < 0.5 ve N - o iken; (9.1.2) ve (9.1.3)
formiillerindeki p(n) olasiligl 1’e yaklasmaktadir ve kumarbazin iflas etmesi

kesindir.

Kumarbazin kazanma olasilig1 parg¢ali fonksiyon ile asagida verilmistir.

ﬁ(n)=1—p(n)=<1—(1_q)

9.2. Biyoloji uygulamasi (Fibonacci dizisi)

Bu probleme ilk kez daha cok Fibonacci olarak bilinen Italyan matematikgi
Leonardo di Pisa tarafindan 1202’de abakiis hakkinda yazilan Liber abaci adli
kitapta rastlanmistir. Tavsanlarin liremesi, ¢ogalmasi esasina dayanir. Daha
onceki bolimlerde ikinci mertebeden homojen fark denklemi 6rnegi olmasi
itibariyle bu problem incelendigi i¢in tekrar bu boéliimde ayrintili olarak

incelenmemis, sadece 6rnek olarak verilmistir.
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9.3. Ekonomi uygulamasi (Milli gelir)

Kapitalist bir iilkede belli bir n zaman diliminde milli gelir Y (n)

Y(n) =C(n)+1(n)+ G(n), (9.3.1)
seklinde yazilabilir. Burada;

C(n) =Tiiketim mallarinin alinmasi i¢in yapilan tiiketici harcamalari

I(n) =Sermaye donanimini satin almak icin yapilan 6zel yatirim tesvigi

G (n) =Hiikiimet (idarenin) harcamalari

n genellikle y1l olarak hesaba dahil edilir.

Simdi ekonomistler tarafindan yapilan yaygin varsayimlara goz atalim:

(a)  Tiiketici harcamasi C(n) bir 6nceki n — 1 yilindaki milli gelir Y(n — 1) ile
orantilidir. Soyle ki;

Cn)=a¥Yn-1) (9.3.2)
Burada a > 0 marjinal tiiketim meyli (egilimi) adin1 alir.

(b)  Ozel yatirim tesvigi I (n), titkketimdeki artisla C(n) — C(n — 1) orantihdur.
I(n) =B[C(n) —C(n—1)] (9.3.3)
Burada f > 0 baglanti (iliski) olarak adlandirilir.

(¢)  Son olarak hiikiimet (kamu) harcamalar1 yillar boyunca sabittir ve bu
sabit birimi

G(n) = 1 olarak alinz. (9.3.4)

(9.3.2), (9.3.3) ve (9.3.4) denklemlerini (9.3.1)’ de yerine koyarsak ikinci

mertebeden fark denklemi ortaya cikar.

Y(n+2)— a(l+p)Yn+1)+apfY(n)=1, neZt (9.3.5)

Bu denklemin tek denge noktasi (equilibrium point) vardir. Bu nokta
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. 1

= ) a#*1

olarak bulunur. Bu denge noktasinin asimtotik kararl olmasi
a<l, 1+a+2af >0, af < 1. (9.3.6)

sartlar1 altinda mimkiindtr.

Ayrica milli gelir Y (n) ancak ve ancak

4p
<G (9.3.7)

sart1 saglandigi zaman denge durumu olan Y™ etrafinda salinimhdir.

Simdi su sarti g6z Oniline alalm. =%,B =1.0 zaman Y*"=2 (V"=
G(n)in2 katt ) olacaktir. Bu durumda (9.3.6) ve (9.3.7) kosullan
saglanmaktadir. Dolayisiyla milli gelir Y(n); baslangic milli gelir degerlerine
Y (0) ve Y (1) bakilmaksizin her zaman Y* = 2 noktasina salinimli bir sekilde

yaklasmaktadir.

9.4. Matematik uygulamasi (Hanoi Kuleleri)

Hanoi kuleleri fikri Uzak Dogu’ dan gelmektedir. Bazi kaynaklarda Brahma
Kulesi veya Diinyanin Sonu Yapbozu olarak da ge¢mektedir. 1883’te Fransiz
matematik¢i Edouard Lucas tarafindan bulunmus ve oyuncak olarak satilmaya
baslanmistir. Iddiaya gore Brahma tapinaklarindaki rahipler zihinsel gelisim
icin bu yapbozla ugrasmiglardir. Yaygin inanisa gére bulmaca tamamlandiginda
diinya tlizerindeki yasam da sona erecektir. Oyuncaktaki mantiga gore; list liste
en altta en genis halka olmak iizere biiyiikten kii¢lige dogru yerlesmis 64 diskin
gecirildigi bir cubuk ve iki tane de bos ¢ubuk vardir. Rahipler bu diskleri her
seferinde yalnizca bir disk kullanmak sarti ile bos ¢ubuklardan birine ayni
dizilimle miimkiin olan en az hamleyi yaparak gecirmeye calismaktadirlar.

Ancak bu sirada hic¢bir disk, kendinden kii¢iik olanin tistiine konulamaz.
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Sekil 9.4.1." Hanoi kuleleri

Rahipler uzun ugraslar ve sayisiz hamlelerle giinler geceler sonra yapbozu
¢o6zmeyi basarmislardir.

Problem matematiksel olarak ele alindiginda;

n + 1tane halka olsun.y,,; de bun+ 1halka olan yapbozun ¢6zimi igin
yapilan en az hamle sayisi olsun. n + 1 tane halka oldugu icin 6ncelikle diger
bos cubuga en lstteki n tane halka yerlestirilir (Hamle sayis1 y,,). Son halka ise
bir hamle ile bos olan diger ¢ubuga yerlestirildikten sonra, tiim halkalar1 tekrar

en biiyiik halkanin tlizerine ayni dizilim sekliyle yerlestirmek yine y, hamlede

olacaktir.

Cizelge 9.4.1. Halka ve hamle sayilari
Halka 1 2 3 4 5 6
say1sl
Hamle 1 3 7 15 31 63
sayisl

Bu durumda yapilan hamle sayis1 2y,,+1 olur. Yani

Yn+1 = 2yp,+1 esitligi karsimiza ¢ikar. Bu denklem birinci mertebeden lineer
homojen olmayan fark denklemidir. Bu denklemin genel yontemle ¢6ziimii

(5.3.6) geregi bilinmektedir.

* Difference Equations 1, (http://www.cimt.plymouth.ac.uk/ Chapter 14)
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0 halde genel ¢6ziim

Yn = 2" — 1 olarak karsimiza ¢ikmaktadir. (ntane halka i¢cin Hanoi Kulesi
probleminin genel ¢6ziimii)

Rahipler 64 halka ile bu yapbozu bitirmislerdir. Bu da demek oluyor Kki; toplam
Vea = 2% — 1 = 18.446.744.073.709.551.615
hamle yapmislardir.

9.5. Fizik uygulamasi (Sicaklik Degisimi)

Bir diger enteresan Ornek fizikten olup, sicaklik degisiminin goézlenmesidir.
Sabit oda sicakliginda birakilan bir kupa sicak cayin oda sicakligina kadar
sogumasl ya da bir bardak soguk limonatanin oda sicakligina kadar ilimasi
ornegini ele alacagiz. T, nesnenin baslangi¢c sicakligini, S ortamin sabit
sicakligin, T,, limonata veya ¢ayin n birim zaman sonraki sicakligin1 gostersin.

Bir birim zamandaki sicaklik degisimi;

Tn+1)—Tn) =k(T(n) —-S5) (9.5.1)
esitligi ile modellenir. k cisme bagl olan bir sabit,n = 0, 1, 2, ...dir.

Bu fark denklemine Newton’un soguma kanunut denir. Bu denklemden; sicaklik
degisiminin, nesnenin sicaklig1 ile ortam sicakliginin arasindaki farka bagh
oldugu sonucu c¢ikar. Biytik sicaklik farki kiigiik fark olana gore, daha hizh
soguma ya da 1sinma anlamina gelir. Eger S bilinir, k sabitini bulmaya yonelik de
yeterli bilgi verilirse (9.5.1) denklemi birinci mertebeden fark denklemi olarak

acik bir bicimde ¢ozilebilir.

Ornegin baslangi¢ sicakligi 180°F olan bir bardak cay sabit sicakligi 80°F olan
bir odaya konsun. Bir dakika sonra cayin sicakligi 175°F oluyorsa, 20 dakika

sonra c¢ayin sicakligi ne olur?

T http://de2de.synechism.org/c1/sec14.pdf
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T, = 180°F

T, = 175°F

S =80°F

T,, = n dakika sonra ¢ayin sicakligi olsun. Newton’un soguma kanunu’ na gore;
Tn+1 — Ty = k(T(n) — 80)

n =0 i¢in; T; — T, = k(T(0) — 80) bulunur.

Yani; 175 — 180 = k(180 — 80) elde edilir.

Buradan k = —0.05 tir.

(9.5.1) denklemi yeniden yazilarak ¢oziilduigiinde;

Tpy1 — T, = —0.05(T(n) — 80) = —0.05T, + 4.

Thy1 =T, — 0.05T,, + 4 = 0.95T,, + 4 (9.5.2)

Bu denklem birinci mertebeden homojen olmayan lineer fark denklemidir.

(5.3.6) geregi denklemin genel ¢6ziim;

1- (0.95)”)

— n
T, = 0.95"(180) +4( —

= 0.95"(180) + 80(1 — (0.95)™)
=80 + 100(0.95)"

olup; 20 dakika sonra ¢ayin sicakligy;

T,o = 80 + 100(0.95)2° = 115.85 olur. Bu demektir ki; 20 dakika sonra ¢ayin
sicakhig1 116°F nin altina kadar diismektedir. Ayrica;

lim T, = lim (80 + 100(0.95)") = 80.
n—-oo

n—-0oo

Goriiliiyor ki; ¢ayin sicaklifl zaman gectikce azalarak oda sicakligi olan 80°F

denge sicaklik degerine ulasacaktir.
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10. SONUC VE ONERILER

Fark denklemleri ile diferansiyel denklemler arasinda biiyiik benzerlikler
bulunmaktadir. Fark denklemleri sayesinde diferansiyel denklemlerdeki
stireksizlik durumlar1 ortadan kaldirilabilmektedir. Hatta bir¢cok diferansiyel
denklem, fark denklemleri kullanilarak kolaylikla ¢oziilebilmektedir. Bu nedenle
bu tezde fark denklem uygulamalarini desteklemek i¢cin hem giinliik hayattan
problem oOrnekleri, hem de sayisal 6rnekler verilerek konunun daha anlasilir

olmasi saglanmistir.

Son yillarda konuya gosterilen ilginin artmasi neticesinde bilimin her dalinda
karsilasilabilecek matematik problemlerinin modellenmesinde artik fark
denklemleri kullanilmaktadir. Bunun sonucunda konu ile ilgili yapilan
calismalar da artmistir. Bu tezde lineer fark denklemleri ve ¢6ziim yontemleri
lizerine ¢alisiimistir. Sabit katsayili lineer yiliksek mertebeden homojen olmayan
fark denklemlerinin ¢6zlimleri icin belirsiz katsayilar, operatér yontemi ve
parametrelerin degisimi yontemi bilinen ve kullanilan yontemlerdir. Belirsiz
katsayllar ve operatéor yontemleri kisith durumlarda kullanilabilirken;
parametrelerin degisimi yontemi neredeyse tiim problemlere uygulanabilecek

bir yéntemdir.

Fark denklemleri alaninda yapilan bu calismanin konu hakkinda ilerleyen
donemlerde c¢alisacak Kkisilere yardimci olacagi diistiiniilmektedir. Yapilacak
calismalar cesitli alanlarda ortaya ¢ikan problemlerin lineer fark denklemleri
yardimiyla modellenerek c¢oziilmesi seklinde olabilir. Buna karsin; sosyal
bilimler, davranis bilimleri veya iktisat alaninda karsilasilan bir¢ok problemin
lineer olmayan fark denklemleri ile ¢oziilmesi gerektigi bilinmektedir. Bu
ylzden arastirmacilarin artik yavas yavas lineer olmayan fark denklemler
lizerinde yogunlasmalar1 gerekmektedir. Bu tip problemler lineer fark
denklemlerine gore daha karmasik ¢oziimler ve uzun ugraslar gerektirse de bu
calismanin devami niteliginde boyle problemler de ele alinabilir. Ancak ilerleyen
donemlerde bu konuda ¢alisacak bilim insanlarinin Tiirk¢e kaynak sikintisi
cekecegi disiiniilmektedir. Bu nedenle konu ile ilgili yeni ¢alismalar yapilarak

uzun vadede Tiirkge literatiiriin de zenginlestirilmesi beklenmektedir.
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Bu sonug ve Onerilerle, gelecekte bu konuda ¢alisacak tiim bilim insanlarina

simdiden basarilar ve kolayliklar dilerim.
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