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OZET

N, M nin bir alt modula ve N nin alt modulleri A ve B; Ac® M, B c® M ve
ANB = 0 olmak tizere, A@B <® N oldugunda birim halka ile iligkilendirilen M
modiiliine N-C3 modiil denir. Bu tezde, N-C3 modiillerinin bir¢ok yararli temel
ozellikleri ispat edilmis ve halkanin bazi 6nemli smiflarma ait birkag 6rnek N-C3
modiilleri ile saglanmistir. Ayrica, N nin alt modiilleri A ve B; AC® N, B €® N ve
A@B = N olmak iizere, ANB €% M oldugunda M-D3 modilii tanimlanir. M-D3
modiilleri tamamen projektif modiilleri iken N-C3 modiilleri ise injektif modiiller

icin karakterize edilir.

Anahtar Kelimeler: C3 Modiiller, D3 Modiiller, Basit Direkt injektif Modiiller
ve Basit Direkt Projektif Modiiller.



SUMMARY

A module M over an associated with unity ring R is called N-C3 module if
whenever A and B are submodules of N with A €® M, B €® M and ANB = 0, then
A@B <& N. In this thesis, many of the useful basic properies of N-C3 modules are
provided and it is shown that several examples of some important classes of rings
satisfies the N-C3 modules. Furthermore, M-D3 module is defined for whenever A
and B are submodules of N with A c® N, B €® N and A@B = N, then ANB c® M.
In the following of the study, while M-D3 modules are completely characterizated

for projective modules, N-C3 modules are symbolized for injective modules.

Key Words: C3 Modules, D3 Modules, Simple Direct Injective Modules and

Simple Direct Projective Modules.
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SIMGELER VE KISALTMALAR DiZINi

Simgeler ve Aciklamalar

Kisaltmalar

N Kesisim

U Birlesim

€ Eleman

c Altmodiil

< Altkiime

\ Fark

= Izomorf

~ Hemen Hemen Esit

) Dik Toplam

co Dik Toplanan

> Toplam

Il Carpim

Q Rasyonel Sayilar

Zz Tam Sayilar

R Halka

M Modiil

Im : Deger Kiimesi

Ker X Cekirdek

End(M) M nin Endomorfizmi
Mr : Sag R-modiill M

rRM : Sol R-modiil M

M” ; M nin Duali

Rr : Sag R modiil R

Mn(R) ; R tizerindeki nxn Matris
Mod-R ; Sol R-modiiliin Kategorisi
Rad(M) M nin Radikali
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E(M) ; M nin Injektif Govdesi

ix
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1. GIRIS

Eger herhangi iki toplananin kesistigi M toplami yine bir toplam ise, M
modiiliine D3 modiilii denir. Sifir kesisime sahip herhangi iki toplananin toplami yine
bir toplanan ise, M modiiline C3 modiilii ad1 verilir. Bu modiiller, modiil ve halka
teorisinde kapsamli bir sekilde ¢alisilmistir [1, 11, 13, 17, 23, 26].

[13] de, Yousif ve arkadaglari, M = A1 @ Az bir D3-modiilii ise, D3-modiilii
direkt projektif olmasa bile A1 ve Az arasinda direkt projektiflik oldugunu
kanitlamistir. Bu sonugla, iyi bilinen bir¢cok halka smifi, D3 modiilleri acisindan
tanimlanmistir. Ayrica [13] de, her diiz sag R-modiiliiniin D3-modiilii olmas1 ancak ve
ancak R'nin milkemmel sag modiil olmasiyla miimkiin oldugu da gosterilmistir. [16]
da, Puninski ve arkadaslari, her sonlu iiretilmis diiz sag R-modiil projektif ise; R nin
sag S-halka oldugunu ispatlamiglardir. Bunun sebebi ise; R nin bir sag halka olmasidir
ancak ve ancak her sonlu tretilmis diiz sag R-modiil ve R sag (yar1) kalitsaldir ancak
ve ancak S = End (Fr) nin her temel sag ideali D3 modiildiir. [13] de detayli
gosterilmistir.

[1] de, Utumi, eger bir halka birebir ise o halka iizerinde C1, C2 ve C3 diye
adlandirilan ti¢ kosul tanimlamistir. Daha sonra bu kosullar Jeremey [2], Takeuchi [3]
ve Mohamed ve Bouhy [4] tarafindan genisletilmistir. [17] de, Yousif ve arkadaslari, |
= 1,2,3 i¢in Cl-modiiliiniin yari-injektif modiil oldugunu ve elde edilen sonucun C3-
modiilii acisindan iyi bilinen bir¢ok halka smifin1 tanimlamak i¢in kullanildigim
gozlemlemislerdir. Ornegin, bir R halkas1 ancak ve ancak iki C3 modiiliiniin dik
toplami1 yine bir C3 modiilii olmas1 halinde yari-basittir. Ayn1 makalede, Teorem 2.13
de, bir R halkasinin diizgiin olmasi1 ancak ve ancak kosegen bir matris tarafindan
iretilen M2(R) nin her asal sag idealinin bir C3 modiilii olmasi halinde miimkiin
oldugu gosterilmistir.

[11] de, Atani Shahabaddin ve arkadaslari, yari-basit halkalarin, sag V-
halkalarmin ve sag kalitsal halkalarmnin bazi tanimlarmm C3 modiilii tarafindan
saglandigin1  kanitlaylp C3-birim ve C3-0rtii kavramlarimi tanimlamiglardir.
Arastirmalarmin  odak noktasi, D3-modiillerinin duali olan C3-modiillerinin bir

calismasidir ve daha fazla ayrint1 i¢in [13] incelenebilir. Ayni zamanda bu yazarlar,



[11] de, uniform modiilleri, pargalanamaz modiilleri, yari-basit modiilleri and SSP-
modiilleri gibi birka¢ C3 modiilii 6rnegi ispatlamiglardir.

[23] de, Camillo ve arkadaslari, eger her basit alt modiil bir toplanana izomorf
ise kendisinin de bir toplanan oldugunu ispatlamislardir ve bu M modiiliine de basit-
direkt-injektif modiil ad1 vermislerdir. Bu modiillerin gesitli temel 6zelliklerini sunmus
olup, her basit-direkt-injektif modiilin ne zaman C3 modiil olduguna dikkat
¢cekmislerdir. Sadece bu konuyla ilgilenmemisler, ayn1 zamanda Teorem 3.4 ile de, her
basit-direkt-injektif sag R modiiliiniin C3 oldugunu ancak ve ancak her basit-direkt-
injektif sag R modiiliiniin yari-injektif oldugunu ancak ve ancak R nin jacobson
radikalinin sifir olan bir artinian serisi oldugunu ispatlamislardir. Daha fazla ayrinti
i¢in [23] de Teorem 3.4 e bakabilirsiniz.

[26] da, Ibrahim ve arkadaslari, basit-direkt-projektif modiilleri calismis ve bu
yeni kavramin bazi ilging ozelliklerini ortaya koymuslardir. Dahasi, bu sonuglarin
cogunu basit-direkt-projektif modiiller iizerinde yogunlastirmiglardir. Basit-direkt-
projektif modiillerin dik toplananlar1 yine basit-direkt-projektif iken, ayni drneklerle,
basit-direkt-projektif modiilin dik toplamimin yine basit-direkt-projektif olmasi
gerekmedigini géstermislerdir.

Bu tez ¢alismasinda, [13], [17], [23] ve [26] tarafindan desteklenen C3 ve D3
modiilleri kavramini inceliyoruz ve bu modiillerin etkisi altinda N-C3 ve M-D3
modiilleri kavramlarini tanitiyoruz. Motivasyonlarimizdan biri, injektif ve projektif
modiillerin yapis1 ve bunlarm baska bir halka ve modiil teorisi ile olan iligkileridir. Bu

calismanin devaminda asagidaki sorular1 soruyoruz:

i) Sag modiilleri N-C3 modiilleri olan halkalarin yapist nedir ?

ii)Sag modiilleri M-D3 modiilleri olan halkalarin yapisi nedir ?

Aragtirmalarimiz sadece yukaridaki sorulara cevap vermekle kalmaz, aym
zamanda bu teoriyi gelistiren arag ve teknikleri de saglar ve genel olarak tez asagidaki
gibi diizenlenmistir:

Ikinci boliimde, halka ve modiil teorisinden bazi arka plan materyallerini ve

temel tanimlar1 verdik.



Uciincii boliimde, basit injektif ve basit projektif modiilleri tamimlanip, bdliim
boyunca da, C3 ve D3 modiillerini tanimlayan temel teoremler ve Onermeler
verilmistir.

Dordiincii boliimde, eger M bir N-C3 modiil, A1 ve Az alt modiilleri i¢in M =
A1@DA: veker f €® A; e sahip olan f : A;— Az fonksiyonu bir R-homomorfizmast ise,
Im f €® A, saglanir. Bu sonu¢ c¢alismamizda onemli bir rol oynamaktadir ve
yukaridaki sorulari cevaplamak i¢in kullanilmigtir. N-C3 modiilleri agisindan, M ve N
modiillerinin sag R-modiilleri, S = End (Mg) ve S1 = End (NRr) oldugunu elde ettik ve
ayni zamanda eger S bir sag S1-C3 halkasi ise, M modiiliiniin de bir N-C3 modiil
oldugunu elde ettik. Dahasi, M ve N nin R-modiil oldugu ancak ve ancak dik toplanan
M ' c® M ve N nin her altmodiilii igin N ' €® N olmasi durumunda mimkiindiir.
Dolayisiyla M ' de bir N -C3 modiil olur. Diger taraftan, M-D3 modiillerinin
karakterizasyonu i¢in bazi sonuglar arastirilmistir. Bu ¢alisma boyunca, 6rnegin, eger
N bir M-D3 modiilii, A; ve Az alt modiilleri igin N = A1 @ Az ve Im f =9 A; sahip olan

birf : At — A, fonksiyonu R-homomorfizmasi ise ker f S® A; saglanir.



2. ON HAZIRLIKLAR

Bu bolimde, projektif ve injektif modiller teorisinin yani sira ayrica
okuyucunun rahatlig1 i¢in de modiil teori ile ilgili gerekli genel tanimlar1 vermekteyiz.
C3 ve D3 modiil teorileri hakkinda ayrmntili bigi i¢in verdigimiz [11,13,17,23,26] deki
referanslar inceleyebilirsiniz. Sonraki boliimde, yukarida belirtilen modiil siniflarmin
N-C3 ve M-D3 kosullar1 agisindan genel ve birlestirici bir islem gérmesini saglayip,
iyi bilinen birkag halka sinifinin yeni 6zelliklerini de belirledik.

Boliim boyunca her R halkasi birimli ve birlesmeli olup biitin modiiller ise
birimsel olarak kabul edilecektir. Bir R halkasi i¢in, alt modiil, temel alt modiil ve M

nin endomorfizm halkasi, sirasiyla N € M, M Cess M ve S = End(Mg) ile ifade edilir.

u
Genel kullanima uygun olarak N, M nin kiiciik bir alt modiilii ise N - M

kullanilmistir ve N de M nin bir dik toplanani ve M (R), R tizerindeki nxn matrisi ise

N c® M oldugu saglanir.
2.1. C3 ve D3 Modiiller Uzerindeki Temel Kavramlar

Calisma boyunca asagidaki tammlar dikkate alinmistir [6], [28]:

Sol Modiil: R bir halka, M bir toplamsal degismeli grup olmak tizere; R x M — M,

(r,m) — r. m ile tamimlanan dis iglem, her r1, ro ., ¥ ERvem, my, my € M igin;
Dr.(m+mx)=r.m+r.m
i(rn+r).m=r..m+r;.m

i) (ri.rz).m=r1.(r2.m)

Kosullar: saglaniyor ise M ye bir sol R-modiil denir. Bu kosullara ek olarak R halkasi
birimli (1r €R) ve

ivV) Ir.m=m

kosuluda saglaniyor ise M ye bir sol birimli modiil denir.



Sag Modiil: R bir halka, M bir toplamsal degismeli grup olmak tizere; M x R — M,

(m,r) > m. rile tamimlanan dis islem, her m, my, M EMvery, r2 r €R igin;

D(me+m2).r=me.r+me.r
im.(rnn+r)=m.rn+m.n

iym.(ri.re)=(m.ry).r

kosullari saglaniyor ise M ye bir sag R-modiil denir. Bu kosullara ek olarak R halkast
birimli (1r €R) ve

iv)m.lrg=m

kosuluda saglaniyor ise M ye bir sag birimli modiil denir.

Alt Modiil: R bir halka ve M bir R-modiil olsun. N, M nin bos kiimeden farklr br

altkiimesi olsun. Her a,b € N ve her r €R icin;

i)Om €N
ii)a—b eN
iiij)r.aeN(a.reN)

oluyorsa N ye M nin bir sol (sag) R-alt modiilii denir.

Direkt Toplam: M, bir R-modiil ve N1,Nz, ..., Nt M nin R-alt modiilleri ve 1 <i <t
icin,

NiN(Ni+...+Nit+Nirr+...+N)={0}
oluyorsa N1+ . .. + Nt, R-alt modiiliine, Ni , R-alt modiillerinin direkt toplami denir
ve

N1@AN> D... DN

ile gosterilir.



Cekirdek ve Deger Kiimesi: M ve N iki alt modiil ve f: M — N, bir R-homomorfizma

olsun. O zaman;

a) {x EM :f(x) = On } kiimesine T nin ¢ekirdegi denir ve ker file gosterilir.
b) f (M) ={f (X) : x €M } kiimesine f altinda M nin homomorfik gériintiisii denir ve

Imf ile gosterilir.

Epimorfizma, zomorfizma ve Monomorfizma: M ve N iki R-modiil ve f : M — N bir R-
homomorfizma olsun. f bire-bir ise f ye R-monomorfizmasi, f érten ise f ye R-
epimorfizmast, T bire-bir ve orten ise f ye R-izomorfizmas: denir. Eger f bir
izomorfizma ise M ile N izomorftur denir ve M = N ile géosterilir.

Basit Modiil: Bir M modiilii, sifir degilse ve sifir olmayan bir A alt modiiltinii kabul
etmiyorsa basit bir modiildiir. M modiiliiniin basitligi, asagidaki kosullardan birine

esittir:

1) M de sifir olmayan her m i¢cin Am = M.

i) A min bazi maksimal sol idealleri icin M = A\ m.

Yari-basit Modiil: Bir modiil, asagidaki esdeger kosullardan herhangi birini karsilarsa

yart basit modiildiir:

i) Basit alt modiillerin toplamidir.
il) Basit alt modiillerin dik toplamidir.

iii) Her alt modiiliin bir tamamlayicisit vardr.

Stirekli ve Yari-siirekli Modiil: Bir M modiilii (C1) ve (C2) kosullarina sahipse bu
modiile stirekli; M modiilii (C1) ve (C3) kosullarina sahipse bu M modiiliine de yari-

stirekli denir.

e (C1): Herhangi (quasi) injektif modiilii M, asagidaki iki kosulu saglar:
e (C2): M nin her altmodiilii, M nin toplananlarinda temeldir.
e (C3): M nin bir A alt modiilii i¢in, M nin bir toplananina izomorf ise, o zaman A,

M nin bir toplamidir.



Par¢alanamaz Modiil: Bir M modiilii sifir degilse ve sifir olmayan iki alt modiiliin de

dik toplami seklinde yazilamiyorsa, bu M modiiliine par¢alanamaz modiil denir.

Diizgiin Modiil: Verilen herhangi rRM modiiliine gére, M nin duali M* = hom( rM, R)
olarak belirtilir. M*nin asagidaki gibi bir sag R-modiilii olduguna dikkat edilmelidir:
eger A EM"ve a €R ise, her x € M icin Ja : M — R, x(Aa) = (xA)a seklinde tanmimlanir.
1972 de, Zelmanowitz [5], M den alinan bir x elemanini, bazi . € M” igin x = (xA)x
kosulu saglanmirsa bu X € M diizgiindiir seklinde tanimlamigtir ve Zelmanowitz [5], her

elemant diizgiin olan bir modiile diizgiin modiil adini vermistir.

Quasi-Baer Modiil: End(M) nin ideallerinin sag sifirlayicist M nin bir dik toplanan

ise, M modiiliine (Quasi-) Baer modiil adi verilir.

Unifom Modiil: M nin sifirdan farkli herhangi Uy ve Uz altmodiilleri i¢in U1 /] U2 # 0

oluyorsa bu M modiiliine uniform modiil denir.

SIP-Modiil: M nin herhangi iki dik toplanananin arakesiti yine M nin bir dik toplanani

ise bu M modiiliine SIP modiil ad: verilir.

Ayrik Modiil: Bir M modiilii artan ise ayrik modiil olarak adlandwrilir ve asagidaki
kosulu saglar: M| N =K €@ M kosuluna sahip olan M nin herhangi bir N alt modiilii,

M nin yine bir altmodiiliidiir.

[1] de, Utumi, eger bir halka birebir ise bunu saglayan bir halka iizerinde iig
kosul tanimlamistir. Sonraki yillarda, Jeremey [2], Takeuchi [3], Mohamed and Bouhy
[4] bu kosullar1 modiile genisletmislerdir.

Tanim 2.1: Bir M modiiliine;

1) C1-modiilii denir, eger her alt modiil M nin dik toplananinda temel ise.
i) C2-modqilii denir, M nin A ve B alt modiilleri i¢in, eger A =B ve B €&M

oldugunda, A €@M kosul saglaniyorsa.



ii) C3-modiilii denir, M nin A ve B alt modiilleri icin A €@ M, B c@Mve ANB =
0 oldugunda, A @B <@ M oluyorsa.

[17] de, 1=1,2,3 i¢in Cl kosullarin1 saglayan bir M modiilii Cl-modiilii olarak
adlandiriimstir.

Ayrica, M nin bir M alt modiiliinden her R-homomorfizmi M den M ye bir R-
homomorfizmi i¢in genisletilebilirse bu M modiiliine yari-injektif denir. Literatiirde,
her yari-injektif modiiliiniin | = 1,2,3 i¢in bir Cl-modiilii oldugu bilinmektedir. C2-
modiilleri C3-modiilleri olsa bile, C1l-modiilleri olmayan C2-modiillerinin 6rnekleri
vardrr, ve [6, Onerme 2.1] de C3-modiilleri olmayan bazi Cl-modiillerinin oldugu
goriilebilir. Ayrica [6, Onerme 2.1] de, yazarlar C2-modiilleri olmayan C3-modiillerini
ispatlamislardir. [2] ve [6] da ayrica C1 ve C2 modiillerinin sirasiyla CS-modiilleri ve
direkt-injektif modiiller olarak adlandirildigi gosterilmistir.

C3 kosulu literatiirde sadece diger siireklilik kosullarinin  varliginda
incelenmistir. injektif ve direkt-injektif modiillere ek olarak, C3 modiillerinin sinifi,
yaribasit, stirekli, par¢alanamaz ve diizenli modiilleri igerir. Gergekten, her degismeli
halkanin bir C3 halkas1 oldugu [17] de gésterilmistir.

Literatiirde, C2 ve C3 modiilleri CS-kosullariyla birlikte kapsamli bir sekilde
caligilmustir. [7,8,9,10] de, Camillo ve arkadaslari, bu modiillerin basit versiyonlarini
gostermis olup, halka ve modiil yapilarini da analiz etmek i¢in kullanmiglardr.

[23, Onerme 2.1] de, Camillo ve arkadaslari, eger her basit alt modiil bir
toplanana izomorf ise kendisinin de bir toplanan oldugunu ispatlamis ve bu M
modiiliine de basit-direkt-injektif modiil adi vermislerdir veya esdeger olarak; sifir
kesisime sahip herangi iki basit toplananin toplami yine bir toplanan ise bu modiile
basit-direkt-injektif modiil ad1 verilmistir.

[11] de, yazar C3-modiil kavramlarin1 ¢alismistir ve bunu [12], [8] ve [13] de
destekleyen yazarlar ise C3-ortii ve C3-biiriim kavramlarini tanimlamiglardir. Modiil

teorideki bu kavramlarinin ¢aligmasini saglayan sorular agagidaki gibidir:

e Sag modiilleri C3 olan (sonlu iiretilmis) halkalarmn yapisi nedir ?
e Sag modiilleri C3-6rtii ve C3-biiriim olan (sonlu iiretilmis) halkalarin yapisi

nedir ?



Yazarlarin arastwrmalar1 yukaridaki sorulari yanitlar ve ayrica bu teoriyi
gelistiren araclar ve teknikler sunar. Oncelikle, yazarlar M = M1 @ M. bir C3-modiil
ve Kerf €® My ye sahip bir f: M1 — Mz fonksiyonu R-homomorfizmas: ise, Imf €&
Mz oldugunu kanitlamiglardir. Bu sonug, c¢aligmalarin asil amacidir ve yukaridaki
sorular1 cevaplamak igin kullanilir. Her sag modiiliin C3 modiil oldugu ancak ve ancak
R nin yaribasit halka olmasi kosulunda kanitlanmistir. Ayrica, yazarlar R nin sag
kalitsal oldugunu ancak ve ancak R-modiiliiniin her faktor ve injektif modiiliiniin C3
modiilii olmas1 durumunda elde etmislerdir.

Simdi ise, D3 modiil kavrami ve D3 modiilleri acisindan taninmis halka

smiflarmin yeni karakterizasyonlari tizerinde duracagiz.

Tanim 2.2: Bir M modiilii asagidaki kosullart saglar:

small

1) D1-kosulu: M nin her alt modiilii icin A €M, M1 €Aand A N M, — M
durumlarina sahip bir M = M1 @ M2 parcalanist vardur.

i) D2-kosulu: Eger A, M nin, M /A M nin dik toplananina izomorf olacak sekildeki
bir alt modiilii ise, bu durumda 4, M nin dik toplananidr.

iii) D3-kosulu: Eger M nin dik toplananiar: M1ve Mave M = M1 @ Mz ise, M1 N
Mz, M nin dik toplananidir.

[13] de, I=1,2,3 igin Dl-kosullarin1 saglayan bir M modiilii DI-modzlii olarak
adlandirilmastir.

Her yari-projektif sag R-modiilii D2-modiiliidiir, her D2-modiilii D3-modiiliidiir,
ve D2-modiilleri olmayan D3-modiillerinin 6rnegi ile yari-projektif olmayan D2-
modiillerinin 6rnegi [13] ve [6] makalelerinde incelenebilir. D1-modiilleri Oshiro [14]
tarafindan  yiikseltilmis modiiller olarak adlandirilmistir.  D2-modiilleri ise
W.K.Nicholson [15] tarafindan direkt-projektif modiil olarak adlandirilmistir ve [7,
4.21] de D3-modiilleri N-direkt-projektif olarak adlandirilmistir.

D3-modiil 6rnekleri, [13] de verildigi gibi, Ayrik ve Yari-Ayrik Modiilleri,
Uniform ve Parcalanamaz Modiilleri, Yar1 Basit Modiilleri, Baer Modiillerini ve SIP-
Modiillerini igerir.

D3-modiillerinin direkt-projektif modiil olmasina gerek yokken, [13, Onerme 4]

de, yazarlar eger M = A1 @ Az bir D3-modiilii ise, bu durumda A; ve Az arasinda
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direkt-projektiflik iligkisinin oldugunu gostermislerdir. Daha da 06zellestirmek
gerekirse eger M = A1 @ Az bir D3-modiilii ve (Imf) €® A; olacak sekildeki f : Ay —
A fonksiyonu bir R-homomorfizmasi ise, bu durumda (kerf) €® A; olur. Bu sonugla,
iyi bilinen bircok halka smifi, D3 modiilleri agisindan tanimlanir. Ornegin, bir R
halkas1 sag milkemmeldir ancak ve ancak her diiz sag R-modiilii D3-modiiliidiir ve R
bir sag S-halkasidir ancak ve ancak her sonlu firetilmis diiz sag R-modiill D3-
modiilidiir. Bu ornekler i¢in detayl bilgiye [13] den bakabilirsiniz. Buna istinaden,
eger her sonlu tretilmis diiz sag R-modiilii projektif ise bu R halkasina sag S-halkasi
ad1 verilir [16]. Ayrica bir R halkasinm, herangi bir (sonlu iiretilmis) serbest sag R-
modiilii F i¢in S = End(Fr) nin her bir esas sag idealinin D3-modiilii olmas1 halinde,
sag kalitsal oldugu [13] de gosterilmistir. Dolayisiyla bir R halkasi, diiz sag R-
modiiliiniin her altmodiiliiniin D3-modiilii olmasi durumunda sag kalitsal ve sag

mitkemmeldir.

2.2. N-C3 ve M-D3 Modiiller Uzerindeki Temel Kavramlar

Modiil teori tlizerine yapilan bu ¢alismanin amaci sag modiilleri C3 olan
halkalarin ve sag modiilleri D3 olan halkalarin yapisini incelemektir. Bu boliimde N-
C3 ve M-D3 modiil kavramlariimn tanimi yapilip, bu kavramlarla ilgili elde edilen baz1

sonugclar verilecektir.

Tanmim 2.3: Ave B, A €@ M, B €@ M ve A /1B =0 olacak sekilde N nin birer alt
modiilleri ise, bu durumda A @B S@ N kosulunu saglayan M modiiliine N-C3 modiil

ad verilir.

Tanim 2.4: Ave B,A €@ M, B €@ M ve A @ B = N olacak sekilde N nin birer alt
modiilleri ise, bu durumda A (1B €@ M kosulunu saglayan N modiiliine M-D3 moduil

ad verilir.
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3. INJEKTIF ve PROJEKTIF MODULLER

3.1. Basit injektif Modiiller

Bu bolimde yeni karakterizasyonlar1 ile basit-injektif-modiiller iizerinde
calisiyoruz. Daha ayrmtili bilgi almak igin [23] ve [27] kaynaklar1 incelenebilir. Bu
boliimiin temel amaci, temel teorem ve C3 modiillerinin 6rneklerini vermektir. Bunun

icin ise [17] makalesinden yararlandik.
Onerme 3.1: 1=1,2,3 i¢in, Cl-modiillerinin toplanan: yine bir Cl-modiildiir [6, 2.7].
Onerme 3.2: M, sag R-modiil olsun. Asagidakiler denktir-

i) M, C3-modildiir.

ii) Eger A €M, B @M ve A N B = 0 ise, bu durumda A1 2 A ve B; 2B alt
modiilleri icin M = A1 @B = A @ B1 saglanir.

iii) Eger A @M, B <M ve AN B €@ M ise, bu durumda A +B €@ M saglanir.

Kanit: (i)=(1i) A @M, B c@M ve A /1B =0 olsun. A @B @M oldugundan, M nin
bir T alt modiilii icin M = A @B @ Tolur. Ai=A &TveBi=B &T olarak
almmirsa, bu durumda M = A; @B = A @ B1 oldugu goriilebilir.
(i)=@d) A c@M,B €M ve A N B = 0 olsun. Amacimiz A @ B €@ M oldugunu
gostermektir. Hipotez geregi, A1 2 A ve B1 2B alt modiilleri icin, M = A1 @B =A &
B: elde ederiz. O halde Bi=B: N M =B1 N (A1 @B) =B @ (A1 N B1), ve boylece M
=A@B1=A OB & (AL N By) olur.
(i)=(ii) M nin bir K alt modiilii icin AN B €@ M, M = (A N B) @ K elde ederiz.
Boylece, A= (ANB) @A NK)veB=(ANB) & (B N K) saglanir. M bir C3-
modil, (ANK) c@M, B N K) c®Mve (ANK)NBNK)=(ANB) NK=0
oldugundan, T =: (A N K) @ (B N K) <&M elde edilir. T €M, ANB c@M ve (A N
B) N T =0 oldugundan, (A NB) @T €@M sonucuna varwiz. O halde,
A+B=[(ANB)P(ANK)] +[(ANB) B(BNK)]=(ANB) B(ANK) B(BNK)=(ANB) PT c&
M..
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(ii)=() Aciktir. m
Onerme 3.3: M bir C3-modiil, A1 ve A altmodiilleri icin M = A1 0 A, ve ker f €@ Ay
olacak sekilde f : A1 — Az fonksiyonu bir R-homomorfizmas: ise, bu durumda Im f <&@

Az saglanir.

Kanit: Oncelikle f : A1 — Az bir R-homomorfizmasi ise, bu durumda Im f €@ A,
oldugunu gostermek gerekir. T ={a +f (a) : a € A1}, M nin ¢izgisel alt modiilii olsun.
Bu durumda, M = T @ Az oldugunu gistermeliyiz. Eger X € M ise, a € Arve b € Ax
icin X =a + b saglanir. O halde,x =a+f(a)—f(a) + b €T + A olur, ve béylece M
=T + Az elde edilir. Eger x €T N Az ise, bazt a € Aricin X = a + f (a) saglanr, ve
dolayisiyla a = x —f (@) EA1N A, =0 olur. Agtkca, x =0, M =T @A ve T & M,
Simdi ise, A1 N T = 0 oldugunu kanitlamalyiz. Eger X € A1 N T ise, bu durumda baz: a
€Ay igin x = a + f (a) saglanir, ve sonunda x - a =f (@) € A1 N A2= 0 elde edilir. O
halde, f bir monomorfizma oldugundan, a = 0 ve dolayisiyla x = 0 elde edilir. M bir
C3-modiil oldugundan, A1 @ T <@ M. Son olarak, A1 @ T = A1 @ Imf oldugunu
gostermeliyiz. Eger X € Im f ise, bazt a € A1 igin X = f (a) olur, ve boylece x =-a + a
+f@ EA+TveAL @T =A1 @Imfelde edilirr A @T @M, Imf €@ M
oldugundan, bu durumda Im f €@ A, saglanir O halde ker f €@ A1 olacak sekilde f -
A1 — Az bir R-homomorfizmast olsun. Eger A1 in bir B altmodiilii icin A1= ker f O B
oluyorsa, bu durumda M = A1 @ Az = kerf @ B @ Az olacak sekilde f |s: B — Az
kisitlanmug goriintiiye monomorfizma denir. C3-modiiliin toplanan: yine bir C3-modiil

ise, bir onceki argiimandan Im f = Imf |g €@ A, oldugu sonucuna variriz. m

Sonug 3.4: Eger M bir C3-modiil, A1 ve Az alt modiilleri icin M = A1 @ Ax ve f: A1 —

Az bir R-monomorfizmast ise, bu durumda Im f €@ A, saglanir.

Ornek 3.5 [17]: Z-monomorfizm 0 — 2Z — Z seklinde boliinemediginden, Z-modiil M
= Z@ 2Z bir C3-modiilii degildir, fakat Z ve 2Z halkalar: birer C3-modiildiirler.

Sonug 3.6: Eger M @@ M bir C3-modii/ ise, bu durumda M bir C2-modiildiir.
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Sonug¢ 3.7: Eger M bir sag R-modiil ise, bu durumda M nin her sonlu (sayilabilir,
keyfi) dik toplam: bir C3-modiildiir ancak ve ancak M nin her sonlu (sayilabilir, keyfi)
dik toplami bir C2-modiildiir.

Onerme 3.8: M bir sag R-modiil, ve S = End(MR) olsun. Eger S bir sag C3-halkas ise,
bu durumda M bir sag C3-modiildiir. Ayrica, Ma (R) bir sag C3-halkast ise, Rr™ bir
sag C3-modildiir.

Kamit: A c@M,B c@Mve A NB=0olsun. A @B €@ M oldugunu ispatlamaliyiz.
A = eM ve B = f M olacak sekilde € = e €S, f2 =1 €S alam. AN B =0
oldugundan, €S N T S = 0 sonucunu elde ederiz, ve boylece €S @GS <@ S olur. Eger
bazi > =g €Si¢cin S=¢eS @FfS @ gS olursa, bu durumda M = eM & fM @ gM
saglanir. Boylece, A @B =eM @M <@ M. O halde, End (RrR™) ~ Mn(R) ve istenen

sonuc elde edilir. m

Hatirlatma 3.9: Sag C3-halkast olmak Morita sabiti degildir. Aksi takdirde, R nin C3-
halkast oldugu heryerde Ma(R) bir sag C3-halkasidir, ve Onerme 3.8 geregince, R @
R bir sag C3-modiildiir. Bu sebeple, Sonu¢ 3.6 geregince R nin bir sag C2-halkast
oldugunu soyleyebiliriz. Z, C2-halkast olmayan bir C3-halkasimin bir érnegi oldugu
icin bu bir celiskidir.

Onerme 3.10: Asagidaki kosullar denktir-

i) Biitiin n > 1 icin, RR™ sag C3-modiildiir.

ii) Biitiin n > 1 icin, RR™ sag C2-modiildiir.
iii) Biitiin n > 1 i¢in, Mn(R) sag C2-halkasidur.
IV) Biitiin n > 1 igin, Mn(R) sag C3-halkasidir.

M bir direkt-injektif modiildiir ancak ve ancak A <® M ve herangi bir f : A - M
seklinde verilen f fonksiyou monomorfizmadir ve bu kolayca ispatlanabilir. O halde i :
A — A birebir fonksiyon oldugu yerde g o f = i olacak sekilde g : M — A
monomorfizmasi vardir. Direkt injektif modiillerin Morita denkligi altinda korundugu
goriilebilir. C3 modiillerinin Morita denkligi altinda korunup korunmadigindan emin

olmasak da, asagidaki iddiaya sahibiz:
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Hatirlatma 3.11: M bir sag R-modiil olsun. M nin bazi A1 ve Az alt modiilleri icin M =
AL @ A f: AL — Ao bir R-monomorfizm ve i : A1 — A1 birebir fonksiyon olmast
durumunda gof = i olacak sekilde bir g : A> — A1 R-homomorfizmas: varsa, M
tizerinde (C-+) kosulu saglanwr. Sonu¢ 3.4 geregince, her C3-modiilii (C-+) kosulunu
saglar. Morita denkligi, toplanan, monomorfizma ve izomorfizmi korudugundan, eger
R ve S, kategori denkligi I': Mod-R — Mod-S olacak sekilde Morita esdegeri ise, bu
durumda sag R-modiil Mr (C-+) kosulunu saglar ancak ve ancak I'(M)s nin (C-)

kosulunu saglamast halinde.

Her basit sag R-modiili injektif ise, bir R halkasinin sag V halkasi oldugunu
hatirlayin [17]. Diger bir deyisle, her sag R-modiil M i¢in rad(M) = 0 olur. Asagidaki
onermede, C3 modiilii sinifinin dik toplamlar altinda kapatilmasi gerekmedigi elde

edilmistir.

Onerme 3.12: Asagidakiler birbirine denktir:

1) R, yari basit halkadr.

i) Herhangi iki C3 modiiliiniin diK toplami bir C3 modiiliidiir.
iii) Projektif R-modiiliin her altmodiilii bir C3-modiildiir.

iIV) R @R nin her altmodiilii bir C3-modiildiir.

V) Injektif R-modiiliin her altmodiilii bir C3-modiildiir.

Kant: (i) =(ii) , ()=(ii)=(iv) ve (i) =(V) a¢iktir.

(i) =) Iki C3 modiiliiniin dik toplaminin bir C3 modiilii oldugunu varsayalim ve K y
ya yart basit yada parcalanamaz sag R-modiilii olarak alalim . Her iki durumda da K
mn injektif oldugunu kanitlamamiz gerekir. A¢ikca, K @ E(K) bir C3-modiil, ve eger i
: K — E(K) birebir fonksiyon ise , bu durumda, sonu¢ 3.4 geregi, K =i(K) €@ E(K),
ve K Dbirebir olur. Her yari basit sag R modiilii injektif oldugundan, R bir sag
noetherian sag V halkasidir. R = Kt @ Ko @ ... @ Kn parcalanamaz sag ideallerin
dik toplami olsun. (i=1,2,...,n) i¢in her bir K injektif oldugundan, R nin birebir 6z
oldugu sonucuna varwriz. Ayrica, R | J(R) bir diizenli halkadir. Fakat R bir sag V-

halka ise, J(R) = 0 ve R bir diizgiin sag noetherian halka, ve béylece yaribasit olur.
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(iv)=(i) Eger | , R nin sag ideali ise, bu durumda | @ R bir C3-modiildiir. Sonug¢ 3.4
geregi, eger 1 - [ — R i¢ine goriintii ise, bu durumda | €@ R, ve R yaribasittir.

(V)=(i) Eger M sag R-modiil ise, bu durumda E(M) & E(M) in bir alt modiilii olan M
@ E(M) nin da bir C3-modiil oldugu elde edilebilir. Boylece, standart monomorfizma
0—M—E(M) M béliiniir. Dolayistyla M bir injektif ve R de bir yaribasittir. m

Teorem 3.13: Asagidaki kosullar denktir:

1) R, diizenli bir halkadir.

i1) M2(R) nin her esas sag ideali, C3-modiildiir.

iii) Bir kosegen matris tarafindan iiretilen Ma(R) nin her esas sag ideali, C3-
modiildiir.

iv) Projektif sag R-modiiliin her sonlu iiretilmis bir alt modiilii dik toplanandir.

V) Projektif sag R-modiiliin her sonlu iiretilmis bir alt modiilii C3-modiildiir.

Vi) Projektif sag R-modiiliin her 2 ile tiretilmis bir alt modiilti C3-modiildiir.

Kamit: (1)=(ii) Diizenli olmak, bir Morita sabiti oldugu icin, S = M2(R) bir diizenli
halka, ve S nin her esas sag ideali S nin bir toplananidir. Her diizenli halka bir sol C3
modiilii ve sag C3 modiilii ve C3-modiiliiniin bir toplanani yine bir C3-modiilii
oldugundan, S nin her esas sag ideali bir C3-modiildiir.

(i) =(iii) agiktr.

(iii)=() S=M2(R), a R ve | da [g (1)] tarafaindan iiretilmis S nin esas sag ideali

olsun. Bir sag S-modiil olarak, | da bir C3-modildiir. Eger e = [é 8] ise, bu

durumda M nin sag R-modiil oldugu yerde M — Me araciligiyla, S ve R Morita
denkligidir. O halde le = aR @ R bir sag R-modiil olarak ve |, (C-+) kosulunu
sagladigindan, Hatirlatma 3.11 geregi aR @ R da (C-+) kosulunu saglar ve igine
gortintii 1 : aR — R boliiniir. Dolayisiyla, aR, R nin bir toplananidwr ve R diizenli bir
halkadr.

(i) e (iv) Kaplansky [18, Onerme 4] makalesinden acikca goriiliir.

(iv) =) =2\i) kolayca goriilebilir.
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(vi)=(1) Eger a €R ise, bu durumda sag R-modiil olarak aR @ R bir C3-modiildiir.
Sonug 3.4 geregi, eger i : aR — R bir i¢cine goriintii ise, bu durumda aR €@ R, ve R
diizenli bir halkadir. m

Eger M nin kopyalarinin her dik ¢arpimi olan M ! yari-injektif ise sag R-modiil M
ye I1-yari-injektif denir [17]. Projektif sag R-modiiliin her alt modiilii projektif ise bu
durumda R halkasina sag kalitsal denir. Buna esdeger olarak, injektif sag R-modiiliin
her faktor modiilii injektifdir.

Teorem 3.14: Asagidaki ifadeler birbirine denktir:

1) R, sag kalitsaldir.
ii) Injektif sag R-modiiliin her faktér modiilii bir C3-modiildiir.

Kanit: (i)=>(i) A¢iktir.

(i)=() M, injektif sag R-modiil ve K, M nin bir alt modiilii olsun. M | K nin injektif
oldugunu gostermeliyiz. Fakat, E(M / K) @ M nin bir faktor modiilii olan E (M / K) &
M / K bir C3-modiildiir. Sonu¢ 3.4 geregi, gomiilii R-monomorfizmast olan M | K— E
(M / K) béliiniir; ve M | K injektiftir, istenildigi gibi. m

Onerme 3.15: Asagidaki kosullar denktir:

i) R nin her faktor modiilii bir sag kalitsaldir.
i) 77-quasi-injekif sag R-modiiliin her faktor modiilii yari-injektiftir.
iii) 77-quasi-injekif sag R-modiiliin her faktor modiilii C3-modiildiir.

Kamnit: (1)=(ii) [14, Teorem 6] makalesinden kolayca goriilebilir.

(it) =(iii) Kolayca goriilebilir.

(iii)=¢) I, R nin bir ideali olsun ve E injektif sag (R / 1)-modiil olsun. Teorem 3.14
geregi, sag (R | 1)-modiil olarak bilinen her faktér modiil E | N nin bir C3-modiil
oldugunu gostermeye ihtiyacimiz vardwr. | € Annr (E) oldugundan, bir sag (R /
ANnr(E))-modiil olan E injektiftir, burada Annr (E), R halkasinda E nin sifirlayict
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idealidir. Dolayisiyla, [19, Teorem 1.2] geregi, bir sag R modiil olarak E bir I1-yari-
injektiftir. Hipotez geregi, bir sag R modiil olarak E | N bir C3-modiil oldugu séylenir.
Bu durumda (R /1) bir sag modiildiir. m

Eger M nin kopyalarmimn her (sayilabilir) dik toplami (yari-) injektif oluyorsa M
(sayilabilir) 2-(yari-)injektif olarak adlandirilir [17]. Benzer sekilde, M nin
kopyalarinin her (sayilabilir) dik toplami C3-modiil oluyorsa M (sayilabilir) 2-C3-
modil olarak adlandirilir. Faith and Walker [7], her injektif sag R-modiiliin X-injektif
olmas1 halinde R halkasinin sag noetherian oldugunu gostermistir ve buna esdeger
olarak Fuller [20], her yari-injektif sag R-modiiliin X-quasi-injektif oldugunu

gostermistir.

Teorem 3.16: Asagidaki ifadeler birbirine denktir:

i) R, sag noetherian dir.

il) Her injektif sag R-modii/, 2-injektiftir.

iii) Her yari-injektif sag R-modiil, X-yari-injektiftir.

iv) Injektif sag R-modiiliin her dik toplam: bir C3-modiildiir.

V) Injektif sag R-modiiliin her sayilabilir dik toplami bir C3-modiildiir.
vi) Her injektif sag R-modiil sayilabilir bir 2-C3-modiildiir.

vii) Her yari-injektif sag R-modiil sayilabilir bir X-C3-modiildiir.

Kamit: (1) (i) (i) [17] de ispati yapilmistir. Ayrica, [7] ve [20] deki kaynaklarda
incelenerek ispatlanabilir.

(i)=(iv)=(v) Her injektif modzi/ C3-modiil oldugundan, [21, Teorem 6.5.1] makalesi
incelenerek ispatlanabilir.

(V)=(i) Eger M = @ier Mi , injektif sag R-modiiliin sayilabilir bir dik toplam ise, bu
durumda M @ E(M) bir C3-modiil oldugu elde edilebilir. Sonug¢ 3.4 geregi, eger i : M
— E(M) bir igine goriintii ise, bu durumda M = i(M), E(M) nin bir toplananidir. Bu
yiizden, M = E(M) injektif ve R sag noetherian olur. Daha ayrintili bilgi i¢in [21,

Teorem 6.5.1] incelenebilir.
(vit) =(vi) A¢iktir.
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(Vi)=(v) M = @ier Mi, injektif sag R-modiiliin sayilabilir bir dik toplami ve K =: []ia
Mi olsun. K injektif oldugundan, hipotez geregi K' min bir C3-modiil oldugu sonucuna
varwriz. Mi injektif oldugundan, K min bir T alt modiilii icin K = Mi @ T, saglanir (1 €
K). O halde, K/ = (@ierM ;) @ (Pier T;) bir C3-modiil, ve C3-modiillerin toplananlar
yine bir C3-modiil oldugundan @erM;nin de C3-modiil oldugu sonucu elde edilir.

(1) =(vii) [19] kaynag incelenebilir. m

[22] de Enochs, injektif biiriim kavramimin bir duali olan injektif ortii kavramini
tanitmistir ve bir R halkasinin sag noetherian oldugunu ancak ve ancak her sag R
modiiliin injektif bir Ortliye sahip olmasi durumunda ispatlamistir. Enochs’un
caligmalar1 C3-0rtii kavramlarini tanitir ve bu kavramlar iizerine yogunlasir. R
yaribasittir ancak ve ancak her sag R-modili C3-6rtiiye sahiptir ve R bir sag
noetherian ancak ve ancak injektif sag R-modiiliin her dik toplami C3-6rtiiye sahiptir.

Onerme 3.17: Bazi M1 ve M, alt modiilleri icin M = M1 @ Mz olarak alalim. Eger M
bir C3-modii/ ise, bu durumda M1 modiilii M2 ile iliskili bir C2-modiiliidiir ve M2
modiilii M1 ile iligkili bir C2-modiiliidiir.

Kanmit: K €@ M1 ve L = K olacak sekilde L, Mz nin bir alt modiilii olsun. Kabul
edelimki 7 : M1—K dogal yansima ve ¢ : K — L bir izomorfizma olsun. Dolayisiyla,
igr, M1 den M2 ye bir homomorfizmadir, burada i, L den M2 ye bir icine goriintiidiir.
O halde, Ker(igr) = Ker(m) €@ M1 oldugu kolayca goriilebilir. Onerme 3.3 geregi,
Im(igr) = L €@ M2 olur. Bu sebeple, M1 modiilii M2 ile iliskili bir C2-modiiliidiir.
Benzer sekilde, Mz modiilii M1 ile iliskili bir C2-modiiliidiir. m

Sonu¢ 3.18: (i) M @ M, C3-modiil olacak sekilde M bir R-modiil ise, bu durumda M
bir C2-modiil olur. Ayrica, M @ M bir yari-siirekli ise, M siireklidir.

(if) M nin kopyalarimin her (sonlu) dik toplam: C3-modiildiir ancak ve ancak M nin
kopyalarimin her (sonlu) dik toplami C2-modiildiir.

(iii) M nin kopyalarimin her (sonlu) dik toplami yari-siirekli ancak ve ancak M nin

kopyalarimin her (sonlu) dik toplamu siireklidir.

18



Asagidaki ornekte, C3-modiiliiniin dik toplammmn bu o6zelligi saglamadigi

gosterilmistir.

Ornek 3.19 [11]: a: Z—Z ve herbir m € Z (n € 2) icin a(m) = nm olacak sekilde
tamimlanan bir Z-homomorfizmas: olsun. a bir monomorfizma oldugundan ve Im(a), Z
nin bir dik toplanan olmadigindan, Z&@ Z bir C3-modiil degildir. Fakat sonu¢ 3.4
geregi, Z-modiil Z, C3 diir.

Asagidaki teoremde, yari-basit halkalarin karakterizasyonu C3-modiilleri

cinsinden verilmigtir.

Teorem 3.20: Asagidaki kosullar bir R halkast i¢in esdegerdir:

1) R, yaribasittir.
il) Her R-modiil bir C3-modiildiir.

Kamit: (1)=(il) A¢tktir.

(ii))=(i) Oncelikle her R-modiiliin yaribasit oldugunu gostermeliyiz. M, R-modiil ve N
< M olsun. (ii) geregi, N @ M bir C3-modiildiir. i : N—M i¢ine gériintii olsun.
Dolayisiyla Sonu¢ 3.4 geregi, i(N) = N €@ M elde edilir. O halde, her R-modi/

yaribasittir. m

Onerme 3.21: M, sag R-modiil olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler esdegerdir:

i) M nin herangi basit A ve B altmodiilleri icin A =B €@ M.

i) M nin 4 N B = 0 olacak sekilde herhangi basit A ve B altmodiilleri i¢in, A @ B
COM.

iii) Eger A1basit ve f : A1 — A2 bir R-homomorfizmasi olacak sekilde M = A1 @ Az

oluyorsa , bu durumda Im f <@ A; kosulu saglanir.

Kamit: (1)=(i1) A N B = 0 olacak sekilde A ve B, M nin basit toplananlari olsun. M nin
bir T alt modiilii icin M = A @Tvern: A @T — T standart yansimast olsun. Bu
durumda, A @B = A @ n(B) yazilabilir. ©(B) =B C@M oldugundan, hipotez geregi
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n(B) €@ M ve n(B) €@ T olur. Dolayisiyla M nin bir K alt modiilii icin M = A @ T =
A @ rB) PK=A OB @K sonucuna varilir. O halde A @B <& M.

@i)=(iii) Genelligi kaybetmeden, f # 0 oldugu varsayiabilir. Bu, f nin bir R-
monomorfizmas: oldugu anlamina gelir. T := {a + f (a) : a € Ai}, M nin ¢izgisel alt
modiilii olsun. M = T @ Az oldugunu iddia edelim. Eger X EM ise, a EArve b € A;
oldugu yerde x = a + b saglanwr. O halde, x =a +f(a) —f(a) + b ET+Ave M =T
+ Az olur. Eger x € T N Az ise, bu durumda bazi a € A1 igin X = a + f (a) saglanwr ve
boylecea=x—-f (@) €A1NA=00lur.Bu,x=0,M=T @Az ve T €& M oldugu
anlamina gelir. Simdi, A1 N T = 0 oldugunu gostermeliyiz. Eger X € A1 N T ise, bu
durumda baz: a € A1 igin x = a + f(a) saglanir ve boylece, x —a =f (@) €A1 N A2 = 0.
f bir monomorfizma oldugundan, a = 0 ve béylece x = 0 bulunur. Ayrica T =M [ A, =
A1 basittir, boylece A1 @ T <@ M. Son olarak, A1 @ T = A1 @ Im f oldugunu
gostermeye ihtiyacumiz vardir. X € Im f ise, bu durumda bazi a € Ay icin x = (a) ve
boylece x =-a+a+f(a) AL+ T saglanmr. Budurumda A1 @ T = A1 @ Imfolur. A;
@T <@ M oldugundan Im f €@ M, ve boylece Im f €@ A, bulunur.

(iii)=(i) A ve B, B =?A <@ M olacak sekilde M nin alt modiilleri olsun. B €@ M
oldugu gosterilmelidir. Eger A N B # 0 ise ispat biter. Aksi takdirde, AN B =10
oldugunu varsayarsak, M nin bir T alt modiilii icin M = A @ T yazilabilir. Eger n: A
@ T — T bir dogal yansima goriintiisii ise, bu durumda A @B =A @ n(B) ve B =
n(B) basit oldugu kolayca gériilebilir. A basit oldugundan, M = AT, ve Im(zlg 0 6 )
= n(B) olacak sekilde r|g 0 o *: A — T bir monomorfizmadir. Bu hipotezden z(B) <@
T oldugu actktir. Eger T nin bir K alt modiilii icin T = n(B) € K ise, bu durumda M =
ADPT=ADrB) PK=A OB AKveB €@ M saglanir. m

Tamm 3.22: M, Onerme 3.21 deki denk kosullara uyuyorsa bu M modiiliine basit-
direkt-injektif adi verilir. Rr modiilii basit-direkt-injektif ise bu durumda R halkasina
sag basit-direkt-injektif denir.

Ornek 3.23 [23]: i) Her parcalanamaz modiil basit-direkt-injektif dir. Ozellikle, Zz
direkt-injektif olmayan bir basit-direkt-injektif dir.
i) R degismeli bir halka ise, bu durumda her devirli R-modzi/ bir C3-modiil ve

baylece basit-direkt-injektif dir.
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iii) K =RvelL =2R oldugu yerde R = Zg ve Nr = K @ L olarak alalim. 2K, Kr
nin bir toplanani olmadigindan, 2K, N nin bir toplanan degildir. Fakat 2K =L ve L
<@ N oldugundan, Nr bir C2-modiil degildir. Bu durumda [23, Onerme 3.2] geregi,
M:= N & N bir C3-modiil degildir. O halde M nin basit-direkt-injektif oldugunu
gostermeliyiz. Bu, M nin hi¢bir basit dik toplanani olmadigint géstermek i¢in
uygundur. Xg nin Mr nin basit bir dik toplanant oldugunu kabul edelim. Y1 =Y, =K
ve Y3 = Ys = L oldugu yerde M = Y1 @ Y2 @ Y3 @ Y4 yazilabilir. Ciinkii K ve L
endomorfizma halkalart yereldir, M = Y1 @ Y2 @ Yz @ Y ayrisumi Krull-Schmit
Teoremi geregince tamamlayict dik toplamlardir. Dolayisiyla, M = X @ (i + « Yi)
olacak sekilde bazi k € {1, 2, 3, 4} vardir ve Yx = X bir basittir sonucuna varilir. Bu

bir celiskidir.

Onerme 3.24: M, basit-direkt-injektif modii/ olsun. O halde:

i) M nin basit toplanan/arinin herhangi sonlu {Xu,..., Xi} kiimeleri icin, ¥,¥_, X; €@
M.

i) M nin tiim basit toplananlarmin toplami M de fully sabitidir.

Kamit: (i) N1 € M olacak sekilde M = X1 € N1 vardir. X1 boyunca p1: M — N1, Ni
tizerine orten bir yansima olsun. Bu durumda ya p1(X2) = 0 ya da pi1(X2) = X olur.
Dolayisiyla, p1(X2), M nin bir toplanamdir. Bu durumda, p1(X2), N1 inde bir toplanan
olur. N2 & N1 oldugu yerde M = X1 @ p1(X2) @ N2 yazilir. X1 + X2 = X1 @ p1(X2)
oldugundan M = (X1 + X2) @ Na. X1+ Xz boyunca pi: M — N, Ny iizerine orten bir
yanstma olsun. Bu durumda ya p2(X3) = 0 ya da p2(Xs) = Xz olur. Bu sebeple, p2(Xs),
M ve N2 nin bir toplanant olur. N3 € Nz oldugu yerde M = (X1 + X2) @ p2(X3) & N3
yazilir. X1 + X2 + X3 = (X1 + X2) @ p2(Xa) oldugundan, M = (X1 + X2 + X3) @ N3
elde ederiz. Basit bir indiksiyon ile, bazi M nin bir Nk alt modiilii icin M = (X1 + . . .
+ X«) @ Nxoldugu goriilebilir.

(it) Agiktir. m
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Onerme 3.25: M, sonlu iiretilmis bir modiil olsun. Eger M basit-direkt-injektif ise, bu

durumda M nin A =B S@ M olacak sekilde bazi alt modiilleri icin A @ M saglanir.

Kanmit: A =B @ M olacak sekilde A ve B alt modiilleri icin, A ve B sonlu tiretilmig
olsunlar. Her bir i icin, Ai ve Bi nin basit ve Ai = Bi €@ M oldugu yerde, A =
kK (A;ve B = XX | B, saglanir. Dolayisiyla herbir Ai, M nin bir toplanamdir. Bu

durumda, Onerme 3.24 geregi, A, M nin bir toplanamdir. m

3.2. Basit Projektif Modiiller

Bu boliimde, basit-projektif-modiiller ve onun yeni karekterizasyonu iizerine
calisiyoruz. Daha fazla ayrmtili bilgi edinmek igin [9], [26] ve [27] kaynaklari
incelenebilir. Bu bolimiin temel amaci, D3 modiillerinin temel teoremlerini ve

orneklerini vermektir. Bunun i¢in ise ayrintili bir sekilde [13] den yararlandik.
Onerme 3.26: 1 <I < 3 icin, DI-modiiliin toplanan: yine bir DI-modiildiir [13].
Onerme 3.27: Sag R modiiliinde M asagidaki kosullara esdegerdir:

i) M, D3-modiildiir.

i) Ave B, M = A + B olacak sekilde M nin dik toplananlart ise, bu durumda M =
A1 @B = A @ B1olacak sekilde A1 €A ve B1 € B alt modiilleri vardrr.

iii) Eger AC®M,B €@ M, ve A +B c@ Mise, AN B @ M saglanir.

Kamt: ()=(ii) A €@ M, B €@ M, ve M = A + B olsun. Bu durumda, sadece
esitliklerden birini gostermemiz gerekir. Hipotez geregi, M nin bir T alt modiilii i¢in M
= (A N B) AT oldugu goriiliir. ESerBt=BNTise, M=4+B=A4+ (ANB) &P
B1) = A @ Bisaglanwr.

(iN=() A €M, B €@ M, ve M = A + B olsun. Hipotez geregi, B nin bir B alt
modiilii igin M = A @By bulunur. B =B1 @ (4 N B) ve B €@ M oldugundan, agikca,
A NB €@ M oldugu gériiliir.
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(1)=(ii1) D3-modiiliin bir toplanan: yine bir D3-modiil oldugundan, K =: A + B, bir
D3-modiildiir ve A €@ K, B €@ K, ve K = A + B oldugundan, A N B €@ K sonucuna

varwriz, Ve bu durumda, 4 N B €@ M elde edilir.
(i) =(i) Agiktir. m

Yukarida belirtildigi gibi D3-modiilleri direkt-projektif olmalarina ragmen
asagidaki onermede A1 @ A2 bir D3-modiil ise, bu durumda A; ve A; arasinda direkt-
projektiflik iliskisi oldugunu goriiyoruz. Kanitimizda kullanilan argiimanin, [24], [25]

ve [6, Teorem 2.3] kaynaklarindan esinlenerek yapildigini not etmeliyiz.

Onerme 3.28: Eger M bir D3-modzil, M nin Ax ve A, alt modiilleri icin M = A1 @ Az ve
Im f <@ A; olacak sekilde f : A1 — A fonksiyonu bir R-homomorfizmas: ise, bu

durumda ker f €@ A1 saglanir.

Kanit: Oncelikle, f : A1 — Az bir R-epimorfizmas: ise, ker f €@ Ay oldugunu
gostermemiz gerekir. T ={a + f (a) : a € A1}, M nin ¢izgisel alt modiilii olsun. A¢ikca,
T bir sag R-modiildiir ve M = T @ A2 oldugunu kabul edelim. Bunu gérmek igin, X €
M olsun ve a €A1 ve b € A; oldugu yerde x = a + b yazalim. O halde, x =a +f (a) — f
(@) + b €T + Abulunur ve dolayisiyla M =T + A; elde edilir. Eger x € T N Az ise,
bazi a € A1 icin X = a + f (a) saglamir. Bu durumda, a=x—-f (@ €A1 N A2=0
bulunur. Buda, f(a) = 0 olmasint saglar, sonug olarak da, x =0ve M =T @ Az elde
edilir. Simdi ise, M = T + A1 oldugunu ispatlamaliyiz. Eger X EM = A1 @ Az ise, a €
Ai1ve b €Azigin X = a + b saglamr. T bir epimorfizma oldugundan, b = f (2" ) olacak
sekilde @' €Ay vardirve x=a+f@)=a-a + a +f(@) €A+ T bulunur. M,
bir D3-modiil oldugundan, T N A1 €@ M bulunur. Sonu¢ olarak, T N A1 = ker f
oldugunu gostermemiz gerekir. Eger X €T N Arise, a,a €EArticinx=a=a +f(@")
saglamr. Bu durumda, a—a'=f(@') eA1NA2=0,vef(x) =f(@)=0veTNAL &
kerf bulunur. Eger x €ker fise, x =x+f(X) €T N A1 saglamrve kerf =T N A, €@
M elde edilir. Simdi, Im f S@ A olacak sekilde T : A1 — Az bir R-homomorfizmas:
olarak kabul edelim. Eger A2 nin bir B alt modiilii i¢in A> = Im f € B oluyorsa, A1 @
Im f €@ M saglanwr. D3 modiiliiniin toplanant yine bir D3 modiilii oldugu i¢in, onceki

argtimant A1 @ Im f modiiliine uygulayarak, ker f €@ A1 oldugunu séoyleyebiliriz. m
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Sonug 3.29: Eger M bir D3-modiil/, A1 ve Az alt modiilleri icin M = A1 0 A> ve f: A1 —

Az bir R-epimorfizmast ise, bu durumda ker f €@ A1 saglanr.

Ornek 3.30 [13]: Z-epimorfizmas: Z — Z» ye béliinmediginden, Z-modiil M = Z @ %
bir D3-modiil degildir. Fakat, Z ve Z, birer D3-modiildiir.

Hatirlatma 3.31: M bir sag R-modiil olsun. M nin bazt A1 ve Az altmodiilleri icin M =
A1 @ Az, T A1—A> bir R-epimorfizma ve id : A, — A> birebir bir fonksiyon olmas:
durumunda, f o g = id olacak sekilde g : Ao — A1 bir R-homomorfizmast varsa M
tizerinde (D-+) kosulu saglanir. Sonug¢ 29 geregi, her D3-modiil (D-+) kosulunu saglar.
Morita denkligi toplananlari, epimorfizmalari, ve izomorfizmalar korudugundan, eger
R ve S, - Mod-R—Mod-S kategori denkligi olacak sekilde Morita denkligi halkalar
ise, bu durumda sag R-modii/ Mr (D-+) kosulunu saglar ancak ve ancak f(M)s , (D-+)

kosulunu da saglamasini gerektirir.

Mr modiiliin bir D2-modiil (direkt-projektif) oldugu kolayca goriilebilir, ancak
ve ancak, M nin her X dik toplanani i¢in, her M — X epimorfizmasi ayrisir. Bu, [15]
ve [7, 4.21] kaynaklar1 incelenerek kolayca goriilebilir. O halde, bir sonraki sonug,
Onerme 3.28'in bir sonucudur. Ik olarak, M-D3 modiilii bir D2 modiilii ise bu

yiikseltilmis modiil M ye yari-ayrik modiil ad1 verildigini hatirlayalim.

Sonu¢ 3.32: Eger M, M @ M bir D3-modiil olacak sekilde sag R-modiil ise, bu
durumda, M bir D2-modiildiir. Ayrica, eger M @ M bir yari-ayrik ise, bu durumda M
bir ayrik modiildiir.

Sonug 3.33: M bir sag R-modiil ise, bu durumda asagidaki ifadeler gegerlidir:
i) M nin kopyalarimin her (sonlu) dik toplam: bir D3-modiildiir ancak ve ancak M
nin kopyalarinin her (sonlu) dik toplami bir D2-modiildiir.

i) M nin kopyalarimin her (sonlu) dik toplami bir yarin-ayrik ancak ve ancak M nin

kopyalarinin her (sonlu) dik toplami bir ayrik.
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Onerme 3.34: Asagidaki ifadeler birbirine esdegerdir:
1) R bir sag (vary) miikemmel halkadir.
i) Her (sonlu iiretilmis) sag R-modiil bir yansiyan ortiiye sahiptir.
iii) Her (basit) yaribasit sag R-modiil bir yansiyan értiiye sahiptir.

Ayrica, R bir sag milkemmel halkadir ancak ve ancak her sag diiz R-modiil bir
projektiftir.

Onerme 3.35: Asagidaki ifadeler sag R-modiil M icin gecerlidir:

1) Eger M1 ve M2, M2 basit olacak sekilde M nin alt modiilleri ve M [ M1 = M, <@
M ise, bu durumda M1, M nin dik toplananidur.

i) Eger M2 basit olacak sekilde M = M1 @ M, ve f : M1 — M, bir R-
homomorfizmas: ise, bu durumda ker f, My in dik toplananidir.

iii) Eger M1 ve My, M1 maksimal olacak sekilde M nin dik toplananlar: ise, bu
durumda M1 N M2 , M nin dik toplananidir.

iv) Eger M1 ve Mz, M nin maksimal toplananiar: ise, bu durumda M1 N M2, M nin

dik toplananlaridir.

Kamit: (1)=(ii) M2 basit olacak sekilde M = M1 @ M2 ve f : M1 — M> sifirdan farkl
bir R-homomorfizmast olsun. Eger = : M — M1 bir serbest yansima ise, bu durumda
M/ ker (f o ) = Mz olacak sekilde fo m: M — M- bir R-epimorfizmadir. Bu hipotez
geregi, ker (f o @), M nin bir dik toplanamdwr. Ancak, ker (f o 7) = M2 @ ker f
oldugundan, ker f, M nin bir dik toplananidir ve dolayisiyla M1 istenildigi gibidir.

(it) =(iii) M1 maksimal olacak sekilde M1 ve Mz, M nin dik toplananlari ve M = M1 @
Mi" =Mz @ M2' olsun. Eger M2 €M ise, bu durumda Mz = M2 N M1 €@ M saglanir.
Diger bir taraftan, M = M1 + Mz oldugunu kabul edip, Ty, : M — M1' ve 1y, :
M—M; dogal yansima olarak alalim. f =: (my, 0 my,) |M; : M1 — M1’ olarak
tammlayalim. ker f = (M1 /7M2) @ (M1 /1M2") oldugundan, hipotez geregi (M1 /1 M>)
@ (M1 /1My2' ) €@ M elde ederiz. O halde, M1 /7M> <@ M.

(iif)=(i) M1 ve M2, M2 basit olacak sekilde M nin sifirdan farkli uygun alt modiilii ve
M /M1 =% M, €@ M olsun. M1 in M nin bir dik toplanant oldugunu gostermeliyiz. M
nin bir M2" altmodiilii icin M = M2 @ M2' yazalim. Eger M1 /1 M2 = 0 ise, bu durumda

25



M1 in maksimalite olmasindan M = M1 @ M2 saglanwr. Aksi takdirde M1 (1 M2 £ 0
oldugunu kabul edelim. Bu durumda M2 < M1 ve M1 = M2 @ (M1 N M>' ) olur.
Dolayisiyla, M M1 = (M2 @M2") | My =t Mz " [ (M2' N M1). Eger m: M2 — Mo' |
(M2 N My) bir serbest boliim goriintiisii 1se, bu durumda ker(powor) = M1 N M-’
olacak sekilde powor : Ma' — M> sifirdan farkli R-homomorfizmadir. Hipotez geregi,
M1 N M2', M2" nin bir dik toplanani olur. Eger M2' nin bir K alt modiilii i¢in M2' = (My
NM') @Kise, budurumda M =M,' @M, =[(M1NM') K] ®M. =M1 AK
ve M1 €O M saglanir.

(i) =(iv) Aciktir.

(iv)=(i) Mz basit olacak sekilde M = M1 @ M2 ve T : M1 — My sifirdan farkli bir R-
homomorfizma olsun. M nin bir T = {m1 + f (m1) | M1 € M1} ¢izgisel alt modiiliinii
diistinelim. A¢ik bir sekilde, T, M nin bir maksimal alt modiilii, M =T & M2 ve ker f =
T N Mzolur. Hipotezden, ker f =T N M1, M nin bir dik toplananidir. Bu durumda ker f
= T N M1, M1 inde bir dik toplanani olur. m

Tanim 3.36: [3.35] 'teki esdeger kosullardan herhangi birini karsilamast durumunda,
sag R-modiil M ye basit-direkt-projektif denir.

Onerme 3.37: Sag R-modiil M bir basit-direkt-projektif modiildiir ancak ve ancak {X1,
.« ., Xn} M nin maksimal toplanananin sonlu bir kiimesidir. Dolayisiyla, N}=; Xi
kesisimi M nin bir dik toplananidir.

Onerme 3.38 [26]: Basit-direkt-projektif modiiliin dik toplananlar: yine bir basit-
direkt-projektif dir.

Ornek 3.39 [26]: i) Her D3-modii bir basit-direkt-projektif dir. Dahasi, her
parcalanamaz ve her direkt-projektif modiil bir basit-direkt-projektif dir.

il) Her singiiler olmayan modiil bir basit-direkt-projektif dir.

iii) Eger M, basit olmayan parcalanamaz bir sag R-modiil ise, bu durumda
X=M @E(M) basit-direkt-projektif modiildiir. Ayrica [23, Lemma 3.3] de X in hi¢hir
basit dik toplanani olmadigi ve X in basit-direkt-projektif oldugu gosterilmistir.

V) Eger M, M = rad(M) olacak sekilde bir sag R-modiil ise, bu durumda M nin
hi¢hir basit toplanani yoktur ve dolayisiyla M, hem basit-direkt-injektif hemde basit-
direkt-projektif olur. Ozellikle, Z-modiil Q & Q/Z hem basit-direkt-injektif hemde
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basit-direkt-projektif modzi/ olur. Fakat, [13, Onerme 4] geresi, Q & QI/Z bir D3-
modiil degildir. Ayrica, Z tamsayilar halkast tizerinde, hi¢hir injektif sag Z-modiiliin
maksimal alt modiilii yoktur, ve sonu¢ olarak, her injektif Z-modzl bir basit-direkt-
projektif dir.

Ornek 3.40 [26]: i) Eger M ve K basit olmayan parcalanamaz birer sag R-modiil ise,
bu durumda N =: M & K hem basit-direkt-projektif hemde basit-direkt-injektif
modildiir.

i) Eger M, basit olmayan sifirdan farkly bir par¢alanamaz sag R-modiil ve P de bir
projektif sag R-modiil ise, bu durumda N =: M & P bir basit-direkt-projektif modzi/
olur.

i)  Eger M, basit olmayan sifirdan farkli bir parcalanamaz sag R-modiil ve K da
bir singiiler olmayan sag R-modiil ise, bu durumda N =: K @ M bir basit-direkt-
projektif modiil olur. Daha o6zel olarak, K nin basit singiiler olmayan sag R-modiil
oldugu yerde, K @ E(K) bir sabit-direkt-projektif olur.

Kanit: (i) N nin hi¢cbir basit dik toplanani olmadigini gésterdik. Aksine, N nin basit bir
S basit toplanani icerdigini varsayalim. [27, Lemma 26.4] geregi, N =S O M1 @ K1
olacak sekilde M nin bir M1 diK toplanani ve K min bir Ky dik toplanani vardwr. Hem M
hemde K par¢alanamaz oldugundan, yaN =S @@MyadaN =S & K olur. Fakat bu
bir ¢eliskidir ¢iinkii hem M hemde K basit degildir.

(i) A, N/ A =S &@ N olacak sekilde N nin bir maksimal alt modiilii olsun. A €@ N
oldugunu géstermemiz gerekir. M bir parcalanamaz oldugundan, [27, Onerme 26.4]
geregi, PL c@PolanyerdeyaN=S @PiyadaN=S @& M & Py olur. P nin bir P>
alt modiilii igin P = P1 0 P2 yazalim. Eger N =S @ P1 ise, bu durumda S @ P1 = (M
@ P2) @ P1 saglanmir. Bu durumda, S = (M @ P2) olmast agik bir ¢eliskidir. O halde,
N=S &M @D Pi1 oldugunu diisiinelim. Bu durumda, N=S @M @A P))=M PP =
P, @ (M @ P1) saglamir. Sonug olarak, N | A =S = P, bir projektif ve A <@ N
olmasini gerektirir.

(iii) Bu, (ii) 'de verilene benzer bir argiimanla dogrulanabilir. m
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4. RELATIF C3 ve D3 MODULLER

Bu béliimde, C3 ve D3 modiillerinin esdeger versiyonlarinin kanitlari iizerinde
calisip, ayrica C3 ve D3 modiillerinin sirastyla N-C3 ve M-D3 modiilleri agisindan
genel bir calisma sunuyoruz. Dahasi, N-C3 ve M-D3 modiilleri agisindan iyi bilinen

birkag¢ halka smifinin yeni karakteristiklerini ortaya koyuyoruz.

4.1. Relatif Injektif Modiiller

Bu boliimde, N-C3 modiillerinin bazi 6zelliklerini vermeye bagliyoruz ve boliim
boyunca [9, 11, 13, 15, 23, 26, 27] de tanimlanan metodlar1 kullaniyoruz. Ayrica,
asagidaki kanitlarm [17] nin bir duali olduguna dikkat edelim.

Onerme 4.1: Sag R modiiliinde M asagidaki kosullara denktir:

i) M, N-C3 modiildiir.

i) Eger AC® M, B <@ M ve ANB =0 ise, budurumda A € A; ve B £ B; alt
modiilleri icin N = A @ B1 = A1 @ B kosulu saglanir.

iii) Eger AC®M,B c@M, ANB c@NveN c@ M ise, bu durumda A @B <@ N

saglanir.

Kanit: (1)=(ii) A ve B, N nin alt modiilleri ve A/IB = 0 olacak sekilde A €@ M, B <&@
M olsun. A @ B <&@ N kosulu saglandigindan, N nin bir alt modiilii C i¢in N=A
@BC olur. Eger Ai=A @ C ve B1 =B @ C olacak sekilde segilirse, bu durumda
actkca N = A @ B1= A1 @ B saglanir.

(if)=(i) A ve B, N nin alt modiilleri ve A/IB = 0 olacak sekilde A <& M, B €& M
olsun. Bu durumda A @ B €@ N oldugunu gistermeliyiz. Hipotez geregi, A € A1 ve B
C Bj alt modiilleri icin N = A @ B1 = A1 @ B saglandigim biliyoruz. O halde, By = B
/IN=B1/7(A10B) =B @D (A1/IB1)ve N=A @& B1=A @B D (A1 /1By) saglanir.
(i)=(iii) A/IB <@ N oldugundan, N nin bir alt modiilii C i¢cin N = (A/1B) & C.
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Agikca, A = (A/B) @ (A/IC) ve B = (A/B) @ (B/IC) oldugu goriiliir. M bir N-C3
modii/ oldugundan, (A /1C) €@ M, (B/IC) €@ M ve (A/IC) /1(B/IC) = (A/B)/1C =
0 saglamr. D =: (A/IC) @ (B/IC) €@ N oldugu sonucuna varilir. Ve yine, T €@ N
oldugundan, A /1B €@ N, (A/B) /1D =0 ve N €@ M saglamir. Bunu ise (A /1B) &
D <@ N olmas: takip eder. Dolayisiyla, A+B = [(A/IB)B(A/IC)] + [ (A/B)EH(B/IC)
1=(ArB) & (ArIC) @ (B/IC) = (A/1B) & D <@ N.

(ii))=(1) agiktir. m

Onerme 4.2: Eger M, N-C3 modiilsi, A1 ve A; alt modiilleri icin M = A1 @ Az ve ker f
@ A1 olacak sekilde f : A1 — A» fonksiyonu R nin bir homomorfizmas: ise, bu

durumda Im f @ A, saglanir.

Kamt: Iddia 1: f : Ay — A2, R nin bir homomorfizmasive T={a+f(a):a €A1} <@
M olsun. Bu durumda M =T & Az oldugunu gostermeliyiz. ESer X €M = A1 D Az ise,
X = a+ b olacak sekilde a € A1 ve b € Az vardir. Budurumda, x=a+f(@)—f(a) +b
ET @ Az kosulu saglamir. O halde, X €T +Azise M =T + Az olur. Eger X €T [1A2
olsa x € T ve x € A2 olurdu. Fakat T nin tanuimindan, X = a + f () olacak sekilde a €
Aiolup a = x —f (@) yazilwr ki X, f(a) € A2 oldugundan a € A, elde edilir. A1 /7A2=0
oldugundan a = 0 elde edilir, f (&) =f (0) = 0 (f homomorfizmasi) oldugundan, x = 0
elde edilir. O halde T /7 A2 = 0 dwr. Buradan, M = T & Az elde edilir ve T €@ M
saglanir.

Iddia 2: A1 1 T=0. x €A1 /1T olsun. Bu durumda, x €A1 ve x €T olur. a €Ay ve X
= a + f(a) oldugundan, (x —a) € A1ve (x —a) =f (a)€ A2 olur. Dolayisiyla, (X — a) = f
(@) 717AL 1A, =0 =1(0) ve a=x = 0 olur. Birinci ve ikinci iddialara gore T @ M,
A1 @M ve A1 1T =0 oldugu agiktir. Dolayisiyla, T @ A1 €@ N olur.

Ilddia 3: AA @T=A1 @ Imf. a; eAvef(@)=x=f(@a) +a—aeT @A;olacak
sekilde x € Im f olsun. Bu durumda, x € T @AiveImf @AI=T @ AL €@ N

saglanir. Sonug olarak, T @ A1 €@ N ve Imf <@ N elde edilir. m

Sonug¢ 4.3: Eger M, N-C3 modiilii, A1ve Az alt modiilleri icin M = A1 @ Az ve f: Ay —

Az fonksiyonu bir R-monomorfizmasi ise, bu durumda Im f €@ A, saglanir.
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Onerme 4.4: M ve N, R nin sag modiilleri, S = End(Mg) ve S1 = End(NR) olsun. S, sag
S1-C3 halkast ise, bu durumda M bir sag N-C3 modiildiir.

Kamit: S bir sag S1-C3 halkast ise, bu durumda M nin de bir sag N-C3 modiil
oldugunu biliyoruz. A €@ S, B @S ve A /1B = 0 oldugundan, A @B <@ S, ve A @
M, B €@ M ve A /1B = 0 oldugundan ise A @ B <&@ N saglanir. Eger A €€ M, B <@
MveA /7B =0, bu durumda A @B €@ N. Simdie* =e €S,f2 =1 €Sicin, A =eM
ve B = f M olarak alalim. A (1 B = 0 oldugundan, €S /1 f S = 0 elde ederiz.
Dolayisiyla, eS @ fS €@ Sy olur. Eger eS c@ S, fS c@ S ve fS /7 eS = 0 ise, bu
durumda eS @ fS €@ Si. Bazi g> = g €S icin S1 = €S @D fS @ gS oluyor ise, N = eM
@ tM @ gM kosulu saglanir. Dolayisiyla, A @ B = eM @ fM <@ N sonucu elde

edilir. m

Onerme 4.5: M ve N birer R-modii/ olsunlar. Bu durumda M bir N-C3 modiildiir
ancak ve ancak dik toplanan M €@ M, herhangi bir altmodiil N €N ve M bir N'-C3

modzildiir.

Kamit: Ave B,A €@ M, B €@ M ve A /1B = 0 olacak sekilde N nin altmodiilleri
olsunlar. A €@ M ve BE@ M oldugundan ve M, N-C3 modiil olarak bilindiginden, A
@ B <@ N elde ederiz. Dolayisiyla, A @B <@ N ve M bir N -C3 modii/ bulunur.

Tersi kolayca goriilebilir. m
4.2. Relatif Projektif Modiiller

Bu boliimde, M-D3 modiilleriyle ilgilenip bu modiillerin asagida verilen yeni

karekterizasyonlarii tanimlamaya baslayacagiz.
Onerme 4.6: Sag R modiiliinde M asagidaki kosullara denktir:

i) N, M-D3 modiildiir.

ii) Eger A €@ M, B €@ M ve A+B = N ise, bu durumda A; € A ve B; € B alt
modiilleri i¢cin N = A1 @B = A @ B1 kosulu saglanir.

i) Eger A €@ N, B €@ N ve A+B = N ise, bu durumda A/BB <@ N kosulu

saglanir.
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Kanit: (1)=(iii) A €@ N, B €@ N ve A +B = N olarak alalim. Bu durumda, M nin bir
C alt modiilii icin A /1B €@ M ve M = (A /1B) & C elde ederiz. Simdi, A = (A /1B)
@ A NC)veB=(A/1B) & B r1C)olur. Dolayisiyla, N = A+B =[ (A/B) &
(ArC) 1 +[ (ArB) & (BrIC) ] = (ArB) & (ArIC) & (B/IC) elde edilir. Tersi
kolayca goriilebilir.

()=(ii)) A €@ N, B <@ N ve A+B = N olsun. C €&M olacak sekilde M nin bir C alt
modiilii icin A /1B <@ M ve M = (A /1 B) @ C hipotezin esitliklerinden birini
gostermemiz gerekir. Eger By €B, B1 =B /7Cise budurumdaN=A+B=A+[ (A
/1B) @ B1] = A @ B esitligi saglanr.

(i1)=(i) Hipotez geregi A €@ N,B <@ N ve A+B=Nolsun.B=B1 O (A/B) ve B c&@
N oldugundan, B nin bir By alt modiilii icin N = A @ B1 olur. Bu yiizden, A/IB €& N
oldugu agiktir. m

Onerme 4.7: Eger N bir M-D3 modii/, N nin Ax ve A; alt modiilleri icin N = A1 @ Az
ve Imf €@ A; olacak sekilde T : A1 — Az bir R-homomorfizmast ise, bu durumda ker f

C@ A1 saglantr.

Kanit: Ilk olarak f © A1 — Az bir R-epimorfizmas: ise, bu durumda ker f <@ A,
oldugunu gostermeliyiz. T={a+1f(a):a €A1}, N nin ¢izgisel alt modiilii olsun.
Acikca T, R nin sag modiiliidiir ve N = T & Az oldugunu iddia ederiz. Bunu gostermek
icin, oncelikle X €N olarak alip a € A1 ve b € Az nin oldugu yerde x = a+b yazabiliriz.
Simdi,x=a+f(@)-f(@)+b T+ Axve boylece N=T + Ay olur. Eger x €T /1A2
ise, bazt a € A1 i¢cin x = a + f (a) saglanir. Dolayisiyla, a =x—f (@) EAL /1A =0vef
(@) = 0 olur. Sonug olarak x =0ve N=T & A, elde edilir. Simdi ise N=T + Ay
oldugunu ispatlamaliyiz. Eger X €N = A1 @Az ise, budurumdaa €A veb €A,
oldugu yerde x = a + b olur. Ciinkii, b = f (a) olacak sekilde a € A1 igin f bir
epimorfizmdir. Dolayisiyla, x=a+f(@)=a—-a+a+f(a) €A1+ Tolur. N, M-D3
modii/ oldugundan, T /1 A1 €@ M. Son olarak, T /7 A1 = Ker f oldugunu gostermeye
ihtiyacimiz vardwr. Eger X €T (1 A1 ise, bu durumda a € A1 ve ¢ € A1 oldugu yerde x =
a=c+f(c)olur. Dolayisiyla, a—c=1f(c) €A1 /1A2=0vef(x)=f(c)=0veT /7A:
CKer f olur. Eger x € Ker fise, bu durumda x = x + f (X) €T /7 A1 ve boylece Ker f =
T 1AL €@ M olur. Simdi, Imf S@ A; olacak sekilde f : A1 — A> fonksiyonu bir R
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homomorfizmast olsun. Eger A2 nin bir B alt modiilii icin A2 = Im f @ B ise, bu
durumda A1 @ Imf €@ M olur. M-D3 modiiliiniin bir toplanan: yine bir D3-modiil

oldugunu biliyoruz. Ardindan A1 @ Im f modiiliine bir énceki argiimant uygulayarak

Ker f €@ A; sonucunu elde ederiz. m
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5. SONUCLAR ve YORUMLAR

Bu calisma biitiiniiyle N-C3 (Relatif injektif) ve M-D3 (Relatif Projektif)
modiillerini incelemeye odaklanmistir ve bunu iyi bir sekilde tamamlamak igin, ¢esitli
ilgili makaleler literatiirde gézden gecirilmistir. Elde edilen sonucglarin literatiir ve
mevcut teoremler ile iyi bir uyum iginde oldugu goriilmiistiir.

N-C3 ve M-D3 modillerinin geleneksel avantajlar1 ve dezavantajlari
gozlemlenmistir. Ayrica cesitli modiiller ve halka yapilar ile iligkileri ayrintili olarak
tartigilmistr.

Sonug olarak, bu ¢aligma, modiil teori ile ilgilenen lisansiistii 6grencileri igin iyi

bir baglangi¢ ve rehberlik yapmay1 amaglamustir.
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