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OZET

KESIRLI OSKULATOR INTEGRAL OPERATORLER VE ONLARIN
KOMUTATORLERININ GENELLESTIRILMIS LOKAL MORREY UZAYLARDA
SINIRLILIGI

DOGAN, Cansu
Nigde Omer Halisdemir Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisti

Matematik Anabilim Dali

Danigman : Dog. Dr. Ahmet EROGLU

Agustos 2019, 67 sayfa

Bu yiiksek lisans tezi dort bolimden olugmaktadir. Birinci bolim giris kismina
ayrilmustir. ikinci béliimde, bu tez calismasinda kullanilacak temel tanim ve teoremlere
yer verilmistir. Uciincii boéliimde, Harmonik Analizin bazi1 fonksiyon uzaylari
tanitilarak, bu uzaylarin bazi temel 6zellikleri verilmistir. Dordiincii boliimde ise kesirli
oskiilator integral operatdrler ve bu operatorlerin komiitatorlerinin lokal genellestirilmis

Morrey uzaylarda sinirlilig1 ayrintili olarak incelenmistir.

Anahtar Sozciikler: Genellestirilmis Morrey uzayi, Riesz potansiyeli, kesirli oskiilatdr integral operatdorii,

komiitator



SUMMARY

THE BOUNDED OF THE MULTIPLE OSCULATOR INTEGRAL OPERATORS
AND THEIR CONTROLLERS IN THE GENERALIZED LOCAL MORREY
SPACES

DOGAN, Cansu
Nigde Omer Halisdemir University
Graduate School of Natural and Applied Sciences

Department of Mathematics

Supervisor : Assoc. Prof. Dr. Ahmet Eroglu

August 2019, 67 page

This master’s thesis consists of four parts. The first section is reserved for the entrance.

In the second chapter, the basic definitions and theorems used in thesis study are
included. In the third chapter, some function spaces of Harmonic Analysis are
introduced and some besic properties of these spaces are given. In the fourth chapter,
the bounded of fractional oscillator integral operators an their commutators in local

generalized Morrey spaces are investigated in detail.

Keywords: Generalized Morrey space, Riesz potential, fractional oscillator integral operator, commutator
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BOLUM I
GIRIS

1938 yilinda Morrey tarafindan tanimlanan Morrey uzaylarin, agirlikli Lebesgue
uzaylartyla birlikte eliptik diferansiyel denklemlerin ¢oziimiinde, potansiyel teorisinde,
maksimal ve singililer operator teorisinde, Navier-Stokes denklemleri, Schridinger

denklemleri ve matematigin pek ¢ok mekanik problemlerinde genis uygulamalari vardir.
M,, (Rn) Morrey uzaylari, 0<A<n, p>1 fe L'gc (R”) ve B(x,r), R" de X

merkezli ve I' yarigapli yuvar olmak iizere

1

If, = sup ( f ‘f ‘ dy] <
P r>0,xeR"

sartin1 saglayan tiim f fonksiyonlarinin kiimesidir.

Son yillarda fonksiyon uzaylarinin modern teorisi S.L Sobolev, A. Calderon, E.M.
Stein, S.M. Nikolskii, P.l. Lizorkin, V.I. Burenkov ve birgok diinyaca {inli

matematikgiler tarafindan incelenmektedir.

Bu teorem reel ve fonksiyonel analizin bir¢ok konusuna uygulamistir. Arastirmalar
sonucu ortaya cikan yeni sonuglarin incelenmesi ve fonksiyon uzaylarindaki bazi
eksikliklerin giderilebilmesi igin yeni tip fonksiyon uzaylarmin tanimlanmasina ve

arastirtlmasina gerek duyulmustur.

Harmonik analizin klasik operatdrlerinden, Riesz potansiyeli, maksimal operator, kesirli
maksimal operator ve singiiler integral operatorlerinin sinirliligr ile ilgili birgok calisma
yapilmistir. 1944 yilinda E. Nakai tarafindan Harmonik Analizde 6nemli bir yere sahip
olan Riesz potansiyelinin, maksimal integral operatoriiniin ve singliler integral

operatoriniin M, . genellestirilmis Morrey uzaylarindaki sinirhligi aragtirtlmisgtir.



M, genellestirilmis Morrey uzaylari; (p(x, r),R” ><(O, oo) izerinde negatif olmayan

dlgiilebilir bir fonksiyon, 1<p <o, fe L'SC (R") olmak iizere

o
.. =00 &y Moty <=

A—n
sartin1 saglayan tiim f fonksiyonlarinin kiimesidir. Burada 6zel olarak (p(X, r) =r?®

almirsa M b (R” ) Morrey uzayi elde edilir.

Bu tez calismasinda Morrey uzaylarinin, genellestirilmis Morrey uzaylarinin tanimlari
ve temel 6zellikleri verilerek, Harmonik analizin bazi fonksiyonel operatorii olan kesirli

oskiilator integral operatoriiniin ve komiitatorlerinin sinirliligi incelendi.



BOLUM II
TEMEL TANIM VE TEOREMLER
Bu béliimde, tez konusu ile ilgili bazi temel tanimlar ve teoremler verildi.
2.1 Normlu Uzaylar

Tanmim 2.1.1: (Norm, Normlu Vektor Uzaylar1) x k cismi lizerinde tanimli bir vektor

uzayi olsun. Eger

H:X—>R,x—>X

doniisiimii vx,y e X ve o e K i¢in

(N,)[x|=0ve|x|=0<=x=0
(N )Joox| =t x|
(Ny)[x+y|<[x]|+]l¥] (Usgen Esitsizligi)

Ozelliklerini sagliyorsa bu doniisiime X iizerinde norm adi verilir. (X,””) ikilisine de

normlu vektor uzaylar: denir. (X,””) normlu uzayi kisaca X ile gosterilir. (Musayev

ve Alp, 2000)

Tammm 2.1.2: (Denk Norm) x kcismi lizerinde tanimli bir vektdr uzayi olsun.

VX e X igin

clx], <[], < ||,

olacak sekilde C,C€R pozitif sayilari varsa X iizerinde taniml I, ve ||, normlarina

denk norm denir (Rudin, 1991).



Tammm 2.1.3: (Yakinsakhk, Norma Gore Yakinsakhk) (Xn),(X,”-”) normlu

uzayinda bir dizi ve X; € X olsun. Eger

lim|x, —x,[ =0

nN—o0

olursa X, dizisi X, noktasina yakinsaktir denir ve

X, X,

n
veya

limx, =X,

n—oo

seklinde gosterilir. Normlu uzayda tanimlanan bu yakinsamaya norma gore

yakinsaklik denir (Rudin, 1991).

Tanim 2.1.4: (Metrik ve Metrik Uzay) X bos olmayan bir ciimle olsun.
d: XxX — R fonksiyonu igin

M,)d(x,y)=0<x =y,

M,)d(x,y)=d(y,x)(simetriozelligi)ve

M,)d(x,y)<d(x,z)+d(z,y)(Ucgenesitsizligi)

sartlar1 saglaniyorsa d "ye X ’de bir metrik ve d ile birlikte X ’e metrik uzay denir

ve genellikle (X,d)veyax, ile gosterilir (Bennett ve Sharpley, 1988).



Tamm 2.1.5: (R"Oklid Uzay) x=(x,..,X,)vey=(y,,...y,),R"’de vektorler

olmak iizere R", n-boyutlu oklidyen uzay1 (x,y)=2xiyi i¢c ¢carpimi ile donatilmig

j=1

R", n-boyutlu reel uzayidir (Cakar, 2007).

Tanim 2.1.6: (Cap, Simirh Kiime, Sinirh Dizi) (X,||||) normlu uzay ve bunun bir alt

kiimesi d olsun.
d(A)=sup{|x-y|:xed,yeA}=0

sayisina A kiimesinin ¢api denir. Eger bir A < X kiimesinin ¢ap1 sonlu ise A kiimesine

simirh kiime denir. X iginde (x,) dizisine karsilik gelen, noktalar kiimesi ise (x,)

sinirh dizi denir (Musayev ve Alp, 2000).

Tamim 2.1.7: (Cauchy Dizisi) (X,”-”)normlu uzay1 iginde (x,) bir dizi olsun. ve >0

icin m,n=n_ oldugunda |x,—x,|<e olacak sekilde € sayisina bagli bir n, dogal

m

sayisi varsa o zaman (X, ) dizisine Cauchy dizisi denir (Rudin,1991).

Cauchy dizisi ile ilgili asagidaki 6nermeler dogrudur.

(@) Normlu uzaydaki yakinsak her dizi bir Cauchy dizisidir.
(b) Normlu uzaydaki her Cauchy dizisi sinirhidir.

(©) (X,””) bir normlu uzaymda (x,) bir Cauchy dizisi xeX noktasma yakinsak
(x,, ) alt dizisine sahip ise (x,) dizisi de X e yakmsaktr.

(d) (X,””) bir normlu uzayinda (x,) ve (y,) bir Cauchy dizisi ise, (x,+y,) de bir
Cauchy dizisidir (Rudin,1991).



Tamm 2.1.8: (Banach Uzaylari) Bir (X,”“) normlu uzay1 i¢gindeki her Cauchy dizisi

X 1i¢indeki bir noktaya yakinsiyor ise bu (X, ||||) normlu uzayina Banach uzaylari adi

verilir (Musayev ve Alp, 2000).

Tamm 2.1.9: (Ustten simirh, Ust simir, Supremum) vne N icin X, <M olacak
sekilde bir Mreel sayist varsa (x,) dizisi iistten simrhdir denir. M sayisina da bu

dizinin bir iist sinr1 adi verilir. Ust smirlarin en kiigiigiine dizinin en Kiigiik iist sinir1

veya supremumu denir. sup X, ile gosterilir (Balci, 1998).

Tamim 2.1.10: (Alttan simrh, Alt Smir, infimum) VneN igin X, > M olacak
sekilde M reel sayisi varsa (x,) dizisi alttan simirhdir denir, M sayisina da bu dizinin

bir alt simir1 adi verilir. Alt sinirlarin en biiyiigiine dizinin en biiyiik alt sinir1 veya

infimumu denir. inf x ile gosterilir (Balci, 1998).

Ayrica infimum ve supremum 6zellikleri asagidaki 6nermede verildi:

Onerme 2.1.11: A herhangi bir lineer nokta kiimesi olsun. inf A=oave supA=b

olmak tizere o ve b sayilarinin 6zellikleri agsagidaki gibi saglanir (Balc1,1997).

I.  VXxeA igin X >o’dir. Ciinkii o alt sinirhdir.

i. V8>0 jcin
X <o+ (2.1)

olacak sekilde Ix € A vardir. Ciinkii o alt siirlarin en biiyiigiidiir. Eger A 'nin higbir

elemani icin (2.1) bagintis1 saglanmadiysa A kiimesinin biitiin X elemanlari i¢i
X=o+9d

olacaktir.



Bu ise o + & saymisin bir alt sinir1 oldugunu ifade eder. Halbuki bu alt sinir, en biiyiik

alt sinir olarak kabul edilen 0. sayisindan daha biiyiiktiir. Bu miimkiin degildir.

I.  VXxeA igin x <b’dir. Dolayistyla b bir {ist sinirdir.

i. V8>0 jcin
X>b—-95
olacak sekilde Ix € A vardir (Balci, 1998).

Tamim 2.1.12: (Azalan Fonksiyon, Artmayan Fonksiyon) Ac R ve f: A —> R bir

fonksiyon olsun. A ’nin bir E alt kiimesinin X; <X, sartin1 saglayan VX, X, elemanlari

icin f(x,)>f(x,) ise f fonksiyonu E iizerinde azalan fonksiyon denir. Artan

fonksiyon T il gosterilir. Eger f(x,)<f(x,) oluyorsa da azalmayan fonksiyon

denir (Balc1,1997).

Tamim 2.1.13: (Artan Fonksiyon, Azalmayan Fonksiyon) AcRR ve f: A — R bir

fonksiyon olsun. A ’nin bir E alt kiimesinin X; <X, sartin1 saglayan VX,;,X, elemanlari

igin f(x,)<f(x,) ise T fonksiyonu E iizerinde artan fonksiyon denir. Azalan

fonksiyon L ile gosterilir. Eger f(x,)>f(x,) oluyorsa da artmayan fonksiyon denir.

(Balc1,1997)

Tanmim 2.1.14: (f” Azalan Yeniden Diizenleme) f fonksiyonunun f* :[0,00) [0, 0]

yeniden diizenlemesi
f*(t):=inf {200, (1)<t}
seklinde tanimlanir (Bennett ve Sharpley 1988).

Tamim 2.1.15: (Es Olgiilebilir Fonksiyonlar) f ¢ M, (R,1) g € My (S,v) olmak iizere

f ve g ayni dagilim fonksiyonuna sahip ise, yani Vvt > 0 i¢in



o (t) =, (t)

esitligi saglaniyorsa f ve g ye es ol¢iilebilir fonksiyonlar denir (Bennett ve Sharpley,

1988).

Tamm 2.1.16: (Topolojik Vektor Uzay1) X bir topolojik Hausdorff uzayi olsun.

XxX ve CxX topolojik ¢arpim uzaylarmdan X uzayma olan
(X, y)>x+y ve (c,x)—>cx

Doniistimleri siirekli ise bu durumda X uzayina bir topolojik vektor uzayidir denir.
Burada C, Oklidyen metrigi tarafindan belirlenmis olan alisilmis topolojiye sahiptir
(Adams ve Fournier, 2003).

Tanim 2.1.17: (Dual Uzay) Bir X topolojik vektdr uzayi ilizerindeki biitiin siirekli,
lineer fonksiyonellerin kiimesi X’in duali olarak adlandirilir ve X ile gosterilir.

Noktasal toplama ve skalerle carpma altinda X bir vektor uzayidir:

f.ge X, xeX, ceC olmak iizere

(F+g)(x)=F(x)+9(x).  (cF)(x)=cf(x)
tamimlanir (Grafakos, 2008).

Tamm 2.1.18: (X,]|) normlu uzay, x e X ve t>0 olmak iizere;
B(X, t) = {y eX :||X —y|| < t} kiimesi X merkezli t yarigapli agik yuvar

B(X, t) = {y eX :||X —y|| < t} kiimesi X merkezli t yarigapli kapali yuvar



B(X, t) = {y eX :||X —y|| < t} kiimesi X merkezli t yarigapli yuvar yiizeyi olarak

tanimlanir (Baskan vd., 2006)

Tanmm 2.1.19: (X, ||||) normlu uzay ve A < X olsun. A ’nin elemanlarindan olusan her

bir (x,) dizisinin yakinsadigi deger X uzaymin bir elemani ise A kiimesi X uzayinda

yogundur denir (Baskan vd., 2006)

Tamim 2.1.20: X normlu uzay: sayilabilir yogun bir alt kiimeye sahipse X normlu

uzayina ayrilabilir uzay denir (Baskan vd., 2006)
2.2 Operator Teorisi
Bu kisimda operator kavramlarina ve bu operatorlerin teoremlerine yer verildi.

Tamim 2.2.1: (Operator) XveY bos olmayan kiimeler ve D < X olsun. D ’nin her
elemanina Y 'ninbir elemanini karsilik getiren bir kurala D ’den Y ’ye bir operator

veya doniisiim denir. A operatSriiniin x'e karsilik getirdigi eleman A(X) ile gosterilir.

A operatorinin X € D'yl ,A(X) eY’ye gotirdiglni belirtmek i¢in, A:D—>Y

gosterimi kullanilir.

Bu durumda D'ye A operatoriiniin tamm kiimesi denir ve genellikle D(A) ile

gosterilir.

R=R(A)={yeY:y=A(x),xeD(A)}

kiimesine A operatériiniin deger (veya goriintii) kiimesi denir (Musayev ve Alp, 2000).
Tamim 2.2.2: (Ozdeslik Operatorii) A:X — X operatdrii verilsin. Vx € X i¢in

A(x)=x



iIse A operatoriine 6zdeslik operatorii denir. |, veya | ile gosterilir (Musayev ve Alp,

2000).

Tamm 2.2.3: (Lineer Operator) XVEY ayni K cismi iizerinde iki lineer uzay ve

A: X — Y operatorii verilsin.

Eger D(A), X'inbir alt uzay1 ve vx,y e D(A)veVa,BeK igin
A(ax+By)=0A(X)+BA(Y)

ise A operatoriine lineer operator denir (Balci, 2000).

Tamm 2.2.4: (Sabit Operator) A:X —Y bir operatér ve beY bir eleman olsun.
Eger vx e X igin A(x)=b ise A operatdriine sabit operator ad1 verilir (Musayev ve

Alp, 2000).

Tamm 2.2.5: (Siireklilik) XVeY iki normlu uzay ve T:D(T)—>Y operatorii verilsin.
i.  V&>0icin 36> 0 olmak iizere Vx € D(T),|[x —x,| <& iken

[Tx—Tx,|| <.
ii. X, noktasina yakinsayan V(x, ) < D(T) dizisi iin

!@T(xn)zT(xo)

sartlar1 saglaniyorsa bu durumda T operatdrii x, € D(T) noktasinda siireklidir denir.

Eger T:X—Y operatdrii D(T) nin her noktasinda siirekli ise T operatorii D(T)

tizerinde siireklidir denir (Musayev ve Alp, 2000).
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Tamm 2.2.6: (Smirhhk) XVeY iki normlu uzay ve D(A)c X olmak iizere

T:D(A)—Y lineer operator olsun. Eger vx e D(A) igin
[Ax]|<C]x]
olacak sekilde bir C e R varsa, A operatoriine sinirhdir denir.

Bir A operatériiniin normu

Il - sup b
weo(a) ||

seklinde tanimlanir (Musayev ve Alp, 2000).

Tamm 2.2.7: A:X—>Y ve Ec X, FcY olsun.
A(E)={A(x):x<E}

kiimesine ~ E'nin goriintiisii, Al (F) = {X eX:A (X) € F} kiimesine  F'nin ters

goriintiisii denir (Musayev ve Alp, 2000).

Tammm 2.2.8: A:X—>Y ve B:X—>Y operatorleri verilmis olsun. Eger
D(A)=D(B)=D ve VxeD igin A(x)=B(x) ise A ile B operatorleri esittir denir
ve A =B ile gosterilir. Eger D(A)<=D(B) ve vxeD(A) igin A(x)=B(x) ise A
operatdriine B operatoriiniin  kisitlamast (veya B operatoriine A  operatdriiniin

genislemesi) denir ve A=B |D( A) ile gosterilir (Musayev ve Alp, 2000).

Tamm 2.2.9: XveY normlu uzaylar ve D(T)< X olmak iizere T:D(T)—Y lineer

operator olsun. Bu durumda T operatoriiniin siirekli olmasi i¢in gerek ve yeter sart T

operatoriiniin sinirl olmasidir (Musayev ve Alp, 2000).

11



Tanmm 2.2.10: T:L — L’ ye lineer operator olsun. T altinda L ’nin 6zdes elemanina
doniisen elemanlarin ciimlesine, T ’nin sifir uzayi veya cekirdegi denir ve Cek T ile

gosterilir. Demek ki,
CekT={xeL:T(x)=0'}=T"(60)
diir (Bayraktar, 2006).

Tamm 2.2.11: (Gomme) XveY iki normlu lineer uzay ve X <Y olsun.

yani vx e X i¢in | (X) = X olacak sekilde Y de en az bir eleman olmaz iizere

! X->Y

ile verilen operatore birim operatorii denir. Bu operator siirekli ise yani Vx € X igin
Xl <clx]

olacak sekilde € >0 sabiti var ise X uzayr Y uzayma siirekli gomiiliir denir. |
operatorine X uzayindan Y uzayina bir gomme operatorii denir. Alternatif olarak

bazen X uzaymm Y uzaymna bir siirekli (veya sinirlt) gbmmesi mevcuttur denir.

Il
= sup
o [

v

seklinde gosterilen bu sayiya da | ’nin operatér normu denir. Eger XveY iki normlu

lineer uzay olmak iizere X uzayindan Y uzayina bir siirekli gdmme mevcut ise

X->Y
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seklinde gosterilir. Eger

X=>YveY->X

ayni anda oluyorsa

XzY

seklinde gosterilir ve eger bu gdmme operatorii kompakt ise de
X->-Y

seklinde gosterilir (Fucik vd., 2012).

Tamim 2.2.12: (Fonksiyonel) Bir X vektor uzay1 iizerinde tanimlanan skaler degerli bir

fonksiyona fonksiyonel adi verilir. Eger X,y € X ve a,beC olmak iizere
f (ax+by) =af (x)+bf (y)

ise f lineerdir denir. X bir topolojik vektdr uzayi olsun. Eger bir fonksiyonel X

uzayindan C ’ye siirekli ise X iizerinde siireklidir denir (Grafakos, 2008).
2.3 Olcii Teorisi

Tamim 2.3.1: (Cebir ve ¢ -Cebir)

X # O bir kiime ve AcA(X) olsun.

i I, Xxe A

ii. VieAf‘=x/feA

i, vk=12..n{f} eA:>Lank eA
k=1

13



sartlar1 saglaniyor ise bu durumda A sinifina X {izerinde bir_cebirdir denir.

vn EN'{fn}:=l eA:Ofn eA

n=1
sart1 saglanirsa A cebrine bir o -cebir denir (Royden, 1968).

Teorem 2.3.2: X fiizerinde o -cebirlerinin herhangi adetteki kesigimleri yine bir o -

cebridir (Balci, 2012).

Ispat: | bir indis kiimesi olsun. iel igin A, bir o-cebir oldugundan X e A, *dir.

Buradan Xe()A; olur. Eger Ee[ A, ise her bir iel igin A; bir o-cebri

iel iel

oldugundan E° e A, dir. Dolayisiyla E° er]Ai ’dir. Her bir neN i¢in E, EﬂAi

iel iel

olsun. Her bir i i¢in E, € A, ve dolayisiyla UEn €A, buradan da (UEnjeﬂAi
n=1

n=1 iel

bulunur. Bu ispat1 tamamlar (Balci, 2012).
Tamim 2.3.3: (Borel Cebri)

Bir K simifin1 kapsayan o -cebirlerinin en kiigiigiine K ’nin irettigi (veya dogurdugu)

o -cebri denir ve D(K) ile gosterilir. IR""deki biitiin agik (a,b)araliklarimin dogurdugu
o -cebrine Borel cebri denir ve B(R")ile gosterilir. n =1olmas: halinde B(R") Borel

cebri B(R) ile gosterilir. B(R) ‘nin her bir elemanina Borel kiimesi denir (Royden,

1968).
Tamm 2.3.4 (Olciilebilir Uzay, Olcii Uzayi, Olg¢iilebilir Kiime)

X bostan farkli bir kiime, Ac P(X)’de X’in bir o -cebri ve u:A—)[O,oo) de A

iizerinde bir 6l¢ii olsun. (X, A)ikilisine bir él¢iilebilir uzay denir. (X, A, p)iicliisine de
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bir dl¢li uzay1 denir. A’daki her bir eleman da olciilebilir kiime olarak adlandirilir
(Royden, 1968).

Tanim 2.3.5: (Ol¢ii, Sonlu Olcii, ¢ -sonlu, Olasilik Olgiisii)

(X, A) bir dlgiilebilir uzay olsun. A iizerinde tanimli genisletilmis reel degerli bir p

fonksiyonu

i, u(@)=0

i. VaeAnp(a)=0

iii.  Heraynk {an}:_li(;inp([janj:ip(an)

n=1 n=1

Ozelliklerini sagliyorsa bu fonksiyona ol¢ii fonksiyonu veya ol¢ii adi verilir. Eger

Yo eAiginu(a)<ooquyorsa u’ye sonlu ol¢ii denir. X kiimesi her biri sonlu dlgiiye
sahip sayilabilir adetteki kiimelerin birlesimi olarak yazilabiliyorsa p dl¢iisiine ¢ -sonlu

denir. Eger p(X)=1 ise bu dl¢iiye olasihk dl¢iisii ad1 verilir (Royden, 1968).
Teorem 2.3.6: (X, A, p) bir 6l¢ii uzay1 olsun.

1. (An) A ’daki elemanlarin bir artan dizisi ise
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dir (Balct, 2012).
Tamm 2.3.7: Genisletilmis reel degerli bir p* fonksiyonu i¢in

i.  p(9)=0
ii. VEeP(X),u*(E)ZO

ii. AcBcXu'(A)<p'(B)

iv. VneNA, eP(X):p*[O jgip*(An)

sartlar1 saglanirsa p° fonksiyonuna X iizerinde bir dis él¢ii denir (Royden, 1969).

Tanim 2.3.8: (Lebesgue Dis Olgiisii, Lebesgue Olgiilebilir) {1}~ ,Rnin smirli ve

acik alt araliklarinin bir dizisi ve

olsun. P(IR)izerinde

k*(A):inf{iﬁ(lk):(lk)erA}

k=1
seklinde tanimlanan A* bir dis 6l¢iidiir. Bu dis dlgiiye Lebesgue dis olgiisii ad1 verilir.
Lebesgue dis Olgiisii R nin her bir alt araligina onun uzunlugunu karsilik getirir. n—
boyutlu R"uzayinda Lebesgue dis dl¢iisiinii tanimlamak igin

I={x:a,<x <b;, i=1...,n}

n—boyutlu kapali araliklarin1 g6z 6niine alinirsa, bu araliklarin hacimleri
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bi¢imindedir. Keyfi bir E < R" kiimesinin Lebesgue dis olgiisii

A" (E)=inf {kzw:o(lk):EcOIk, I, bir arahk}

1 k=1
ile tanimlanir. VA < R"i¢in eger
A (A)=A"(ANE)+\ (A A (R” — E)) (Caratheodary Ol¢iimii)

ise E kiimesine Lebesgue ol¢iilebilirdir denir (Royden, 1968).

Tamim 2.3.9: (Olgiilebilir Fonksiyon) (X,X)bir 8lgiilebilir uzay ve f:X—>R bir

fonksiyon olsun. Eger Vo € R i¢in
f_l(]oc,+oo[):{xex:f(x)>oa} ey

oluyorsa f ye olgiilebilir fonksiyon denir. Xiizerindeki Ol¢iilebilir fonksiyonlarin

ailesi M(X,X)) ile gosterilir. Ayrica (X,X) bir dlgiilebilir uzay olmak iizere X deki

negatif olmayan Olgiilebilir fonksiyonlarm kiimesi M* (X, Z) ile gosterilir

(Royden,1968).
Tamim 2.3.10: (Karakteristik Fonksiyon) A cR" olsun.

{l, XeA
N, =

0, Xe¢A

ile tanimlanan X, fonksiyonuna Anin karakteristik fonksiyonu denir (Grafakos,

2008).
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Tanim 2.3.11: (Basit Fonksiyon) Goriintii kiimesi sonlu elemandan meydana gelen

fonksiyonuna bir basit fonksiyon denir (Balci, 2000).

Tamm 2.3.12: (X, A, p) bir 6l¢ii uzay1 olsun. a, lar negatif olmayan reel sayilar,

A A,,...,A, ler Aya ait ayrik kiimeler olmak tizere

gosterimine sahip bir ¢ € S* fonksiyonunun p olgiisiine gore integrali

[odu=>"au(A,)
X k=1

genisletilmis reel sayisidir.

Bu tanima gore ¢ nin p ye gore integrali ya negatif olmayan bir reel say1 ya da p sonlu

olmayan bir 6l¢ii olmast haline karsilik gelen +oo degeridir.

Surasini hemen belirtelim ki, ¢p fonksiyonunun p ye gore integrali ne a, sayilarina ne

de A, kiimelerine baglidir. Bununla ilgili olarak su teoremi verebiliriz (Balci, 2012).

Teorem 2.3.13: (X, A,u) bir dlgii uzays, @ €S (X,A) ve A lar ayrik olmak iizere
¢ nin bir gosterimi @zZakNAk olsun. ¢ nin p Olgilisiine gore integrali ne a,
k=1

sayilarina ne de A, kiimelerine baglidir (Balci, 2012).
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Ispat: b,b,,...,b, ler negatif olmayan reel sayilar ve B,,B,,...,B_ ler de A ya ait ayrik

kiimeler olmak lizere

olacagi agiktir. Eger A, N\B, = ise A, "B, iizerinde a, =b; olacaktir.

Bu durumda

S N N e
=33 bu(A B =303 u(A, 08 =Sobu U(A 8 |

kzn;aku(Ak):kZm;b,u(B,)

dir. O halde integralin degeri @, sayilarindan da, A, kiimelerinden de bagimsizdir.

Teorem 2.3.14: (Fatou Lemmast) (X,A,p) bir 6lgii uzayr ve (f,) de M"(X A)

fonksiyonlarin bir dizisi ise
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[liminf f,du < liminf [f,du
X X

dir (Balct, 2012).

ispat: liminff, :sup(inf fn) oldugundan, g, =inf {f, f

e
m>1 n>m

} denirse m<n icin

g, <f. dir. Dolayisiyla m <n igin

[9.du<[f,du= [g,du <liminf [f.du
X X X -7 X
:Limojgmduslminf.[fndp
X X
bulunur.

(9,,) artan ve limg, =supg, =liminff  oldugundan Monoton yakimsaklik

teoreminden

j(lim inf fnjdp = jmgmdu = lim [g,,du < lim inf [f.du
X X X

X n—o
bulunur.

Bu teoremden f >0 sart1 kaldirilamaz.

Tamm 2.3.15: (Dagihm Fonksiyonu) (X,p) bir 6lgii uzayr ve f:X—R(veya C)

ol¢iilebilir bir fonksiyon olsun.

o (A) = u({x e X:[f (x)|> k})

seklinde tanimlanan
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o :(O, oo) —)[O, oo]

fonksiyonuna f fonksiyonunun dagilim fonksiyonu denir (Bennett ve Sharpley, 1988).

Tanim 2.3.16: (Hemen Hemen Her Yerde (h.h.y)) (X, A ,u) bir 6l¢ii uzay olsun.

Eger bir 6nerme Ol¢iisii sifir olan kiime veya kendisi A ya ait olmadiginda, sifir 6l¢iili
bir kiime tarafindan kapsanan bir kiimenin tiimleyeni lizerinde dogru ise, o Onerme

hemen hemen her yerde dogrudur denir, kisaca h.h.y bi¢giminde yazilir.

Bir p(x) onermesinin dogru olmadig1 X noktalarinin kiimesi sifir 6l¢iilii bir kiime veya

sifir 6l¢iilii bir kiime tarafindan kapsaniyorsa, p(x) onermesi hemen hemen her x igin

dogrudur denir (Balci, 1998).

Tammm 2.3.17: (Yeniden Diizenleme Altinda Degismeyen (Rearrengement

Invariant) Uzaylart) p(X,Z,p), o—sonlu bir 6lgii uzay: iizerinde bir norm olsun. f

ve g es Olgiilebilir fonksiyonlar ve f,ge Mg (X,p) olmak iizere

saglaniyorsa X:X(p) uzayina Yyeniden diizenleme altinda degismeyen

(Rearrengement Invariant) uzaylari denir (Bennett ve Sharpley, 1988).

Tamm 2.3.18: (Homojen Fonksiyon) o ve A iki reel say1 olmak lizere
F () =" (x)
oluyorsa f fonksiyonuna o . dereceden homojen fonksiyon denir (Fucik vd., 2012).

Tanmm 2.3.19: (Ortii, Acik Ortii, Alt Ortii, Sonlu Alt Ortii) Birlesimleri A kiimesini

kapsayan U kiimeler ailesine A kiimesinin bir értiisiidiir denir. Bu |J kiimelerinin her
i i

biri agiksa bu halde U, A kiimesinin acik ortiisiidiir denir. Birlesimleri A kiimesini
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kapsayan alt topluluklar ailesine verilen Ortiiniin alt ortiisii adi1 verilir. Eger bu
topluluklar ailesi sonlu sayida kiimelerden olusuyorsa, bu ortiiye sonlu alt ortii denir
(Balc1, 2000).

Tamm 2.3.20: (Kompakthk) X kiimesinin her acik ortiisiiniin sonlu sayida bir alt
ortiisii varsa, X kiimesine kompakttir denir. Kapali ve smirlt her kiimenin agik

oOrtlistinlin sonlu sayida bir alt Ortiisii vardir. Yani kapali ve sinirli her kiime kompakttir

(Musayev ve Alp, 2000).

Tammm 2.3.21: (Destek) f(X);tO sartini saglayan X noktalarinin kiimesinin

kapanigina f fonksiyonunun destegi denir ve

suppf = {x:f (x) =0}

ile gosterilir (Musayev ve Alp, 2000).

Tanim 2.3.22: (Diizgiin Fonksiyon) Bir bolge iizerinde her mertebeden siirekli

tiirevlere sahip olan bir f fonksiyonuna diizgiin fonksiyon denir (Musayev ve Alp,
2000).

Teorem 2.3.23: (X, A ,u) metrik ile verilen bir c—sonlu 8lgii uzayr olsun. Bu

durumda bir s:X —> R fonksiyonunun basit olmasi igin gerek ve yeter sart S

fonksiyonunun goriintiisii sonlu bir kiime ve desteginin sonlu 6l¢iilii olmasidir (Pick vd.,
2012).

Teorem 2.1.24: (Monoton Yakmsaklik Teoremi) (X,X,p1) bir 6lii uzay ve (f,) de

M*(X,Z) daki fonksiyonlarin monoton artan bir dizisi olsun. (fn) dizisi f

fonksiyonuna yakinsar ise
[fdu =lim [, du
X X

dir (Grafakos, 2008).
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Teorem 2.1.25: (Lebesgue Yakmsakhk) (X,%,u) bir 6lgii uzayi, g:X—[0,]

integrallenebilen bir fonksiyon ve f,f,f,,... X flizerinde X-0olgiilebilir reel degerli

fonksiyonlar olsun. Eger h.h.x i¢gin

limf, (x)="f(x)

n—oo

ve

ise bu durumda f ve f_ integrallenebilirdir ve
lim [ f,du = [fdu
% X

dir (Grafakos, 2008).
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BOLUM I11
FONKSiYON UZAYLARI

Lebesgue, Banach, Morrey ve Genellestirilmis Morrey uzaylari Harmonik Analizin
onemli fonksiyon uzaylari arasinda yer alir. Bu boliimde tez konusu ile ilgili inceleme

yapacagimiz uzaylar hakkinda bilgi verilecektir.

3.1 L” Uzaylar (Lebesgue Uzaylari)

Matematikte; Harmonik analiz, varyasyonel hesap ve diferansiyel denklemler, Fizikte;
akigkanlar dinamigi, elastik mekanik gibi uygulamalar1 olan Lebesgue uzaylari,
fonksiyonel analizde de Banach uzaylarinin ve topolojik vektdr uzaylarinin énemli bir

sinifin1 olusturur.

Bu kisimda Harmonik analizin temel konularindan biri olan L° (]R”) uzayinin tanimi Ve

ozellikleri incelenerek gerekli olan bazi teoremlere yer verildi.

Tamm 3.1.1: (L° Uzaylar, (Lebesgue Uzaylarn)) (X, y)bir olgi uzayr ve

M,f : X > R tanimli y -6l¢iilebilir fonksiyonlarin kiimesi olsun. 0 <p <1 olmak iizere

Lp(x):z{f eM :I|f|p dy <1}

siifina mutlak degerinin p-inci kuvveti integrallenebilen fonksiyonlarin sinifi denir.

f fonksiyonunun LP normu

1
U|f|pdy]p, 1<p<ow
I, =

X

esssup|f (x)[, p=oo

xeX

24



ile tanimlanir ve bu norm ile L ye Lebesgue uzaylari denir. Burada

esssuplf (x)| =inf {k : y({x e X:[f(x)|> k}) :0}

xeX

dir (Pick vd., 2012).

Tammm 3.1.2: (Minkowski Esitsizligi) 1<p<o ve f,gel” olsun. Bu durumda

(f+g)eL” olmak iizere

[f+9l <[fl. +lal.
esitsizligi saglanir.

Lebesgue integralinin Ozellikleri ve Holder esitsizligi goz Online alindiginda L°

uzaylarinin 1<p<oo i¢in bir vektor uzayr oldugu goriiliir. Bununla beraber bir f e L”

olmak iizere |f| , normu altinda;

L[], =0
L, )|f||,, =0=>hemenhemen her yerde f(x)

Lol =lall],, o <R

L’

LOIf -+l <[fl +lel.,

sartlar1 saglandigindan 1< p <o i¢in L? bir normlu uzaydir (Pick vd., 2012).

Tamm 3.1.3: (Genellestirilmis Minkowski Esitsizligi) 1<p<o, (X,u) ve (Y,v)
olgiilebilir uzaylar olsun. f,(X,u)x(Y,v) ¢arpim uzayr iizerinde &lgiilebilir bir

fonksiyon olmak iizere
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1 1

[l[ﬂf (x,y)|du(x)Jp dv(y)Jp < )J;[“f (xy) dV(Y)jpdu(x)

Y
esitsizligi saglanir (Grafakos, 2008).

Tamm 3.1.4: (L* Uzaylarinda Yakimnsaklik) f ,f €L’ olmak iizere {f }” nin f

n=1
fonksiyonuna p. Mertebeden yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter sart Ve >0 icin en az

bir n, € N meveuttur 8yle ki her n>n, igin ||f, —f| , <& olmasidar.

Burada

1

If, —f|., ::U|fn —ff dp]p ,  1l<p<w
Q

Buna gore, {f }” nin f fonksiyonuna L” yakinsak olmast igin gerek ve yeter sart

limf, ~f],, =0

n—oo

olmasidir (Fucik vd., 2012).
Tamm 3.1.5: 1<p <o, QcR" olsun. LP(Q) uzaylari

1

Pl = 0 0|

Normu altinda tam ve dolayisiyla Banach uzayidir (Royden, 1968).

Tanim 3.1.6: (Fubini) f, R™" {izerinde dl¢iilebilir bir fonksiyon ve
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l, = j ‘f(x,y))dxdy

R m+n

1, =R[Li[\f(x,y)\dedy

1, zﬂi[ﬂi\f(x,y)\dxjdy

Integrallerinden en az biri mevcut ve sonlu olsun. |, icin bu R" iizerinde
integrallenebilen bir g fonksiyonu vardir yle ki g(y) hemen her y igin igteki integrale

esittir anlamindadir ve |, i¢in de aynis1 gegerlidir. Bu durumda

i.  Hemen her yeRm,f(-,y)eL‘(R“)
ii.  Hemenher xeR",f(x,-)el (R")
ii. jf(-,y)dyeLl(R“)

s

iv. I f(x,-)x el (R")

sartlar1 elde edilir (Fucik vd., 2012)

Tammm 3.1.7: (Kuvvetli ve Zayif Tip Smrhhk) 1<p,q<oo olmak {izere

T:L° (R” ) —L° (R”) bir operator olsun. Eger Vf e L* (]R") icin

[Tl <Al

(K

olacak bigimde fden bagimsiz bir A>0 sabiti varsa T doniisiimiine zayif (p,q)

tipindedir denir. p bir 6l¢ii olmak lizere eger Vo >0 igin
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p{x:‘Tf(x)‘>a}£(%Jq, q<o

o

olacak sekilde o ve f’den bagimsiz bir A >0 sabiti varsa T doniisiimiine zayif (p,q)

tipindedir denir (Sadosky, 1979).

Tamim 3.1.8: (Lokal Integrallenebilme) f olciilebilir bir fonksiyon olmak iizere her

K kompakt kiimesi lizerinde

[[f|du<oo

K

ise f fonksiyonunun lokal(veya yerel) integrallenebilir ad1 verilir ve

Ll

loc

(R"):= {f Z_“f|dp <o, KcR", K kompakt}
K

seklinde ifade edilir. Ayrica,

Lf, (R"):= f:U|f|"dujp <o, K = R",K kompakt
K

loc

seklinde tanimlanir (Royden,1968).

Teorem 3.1.9: 1<p<oo olmak tizere LP uzaylarindaki basit fonksiyonlarin kiimesi L?

uzaylarinda yogundur (Royden, 1968).

Tamm 3.1.10: (L', Uzaylar1 (Agirhkh Lebesgue Uzaylarr)) 1<p<o ve w bir
agirlik fonksiyonu olsun. f fonksiyonlari biitiin 6l¢iilebilir norma sahip ise bu durumda

L", (]R”) uzaylari
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If

()] [l wisgen | <

seklinde tanimlanan normlu uzaylara L° (]R”) uzaylar1 denir. p =oo durumunda ise

L” (w)=L" (]R",w) de norm

It

i =l ooy =esup[f (x)|w(x)
ile tanimlanir (Royden, 1968).

Tanim 3.1.11: (Dual Uzayl) g e L” olmak iizere f e L (Q) i¢in

db(f)::ff(x)g(x)dx

Q

gésterilsin. Bu durumda,
o, e[ (Q)]

ve

H“Dg H = ||9||p

olarak tanimlanir (Fucik vd., 2012).

Tamm 3.1.12: Q,R" *nin bos olmayan sinirh agik alt kiimesi ve g de Q iizerinde bir

olgiilebilir fonksiyon olsun. p>1ve M >0 olmak iizere dyle keyfi bir f e L* (Q) icin

f-geLl(Q)
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ve

jf(x)g(x)dx

Q

<MJfl,

seklindedir. Bu durumda g e L” (Q) ve ||g||p <M biciminde olur (Royden, 1968).

Tamm 3.1.13: (Riesz Potansiyeli) f < L (R”) ve O<a<n olmak iizere, |, Riesz

loc

potansiyeli

0= [ W) gy

o
R" |X_y

olarak tanimlanir (Stein, 1970).

Teorem 3.1.14:1<p<o0,QcR", d=gap(Q)=sup{|x—y|;x,yeQ},0<a<%,

olsun. Bu durumda

SR

ol
o |-

”Iaf“m(sz) <c(p,a, n)”f”m(g)
gerceklenir, burada T(p, a,n) pozitif sabiti

n

E(p,a,n):C—](pl);

a[n—ap
seklindedir ve ¢ >0 sabiti p ve a ya bagh degildir (Meskhi, 2011).

Tamm 3.1.15: (Maksimal Operator) f:R" >R vefel,, (R”) olmak fiizere

Mf : R" —>[0, oo] Hardy-L.ittlewood maksimal fonksiyonu
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r>0

M (x) :=sup|B(x, r)‘f1 B(.X[ )‘f (y)|dy

bi¢iminde tanimlanir (Stein, 1970).

Teorem 3.1.16: R" {izerinde tanimlanan f fonksiyonu i¢in
. felf (]R“), 1<p<o ise Mf maksimal fonksiyonu hemen her yerde sonludur.
ii.  Eger fel'(R") ise Yo >0 igin

m{x: Mf (x) >y} s% [f (x)fdx

saglanir, burada A sadece boyuta bagli bir sabittir ve m Lebesgue 6lgiistidiir.
ii. felP(R"), 1<p<ow ise Mf<cL’(R") olurve
[Mf], <A [,

esitsizligi gerceklenir (Stein, 1970).

Tamm 3.1.17: (Singiiler Integral) Tf(x)= I K(x,y)f(y)dy, xeR"/suppf

R"

Calderon-Zygmund operatorii T:CJ —)LIOC(R”) stirekli lineer operatordiir. LZ(]R”)

uzayindan L (]R”) uzayina siirlidir. Ayrica
K(x,y):{(x,y)eR” xR" :x:y}
disinda siirekli bir fonksiyondur ve ¢, >0 ve 0 <& <1 olmak iizere

a) VX,yeR", x#Y icin
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b) c, ‘x — xl‘ <|x—yligin

‘K(x,y)—K(x‘ y)MK(y,X)K(yxl)‘<c{‘);i}|xy|n

esitsizlikleri saglanir (Burenkov vd., 2008).

Onerme 3.1.17: T Calderon- Zygmund operatorii LP (]R” ), 1< p < oo lizerinde sinirlidir

ve (1,1) tiplidir (Dynkin, 1991).

Teorem 3.1.18: (Marcinkiewicz) T alttoplamsal operator ve P, <0,,p, <0, Ve
0, # 0, olsun. Ayrica T operatérii zayif (p,,q,) ve zayif (p,,q,) tipli operatdr olsun
ve pileq

1-6 1-6

110,07 1.120,0 (9cp<)
P P P O G G

bi¢iminde tanimlansin. Bu durumda T operatorii (p,q) tipli operatordiir (Sadosky,

1979).

Teorem 3.1.19: (Hardy Esitsizligi) 1<p<q<oo, v vew dlgiilebilir, (0,00) iizerinde
pozitif ve azalan iki fonksiyon olsun. Bu durumda c,¢ fonksiyonundan bagimsiz bir

sabit olmak tzere;

U(P(s)ds}q w(t)T < Cﬁ(p(t)p v(t)dt]‘l’ (x.y)

esitsizliginin saglanmasi i¢in gerek ve yeter kosul
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1

Uv(t)l“" dt]"' <o (x.y')

0

o |-

K:supﬁw(t)dt]

r>0 "

olmasidir. Burada p+p' =pp' ’dir. Ayrica (2.1) i saglayan en iyi C sabiti
K<c<k(p,g)K (x".y")
bi¢imindedir.

(x",y") deki k(p,q) sabiti

4 L
Q[:Hp_jp
q

gibi farkli bigimlerde verilebilir (Mazya, 1985).

k(p,Q){HﬂJ

p

3.2 Banach Fonksiyon Uzaylari

Tamm 3.2.1: (Banach Fonksiyon Normu) (R,p) bir 6l¢ii uzay;, M*,f:R —)[0, oo]
tanimli p—Olgiilebilir fonksiyonlarin kiimesi ve p:M" —>[0, oo] bir fonksiyon olsun.

M™ daki f,g,fn,(n =123 ) fonksiyonlari, Vo >0 sabiti ve p-6lgiilebilir EcR

kiimesi i¢in

(R) p(F)=0<hhy f=0,

(P,) p(af)=ap(f),
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(burada C.,0<C. <o, E ve p ya bagh fakat f ye baghdegildir.)

ozellikleri saglaniyorsa p ya Banach fonksiyon normu (fonksiyon normu) denir

(Bennett ve Sharpley, 1988).

Tanim 3.2.2: (Banach Fonksiyon Uzaylar1) (R, },L) bir 6l¢ii uzayi, M de R {izerinde
tanimli genisletilmis skaler degerli (reel ya da kompleks) p—o6lgiilebilir fonksiyonlarin

siifi ve p bir fonksiyon normu olsun. Bu durumda p(|f|) <oo olacak bigimde M deki

f fonksiyonlarinin X = X( p) sinifina Banach fonksiyon uzayi denir.
Vf e X i¢in

[l =e(If])
seklinde ifade edilir (Bennett ve Sharpley, 1988).

Teorem 3.2.3: p bir fonksiyon normu, X:X(p) Banach fonksiyon uzay1 ve ||||><

Tanim 3.2.2°deki gibi tanimlanmis olsun. Bu durumda vektér uzay islemleri altinda

(X||||X) normlu lineer uzaydir. Sde R iizerinde tanimli p—basit fonksiyonlarin

kiimesi olmak tizere

ScX->M,

icermeleri saglanir.
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Ozel olarak, X te f, —f ise sonlu &lgiilii kiimeler iizerinde f, —f 6l¢iide yakinsaktir

ve f_ im bir alt dizisi h.h.y f ye p—noktasal yakinsaktir (Bennett ve Sharpley,1988).

Teorem 3.2.4: X bir Banach fonksiyon uzayi, f, e X(n =1, 2,...) ve
I ARE

olsun. Bu durumda anX te f € X e yakinsaktir ve

n=1

[fll = 2.1

gergeklenir. Ozel olarak X tamdir (Bennett ve Sharpley, 1988).

Tamm 3.2.5: (Mutlak Siirekli Norm) X bir Banach fonksiyon uzayi, {E }" X in

n=1

Olciilebilir alt kiimelerinin bir dizisi ve f, X uzayinda bir fonksiyon olsun.
Eger h.h.y E, — @ olacak bigimde her {E, }”  dizisi igin
[fre,| >0

oluyorsa bu durumda f fonksiyonuna mutlak siirekli norma sahiptir denir (Bennett ve
Sharpley, 1988)

3.3 M"* Morrey Uzaylar

M,, Morrey uzayr 1938 yilinda C. Morrey tarafindan eliptik kismi diferansiyel

denklemlerin lokal davraniglarinin g¢alismalarinda varyasyonlar analizi teorisindeki

problemlerle ilgilenirken ortaya c¢ikarilmistir.
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Bu kisimda Morrey uzaylarimin tanimi verilecek ve bu uzaylarin bazi 6zellikleri

incelenecektir.

Tanim 3.3.1: (M, Uzaylar) 1<p<oove 0<A <1 olsun. M, (Q) uzaylarmmn tiim

oOl¢iilebilir fonksiyonlari igin

1

1 p
oo R {FBI fof dy] <o

O<r<d (xr)

I

seklinde tanimlanan normlu uzaylara M, uzaylar denir (Eridonivd., 2009).

M, , uzaylarnin cebirsel 6zellikleri hakkinda bazi temel sonuglar asagida verilmistir:
e LA=0 oldugunda

L (R")=LP(R")

Dolayisiyla bu uzay bilinen Lebesgue uzayina doniisiir.
e )A=n oldugunda

M, (R")=M, (R")
e A <0veyaA>n oldugunda ise, bu durumda

M,, (R")=6

olup burada 6,R"’de 0’a denk olan fonksiyonlarn kiimesini belirtir.
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Teorem 3.3.2: (Holder Esitsizligi)

l<p<o ve 1+i1:1 olmak iizere feL”(Q) ve gel”(Q) olsun. Bu durumda

fge L' (Q) olurve
,Hf (x)g(x)‘ dx <|f ”L"(Q) ||g||Lp(Q)
Q

esitsizligi saglanir (Fucik vd., 2012)

n—n

Teorem 3.3.3: 1<p<(Qg<oo, A,u>0ve 2 <—— olsun. Bu durumda
Y q

M

q.u

- MM

gomiilmesi gergeklenir (Eridoni vd., 2009).

Ispat: / IIe / eslenik olmak iizere Holder esitsizliginden

oo Lx, o (1 oo
o ot
Lf [ ro) \dyj

P

—Q\U

1,2 n l—EJ
< (v”) a

yazilabilir. Ayrica,
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elde edilir. Bu ifadeler yerine yazilirsa

P

p q

[“ J \f(y)\"dyJ f[f“ J \f(y)\qdyJ
B(x.r) B(x.r)

bulunur. Boylece ||f||,v| ) f”f”M . gergeklenir.

Tamm 3.3.4: (Zayif Morrey Uzay1) 1<p<oo, 0<A <n ve f lokal integrallenebilir

fonksiyon olmak tizere bu uzay WM, (R” ) ile gosterilir. Bu uzayda sonlu norm

-\

”f”WMM(R”) - ”f ||WMM - Sue t? ”f ”WMDY.A(R”)
()

seklinde tanimlanir (Guliyev,2009).

Sonu¢ 3.3.5: A =0 iken Morrey uzayi ile Modifiye edilmis Morrey uzay1 Lebesgue

uzayina doniisiir. Yani;

M (R")=M,, (R") =M, (R")

A <0 veya A >0 i¢in

Moy, (R")=M,, (R")=0 (0 R" de 0'a denk olan bitiin fonksiyonlarm kiimesidir.)
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Tamm 3.3.6: 1<p<oo, 0<A<n [t]l =min{1,t} ve f lokal integrallenebilir fonksiyon

olmak iizere WI\)IM (]R{") uzayina Zayif Modifiye edilmis Morrey uzay: denir. Bu

uzayda norm

||f ”wn}up«(w) :||f ||W|\~/I = Sup[t]l% ||f ”wm (=) seklinde tanimlanir (Mizuhara,1991).
* PP xeR" P

t>0

Sonu¢ 3.3.7: L =0 iken Zayif Morrey uzay1 ile Zayif Modifiye edilmis Morrey uzaylari

Zayif Lebesgue uzayina doniisiir.
WMpo (R") = WM, , (R") = WM, (R")
34 M, (R”) Genellestirilmis Morrey Uzay1

Morrey uzaylarinin bir genislemesi olan M, genellestirilmis Morrey uzay1 Mizuhara

tarafindan 1991 yilinda tanimlanmistir. Ardindan 1994 yilinda Nakai, harmonik analizin
integral operatorlerinin, yani maksimal integral operatoriiniin, singiiler integral

operatOriiniin ve Riesz potansiyelinin bu uzaydaki sinirliligini arastirmistir.

Ayrica M, Genellestirilmis Morrey uzaylarinin normallestirilmis hali Guliyev(2009)

tarafindan tanimlanmus, integral operatdrlerinin sinirliligt Mizuhara ve Nakai’ye gore

daha genis kosullar altinda aragtirilmistir.

Tanim 3.4.1: (p(X, r), ]R”x(O,oo) iizerinde pozitif Olciilebilir bir fonksiyon olsun.

1<p <o olmak iizere

;1
[Flh,, =0l o) = 592 @) [BOO)[? ], oy <0

eR" r>

oc

quasi-normuna sahip biitiin f Ly

(]R") fonksiyonlariin uzay1 genellestirilmis Morrey

uzay1 olarak tanimlanir ve M, =M, | (R”) ile gosterilir. Ayrica,
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-1
”f”WM N E”f”WM (=) = Slfp (P(X' I’) l|B(X’ r)| P ”f ||WL (Br(x,r)) <o
P P xeR",r>0 P

Normuna sahip biitiin f eWL'S°(R”) fonksiyonlarinin uzayr zayif genellestirilmis

Morrey uzayi olarak tanimlanir ve WM, - =WM, (R” ) ile gosterilir.

A—n
Bu tamima gore, ¢(X,r)=r "

p.r P

segildiginde M ., =M, (]R“) Morrey uzayl ve

=
<
Il

WM, (]R” ) zayif Morrey uzay1 oldugu goriiliir.

Nakai (1994), M, (R”) genellestirilmis Morrey uzaymda M,T ve | smirliligmi

aragtirmig ve ¢ fonksiyonu lizerine I <t <2r olmak iizere

Co(x,1)<e(x,r)<Co(x,r)

noktasal doubling sartim koymustur. Burada C>0; t,r ve xeR" den bagimsiz bir

sabittir. Ayrica bu sarta ilave olarak

-T(p(x,t)p%SC(p(x,r)p

r

kosulu saglaniyorsa M ve T operatorlerinin M., (]R”) genellestirilmis Morrey uzayi

. 9 11 ,
tizerinde ve eger 1<p<Qg<oo Ve a=n 5_5 olmak {izere

jt‘)“’(p(x,t)p % <Creo(x,r)’

r

kosulu saglaniyorsa |, operatériinin M (R”) genellestirilmis Morrey uzayindan bir

diger genellestirilmis Morrey uzayina sinirli olduklarini géstermistir. (Guliyev,2009)
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Tamm 3.4.2: f € L' (]R") igin

1
B(x,r)

[l = sup

xeR" r>0

[ [F)~fapenfoy

B(x,r)

olsun. Eger |f| <oo ise f fonksiyonu ortalama salimuma sahiptir denir ve |f| <oo

olmak iizere f L' (R”) fonksiyonlarimin kiimesi BMO(R“) ile gosterilir.

BMO(]R”) bir lineer uzaydir. Bundan bagka f,g e BMO(R”) ve A skaler olmak tizere

[f+dl. <[] +lg].
[2£]L = Il

saglanir (Guliyev,2009).

Tamm 3.4.3: Olgiilebilir fonksiyonlar kiimesi iizerinde tanimli bir lineer T operatdrii

ve bir b e L' (]R") fonksiyonu i¢in [b,T] komiitatoria
[b, T]f (x)=b(x)Tf(x)-T(bf)(x)
ile tanimlanir (Guliyev,2009).

Tamm 3.4.4: ¢(x,r), R"x(0,00) iizerinde pozitif dlgiilebilir bir fonksiyon olsun.

1<p<oo olmak iizere

1
”f”LMW E”f“LMW(R“) =Srl;l([))(p(0, I’) 1‘8(0’ r)‘ P ”f”Lp(B(o,r)) <o
quasi-normuna sahip biitiin f I_'gc (]R") fonksiyonlarinin uzayr genellestirilmis lokal

Morrey uzay1 olarak tanimlanir ve LM =LM_ (R" ) ile gosterilir.
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Ayrica

1
”f”www = ”fHWLMW(]R") =Srl;l({)2)(p(0, I’) l‘B(O’ r)‘ P ”f”WLp(B(O,r)) <o

normuna sahip biitiin f WI_',‘;C (R“) fonksiyonlarinin uzay1 zayif genellestirilmis lokal

Morrey uzay: olarak tanimlanir ve WLM  =WLM_ (R”) ile gosterilir. (Guliyev,
2009).

BOLUM 1V
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KESIRLI OSKULATOR INTEGRAL OPERATORLER VE ONLARIN
KOMUTATORLERININ GENELLESTIRILMIS LOKAL MORREY
UZAYLARDA SINIRLILIGI

4.1 Giris ve Ana Sonuclar

Morrey uzaylari, ¢esitli yazarlar tarafindan yogun bir sekilde calisilmistir ve kismi
diferansiyel denklemler teorisinde agirlikli Lebesgue uzaylari ile birlikte 6nemli bir rol
oynamaktadir; Eliptik diferansiyel denklemlerin ¢dziimlerinin yerel davraniglarinin

incelenmesinde oldukga yararli oldugu ve yerel diizenliligi Lebesgue uzaylarindan daha

kesin olarak tanimladiklar1 goriilmiistir.
M, , (R") Morrey uzaylari, f L (R") olmak iizere

_A
[, =0l o =S9R7 P <

seklinde tanimlanir.

Bu tamm altinda M_, (R") bir Banach uzay: haline gelir; A =0 i¢in L (R") ve A =1

icin L (R") ile kesisir.

Biitiin f € WLISC (R") fonksiyonlarinin WM, zayif Morrey uzay:

A
”f”wwlm E”f”wwlp,;‘(R") - ngior i ”f”WLp(B(x,r)) <o
Bigimindedir. Burada WL, zayif L, uzay1 olarak tanimlanir.

Tamm 4.1.1: ¢(x,r), R"x(0,00) iizerinde pozitif dlgiilebilir bir fonksiyon olsun.

1<p <o olmak iizere
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_ -1
[, =0l ey = U0 060 B,

Sonlu quasi-normuna sahip biitiin f € L'gc (R") fonksiyonlarmin uzay: genellestirilmis

Morrey uzayi olarak tanimlanirve M_ =M__(RR") ile gosterilir.
p.¢ p.¢

-1
M, =Wl = 50 000 B <

normuna sahip biitiin feWI_Igc (R") fonksiyonlarinin uzay1 da zayif genellestirilmis

Morrey uzayi olarak tanimlanir ve. WM, = WM ) ile gosterilir.

p.o(R"

A—n
p

Bu tanima gore, @(X,r)=r " : secimi altinda M, ve WM, uzaylari

Mp,ao | aon = Mp,x '
o(x,r)=r P
WI\/Ip,(P| H:WI\/IM
o(x.r)=r P
olur.

Maksimal operator, kesirli maksimal operatdr, Riesz potansiyeli ve tekil integral

operatorleri vb. gibi reel analizin klasik operatdrlerinin smirlilik teorisi, bir agirlikli

Lebesgue uzayindan digerine dogru calisilmistir. f e L'™(IR") olsun. Fraksiyonel

maksimal operatér M ve Riesz potansiyeli |_,

M F()=sup| B )| " [ [f(y)ldy, O<a<n
t>0 B(x,t)
1LF00= [ O gcgn
R”lx_yl
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olarak tanimlanir.

Eger a =0 ise, M = M, Hardy-Littlewood maksimal operatoriidiir. Chiarenza ve Frasca
M, (R")de M'nin simrliligni elde etmislerdir. Adams, M, (R") de I, nin

sinirliligini olusturmustur.

Burada ve devaminda C dogrudan dogruya degisebilen ancak uygun niteliklerden

bagimsiz olarak kalabilen bir pozitif sabiti gosterir.

K’nin bir Calderon-Zygmund c¢ekirdegi oldugunda Calderon-Zygmund tekil integral

operatori;
Tf(x)=p-v [ K(x=y)f(y)dy (4.1.1)

seklinde tanimlanir.
Eger 0 <a <b olmak iizere her a, b i¢in

c

KO <=, (4.1.2)
X
VKX < —— (4.1.3)
X
ve
K(x)dx =0,
a<|xj<b

saglanirsa K e C'(R" \{0}) gekirdegi bir CZK dur.
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Chiarenza ve Frasca M ;(R") iizerinde T *nin siirlihgim  gosterdi. (4.1.1)’deki

cekirdek konvoliisyon ¢ekirdegi olmak tlizere bir degerdir. Ancak, her ikisi de salinimli
integrallerin versiyonlar1 olan Fourier doniisiimii ve Radon doniisiimii konvoliisyon

olmayan ¢ekirdekli bir ¢ok operator tiiri bulunur.

Bu tezde dikkate aldigimiz amag Ricci ve Stein’a gore salimimli integrallerin sinifidir.

P(x,y), RxRRiizerinde tanimlanan reel degerli bir polinom ve K bir Calderon-

Zygmund ¢ekirdegi oldugunda (CZK);

TF(x) =p-v [ e"*IK(x - y)f (y)dy (4.1.4)

olur.

Salinim faktorii €Y ‘nin, Calderon-Zygmund operatorleri veya kesirli integraller

durumundaki yontemle (1.5)’in L norm esitsizliklerini olusturmay1 imkénsiz kilmigtir.

Chanillo ve Christ, T ’nin zayif (4.1.1) tip tahminini olusturmustur.

Bir dagilim c¢ekirdegi K, asagidaki hipotezleri saglamasi durumunda standart bir

Calderon-Zygmund ¢ekirdegi olarak adlandirilir.

c

IK(x,y)| < , X#£Y (4.1.5)

x=y[
ve

|VXK(x,y)|+‘VyK(x,y)‘ < X#Y (4.1.6)

_°
|X_y|n+l !

P(X,¥), R"xR"’de tanimlanan reel degerli bir polinom oldugunda ilgili Calderon-

Zygmund integral operatdrii ve salinimli integral operatorii S asagidaki gibi tanimlanir.
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ST(x,y) =p-v [ K(x,y)f (y)dy (4.1.7)
Sf(x)=p-v j ePENK(x, y)Ff (y)dy (4.1.8)

Lu ve Zhang, 1<p <o olmak iizere L, tizerinde S ’nin siirliligini ispatladi.

Ricci ve Stein 0 <a <N olmak tizere (4.1.6) ve (4.1.7) sartlarinin yerine

X#Y

ve

|VXKa(x,y)|+‘VyKa(x,y)‘£|X+ X#Y (4.1.10)

|n+1—oc !

alindiginda standart kesirli Calderon Zygmund ¢ekirdegi K ’y1 tanimladilar.

P(X,y) 'nin R"xR"’de tanimlanan reel bir polinom oldugu durumda karsilik gelen

kesirli oskiilator integral operatorii su sekilde tanimlanir;

S f(x)= j ePCNK_(x, y)f (y)dy (4.1.11)

o=0 oldugunda, S, =S ve K, =K. oldugu agik¢a goriiliir. Ding ve Guliyev’den ve
Guliyev, Aliyev, Karaman ve Shukurov’un sonuglar1 yardimiyla asagida bu ¢alismanin

sonuclar1 verilebilir.

Teorem 4.1.2: 1<p<ooolsun. ((Pls(Pg)
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n
0

P
J-esssupkmcpl(x,s)s dt < Co, (x,1) (4.1.12)

E+l

r tp

sartin1 saglar. Burada C, X ve t ’den bagimsizdir.

Eger K bir SCZK ve S operatdrii (LZ(R”),LZ(]R")) tipli ise, 1< p <oove herhangi bir
P(X,Y) polinomu i¢in S operatorii, M,, 'den M, ’ye siirhidir. Ayrica p=1icin K

bir CZK operatoridiir, T operatoriide M, , ‘den WM,  ’ye siirhdir.

, P(X,y) bir polinom ve (¢,,¢,)

n
Teorem 4.1.3: 1<p <o, O<a<6,

S| o

F_1
q p

n
0

P

E+l

r tq

sartin1 saglasin. Burada C,Xx ve t’den bagimsizdir. Boylece p>1 i¢in S, operatorii
M,, ‘den M, 'ye smirhdir ve p=Lligin S, operatri M, 'den WM ‘ye

siirlidir.

Lokal integrallenebilir b fonksiyonu i¢in, S (veya S, ) ve b tarafindan olusturulan

komiitator operatori,

S, (X) = b(x)Sf (x) - S(bA(X)

ve

S, pf (X) =b(x)ST(x) —S,, (bf )(x).

seklinde tanimlanir.
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Teorem 4.1.4: 1< p <o, be BMO(R")ve (¢,,¢,)

n

° P
o0t P 0098 ),
g r

—+1

tp

(4.1.14)

sartin1 saglasin.

ise S operatori
(LZ(R“),LZ(R“)) tipindeyse, herhangi bir polinom P(X,y) icin S, operatorii

Burada C, x ve t’den bagimsizdir. Eger K bir SCZK

M,, ‘den M, ‘ye sirhdir.

Teorem 4.1.5: 1<p<o, be BMO(R") O<a<

S|

, P(X,y) bir polinom ve

ol =]
S |~

1
q
((Pl’(PZ)

n

© P
[ =
r

—+1

tq

r

(4.1.15)

sarti saglansin. Burada C,X vet bagimsizdir ve S,, operatori M, denM, ye

sinirhdir.

4.2 Genellestirilmis Morrey Uzaylarinda M_ (]R” )Bilinen Bazi Sonuclar

Nakai, Mizuhara, Akbulut, Mustafayev ve Guliyev tarafindan

M, .. (R”)'den M, ., (R")ye kadar olan tekil operatér T’nin sinirlilig1 i¢in @, Ve @,

agirliklar1 iizerinde yeterli kosullar1 elde edildi.

49



Asagidaki ifadeler Nakai tarafindan ispatlanmistir.

Teorem4.2.1: 1<p<oo ve ¢(X,r), ¢(>1),t iizerinde rvex e R" den bagimsiz olmak

tizere ve r <t <2r oldugunda
Co(x,r)<o(x,t)<Co(x,r) (4.2.1)

ve C, X ve r’den bagimsiz olmak {izere
t " dt
Jolxt) T=Co(xr) (4.22)

sartlarini saglasmn. Bu durumda p>1 igin MveT operatorleri M, (R")’de siirlidir ve

p=1i¢cin MveT M, (R” )'den WM, , (R” )'ye sturhidir.

Teorem 4.2.2: 1<p<wo, O<a< ve o(x,t), (2.1) ve

o |~
|
S| o

o | >
O |-

T (1) %SCcp(x,r)”, (4.2.3)

sartlar1 saglansin. Burada C,X ver’den bagimsizdir. Boylece p>1 i¢in, M ve l
operatorleri I\/Ipv(p(R”)'den Mq’(p(R”)'ye simirhdir ~ ve  p=1  igin M, vel,
M, ,(R")'den WM, (R")'ye smirlidir. Nakai sonuglarmi igeren asagidaki durumlar,

Guliyev tarafindan ispatlanmistir.

Teorem 4.2.3: 1<p<oo Ve ((Pl,(Pz)

Tcpl(x, r)% <C,, (x1), (4.2.4)
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sartin1 saglasin. Burada C,X ve t’den bagimsizdir. Mve T operatorleri p>1 igin

M,, den M, yeve M, ’den WM, ye smirhdir.

n 1 1
Teorem 4.2.4: 1<p <, 0<a<6. e ve (¢, 0,)

S| o

o0

Jta,x, 05 < Coy(x,), @.25)

r

sarti saglansin. Burada C,X ve t’den bagimsizdir. M, vel ,p>1 icin M, = den

M,,, Ye ve p=1li¢in M, *den WM,  ye sinirlidir.

Guliyev’in sonuglarint igeren asagidaki durumlar Guliyev ve arkadaslari tarafindan

ispatlanmugtir.

Teorem 4.2.5: 1<p<oo Ve ((pl,(pz) (4.2.4)’teki sartlar1 saglasin. Boylece p>1i¢in

M ve T operatorleri M, . den M, —ye ve M, ‘den WM, , ‘ye siurhdir.

Teorem 4.2.6: 1<p<ow, O<a<

ve (¢,,9,) (4.1.14) sartin1 saglasin.

o |-
o |
S|

ol =]

Boylece M, vel,, p>1 i¢cin M, den M,  vye vep=L1icin M, ‘'den WM, ye

stnirhdir.

1956 tarihli Bary ve Stechkin ¢alismasindan sonra (4.2.3)’ilin tipli integral sartlar1 Bary-
Stechkin veya Zygmund-Bary-Stechkin sartlar1 olarak basvuruldu. Boyle integral
kosullart saglayan hemen hemen monoton fonksiyonlarin siniflar1 daha sonra birkag
makalede incelenmistir ve buradaki referanslar, bu tiirdeki integral esitsizliklerin
karakterizasyonunun bilinen belirli alt ve {ist indislerin agisindan verildigi
Matuszewska-Orlicz endeksleri olarak bilinir. Belirtilen makalelerde, tiim integral

esitsizlikleri I — Oigin galisildi. Boyle esitsizlikler ayn1 zamanda -0 ve r — oo gibi

o1



farkl1 kosullar1 yiiklendiklerinde de ilgi c¢ekicidir; Bu durum da Kokilashvili ve

Samko’nun makalelerinde incelenmistir.

4.3 Mp’(P(R”) Uzaylarindaki Kesirli Oskiilator Integral Operatorleri

Bu boliimde, Hardy operatoriiniin sinirliligr hakkinda asagidaki durumu kullanacagiz
1 t
(Hg)(t)::ifg(r)dr, O<t<o
0

Teorem 4.3.1: Biitiin negatif olmayan ve (0, oo) iizerinde artmayan g fonksiyonu i¢in

esssup o(t) Hg(t) < cesssupv(t)g(t)

t>0

esitsizliginin olmasi i¢in gerek ve yeter sart

A =sup W(t) I ar
t>O essinf,_._ v(s)

ve ¢~ A olmasidir (Carro vd.,2001)

Lemma 4.3.2: 1<p<o, K bir SCZK ve Calderon-Zygmund tekil integral S operatorii

(L2 (R“)),(LZ(R”)) tipli olsun. 1< p <o Vve herhangi bir polinom P(x,y) i¢in

IS s " I 71 e
esitsizligi herhangi bir B(XO, r) yuvari ve tlim f e | (R”) icin saglanir.

Ayrica, p=1, K bir CZK, herhangi bir yuvar B(XO, r) ve tim f e L' (]R") i¢in;

52



”Tf”WLl(B(XO,r)) < rr _[ ”f ”Lp(B(xo,t))tilindt (4.3.1)
2r

dir.

Ispat: pe(Loo)olsun. Keyfi x,eR" igin, X, merkezli ve r yarigaph yuvar igin

B =B(X,,r) kimesi, 2B =B(X,,2r) i¢in

f=f+f, .(Y)=F(¥) %) L)% cy)
olarak gosterilir ve

[SFll, & <[SEall., o) +IISE

L,(B) L,(B) Ly (B)

dir.

Eger K bir SCZK ve é operatori (L2 (R" ), L, (]R” )) tipli bir operatdr ise, bu durumda

1<p<o Ve herhangi bir P(x,y) polinomu i¢in S operatori, LP(R”) iizerinde

smirhdir.
fiel, (]R”),Sfl el, (R") ve L, (R") veS, L, (]R") de sinirl oldugundan

5Fll,, ) <ISTull,, @ry < ClIfl,, e, = CII.

L,(B) L,R™) L,R") L,(2B)

olarak gosterilir. Burada C>0 ve f’den bagimsizdir.

xeB,ye (ZB)C oldugunda %|X0 —y| < |X—y| < g|x0 —y|

f
St () <c.. LC)
Xo— y|
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elde edilir.

Fubini’nin teoremi ve Holder Esitsizligini uygulayarak,

f(y) | .
J‘(zs)c ‘ _ ‘” yz.[(zs) ‘ .[ tltdtdy
|X0 y| Xo Y‘

<[] o

2r 2r<fxo-yl<t

fT j [f(y)|dyt ™ "dt

2r B(xq,t)
© N
<[l t °dt
Ly (B(xo.1))

elde edilir.

Ayrica biitiin p €[1,00) i¢in

N
Sl <P [ e

2r Ly (B(x.1))

gecerlidir. Boylece
L L
”SfZ“Lp(B) f”f”Lp(ZB) +re J'”f”Lp(B(xO,t))t Pdt.

diger yandan,

o0

n 40
£, oy = TP I, ) [t Pt

2r

N ,1,&
f rP J-”f ||LpB(x0,t) t fdt
2r
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(4.3.4)



Bundan dolay,

oo -
1516 <" [l ot
2r

dir.

p=1 olsun. Zayif (1.1)’den T’nin ve (4.3.4)’{in siirlilig1

||Tf1| WL, (B) < ||Tfl| WL, (R") f”fl L, (R")
o dt
= ”f ||Ll(ZB) <r I _[ |f (Y)|dy X
2r B(xg,t)
(4.3.5)

bi¢imindedir.
Boylece (4.3.4) ve (4.3.5) yardimiyla (4.3.1) esitsizligini elde ederiz.

Teorem 4.1.1°in ispat1 Lemma 4.3.1 ve Teorem 4.3.1 yardimiyla p € (1, oo) ise

_ ° _1_2
IS, < sup @, (1) [l gt 7t

Pp2 ~

Q

sup o, (X’ r)_l J. ”f ”Lp[B(X,t_s)Jdt

xeR",r>0

Y\ o
wp 0, x| Tl

xeR",r>0

P.@1

o\
< sup (pl[x,r nJ r||f||Lp{B(xlt:)]=|f .

~ xeR",r>0

elde edilir.

Eger p=1 ise;

55



" f|Wll1(sz SUp (Pz XI’ J-”f" (B(x,1) tilndt
~ S]RHp (Pz XI’ J.”f [B(xt )] dt
- s cp( j L e
Eh e
< 30 o[ | il I,
xeR",r>0
olur.

Teorem 4.1.2°nin Ispati, Teorem 4.2.6’dan ve

50011, ()00

esitsizliginden elde edilir.

4.4 Kesirli Oskiilator integral Operatorlerin M, (R") Uzaylarindaki

Komiitatorleri

T bir Calderon-Zygmund tekil integral operatorii ve beBMO(]R”) olsun. Coiffman,
Rochberg ve Weiss’in sonuglari, 1<p<o igin Lp(R") iizerinde smirh

[b,T]f =T(bf)—bTf komiitatér operatorii oldugunu belirttigi iyi bilinmektedir.
Calderon-Zygmund operatorlerinin - komiitatorii, ikinci mertebeden eliptik kismi
diferansiyel denklemlerin ¢ozlimlerinin diizenliligini incelerken 6nemli bir rol

oynamistir (Chiarenza ve Frasca, 1989).

[k olarak BMO(R” ) uzay tanimini hatirlayalim.

Tamm 4.4.1 : Kabul edelim ki f € L*(R") olsun.
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L1ty

P | ! )| B(x.r)

olmak lizere

I, =

xeR" r>0

o] Bir)\f(y)—fs(x,r)bymo

olsun.

BMO(R") = {f el (R” ) :Ifl. < OO} olarak tanimlanir.

Biri, farki bir sabit olan iki fonksiyon dikkate alinirsa, bdylece uzay BMO(R"), |,

normuna gore bir Banach uzayidir.

ACIKLAMA 1:

a) John-Nirenberg Esitsizligi: C,,C, > Osabitleri vardir. Tim f e BMO(]R”) ve

B >0 i¢in Oyle ki;
[{x & B:[f )~y > Bl}| <, B, VB < R dir.

b) John-Nirenberg Esitsizligi: 1< p < ooi¢in,

[fl, = sup I IF ()~ Fopey "dy | 4.4.1)

xeR" ,r>0 B( B(X r)

dir.
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¢) feBMO(R") olsun. Sabit bir C>0 vardir ve dyle ki 0<2r <t igin

t
Focen = ool <clfll In (4.4.2)

dir.
Burada C; f, x, r ve t’den bagimsizdir.

LEMMA 4.4.2: 1<p<ow, beBMO(R"), K bir SZCK ve Calderon-Zygmund tekil

integral operatorii §(L2(R”),L2(R”)) tipli olsun. 1<p<oo, herhangi bir yuvar

B(X,,r) ve tim f e L' (R”) ve herhangi bir P(x,y) polinomu igin

N _1_E
[SF 1. e, 9 <[P T zf [l ot "ot
r

esitligi saglanir.

iSPAT:pe(l,oo)olsun. Keyfi x,eR" i¢in Xo merkezli ve r yarigapli yuvar igin

B =B(X,,r) kiimesi, 2B = B(X,,2r) i¢in
F=f+f, fu(y)=F(¥)x2B(Y), £ (¥) = F(¥)x o0 (¥)

olarak gosterilir ve

[Sofll, o) <[1Sufull. e +Ss |

Lp(B) Lp(B)

dir.
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Eger K bir SZCK ve S operatorii (L2 (R”), L, (R” ))tipli bir operator ise bu durumda,
1<p<oo Ve herhangi bir P(x,y) polinomu igin S, komiitatér operatdrii L, (]R")

simirhdir. f el (R”),Sfl el, (R") veS, L, (]R”) ’de sinirli oldugundan
(68l ey <18l ooy <IN Kol oy = SloIL [l

dir. Burada C>0, f den bagimsizdir.

x e B icin,

s of< ] 20 jfx)‘ ()
C(L‘blx mY: “f (y)|dy

dir.

Boylece

[Sufell, e <

W —y
O
E'-'
U
o
i
?
i
o
<
N—
k=]
o
x
N—,
o |
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INer"

Cizp) | 0 y|

(y)|dy

=" [ |o(y)-b|[f (y) T td—d

\Xo vl

neo d
zrp-[ J ‘b(y)_bBHf (y)‘dy tnfl

2r 2r<jxo-yl<t

d
<r’ J J. ‘b —b Hf tnfl
2r B(xo,t
seklindedir.

Holder esitsizligini uygulayarak ve (4.4.1), (4.4.2) yardimiyla

hfr"T | \b(y)—bs(xo,t)

J. ‘f n+1

dt = 5%
‘f (y)‘dy tnfl +rpj‘bB(xo,r B(Xo.t)
2r

Il e ot

B(xo,r B(xo,t

1
PP dt
, dYJ ”f”Lp(B(xo,t)) "
<Jbl.r j(mn j||f|| (e
elde edilir.

I, degerini elde etmek igin;

1
o . |f
Izz(ﬂb(x)—bB‘pdep Iﬂdy
B C(zs)|X0_y|

(4.1) yardimiyla,

Lepol.e [ Ty
: C(ZB)| 0 |
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elde edilir.

Boylece (4.3.2)’den;

N -7
<ol v I, ot et
2r

olur.

Biitiin p (1, 0) i¢in

N t _1_2
501 <L J[Lr 0t @43
2r

elde edilir. Sonug olarak

N o

= t _1_E
1581 <L . (14102 i 44

2r

ve Lemma 4.4.2 nin ifadesi (4.3.4) ile bulunur.
Teorem 4.1.4%iin Ispati: Lemma 4.4.2 ve Teorem 4.3.1 yardimiyla, Teorem 4.3.1%in

ispati ile ayni sekilde bulunur.

Teorem 4.1.5’in Ispati: Guliyev, Aliyev, Karaman ve Shukurov’un calismalarindan

Teorem 7.4°ten ve

Saf (0] < Lo () ()

esitsizliginden elde edilir.
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