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SIMGELER VE KISALTMALAR DiZiNi
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Reel sayilar ciimlesi

n -boyutlu reel vektor uzayi

n -boyutlu Oklid uzay

3-boyutlu Oklid uzay

3-boyutlu Oklid uzaymda Frenet-3 ¢atisi

3-boyutlu Oklid uzayinda egrilik fonksiyonu

3-boyutlu Oklid uzayinda burulma fonksiyonu

3-boyutlu Oklid uzayinda Bishop ¢atisina gore egrilik fonksiyonlari

3-boyutlu Oklid uzayinda Bishop ¢atisi

3-boyutlu Oklid uzayinda egrilik yaricap fonksiyonu
3-boyutlu Oklid uzayinda burulma yaricap fonksiyonu



SEKILLER DIiZiNi

Sekil 3.1.a = a(s) egrisi
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OZET
Yiiksek Lisans Tezi

BiSHOP CATISINA GORE KURESEL EGRILERIN TEORISIi VE
INTEGRAL KARAKTERIZASYONLARI

Ceyda SARITEPE

Manisa Celal Bayar Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dah

Danmisman: Dog. Dr. Hiiseyin KOCAYIGIT

Diferansiyel geometrinin {izerinde durdugu en O6nemli konulardan birisi uzay
egrilerinin incelenmesidir. 3-boyutlu Oklid uzayinda egrilerin karakterize etmek igin
teget, asli normal ve binormal vektdrlerinden olusan Frenet catist kullanilir. Bu ¢ati
uzay egriler i¢in ¢aligilabilecek en iyi ortonormal ¢atidir. Ayrica bir egrinin egriligi
ve burulmasi, bu egrinin uzaydaki yerel davranisi hakkinda bilgi verir. Bir egrinin
egriligi, bu egrinin teget dogrudan sapma miktarini gosterir ve bu sapma miktari
kiigiildiikge egri kapali bir goriinlime sahip olur. Bir uzay egrisinin egriliginin
stfirdan farkli olmast durumunda tanimlanan egrinin burulmasi da bu egrinin teget ve
normal vektorlerinin belirledigi oskiilator diizlemden sapma miktarmi 6lger. Genel
olarak, bir uzay egrisi, egrilik ve burulmayi iceren bir diferansiyel denklem ile
karakterize edilebilir. Bu nedenle, bir egrinin tamamen incelenebilmesi i¢in en
azindan t¢lincii mertebeye kadar siirekli tlirevlenebilmesi gerekmektedir. Bir egrinin
baz1 noktalarda egriligi sifirlanabilir, yani ikinci tiirevi sifir olabilir. Bu durumda
egrinin daha 1yi incelenebilmesi i¢in Frenet catisina alternatif ve onunla iligkili olan

Bishop c¢atis1 olusturulabilir. Frenet catisinda bulunan f(s) teget vektorini

degistirmeden diger asli normal ve binormal vektdrleri belli bir ac1 ile dondiirerek
Bishop catis1 veya paralel oteleme catis1 adi verilen bagka bir ¢at1 elde edilir. Buna

gore Bishop catisinda f(S) vektorii aynen kalir ve bu vektore dik diizlemde
bulunan herhangi iki elemanh {Nl (S), Nz (S)} bazi secilir. Bu 1ki vektoriin tiirevleri

sadece 'I:(S) vektoriine baglidir. Dolayisiyla bir egrinin Bishop catisina gdre birinci

ve ikinci egrilikleri ile bu egrinin egriligi ve burulmasi arasinda bir iligki vardir. Son
zamanlarda, Bishop catis1 kullanilarak uzay egrilerinin birgok farkli karakterizasyonu
verilmektedir. Uzay egrilerinin en Onemlilerinden birisi de kiire iizerinde yatan,
kiiresel egrilerdir. Bu c¢alismada, Frenet ¢atisina gore bir kiiresel egrinin integral
karakterizasyonlar1 incelenmistir. Ozellikle, bir egrinin kiiresel egri olabilmesi igin
gerek ve yeter sart, Bishop catisina gore birinci ve ikinci egrilikler kullanilarak
ortaya konmustur. Son olarak da Frenet ¢atisina alternatif bir ¢at1 olan Bishop catisi
kullanilarak bir kiiresel egriyi karakterize eden iiclincii mertebeden bir diferansiyel
denklem elde edilmistir.

Anahtar Kelimeler: Frenet 3- catis1, Bishop catisi, Kiiresel egri, Egrilik, Oklid i¢
carpim

2018, 35 sayfa



ABSTRACT
M.Sc. Thesis

THEORY AND INTEGRAL CHARACTERIZATIONS OF SPHERICAL
CURVES ACCORDING TO BiSHOP FRAME

Ceyda SARITEPE

Manisa Celal Bayar University
Graduate School of Applied and Natural Sciences
Department of Mathematics

Supervisor: Dog. Dr. Hiiseyin KOCAYIGIT

One of the most important topics of differential geometry is the study of space
curves. Frenet frame consisting of tangential, fundamental normal and binormal
vectors is used to characterize curves in 3-dimensional Euclidean space. This is the
best orthonormal frame for frame space curves. In addition, the curvature and torsion
of a curve informs about the local behavior of this curve in space. The curvature of a
curve indicates the tangential direct deviation of this curve, and as the amount of this
deviation becomes smaller, the curve has a closed appearance. If the curvature of a
space curve differs from zero, the torsion of the defined curve also measures the
amount of deviation from the oscillator plane determined by the tangent and normal
vectors of this curve. In general, a space curve can be characterized by a differential
equation including curvature and torsion. For this reason, a curve must be able to be
reproduced at least up to the third order in order to fully examine it. The curvature of
a curve at some points can be reset, ie the second derivative can be zero. In this case,

an alternative to the Frenet roof and the associated Bishop framework can be created
for better examination of the curve. Without changing the f(s) tangent vector on

the frame of the Frenet, another original frame called the frame of the Bishop or

parallel translational frame is obtained by rotating the other normal normal and

binormal vectors at an angle. Accordingly, the vector T (s) remains in the Bishop

frame, and any two element {Nl(s), NZ(S)} present in the plane perpendicular to

this vector is selected. The derivatives of these two vectors are linked only to the

f(s) vector. Therefore, there is a relationship between the first and second

VI



curvatures of this curve and the curvature and torsion of this curve. Recently, many
different characterizations of space curves are given using the Bishop framework.
One of the most important space curves is the spherical curves lying on the sphere. In
this study, integral characterizations of a spherical curve according to Frenet frame
are investigated. Particularly necessary and sufficient condition for a curve to be a
spherical curve has been demonstrated by using the first and second curvatures
according to the Bishop frame. Finally, a third-order differential equation is used to
characterize a spherical curve using an alternative frame to Frenet frame.

Keywords: Frenet 3-frame, Bishop frame, Spherical curve, Curvature, Euclidean
inner product

2018, 35 pages
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1. GIRIS

Bilindigi tizere, diferansiyel geometrinin en 6nemli konularindan biri egrilerin
teorisidir. Uzay egrilerinin farkli karakterizasyonlarini i¢eren pek ¢ok ¢alisma vardir.
Uzay egrilerinden en 6nemlilerinden biriside kiiresel egrilerdir, yani, kiire yiizeyi
tizerinde yatan egrilerdir. Kiiresel egrileri karakterize eden bir¢ok calisma vardir.
Egrilerin karakterizasyonunda kullanilan en 6nemli kavramlar Frenet formiilleri ve
egrinin egrilikleridir. Bir kiiresel egriyi karakterize eden diferansiyel denklem ilk

1 dp

o(s) ds

olarak E. Kreyzig [12] tarafindan di{
S

}-‘r p(S)7(s)=0 olarak verilmistir.

Daha sonra, Breuer ve D. Gottlieb 1971°de bir kiiresel egriyi karakterize eden bu

diferansiyel denklemin ¢dziilebilirligi izerine calismalar yapmis ve bir ¢dziim olarak
p(s) = acosjos 7(6)do +bsin josr(5) do elde etmislerdir [5]. Kiiresel egriler ile ilgili

ilk karakterizasyon Y. C. Wong tarafindan 1963 yilinda verilmistir [17]. Y. C. Wong
[5] ve S. Breuer, D. Gottlieb [16, 17], bir kiiresel egrinin egrilik ve burulmay1 igeren
bir denklem ile karakterize edilebilecegini gdstermislerdir. V. Dannon [7] ise E* de
bir kiiresel egrinin Frenet-benzeri denklemler ile verilebilecegini gostererek, E* de
verilen bir kiiresel egrinin bir integral karakterizasyonunun bir E® Frenet egrisi i¢in
bir integral karakterizasyonunu bulmaya denk oldugunu gostermistir.

E. Mehlum ve J. Wimp 1985’te herhangi bir kiiresel egrinin konum
vektoriiniin - 3. dereceden bir lineer diferansiyel denklemin ¢o6ziimii olarak
verilebilecegini gostermislerdir [13].

2003’te H. Kocayigit, N. Yaz, C. Camci, H. H. Hacisalihoglu, n-boyutlu
Oklid uzayinda (n>3 n>3 ) bir kiiresel egriyi karakterize eden diferansiyel
denklemin, egrinin n. egrilik fonksiyonunu, egrilikleri ve diger egrilik fonksiyonlar
cinsinden ifade etmek amaciyla ¢oziilebilirligini gostermislerdir [10].

C. Camci, Y. Yayli, H. H. Hacisalihoglu, regiiler bir egrinin kiiresel
karakterizasyonunu 3-boyutlu Sasakian uzayinda vermislerdir. Ayrica bu bahsedilen
karakterizasyonu ifade eden diferansiyel denklem 2007°de ¢6ziilmiistiir [6].

Kiiresel egriler Lorentziyen uzaylar, Dual uzaylar ve Dual Lorentziyen
uzaylarda gibi bir ¢ok farkli uzaylarda bir ¢ok arastirmaci tarafindan ¢alisilmistir. [1,
2,3, 11].



Bu tezde ¢alismasinda, P. B. Okullu ve H. Kocayigit [14] tarafindan verilen
Bishop catisin1 gore herhangi bir kiiresel egrinin konum vektoriiniin 3. dereceden bir
lineer diferansiyel denklemin ¢oOziimii olarak verilebilecegi sonucu ele alinarak

incelenmistir.



2. OKLIiD UZAYINDA TEMEL KAVRAMLAR

Bu béliimde, Oklid 3- uzayi, Oklid i¢ carpimi, birim hizli egri, egrilik
fonksiyonu, Frenet vektorleri ve catisi, Bishop ¢atisi ile ilgili temel tanim ve

teoremler verilecektir.

2.1. E® OKklid 3- Uzayinda Frenet Catisina Gore Temel Kavramlar
Tamm 2.1.1: Bos olmayan bir ciimle A ve bir F cismi iizerinde bir vektor uzay1 V

olsun. Asagidaki ii¢ 6nermeye uyan bir f : Ax A—V fonksiyonu varsa A yaV ile

eslenen bir Afin uzay denir [9].
I.  VP,Qe A nokta gifti icin f(P,Q)=a olacak sekilde bir tek o €V vektori

vardir.

ii. A da belli bir nokta segildiginde A daki geri kalan her noktaya V deki bir
vektor karsilik gelir.

iii.  VP,Q,ReAi¢in f(P,Q)+ f(Q,R)=f(P,R).
F =R reel sayilar cismi olarak alinmasi halinde afin uzayi reeldir.

Tamm 2.1.2 (Oklid Uzayrn): R reel sayilar cismini gostermek iizere,

R" ={(X, X, Xg, 00, X, ) - X; € R} vektdr uzayinda iki vektor X = (X, Xy Xgrenr X, ) VE

Y =(Y1, Y5 Yg1-eems ¥,y ) Olmak iizere,
<,>:R”><R“ - R,

(X,9) > (X.9)= 2%, (2.1.1)

fonksiyonu R" uzayinda bir i¢ ¢arpimdir. Bu i¢ ¢arpima OKklid i¢ carpimn denir.
Uzerinde Oklid i¢ carpimi tamimli R" afin uzayma Oklid uzay: denir ve E"

ile gosterilir [12, 15].

Tamm 2.1.3 (Vektorel Carpim): € =(1,0,0), €, =(0,10), & =(0,0,1) ortonormal

baz vektorleri olsun. Bu durumda
ve

ya da kisaca,



(1)
|
Il

_ 1Li=]
6 =0,=1"" ",
P, i #

d=ag +a6,+ag, b=he +bg, +hg e R

esitlikleri saglanir.

olmak iizere @ ve b vektorlerinin vektorel carpim;
dxb = (a,b, —agb, )€ +(ab, —ab, )€, +(ab, —a,b )€, (2.1.2)
esitligi ile tanimlanir. ax b vektdrel garpimi asagidaki gibi bir sembolik determinant

ile gosterilebilir:

el éZ é3
dxb =det|a, a, a,
bl b2 b3

Eger axb=0 ise & ve b vektorleri lineer bagimsiz, aksi durumda lineer bagimlidir
[9].
Tamim 2.1.4: R® vektor uzayi iizerinde, X € R® olmak iizere,
[ :7 R
(2.1.3)

X =[x = {xx)
seklinde tanimlanan fonksiyon R*® bir normdur [9].
Tamm 2.1.5: 3-boyutlu bir reel i¢ carpim uzayr R® ile birlesen Oklid uzay1 E®

olsun.

d:E3xE*>R

. n 2 | X=X X, X (2.1.5)
st o= {Eoor {00

olarak tanimlanan fonksiyona E® Oklid uzaymnda uzaklik fonksiyonu ve her
X,y € E® igin d (X, y) degerine de X ile y noktalari arasindaki uzaklik denir [9].
Tammm 2.1.6: |, R reel saylar cisminin bir acik araligi olmak {izere,
diferansiyellenebilir bir

7:1cR—E°

s> 7(8)=(:(5), 72(5), 73(9))
fonksiyonuna E®, 3—boyutlu Oklid uzaymnda diferansiyellenebilir bir parametrik

egri denir. Bu durumda 7/(5) — E® alt kiimesine y egrisinin grafigi veya izi denir.



| c R agik araliina, y egrisinin parametre araligr ve se | degiskenine de )/(S)
egrisinin parametresi denir [9]. Buradaki 7., 1<i<3, ler y.:1 >R,
t— 7 (t),1<i<3, seklinde fonksiyonlar olup, » mnmn koordinat fonksiyonlar
(bilesenleri) olarak isimlendirilirler.

Tanim 2.1.7: y:IcR—>E® s— }/(S) = (7/1(3), Vs (S), Vs (s)) bir egri olsun.

7; ,1=12,3, koordinat fonksiyonlarinin t noktasindaki birinci tiirevleri »',(t) ler
olmak iizere,

') =010, 7, (1), 75() e R’

vektoriine y egrisinin t noktasindaki teget vektorii veya hiz vektorii denir.

Ayrica,

() =)= O+ L+ () (214)

I—->R, s>

7' 7'

seklinde tanimli ||7/'|| fonksiyonuna y egrisinin hiz fonksiyonu ve

7'(s)| reel
sayisina da y egrisinin y(s)noktasindaki skaler hiz1 denir. Eger H;/'(S)H=1ise, y

egrisine birim hizli egri ve s el parametresine de egrinin yay parametresi denir [ 9].
Tanim 2.1.8: 3-boyutlu Oklid uzaymda birim hizli bir :1 = R — E® egrisi igin
T(s)=7'(s) (2.1.6)
esitligiyle belirli T(s) vektorime y egrisinin y(s) noktasindaki birim teget
vektorii denir [15].
Tamm 2.1.9: 3-boyutlu Oklid uzayimda birim hizli y:1c R — E® egrisi icin,
kIR, s> x(s)=[T"(s)], (2.1.7)
fonksiyonuna, » egrisinin egrilik fonksiyonu denir. «(s)sayisina egrinin y(s)
noktasindaki egriligi denir [15].
Egrilik, teget dogrudan sapma miktarini Olger. Bu anlamda egrilik degeri
kiictildiikge egri dogruya yaklasir, biiyiidiikge kapali bir goriiniime sahip olur.
[T(s)| =1 oldugundan (T(s),T(s))=1 dir. Bu esitliginin her iki tarafin tiirevi

alinir ve diizenleme yapilirsa <f (S),f(s)> =0 elde edilir. Yani T'(s) vektorii T(s)



vektoriine diktir. Simdi T '(s) vektoriinii normuna bdlersek, T(s) vektoriine dik yeni
bir birim vektor elde ederiz.
Tamm 2.1.10: 3-boyutlu Oklid uzayinda birim hizli » :1c R — E?® egrisi i¢in,

N(s)=——T'(s), (2.1.8)

x(s)

esitligi ile belirli N (s) vektoriine, 7 egrisinin y(s) noktasmdaki asli normali denir
[15].
Tanmim 2.1.11: 3-boyutlu Oklid uzayimda birim hizli y: 1< R — E® egrisi igin,

B(s)=T(s)xN(s), (2.1.9)
esitligi ile belirli B(s) vektoriine, egrinin y(s) noktasindaki binormali denir [15].
Tamm 2.1.12 (Oklid 3-uzayinda Frenet catisi): f(s), B (s), N (s) vektorlerine,
y :1— E® egrisinin y(s) noktasindaki Frenet vektorleri denir. {f(s), N(s), I§(S)}

kiimesine de y egrisinin y(s) noktasindaki Frenet ¢atist denir [15].

Tammm 2.1.13: y:IcR—>E® bir egri ve {T (s),N(s), E(S)} Frenet vektor alan
sistemi verilsin. sel igin {f(s), N(S)} kiimesinin gerdigi diizleme y egrisinin
7(s) noktasindaki oskiilator diizlemi veya dokunum diizlemi, {N (s),B (s)}
kiimesinin gerdigi diizleme y egrisinin y(S) noktasindaki normal diizlemi ve
{'I:(S), é(s)} kiimesinin gerdigi diizleme ise y egrisinin y(S) noktasindaki
rektifiyan diizlemi veya dogrultman diizlemi denir [15].

Tanim 2.1.14: Bir y:.IcR—> E? birim hizh egrisinin Frenet vektorleri 'I:, N , B

olmak iizere,

r=1->R,
S—>r(s):—<l§’(s),N(s)>, (2.1.11)
fonksiyonuna y egrisinin burulma fonksiyonu denir. T(S) sayisina, egrinin )/(S)

noktasindaki burulmasi denir [15].

Burulma, egrinin oskiilator diizlemden sapma miktarini dlger.



Teorem 2.1.1 (Oklid 3-uzayinda Frenet tiirev formiilleri): Birim hizli bir

y:1—> E® egrisinin Frenet vektor alanlart T (s),N(s),B(s) ise

T'(s)=xN(s),
N'(s)=-«T(s)+7B(s), (2.1.10)
B'=—zN (S),

seklindedir [15].

Tamm 2.1.15: o :1— E® bir egri ve a(S,) bu egri iizerinde bir nokta olsun. Bir
y:J cR—E® egrisii¢in t, € J olmak {izere eger,

a(s,)=7(t),
oluyorsa y egrisi « egrisine 0’ inc1 basamaktan degiyor denir.
Eger
7(t)=a(s,), 7'(t)=a'(s))
oluyorsa y egrisi & egrisine 1’ inci basamaktan degiyor denir.
Eger
a(t)=7(%) a'(t)=7"(s), a"(t)=7"(s,)
oluyorsa yegrisi « egrisine 2’ inci basamaktan degiyor denir. Bu sekilde devam
edilirse, eger
a(t)=7(s), @ (t)=r'(8%) - " (t)=r"(s,)
oluyorsa y egrisi a egrisine kK’ ninc1 basamaktan degiyor denir [15].

Tamm 2.1.16 (Egrilik yaricapr fonksiyonu): «:1cR —E® egrisinin egrilik

fonksiyonu x olmak iizere 1 fonksiyonuna « egrisinin egrilik yarigapi fonksiyonu
K

denir ve p ile gosterilir. tel igin p(t) = sayisina, o :1c R — E®egrisinin

1
x(t)
a/(t) noktasindaki egrilik yarigap: denir [15].

Teorem 2.1.2: a:IcR— E’biri hizh bir egri olsun. s, el ve x(s,)>0olmak

lizere,

r(0)=a(s), ¥'(0)=a'(s). 7"(0)=a"(s))



olacak bigimde a egrisine «(S,) noktasinda 2’inci basamaktan degen bir ve yalmz
bir ¥ :J — E*® Dbirim hizh ¢emberi vardir. Bu cember

o =p(so), N, = N(So)’ T, :T(So)

olmak tizere,

0 . ([0
7(0)=a(sy)+ Py No+ 0, COS[;J(_NO)“LPOS'”E_JTo’
0 0

denklemiyle verilir. Bu gemberin merkezi a(s,)+ p, N, noktasidir [15].

Tamm 2.1.17 (Egrilik ¢cemberi): Bir o:1c R — E® birim hizli egrisine a(SO)
noktasinda ikinci basamaktan degen y ¢emberine, o egrisinin a(so) noktasindaki
egrilik cemberi denir. «(s,) noktasindaki egrilik ¢emberinin merkezine, (s,)

noktasina iliskin egrilik merkezi denir.

a(s,) noktasina iligkin egrilik merkezinden gegen ve B, vektdriine paralel olan
dogruya «(s,) noktasina iligkin egrilik ekseni denir [15].
Tamm 2.1.18: E® uzayinda birim hizli y:1c R — E® egrisini gdz oniine alalim.
E°® uzaymndaki dik koordinat sistemi (Y;, Y,, Y, ) olsun. Bu koordinat sistemini kisaca
y ile gosterelim. <y—d, y—d> =r? denklemiyle verilen kiireye K diyelim. Burada
d kiirenin merkezi, r kiirenin yaricapidir. a(so) noktasinin K kiiresine gore
kuvveti f (s) olsun. Béylece,

f(s)=]e(s)-d| ~r
esitligiyle belirlenmis bir f :1— R fonksiyonu tanimlanmis olur.

lec(s)—d =(ex(s)~d,a(s)~d)
oldugundan,

f(s)=(a(s)-d,a(s)-d)-r?
olur [15].
Tamm 2.1.19: f:1>R, f(s)=<a(s)—d,a(s)—d>—r2, olsun. s, el olmak
iizere f(s,)=0 ise K kiiresi, @ egrisinea(s,) noktasinda 0° me1 basamaktan

degiyor, denir.



Eger f(s,)=0, f'(s,)=0 ise K Kkiiresi, @ egrisinea(s,) noktasinda
1’inci basamaktan degiyor denir.

Eger f(s,)=0, f'(s,)=0, f"(s,)=0 ise K kiiresi, o egrisinec(s,)
noktasinda 2’ inci basamaktan degiyor denir.

Eger f(s,)=0, f'(s,)=0, f"(s,)=0, f"(s,)=0 lise K Kkiiresi, «
egrisine & (s, ) noktasinda 3 iincii basamaktan degiyor denir [15].
Teorem 2.1.3: «:1— R°birim hizli bir egri ve s, elolsun. « egrisine a(SO)
noktasinda 2’inci basamaktan degen kiirelerin merkezlerinin geometrik yeri, xR
i¢in

d(u)=a(sy)+pNy+ 1B,

esitligiyle belirli d ( ,u) noktalarinin belirledigi dogrudur.

Burada

anlamindadir [15].

Teorem 2.1.4: «:1—R® birim hizli bir egri ve s, lolsun. « egrisine a(SO)

noktasinda 3’ilincli basamaktan degen bir ve yalniz bir kiire vardir ve bu kiirenin

merkezi
d, = a(so)+poNo + 04048,

esitligiyle belirli d, noktasidir. Burada

anlamindadir [15].

Tamm 2.1.20 (Egrilik Kiiresi): o egrisinea(so) noktasinda ti¢iincii basamaktan

degen kiireye, a egrisinin a(so) noktasindaki egrilik kiiresi (dokunma Kkiiresi

T . 1 .. . -

veya oskiilator kiire) denir. o == esitligiyle tanimli o fonksiyonuna egrinin
T

burulma yaricap: denir[15].

2.2. E?* OKlid Uzayinda Bishop Catisina Gére Temel Kavramlar
Tamim 2.2.1 (Oklid 3-uzayinda Bishop catis1): Bishop catis1 veya paralel 6teleme

catisi, hareketli ¢ati tanimlamasina alternatif bir yaklagimdir. Bir egrinin bazi
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noktalarinda egrilik sifirlanabilir yani egrinin ikinci tiirevi sifir olabilir. Bu durumda

alternatif bir ¢at1 olan Bishop c¢atis1 olusturulabilir.
Bir egrinin Frenet catisinda bulunan T(S) teget vektoriinii degistirmeden

diger asli normal ve binormal vektorleri belli bir ag1 ile dondiiriilerek Bishop catis1

veye paralel oteleme c¢atist adi verilen alternatif ¢ati olusturulur. Buna goére Bishop

catisinda T (s) vektorii aynen alinir ve bu vektdre dik bir diizlemde bulunan
herhangi iki elemanl {Nl(s), Nz(s)} baz1 segilir. Bu iki vektoriin tiirevleri sadece

T(s) vektorine baghdir. Boylece olusturulan {f(s), N, (s), NZ(S)} Bishop ¢atisi

dik bir ¢at1 olup tiirev formiilleri,

TG6) | [0 k k|[T(s)
N/(S)|=| -k, 0 0| Ny(s) (2.2.1)
Ny(S)| L=k 0 OJ[N,(s)

ile wverilir [3]. Burada k;,k, Bishop catisna gore egrinin birinci ve ikinci
egrilikleridir.

Bir « egrisinin egrilik ve burulmasi k' ve 7 olmak iizere egrilikler arasinda

k(5) =" (5)] = ,/‘f’(s)” = k2 +k2, (2:22)

k,(s)=x(s)cosd, k,(s)=x(s)siné, (2.2.3)
0(s)=arctan [%} k, =0, (2.2.4)
1
kk, —kk
- =12 "2 2.2.5
i K2 +k,? (2.23)

bagintilar1 vardir [4].
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Son olarak E* Oklid uzayinda Frenet ¢atis1 ile Bishop catis1 arasindaki gegisi
T] 1 o o]T
=|0 cos@® sind | N,

0 —sind cos@|| N

I
W 2

ve
T 1 0 0

N, |=|0 cos@ -sin@
N 0 sind cosd

W =2

matrisleri ile verebiliriz.
3. E® OKLIiD UZAYINDA KURESEL EGRILER

3.1. E® Oklid Uzayinda Kiiresel Egrilere Giris
Bu béliimde Oklid 3-uzayinda kiiresel egri tamimi, Oklid 3-uzayinda bir

egrinin kiiresel olma sart1 ve oskiilator kiire ile ilgili teoremler verilecektir.

Tamm 3.1.1: Bir a:1 — E® egrisi bir S* < E® birim kiiresi iizerinde yatiyorsa bu
egriye bir kiiresel egri denir. Bir egri bir kiire iizerinde yatiyorsa bu egrinin her

noktasindaki normal diizlemi kiirenin merkezinden geger [9, 15].

Teorem 3.1.1: SZ , O merkezli bir kiire ve M < S! bir kiiresel egri olmak iizere, M

egrisinin bir koordinat komsulugu ( )ve s €l yay parametresi i¢in;
(a(s).T(s))=-m(s)
(ar(s),N(s))=-m, (s) (3.1.1)
((s).B(s))=-my(s)

seklindedir. Burada {T (s),N(s),B(s)}, M egrisinin «(s) noktasindaki Frenet

3- ayaklisidir [9].

Ispat: M < S¢ kiiresel egrisi alalim. M igin bir koordinat komsulugu (1,a) ves €l

yay parametresi olmak iizere, V Sel i¢in « (s)e€S; olur. Bu durumda S;

kiiresinin yarigapt I olmak iizere,

[Oa(s)|=la(s)]|=r.
<a(s),a(s)> =r,
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(a(s).a(s))=r" (3.1.2)

seklinde yazilir.

Sekil 3.1.1

(3.1.2) esitliginin her iki tarafinin § ye gore tiirevi alinirsa,
(a'(s),a(s))=0,
(T(s).a(s))=0. (3.1.3)
olur. Ayrica M kiiresel egrisi lizerinde bir a(s) noktas1 alinirsa kiiresel egrinin

konum vektorq,

a(s)0=m,(s)T(s)+m,(s)N(s)+m,(s)B(s),
—a(s)=m(s)T(s)+m,(s)N(s)+m,(s)B(s),

a(s)=-m (s)T(s)-m,(s)N(s)-m,(s)B(s), (3.1.4)
seklindedir. Bu esitligi herhangi bir A merkezli kiire igin,

a(s)A=m,(s)T(s)+m,(s)N(s)+my(s)B(s), (3.1.5)
seklinde yazilabiliriz.

(3.1.4) denkleminin her iki tarafina T (s) ile i¢ ¢arpim uygulanirsa,

<&(s),f(s)> = —ml(s)<f(s),f(s)>— m, (s)<f(s), N (s)>

(@(s),T(s))=-m,(s), (3.1.6)



esitligi elde edilir. Benzer sekilde (3.1.4) denkleminin her iki tarafina sirasiyla N (S)

ve B (S) vektorleri ile i¢ carpim uygulanirsa,

(c@(s),N(s))=-m(s)(N(s),T(s))—m,(s)(N(s),N(s))

|
3
w
—_
(7]

)(N(s).B(s))

((5).B(s)) =-my(5)

esitlikleri bulunup, ispat tamamlanmis olur.m

B(s)

Sekil 3. 2

Teorem 3.1.2: O merkezli bir kiiresel egrinin konum vektori,

seklindedir [9].

(3.1.7)

(3.1.8)

(3.1.9)

ispat: o :1 — E® bir kiiresel egri olsun ve sel yay parametresi olsun. Amacimiz

(3.1.4) denklemindeki m,(s), m,(s), my(s) degerlerinin esitliklerini bulmaktr.
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Daha once elde ettigimiz (3.1.3) denklemindeki <f(s),o7(s)>:0 ve (3.1.6)
denklemindeki ((s),T (s))=-m(s), esitliklerinden

-m, =<‘f(s),07(s)> =0, (3.1.10)

elde edilir. (3.1.3) esitliginin her iki tarafinin s’ ye tiirevi alindiginda,

<f’<> <>> (T(s).e '< )=
< a(s))+1=
< >>

<N(s),a(s)> = (3.1.11)

(3.1.12)

bulunur. (3.1.11) denkleminin her iki tarafinin s’ ye gore tiirevi alinirsa;

(N'(s),a(s)>+<”(S)’“'(S»:[kl_(ls)j

ki(s)
- - -1 ,
(9T (e) (B o(e) < 5
elde edilir. Elde edilen bu denklemde (3.1.3) ve (3.1.8) esitlikleri yerine yazilirsa,
1) 1
m3(5):£k1(s)] m, (3113)

bulunur. Bulunan m, (s), m,(s), m,(s) degerleri (3.1.4) esitliginde yerine yazilirsa,

SN S VI G B B B
G OMES (rolloLe

denklemi elde edilir, boylece ispat tamamlanmis olur. m

Teorem 3.1.3: O merkezli bir kiire SZ < E® olsun. Bir a:1 >E®, a(l)cS?

kiiresel egrisinin her noktasindaki oskiilator kiiresi SZ dir [9].
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Teorem 3.1.4: a:1 — E® bir egri olsun. m,(s)#0,k,(s)#0 olmak iizere Vsel
icin a(s) noktasinda oskiilator kiirelerin yarigaplarinin sabit olmasi igin gerek ve

yeter sart oskiilator kiirelerin merkezlerinin ayni olmasidir [9].

Teorem 3.1.5: a:1 — E® bir egri ve  Vsel igin k,(s)#0, my(s)=0 olsun. «

bir kiiresel egridir ancak ve ancak Vs el i¢in «(s) noktasindaki oskiilator kiirenin

merkezleri aynidir [9].

Ispat: Eger o egrisi bir kiiresel efri ise o egrisinin her a(s) noktasindaki

oskiilator kiiresi « egrisinin iizerinde bulundugu kiire olacagindan ispat tamamdir.
Tersine, s €1 noktasindaki oskiilator kiirelerin merkezleri sabit bir b noktasi

ise bu takdirde Teorem 3.1.4 geregince oskiilator kiirelerin yarigaplar1 da ayni bir r

sabitine esittir. Dolayisiyla her &(s) noktasi igin «(s) noktasmin b noktasmna olan

uzakligir r dir. Bu ise « egrisinin bir kiiresel egri oldugunu gosterir. Boylece ispat

tamamlanmis olur. m

3.2. E® Oklid Uzayinda Kiiresel Egrileri Karakterize Eden Diferansiyel
Denklemler ve integral Karakterizasyonlari

Bu bolimde, E® Oklid uzayinda Kiiresel Egrileri Karakterize Eden
Diferansiyel Denklemler ve Integral Karakterizasyonlar ile ilgili temel teoremler
verilmistir.
Teorem 3.2.1 (Kiiresel egrileri karakterize eden teorem): «:l — E® bir egri

olsun. Bu durumda, Vs I yay parametresi ve k,(s)#0, m,(s)#=0 olmak iizere,
egrisinin kiiresel bir egri olmasi i¢in gerek ve yeter sart m;(s)+m,(s)k,(s)=0
olmasidir [9].

Ispat: A merkezli «a:l1 >E® |kiiresel egrisi verilsin. Bu durumda
m; (s)+m, (s)k,(s)=0 oldugunu gosterelim.

a(l), A merkezli bir kiiresel egri ise o egrisinin konum vektorii;

!

s oo
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seklindedir ve Teorem 3.1.5 geregince Vsel igin «(s) noktasindaki oskiilator

kiirenin merkezleri aynidir. Ayrica Teorem 3.1.4°¢ dayanarak oskiilator kiirenin

yarigaplarmin sabit oldugunu soyleyebiliriz. Ote yandan,

a(s)A(s)=(my, m;,m,)

ve

esitliklerinden,
r’=m’+m +m
esitligi elde edilir. Elde edilen bu denklemin her iki tarafinin S parametresine gore

tiirevi alinirsa;

m, (s)m;(s)+m,(s)m;(s)=0

1
0

elde edilir. Burada m,(s)=m, (S)( J esitligi yerine yazilirsa;

o (5)m, (s)+mi () 0
esitligi bulunur. Simdi aksine m, (s)k,(s)+m;(s)=0 olsun. Bu durumda Teorem
3.1.4 geregi oskiilatér kiirenin yarigaplari sabit oldugundan Vsel igin «(s)

oskiilator kiirenin merkezleri aynidir. Teorem 3.1.5 geregi de a egrisi kiireseldir.m

Teorem 3.2.2:E’de yay parametresiyle verilmis bir egri a(s) olsun. a(s)

kiireseldir ancak ve ancak k; >0 ve

sz{ij, freke_g
I(1 k1

olacak sekilde bir f:a < E®* — R diferansiyellenebilir fonksiyon vardir [17, 9].

Ispat: o (S) kiiresel egri olsun. Bu durumda,;
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(oe]}

A<s>=a(s>+klm£kﬂ%

1

olur ve bu esitligin her iki tarafinin S parametresine gore tiirevi alindiginda

ST B A~ T ) B = - T
k, K, k ) K, k ) K,

f+[lj N+1(—klf+k2é)+ [lj 1 I§+(£J i(—kzlﬁ)zo
k, ) k, k

1 1

=

k, f :(lj ve f’+%:0

1
elde edilir. Burada f :a < E®* - R diferansiyellenebilir fonksiyondur.m

Teorem 3.2.3: E® deki a(s) egrisinin kiiresel olmasi igin gerek ve yeter sart, A ve

B sabitler olmak tizere;

K, {Acos@ kzdsj +Bsin u kzdsﬂ -1

esitliginin saglanmasidir [17, 9].
Ispat: a(s) kiiresel egri olsun ve bu kiirenin yaricap1 r =a alalim. Daha 6nce elde
ettigimiz m’ +m? = r? esitliginden,

()] -
— | +|l|=]=] =a
Ky ki ) Kk

denklemi elde edilir. Bu denklemde y :ki’ olarak alinirsa
1
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vy’ +(y'){k—lj _a?
) =ki(a’-y?)

)/' =ik2m

elde edilir. Buradan,
d >
dZ =leyai-y
d
gl

esitlikleri yazilabilir. Buradaki denklemler sirayla ¢oziildiiglinde

d
—y = kzds
a2 _ yz
olur ve ayrica integral formiillerinden,
. u
I 2 > = arcsin —+¢,
a —u a

du u
I >—— = —arccos—+c¢
a‘—u a

oldugu bilindigi igin,
_dy k,ds
/az . yz
Y
arcsin < = | k,ds
a ! 2
ve

bulunur. Benzer bi¢cimde
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W —k,ds

2

a’-y*

y S
—arccos =% = —j k,ds
a 0

Y, i
22 =cos| | k,ds

elde edilir. y = i denkleminin ¢6ziimii;
1

y=CY, +GY,
y =c,asin (I kzdsJ +c,a cosU kzdsJ
0 0

ca=B, c,a=A, olarak alindiginda

y = Bsin('[ kzds}r Acos(j kzdsj
0 0

1=k, {Acos@ kzds)+ Bsin u kzds]}

33. E? Oklid Uzayinda Kiiresel Egriler Icin Diferansiyel Denklem

elde edilir.m

Karakterizasyonlari
Bu bolimde, kiiresel egriyi karakterize eden diferansiyel denklem ve kiire

yarigapini veren formiil ile ilgili teoremler verilmistir.
Teorem 3.3.1: a1 c R — E® kiiresel egriyi karakterize eden diferansiyel denklem,
Aa"(s)+,a"(s)+ Aa'(s)+A,a(s)=0 (3.3.1)
seklindedir ve buradaki 4, 4,, 4, ve 4, degerleri;
A =KkK',
A, = —(K2T2 +(1<')2),
A=Kk,

4_2
A =—K'T

esitlikleri ile verilir [13].
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Ispat: «(s) yay parametreli bir egri olsun.

(a(s),a(s)y =|a(s)|.|a(s)|.cos0=r?

(a,ay=r1?

ve burada r kiirenin yarigapidir. ¢(s) egrisinin konum vektorii

a(s) =T (8) +C,(SIN(S) +,(S)B(S), (3:3.2)

olsun. (c(s),a(s)y =r? esitliginin her iki tarafinin s ’ye gdre tiirevi alindiginda

(T(s),a(s)=0, (3.3.3)
olur. (3.3.3) esitliginin iki tarafinmn s *ye gore tiirevi alindiginda,
(T'(s),ex(s)+(T(s),&'(s))=0
(kN (s),a(s))+(T (s).T (5))=0
x(N(s),a(s))+1=0
(N(s),a(s))=— (3.3.)

olur. (3.3.4) esitliginin iki tarafinin s ’ye gore tekrar tiirevi alindiginda

6 a5 )2

<_Kf(s)+f§(s),a(s)>+<m(s),f(s»::_2'
—k(T(s),a(s))+(B(s),a(s))+(N(s),T(s)) =

A%

bulunur. Buldugumuz bu denklemde (T (s),(s))=0 ve (N(s),T(s)) =Oesitlikleri

yerine yazilirsa

(B(s),a(s)) == (335)

KT
elde edilir. Simdi de (3.3.2) denkleminin her iki tarafinins ’ye gore tiirevi alinarak

Frenet tlirev formiilleri uygulanirsa;
a'(s)=c,T(s)+c,(kN(s))+c,N(s)+c,(—«T (s)
+7B(s))+¢, B(S)+Cy(—7N(s))
T(s)= (c — KC )f( )+(ch1+02 —rcS)N(s)
(s

e el JB6)
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ve buradan
1=¢ —-«xc,, 0=xc +C, —7C,
oldugundan
0=1c,+C,, (3.3.6)
elde edilir. (3.3.2) ve (3.3.3) esitliklerinden:
(T (), A(s)T (5)+ 4 (s)N(s)+4(s)B(s)) =0,

C(S)(T(s), T(s)+C,(s)(T(s),N(s)+c,(s)(T (s),B(s)y=0

c,(s)=0
bulunur. Elde edilen bu esitlik (3.3.6) denkleminde kullanilirsa;

1=¢, —«c,
1=0-«c,(s)
-1
cz(s):? (3.3.7)

e (s)= ) Ll(lj (338)

ve

olur. Sonug olarak, bir egrinin kiiresel olma sarti;

L{l(l} J -0 (3.3.9)
K T\ K
veya

T x'

——(—j =0 (3.3.10)

K TKZ
elde edilir. Simdi o'(s)=T(s) esitliginin her iki tarafinin s ’ye gére tiirevi alinarak

Frenet tlirev formiilleri uygulanirsa;
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a"(s)=T'(s)=xN(s) (3.3.11)

N(s):%a"(s) (3.3.12)

bulunur. (3.3.11) esitliginin her iki tarafinin s ’ye gore tekrar tiirevi alinarak Frenet

tiirev formiilleri uygulanirsa;

B(s)=—a"(s)-5-a"(s)+ ' (s)

KT KT T

olur. a(s):Cl(s)'I:(S)+CZ(S)N(S)+C3(S)§(S) esitliginde bulunan tiim degerler

yerine yazilirsa;

14 ro
a(s):?N(s)Jr:ZTB(s)

-1(1 , ' (1 , ', K,
a(S)z?(;a (S))+K—2T(K—Ta (5) -5 a(5)+ % (s)j
a()- 2 an (- Sk SR a1y

elde edilir ve (3.3.14) esitliginin her iki tarafi x*z ile ¢arpildiginda
K*tPa(s) = —*ra" (s) + k' " (s)— (k') @"(s) + K’k (8)
e (s) - (k772 + () ' (5)+ KK @ (s) - x*T°ar(5) =0 (33.15)
oOlur ve teorem ispatlanmis olur.m
Teorem 3.3.2: a(s): IcR— E bigiminde bir kiiresel egri olmak iizere kiirenin

yarigapi

(&) (3.3.16)

seklindedir [13].

ispat: a(s):1 =R —>R® bigiminde bir kiiresel egri olsun. O halde
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(a(s),a(s)=r? (3.3.17)
esitligini yazabiliriz ve (3.3.17) denkleminin her iki tarafin s’ye gore tiirevi

alindiginda,

(@'(s),a(s))+(a(s),a'(s)y=0

oldugundan
(a(s),a'(s)) =0 (3.3.18)

olur. Bulunan bu (3.3.18) esitligin s ’ye gore tiirevi alindiginda,

(a(s),a"(s)y=-1 (3.3.19)
elde edilir. Son defa bulunan (3.3.19) esitligin s ’ye gore tiirevi alindiginda,
(a'(s),a"(s)+(a(s),a"(s))=0

(a(s),a"(s)y=0 (3.3.20)
olur. (3.3.15) esitliginin her iki tarafina ¢(s) ile i¢ carpim uygulanir ve bulunan
(3.3.17), (3.3.18), (3.3.19) ve (3.3.20) esitlikleri yerine yazilirsa;

e (s),a” () = (k2" + (k) (e (s).a"(s)
e (s). o ()~ a(s).a(s) =0
K'7°r’ = kK’ +(K')2

(<)

4 2
KT

2

r’=-—+

1
K2

bulunur ve ispat tamamlanmis olur. g
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4. E® OKLID UZAYINDA BiSHOP CATISINA GORE KURESEL EGRILER
ICIN DIFERANSIYEL DENKLEM KARAKTERIZASYONLARI

Bu béliimde 3-boyutlu Oklid uzayinda Bishop catisina gore kiiresel egriler

i¢in diferansiyel denklem karakterizasyonlarini inceleyecegiz.
Teorem 4.1: a(S):IcR—) E® yay uzunlugu parametresi s olan bir kiiresel egri
olsun. Eger a=a(s)=cT(s)+c,N,(s)+c,N,(s) bir kiire belirtiyorsa Bishop
catisina gore, C,,C,,C; € R olmak iizere kiiresel egrilikleri arasindaki baginti

Ck, +Ck, =1
seklindedir.
Ispat: «(s), E® de yay uzunlugu parametresi s olan birim hizl bir kiiresel egri

olsun. Bu egrinin konum vektort,

a(s)=cT(s)+c,N,(s)+c,N,(s) (4.1)

seklindedir. (4.1) denklemin her iki tarafina sirastyla T (s),N,(s)ve N,(s) ile ic

carpim uygulandiginda

(4.2)

c, :<Nl(s),a(s)> (4.3)

¢, =(N,(s).a(s)) (4.4)
bulunur. (3.3.17) ve (3.3.18) esitliklerinden
(T(s).a(s))=0 (4.5)

elde edilir. O halde (4.2) esitliginden c, =0 bulunur. (4.5) esitliginin s parametresine

gore tlirevi alindiginda
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<Ta'(s),a(s)>+<a(s),a'(s > =0
<kll\al1 (s)+k,N, (s),a(s)> +<T(s),T(s)> =0
(N, (5)+k,N, (s),d(s)) =1 (4.6)
kl<Nl(s),a(s)> +k, <N2 (s),a(s)> =-1
k,C, +k,c, =1 (4.7)

elde edilir. (4.6) esitliginin her iki tarafinin s’ ye gore tirevi alinir ve gerekli

islemler yapilirsa,

k/c, +k,'c, =0 (4.8)
elde edilir. (4.7) ve (4.8) esitlikleri ortak ¢6ziim yapilirsa;
K,/ K, +k,C, =1 }

—k, ! k'c,+k,c,=0

k,'k.c, +k,k,Cc, =K, | 4.9)
—k,k,'c, —k,k, ¢, =0
elde edilir. (4.9) sistemindeki denklemler taraf tarafa toplandiginda
c, (kz'kl - kzkl') -k,
C2 = ! _kz !
kz k1 - kal
= (N, (s), ar(s)) = ——e— (4.10)
kz k1 - k2k1

elde edilir. Benzer sekilde (4.7) ve (4.8) denklemlerinden
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k,'k,c, +k,'k,c, =k,
'k, —kk,c, =0
c, (kl'kz - klkz') _—

= # (4.12)
K, k, —K,k;
elde edilir. Bu durumda a(s) kiiresel egrisi ¢at1 elemanlarinin lineer birlesimi
olarak ;
a(s)=cT(s)+C,N,(s)+c;N,(s)
seklinde yazilabilir.(4.1) denkleminin her iki tarafinin S parametresine gore tiirevi

alindiginda

(
@/(5)=T ()=T (3)(cl e e ) + Ny (5) (e 1) (4.12)
+N, (s)(ck, +¢5)

elde edilir. Burada (4.12) esitligin iki tarafina 'IT(S) ile i¢ carpim uygulandiginda,

(ci—c,k —ck,) =1
esitligi elde edilir. Burada ¢, =0 oldugundan
ck +ck, =-1
elde edilir. Boylece teorem ispatlanmis olur. m
Teorem 4.2: E® de merkezi M ve yarigapr r olan bir kiire yiizeyi iizerindeki bir
X =X (s) egrisini karakterize eden diferansiyel denklem
(Ksk, +kik, ) X" = (kg2 +k;?) X"+ (k2 + k7 ) (Kgk, +kik, ) X" = (kik, —kgk,)* X =0.

ile verilir. Burada k;,k, Bishop catisina gore egrinin birinci ve ikinci egrilikleridir.
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Ispat: Kiirenin merkezi M  olmak iizere, kiire iizerindeki birim hizli bir egrinin bir

X=X (S) noktasini alalim. O halde

M ()] =r
(X=M,X-M)=r" (4.12)
olur. Simdi;
g(s)=(X-M,X =M })-r’=0 (4.13)

fonksiyonu tanimlayalim. (4.13) in iki tarafinin S parametresine gore tiirevi

alindiginda;

dg(s):<@,g_m>+<>€_m,@>—ozo

ds S ds
2<@,X—M>=o
ds
dax X —M }=0
ds’ B
dg(s _ S
d(s):<T(s),X—M>:O (4.14)

ki (N; (), X =M )k, (N, (s), X =M ) =1 (4.15)

(4.15) esitligin her iki tarafinin S parametresine gore tiirevi alinirsa

k/(Ny(s), X =M )+k; (N, (5), X =M ) =0 (4.16)
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olur. (4.15) ve (4.16) esitliklerinde
<Nl(s),X—M>:a ve < 42(3),X—M>:b
olarak alinirsa
ka+khb=-1
kia+kb=0 (4.17)
denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sisteminde ortak ¢6ziim yapildiginda
—k; Tka+kb=-1= —kka-kkb=Kk,
k,/ka+kb=0 = kkia+kkhb=0
= a(kk/—kk )=k,
a= ke
kzkl’ - k£k1
dk,

N, (s), X =M ___ds (4.18)
( )5

ds ds *
elde edilir. Benzer bigimde

k' Ika+kb=-1 = —kka-kkb=k
k/ka+kib=0 = kka+kikb=0
= b(kjk, —k,k) =k
_kl’

= b=
kzkl_kal
_dk
N VAR YA ds
<N2(s),X M>_—dk1k ", (4.19)
ds 2 ds *

elde edilir. O halde MX = X —M vektériinii Bishop ¢atisinin lineer birlesimi olarak,
X =M =aT (s)+ N, (s)+»N,(s) (4.20)
seklinde yazilabilir. (4.20) denklemdeki «,f ve y degerlerini bulalim. (4.20)
esitliginin her iki tarafina T (s) ile i¢ carpim uygulanirsa;
(T(s), X =M )=a(T(s).T(s))+B(T ()N (s))+7(T (5),N, (s))
elde edilir. Buradan

=0 (4.21)
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bulunur. (4.20) esitliginin her iki tarafina Nl(s) ve Nz (s) ile i¢ carpim

uygulanirsa;

(Ny(s), X =M )=a(Ny(s),T (s))+ B(N;(s), Ny (s))+ 7 (N, (s), N, (3))
<N1(s), X

_ ds
B= dk dk, (4.22)

_dky
y 3 ds (4.23)
&, o
ds 2 ds °

elde edilir. Kiirenin merkez denklemi (4.21), (4.22) ve (4.23) esitlikleri (4.20)
denkleminde yerine yazilirsa,
dk, dk,

A% O  |N(s)el——0s |y

M =X dk, dk, N1(5)+ dk, dk, NZ(S), (4.24)
7k2_7k1 7k2_7k1
ds ds ds ds

bi¢iminde elde edilir. Kiirenin yarigap1

r=(X-M,X-M)

2

dk, dk,
ds ds
Iy | T dk
ds * ds * ds ° ds °
PP O || O (4.25)
dk,_dk, dky_dk

ds  ds ds ds
elde edilir. Eger kiirenin merkezi orijin (M = O) ise kiire yiizeyindeki egrinin konum

vektori
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dk, _ dk,

7 _ ds ds

T A
ds 2 ds ' ds 2 ds

seklindedir. (4.24) esitliginden
X :m Nl(s)—m N, (s)
yazilabilir. X = X (s) birim hizlt egri oldugundan
X'=T(s)
esitligi vardir. (4.28) esitliginin s parametresine gore tiirevi alindiginda
X" =T (s)=kN,(s)+k,N,(s)
olur. (4.29) esitliginin S parametresine gore tiirevi alindiginda
X" =kIN, (s)+kN/(s)+k;N, (s)+k,N;(s)
X" =kN, (8) k2T (8)+k;N, (8)—k, T (s)
X" =—(k?+k,* )T (s)+kN, () +k;N, (s)
elde edilir. (4.29) ve (4.30) esitliklerinden;
—kj 1 X" =kN, (s)+k,N,(s)
ko I X" ==(k?+k;7) X"+ kN, (s)+k;N, (s)
()= kzi"'—kzi"l': kzk(’llzf +k,7) X'
1K, =Kok

ve benzer sekilde
—k/ I X" =kN, (s)+k,N, (s)
k /X" == (k2 +k,2) X"+ KN, (s) + k;N, (s)

%, (5) = kX" — kpZ"Tkl ('kl2 +k,?) X’
k1k2 o k1k2

bulunur. (4.27) denkleminde (4.31) ve (4.32) esitlikleri yerine yazilirsa
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gk kX" =k X"k, (k2 + k2 ) X
k'k, —kik k'k, — Kok,

k.k; —k/k,

- k! k, X"~k X" +k, k +k,2) X
X = -
kik, — Kk, kik, —

k! kX" - kX"+k(k +k,?) X
k/k, —kok

K! X" =KX "+ K (k7 k) X
Kk, —kik

koky + kK k2 +k/? T
(kik, =kgky )" (kik, —kgk, )’

. (K + k2 ) (kak, + ki, ) <
(kik, —kgk, )’

X =

(4.33)

(kgkz+kl'kl)>2"'—(k;2+k1'2)>2"+(kf+k§)(k;k2+k;kl)>2'—(kl'k2—k;kl)2 X =

seklinde kiire yiizeyindeki bir egrinin konum vektoriiniin 3.dereceden bir diferansiyel

denklemi elde edilir.m
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SONUC

Bu tez calismasinda E® Oklid 3-uzayinda Frenet gatisina gore kiiresel egriler
detayli bir sekilde incelenip, bu egrilerle ilgili temel teoremler ispatlartyla beraber
verilmistir. Daha sonra diferansiyel denklem ve integral karakterizasyonlari
incelenmistir. Ozellikle Oklid 3-uzayinda Bishop catisma gore kiiresel egriler
incelenerek, bir kiiresel egriyi karakterize eden 3.mertebeden bir diferansiyel

denklem elde edilmistir.
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