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Danışman: Dr. Öğr. Üyesi Hüseyin KOCAYİĞİT 

 

 

Bu tez  altı bölümden oluşmaktadır. 

 

 Birinci bölümde, kuaterniyonlar ve kuaterniyonik eğriler  hakkında genel 

bilgi verilmiştir.  

           

İkinci bölümde, eğriler ve yüzeyler teorisindeki temel ifadelerin tanımları ve 

teoremleri verilmiştir. 

 

Ücüncü bölümde, nE  Öklid uzayında küresel eğri tanımı, küresel eğri olma 

şartları ve diferensiyelenebilir bazı eğrilerin karakterizasyonları verilmiştir. 

 

 

Dördüncü bölümde, kuaterniyonlar teorisindeki temel ifadelerin tanımları ve 

reel kuaterniyonların özellikleri verilmiştir. 

 

 Beşinci bölümde, 3  ve 4 boyutlu Öklid uzayında kuaterniyonik eğriler 

tanımlanıp, kuaterniyonik Frenet formülleri hesaplanışları verilmiştir. Ayrıca 

kuaterniyonik eğrilikleri ile Frenet türevleri arasındaki formüller verilmiştir. 

 Altıncı bölümde, 3E  ve 4E  Öklid uzaylarında herhangi bir kuaterniyonik 

uzay eğrisinin küresel kuaterniyonik eğrisi olmasını veren diferensiyel denklemler 

hesaplanılmıştır. Ayrıca, bu denklemlerin kuaterniyonik çatıya göre bazı 

karakterizasyonları verilmiştir. 

 

Anahtar Kelimeler: Reel kuaterniyon, küresel eğri, kuaterniyonik eğri, 3 boyutlu 

ve 4 boyutlu Öklid uzayı, Frenet çatısı 

2018, 40 sayfa 
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1. BÖLÜM 

GİRİŞ 

 

Kuaterniyonlar, İrlandalı matematikçi Rowan Hamilton’un karmaşık sayıları 

3 boyutlu uzaya genelleştirmek amacıyla yaptığı çalışmalar sırasında bulmuştur. 

Hamilton ilk olarak kompleks sayılar üzerinde çalışmış ve kompleks sayıların bir 

cebir yapısı oluşturduğu sonucuna varmıştır. Kuaterniyonların toplama ve çarpma 

işlemlerini tanımlayabildiği halde bölme işlemi için bir metot geliştirememiştir. 

Hamilton, çarpma işlemine göre değişmeli olmadığını da anlayınca 

2 2 2

1 2 3 1e e e  özelliğine sahip üç imajiner birim tanımlamıştır. Böylece 

kuaterniyon ismini verdiği 4 boyutlu vektörleri keşfetmiştir [2]. 

 

RQ  reel kuaterniyonlar cümlesinde [0,1]s I  olmak üzere, 

1

:

( ) ( )

R

n

i i

i

I Q

s s s e
 

olarak tanımlanan diferansiyellenebilir  eğrisine uzaysal kuaterniyonik eğri denir 

[8] . 

Regüler bir eğrinin, belirli bir noktasındaki teğet, asal normal ve binormal birim 

vektörlerinden meydana gelen üçyüzlü, Frenet üçyüzlüsü olarak adlandırılır 

Kuaterniyonik eğriler ve kuaterniyonik Frenet formülleri ilk olarak 3E  ve 4E  de  bir 

eğrinin Frenet formüllerini uzaysal kuaterniyonlar yardımıyla K. Barathi ve M. 

Nagaraj tarafından incelenmiştir [2]. 

 

Bu çalışmada, reel kuaterniyonların cebirsel özellikleri verildikten sonra 3E  ve 4E  

Öklid uzayında  herhangi bir  kuaterniyonik uzay eğrisinin, küreselliğini veren 

diferensiyel denklemler hesaplanılmıştır. Ayrıca, bu denklemlerin kuaterniyonik 

çatıya göre bazı karakterizasyonları verilmiştir. 
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2. BÖLÜM 

ÖKLİD UZAYINDA TEMEL KAVRAMLAR 

 

Bu bölümde Öklid uzayı, Öklid metriği, Öklid çatısı, eğri, birim hızlı eğri, eğrilik, 

burulma, Frenet çatısı gibi eğriler ve yüzeyler teorisindeki temel ifadelerin tanım ve 

teoremleri verilecektir.  

 

Tanım 2.1. Bir reel afin uzay A  ve A  ile birleşen n  boyutlu vektör uzayı 

V olsun. V  vektör uzayı üzerinde 1 2,( , ..., )nx x xx , 1 2( , ,..., )ny y yy  olmak üzere,  

                

1

, :

( , ) ,
n

i i

i

 

 

V V

x y x y x y
 

şeklinde bir iç çarpımı tanımlanırsa,  A  afin uzayının nboyutlu bir Öklid uzayı 

denir ve nE  ile gösterilir [6]. 

 

Tanım 2.2.  Bir reel afin uzay A  ve A  ile birleşen n  boyutlu vektör uzayı V  

olsun. V   vektör uzayı üzerinde 1 2,( , ..., )nx x xx  olmak üzere,    

 
:

,

V

x x x x
 

şeklinde norm fonksiyonu tanımlanır. 

Tanım 2.3. n boyutlu bir reel iç çarpım uzayı V  ile birleşen bir Öklid uzayı 

nE olsun. V vektör uzayı üzerindeki norm ,  olmak üzere, 

            

1 22

1 1 2

:

( , ,..., )
( , ) ( ) , ,

( , ,..., )

n n

n
n

i i

i n

d E E

X x x x
d X Y y x

Y y y y
XY
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olarak tanımlanan fonksiyona nE , nboyutlu Öklid uzayında uzaklık fonksiyonu 

ve her , nX Y E  için ( , )d X Y  değerine de X  ile Y  noktaları arasındaki uzaklık adı 

verilir [6].  

 

Teorem 2.1. nE , nboyutlu Öklid uzayında uzaklık fonksiyonu bir metriktir [6]. 

 

Tanım 2.4. nE , nboyutlu Öklid uzayında tanımlanan uzaklık fonksiyonuna, 

nboyutlu Öklid uzayında Öklid metriği denir [6]. 

 

Tanım 2.5. nE , n -boyutlu Öklid uzayında farklı üç nokta , ,X Y Z  olsun. XY  ile 

XZ  vektörleri arasındaki    açısı, 0     olmak üzere, 

                                                   
,

cos 
XY XZ

XY XZ
  

dır [6]. 

 

Tanım 2.6. n , nboyutlu reel iç çarpım uzayı ile birleşen nE  Öklid uzayında, 

sıralı bir  0 1, ,..., nP P P  nokta ( 1)n  lisi için eğer  0 1 0 2 0, ,..., nP P P P P P  vektör 

sistemi n  iç çarpım uzayının bir ortanormal bazı ise bu nokta ( 1)n  lisine bir dik 

çatı veya Öklid çatısı denir [6]. 

 

Tanım 2.7. 
nE , nboyutlu Öklid uzayında bir X  noktasının nE  Öklid uzayında 

ki standart Öklid çatısına göre ifadesi, 

 0 0

1

n

i i

İ

xE X = E E  
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dir. Burada , : (1 )n

ix E i n  fonksiyonlarına X noktasının Öklid koordinat 

fonksiyonları ve 1 2, ,..., nx x x  sıralı ve reel değerli fonksiyonlar n lisine de nE , 

nboyutlu Öklid uzayının Öklid koordinat sistemi denir [6].   

 

Tanım 2.8. I  bir açık aralık, 

                                 
1 2

:

( ) ( ( ), ( ),..., ( ))

n

n

I E

s s s s s
 

diferensiyellenebilir bir fonksiyon olsun. Bu taktirde ( ) nI E  alt kümesine nE , 

nboyutlu Öklid uzayında ( , )I  koordinat komşuluğu ile verilen bir eğri denir. 

I  aralığına, eğrisinin parametre aralığı ve s I  değişkenine de ( )s  eğrisinin 

parametresi denir [6].   

 

Tanım 2.9. M eğrisi nE , nboyutlu Öklid uzayında ( , )I  koordinat komşuluğu 

ile verilen bir eğri,  

                                   1 2( ) ( ( ), ( ),..., ( ))ns s s s  

olsun. Bu taktirde, 

                      1 2( ) , ,..., n

s
s s s s

dd dd
s

ds ds ds ds
 

tanjant vektörüne, M eğrisinin ( )s  noktasında ki hız vektörü denir [6]. 

 

Tanım 2.10. 
nM E eğrisi, ( , )I  koordinat komşuluğuyla verilsin. 

   
:

( ) ( )

I

s s s
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şeklinde tanımlı  fonksiyonuna,  M eğrisinin ( , )I  koordinat komşuluğuna göre 

skalar hız fonksiyonu, ( )s  reel sayısına M eğrisinin ( )s  noktasında ki skalar 

hızı denir. Eğer, ( ) 1s  ise, M  eğrisine birim hızlı eğri ve s I  parametresine 

de eğrinin yay parametresi denir [6].   

 

Tanım 2.11. nM E eğrisi, ( , )I  koordinat komşuluğuyla verilsin. ,a b I  olmak 

üzere, 

                                           ( )

b

a

s s ds  

reel sayısına M  eğrisinin ( )a  ve ( )b  noktaları arasındaki yay  uzunluğu denir [6]. 

 

Tanım 2.12. M  eğrisi nE , nboyutlu Öklid uzayında ( , )I  koordinat komşuluğu 

ile verilen bir eğri ve  

                                           ( )( , ,..., )r  

sistemi lineer bağımsız olsun. 

                                           ( ) { },k

pS k r  

olmak üzere, lineer bağımsız sisteminden elde edilen 1 2, ,..., rV V V  ortonormal 

sistemine M eğrisinin Serret – Frenet r ayaklı alanı , m M için 

1 2( ), ( ),... ( )rm m mV V V  sistemine m M  noktasındaki Serret – Frenet r ayaklısı 

ve her bir , 1iV i r  vektörüne de Serret –  Frenet vektörü denir [6]. 

 

Tanım 2.13. M  eğrisi nE , nboyutlu Öklid uzayında ( , )I  koordinat komşuluğu 

ile verilsin. s I  yay parametresine karşılık gelen ( )s M  noktasındaki Frenet 

r ayaklısı 1 2( ), ( ),..., ( )
r

V s V s V s olmak üzere,  
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1

: (1 )

( ) ( ), ( )

i

i i i

k I i r

s k s s sV V
                                  (2.1) 

 

şeklinde tanımlı ik  fonksiyonuna M  eğrisinin i inci eğrilik fonksiyonunu ve 

s I  için ( )ik s  reel sayısına da M  eğrisinin ( )s  noktasındaki i inci eğriliği 

denir [6].  

Teorem 2.2. 
nM E  eğrisi ( , )I  koordinat komşuluğuyla verilen s I  yay 

parametreli bir eğri olsun. M  eğrisinin ( )s  noktasında ki i inci eğriliği ( )ik s  

Frenet r ayaklısı da 1 2( ), ( ),... ( )rs s sV V V  olmak üzere, 

 

                       

1 1 2

1 1 1

1 1

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ), (1 )

( ) ( ) ( )

i i i i i

r r r

s k s s

s k s s k s s i r

s k s s

V V

V V V

V V

            (2.2) 

bağıntıları sağlanır [6]. 

Şimdi özel olarak 3n  ve 4n  durumunu ele alalım.  

 

Teorem 2.3. 
3M E  eğrisi ( , )I  koordinat komşuluğu ile verilsin. s I  yay 

parametresi olmak üzere, M  eğrisinin ( ), ( ), ( )t n bs s s  Frenet vektörleri,  

 

                                                

( ) ( ),

( )
( ) ,

( )

( ) ( ) ( )

s s

s
s

s

s s s

t

n

b t n

                                                   ( 2.3) 
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dir [6]. 

Teorem 2.4. 
3M E  eğrisi ( , )I  koordinat komşuluğu ile verilsin. s I  herhangi 

bir parametre olmak üzere, M  eğrisinin ( )s  noktasındaki ( ), ( ), ( )t n bs s s  Frenet 

vektörleri, 

                                                

( )
( ) ,

( )

( ) ( )
( ) ,

( ) ( )

( ) ( ) ( )

s
s

s

s s
s

s s

s s s

t

b

n b t

                                           (2.4) 

dır [6]. 

Teorem 2.5. 
3M E  eğrisi ( , )I  koordinat komşuluğu ile verilsin. s I  herhangi 

bir parametre ve M  eğrisinin ( )s  noktasındaki eğriliği ve burulması sırasıyla ( )s , 

( )s  olmak üzere, 

 

                                  

3

2

( ) ( )
( )

( )

( ) ( ), ( )
( )

( ) ( )

s s
s

s

s s s
s

s s

                                                 (2.5) 

şeklinde hesaplanır [9]. 

Teorem 2.6. 
3: I E  eğrisi s I  yay parametresi cinsinden verilsin. ( )s  

eğrisinin Frenet 3 ayaklısı ( ), ( ), ( )t n bs s s ; eğrilik ve burulması sırasıyla 

( ), ( )s s  olmak üzere, ( )s  eğrisinin Frenet formülleri, 
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( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

s s s

s s s s s

s s s

t n

n t b

b n

                                          (2.6) 

dir. Bu Frenet formüllerinin matris ifadesi, 

  

                                        

0 0

0

0 0

t t

n n

bb

 

şeklindedir [9].   

 

Teorem 2.7. 3: I E  eğrisinin herhangi bir parametresi s I  olsun. ( )s  

eğrisinin Frenet 3 ayaklısı ( ), ( ), ( )t n bs s s ; eğrilik ve burulması sırasıyla 

( ), ( )s s  olmak üzere, 

                                    

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ( ) ( ) ( ) ( ))

( ) ( ) ( ) ( )

s s s s

s s s s s s

s s s s

t n

n t b

b n

                               (2.7) 

şeklinde hesaplanır [6]. 

 

Teorem 2.8. 
4M E  eğrisi ( , )I  koordinat komşuluğu ile verilsin. s I  herhangi 

bir parametre olmak üzere, M  eğrisinin ( )s  noktasında ki ( ), ( ), ( ), ( )s s s sT N B E  

Frenet vektörleri, 
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2

2

( )
( )

( )

( ) ( ) ( ), ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ), ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) , ( 1)

( ) ( ) ( )

s
s

s

s s s s s
s

s s s s s

s s s s

s s s
s

s s s

T

N

B E T N

T N
E

T N

                    (2.8) 

 

dir. Burada ki vektörel çarpım aşağıdaki şekilde tanımlanır [6]. 

 

Tanım 2.13. ,A B  ve 4
C , 4  uzayının standart bazı , , ,T N B E  olmak üzere, 

 

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

( , , , )

, ( , , , )

( , , , )

a a a a
a a a a

b b b b
b b b b

c c c c
c c c c

T N B E
A

A B C B

C

 

determinantına 4  uzayında vektörel çarpım veya dış çarpım denir [6]. 

 

Teorem 2.9. 
4M E  eğrisi ( , )I  koordinat komşuluğu ile verilsin. s I  herhangi 

bir parametre ve M  eğrisinin ( )s  noktasındaki Frenet eğrilikleri ( ), ( )s s  ve ( )s  

olmak üzere,  
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2

4

2

(4)

( ) ( ) ( ), ( ) ( )
( ) ,

( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ,

( ) ( ) ( ), ( ) ( )

( ), ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )

s s s s s
s

s

s s s s
s

s s s s s

s s
s

s s s s

T N

E

T N

                            (2.9) 

şeklinde hesaplanır [6]. 

 

Teorem 2.10. 4: I E  eğrisi s I  yay parametresi ile verilsin. eğrisinin ( )s  

noktasında ki Frenet 4 ayaklısı ( ), ( ), ( ), ( )s s s sT N B E  ve eğrilikleri 

( ), ( ), ( )s s s  olmak üzere, 

 

                                    

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

s s s

s s s s s

s s s s s

s s s

T N

N T B

B N E

E B

                                       (2.10) 

 

şeklindedir. Bu formüllere Frenet formülleri denir. Bu formüllerin matris ifadesi,                               

                                       

0 0 0

0 0

0 0

0 0 0

T T

N N

BB

EE

                                             (2.11) 

şeklindedir [6]. 
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3. BÖLÜM 

 3E  ÖKLİD UZAYINDA KÜRESEL EĞRİLER  

 

Bu bölümde nE  Öklid uzayında küresel eğri tanımı,  bazı temel kavramlar, Öklid 

uzayında bir eğrinin küresel bir eğri olma şartları ve diferensiyellenebilir bazı 

eğrilerin karakterizasyonları verilecektir. 

 

Tanım 3.1. 
nM E  eğrisi ve p nS E  küresi verilsin. Eğer pM S  ise M  ye nE  

n boyutlu Öklid uzayının bir küresel eğrisi denir. pS , Öklid uzayında   

p boyutlu herhangi bir küredir. 3n   ve  1p   halinde M  eğrisi bir çember 

veya çember yayıdır [6]. 

 

Buradan 3n  ve 2p  olduğunda 2M S  küresel eğrisi için bir karakterizasyon 

elde edilecektir  

 

Teorem 3.1. Kürenin merkezini O  orijin noktası alalım. Küre üzerine çizilmiş bir 

eğrinin normal düzlemlerinin O  noktasından geçeceği açıktır. Yani 2

0S , O  merkezli 

bir küre ve  2

0M S  küresel eğrisi verilsin. Bu taktirde, M  için koordinat 

komşuluğu s I   yay parametresi, 

 

                               ( ), ( ) ( ), 1 3i is s m s iV                                       (3.1) 

 

dir. Burada  1 2 3( ), ( ), ( )s s sV V V  ile M  eğrisinin ( )s  noktasındaki Frenet 

3 ayaklısını göstermektedir [6]. 
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Teorem 3.2. O   merkezli bir küre 2 3

0S E  olsun. Eğer 2

0M S  ise M  eğrisinin 

oskülatör küresi 2

0S  dir [6].  

 

Teorem 3.3. 3M E  eğrisi ( , )I  koordinat komşuluğu ile verilsin. ( ) 0s , 

3 0m  olmak üzere  için  noktasında oskilatör kürenin yarıçapı sabit 

olması için  gerek ve yeter şart oskilatör kürelerin merkezleri aynıdır [6]. 

 

Teorem 3.4. 3M E  eğrisi ( , )I  koordinat komşuluğu ile verilsin. s I  yay 

parametresi olmak üzere ( ) 0s , 3 0m  ise M  küresel bir eğri olması için gerek 

ve yeter şart 3 0m m  olmasıdır [6]. 

 

Teorem 3.5. , s  yay parametresi ile verilmiş bir eğri olsun.  eğrisi 

merkezi c  ve yarıçapı r  olan bir küre üzerinde olması için gerek ve yeter şart, 

 

                                               

2 2

21 1 1
r                                                               (3.2) 

olmasıdır [6].  

. 

Teorem 3.6.  boyutlu Öklid uzayında  yay parametresiyle verilmiş  

eğrisinin küresel bir eğri olması için gerek ve yeter koşul  herhangi iki sabit 

olmak üzere, 

                                                   
1

cos sinA ds B ds                                           (3.3)               

eşitliğinin sağlanmasıdır [6]. 
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4.BÖLÜM 

KUATERNİYONLAR 

 

Kuaterniyonlar, 1843 yılında İrlandalı matematikçi William Rowan Hamilton (1805-

1865)  kompleks sayıları 3 boyutlu uzaya genelleştirmek amacıyla yaptığı 

çalışmalar sırasında bulunmuştur. Kuaterniyonlar ilk olarak, 13 Kasım 1843 yılında 

“On a new Species of Imeginary Quantities connected with the Theory of 

Quaternions.” adlı makalede yayımlanmıştır [2]. 

 

Bu bölümde, kuaterniyonlar teorisindeki temel ifadelerin tanımları ve bazı özellikler 

verilmiştir. Özellikle reel kuaterniyonların cebirsel yapıları üzerinde durulmuş ve 

bunların  bazı özellikler verilmiştir.  

 

4.1. Kuaterniyon Cebiri 

 

Tanım 4.1.  0 0 1 1 2 2 3 3{ }RQ q a a a ae e e e  

 cümlesini ele alalım. 0 1 2 3{ , , , }e e e e  birimlerinin çarpımları, 

2 2 2 2

0 0 1 2 3

1 2 3 2 3 1 3 1 2

2 1 3 3 2 1 1 3 2

1, 1, 1

. , . , .

. , . , .

e e e e e

e e e e e e e e e

e e e e e e e e e

 

dir. RQ  nin her bir elemanına reel kuaterniyon denir. 0 1 2 3, , ,a a a a  reel sayılarına q  

nun bileşenleri denir. 1 2 3, ,e e e  birimleri 3 boyutlu reel vektör uzayının dik 

koordinat sistemi olarak alınabilir.  

                                          0 0 1 1 2 2 3 3q a a a ae e e e  
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Reel  kuaterniyonunun skaler kısmı 
qS  ve vektörel kısmı 

qV  olmak üzere iki kısma 

ayrılır.  

                                        q qq S V                

                                        0qS a  

                                         1 1 2 2 3 3q a a aV e e e  

şeklindedir [7]. 

Tanım 4.2.  1 2, Rq q Q  herhangi iki kuaterniyon olmak üzere bu iki kuaterniyonun 

toplamı; 

                   
1 2 1 21 2 1 2

:

( , ) ( ) ( )

R R R

q q q q

Q Q Q

q q q q S S V V
 

şeklinde tanımlanır. 
1 2
,q qS S  ve “+” işlemi  deki toplama işlemidir. 

1 2
,q qV V  

birer reel vektör olup “ ” işlemi reel vektör uzayındaki toplama işlemidir [7]. 

 

Tanım 4.3. Bir skaler ile bir reel kuaterniyonun çarpımı; 

   
:

( , )

R R

q q

Q Q

q q q S V
 

şeklinde tanımlanır ve aşağıdaki özellikleri sağlar.  

 

i)  ve 1 2, Rq q Q  

    1 2 1 2( ) ( ) ( )q q q q  

 

ii) 1 2,  ve Rq Q  

     1 2 1 2( ) ( ) ( )q q q  
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iii) 
1 2,  ve Rq Q  

      1 2 1 2( . ) ( )q q  

 

iv) 1 q q  

Böylece  { , , , ,., }RQ  sistemi bir reel vektör uzayıdır [7]. 

  

Tanım 4.4. Reel kuaterniyonların çarpımı,  

              
:

( , ) ,

R R R

q p q p p q q p q p

Q Q Q

q p q p S S S SV V V V V V
 

şeklinde tanımlanır. Burada “ , ” 3  teki iç çarpım ve “ ” 3  teki vektörel 

çarpımdır [7].  

                                 

0 0 1 1 2 2 3 3

0 0 1 1 2 2 3 3

q a a a a

p b b b b

e e e e

e e e e

 

olmak üzere,  

 

0 0 1 1 2 2 3 3 0 0 1 1 2 2 3 3( ) ( )q p a a a a b b b be e e e e e e e  

             0 0 1 1 2 2 3 3 0 1 1 0 2 3 3 2 1( ) ( )a b a b a b a b a b a b a b a b e  

                             0 2 2 0 2 1 1 3 2 0 3 3 0 1 2 2 1 3( ) ( )a b a b a b a b a b a b a b a be e  

dir.  
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Tanım 4.5. Bir Rq Q  kuaterniyonun eşleniği; 

                           q qq S V  

olmak üzere, 

                            
: R R

q q

Q Q

q q S V
 

şeklinde tanımlanır. Aşağıdaki özellikleri sağlar [2, 8].  

1 2, , ,Rq q Q a b  

i) 1 2 1 2( ) ( ) ( )aq bq a q b q  

 

ii) 1 2 2 1( )q q q q  

 

iii) ( )q q  

 

Tanım 4.6. Kuaterniyonik iç çarpımı; 

                               

:

1
( , ) ( , ) [ ]

2

R Rh Q Q

p q h p q p q q p
 

şeklinde tanımlanır. Reel değerli, simetrik, bilineer h  fonksiyonu, iç çarpım 

aksiyomlarını sağlar. 

i) Simetri aksiyomu: , Rp q Q  için, 

                                         ( , ) ( , )h p q h q p  

ii) Bilineerlik aksiyomu: c  ve , , Rp q r Q  için, 
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( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , )

h cp q ch p q h p cq

h p q r h p q h q r

h p q r h p q h p r

 

iii) Pozitif tanımlılık aksiyomu: Rp Q  için, 

                                          
2

( , ) 0h p p p p p  

                                            ( , ) 0 0h p p p  

olur [2, 8]. 

 

Tanım 4.7. Eğer , Rp q Q  kuaterniyonları için ( , ) 0h p q  oluyorsa p  ile q  

kuaterniyonlarına h  ortogonal denir [2, 8]. 

 

Tanım 4.8. 0 0 1 1 2 2 3 3 Rq a a a a Qe e e e  kuaterniyonunun normu, 

                                             
: RQ

q
 

olmak üzere,  

         

2

2 2 2 2

0 1 2 3

( , )h q q q q q q q

a a a a
 

eşitliğini sağlayan q  reel sayısına q  kuaterniyonun normu denir [2, 8].  

 

Tanım 4.9. Bir Rq Q  kuaterniyonun tersi,  

                                           

1

1

( ) : 0 0R RQ Q

q
q q

q
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şeklinde tanımlanır. Ters eleman tanımından,  

                                             1 1q q q q  

eşitliği doğrulanır. 0q  olmak üzere Rq Q  elemanının bir 1q  tersi vardır. 

Böylece RQ  cebiri bir bölüm cebiridir [7]. 

 

Tanım 4.10. 0q  olmak üzere, p  kuaterniyonunu, q  kuaterniyonu ile bölmek 

için, kuaterniyon  çarpımının değişme özelliği olmadığından,  p  kuaterniyonu 

q kuaterniyonu ile sağdan ve soldan çarpılırsa, 

                                               1

1r p q  

                                               1

2r q p  

elde edilir. Burada 1r  kuaterniyonuna, p  kuaterniyonunun q  kuaterniyonu ile 

sağdan bölümü, 2r  kuaterniyonuna, p  kuaterniyonunun q  kuaterniyonu ile soldan 

bölümü denir. Kuaterniyon çarpımı değişmeli olmadığından, 1 2r r  dir [7]. 

 

Tanım 4.11. Normu bir olan kuaterniyona birim kuaterniyon denir ve 0q  ile 

gösterilir. 0q  birim kuaterniyonu,  

                0 0 1 1 2 2 3 3 Rq a a a a Qe e e e  

           
2 2 2 2 2

0 1 2 3( , )q h q q q q a a a a  

olmak üzere,  

                                      0 0 1 1 2 2 3 3
0

2 2 2 2

0 1 2 3

a a a aq
q

q a a a a

e e e e
 

dir [7]. 
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Tanım 4.12. Eğer Rq Q  kuaterniyonunda,  

                                       0q q  

ise q  kuaterniyonuna bir uzaysal kuaterniyon denir. Uzaysal kuaterniyonların 

cümlesi 3 boyutlu vektör uzayı 3  uzayına izomorftur. Burada  q  

kuaterniyonunda,  0, 0q qS V  dir. Ayrıca, p  ve q  gibi iki uzaysal 

kuaterniyonun kuaterniyonik çarpımı: 

                                      ,p q p q p q  

şeklindedir. Dolayısıyla, iki uzaysal kuaterniyon birbirine dikse kuaterniyon 

çarpımları vektörel çarpımlarına, parelel ise kuaterniyon çarpımları bu iki vektörün 

skaler çarpımının ters işaretlisine eşit olur [2]. 

 

Tanım 4.13. Eğer Rq Q  kuaterniyonunda, 

                                       0q q  

ise, q  kuaterniyonuna temporal kuaterniyon denir. Burada q  kuaterniyonunda, 

                                          0, 0q qS V  

dir.  Ayrıca  p  ve q  gibi iki temporal kuaterniyonun kuaterniyonik çarpımı:  

                                           ,p q p q  

şeklindedir. Dolayısıyla iki temporal kuaterniyon birbirine dikse kuaterniyonik 

çarpımları 0  olur.  

Genel olarak bir q  kuaterniyonu, 

                                            
1 1

( ) ( )
2 2

q q q q q  

şeklinde bir uzay kuaterniyon ile bir temporal kuaterniyon toplamı olarak yazılabilir 

[2,7] 
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5.BÖLÜM 

KUATERNİYONİK  EĞRİLER  VE FRENET ÇATI  ELEMANLARI 

 

Bu bölümde, 3  ve 4  boyutlu Öklid uzayında kuaterniyonik eğriler tanımlanıp, 

kuaterniyonik Frenet formülleri hesaplanmıştır. Bununla birlikte kuaterniyonik 

eğrilikler ile Frenet vektörlerinin türevleri arasındaki formüller verilmiştir.  

 

Tanım 5.1. RQ  reel kuaterniyonlar cümlesinde [0,1]s I  olmak üzere, 

                                 

1

:

( ) ( ) , (1 3)

R

n

i i

i

I Q

s s s ie
                       (5.1) 

olarak tanımlanan diferansiyellenebilir  eğrisine uzaysal kuaterniyonik eğri denir 

[8]. 

 

Teorem 5.1. 3: I E , birim hızlı uzaysal kuaterniyonik eğrisi [0,1]s  yay 

parametresi ile verilsin. ( )s , uzaysal kuaterniyonik eğrisinin 1 2( ), ( ), ( )s s st n n  

kuaterniyonik Frenet çatısı,  

 

                                                1

2 1

( ) ( )

( )
( )

( )

( ) ( ) ( )

s s

s
s

s

s s s

t

n

n t n

                                                 (5.2) 

şeklinde hesaplanır. Kuaterniyonik Frenet vektörleri arasında, 
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1 1 2 2

1 2 1

1 2 2 1

2 1 2

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

s s s s s s

s s s s s

s s s s s

s s s s s

t t n n n n

t n n n t

n n t n n

n t n t n

                      (5.3) 

olacak şekilde bir bağıntı vardır [2, 5].  

 

Teorem 5.2. 3: I E , uzaysal kuaterniyonik eğrisi verilsin. [0,1]s  herhangi bir 

parametresi olmak üzere, ( )s , uzaysal kuaterniyonik eğrisinin 1 2( ), ( ), ( )s s st n n  

Frenet vektörleri, 

 

                                  2

1 2

1
( ) ( ), ( ) ( )

( )

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

s s s s
s

s s s s
s

s s s s

s s s

t

n

n n t

                                       (5.4) 

şeklindedir [2, 5]. 

Teorem 5.3. 3: I E , uzaysal kuaterniyonik eğrisi verilsin. [0,1]s  herhangi bir 

parametresi ve ( )s  noktasındaki eğriliği ile burulması sırasıyla, ( ), ( )k s r s  olmak 

üzere, 

                             

3

2

( ) ( ) ( ) ( )
( ) , ( ) ( )

( )

( ( ) ( ), ( ))
( )

( ) ( ) ( ) ( )

s s s s
k s s s

s

h s s s
r s

s s s s

                    (5.5) 

şeklinde hesaplanır [2, 5]. 
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Teorem 5.4. 3: I E , uzaysal kuaterniyonik eğrisi [0,1]s  yay parametresi ile 

verilsin.  eğrisinin ( )s  noktasındaki Frenet 3 ayaklısı 1 2( ), ( ), ( )s s st n n  ve 

eğrilikleri de ( ), ( )k s r s  olmak üzere, eğrisi boyunca vektörlerinin türevleri ile 

eğrilikler arasındaki ilişki, 

 

                                      

1

1 2

2 1

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

s k s s

s k s s r s s

s r s s

t n

n t n

n n

                                          (5.6) 

biçimindedir. Bu formüllere kuaterniyonik Frenet Türev Yapı formülleri denir ve 

matris ifadesi,   

                                        1 1

2
2

0 0

0

0 0

k

k r

r

t t

n n

nn

                                                   (5.7) 

dir [2,5]. 

 

Tanım 5.5. RQ  reel kuaterniyonlar kümesinde [0,1]s I  olmak üzere, 

 

                    3

0

0

:

( ) ( ) , (0 3), ( 1)

R

i i

i

I Q

s s s ie e
                        (5.8) 

şeklinde tanımlanan eğriye kuaterniyonik eğri denir [2,8]. 
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Teorem 5.5. : RI Q  kuaterniyonik eğrisi herhangi bir [0,1]s  parametresi ile 

verilsin.  kuaterniyonik eğrisinin ( )s  noktasındaki 1 2 3( ), ( ), ( ), ( )s s s sT N N N  

kuaterniyonik Frenet vektörleri,  

 

                           

2

1 2

2 3 1

1
3

1

( )
( )

( )

( ) ( ) ( ( ), ( )) ( )
( )

( ) ( ) ( ( ), ( )) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) , ( 1)

( ) ( ) ( )

s
s

s

s s h s s s
s

s s h s s s

s s s s

s s s
s

s s s

T

N

N N T N

T N
N

T N

                           (5.9) 

dır. 

 

Teorem 5.6. : RI Q  kuaterniyonik eğrisi herhangi bir [0,1]s  parametresi ile 

verilsin.  kuaterniyonik eğrisinin ( )s  noktasındaki kuaterniyonik Frenet 

eğrilikleri, sırasıyla ( ), ( )K s k s  ve ( ( ) ( ))r s K s  olmak üzere, 

 

                      

2

4

1

2

(4)

3

1

( ) ( ) ( ( ), ( )) ( )
( )

( )

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ( ), ( )) ( )

( ( ), ( ))
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

s s h s s s
K s

s

s s s s
k s

s s h s s s

h s s
r s K s

s s s s

T N

N

T N

                                 (5.10) 

şeklinde hesaplanır [2,5]. 
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Teorem 5.7. : RI Q  kuaterniyonik eğrisi herhangi bir [0,1]s  parametresi ile 

verilsin. ( )s  noktasındaki kuaterniyonik Frenet 4 ayaklısı  

1 2 3( ), ( ), ( ), ( )s s s sT N N N  ve eğrilikleri de ( ), ( )K s k s  ve ( ( ) ( ))r s K s  olmak 

üzere, ( )s  kuaterniyonik eğrisi boyunca Frenet vektörleri ile eğrilikleri arasındaki 

ilişki aşağıdaki gibidir.  

 

                            

1

1

1 2

2 1

2 1 3

3 2

3 2

( ) ( ) ( ), ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ( ) ( )) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ( ) ( )) ( )

s K s s K s s

s s s

s K s s k s s

s s s

s k s s r s K s s

s s s

s r s K s s

T N T

N t T

N T N

N n T

N N N

N n T

N n

                             (5.11) 

 

Bu formüllere kuaterniyonik Frenet formülleri denir ve matris ifadesi, 

 

                                    
1 1

22

33

0 0 0

0

0 0 ( )

0 0 ( ) 0

K

K k k

k r K

r K

T T

N N

NN

NN

                              (5.12)    

 

şeklindedir. Burada seçilen ( )s  eğrisinin birim teğet vektörü ( )sT , 
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1

1

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

s s s

s s s

t N T

N t T

                                                   (5.13) 

 

bağıntısı ile verildi. O halde ( )s , kuaterniyonik eğrisinin burulması ( )s , uzaysal 

kuaterniyonik eğrisinin asli eğriliğidir. Ayrıca ( )s  uzaysal kuaterniyonik eğrisinin 

burulması ( )r s  ve ( )s  kuaterniyonik eğrisinin asli eğriliği ( )K s  olmak üzere, ( )s  

kuaterniyonik eğrisinin üçüncü eğriliği ( ( ) ( ))r s K s  dir.  
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6. BÖLÜM 

 KÜRESEL KUATERNİYONİK   EĞRİLERİN KARAKTERİZASYONLARI 

 

Bu bölümde 3E  ve 4E  Öklid uzayında herhangi bir kuaterniyonik uzay eğrisinin 

küreselliğini veren diferensiyel denklemler hesaplanılmıştır. Ayrıca, bu denklemlerin 

kuaterniyonik çatıya göre bazı karakterizasyonları verilmiştir.  

 

6.1. 3E  Öklid Uzayındaki Küresel Kuaterniyonik Eğriler için Diferensiyel 

Denklemler ve  Karakterizasyonları 

 

3E  Öklid uzayında kuaterniyonik bir uzay eğrisi bir önceki bölümde tanımlanmıştır. 

Verilen herhangi bir kuaterniyonik uzay eğrisinin küresel kuaterniyonik eğri olması 

için gerek ve yeter şart aşağıdaki teoremde verilecektir. 

  

Teorem 6.1.1.  , s yay parametresi ile verilen bir uzay kuaterniyonik eğrisi olsun. 

Bu kuaterniyonik uzay eğrisinin küresel kuaterniyonik eğri olması için gerek ve yeter 

şart, 

i) ( ) 0k s  (Eğrinin burulması tek olarak belirlidir.) 

ii) 1f C  fonksiyonu ( ), ( )k s r s  kuaterniyonik eğrisinin eğrilikleri olmak üzere,  

                                                 ( )
d

r s f
ds

                                                                     (6.1.1)                                                         

                                                 ( )
df

r s
ds

                                                       (6.1.2) 

                                               

dır. 
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Burada  
1

( )
( )

s
k s

 kuaterniyonik eğrinin eğrilik yarıçapıdır. Kuaterniyonik eğrinin 

burulma, ( ) 0r s  olmak zorunda değildir.  

 

Bu teoremin (6.1.1) denklemi kullanılarak 3E  Öklid uzayında küresel kuaterniyonik   

bir eğri olma şartını veren diferensiyel denklem, 

                                          
1

( )

d
f

r s ds
 

olduğundan ve bu fonksiyonun s  ye göre türevi alınırsa, 

                                         
1

( )
( )

df d d
r s

ds ds r s ds
 

eşitliği elde edilir. Böylece, 

 

                                       
1

0
d d

r
ds r ds

                                                       (6.1.3) 

diferensiyel denklemi elde edilir. Bu diferensiyel denklemin tam çözümünü ilk 

olarak Breuer ve Gottlieb 1971 de vermiştir. Verilen bu çözüm küresel kuaterniyonik 

eğriler için,  

 

                                        ( ) cos ( ) sin ( )s A r s ds B r s ds                         (6.1.4) 

şeklindedir. Kuaterniyonik eğrinin eğrilik yarıçapının s  yay parametresine bağlı 

çözümünde A  ve B  katsayıları herhangi bir sabittir [3, 10]. 

 

Şimdi 3E , Öklid uzayında bir ( )s  kuaterniyonik eğrisinin küresel kuaterniyonik bir 

eğri olduğunu (6.1.1)  denklemini kullanarak gösterelim. 
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(6.1.1) denkleminin her iki tarafını  ile çarparak (6.1.2) denkleminde yerine 

yazılırsa, 

                                            ( ) ,
df d df

r s f
ds ds ds

                                  (6.1.5) 

elde edilir. Buradan,  

                                            0
d df

f
ds ds

 

diferansiyel denklemi elde edilir ve çözüldüğünde, 

  

                                              2 2 2f a                                                            (6.1.6) 

elde edilir. Burada a sabit olup kuaterniyonik eğrinin üzerinde bulunduğu kürenin 

yarıçapıdır. Böylece bu şartı sağlayan  kuaterniyonik uzay eğrisi küresel 

kuaterniyonik bir eğridir.  

 

Sonuç 6.1.1. ( )s , 3E  Öklid uzayında ( )k s  ve ( )r s  kuaterniyonik Frenet 

eğrilikleriyle verilmiş, birim hızlı kuaterniyonik bir eğri olsun. 
1

( )
( )

s
k s

 

kuaterniyonik eğrinin eğrilik yarıçapı olmak üzere, 

                                               
1

0
d d

r
ds r ds

                                                 (6.1.7) 

diferensiyel denklemini sağlıyorsa kuaterniyonik uzay eğrisi küresel kuaterniyonik 

uzay eğrisidir.  

Şimdi a  yarıçaplı c merkezli 2 ( )S a  küresi üzerinde uzanan küresel kuaterniyonik 

uzay eğrilerini karakterize edeceğiz.  
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Teorem 6.1.2. ( )s  bir kuaterniyonik uzay eğrisi 2 ( )S a  küresi üzerinde 

uzanması için gerek ve yeter şart, 

                                          

2
2

21 1 1

( ) ( ) ( )
a

k s k s r s
                                (6.1.8) 

denklemini sağlamasıdır.  

 

İspat: , a  yarıçaplı 2 ( )S a  küresi üzerinde uzansın. 2 ( )S a  küresinin merkezi 0  

orijin noktası olsun. ( )s , 2 ( )S a  küresinde bir kuaterniyonik eğri olduğundan,   

                                          2( , )h a                 

şeklinde  yazılabilir. Her iki tarafın s  yay parametresine göre türev alınırsa,  

     ( , ) ( , ) 0, ( ) ( ),h h s st  

                                           2 ( ,h )=0t  

olur, tekrar türevi alındığında, 

                                            1

1

( ,

) 0

( ) 1

h h( , )= 0

1+h( ,k

kh ,

t)+ t

n

n

 

                                             1

1
( )h ,

k
n                                                        (6.1.9) 

elde edilir.  0k  olur. r  kuaterniyonik eğrinin burulmasınında sıfırdan farklı 

olduğunu kabul edelim. Bu taktirde, , ,p q m  herhangi reel kuaterniyon olmak üzere,                        

                                              1 2( )s p q mt n n                                           (6.1.10) 

şeklinde yazabiliriz.  kuaterniyonik eğrisinde , ,p q m  kuaterniyon katsayıları, 
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                                           1

2

( ( ), )

( ( ), )

( ( ), )

p h s

q h s

m h s

t

n

n

 

şeklinde hesaplanır. Kürede yarıçap vektörü teğet vektörüne h ortogonal 

olduğundan , 

  

                                             ( ( ), ) 0p h s t                                                   (6.1.11) 

bulunur. p  katsayısının s  yay parametresine göre türevi alınırsa,   

 

                                           1

1
( ( ), )q h s

k
n                                               (6.1.12) 

bulunur. q  katsayısının s  yay parametresine göre türevi alınırsa,   

        

1

1 2

2

2

2

1
( ( ), )

( , ) ( ( ), )

0 ( ( ), ( ( ), )

0 0 ( ( ), )

( ( ), )

h s
k

h h s k r

kh s )+rh s

rh s

rh s rm

n

t n t + n

t n

n

n

 

                                                 
1 1

m
k r

                                                    (6.1.13) 

olduğu görülür. Bu taktirde, 
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1 2

1 1 1
( )s

k k r
n n                                              (6.1.14)  

küresel kuaterniyonik eğrinin konum vektörü Frenet çatı elemanları ve eğrilikleri 

yardımıyla yazılabilir. Buradan kürenin yarıçapından norm alarak, 

                             
2 0a

 

                             

2
2

2 1 1 1
a

k k r
                                                          (6.1.15) 

bulunur ve ispat tamamlanır.  

 

Tersine olarak,  kuaterniyonik uzay eğrisinin teoremin şartını sağladığını kabul 

edelim. ( )c s  kuaterniyonik uzay eğrisi, 

 

                            1 2

1 1 1
( )

( ) ( ) ( )
c s

k s k s r s
n n                                         (6.1.16) 

şeklinde tanımlansın. ( )a s  fonksiyonu da  

 

                           

2
2

22 1 1 1
( ) ( )

( ) ( ) ( )
a s c s

k s k s r s
                     (6.1.17) 

olarak tanımlayalım. Eğer ( )c s  ve 2a  nin  s  yay parametresine göre türevleri alınıp 

kuaterniyonik Frenet türev formülleri kullanılırsa, 

                            0c  ve 0a  
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olur. Böylece ( )c s , s  parametreli kuaterniyonik uzay eğrisi bir n  noktasına 

düşer. ( )c s  fonksiyonunda n  kuaterniyonik bir noktadır. Böylece ( )s , c  merkezli 

a  yarıçaplı 2 ( )S a  küresi üzerinde uzanır.  

 

6.2. 4E  Öklid Uzayındaki Küresel Kuaterniyonik Eğriler için Diferensiyel 

Denklemler ve Karakterizasyonları  

 

1981 de Dannon 3E  Öklid uzayında verilen küresel eğri olma şartını 4E  Öklid 

uzayındaki eğrilere genişletmiştir. 4E  Öklid uzayındaki kuaterniyonik eğri tanımı bir 

önceki bölümde verilmiştir. 4E  Öklid uzayında, kuaterniyonik bir eğrinin küresel 

kuaterniyonik bir eğri olması için gerek ve yeter şart aşağıdaki teoremde verilmiştir.  

 

Teorem. 6.2.1. , s  yay parametreli küresel kuaterniyonik bir eğri olması için gerek 

ve yeter şart 0k  için,  

                                               
d

kf
ds

                                                                 (6.2.1) 

                                              [ ]
df

k r K g
ds

                                             (6.2.2) 

                                               [ ]
dg

r K f
ds

                                                   (6.2.3) 

olacak şekilde, 2( ), ( )f s g s C  fonksiyonları vardır. Burada 
1

( )K s
 kuaterniyonik 

eğrinin eğrilik yarıçapıdır ve fonksiyonları kuaterniyonik Frenet eğrilikleridir. Bu 

durumda ( )s  kuaterniyonik eğrisi küre üzerine uzanır. 
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Şimdi,  4E , 4 boyutlu Öklid uzayında verilen küresel kuaterniyonik eğri 

denklemlerinden 3E , 3  boyutlu Öklid uzayındaki gibi (6.2.1), (6.2.2) ve (6.2.3) 

denklemlerinden elde edelim.  

(6.2.1)  denkleminin  her iki tarafını  eğrilik yarıçapı ile çarpılırsa,  

                                         
d

k f
ds

                                                              (6.2.4) 

elde edilir. (6.2.2) denkleminin her iki tarafını f  fonksiyonu ile çarpılırsa, 

                                          [ ]
df

f f k f r K g
ds

                                       (6.2.5) 

elde edilir. (6.2.3) in denkleminin her iki tarafını g  fonksiyonu ile çarpılırsa,    

                                            [ ]
dg

g g r K f
ds

                                                (6.2.6) 

elde edilir. Elde edilen  (6.2.4), (6.2.5) ve (6.2.6) denklemleri taraf tarafa  

toplanıldığında, 

                                            0
d df dg

f g
ds ds ds

                                           (6.2.7) 

diferensiyel denklemini elde ederiz.  Bu diferensiyel denklem çözülürse, 

 

                                                2 2 2 2f g b                                                 (6.2.8) 

elde edilir. Burada b  sabit olup üzerinde bulunduğu 3S  kürenin yarıçapıdır. Böylece 

bu şartı sağlayan ( )s , kuaterniyonik eğrisi 4E  te küresel kuaterniyonik bir eğridir.  

 

: RI Q  kuaterniyonik eğrisi herhangi bir s I  parametresiyle verilsin. 

1 2 3 4, , , RQ , eğrilikleri de ( ), ( )K s k s  ve  [ ( ) ( )]r s K s  olmak üzere,  
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                              1 2 1 3 2 4 3( ) ( ) ( ) ( ) ( )s s s s sT N N N                    (6.2.9) 

eğrisinde, (1 4)i i  kuaterniyon katsayıları, 

 

                           

1

2 1

3 2

4 3

( ) ( ( ), )

( ) ( ( ), )

( ) ( ( ), )

( ) ( ( ), )

s h s

s h s

s h s

s h s

T

N

N

N

 

şeklinde hesaplanır. Kürede yarıçap vektörü teğet vektörüne h ortogonal 

olduğundan , 

                         1( ) ( ( ), ) 0s h s T                                                                (6.2.10)  

bulunur. 1( )s  katsayısının s  yay parametresine göre türevi alınırsa, 

                         2 1

1
( ) ( ( ), )s h s

K
N                                                        (6.2.11) 

bulunur. 2 ( )s  katsayısının s  yay parametresine göre türevi alınırsa, 

                        3 2

1 1
( ) ( ( ), )s h s

K k
N                                                      (6.2.12) 

bulunur. Aynı şekilde 3( )s  katsayısının s  yay parametresine göre türevi alınırsa, 

                         4 3

1 1 1
( ) ( ( ), )s h s

r K K k
N                                    (6.2.13) 

elde edilir. Böylece, 

                         1 2 3

1 1 1 1 1 1
( )

( )
s

K K k r K K k
N + N N                (6.2.14) 
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küresel kuaterniyonik eğrinin konum vektörü Frenet çatı elemanları ve eğrilikleri 

yardımıyla yazılabilir. 

 

(6.2.1) ve (6.2.2) denklemlerinde  4E  Öklid uzayındaki küresel kuaterniyonik eğri 

olma şartı altında f  ve g  fonksiyonlarını yalnız bırakıp s  yay parametresine  göre 

türevi alındığında, 

                                     
1 d

f
k ds

 

                                      
2

2

1df d
k r K g

ds k ds
                                     (6.2.15) 

elde edilir.  Her iki tarafın tekrar s ’ye göre türevi alınırsa, 

 

                                     
3

3

1
( )

d d dg
k r K

k ds ds ds
                                        (6.2.16) 

elde edilir. (6.2.16) denklemini düzenlemek için (6.2.1), (6.2.2) ve (6.2.3) 

denklemlerini kullanalım.  

                                         

1

1
( )

d
f

k ds

dg dg
r K

ds k ds

 

                                         
( )dg r K dg

ds k ds
                                                   (6.2.17) 

elde edilir. (6.2.16) denkleminde yerine yazılırsa, 

      

3

3

3 2

3

1 ( )( ( ))

1 ( )
0

d d r K r K d
k

k ds ds k ds

d d r K d
k

k ds ds k ds
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elde edilir. ( )r K  ile sadeleştirilirse, 

                         
3

3

1
0

( )

d k d r K d

k r K ds r K ds k ds
 

                          
2

2

1
0

( )

d d k r K d

ds k r K ds r K k ds
 

denklemi elde edilir. Tekrar düzenlenirse, 

 

                           
1 1

0
( )

d d d r K d
k

ds r K ds k ds k ds
                      (6.2.18) 

4E  te küresel kuaterniyonik eğrileri karakterize eden diferensiyel denklem elde 

edilir. Burada 
1

K
, k  ve [ ]r K  sıfırdan farklıdır.  

 s  yay parametresini başka bir  parametresine ( )v k s ds  dönüşümü 

uygulanırsa, küresel kuaterniyonik eğri olmayı veren diferensiyel denklem aşağıdaki 

şekle indirgenir.  

                       
2

2

( ) ( ) ( )
0

( ) ( ) ( )

d k d r K d

d r K ds k d
                (6.2.19) 

 

Burada  ( )
k

h
r K

   olarak alındığında,  

  

                          
2

2

1
( ) 0

( )

d d d
h

d d h d
                                                (6.2.20) 

( )h  bilinmeyenli Bernoulli diferensiyel denklemi elde edilir.Bu Bernoulli 

diferensiyel denklemin çözümünden, küresel kuaterniyonik eğrilerin 
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karakterisazyonunu veren lineer olmayan aşağıdaki denklem elde edilir. r  sabit 

olmak üzere, 

                           

2 22
2 2 2

2

d d
h r

d d
                                             (6.2.21) 

(6.2.14) denkleminde,  ( ) ( )s r K ds  dönüşümünü uygulanırsa, 

 

                              
( )

0
d d r K d r r K d

d d k d r K k d
           (6.2.22) 

diferensiyel denklemi elde edilir. Görüldüğü üzere (6.2.20), (6.2.21) ve (6.2.22) 

diferensiyel denklemlerinin her biri (6.2.18) küresel kuaterniyonik eğri olma şartına 

eşittir. 

 

Sonuç 6.2.1. ( )s , 4E  Öklid uzayında ( ), ( )K s k s  ve  ( ) ( )r s K s  kuaterniyonik 

Frenet eğrilikleriyle verilmiş, birim hızlı kuaterniyonik bir eğri olsun.  

                               
1

( )
( )

s
K s

   

Kuaterniyonik eğrinin eğrilik yarıçapı olmak üzere, 

 

                           
1 1

0
d d d r K d

k
ds r K ds k ds k ds

                       (6.2.22) 

diferensiyel denklemini sağlıyorsa ( )s  kuaterniyonik eğrisi küresel kuaterniyonik 

bir eğridir.  
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SONUÇ 

 

3E , 3 boyutlu Öklid uzayındaki bir eğrinin Frenet üçyüzlüsünün birim vektörleri 

için küresel göstergeler, 2S  birim küresi üzerine düşmektedir. 4E  Öklid uzayında 

Frenet dörtyüzlüsünün birim vektörleri için küresel göstergeler, 3S  birim küresi 

üzerinde düşmektedir.  

Bu çalışmada kuaterniyonik uzay eğrilerini karakterize eden diferensiyel denklemin 

çözümünden 2S  küresinin denklemi elde edilmiştir. Aynı şekilde kuaterniyonik 

eğrileri karakterize eden diferensiyel denklemin çözümünden, 3S  küresinin genel 

denklemi elde edilmişitir. 

Son olarak, 3E  ve 4E  Öklid uzaylarında küresel eğri denklemleri kullanılarak, 

küresel kuaterniyonik eğrileri karakterize eden diferensiyel denklemler elde 

edilmiştir. Elde edilen bu diferensiyel denklemlerin çözümlerinin küre yüzeyi 

üzerine düştükleri görülmüştür.  
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