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Bu tez calismasinda ilk olarak modiiler metrik uzaylarda T-yoriingesel
w-tamlik, yoOriingesel w-siireklilik ve hemen hemen zayif w-biiziilme doniisiimii
gibi bazi yeni kavramlar tanitilmigtir. Bu yeni kavramlar i¢in bazi sabit nokta
teoremleri ispatlanmis ve elde edilen sonuglar ile ilgili bir homotopi uygulamasi
verilmigtir. Modiiler S-metrik uzaylar ve bu uzaylarin sahip oldugu bazi 6zellikler
literatiire kazandirilarak tam modiiler S-metrik uzaylarda bazi sabit nokta teoremleri
ispatlanmistir. Modiiler ultrametrik uzay kavrami ilk kez tanimlanmig ve modiiler
kiiresel tam ultrametrik uzayda bazi sabit nokta teoremleri verilmistir. Modiiler
b-metrik uzay kavrami ilk kez tanitilarak bazi sabit nokta sonuglar1 verilmis ve lineer
denklem sistemlerinin ¢Oziimii iizerine bir uygulama yapilmistir. Literatiirde yeni
bir kavram olarak C*-cebir-degerli S-metrik uzaylar verilmis ve bu uzayda Banach
biiziilme doniisiim prensibinin kargilig1 ispatlanmustir.

Anahtar Kelimeler: Sabit nokta teorisi, metrik uzaylar, modiiler metrik uzay, Banach
biiziilme doniisiimii prensibi
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In this thesis, firstly some new notions such as T-orbitally w-completeness,
orbitally w-continuity and almost weakly w-contractive mapping in the modular metric
spaces are defined. Some fixed point theorems for these new concepts are proved and
a homotopy application related to obtained results is given. Some fixed point theorems
on complete modular S-metric spaces are proved by adding of modular S-metric
spaces and their some properties to literature. The concept of modular ultrametric
space is first defined and some fixed point theorems are given in modular spherically
complete ultrametric space. Some fixed point results are given by introducing for the
first time the modular b-metric spaces and an application for the systems of linear
equations is performed. As a new concept in literature, C*-algebra-valued S-metric
spaces are given and the version of Banach contraction mapping principle in this space
is proved.
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contraction mapping principle
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1. GIRIS

Bos olmayan bir X kiimesi ve bir 7" : X — X doniiglimii verilsin. Tx = x
esitligini saglayan z € X noktalar1 varsa bu noktalara 7" nin sabit noktalar1 denir. Yani

T nin sabit noktalar1 T altinda degismeyen noktalardan olusur. Ornegin;
e X = R olmak lizere T'r = 5z doniisiimii i¢cin x = 0 noktasi bir sabit noktadir.

e X = [0,1] olmak iizere Tz = x* doniisiimii i¢in z = 0 ve z = 1 noktalari

sabit noktalardir.

e X = R olmak iizere T'vr = x + 5 6teleme doniisiimiiniin X de hi¢bir sabit

noktas1 yoktur.

Yukaridaki orneklerden goriilebilecegi iizere bir doniigiimiin sabit noktasinin
varligi hem kiime yapisina hem de doniisiimiin nasil tamimlandigina baghdir. Sabit
nokta teorisi calismalarinda genel olarak,

(a) Doniisiimiin sabit noktasi var midir?
(b) Varsa bu nokta tek midir?
(¢) Bu nokta tek ise nasil bulunabilir?

gibi sorulara cevaplar bulunmaya calisilmaktadir.

Sabit nokta teorisinin; genel topoloji, fonksiyonel analiz, lineer olmayan
fonksiyonel analiz, matematiksel analiz, operator teori, diferansiyel denklemler,
miihendislik, biyoloji, istatistik ve oyun teorisi gibi bir¢cok alanda uygulamalar1 vardir.
Ornegin, diferansiyel ve integral denklemlerin ¢oziimlerinin varligmin ve tekliginin
aragtirilmasinda sabit nokta teoremleri kullanilmaktadir. o/ (t) = o(t, y(t)) ve y(to) =
Yo seklinde verilen bir baslangi¢ deger problemi

yw=m+/%@mm@

to
seklinde bir Volterra integral denklemine doniistiiriiliir. Ayrica her ¢ € [0, 1] igin
t
Fly(e) =+ [ olty(s))ds
to
seklinde tammh F' : C[0,1] — (0, 1] doniigiimiiniin sabit noktasinin varliginin

gosterilmesi, yukaridaki integral denklemin ve bdylece en basta verilen baslangic deger



probleminin ¢dziimiiniin varligimi garanti eder.

Analizde Sz = 0 ve T'vr = x seklindeki denklemlere sik¢a rastlanmaktadir.
Bu problemlerin tam veya yaklagik sonucunu veren cesitli yontemler gelistirilmistir.
Sabit nokta teorisi de bunlardan biridir. Ornek olarak, 22 — 7z + 12 = 0 seklindeki

bir denklem ele alindiginda x = 3 ve x = 4 bu denklemin birer kokiidiir. Bu denklem

22412
7

x = Tz olarak ifade edilebilir. O halde x = 3 ve = 4, T nin iki farkli sabit noktasidir.

r = “"’2—?12 seklinde de yazilabilir. Bu durumda 7'z = olmak iizere bu denklem
Buradan goriilebilecegi iizere, Sx = 0 seklindeki bir denklemin ¢oziimiiniin bulunmasi
problemi, Sx = Tx — x ile verilen T' fonksiyonunun sabit noktasinin bulunmasi

problemi ile aynidir.

Sabit nokta teorisi; topolojik, ayrik ve metrik olmak iizere ii¢ temel alanda
geliserek giiniimiize kadar ulagsmis ve halen gelisimini hizla devam ettirmektedir. Simdi

bu ii¢ temel alan1 kisaca ac¢iklayalim.

1.1. Topolojik Sabit Nokta Teorisi

Bu teoride yapilan calismalar, normlu lineer uzaylarin kompakt konveks alt
kiimeleri iizerinde tanimli siirekli doniistimler {izerinedir. Normlu lineer uzaylarda
sabit nokta teori ¢alismalar1 Brouwer ile baglamistir. Analizden "a, b € R olmak iizere
her siirekli f : [a,b] — [a,b] fonksiyonunun [a,b] iizerinde en az bir sabit noktaya
sahip oldugu" bilinmektedir. Brouwer [15] bu teoremi, 1912 yilinda R" in kapal1 birim
yuvarindan kendi iizerine tanimli siirekli doniisiimlerin sabit noktasinin var oldugunu
gostererek n-boyutlu Oklid uzaya genellestirmistir. Teoremin ifadesi, "C, R" de kapali
bir yuvar, T : C — C siirekli bir fonksiyon olmak iizere T nin, C' de bir sabit noktast

vardir" seklindedir. Bu teoreme giinliik hayattan bir 6rnek verilebilir.

Laboratuvar ortaminda, iki silindir arasinda sar1 renkli bir surup diisiiniin
[1]. Igindeki bir damla boyansin. Sivi akisi homojen olmak iizere i¢ kisimdaki
silindir birka¢ kez dondiiriildiikten sonra ilk pozisyonuna gelecek sekilde ters yonde
tekrar ayn1 sayida dondiiriiliirse boyali noktanin ayni yerde kaldigi Sekil 1.1 den
gozlemlenebilir. Burada yapilan islem bir fonksiyon olarak diisiiniilirse bu boyali

noktanin fonksiyonun bir sabit noktasi oldugu soylenebilir.
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Sekil 1.1. Brouwer Teoremine gijnll'jk hayattan bir 6rnek

0
}

Brouwer teoreminin reel eksende 6zel bir durumu su sekildedir:
"T :10,1] — [0, 1] siirekli bir doniigiim ise T nin bir sabit noktast vardir."

Brouwer’in bu teoreminin sonsuz boyutlu uzaylara genellestirilmesi diisii-
niilmiis olsa da Kakutani, bu teoremin sonsuz boyutlu uzaylarda gecerli olmadigini

gosteren bir 6rnegi soyle ifade etmistir. (o, || - ||2) Hilbert uzay ve
C={r={za} €l |zl <1}
bu uzay iizerinde tanimlh kapali birim yuvar olsun. 7' : C' — C' doniistimii
Tx={y/1—|z||3,x1,29,...,2pn,...}

olarak tanimlansin. Bu durumda her = {z,,} € l5 i¢in

1T = \/1 = [l2l3 + w1 + |zl + -+ |2 +

= /1= a3 + ll2]3

=1

esitligi vardir. Ayrica 7' doniigsiimii stireklidir. 7" nin zg = {xén>} seklinde bir sabit

noktasinin var oldugu kabul edilirse, ||zo||2 = ||Tzo||2 = 1 elde edilir. Fakat,

Txo = {1/1— ||zl 2", 28, .. al”, ..}
= {0,282, .2, )
— 2,
= {20,282l

oldugundan xél) =0, x((f) =0,... ,x(()n) = 0 veya o = {0,0,...,0,...} bulunur. Bu

ise ||zo||2 = 1 olmasu ile gelisir.



Brouwer teoremi bazi ek sartlarla birlikte 1930 yilinda Schauder [64] tarafindan
sonsuz boyutlu uzaylara su sekilde genisletilmistir: "X bir Banach uzay:, C, X in
bostan farkli, stmirli, kapali ve konveks bir altkiimesi olsun. Her siirekli ve kompakt

T : C — C doniisiimiiniin C' de en az bir sabit noktast vardir".

Darbo [29] ise Schauder teoremini daha da genisletmistir: "X bir Banach uzay:
ve S, X in bostan farkl, suurl, kapali ve konveks bir alt kiimesi ve T : S — S
stirekli bir doniisiim olsun. S in herhangi bir E alt kiimesi icin o, X de tamml
kompaktsizligin bir olciimii olmak iizere o(TE) < ka(FE) olacak sekilde bir k € [0,1)
sabiti varsa T nin S de en az bir sabit noktast vardir". Darbo sabit nokta teoremi,
ozellikle kapali diferansiyel denklemler ve integral denklemlerin varlik problemlerinin
coziimiinde kullanilmaktadir. Bu alanda kullanilan bir bagka 6nemli teorem asagida
ifade edilmistir:
Teorem 1.1.1. [51]. M, bir (S, || - ||) Banach uzaymnin kapali, konveks ve bostan farklt
bir alt kiimesi olmak tizere A, B : M — S doniigtimleri asagidaki 6zelliklere sahip
olsun:
(i) Her z,y € M i¢in A(z) + B(y) € M dir,
(i) A siirekli ve A(M ) bir kompakt kiimede kapsanur,
(iii) B, a < 1 sabit olmak iizere bir biiziilme doniisiimiidiir.

Bu durumda A(y) + B(y) = y olacak sekilde bir y € M noktasi vardir.

1.2. Ayrik Sabit Nokta Teorisi

Bu alandaki calismalar, kismi sirali bir kiimeden kendisi iizerine tanimli
olan doniistimler icin yapilmistir. Giintimiize kadar elde edilen bazi 6nemli sonuclar
soyledir. (X, <) kismi sirali bir kiime ve 7" : X — X bir doniigiim olsun.
Teorem 1.2.1. [49]. Her x € X i¢in x < Tz ve X deki her zincir bir supremuma
sahip ise 7' nin X de bir sabit noktasi vardir.
Teorem 1.2.2. [73]. X bir tam latis ve 7" monoton artan bir doniisiim ise 7" nin X de
bir sabit noktas1 vardir.
Teorem 1.2.3. [5]. T" monoton artan bir doniisiim olsun. X deki her zincir bir
supremuma sahip ve o < T'zy olacak sekilde bir zyp € X varsa, 7' nin X de bir

sabit noktas1 vardir.



1.3. Metrik Sabit Nokta Teorisi

Metrik uzay kavraminin Frechet [35] tarafindan tanimlanmasiyla baglayan
metrik sabit nokta teorisindeki esas amag¢, Banach sabit nokta teoreminin farkli
uzaylarda cesitli genellestirmelerinin verilebilmesidir. Klasik analizden modern
analize gecisi saglayan ¢cok onemli bir koprii olan metrik uzaylar, reel ve kompleks
analizde bilinen bir¢ok 6zelligin herhangi bir uzayda nasil yapilacagini gosterir. Diger
taraftan topolojide soyut olan bazi kavramlar, metrik uzaylarda daha somut bir sekilde

aciklanabilir.

Simdi bu alandaki bazi temel kavramlari kisaca agiklayalim. (X, d) bir metrik

uzay ve 7' : X — X bir doniisiim olsun. Her z, y € X i¢in
d(Tz,Ty) < Ad(z,y)

esitsizligini saglayan A > 0 sabiti varsa 1" ye bir Lipschitz doniisiimii ad1 verilir.
Bu esitsizligi saglayan A\ sayilarinin en kii¢iigiine ise 1" nin Lipschitz sabiti denir ve
genellikle L ile gosterilir. L < 1 ise 1" ye biiziilme doniisiimii, L < 1 ise T' ye

genislemeyen doniisiim denir. Burada x # y olacak sekildeki her z,y € X i¢in
d(Tz,Ty) < d(z,y)

esitsizligi saglaniyorsa 1" ye biiziilebilir doniigiim denir. Tiim bu doniistimler arasindaki

iligki agagida verilmektedir:
Biiziilme doniisimii = Biiziilebilir doniisim = Genislemeyen doniisiim

= Lipschitz kosulunun saglanmasi

Teorem 1.3.1. (Banach Sabit Nokta Teoremi) [11]. (X, d) bir tam metrik uzay ve
T : X — X bir biiziilme doniisiimii olsun. Bu durumda 7" nin X de bir tek sabit

noktasi vardir. Ayrica her z € X igin {7T"x} dizisi bu sabit noktaya yakinsar.

Banach sabit nokta teoremi, sabit noktanin varligiyla birlikte tek oldugu ve bu
noktanin nasil bulunabilecegi konusunda diger teoremlerden farkli olarak bilgi verir.
Bu teorem genislemeyen doniisiimler igin gecerli olmayabilir. Ustelik iterasyon dizileri

de yakinsak olmayabilir. Ornegin,

T:-R—>R, Te=xz+a (a#0)



oteleme doniisiimii, R deki standart metrige gore genislemeyen doniisiimdiir ancak
hicbir sabit noktas1 yoktur. Ayrica bu doniisiim ile olusturulan iterasyon dizisi yakinsak

degildir.

Diger taraftan, tam metrik uzaylarda biiziilebilir doniisiimlerin sabit noktasi
olmayabilir. Edelstein [30] X kompakt iken biiziilebilir doniistimlerin sabit noktasinin
var, tek ve hatta her x € X i¢in {T"x} dizisinin bu sabit noktaya yakinsadigini

gostermistir.

Her biiziilme doniistimii diizgiin siirekli oldugundan aym1 zamanda siirekli bir
doniistimdiir. Bu durumda 7" siirekli degilse kesinlikle biiziilme doniisiimii de olamaz.
Teorem 1.3.2. [16]. (X, d) bir tam metrik uzay ve n > 2 i¢in 7™ bir biiziilme

doniistimii ise 7" nin bir tek sabit noktas1 vardir.

Bu teoreme gore 7' biiziilme doniisiimii degilse bile 7™ nin biiziilme doniisiimii
olmasi, 7' nin sabit noktasinin varligin1 garanti etmektedir. Asagida bu durumu
aciklayan bir 6rnek verilmektedir.

Ornek 1.3.1. 7 : [0,2] — [0, 2] doniisiimii

~f0,2€]0,1]
T‘”_{ 1,z € (1,2]

seklinde tanimlansin. 7', z = 1 noktasinda siirekli olmadig1 i¢in bir biiziilme doniisiimii
olamaz. Ancak T2, [0,2] de bir biiziilme doniisiimiidiir ve 0, 7' nin bir tek sabit

noktasidir.

Sabit nokta teorisi alaninda ¢aligilan bazi iinlii teoremler soyledir:
Teorem 1.3.3. (Kannan Sabit Nokta Teoremi) [43]. (X,d) bir tam metrik uzay

olmak iizere eger bir 7' : X — X dOniisiimii, her z,y € X i¢in
d(Tz, Ty) < a(d(z,Tx) + d(y, Ty))

esitsizligini saglayacak sekilde bir o € [0, 3) sabiti varsa 7" nin bir tek sabit noktas
vardir.
Teorem 1.3.4. (Chatterjea Sabit Nokta Teoremi) [18]. (X, d) bir tam metrik uzay

ve bir 7' : X — X doniistimii tanimlansin. Her z,y € X i¢in

d(Tz, Ty) < B(d(z, Ty) + d(y, Tx))



esitsizligi saglanacak sekilde bir 5 € [0, 2) sabiti varsa T nin bir tek sabit noktasi

1
2
vardir.

Teorem 1.3.5. (Reich Sabit Nokta Teoremi) [61]. Bir (X,d) tam metrik uzay:
tizerinde tanimli 7" : X — X doniisimi o, 3,7 > 0 ve a + 8 + v < 1 olmak

tizere
d(Tx,Ty) < ad(z, y) + fd(z, Tx) + vd(y, Ty)
esitsizligini sagliyorsa 7" nin bir tek sabit noktas1 vardir.
Teorem 1.3.6. (Hardy-Rogers Sabit Nokta Teoremi) [39]. (X, d) bir tam metrik
uzayve T : X — X, herz,y € X icina,b,c,e, f > 0vea+b+c+e+ f < 1olmak

uzere
d(Tz,Ty) < ad(z,Tx) + bd(y, Ty) + cd(z, Ty) + ed(y, Tx) + fd(x,y)

sartin1 saglayan bir doniisiim olsun. Bu durumda 7" nin bir tek sabit noktast vardir.
Teorem 1.3.7. (Ciri¢ Sabit Nokta Teoremi) [26]. (X, d) bir tam metrik uzay olmak

tizere bir 7' : X — X doniislimil i¢in
1
d(Tz,Ty) < kmax{d(z,y),d(z, Tx),d(y, Ty), 5[d(x, Ty) + d(y, Tz)]}

esitsizligi saglanacak sekilde bir 0 < £ < 1 sabiti varsa 7" nin bir tek sabit noktasi
vardir.
Teorem 1.3.8. (Suzuki Sabit Nokta Teoremi) [72]. (X, d) bir tam metrik uzay ve

T : X — X bir doniigiim olsun. Artmayan 6 : [0,1) — (1, 1] fonksiyonu

O(r) =

seklinde tanimlansin. Her z,y € X icin
O(r)d(x, Tx) < d(z,y) = d(Tz,Ty) <rd(z,y)

olacak sekilde r € [0, 1) varsa T bir tek z € X sabit noktasina sahiptir ve her x € X

icin {T"x} dizisi z € X noktasina yakinsar.

Simdi Banach sabit nokta teoreminin bazi 6nemli uygulamalarini ele alacagiz.
Sekil 1.2 de verilen iinlii giilen inege dikkatlice bakilirsa, inegin sag kulaginda yer alan

kiipede ilk bastaki resmin i¢ ice tekrarl olarak yer aldig1 goriilebilir.



Sekil 1.2. Unlii giilen inek

Bu resimde bulunan her bir nokta, sag kulaktaki kiipe iizerinde karsilik gelen nokta
ile birlestirilirse resmin kendisinden kendisine giden bir /' fonksiyonunun var oldugu
soylenebilir. Ornek olarak, inegin ¢ene ucu ile sagdaki kiipe iizerinde yer alan kiiciik
inegin cene ucu birlestirilsin. Inegin sag goziiniin merkezi ile sag kiipe iizerindeki
kiiciik inegin sag goziiniin merkezi birlestirilsin. Buna benzer diger tiim islemler
godzoniinde bulundurulursa "Acaba bu siirecte kendisine gonderilen bir nokta var m1?"
seklinde bir soru ortaya c¢ikar. Iste boyle bir nokta varsa bu sabit nokta olacaktir.
Gorsel olarak, bu i¢ ice gecmis sag kiipelerin A seklinde bir noktaya yaklastigi ve
A’nin ¢6ziim igin bir aday oldugu goriilmektedir. Bu durum matematiksel olarak
aciklanabilir. Once herhangi bir noktayla, 6rnegin cene ucuyla baslansin. Bu nokta
Py ile gosterilsin. Py, P, = F(Py) a yani sag kiipe iizerindeki kii¢iik inegin cene ucuna
gonderilmigtir. Sonra Py, P, = F(P;) e yani kii¢iik inegin sag kiipesinde goriinen
inegin ¢cene ucuna resmedilmistir. Burada iglemler genellestirilerek devam ettirilirse su
sonuclara ulagilir:

(i) Islem sonsuz kez tekrarlamirsa P, = F(P,) olmak iizere bir {P,} dizisi elde
edilir. Bu dizi bir Cauchy dizisidir.

(ii) Yakinsak olan bu Cauchy dizisinin limiti A noktasidir ve A sabit noktadir.

(ili) Gorsel olarak dizinin sadece sonlu sayidaki noktalar1 belirgin sekilde

goriinmektedir, diger noktalar ayirt edilemez. Eger goriintii bilyiitiiliip yakindan



bakilirsa daha fazla nokta goriilebilir. Fakat resim ne kadar biiyiitiiliirse biiyiitiilsiin
yine de sadece sonlu sayida nokta ayirt edilir ve geri kalan diger noktalar ayirt
edilemez.

Iste Banach sabit nokta teoremi bu F fonksiyonunun tek bir sabit noktaya sahip

oldugunu, yani F'(A) = A olacak sekilde bir tek A noktasinin var oldugunu sdyler.

Bir diger Onemli uygulama alani ise goriintii sikigtirma iizerinedir. Bir
gorlintiiyti bilgisayar bellegine kaydetmenin en iyi yolu, her pikselin rengini

depolamaktir. Fakat bu yontemde iki temel sorun vardir:
e Bu islem 6nemli miktarda bellek gerektirir.

e Ornegin oldukca biiyiik bir resim icin goriintii biiyiitilmeye caligilirsa,
pikseller daha biiyiik kareler haline gelecek ve bu karelerde detaylarin doldurulmasi

konusunda eksik kalinacaktir.

Goriintii  sikistirmanin  temel prensibi orjjinal goriintiiden daha az bilgi
kodlamaktir. Burada dikkat edilmesi gereken sey, kisilerin goriintiiniin bozuklugunu
anlayamayacak sekilde islem yapilmasi gerektigidir. Internet, iyi goriintii sikistirma
thtiyacim artirmistir. Gergekten goriintiiler, web iizerindeki gezinmeyi 6nemli derecede
yavaglatir. Dolayisiyla, internette gezinmek i¢in, resimlerdeki kodlanmig goriintiilerin
olabildigince kiiciik olmasi iyi bir fikirdir. Bilgisayar ekranindaki goriintiiye
baktiginizda goriintiiniin bozuldugunu goéremezsiniz ancak biiyiitmeye caligirsaniz

hemen kalitenin zayif oldugunu gozlemleyebilirsiniz.
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Sekil 1.3. Sierpinski halist

Simdi goriintii sikistirma olayini bir 6rnekle aciklamaya ¢alisalim. Burada ele

alinan ornek, Sekil 1.3 de verilen Sierpinski halisi olacaktir. Amag, bu goriintiiyli en



ekonomik sekilde bilgisayara depolayabilmektir. Bunun icin bir program olusturulmasi
gerekmektedir. Sierpinski halis1 yakindan incelenecek olursa, bu halinin boyutunun
yarisi olan geniglik ve yiikseklikte ii¢ Sierpinski halisinin birlesiminden olustugu
goriilebilir. Sy, Sekil 1.4 (a) daki gibi olsun. S dan baslanarak, asagida verilen islemler

araciligi ile ikinci bir hali olusturulabilir:
¢ Sy 1n bir kopyas1 Sy 1n sol alt kdsesine yapistirilsin.
¢ Sy 1n bagka bir kopyasi da yine Sy 1n sag alt kdsesine yapistirilsin.
e Boylece 5] ile gosterilen yeni bir goriintii elde edilir.

Benzer islemler S; e uygulanirsa yeni bir goriintii olarak S, elde edilir.
Bu adimdan itibaren olusturulan tiim sekiller S, Sierpinski halisi ile ayn1 6zellikte

olacaktir. Sy-S; arasinda olusan goriintiiler icin Sekil 1.4 e bakabilirsiniz.

I ¥

(a) 8 (b) 8, (c) S,

Ab 45 Ah

) S, (e) s,

Sekil 1.4. Sierpinski halisinin olusumu

Bu iglemler matematiksel anlamda bir fonksiyon olarak goriilebilir. W
fonksiyonu S; leri S;;1 = W (S;) lere gétiiren bir fonksiyon olmak iizere W (S;) = S5
oldugu agiktir. So bu fonksiyonun bir sabit noktasidir. Burada sonsuz sekilde devam
edilirse bir {S,,} dizisi elde edilir. Bu dizi Sy ye yakinsar. S; ile S, goriintiilerini

birbirinden ayirt etmek ¢ok zordur. Bilgisayar programi daha iyi bir ¢oziiniirliik i¢in



S, yerine S5 i tercih ederken daha hizli ¢caligmak ve depolamay1 ekonomik kullanmak

istiyorsa Ss yi tercih etmelidir.

Bu tez calismasinda, farkli tipte metrik uzaylar ele alinarak c¢esitli sabit nokta

teoremleri ispatlanmis ve elde edilen sonuglarin bazi uygulamalari verilmistir.
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2. MATERYAL VE YONTEM

Bu boéliimde, tezin ilerleyen kisimlarinda kullanilacak olan cesitli metrik

uzaylar ile ilgili baz1 6nemli tanim, teorem ve Ozelliklere yer verilecektir.

2.1. Modiiler Metrik Uzaylar

Modiiler uzay kavrami, Nakano [56] tarafindan tanimlanmis ve Koshi ile
Shimogaki [50] tarafindan gelistirilmistir. Keyfi bir kiime iizerindeki metrik modiiler
kavrami 2006 yilinda [19] ve F'-modiiler tarafindan olusturulan modiiler metrik
uzay kavrami 2008 yilinda Chistyakov [20] tarafindan verilmistir. Chistyakov [21]
metrik uzaylarin bir genellestirmesi olarak modiiler metrik uzaylar1 tanimlamistir.
Mongkolkeha ve arkadaslari [54] modiiler metrik uzaylarda biiziilme doniistimii
icin bazi1 sabit nokta teoremleri vermistir. Azadifar ve diger arastirmacilar [7]
modiiler metrik uzaylarda, integral tipteki bagdasabilir doniisiimlerin ortak sabit
noktasinin varhigini ve tekligini ispatlamigtir. Kiling ve Alaca [44] (e, k)-diizgiin yerel
biiziilme doniisiimii ve n-zincirlenebilir kavramlarini tanimlayarak tam modiiler metrik
uzaylarda bir sabit nokta teoremi ispatlamistir. Modiiler metrik uzaylar ile ilgili farkl
sabit nokta sonuclari icin [8,9,17,32,33,45,55,74] calismalarina bakilabilir.
Tamim 2.1.1. [57]. X bir reel (veya kompleks) vektor uzayi olmak iizere X {izerindeki
bir modiiler asagidaki sartlar1 saglayan bir p : X — [0, oo| fonksiyonelidir:
(A1) p(0) =0,
(A2) z € X ve her a > 0 sayist i¢in p(ax) = 0ise z = 0,
(A3) Her x € X igin p(—x) = p(x),
(A4) a + 8 =1 seklindeki her o, 5 > 0 ve 2,y € X i¢in p(ax + By) < p(z) + p(y).

Eger (A4) sarty,
ea,3>0ves e (0,1] olmak iizere o + 3° = 1igin p(ax + By) < a®p(x) + 5p(y)
seklinde degistirilirse p ya s-konveks denir. s = 1 durumunda p bir konveks

modiilerdir. p, X de bir modiiler olmak iizere
X,={reX: A=0" = p(Azx)— 0}
kiimesine bir modiiler uzay denir. Burada X,, X in bir alt vektor uzayidir.

Modiiler uzayin fiziksel yorumunu verecek olursak; herhangi bir kiime iizerinde
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alinan metrik, kiitmenin herhangi iki noktas1 arasindaki negatif olmayan sonlu uzakligi
belirtir ancak ayn1 kiime iizerindeki bir modiiler, negatif olmayan hizlarin bir bolgesini

temsil eder.

Bostan farkli bir X kiimesi ve bir A € (0, 00) sayist verilsin. Her A > 0 ve
z,y € Xiginw : (0,00) x X x X — [0, 00] fonksiyonu wy(z,y) = w(A, z,y) ile
gosterilsin.

Tamm 2.1.2. [21]. X bostan farkl bir kiime olsun. Her 2, y, 2 € X icin
w:(0,00) x X x X — [0, 00]

fonksiyonu agagidaki sartlari sagliyorsa w ya X iizerinde bir metrik modiiler ve (X, w)
ikilisine de modiiler metrik uzay denir:

(a) Her A > 0 i¢in wy(z,y) = 0 dir ancak ve ancak z = v,

(b) Her A > 0 i¢in wy(z,y) = wi(y, ),

(c) Her A\, pu > 0icin wy4 (7, y) < wi(w, 2) +w,u(z, ).

x,y € X noktalar arasindaki harekette gegen zaman \ ve d(z,y), bu noktalar

arasindaki uzaklik olmak tizere

(2,7 = d(ﬂ; Y)

degeri, ortalama hiz1 gosterir. Simdi metrik modiilerin taniminda yer alan maddelerin
fiziksel yorumlarini aciklayalim:

(a) X deki keyfi iki nokta x ve y olmak iizere x ile y nin birbiriyle ¢akisik olmasi icin
gerek ve yeter sart her A aninda = noktasindan y noktasina wy (z,y) = 0 hizyla hareket
edilmesidir.

(b) x den y ye olan hareket siiresince ortalama hiz, y den x e olan hareketteki ortalama
hiza esittir.

(c) Kabul edelim ki = den y ye iki farkli yolla hareket edilsin.

(i) Farkli bir z € X noktasindan gegerek varildiginda,

(ii) = den y ye dogrudan varildiginda,

gecen siireler ayni olsun. A\, x den z ye ve i, 2z den y ye gitmek icin gerekli olan zamani
gostermek iizere ortalama hizlar wjy (x, 2) ve w,(z, y) dir. (¢) durumu i¢in toplam zaman

A + v ve ortalama hiz wy,(x, y) olup (i) deki ortalama hiza esittir. Metrik uzaydaki
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ticgen esitsizliginden aciktir ki wy,(x,y) hizt wy(z, 2) veya w,(2,y) hizlarindan en

az birini ge¢mez.

(a) kosulunda degisiklikler yapilarak asagidaki tanimlar elde edilir:

(a*) Her A\ > 0 igin wy(z, ) = 0 ise w ya bir yart metrik modiiler denir.

Eger w bir yar1 metrik modiilerse ve
(a**) Her x,y € X i¢in wy(x,y) = 0 olacak sekilde x ve y ye bagh bir A > 0 sayist

varken x = y olma sartin1 sagliyorsa w ya X {izerinde bir mutlak modiiler denir.

Simdi w) (z, y) fonksiyonunun (0, co) iizerinde artmayan oldugunu gosterelim.

0 < p < Aise (a)-(c) kosullarindan

wa(T,y) < wr_p(z,2) +wu(z,y) < wu(z,y)

elde edilir. Yine (a)-(c) kosullarindan dolayi fiziksel olarak miimkiin olmayan fakat

matematiksel a¢idan varlig1 miimkiin olabilen
A <d(z,y) = w(z,y) =00, A>d(z,y) = w(z,y)=0

durumlari vardir. Bu nedenle metrik modiilerin goriintii kiimesi [0, cc] olarak
verilmistir.
Ornek 2.1.1. [21]. (X,d) bir metrik uzay ve ¢ : (0,00) — (0, 00) azalmayan bir

fonksiyon olsun. Bu durumda A > 0 ve x,y € X i¢in
d(z,y)
¢(N)
ile tamiml1 fonksiyon X {izerinde bir metrik modiilerdir.
Ornek 2.1.2. [21]. (X, d) bir metrik uzay, A > 0 ve 2,y € X olmak iizere

_d(z,y)
R e )

w,\(x,y) =

fonksiyonu X iizerinde bir metrik modiiler belirtir.

w metrik modiiler olmak lizere X, ve X modiiler kiimeleri asagidaki gibi

tanimlanir [21]:
X, ={re€ X :\— oo iken wy(z,z9) — 0},

X ={xr € X :wy(x,z9) < oo olacak sekilde bir A = A(z) > 0 vardir}.
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Tanmm 2.1.3. [54]. (X, w) bir modiiler metrik uzay olsun.

e X daki bir {x, }nen dizisi her A > 0 i¢in n — oo olmak iizere w) (z,,z) — 0 ise
bu diziye x € X noktasina w-yakinsaktir denir.

e Bir {z,}neny C X dizisinin w-Cauchy dizisi olmasi i¢in gerek ve yeter kosul her
e > 0i¢in n,m > n(e) ve A > 0 olmak iizere wy(x,, z,,) < € olacak sekilde bir
n(e) € N sayisinin var olmasidir.

e X 1n bir C alt kiimesi verilsin. C' deki w-yakinsak her dizinin limiti her zaman C
de ise C' ye w-kapalidir denir.

e X m bir C alt kiimesindeki her w-Cauchy dizisi w-yakinsak ve bunlarm limiti C

de ise C' ye w-tam denir.

Simdi modiiler metrik uzaylarda ispatlanmis olan bazi 6nemli teoremlere
deginecegiz.
Tamim 2.1.4. [22]. X bostan farkli bir kiime, bu kiime {izerinde bir w metrik modiileri

ve T': X, — X, doniisiimii verilsin. Her A > 0 ve z,y € X, icin
win(Tz, Ty) < wa(z,y)

olacak sekilde bir 0 < k < 1 sayis1 varsa 7" ye modiiler biiziilme doniisiimii denir.

Banach sabit nokta teoreminin modiiler metrik uzaylardaki karsili1 asagidaki
gibi ifade edilmektedir.
Teorem 2.1.1. [54]. (X,w) bir tam modiiler metrik uzay ve 7' : X, — X, bir
modiiler biiziilme doniistimii olsun. wy (z, T'z) < oo olacak sekilde bir z = z(\) € X,
elemaninin var oldugunu kabul edelim. Bu durumda 7" nin X, kiimesinde bir tek sabit
noktasi vardir. Ustelik, her # € X igin {T™x} dizisi bu sabit noktaya yakinsar.
Teorem 2.1.2. [54]. (X, w) bir tam modiiler metrik uzay, 7" : X, — X, bir modiiler
biiziilme doniisiimii ve z* € X,,, T" nin bir sabit noktasi olsun. Ayrica her A > 0 i¢in
lim €, = 0 6zelligine sahip bir €, dizisi ve wy(Vn11, T7n) < €, 6zelligini saglayan bir

n—oo

Yn C X, dizisi verilsin. Bu durumda
lim v, = z*
n—oo

esitligi saglanir.

Banach sabit nokta teoreminin modiiler metrik uzaylarda bir genellestirmesi
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asagidaki gibidir.

Teorem 2.1.3. [54]. (X,w) bir tam modiiler metrik uzay ve 7" : X, — X, bir
doniistim olsun. Bir n pozitif tamsayisi i¢in 7" bir modiiler biiziilme doniisiimii ise
T nin, X, da bir tek sabit noktas1 vardir.

Teorem 2.1.4. [54]. (X, w) modiiler metrik uzay ve 7' : X, — X, bir doniisiim olsun.

Her z,y € X, wy(z,Tx) < co veher A > Oi¢in k € [0, ) olmak iizere
wA(Tz, Ty) < klwan (T, ) + war(Ty, y)]

esitsizligi varsa T', X, da bir tek sabit noktaya sahiptir. Ayrica, her z € X, i¢in {T"x}

dizisi bu sabit noktaya yakinsar.

Quasi-biiziilmeler icin metrik uzaylarda olmayan fakat modiiler metrik
uzaylarda olusabilen belirsizlikleri ortadan kaldirmak amaciyla asagida bir 6zellik
verilmistir.

Tanm 2.1.5. [23]. (X, w) bir modiiler metrik uzay olmak iizere w metrik modiileri her
y € X, A€ (0,00), {z,} — zicin
wi(z,y) < lim infwy(z,,y)

n—oo

ozelligini saghyorsa w, Fatou 6zelligine sahiptir denir.
Tanim 2.1.6. [23]. (X, w) bir modiiler metrik uzay ve X in bostan farkl bir alt kiimesi

Solsun. 7" : S — S doniisiimii 0 < k£ < 1 igin
wr(Tz, Ty) < kmax{wy(z,y),wr(z, Tz), wr(y, Ty),wr(x, Ty), wr(Tz,y)}

kosulunu saghyor ise 7' ye modiiler quasi-biiziillme doniisiimii denir.
Tanmm 2.1.7. [23]. (X,w) bir modiiler metrik uzay olmak iizere bir 7' : X — X

doniisiimii verilsin. 7" nin bir x € X noktasindaki yoriingesi
O(z,T) =4z, Tx, - , Tz, -}
ve yoriingenin ¢api
dw(z) = sup{wr(T™x, T"z) : m,n € N}

seklinde tanimlanir.
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Lemma 2.1.1. [23]. (X,w) bir modiiler metrik uzay, X in bostan farkli bir alt kiimesi
CveT : C — C bir quasi-biiziilme doniisiimii olsun. z € C' eleman: 6, (z) < oo

olacak sekilde verilsin. Her n > 1 i¢in
dw(Tx) < kb, ()
ve her m,n > 1, A € (0, 00) i¢in
wA(T"x, T " x) < k"5,(x)

ifadeleri vardir.
Tanmm 2.1.8. [3]. (X,w) bir modiiler metrik uzay olsun. r > 0 ve z € X, igin
x merkezli ve r yaricaplt B, (z,r) agik yuvar ve B, |z, r| kapali yuvari sirasiyla

asagidaki gibi tamimlanir:
By(z,r) ={y € X, : wa(z,y) <r},
B,lx,r] ={y € X, : wa(z,y) < r}.

Tanim 2.1.9. [44]. (X, w) bostan farkli bir modiiler metrik uzay ve 7" : X, — X, bir

doniisiim olsun. Her x € X, ve

p,q € B(x,e) ={y:wi(z,y) < €}

icin

wx(Tp,Tq) < kwa(p, q)
kosulunu saglayan ¢ > 0 ve 0 < k < 1 sayilan varsa 7" ye yerel biiziilme doniisiimii
denir. T" yerel biiziilme doniisimii ve € ile k, = e bagli degilse T" ye (e, k)-diizgiin yerel
biiziilme doniisiimii denir.
Tanim 2.1.10. [44]. (X, w) bir modiiler metrik uzay ve her a, b € X, igin X, e-zincire
sahip yani wy(z;_1,x;) < € olacak sekilde a = xg, 21, ..., x, = b kiimesine sahip ise
X, ya e-zincirlenebilirdir denir.
Teorem 2.1.5. [44]. (X, w) bir e-zincirlenebilir tam modiiler metrik uzay ve 7', X,
tizerinde tanimli bir (¢, k)-diizgiin yerel biiziilme doniisiimii ise 7'x = x olacak sekilde
bir tek = € X, noktasi1 vardir.

Tanim 2.1.11. [44]. (X, w) bir modiiler metrik uzay olmak iizere

sup{k(r): 0<p<r<g} <1
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olacak sekilde verilen bir & : (0, 00) — [0, 1) doniisiimii i¢in
wx(Tz, Ty) < klwa(z, y)lwa(z,y)

esitsizligini saglayan 7" : X, — X, doniisiimiine zayif biiziilme doniisiimii denir.
Teorem 2.1.6. [44]. (X, w) bir tam modiiler metrik uzay ve 7' : X, — X, bir zayif
biiziilme doniisiimii ise 7" nin X, da bir tek sabit noktas1 vardir.

Teorem 2.1.7. [45]. Bir (X, w) modiiler metrik uzayi iizerinde tanimh 7" : X, — X,

doniisiimii, @ + b + ¢ < 1 6zelligine sahip a, b, ¢ > 0 reel sayilar1 ve z,y € X, icin
wA(Tx, Ty) < awy(z,y) + bwy(x, Tx) + cwy(y, Ty)

kosulunu sagliyorsa 7" nin bir sabit noktast vardir ve wy(z,Tz) < oo olmasi
durumunda bu sabit nokta tektir.

Teorem 2.1.8. [45]. (X, w) bir modiiler metrik uzay ve 7" : X, — X, bir doniigiim
olsun. € > 0 i¢cin

e<wn(z,y) <e+0 = w(Tz,Ty) <e¢

olacak sekilde bir 0 > 0 varsa 7" nin bir tek sabit noktas1 vardir. wy(7T'x, z) < oo ise bu

sabit nokta tektir ve her x € X, icin 7™ bu noktaya yakinsar.

2.2. S-Metrik Uzaylar

S-metrik uzay kavrami 2012°de Sedghi ve arkadaglar1 [66] tarafindan
tamimlanmigtir. Daha sonra Sedghi ve Dung [67] S-metrik uzaylarda genel bir
sabit nokta teoremi ispatlamistir. Gupta [38] S-metrik uzayda periyodik biiziilme
kavramlarini tanimlamig ve bazi sabit nokta teoremleri vermistir. 2014 yilinda, Sedghi
ve arkadaglar1 [68] tam S-metrik uzaylarda ¢ok degerli doniisiimler igin bir ortak sabit
nokta teoremi ispatlamistir. Rezaee ve arkadaglar1 [62] 2017 yilinda S-metrik uzaylar
tizerinde taniml zayif biiziilme doniisiimleri i¢in bazi sabit nokta sonuclari elde etmis
ve bir homotopi uygulamasi vermiglerdir. S-metrik uzaylar ile ilgili diger sabit nokta

sonuglari icin [24,40] calismalarina bakilabilir.

Bu kisimda S-metrik uzaylar ile ilgili bazi tanim ve teoremlere deginilecektir.
Tanim 2.2.1. [66]. X bostan farkli bir kiime olsun. X {izerindeki bir S-metrik, her
r,1y,2,a € X i¢in agagidaki sartlar1 saglayan bir S : X3 — [0, oo) fonksiyonudur:

(i) S(x,y,z) >0,
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(i) S(z,y,2) =0 =y =z,

(i) S(z,y,2) < S(z,z,a) + S(y,y,a) + S(z, z,a).

Bu sartlart saglayan (X, S) ikilisine de S-metrik uzay denir.

Ornek 2.2.1. [66]. X bostan farkli bir kiime ve d, X iizerinde herhangi bir metrik
olmak iizere

S(x,y,2z) =d(x,z) 4+ d(y, z)

seklinde alinirsa X iizerinde bir S-metrik olur.
Tanim 2.2.2. [66]. (X, S) bir S-metrik uzay olsun.
(1) X deki bir {z,} dizisinin = e yakinsamasi i¢in gerek ve yeter sart n — 00
olmasi durumunda S(z,, z,,z) — 0 olmasidir. Yani her ¢ > 0 ve her n > 0 igin
S(xp, x,, ) < € olacak sekilde bir ny € N sayisinin var olmasidir.
(2) X de bir {z,,} dizisi verilsin. Her € > 0 ve her n,m > ng igin S(z,, Tp, Tpy) < €
olacak sekilde ny € N varsa {x,,} dizisine Cauchy dizisi denir.
(3) (X, S) S-metrik uzayimndaki her Cauchy dizisi yakinsak ise (X, S) ikilisine tam
S-metrik uzay denir.
Tanm 2.2.3. [66]. (X, .S) bir S-metrik uzay ve ' : X — X bir doniigiim olsun. Her
x,y € X i¢in

S(F(x), F(z), F(y)) < LS(x,,y)

olacak sekilde bir 0 < L < 1 sabiti varsa F' ye biiziilme doniisiimii denir.
Teorem 2.2.1. [66]. (X,S) bir tam S-metrik uzay ve F' : X — X bir biiziilme
doniisiimii olsun. Bu durumda F nin bir tek v € X sabit noktas: vardir. Ustelik her

x € X igin
2L

S(F"(x), F™(x),u) < T I

S(z,z, F(x))

olmak iizere lim F"(x) = w esitligi vardur.
n—oo

Teorem 2.2.2. [66]. (X, .S) bir kompakt S-metrik uzay olsun. /' : X — X doniisiimii,
her farkli x # y € X i¢in

S(F(x), F(x), Fy)) < S(z,2,y)

kosulunu saglhiyorsa F' nin X de bir tek sabit noktas1 vardir.
Teorem 2.2.3. [24]. (X, S) bir tam S-metrik uzay, f,¢g : X — X Orten doniigtimler
vea,b>0,c> 1, x # y olmak tizere

aS(z,z, f2)S(y,y, gy)
S(z,z,y)

S(fx, fr,gy) > +0[S(x, 7, fr) + S(y,y, 9y)] + cS(z, 2,y)
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olsun. Bu durumda f ve g, X de bir tek ortak sabit noktaya sahiptir.

Tanmmm 2.2.4. [65]. X bostan farkli bir kiime olmak iizere bir F' : R x X — X
fonksiyonu verilsin. Her ¢t € R igin F'(t, g(t)) = g(¢) ise g : R — X fonksiyonuna F’
nin bir rastgele (random) sabit noktas1 denir.

Teorem 2.2.4. [65]. (X,S) bir tam S-metrik uzay olsun. F,G : R x X — X
fonksiyonlar1 ¢ = 1,2,3 i¢cin k; > 0 ve 0 < k; + ko + k3 < 1 olmak iizere her
r,y € X,t € Rigin

S(E,x), Gt,y), G(t,y)) <k S(x, F(t,x), F(t, x)) + k2S(y, G(t,y), Gt y))
+ ]C3S(l’, Y, y)

kosulunu saglasin. Bu durumda F' ve GG nin bir tek ortak rastgele (random) sabit noktasi

vardir.

2.3. b-Metrik Uzaylar

b-metrik uzay kavrami 1993 yilinda Czerwik [28] tarafindan tanimlanmustir.
Czerwik’in amaci Olciilebilir fonksiyonlarla ilgili bir problemi c¢ozmekti. Bu
amagla metrik uzay kavraminmi genellestirerek b-metrik uzayi tanimlayan Czerwik
calismasinda Banach sabit nokta teoreminin genellestirmesini ispatlamigtir. Daha sonra
Boriceanu [13] iki b-metrige sahip bir kiime iizerinde ¢ok degerli genellestirilmis
biiziilme icin bazi sabit nokta sonuglar1 vermistir. Aydi ve arkadaglar1 [6] b-metrik
uzaylarda kiime degerli quasi-biiziilme doniisiimleri i¢in bir sabit nokta teoremi
ispatlamugtir.
Tamim 2.3.1. [28]. X bostan farkli bir kiime olsun ve bir s > 1 reel sayisi verilsin. Bir
d: X x X — [0, 00) fonksiyonu her z, y, z € X i¢in
(Dd(z,y) =0 & z=y,
2) d(z,y) = d(y, ),
(3) d(x, 2) < sld(x,y) + d(y, 2)]
kosullarini sagliyorsa d ye bir b-metrik, (X, d) ikilisine de bir b-metrik uzay denir.
Ornek 2.3.1. [13].0 < p < 1 olmak iizere [, = {(z,,) C R : > 0%, |z,|P < 00} uzayi

ele alinsin. x = x,,, y = y,, € [, olmak lizere d : [, x [, — R fonksiyonu

d(r,y) = (Zm —w)p

seklinde tanimlanirsa d fonksiyonu ile birlikte [, uzay1 bir b-metrik uzaydur.
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Tanmm 2.3.2. [13]. (X, d) bir b-metrik uzay olsun.

(1) X deki bir {z,} dizisinin = e yakinsamast i¢in gerek ve yeter kosul her ¢ > 0 ve
her n > n(e) i¢in d(x,, z) < € olacak sekilde bir n(e) € N sayisinin var olmasidir.

(2) X de bir {x,} dizisi verilsin. Her ¢ > 0 ve her n,m > n(e) i¢in d(z,, z,,) < €
olacak sekilde bir n(e) € N sayisi1 varsa {x,, } dizisine Cauchy dizisi denir.

(3) Her Cauchy dizisinin yakinsak oldugu (X, d) ikilisine tam b-metrik uzay denir.

Literatiirde var olan baz1 teoremler asagidaki gibidir.

Teorem 2.3.1. [28]. (X, d) bir tam b-metrik uzay olsun ve ¢ : [0, 00) — [0, 00),

lim ¢"(t) =0

n—o0

ozelligine sahip artan bir fonksiyon olmak iizere 7' : X — X doniisiimii,

d(T(z),T(y)) < ¢(d(z,y)), =,y e X
kosulunu saglasin. Bu durumda 7" nin u gibi bir sabit noktas1 vardir ve her z € X i¢in

lim d(T"(z),u) =0

n—oo

dir.

Teorem 2.3.2. [46]. (X, d) bir tam b-metrik uzay olsun ve bu uzayda bir {z,, },en C X
dizisi verilsin. s > 1, k € [0,1) ve ks < 1 olmak iizere T : X — X bir biiziilme
doniigiimii olsun. Bu durumda {z,} — z* olacak sekilde bir z* € X vardir ve z*, T
nin tek sabit noktasidir.

Teorem 2.3.3. [46]. (X, d) bir tam b-metrik uzay olmak iizere bir {x,, },eny C X dizisi

ve bir 7' : X — X doniistimii verilsin. Her z,y € X icin
d(Tz,Ty) < pld(z, Tx) + d(y, Ty)]

kosulunu saglayan bir i € [0, %) say1s1 varsa 7' nin X de bir tek sabit noktas1 vardir.
Teorem 2.3.4. [46]. Bir (X, d) tam b-metrik uzayinda bir {z,},en C X dizisi ve

T : X — X doniigiimii verilsin. Her z,y € X i¢in
d(Tz,Ty) < Ald(z, Ty) + d(y, Tz)]

olacak sekilde bir s\ € [0, %) say1s1 varsa 7' nin X de bir tek sabit noktas1 vardir.
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2.4. Ultrametrik Uzaylar

Ultrametrik uzay, giiclii iicgen esitsizligi denilen
d(z,y) < max{d(z, 2),d(z,y)}

ozelligine sahip bir metrik uzaydir. Ultrametrik kavrami, matematik diginda taksonomi
ve filogenetik agaclar gibi kavramlarda kullanilmaktadir. Ultrametrik uzay kavrami
Van Rooij [75] tarafindan tanimlanmistir. 1998 yilinda ise Priess-Crampe ve
Ribenboim [59] ultrametrik uzaylar i¢in ortak sabit nokta teoremi ispatlamistir. Gajic
[36] ultrametrik uzayda genellestirilmis biiziilebilir doniisiimiin bir sinifi i¢in bir sabit
nokta teoremi ispatlamistir. Kirk ve Shahzad [47] ultrametrik uzaylarda bazi sabit
nokta teoremleri vermistir. Ultrametrik uzaylar ile ilgili elde edilen bazi sabit nokta
sonuglari icin [37,60] calismalarina bakilabilir.

Tanmm 2.4.1. [75]. (X, d) bir metrik uzay olsun. d metrigi, her =, y, z € X i¢in
d(z,y) < max{d(z, z),d(z,y)}

gliclii tiggen esitsizligini sagliyorsa d ye X iizerinde ultrametrik ve (X, d) ikilisine de
ultrametrik uzay denir.

Ornek 2.4.1. [36]. X bostan farkli bir kiime ve bu kiime iizerinde d metrigi

den={ 125}
seklinde tanimli olmak iizere (X, d) bir ultrametrik uzaydir.
Tanm 2.4.2. [75]. (X, d) ultrametrik uzayinda i¢ ice azalan yuvarlar bogtan farkli bir
kesisime sahip ise bu uzaya kiiresel tam ultrametrik uzay denir.
Teorem 2.4.1. [36]. (X, d) kiiresel tam ultrametrik uzay olsun. 7" : X — X dontistimii

her z,y € X,z # yicin
d(Tz,Ty) < max {d(z,Tx),d(z,y),d(y,Ty)}

kosulunu sagliyorsa 7" nin X de bir tek sabit noktas1 vardir.

Teorem 2.4.2. [58]. (X, d) bir ultrametrik uzay olsun. X in kiiresel tam olmasi igin
gerek ve yeter kosul her 7' : X — X biiziilme doniisiimiiniin bir tek sabit noktaya
sahip olmasidir.

Teorem 2.4.3. [60]. (X,d) bir ultrametrik uzay olmak iizere f,S,7 : X — X

doniistimleri asagidaki kosullar1 saglasin:
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(1) f(X) kiiresel tam,

2)x,y € X,z #yigind(Sx, Ty) < max{d(fx, fy),d(fz,Sz),d(fy, Ty)},

Q3 fS=Sf, fT=Tf, ST =TS,

() S(X) C F(X), T(X) C f(X).

Bu durumda bir w € X noktasi i¢in f(w) = S(w) veya f(w) = T'(w) dir.

Teorem 2.4.4. [47]. (X, d) bir kiiresel tam ultrametrik uzay ve 7' : X — X, asagidaki
sartlar1 saglayan bir doniisiim olsun:

(D) z#T(z)ved(z,T(z) <d(T*(2),T(z2))ise d(z,T(z)) < d(z,T(z)),

(2) T, yoriingeler iizerinde bir biiziilme doniistimiidiir.

Bu durumda T nin B(z;d(x,T(z))) seklinde tanimli her yuvarinda bir sabit noktasi

vardir.

2.5. C*-Cebir-Degerli Metrik Uzaylar

C*-cebir-degerli metrik uzay kavrami 2014 yilinda Ma ve arkadaslar1 [52]
tarafindan tamimlanmistir. Aymi calismada C*-cebir-degerli biiziilme doniisiimleri
icin bir sabit nokta teoremi ispatlamislardir. 2015 yilinda ise Ma ve Jiang [53]
C*-cebir-degerli b-metrik uzaylar1 tamimlamig, operator ve integral denklemler ile
iligkili bazi uygulamalar vermistir. Tam C*-cebir-degerli metrik uzaylarda iki doniisiim

icin ¢akigik ve ortak sabit nokta teoremleri [63] ispatlanmugtir.

Batul ve Kamran [12] C*-cebir-degerli biiziilme doniisiimlerini genellestirmis
ve bunlar i¢in bir sabit nokta teoremi ispatlamistir. 2016 yilinda C*-cebir-degerli
metrik uzaylar i¢in Caristi sabit nokta teoremi Shehwar ve arkadaglar1 [71] tarafindan
verilmigtir. Kamran ve arkadaglar1 [42] C*-cebir-degerli O-metrik uzaylarda Banach
biiziilme prensibini ve bir uygulamasmi ispatlamistir. Bai [10] C*-cebir-degerli
b-metrik uzaylarda ikili sabit nokta teoremleri vermistir. Bu konu ile ilgili diger 6nemli

calismalar i¢in [4,41,48,69,70,76,77] makaleleri incelenebilir.

C*-cebir-degerli metrik uzaylar1 tanimlamak i¢in gerekli olan bazi kavramlari

verecegiz.

A kiimesi [ birimli bir cebir olsun. A {izerindeki bir iis alma iglemi, A iizerinde

a — a* eslemesini yapan bir eslenik lineer doniisiimdiir 6yle ki her a, b € A i¢in

a™ =a ve (ab)" =b"a*
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ozellikleri vardir. (A, ) ikilisine bir *x-cebir denir. Bir Banach x-cebir,
la*[] = flall (Va € A)

ozelligine sahip bir tam altcarpimsal norm ile birlikte bir *-cebirdir. C*-cebir ise

la*al| = ||al|? 6zelligine sahip bir Banach x-cebirdir.
A bir Banach x-cebir ve a € A olsun. a nin spektrumu
o(a) ={X € C: A\l — a, A datersinir degil }
kiimesidir.

A, = {z € A : x = 2*} kiimesi tamimlansin ve bir x € A, eleman verilsin.
o(x), z in spektrumu olmak tizere o(x) C [0,00) ise x e bir pozitif eleman denir ve
x > 0 ile gosterilir. A, tizerinde bir kismi siralama =<, pozitif elemanlar araciligiyla ve

0, A daki sifir eleman olmak iizere asagidaki gibi tanimlanir:
ry & y—xz>=0.
Burada {z € A : z > 0} kiimesi A, ile gosterilecektir.

I, A nin birimi olmak iizere herhangi bir x € A, elemani igin
=1 < |z|| <1

denkligi ve |z| = (2*z)? esitligi vardir.

Tanim 2.5.1. [52]. X bostan farkli bir kiime olsun. d : X x X — A doniistimii
asagidaki kosullar1 saglasin:

(D Herz,y € X i¢in 0 < d(z,y) ved(z,y) =0 < x=uy,

(2)Her z,y € X d(z,y) = d(y, x),

(3)Her z,y,z € X i¢cind(x,y) < d(z,2) + d(z,y).

Bu durumda d ye X iizerinde bir C*-cebir-degerli metrik ve (X, A d) ye bir

C*-cebir-degerli metrik uzay denir.

Metrik uzay tanimindaki R yerine A, geldigi i¢in C*-cebir-degerli metrik

uzaylar, metrik uzaylarin bir genellestirmesidir.
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Tanmm 2.5.2. [52]. (X, A, d) bir C*-cebir-degerli metrik uzay, {z,} C X vez € X
olsun.
(i) Her ¢ > 0 i¢in n > N 0zelligine sahip tiim n ler diisiiniildiigiinde ||d(x,,x)| < e
olacak sekilde bir N sayisi varsa {x,, } dizisine A ya gore yakinsak denir.
(i) Her ¢ > 0 i¢in n,m > N o0zelligine sahip tim n,m ler diisiiniildiigiinde
|d(xp, z,)|| < € olacak sekilde bir N sayis1 varsa {z,,} dizisine A ya gére bir Cauchy
dizisi denir.
(iii) (X, A, d) C*-cebir-degerli metrik uzayindaki her Cauchy dizisi A ya gére yakinsak
ise (X, A, d) ye bir tam C*-cebir-degerli metrik uzay denir.
Ornek 2.5.1. [52]. X = Rve A = M(R) olsun. 2,y € R ve o > 0 bir sabit olmak
lizere

d(x,y) = diag(|z — y|, oz —y|)
metrigi tamimlansin. d bir C*-cebir-degerli metriktir ve R nin tamligindan dolay1
(X, My(R), d) bir tam C*-cebir-degerli metrik uzaydir.
Tanmm 2.5.3. [52]. (X, A, d) bir C*-cebir-degerli metrik uzay ve 7" : X — X bir

doniistim olsun. Her z,y € A icin
d(Tx,Ty) = A%d(x,y)A

olacak sekilde [|A|| < 1 ozelligine sahip bir A € A elemam varsa 7' ye
C*-cebir-degerli biiziilme doniisiimii denir.

Teorem 2.5.1. [52]. (X,A,d) bir tam C*-cebir-degerli metrik uzay ve T bir
C*-cebir-degerli biiziilme doniisiimii ise 7" nin X de bir tek sabit noktas1 vardir.
Tamm 2.5.4. [52]. X bostan farkli bir kiime ve 7" : X — X bir doniisiim olsun.
Asagidaki sartlari saglayan 7' doniistimiine, X {izerinde bir C*-cebir-degerli genisleme
doniisiimii denir:

(HT(X) =X,

(2) A € A bir tersinir eleman ve ||A™!|| < 1 olmak iizere her x,y € X igin
d(Tx,Ty) = A*d(z,y)A.

Teorem 2.5.2. [52]. (X, A, d) bir tam C*-cebir-degerli metrik uzay ve 7" : X — X
genigleme doniigiimii ise 7" nin X de bir tek sabit noktas1 vardir.

Lemma 2.5.1. [52]. A, birimi [ olan bir C*-cebir olsun.

(1) |la|| < 3 olmak iizere a € A, ise I — a tersinirdir ve ||a(] — a)™!|| < 1 dir.

(2) a,b = 6 ve ab = ba 6zelliklerine sahip a,b € A elemanlari i¢in ab > 6 dir.
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(3)A' ={a € A :ab=ba, Vb € A} seklinde tamimlidir.

Verilen bir a € A’ elemani igin b >= ¢ > 0 6zelligine sahip b, ¢ € A elemanlar1 var ve
I — a € A’_ bir tersinir operator ise (I — a)'b = (I — a)~'c ifadesi vardur.

Teorem 2.5.3. [52]. (X, A, d) bir tam C*-cebir-degerli metrik uzay olsun. 7" : X — X

doniisiimii A € A, ve [|A|| < 1 olmak iizere her z,y € X i¢in
d(Tz,Ty) 2 A(d(Tz,y) + d(Ty, z))

sartin1 saglasin. Bu durumda 7" nin X de bir tek sabit noktas1 vardir.
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3. ARASTIRMA BULGULARI

Bu boliimde farkli tip metrik uzaylarda elde edilen orijinal sonuglara yer

verilecektir. Bu sonuclar [3,31-34] nolu eserlerde yayimlanmugtir.

3.1. Modiiler Metrik Uzaylar Uzerine Baz1 Sonuclar

Bu kisimda, modiiler metrik uzaylarda T-yOriingesel w-tamlik,
yoriingesel w-siireklilik ve hemen hemen zayif w-biiziilme doniisiimii seklinde bazi
yeni kavramlar tanimlanmisg, bu kavramlar aracilifiyla 6zel sartlara sahip dontisiimlerle
ilgili baz1 sabit nokta teoremleri ispatlanmis ve son olarak homotopi iizerine bir
uygulama verilmisgtir.
Tanmm 3.1.1. X m bir U alt kiimesi verilsin. Her € U i¢in B, (z,r) C U olacak
sekilde bir » > 0 sayis1 varsa U ya w-acik denir.

Tanmm 3.1.2. (X, w) bir modiiler metrik uzay ve 7' : X — X* bir doniisiim olsun.

e v € X eleman igin O(z,T) yoriingesindeki herhangi bir w-Cauchy {7™x} alt
dizisi X da yakinsak ise (X, w) ya T-yoriingesel w-tam denir.

e | — 00 olmasi durumunda
{T"z} > x9 = {T(T"z)} — Txy

ise T' ye yoriingesel w-siirekli denir.

e n € Z* olmak iizere her x,y € X i¢in
wx(T"z, T"y) < [a(z, y)]"6(z, y)

olacak sekilde 0 < a(z,y) < 1 ve é(x,y) > 0 sayilart varsa T ye w-biiziilme tipi
doniisiim denir.
Ornek 3.1.1. X = [1,00) kiimesi iizerinde tanimh wy(x, y) = % fonksiyonu
bir modiiler metriktir:
(a) wr(z,y) = w > 0 dir.

() n(,g) = et _ mstund o, 0y i
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(€) wrspu(z,y) < wa(z, 2) + wa(z,y) esitsizliginin var oldugunu gosterelim.

max{z,y
Wi (2, y) = %M}

mex{e, v, 2}
- A+ p

max{z,z} max{y,z}
T A+ A+

max{z,z} max{y,z}
< +

A It

= wy(, 2) +wu(z,v)

T : X — X doniisiimii T = § seklinde tamimlansin. 0 < a(z,y) = 5 < 1 ve

1
2

d(z,y) = w > 0 olmak iizere

x
wr(T"z, T"y) = wy (Q—n, 2%)

y max{ s, o
B A
1 max{x,y}
2n A

= la(z,y)]"o(z,y)

oldugundan 7 bir w-biiziilme tipi dontigiimdiir. Kabul edelim ki {z,,} — z olsun.

. . x
LpTem= My ==

oldugundan 7', yoriingesel w-siireklidir.

Asagidaki teorem, Ciric tarafindan verilen [25] nolu makaledeki teoremin
modiiler metrik uzaylardaki karsiligidir.
Teorem 3.1.1. (X, w) bir T-yoriingesel w-tam modiiler metrik uzay ve 7" : X — X
hem w-biiziilme tipi hem de yoriingesel w-siirekli bir dontisiim olsun. wy(z, Tz) < 0o
olacak sekilde bir x = z(\) € X elemani var olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler
vardir:
(i) Her zp € X i¢in {x,,} = {T"x¢} — u dur,
(ii) 7" nin bir tek v € X sabit noktas vardir,

(iii) 0 < (g, T'xg) < 1, §(xo, T'zo) > 0 olmak tizere

w)\(T”%,u) < [Oé(.’L’O,T:C())]n

T
- 11— a(xo,Txo)é(xO’ 7o)

esitsizligi vardir.
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Ispat: (i) 2o € X olmak iizere z; = Tz seklinde bir {z,,} C X dizisi tanimlansn.
{z,} in bir w-Cauchy dizisi oldugunu gostermeliyiz. Modiiler metrik tanimindan
dolay1
wr(T"wg, T" " 0) =wa (T2, T" "1 Tx0)
<wa (T"o, T"Txo) + w%(T”“xo, T Tag) + - -
+wa (T g, T 1T

ifadeleri vardir. 7" bir w-biiziilme tipi doniisiim oldugundan
wr(T"z0, T" " 0) < [a(z0, T0)]" (20, T0) + - - - + [0, T)]™ " (20, T20)

olup buradan
n+r—1

wA(T" o, T ") < ( Z [Oz(mo,Ta:O)]k)5(x0,Txo) 3.1

k=n

elde ederiz. a(xg, Txg) < 1 oldugundan lim wy(T"zg, 71" x¢) = 0 dir. Sonug olarak
n—oo

{z,} = {T™z0} bir w-Cauchy dizisidir ve X m T-yoriingesel w-tamligindan dolay1

w= lim x, = lim T"z,
n—oo n—o0

olacak sekilde bir v € X noktas: vardir.

(ii) 7" nin yoriingesel w-siirekliliginden

Tu=T(lim z,)= lim Tz, = lim 2, =u
n—o0 n—o0 n—oo

bulunur. O halde u, T nin bir sabit noktasidir.

u noktasinin 7" nin tek sabit noktas1 oldugunu gostermeliyiz. Kabul edelim ki

«', T nin bagka bir sabit noktas1 olsun. Bu durumda
wa(u,u') = wr(T™u, T ) < [o(u, w)]"0(u, ')

elde ederiz. lim [o(u,u)]” = 0 oldugundan wy (u,u’) = 0 dir, yani u = v diir.
n—oo

(iii) (3.1) de r — oo seklinde limite gecersek

n+r—1
lim wy(T"zo, T" " 20) < lim ( Z [oz(xo,Ta:O)]k) d(zo, Txp)
r—00 r—00 P’

= lim [a(xo, Txo)]”(l + a(zg, Txo) + - - - + [a(wo, Txo)]r_l)

(S(ZCo,T.To)
o1 — [a(xg, Txo)]”

:)i_)rgo[a(xg,Ta:o)] = (2o, Ta0) d(zo, Txo)
[a(xg, Txo)]™

= T
1- oz(xo,Txo)é(xo’ 7o)
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bulunur. Sonug olarak

[a(xg, Txg)]"™
T <
UJ)\( %o, u> - 11— Oé(l’o, T.Z’())

(5(3’)0, Tl'o)

esitsizligine ulagilir. |
Tamim 3.1.3. (X, w) modiiler metrik uzay ve 7' : X} — X bir doniisiim olmak tizere
keyfi z,y € X noktalar verilsin. o : (0,00) — [0,1), her 0 < p < ¢ < o0 i¢in
sup{a(r) : p < r < g} < 1 6zelliine sahip bir reel fonksiyon olsun. j, k > m(z,y)

seklindeki tiim sayilar i¢in
wA(T(T72), T(T*y)) < clwa (T2, T*y))wr (T2, T*y) (3.2)

olacak sekilde bir m(x, y) pozitif tamsayisi varsa 7" ye hemen hemen zay1f w-biiziilme

doniistimii denir.

Asagidaki teorem, Ciric tarafindan [27] nolu makalede verilmis teoremin
modiiler metrik uzaylardaki bir karsiligidir..
Teorem 3.1.2. (X, w) bir T-yoriingesel w-tam modiiler metrik uzay ve 7' : X — X
bir doniisiim olsun. wy(z,Tz) < oo olacak sekilde bir x = z(\) € X elemaninin
var oldugunu kabul edelim. 7" hemen hemen zay1f w-biiziilme doniigiimii ise asagidaki
ifadeler vardir:
(1) JI—EEOT% = u dur,
(2) T nin bir tek v € X sabit noktasi vardir,
(3) Her z € X i¢in

a(e) =sup{a(r): 0 <e <r <2}

olmak tizere

wr (T tz, Trx) < [1 — ale)]e

ven > m(z,Tx) + 1iken wy(T"x,u) < ¢ dur.
Ispat: (1) X daki herhangi iki nokta  ve y olsun. n > m(z,y) icin
W (T, T y) < afwa (T2, T™y)Jwa (T 2, T"y) < wr(T"z, T™y)

elde ederiz. Buradan {w)(7T"z,T"y)} artmayan bir dizidir. Kabul edelim ki
lim wy(T"z, T"y) = t ve t > 0 olsun. o(t) = sup{a(r) : 0 < t < r < 2t}
n—o0

30



tanimlansin. Bu durumda
t <wn(T?z,T°y) <t+[1l—a))t=[2—at)t
olacak sekilde bir s > m(z,y) tamsayisi vardir. Ancak
Wi (Ts+1'r7 Ts+ly) SO{[W)\<TSZE, Tsy)]w)\(Tsxa Tsy>
<a(t)[2 — a(t)]t
=(1-[1—a)*)t
<t
seklinde bir ¢eliski durumu ortaya ¢ikar ¢iinkii her n > m(z, y) icin wy(T"x, T"y) > t

dir. Sonug olarak her z,y € X i¢cin

lim wy(T"z, T"y) =0 (3.3)

n—oo
elde ederiz. z € X olmak tizere {7z} dizisinin x noktasinda bir w-Cauchy dizisi

oldugunu gostermeliyiz.

Keyfi bir ¢ > 0 i¢in a(e) = sup{a(r) : ¢ < r < 2¢} tamimlansin. (3.3) den

dolay1 her £ > ny icin
wA(TF 2, TF2) < [1 — a(e)]e (3.4)
olacak sekilde bir ng > m(z, T'z) 4+ 1 tamsayisi vardir. r iizerinden tiimevarim yaparak

wA(TFz, T*"z) < € (3.5)

esitsizligini gostermeliyiz. » = 1 durumu (3.4) den dolay1 saglanir. » > 1 i¢in (3.5) in
saglandigini kabul edelim. (3.4) ve tiimevarim hipotezinden asagidaki sonuca ulasiriz:
wA(TF e, TH ) < w%(T’“’lx, TFz) + w%(T’“:c, T )
<[l-ale)ete=[2—al)e G0
wr(TF Lo, TH*z) < e ve k — 1 > m(wx, Tx) ise T igin verilen hipotezden dolay1
wr(TFz, TFg) < ¢
elde edilir. ¢ < wA(kalm, T k”m) durumunu kabul edersek (3.2) ve (3.6) dan dolay1
(T z, T*T 1) <alwy(TF o, TF ) |wn (TF e, TH T 2)
<a(e)wy(TF o, TH )
<a(e)]2 — a(e)]e
—(1- (1 - a(e)))e

<€
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bulunur. Sonug olarak tiimevarima gore (3.5) in her r € N i¢in saglandigini goriiriiz.
Boylece {T"x} bir w-Cauchy dizisidir ve X m T-yoriingesel w-tamligindan dolay1

lim 7"z = w olacak sekilde bir u € X eleman1 vardir.
n—0o0

(2) T yoriingesel w-siirekli oldugundan 7'v = w dur. $imdi v nun 7" nin tek sabit
noktas1 oldugunu gostermeliyiz. Kabul edelim ki w', Tu’ = u’ olacak sekilde bir bagka
sabit nokta olsun. Bu durumda
wa(u, u') =wa (T, T )
<alwn(T™u, T )wr (T, Tu)
=afwy (T™u, T ) wy (u, u)
= (1- a[w,\(T"u,T”u,)])w,\(u,u,) <0

bulunur. afwy (T"u, T"u')] < 1 oldugundan wy (u, v’ ) = 0 dir ve boylece v = v’ diir.

(3.5) de » — oo seklinde limit alinirsa (3) ispatlanmisg olur. |

Asagidaki teorem Boyd ve Wong tarafindan [14] nolu makalede verilmis olan
teoremin modiiler metrik uzaylar i¢in bir karsiliidir.
Teorem 3.1.3. (X, w) bir w-tam metrik uzay ve ¢ : R™ — R reel, iistten yari-siirekli,

azalmayan ve ¢t > 0 i¢in
o(t) <t (3.7)

ozelligine sahip bir fonksiyon olsun.

W)\(T.%‘, Ty) < gﬁ[ng(JI, y)] (3.8)

ozelligine sahip bir 7" : X! — X dontigiimii verilsin. wy(x, T'z) < oo olacak sekilde
bir x = z(\) € X elemaninin var oldugunu kabul edelim. Bu durumda 7" nin bir tek

y € X sabit noktasi vardir ve her x € X’ i¢in n — oo iken {7z} — y dir.

Ispat: Keyfi bir 2 € X* i¢in a,, = wy(T" 'z, T"z) olsun. Buradan
py1 =w (T2, T 1)
=w\(TT" 'z, TT )
<@lwar (T2, T")]
<wsy\(T" 'z, T"x)
<w\(T" o, T"x)

=Q,.
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elde ederiz. Boylece {«,,} bir azalan dizi olup a seklinde bir limite sahiptir. a > 0

kabul edelim. a1 < ¢(a,) ve ¢ sagdan iist yari-siirekli oldugundan

a< lim supo(ay) < ¢la)

anp—a+

bulunur. Fakat son ifade, (3.7) ile celisir. Bu durumda

lim wy (T" z, T"x) = 0

n—oo

buluruz.

Simdi {7T"x} in w-Cauchy dizisi oldugunu gosterecegiz. {T"xz} dizisinin

w-Cauchy olmadigini kabul edersek her n € N ve m = m(n) > n igin
wr(T"z, T"x) > € (3.9)

seklinde bir € > 0 sayisinin var oldugu sonucuna ulasiriz. m(n) yi (3.9) u saglayan en

kiiciik tamsay1 olarak kabul edebiliriz. Bunun anlami
wr(T"z, T 'x) < €

olmasidir. Ucgen esitsizliginden

e <w\(Trz, TMx) Sw%(T"I, T ) + w%(Tm_lzz:, Tx)

bulunur. lim wy (7" z, T™z) = 0 oldugundan
m—00

Yo =wn(T™, T"x) =€ m — 00

elde edilir. m > n ifadesi wy(T™z, T"z) < wy(T"z, T" ) esitsizligini
gerektirdigi i¢in

€ < = wr(T"z, T™z) <wx (T"z, T" ') + w%(TT”x, TT"x) + w%(me, ")

3

2w (T"z, T" ) + ¢l (T, T"z)]

w|>

=200, ("2, T"0) + 6(7,)

sonucuna varilir. Boylece ¢ nin siirekliligi, (3.7) ile celisen asagidaki ifadeye sebep
olur.

e < lim 2wx (T2, T"'2) + lim sup ¢(v,) < é(e).
n—oo

n—00 3
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Sonug olarak, {7"x} bir w-Cauchy dizisidir ve X, w-tam oldugundan {7"z}, X}
daki bir xy noktasina w-yakinsar. T, (3.7) ve (3.8) den dolay1 w-siireklidir ve boylece

Tz = T(lim T"z) = lim T(T"z) = lim T""2 =

n—oo n—oo n—oo

esitligi vardir. O halde {7z} in limit noktas1 olan z, 7" nin bir sabit noktasidur.

Simdi tekligi ispatlayaca8iz. u, T’ nin x( dan farkli bir sabit noktas1 olsun. Bu

durumda
OJA(% 350) :WA(T% Tl’o)

<@lwsr(u, xo)]
<wsy(u, x0)
<wjy(u, o)
bulunur. Ortaya cikan ¢eligskiden dolay1 v = zy olmak zorundadir. O halde 7" nin bir

tek sabit noktas1 vardir. |

Simdi Teorem 3.1.3 ii saglayan bir 6rnek verelim.

Ornek 3.1.2. X = [0,2], w(z,y) = 52, 6(t) = L, Tw = £ olmak iizere

Tx —Ty llz—y
wA(T:L‘,Ty):’ ) ‘:?| 3 |

veE

Son(oa) — (b(’xB_)\y’) _ !:cG—Ay!

esitlikleri vardir. Buradan

w,\(Tx, Ty) S ¢(W3>\($, y))

esitsizligini elde ederiz. Teorem 3.1.3 iin kosullar1 saglandig1 i¢in O, 7" nin bir tek sabit

noktasidir.

3.1.1. Homotopi iizerine bir uygulama

Teorem 3.1.4. (X, w) bir w-tam metrik uzay ve U C V olmak iizere X* 1n agik ve
kapali alt kiimeleri sirastyla U ve V' olsun. wy(x, T'z) sonlu olacak sekilde bir X da
bir z = x(\) elemam var olsun. H : V x [0,1] — X operatorii asagidaki kosullari

saglasin:
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(@ Herz € V\ U vehert € [0,1] igin x # H(z,t) dir,
(b)Hert € [0,1] ve her z,y € V igin

wA(H (2,t), H(y, 1)) < dplwsa(z,y)]

olacak sekilde ¢(u) < u ve u > 0i¢in ¢(u) > 0 6zelliklerine sahip siirekli, azalmayan
bir ¢ : [0, 00) — [0, 00) fonksiyonu vardir,

(c)Hert,s € [0, 1] ve her z € V i¢in
wA(H (2,t), H(z,s)) < |a(t) — als)|

olacak sekilde bir « : [0, 1] — R siirekli fonksiyonu vardur,

(d) Y(z) = o — ¢(x) olmak iizere ¥ : [0,00) — [0, 00) kesin olarak azalmayan bir
doniistimdiir.

Bu durumda H (., 0) 1n bir sabit noktasinin var olmasi i¢in gerek ve yeter sart H(., 1)

in bir sabit noktasinin var olmasidir.

Ispat: G kiimesi asagidaki gibi tanimlansin:
G:={tel0,1] : bir x €U i¢in z = H(z,t)}.

(=) H(.,0) m bir sabit noktasi var olsun. (a) dan dolay1 0 € G oldugundan G bostan
farkl1 bir kiimedir. G nin [0, 1] de hem kapali hem de agik oldugunu gosterecegiz. [0, 1]

in baglantililigindan dolay1, G = [0, 1] olacagindan gerekli sonuca ulagmis oluruz.

Oncelikle G nin [0, 1] de agik oldugunu gosterelim. ty € G ve xg = H (o, to)
olmak iizere o € U olsun. U, X da acik oldugundan B, (x,r) C U olacak sekilde
bir 7 > 0 vardir. ¢ = r — wy(x,z9) > 0 durumunu goz 6niinde bulundurursak «, %,
da siirekli oldugundan her ¢ € () — f(¢),to + 5(¢)) icin |a(t) — a(ty)| < € olacak
sekilde 5(g) > 0 sayisi vardir.

t € (to — B(e),to + B(e)) olmak tizere

x € By(xg,r) ={z € X : wy(z,z9) <7}

35



i¢in
WA(H(fa t)? IO) :wA(H<'T7 t)? H(Q?(), tO))

<e +w%($a$0)

<e +wx(z, zo)

=r — wy(z, xg) + wx(x, x0)
=r

ve H(x,t) € B,(xo,r) elde ederiz. Boylece her sabit ¢ € (to — 3(¢), to + 5(¢)) i¢in

H(.,t): B,(xg,7) = By(xo,7)

dir. Teorem 3.1.3 deki tiim hipotezler saglandigi icin H (., t) nin V' de bir sabit noktasi

vardir fakat bu sabit nokta (a) dan dolay1 U da olmalidir. Boylece

(to — B(e),to+ B(e)) € G

olup G, [0, 1] de agiktir.

Simdi G nin [0, 1] araliginda kapali oldugunu gésterelim. G de n — oo iken
t, — t* € [0,1] ozelligine sahip bir {¢,},cz+ dizisi verilsin. Amacimiz t* € G
oldugunu gostermektir. G' nin tammindan dolay1, her n € Z* i¢in z, = H(x,,t,)

seklinde ,, € U elemam vardir. Ustelik m, n € Z* icin
W)\(Q;n, xm) :w)\(H(xTU tn)7 H('Tma tm))

Sw%(H(xn, tn), H(Zp, tm)) + w%(H(xn, tm), H(Zm, tm))

IN

la(tn) — a(tm)] + gb[w% (T, Tn)]

la(tn) — a(tm)| + dlwr(Tn, Tm)]

IN

elde ederiz. (d) den dolay1

D(wr(@n, Tm)) < le(tn) — altm)]

bulunur ve
WA (& Tm) < 7 (eu(tn) = a(tm)])

elde edilir.
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Simdi bu esitsizligi kullanarak {z,},cz+ dizisinin Cauchy dizisi oldugunu
gosterelim. ¢! ile a nin siireklilifinden ve n,m — oo iken {t,}necz+ in
yakinsaklifindan dolayr lim w)(z,, x,,) = 0 sonucuna ulagiriz. Yani {z, },cz+, X

n,m—00

da bir w-Cauchy dizisidir.

X}, w-tam oldugundan

lim wy(z*,2,) =0
n—oo

olacak sekilde #* € V' noktasi vardir. Asagida verilen
wx(Tp, H(x™, t")) =wx(H (zp, t,), H(z", "))
§w%(H(xn, tn), H(x,, t%)) + wy (H(xp,t*), H(z",t"))
<lalts) = alt")] + Sl (. 27))

esitsizliginde n — oo seklinde limite gegilirse

lim wy(z,,, H(z*,t")) =0

n—oo
ve
wi(z*, H(z",t")) = lim wy(z,, H(z",t")) =0
n—o0
elde edilir. Buradan z* = H (z*, t*) dir. (a) dan dolay1 2* € U dur. Sonug olarak t* € G
dir ve G, [0, 1] de kapaldr.

(«<=) Benzer sekilde gerek sartin ispatindaki yontem kullanilarak gosterilebilir. |

3.2. Modiiler S-Metrik Uzaylar ve Baz1 Sabit Nokta Sonuclar:
Calismamizin bu kisminda S-metrik ve modiiler metrik kavramlarini
birlestirip yeni bir kavram olarak modiiler S-metrik uzay: tanitacagiz ve bu uzayla
ilgili elde ettigimiz orijinal sonuglar1 verecegiz.
Tanim 3.2.1. X bostan farkli bir kiime olsun. X iizerindeki bir modiiler S-metrik her

x,y,z € X ve A > 0 i¢in agsagidaki sartlar1 saglayan bir
s:(0,00) x X x X x X — [0, <]

fonksiyonudur:

(S1) sa(x,y,2) >0,

(S2) sx(z,y,2) =0 =y =2z,
(S3)Her A\, u,v > 0ve a € X igin

S)\—i—/ﬁ-u(aja y7 Z) S 3/\(377 l’, a) + Su(yv y’ CL) + SI/(Za Zv a)
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esitsizligi vardir.

Bu durumda (X, s) ikilisine modiiler S-metrik uzay denir.

Ornek 3.2.1. (X,S) bir S-metrik uzay ve ¢ : (0,00) — (0,00) azalmayan bir
S(z,y, z)

P(A)

fonksiyon olmak iizere X iizerinde tanimli sy(x,y,z) = fonksiyonu bir
modiiler S-metriktir.

Ornek 3.2.2. X =[0,1) ve A € (0, 00) olmak iizere X iizerinde tanimli

1
SA(xaya Z) = Xmax{|x - y|7 |y - Z|7 |:L‘ - Z|}

bir modiiler S-metriktir:

(S1) sx(z,y, z) = s max{|z — yl, |y — 2|, |z — 2|} > 0 oldugu agiktir.

(52) sx(z,y,2) = y max{|z — y|, |y — z|, |z — 2|} = 0 olmas i¢in gerek ve yeter sart
|l —y| = |y — 2| = |x — z| = 0 yani x = y = z olmasidir.
(S3) saputv(z,y,2) = max{'“ﬂ;'j’;jl’lmle} olsun. incelenmesi gereken ii¢ durum

vardir:

1. Durum: max{|z — y|, |y — z|, | — 2|} = |z — y| olmas1 durumunda
[t —yta—af |r—atly—af _|r—a[+ly—a[+]|z—d
Adtp+v T Atput+v T A+ p+v

elde edilir.
2. Durum: max{|z — y|, |y — z|, | — z|} = |y — 2| durumunda

y—z+a—al _ly—al+lz—a _lz—al+ly—al+|z—a
Apu+v T A+pu+v T A p+v

bulunur.
3. Durum: max{|z — y|, |y — z|, |z — 2|} = |z — z| olmas1 durumunda ise
|z — 24+ a—d < |z —a| + |z — a < |z —al+ |y —al+ |z —q]
A+p+v T A p+v - A p+v

sonucuna ulagilir. Bu ii¢ durumdan asagidaki esitsizlikler elde edilir:

max{|x B y|7 |y _ Z|7 ’.CL’ _ Z|}

S/\+M+l/(x7 Y, Z) =

A p+v
w—al+|y—al+ |z —d
- At p+v
cle—d Jy—a |z—d
A 1 v
_ max{le —ol,Jx —al, |z —al} | maxly — yl.ly — ol. Iy - al}
A It

HlaX{|Z— Z‘7 |Z_ a’|7 |Z_ CL|}

v

= sx(x,x,a) + s,(y,y,a) + 5,(2,2,a).
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Lemma 3.2.1. (X, s) modiiler S-metrik uzay ve x,y, z € X olmak tizere

S/\(xa z, y) = SA(Q? Y, .CE)

esitligi vardir.

Ispat: Modiiler S-metrik tanimindan dolay1
8)\(1‘7 z, y) < SE(':Cv z, .CL’) + 86(137 xz, Q?) + 8)\,25(:% Y, 37)
olacak sekilde bir € > 0 sayis1 vardir. £ — 0 seklinde limite gecersek

s,\(z,x,y) < S)\(y>yax)

elde ederiz. Benzer sekilde s, (y,y, z) < sx(x,z,y) dir. Boylece

sx(@,2,y) < sx(y,y,2) < sa(z, z,y)
ve
sx(z,x,y) = sa(y,y, )
sonucuna ulasiriz. [ |
Uyan 3.2.1. (X, s) modiiler S-metrik uzay ve x,y,z € X olmak iizere A > 0 i¢in

sx(z,y, 2), (0,00) tizerinde siirekli ise bu aralik iizerinde artmayan bir fonksiyondur.

Gergekten 0 < v < p < Aise (S3) den
3)\(337 xz, y) S 5)\7#(1'7 x, l’) + Sufl/(xy xZ, I’) + Su(ya Y, LL’)
ve (52) den de

S,\(ZC, x, y) < Su(ya Y, I)

sonucu elde edilir.

Lemma 3.2.1 den dolay1 sy(z,z,y) < s,(z,x,y) oldugundan s,(z,y,2)
fonksiyonu (0, 0o) iizerinde artmayandir. Bundan dolay1 [0, oo] araliginda her A > 0
noktasi i¢in sag limit

Sneole9,2) = T 50,9, 2)
ve sol limit
Sx—o(x,y,2) = li_r}r(l]s,\_a(x, Y, 2)

vardir ve asagidaki iki esitsizlik saglanir:
sxro(,y,2) < sa(w,y,2) < sxo(z,9, 2).
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Tanmm 3.2.2. (X, s) bir modiiler S-metrik uzay olsun. X iizerinde z,y € X i¢in
r Xy < limsy(z,z,y) =0 (3.10)
A—00

ile tammli < bagintis1 bir denklik bagintisidir. Simdi bu bagintinin denklik bagintist
oldugunu yansima, simetri ve gecisme 6zelligini saglatarak gosterelim. z ~ 2 durumu

(52) sartindan dolay1 agiktir. Lemma 3.2.1 den dolay1
Ry e limsy(r,2,y) =0= lims\(y,y,7) Sy~
A—00 A—00

elde ederiz.

r X yvey X zise /\lim sx(z,z,y) = 0 ve Alim sx(y,y,z) = 0 bulunur. (S3)
—00 —00
ve Lemma 3.2.1 den dolay1

. . . .
Jim sy (2,2, 2) < lim s (2,2, y) + lim sa (@, 2,y) + lim sa(y,y,2)

=0+0+0

sonucuna ulagilir. (S1) 6zelliginden dolay1
lim sy(z,7,2) =0 & 2 X 2
A—00
oldugu aciktir. X / < boliim kiimesindeki € X elemaninin denklik sinifi
X,={yeX:yRa}
seklinde tanimlanir. xy € X i¢in X kiimesi asagidaki gibi tanimlanir:
X ={zr € X :s)(x,z,19) < 0o olacak sekilde IN\ = A(z) > 0 vardir}.
Teorem 3.2.1. (X, s) bir modiiler S-metrik uzay ise modiiler kiime X, z,y € X, igin

S(x,x,y) =1nf{\A > 0: sy(z,z,y) < A}

ile tamiml1 S-metrik ile birlikte bir S-metrik uzaydir.

Ispat: = X y oldugundan A > )\ icin (3.10) denkliginden
SX (17, xz, y) S 1

olacak sekilde bir \g > 0 sayist vardir. A\; = max{l, Ao} alinirsa S°(z,x,y) nin
tanimiyla birlikte

8,\1($,$,y) <1< )\1
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esitsizligi

Sz, z,y) < A\ < 00
sonucunu verir. Verilen bir x € X, elemam icin (S2) aksiyomu her A > 0 i¢in
sx(x,z,z) = 0 ve boylece S°(z,z,x) = 0 oldugunu gosterir. sy, (52) yi saglasin,
z,y € Xy ve S°(x, x,y) = 0 olsun. Bu durumda s,,(z, z,y), ¢ > 0 i¢in p yii gegemez.
Boylece herhangi bir A > 0 ve 0 < p < Aicin, Uyar1 3.2.1 den ;# — 0 durumunda
sx(z,z,y) < s,(z,z,y) < p — 0 elde edilir. Buradan her A > 0 i¢in s)(z,z,y) = 0

dir. Boylece (S2) aksiyomu = = y esitligini verir.

(S1) aksiyomundan dolay1 S°(x,z,y) > 0 dir. Simdi tiggen esitsizligini yani
bir z € X i¢in
S(x,x,y) < 25°(x, 2, 2) + S°(y, v, 2)
esitsizligini gosterelim. Gergekten S° 1n tamimindan herhangi A > S°(x,z,z) ve
p > S°(y,y, 2) icin sy(x,x,2) < Ave s,(y,y,2) < pbuluruz. Sonug olarak (S3)

aksiyomundan dolay1
82)\+u($7 €, y) < 28}\(‘1'7 €, Z) + Su<y7 Y, Z) <20+ M

elde ederiz. Buradan S° 1n tanimi1 geregi S°(x, z,y) < 2\ + pdur ve A — S°(z, x, 2)
ile u — S°(y,y, z) seklinde limite gegilirse ispat tamamlanir. [

Teorem 3.2.2. (X, s) bir modiiler S-metrik uzay olsun ve her z,y € X igin
SY(x, z,y) = inf{\ + sy(z,z,y) : A > 0}

tanimlansin. Bu durumda S* metrigi, S° < S! < 25° olacak sekilde X iizerinde bir

S-metriktir.

Ispat: z,y € X, icin s)(z,z,y) degeri (3.10) daki ifadeye gore yeterince biiyiik
A > 0 i¢in sonlu oldugundan, {\ + s)(z,z,y) : A > 0} C R* kiimesi bostan farklidir

ve alttan simirhdir. Boylece S*(z, z,y) € R sonucuna ulagilir.

sx(z,x, ) = 0 oldugundan S' in tanimindan dolayi,

SYx,z,z) = inf{\ + sy(2,2,2) : A >0} =0
0

dir. sy, (52) aksiyomunu saglasin, =,y € X, ve S'(x,z,y) = 0 olsun. Her A > 0 i¢in

sx(x,z,y) = 0 oldugunu gosterirsek = = y esitligi (S2) aksiyomundan elde edilir.
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Kabul edelim ki bir \g > 0 i¢in s),(x,z,y) > 0 olsun. Bu durumda A > )¢ igin

A+ sx(z,z,y) > Ao buluruz ve 0 < A < \g iken Uyari 3.2.1 den dolay1
0 < sx(@,2,y) < sa(z,2,y) S A+ sa(z,2,9)

dir. Boylece her A > 0 i¢in X + sy(z,x,y) > A\ = min{\g, sy, (z,z,y)} dir. S in

tanimindan, S*(x, x,y) > A; > 0 elde edilir. Bu ise kabuliimiiz ile gelisir.
Simdi tiggen esitsizligini gosterelim:
SHx,z,y) < 28N (z,2,2) + S (y,y, 2).
Herhangi bir ¢ > 0 sayis1 i¢in S! in tamimindan
A+ sa(z,m,2) < SYz,2,2) +e ve pu+su(y,y,2) < SYy,y,2) +¢

olacak sekilde A = A(e) > 0 ve p = p(e) > 0 buluruz. (S3) aksiyomunun

uygulanmasiyla
Sz, 2,y) SA+ 1) + soagu(@, 2, y) < 2X+ p+ 285 (2,2, 2) + 54(y, 9, 2)
<2SY(z,z,2) +2¢ + S (y, vy, 2)

elde edilir. ¢ > 0 say1s1 keyfi oldugundan esitsizlik elde edilir.

S° ve S* metriklerinin X lizerinde denk olduklarini gosterelim.
S°(z,2,y) < S'(z,2,y)

esitsizligini gostermek i¢in A > 0 sayisin1 keyfi olarak kabul edelim. sy(z,z,y) < A
ise S° 1 tanimindan S°(z, x,y) < A dir. sy(x,x,y) > Nise S°(z, z,y) < sx(x,x,y)

dir. p = s)(x, x,y) tammlanirsa . > \ elde edilir. Boylece Uyari 3.2.1 den

Su(xvxay) S sk(x,x,y) =K

bulunur. Buradan
So(ma x>y) S H = S)\(LIT, x?l/)

dir. Sonug olarak herhangi bir A > 0 icin

Sz, z,y) < max{\, sx(z,x,y)} <X+ s\(x,x,y)

42



elde edilir. Esitsizlikte infimuma gecilirse
S°(z,2,y) < S'(z,2,y)

bulunur.

Diger esitsizligi elde etmek icin S° n tanimindan S°(z,z,y) < X olacak
sekilde verilen A > 0 sayisin1 alahm. Bu durumda s)(z,z,y) < A dir. Boylece

Sz, z,y) < A+ sa(x, z,y) < 2\ bulunur. A\ — S°(z, z, y) seklinde limite gegilirse
Sz, 2,y) < 25°(z,7,y)

sonucuna ulagilir ve ispat tamamlanir. |
Teorem 3.2.3. (X, s) bir modiiler S-metrik uzay, =,y € X ve A > 0 olsun.

(@) S°(z,z,y) < Aise sy(z,z,y) < S°(z,z,y) < \dir.

(b) sx(z,z,y) = Nise S°(x,x,y) = A dir.

(©) A= S°(z,z,y) > 0ise syro(z,2,y) < A < sy_o(z,z,y) dir.

(d) (0, c0) aralig: tizerinde y — s, (x, x, y) fonksiyonu sagdan siirekli olsun. (a) — (c)

kosullariyla birlikte asagidaki esitsizlik vardir:
S°(x,x,y) <A sy(z,z,y) < A

(e) (0, 00) aralig1 iizerinde ;1 — s,(x, x,y) fonksiyonu soldan siirekli olsun. (a) — (¢)

kosullariyla birlikte asagidaki esitsizlik vardir:
S(z,x,y) < A< sa(z,z,y) < A

() (0,00) araligy iizerinde 1 — s,(z,z,y) fonksiyonu siirekli olsun. (a) — (e)

kosullariyla birlikte asagidaki esitsizlik vardir:

Sz, x,y) = A< sa(x,z,y) = A

Ispat: (a) S° in tanimindan ve Uyar1 3.2.1 den S°(z, x,y) < u < X olacak sekilde
her ¢ > 0 i¢in s,(z,z,y) < pve sy(z,z,y) < su(z,z,y) elde ederiz. Boylece
sx(z, z,y) < pdir. p — S°(z, x,y) seklinde limite gecersek sonug elde edilir.

(b) Tanimdan, S°(z, x,y) < X dir ve (a) dan dolay1 S°(x, z,y) = A dir.

(c) Herhangi pt > A = S°(z, z,y) i¢in S° 1n tanimindan dolay1 s, (x, z,y) < p diir ve
boylece

S)HrO(xa'I'a y) = MEE&-OS“<$7$’ y) < ME{\I}FOM =A
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elde edilir. Her 0 < p < Xigin s,(x, ,y) > p bulunur ve dolayisiyla

8)\_0(1’71',y) = #Eg\llgslt(m"x’y) > MEI)\QOM =A

sonucuna ulagilir.
(d) Yeter kosul S° m tanimindan elde edilir. Simdi gerek sarti ispatlayalim.

S°(x,x,y) < Aise (a) dan dolayi, sy(z,x,y) < Adir ve S°(x, z,y) = Aise
SA(I,ZE,y> - 8)\+0<JI,ZL’,y) < A

olup bu durum p — s, (x, x,y) fonksiyonunun sagdan siirekli olmasinin ve (c) nin bir
sonucudur.
(e) (a) dan dolay1, sadece yeter sart1 ispatlayacagiz. S° i tanimi S°(z, x,y) < A y1

verir fakat S°(z, x,y) = A ise (c) den dolay1

sx(z,z,y) = sao(z,z,y) > A

elde ederiz. Bu ise kabuliimiiz ile celisir.

(f) Yeter kosul (b) den gelir. Gerek kosul i¢in
sa(, 2, y) <A< s, ,y)

esitsizlikleri (c¢) den elde edilir. [
Tamim 3.2.3. (X, s) bir modiiler S-metrik uzay olsun.

(1) Bir {z,,} C X7 dizisi icin n — oo iken s)(zp,z,, ) — 0 ise bu dizi z € X}
noktasina yakinsar. Yani her € > 0 ve her n > nq igin s)(z,, x,, x) < ¢ olacak sekilde
no € N vardir ve {z,,} — « seklinde gosterilir.

(2) Bir {z,} C X dizisi i¢cin m,n — oo iken sx(xy, T, Tm) — 0 ise bu diziye
s-Cauchy dizisi denir. Diger bir deyisle, her ¢ > 0 ve n > ng igin s)(2,, Tn, ) < €
olacak sekilde bir ny € N sayisi vardir.

(3) X7 daki her s-Cauchy dizisi s-yakinsak ise X} modiiler S-metrik uzay1 s-tamdur.
Ornek 3.2.3. X = [0, 1) uzayi iizerinde tanimlh modiiler S-metrik, Ornek 3.2.2 deki

gibi verilsin. {z, } = {1 — 1} dizisi bu uzayda

[T 1] nmoe
5,\(1371713n,$m) = X E - E g 0
oldugundan bir s-Cauchy dizisidir fakat
1 n—00

Tp,=1——"—="1¢X
n
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oldugundan X de bir s-yakinsak dizi degildir. Boylece (X, s) tam olmayan bir modiiler
S-metrik uzaydir.
Lemma 3.2.2. (X, s) bir modiiler S-metrik uzay olsun. {z,,} — = ve {y,} — vy ise

SA(l'n,l'n, yn) — S/\([L'7l'7y) dir.

Ispat: {z,} — 2 ve {y,} — y oldugundan her £ > 0 igin
Vn >ny, Sx(Tp, Tp,x) < €
vn Zn% S)\(y’my’my) <e

olacak sekilde n;,n, € N vardir. Genel durumu bozmadan asagidaki esitsizlikleri

kabul edebiliriz: .

Vn >nq, Ss(n, Tn, ) < €(0) = 2

Vn =na, 85(Yn, Yn, y) < €(0) = Z-
no = max{ng,ny} alirsak her n > ng icin A > & > 0 olmak iizere ii¢gen
esitsizliginden

S)\(l'n, Ty yn> SQS(S(:E’H? M .ZTJ) + S)\—Q(S(ynv Yn, I)
<255(Tp, T, ) 4 285 (Yn, Yn, ¥) + Sr—as(z, 2,y)
elde ederiz. 6 — 0 alirsak

S\ (T, Ty Yn) §% + % + sx(x, z,y)
S\(Tn, Ty yn) <€+ sx(x, 2, 9)
S\( Ty Ty yn) — Sa (2,20, y) <e
buluruz. Diger taraftan
sa(z, x,y) <2s5(x, x, ) + Sx_26(Y, Y, Tn)

<2s5(x, x, x0) + 285(Y, Yy Un) + Sa—a6(Tns Ty Yn)

sonucuna ulagiriz. Lemma 3.2.1 i kullanir ve 6 — 0 seklinde limite gecersek

e €
8)\<.’E,$, y) SE + 5 + 3/\($n>$n>yn)
§5+ S)\(Ina'rnayn)
sx(x, 2, y) — sa(xp, Tp, yn) <€

elde ederiz. O halde yukaridaki esitsizliklerden |s)(x,,, Tn, Yn) — Sx(x, z,y)| < € elde

edilir. Yani s (2, Tn, Yn) — sa(z, z,y) dir. [ |
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3.2.1. Sabit nokta teoremleri

Burada modiiler S-metrik uzaylar ile ilgili elde ettigimiz bazi sabit nokta
teoremlerini verecegiz.
Tanmim 3.2.4. (X, s) bir modiiler S-metrik uzay ve 7' : X — X bir doniigiim olsun.
Her z,y € X i¢in
sx(Tx, Tx, Ty) < ksy(z,z,y)
olacak sekilde bir 0 < k < 1 sabiti varsa 1" ye s-biiziilme denir.

Ornek 3.2.4. X = [0,1) uzay iizerinde Ornek 3.2.2 deki modiiler S-metrigini ele

alalm. 7" : X — X doniigiimii 7'z = § geklinde tanimlansin.
11 1
SA(TI,TJ],Ty) - X§|x - y| - 58)\(1',1’,y)

esitliginde 0 < k = % < 1 oldugundan 7" doniisiimii bir s-biiziilmedir.
Sonug 3.2.1. (X, s), (Y, s) modiiler S-metrik uzaylar ve f : X — Y.* bir dontigiim
olsun. f nin x € X noktasinda siirekli olmasi i¢in gerek ve yeter sart {x,,} — « iken

{f(z,)} — f(z) olmasidir.
Teorem 3.2.4. (X,s) bir s-tam modiiler S-metrik uzay ve 7' : X — X} bir
s-biiziilme olsun. s, (z, x,Tr) < oo olacak sekilde bir x = x(\) € X elemaninin

var oldugunu kabul edelim. Bu durumda 7" nin bir tek © € X sabit noktas1 vardir.

Ispat: Ilk 6nce sabit noktamin varhigini gosterelim. 2 € X ¥ secelim. {7z} in bir

Cauchy dizisi oldugunu gosterelim. n = 0,1,2, - - - icin timevarimla

sa(Tx, T"x, T" M x) < ksy(T" o, T" 1o, T"x)

< k"sy(z,x,Tr)

sonucuna ulagilir. n — oo seklinde limite gecersek

lim sy (T"x, T"x, T" ' x) = 0

n—o0
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elde ederiz.

m—2
sy (T"x, T"x, T x) §2Zs%(Tix,Tix,Ti+lx)+s A (T o, T™ e, T )
miQ
§2Zk"s%(x,x,T:L‘)+kmfls » (2,2, T)

m—2
SZZkis » (2,2, Tx) + 2™ s s (2,2,Tx)

m—n m—n

an n—oo
e (z,2,Tx) "= 0

<

oldugundan {7"z} bir Cauchy dizisidir. X} in s-tam olmasindan dolay1 lim 7"x = u
n—oo

olacak sekilde bir v € X vardir. 7" nin siirekliliginden

uw= lim 7"z = lim T(T"z) = Tu

n—o0 n—o0

elde ederiz. Boylece u, 1" nin bir sabit noktasidir.

Simdi sabit noktanin tekligini gosterelim. Kabul edelim ki z = Tx ve y = T'y

olacak sekilde x,y € X noktalar1 var olsun. Buradan
S\ <$7 Z, y) = S\ (TLU, TI, T?J) < k’S)\ (I, xz, y)

elde edilir. Boylece sy (x, x,y) = 0 dir. |

M, M : (RT)> — RT geklindeki tiim siirekli ve artan fonksiyonlarin bir ailesi
olsun. Bir k£ € [0, 1) i¢in asagidaki durumlar1 g6z 6niinde bulunduralim:
(C1) Her z,y, 2z € R i¢in z < 2x + y olmak iizere y < M(x,x,0,z,y) ise y < kx
dir.
(C2)Hery € Rt iginy < M(y,0,y,y,0) ise y = 0 dur.
Teorem 3.2.5. (X,s) bir s-tam modiiler S-metrik uzay olsun. 7" : X* — X!
doniisiimii her z,y, z € X ve bir M € M i¢in

sx(Tx, Tx, Ty) < M(sx(z,x,y), sx(Tz, Tx,z), sx(Tx, Tx,y), ssx(Ty, Ty, x),

sx(Ty, Ty, y)) (3.11)

sartin1 saglasin. s(x,x,Tr) < oo olacak sekilde bir x = z(\) € X elemaninin var
oldugunu kabul edelim. Bu durumda
(1) M, (C1) durumunu sagliyorsa 7" nin bir sabit noktasi vardir.

(2) M, (C2) durumunu sagliyorsa ve 7" nin bir sabit noktasi varsa bu sabit nokta tektir.
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ispat: (1) Her zp € X} ve n € Nig¢in x,,41 = Tz, tammlansin. (3.11) ve Lemma

3.2.1 den
Sx(Tna1, Tna1s Tote) =SA(Txy, Twp, Tayq)
<M ($x(Tns Tn, Tnt1), SA(Tnt1, Tt 1, Tn )y SA(Tns1, Tnt1, Tnan),
$3A(Tn+2, Tnt2, Tn ), SA(Tnt2; Tnt2, Tns1))
=M ($\(Tpn, Ty Tni1), SA(Tny Ty Tni1), 0, S3a (T, Ty Tsa),
SM(Tn+15 Tnt 1, Tnta))

elde edilir. Uggen esitsizligi ve Lemma 3.2.1 den dolay1
S3A(Tny Ty Tpro) < 280 (T, Ty Tig1) + SA(Tpt1, Tog1, Tnio) (3.12)
elde ederiz. (3.12) den z < 2z + y dir. M, (C1) i sagladig i¢in
Sx\(Tpi1s Togl, Tnio) < ksa(Tp, Tn, Tppr) < - - < K"y (20, 70, 71) (3.13)
olacak sekilde bir k € [0, 1) sayis1 vardir. n — oo seklinde limit alinirsa

lim sy(zp, Tp, Tpp1) =0
n—o0

elde edilir. Boylece A > 0 i¢in s (2, 7y, Tp41) < § olacak sekilde € > 0 vardir.

Genelligi bozmaksizin, —2— > 0 igin

m—-n

9
Smk_n (l’m T, 13n+1) < m

olacak sekilde m sayisinin var oldugunu kabul edebiliriz. Boylece her n < m icin

(53), Uyari 3.2.1 ve (3.13) tin kullanilmasiyla

S)\(ilfn, Ly xm) SQSA (xna i xn+1)

3 %(xma Tm, anrl)

+ s
=252 (Ln, Ty Tng1) + 82 (Tng1, Tngr, L)

elde edilir. Bu durum {z,,} nin s-tam X da s-Cauchy oldugunu gésterir. O halde {z,, }

bir x € X noktasina yakinsaktir.
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Simdi x in 7" nin bir sabit noktas1 oldugunu gosterecegiz. (3.11) 1 kullanirsak
Sx(Tpat1, Tnyr, Tx) =sx\(Txy, Tx,, Tx)
<M ($x(Tn, Ty @), SA(TTp, Ty, ), ST, Ty, ),
ssx(Tx, Tz, xy,), sx(Tx, Tx,x))

elde ederiz. M € M oldugundan Lemma 3.2.2 yi kullanarak ve n — oo seklinde limit
alarak

sx(x,z, Tx) < M(0,0,0,s3\(Tx, Tx,x), s\(Tx, Tx,x))
sonucuna ulagilir. Uyart 3.2.1 den
ssa(Tx, Tx,x) < s)(Tx, Tz, x)
yazabiliriz. Bu durumda esitsizlik asagidaki gibi yazilabilir:
sx(x,x, Tx) < M(0,0,0,s\(Tz, Tx,x),s\(Tx, Tz, x)).

M, (C1) isagladid i¢in sy (z, z, Tx) < k.0 = 0 dir. Bu durumda = = Tz dir.
(2) z ve y, T nin iki farkli sabit noktas1 olsun. z = y oldugunu ispatlayacagiz. (3.11)

den
S)\(ZE, z, y) :S)\(T1;7 Tl’, Ty)
SM(S)\<$, T, y)? S)\(TQJ, T.CU, l’), S)\(TQJ, T.CU, y)a SBA(TZ/; Ty7 37),
sx(Ty. Ty, y))
SM(S)\(I', x, ?J), 07 S)\(ZE, T, y)y 53/\(97 Y, J]), 0)
elde edilir. Uyar1 3.2.1 ve Lemma 3.2.1 den
3/\(1’77 x, y) < M(S/\(I7 x, y)? 07 S)\(ZE, xz, y)v S)\(.ZU, xz, y)a 0)
bulunur. M, (C2) durumunu sagladigi igin

sy(z,z,y) =0 =y

denkligi ile sabit noktanin tek oldugu sonucuna ulasilir. |
Uyari 3.2.2. Teorem 3.2.4, Teorem 3.2.5 in bir sonucudur. Bu durum k£ € [0,1) ve

x,y, 2,8t € R, icin M(x,y, z,s,t) = k.z alinarak elde edilebilir.

Teorem 3.2.5 den agagidaki gibi bir sonug verebiliriz.
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Sonug 3.2.2. (X s) bir s-tam modiiler S-metrik uzay, 7' : X} — X bir doniigiim

olmak iizere bir a € [0, 5) ve her z,y € X7 i¢in
S)\<Tl', T.I', TZ/) < CL(S,\(T.Z', TZ', l’) + S)\(Tya Ty7 y))

olsun. s)(x,z,Tx) < oo olacak sekilde bir z = x(\) € X elemaninin var oldugunu

kabul edelim. Boylece 7" nin X} da bir tek sabit noktas1 vardir.

Ispat: M (z,y,2,5t) = a(y + t) nin (C1) ve (C2) durumlarini sagladigin

gostermeliyiz. I1k olarak
M(z,2,0,z,y) = a(x + y)
elde ederiz. Boylece z < 2x + y olmak iizere y < M (z, z,0, z,y) ise
y <M(z,2,0,2,y) = a(z +y)

y <azx + ay

<
y_l—a

X

elde ederiz. Burada

€ [0,1) oldugundan M, (C'1) durumunu saglar.

y < M(y,0,y,y,0) = 0ise y = 0 dir. Bunedenle M, (C2) yi saglar.
SA(Txa T.Z', TZU) SCL(S)\(TZL", T.T, .23) + SA(Ty7 T?/, y))
:M(SA(:L‘7 x, y)7 SA(T.T, T'Ia :L')7 SA(TZL', T'Ia y)7 S)\(Tyv Ty7 l'),

sx(Ty, Ty,y))

oldugundan Teorem 3.2.5 den dolay1 7" nin X} da bir tek sabit noktas1 vardir. [

3.3. Modiiler Ultrametrik Uzaylarda Baz1 Sabit Nokta Teoremleri
Bu kisma ilk olarak modiiler ultrametrik uzay kavramimi vererek
baslayalim.

Tanim 3.3.1. (X, w) bir modiiler metrik uzay olsun. w, her z,y, z € X i¢in

wa(, y) < maxfwx(z, 2), wa(z,9)}

giiclii liggen esitsizligini saghiyorsa w ya X iizerinde bir modiiler ultrametrik denir.
Ornek 3.3.1. X pozitif tamsayilardan olusan tiim dizilerin bir ailesi olsun. X in

herhangi iki eleman1 x = {n;}32, ve y = {m;}32, olmak iizere
k(xz,y) = inf{j : n; # m;}
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tanimlansin. w : (0,00) x X x X — [0, co] fonksiyonu

0, rT=1y
wx(z,y) = { /\k(_my x4y
seklinde tanimlanmak iizere (X, w) bir modiiler ultrametrik uzaydir:
x,y,z € X olsun. z = y veyay = 2z veya z = z iken

wi(z, z) < max{wx(z,y), wr(y, z)}

ifadesi agiktir. Diger durumlarda, » = {n;}32,, y = {m;}32,, z = {p;}32, olmak

tizere j < k(z,y) iken n; = m; ve j < k(y, z) iken m; = p; dir. Buradan

j < min{k(z,y), k(y, 2)}

durumunda n; = p; elde edilir. O halde

k(x,z) = min{k(z,y), k(y, 2)}

dir. Bu durumda
1 1 1 1 1 1
< —— <
o) "y k) @) S " N Wi 2)
= wy(z, z) < max{wy(z,y),wr(y, 2)}

elde edilir ve giiclii iicgen esitsizligi saglanir.

Ornek 3.3.2. X = {a,b, c,d} kiimesi iizerinde \ pozitif bir say1 olmak iizere

wr(b, ) = wy(a,d) = %
wy(a,b) = wy(b,d) = wx(a,c) = wy(c,d) = ;

seklinde tanimli w : (0, 00) x X x X — [0, oo] fonksiyonu bir modiiler ultrametriktir:
a,b € X igin

21
AT e
1 2
A )\}

oldugundan giiclii icgen esitsizligi saglanir. Benzer sekilde X in her elemani i¢in bu

wy(a,b) < max{wy(a,c),wr(c,b)} = max{—

wi(a,b) < max{w,(a,d),wr(d,b)} = max{~

>z|w >/|l\:>

esitsizlik vardir.
Uyar1 3.3.1. Her modiiler ultrametrik uzay bir modiiler metrik uzaydir ancak tersi her
zaman dogru degildir. Bu durumu aciklayan bir 6rnek verelim. R iizerinde x,y € R

olmak tizere
|z —yl
wx(w,y) = 3
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seklinde tanimhi w fonksiyonu bir modiiler metriktir ancak gii¢lii iiggen esitsizligini

saglamadig1 i¢in bir modiiler ultrametrik degildir. z, y, 2 € R elemanlar1 i¢in

wi(z,y) < max{wx(z, 2),wr(2,9)}

yani
20l g2 1l
esitsizligini ele alalim. Eger esitsizligin sagindaki ifadede yer alan maksimum deger
|lz—2|
= olursa

2=yl _Jo -2
AT A

sonucuna ulasilir. Bu durumda gii¢lii iicgen esitsizligi tim x, y, z ler i¢in saglanmis

= y>zveya 2z —y<z

olmaz. Maksimum degerin V_Tyl olmasi durumunda da benzer sonuca ulagilir.

Tanmm 3.3.2. (X, w) bir modiiler ultrametrik uzay olsun. » > 0 ve x € X, i¢in z
merkezli r yarigaph B,,(x,r) agik yuvart ve B, [z, r] kapal yuvari sirasiyla agagidaki
gibi tanimlanir:

By(z,r) ={y € X, : wr(z,y) < r},

By, 1] ={y € Xo rwi(z,y) <7}

Tanim 3.3.3. (X, w) modiiler ultrametrik uzayinda i¢ ice azalan yuvarlar bostan farklt
bir kesisime sahipse bu uzaya modiiler kiiresel tam ultrametrik uzay denir.
Ornek 3.3.3. Ornek 3.3.2 de verilen (X,w) uzay1 modiiler kiiresel tam ultrametrik

uzaydir. Bu durumu aciklamak i¢in dncelikle tiim agik yuvarlari tespit etmeliyiz.

{a}, r<3 {oy, r<s3
Bu(a,r) =4 {a,d}, s <r<3% B,br)=S {bc}, s<r<3
X7 7’>% X, T’>%
{ch,  r<3 {d}, r<3
By(e,r)=¢ {bc}, s <r<2 By(dr)=< {ad}, $<r<2
X, 7’>§ X, 7‘>%

Buradan (X, w) daki i¢ i¢e azalan yuvarlarin herbirinin bostan farkli bir kesisime sahip
oldugu goriilmektedir.

Teorem 3.3.1. (X, w) bir modiiler kiiresel tam ultrametrik uzay olsun. w (z, T'x) < oo
olacak sekilde bir x = x(\) € X elemam verilsin. Eger 7' : X — X birbirinden

farkli her z,y € X i¢in
wr(Tz, Ty) < max{wy(z,Tx),wr(z,y),wr(y, Ty)} (3.14)

ozelligine sahip bir doniisiim ise 7" nin bir tek sabit noktas1 vardir.
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Ispat: B, = B,la,wx(a, Ta)], a merkezli wy(a, Ta) yarigaph kapali yuvar ve A, her

a € X i¢cin bu yuvarlarin ailesi olsun.
Ba < Bb ~ Bb - Ba

bagintisinin A iizerinde bir kismi siralama oldugu agiktir.

Simdi A nin tam sirali bir \A; alt ailesini ele alalm. X/ modiiler kiiresel tam

oldugundan

(| B.=B#90

By,cA;
elde ederiz.

be B, B, € A, ve x € By olsun. Bu durumda

wir(x,b) < wy(b, Th) < max{wy(b,a),wx(a,Ta),wx(Ta,Th)}
(3.15)
= max{w,(a, Ta),wx(Ta,Tb)}

esitsizligini elde ederiz. Kabul edelim ki wy(7'a, Tb) < wy(a, T'a) olsun. Buradan
W)\<m7 b) < w)\(av Ta’)

esitsizligi vardir. Kabul edelim ki wy (T'a, Th) > wy(a, T'a) olsun. (3.15) den dolay1
wi(z,b) < wy(b,Th) <wx(Ta,Th) < max{wy(a,Ta),wy(a,b),wr(b,Th)}
=max{w,(a, Ta),wx(b, Th)}
esitsizligini elde ederiz. wy (b, Th) < wy(a,Ta) oldugundan

wa(z,b) < wz(a,Ta)

esitsizligi vardir ve wy (b, Tb) > wy(a, Ta) ifadesinden wy (b, Th) < wy (b, T'b) sonucu

cikar. Bu ise bir celigkidir. = € By, igin wy(x,b) < wy(a,Ta) dir.
wr(z,a) < w,(a, Ta)

oldugundan x € B, ve her B, € A, i¢in B, C B, dir. Boylece By, A ailesi i¢in bir
tist stnirdir. Zorn lemmasindan, z € X olmak iizere .4 nin bir B, maksimal elemana

sahip oldugunu goriiriiz.

Simdi z = Tz oldugunu gosterelim. Kabul edelim ki z # Tz olsun. (3.14)
esitsizliginden

wA(Tz,T(Tz2)) < wr(z,Tz)
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ifadesine ulasabiliriz. y € By, ise wi(y, T2) < wx(Tz,T(Tz)) < wx(z,T%) dir. Bu
durumda

wr(y, z) < max{wy(y,Tz),wr(Tz,2)} =wr(Tz,2)

elde ederiz. Yani y € B, ve By, C B, dir. Ustelik
wr(z,Tz) > w\(Tz,T(T?))

oldugundan z ¢ By, dir. Sonug olarak By, C B, dir. Fakat bu B, nin maksimalligi

=

ile celisir. Bu yiizden z = T'z dir.

Simdi sabit noktanin tekligini gosterelim. Bunun i¢in farkli bir sabit nokta

olarak u yu alalm. u # z i¢in
wi(z,u) = wr(Tz,Tu) < max{wy(T'z, z),wx(z,u), wx(u, Tu) } = wx(z,u)

vardir. Bu da bir ¢eligkidir. Boylece ispat tamamlanr. [
Teorem 3.3.2. (X,w) bir modiiler ultrametrik uzay ve f, S, 7 : X! — X asagidaki
ozellikleri saglayan doniistimler olsun:

(1) f(X) modiiler kiiresel tam,

(2) 7,y € X, x # yigin wy(Sz, Ty) < max{wi(fz, fy), wr(fz, Sz),wr(fy, Ty)},
(3) fS=Sf, fTr=Tf, ST =TS,

(4) S(XZ) € f(XZ), T(Xg) € f(XF) du.

Bu durumda bir w € X i¢inya fw = Swyada fw = Tw dir.

Ispat: o € X7 icin B, = [fa,max{wx(fa,Sa),ws(fa,Ta)}], fa merkezli
max{w,(fa,Sa),w\(fa, Ta)} yarigaph kapali yuvari alinsin. A, her a € f(X) igin
tiim yuvarlarin ailesi olsun. B, < B, < B, C B, bagintisinin 4 iizerinde bir kismi
siralama oldugunu ifade edelim. A nin tam sirali bir 4, alt ailesi i¢in f(X) modiiler

kiiresel tam oldugundan

(| B.=B#0

BaeAl

vardir. b € f(X) olmak iizere fb € B ve B, € A; olsun. Bu durumda fb € B, dir

ve buradan

wr(fb, fa) < max{wy(fa,Sa),wr(fa,Ta)} (3.16)
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dir. a = bise B, = By dir. a # b ve v € B, oldugunu kabul edelim. (2) kosulu ve
(3.16) dan

wx(z, fb) < max{w(fb, Sb),wx(fb,Tb)}
< max{wy(fb, fa),wr(fa, Ta),wx(Ta, Sb), wA(fb, fa),wx(fa, Sa),
wr(Sa, Th))
< max{wy(fb, fa),wr(fa,Ta),wr(fa, Sa),
max{wx(fb, fa), wA(fb, Sb),wx(fa,Ta)},
max{wx(fa, fb),wr(fa, Sa), wr(f0,Th)}}
= max{wy(fa, Sa),wx(fa,Ta)}

esitsizligini elde ederiz. Boylece
wi(z, fb) < max{wx(fa, Sa),wr(fa,Ta)} (3.17)

dir. (3.16) ve (3.17) den
wi(z, fa) <max{w,(x, fb),wr(fb, fa)}
<max{wy(fa,Sa),wr(fa,Ta)}
sonucuna ulagilir. Buradan = € B, dir. Herhangi bir B, € A, i¢cin B, C B, dir ve
By, Aj ailesi i¢in A da bir tist sinirdir. Zorn lemmasindan A da bir maksimal eleman

vardir. z € f(X) olmak iizere B, ile gosterelim. z = fw olacak sekilde bir w € X

elemani vardir. fw # Sw ve fw # Tw oldugunu kabul edelim. fS = S f oldugundan

wr(Sfw, TSw) < max{wy(f2w, fSw),wx(f2w, Sfw),w\(fSw, TSw)}
= wr(f*w, fSw) (3.18)

dir. fT' =T f oldugundan

wr(STw, T fw) < max{w\(fTw, f*w),wr(fTw, STw),w\(f*w, T fw)}

= w(f*w, fTw) (3.19)

dir. ST = TS oldugundan (3.18) ve (3.19) ifadelerinden
wA(Sfw, S*w) < max{wy(Sfw, TSw), w\(TSw, T fw),w\(T fw, S*w)}
< max{wy(f2w, fSw),wx(f*w, fTw),
(3.20)
max{wy (fSw, f2w), wr(fSw, S*w),wx(f*w, T fw)}}

= max{wy(f*w, fSw),wx(f*w, fTw)}
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esitsizligini elde ederiz. (3.18) ve (3.20) den

max{wy (S fw, TSw),wx(S fw, S*w)} < max{wy(f*w, fSw),ws(f*w, fTw)}

(3.21)
esitsizligi vardir. (3.18) ve (3.19) dan
wA(T fw, T*w) < max{wy(T fw, TSw),wx(TSw, Sfw),w(Sfw, T*w)}
< max{wy(f2w, fTw),w\(f*w, fSw),
(3.22)

max{wy(f2w, fTw), wr(f*w, Sfw), wr(fTw, T?w)}}

= max{wy (2w, fTw),ws(f*w, fSw)}
elde ederiz. (3.19) ve (3.22) dan

maX{w,\(STw, wa)> w/\(wav T2’LU>} < max{w)\(f2w, fTU)), w)\(fzwa fSlU)}
(3.23)
dir. max{w (2w, fTw),w\(f?w, fSw)} = wr(f*w, fSw) durumunda (3.21) den

f?w ¢ Bg, sonucunu veren
max{wy (S fw, TSw),wx(Sfw, S*w)} < wy(f*w, fSw)
ifadesi vardir. Boylece fz ¢ Bg, dir. Fakat fz € B, idi. O halde B, Q Bg,, dir.
Sw e S(X}) C f(X}) olup bu durum B, nin A daki maksimalligi ile celigir.
max{wy(f2w, fTw), wr(f*w, fSw)} = wx(f*w, fTw)
ise (3.23) den dolay1 f2w ¢ Br,, sonucunu veren
max{wy(STw, T fw),w(T fw, T*w)} < wx(f*w, fTw)

ifadeye ulagiriz. Boylece fz ¢ By, dir. fz € B, oldugundan B, ,@ Br,, elde ederiz.
Tw € T(X}) C f(X?) oldugundan B, nin A daki maksimalligi ile ¢elisir. Sonug
olarak ya fw = Sw dir yada fw = Tw dir. |

Onerme 3.3.1. (X,w) bir modiiler kiiresel tam ultrametrik uzay ve
T X, — X,
T(X!) C f(X})veherz,y € X}, x # yigin
wx(Tw, Ty) < max{wr(fz, fy), wr(fz,Tz), wr(fy. Ty)} (3.24)

ozelliklerini saglayan dontigiimler olsun. Bu durumda fz = 7'z olacak sekilde z € X
vardir. Ustelik f ve T, z de tesadiifi (coincidentally) degismeli ise z, f ve T nin bir tek

ortak sabit noktasidir.
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Ispat: B, = [fa,w\(fa,Ta)], fa merkezli wy(fa,Ta) yaricaph kapali yuvari
gostersin ve A, her ¢ € X i¢in bu yuvarlarin ailesi olsun. Teorem 3.3.2 deki benzer

ispattan bir z € X icin A nin bir B, maksimal elemaninin oldugunu sonuglandiririz.

Kabul edelim ki fz # Tz olsun. Tz € T'(X}) C f(X}) oldugundan Tz = fw
olacak sekilde w € X vardir. w # z oldugu agiktir. (3.24) den

wr(fw, Tw) =wy(Tz, Tw)
<max{wy(fz, fw),wr(fz,Tz),wr(fw, Tw)}
=wx([fz, fw)
vardir. Boylece fz ¢ B, ve B, ¢ B, dir. Bu B, nin maksimallii ile ¢elisir. Bu
yiizden fz = Tz dir.

Diger yandan f ve 7" nin z de tesadiifi (coincidentally) degismeli oldugunu
kabul edelim.
fP2=f(f2)=fTe=Tfz=T(Tz) =Tz
dir. fz # z oldugunu varsayarsak (3.24) den
wr(Tfz,Tz) <max{w(f?z, f2),wr(f*2, Tfz),wr(fz, Tz)}
=wx(Tfz,Tz)

sonucuna ulagiriz. Bu da bir ¢eligkidir. Bu nedenle z = fz = Tz dir.

Simdi sabit noktanin tekligini gosterelim. u farkli bir sabit nokta olsun. u # z

icin
wa(z,u) = wr(Tz,Tu) < max{wy(fz, fu),wr(fz,Tz),wr(fu, Tu)}
= wi(z,u)
vardir. Bu ise bir ¢eligkidir. Bu ¢eliskiden dolay1 sabit nokta tektir. |

3.4. Modiiler b-Metrik Uzaylarla Ilgili Elde Edilen Sonuclar

Burada modiiler metrik uzaylar ile b-metrik uzay kavramlarinin birlestirilme-
siyle olusan modiiler b-metrik uzaylar ve sahip oldugu bazi 6zellikleri verecegiz.
Tamim 3.4.1. X bostan farkli bir kiime ve s > 1 bir reel say1 olsun. Her x,y, 2 € X
icin agagidaki sartlar1 saglayan bir v : (0,00) x X x X — [0, 00| doniisiimiine

modiiler b-metrik denir:
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(/)Her A > Oicinvy(z,y) =0 & x =y,
(73) Her A > 0 igin vy(x, y) = va(y, z),
(¢43) Her A\, u > 0icin vy4 (2, y) < sa(x, 2) + v,(2,y)].

Boylece (X, v) ikilisi modiiler b-metrik uzay olarak adlandirilir.

Modiiler bO-metrik uzay kavrami, modiiler metrik uzay kavraminin bir
genellestirmesi olarak alinabilir.
Ornek 3.4.1. X = {2,4,6,---,100} ve X iizerindeki metrik, A\ € (0, 00) olmak

uzere

1
V)\(xay) - X

1 1
r Yy
seklinde tamimlansin. (X, v) ikilisi bir modiiler b-metrik uzaydir. (i) ve (i7) nin

saglandig1 tanimdan aciktir. (ii7) 6zelli§inin saglandid1 asagidaki esitsizliklerden

goriilebilir:
(2,9) 1 |1 1 1 |1 1 1 |1 1
Nz, y) =—|-—-| < —|—-— |+ ——|-— -
MulD Y Aplz y|~ A+plz oz Atply oz
11 1 1 1
< Z|Z _ = bl
T Ax ozl ply oz

Her modiiler metrik uzay bir modiiler b-metrik uzaydir ancak tersi her zaman
dogru degildir. Bu durumu bir drnekle aciklayalim.
Ornek 3.4.2. X = [0, 00) kiimesi iizerinde tanimli v : (0,00) x X x X — [0, 00

fonksiyonu
e” —e¥)?
vi(z,y) = %
seklinde verilsin.

(e* —e¥)? (" —e¥ + e — €7)?

V)\+N(x7y) = A +M - A + M
C(e"—er)? (e —er)? 2 —eF)(e¥ —e?)
D A+ A p
(e;U _ ez)2 (ey _ 62)2 (e;t ez)2 (ey _ 62)2
- A 1 A 1
5 (ex _ 62)2 (ey _ 62)2
A I

= 2[m(7,2) + vu(y, 2)]
esitsizliginde s = 2 > 1 oldugundan (X, v) bir modiiler b-metrik uzaydir ancak bir

modiiler metrik uzay degildir.
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Tanim 3.4.2. (X, v) bir modiiler b-metrik uzay olsun. z,y € X i¢in X iizerinde
vy & limvy(z,y) =0
A—00
seklinde taniml ikili islem < bir denklik bagintisidir. Bir modiiler kiime
X, ={ye X :y~u}
ve
X, ={z € X :v\(x,z0) < 0o olacak sekilde A = A\(z) > 0 vardir } (zo € X)

seklinde tanimlanir.

Simdi v-Cauchy, v-yakinsaklik ve v-tamlik kavramlarini tanimlayalim.
Tanmm 3.4.3. (X, v) bir modiiler b-metrik uzay olsun. X} da bir {z,},en dizisi

verilsin.

e Her A > 0 i¢in n — oo iken vy(x,,z) — 0 oluyorsa {z, },en dizisi z € X
noktasina v-yakinsaktir denir.

e {x,}nen C X dizisinin v-Cauchy olmasi i¢in gerek ve yeter kosul her € > 0 i¢in
bir n(e) € N sayist vardir 6yle ki her n,m > n(e) ve X > 0 i¢in vy (2, ) < €
dur.

e X daki her v-Cauchy v-yakinsak ve limiti X da ise X modiiler b-metrik uzayina
v-tamdir denir.

Tanim 3.4.4. (X, v) bir modiiler b-metrik uzay ve 7' : X — X bir doniigiim olsun.

Her z,y € X ve her A > 0 i¢in
VA(TZE,Ty) S k;u,\(x,y)

olacak sekilde bir 0 < k < 1 sayis1 varsa 7" doniistimiine bir v-biiziilme denir.

Asagidaki teorem, modiiler b-metrik uzayda Banach biiziilme prensibini ifade
eder.
Teorem 3.4.1. (X, v) bir tam modiiler b-metrik uzay ve 7" : X} — X doniisimii
s > 1,k € [0,1) ve sk < 1 olmak iizere bir v-biizillme olsun. vy(z,Tz) < o0
olacak sekilde bir x = z(\) € X} elemaninin var oldugunu kabul edelim. Bu durumda

{z,} — Z dir ve Z, T nin bir tek sabit noktasidir.
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Ispat: z, € X7 olsun. X* da bir {z, },ey dizisi
tp=Tx, 1 =T"zy (n€N)
seklinde tanimlansin. 7', v-biiziilme doniisiimii oldugu i¢in
va(T?x0, T?21) < kva(Txo, Tx1) < k*vy(z0, 71)
elde ederiz. Bu islem ardisik olarak tekrarlanirsa
v (T"xg, T"x1) < k"vy(x0, 71)
sonucuna ulagiriz.
Simdi {z,, } nen dizisinin X da bir v-Cauchy oldugunu gosterelim. m > n ve

m,n > 0 olmak iizere asagidaki esitsizler vardir.

VA(Zn, T ) SSV_a_(Tn, Tnpr) + Szyﬁ(l’n—kl; Tpgo) + ...+ 8"V s (T, )

m—n

<sk"v_a (o, m1) + 2K TV s (wo,21) 4+ SR TV (w0, 71)

=V_a_ (zo, x1)sk™[1 + sk + (sk)* + ...+ (sk)™ "7 1]. (3.25)

m

(3.25) denkleminde n,m — oo seklinde limite gecilirse

lim vy(z,, Tm) =0
n,m—00

elde ederiz. Boylece {2, }nen, X, da bir v-Cauchy dizisidir.

X, v-tam oldugundan {x, },en, T € X elemanina v-yakinsaktir.

Tz, z) < 3[1/% (TZ, ) + 2 (@, T)]

n—o0

< S[k‘l/%(ff,l'n_l) + vy (xn,z)] =0

ifadelerinden dolay1 7'z = z dir ve Z, T nin sabit noktasidir.

Son olarak  nin 7" nin bir tek sabit noktas1 oldugunu gostermek kaldi. Kabul
edelim ki y, 7" nin z den farkl1 bir sabit noktas1 olsun. O halde T'y = y dir.

A(Z,y) = vA(TZ, Ty) < kva(Z,y)

oldugundan

1—-Kkwn(z,y) <0 = n(zy =0 = =y

sonucuna ulasiriz. Boylece ispat tamamlanmus olur. [

Simdi Teorem 3.4.1 e bir 6rnek verelim.
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Ornek 3.4.3. X = [0,1], v\(z,y) = |x;y‘ ve T : X — X doniisimi Tz = %

seklinde tanimlanmig olmak iizere (X, ) bir tam modiiler b-metrik uzaydir ¢iinkii
oyl le—el | v
A+ A A+
v -z Jy—=
<
= + p
- I/)\(ZL’, Z) + Vu(ya Z)

VA+M(5U7 y) =

ve s = 1 dir. Dier taraftan,

$2y
Tz, Ty) =
(T, Ty) = VA(16 16)
11

Aw|
— |z —yllz +y|

2_y2|

16)\

—yl2
_1&M yl.

Zgﬂx—m

1

= gl/)\(x,y)

oldugundan 7', v-biiziilmedir. Bu esitsizlikten k& = % olup Teorem 3.4.1 in ifadesindeki

sk = % < 1 kosulu saglanir. O halde 0, 7" nin bir tek sabit noktasidir.

Bundan sonra verece8imiz iki teorem de Teorem 3.4.1 in birer genellestirmesi
olacaktr.
Teorem 3.4.2. (X, v) bir tam modiiler b-metrik uzay ve 7' : X — X, her z,y €
X, i¢in
vA(T2, Ty) < afv(a, T) + va(y, Ty)] (3.26)

1

olacak sekilde sa € (0, 5) ve o € (0 ) kisitlamalarina sahip bir doniisiim olsun.

12

vx(z,Tx) < oo olacak sekilde bir x = x(\) € X, eleman:t var olsun. Bu durumda

{z,} — T dir ve 7, T nin bir tek sabit noktasidir.

Ispat: 2y € X elemanini segelim. X* da bir {x,, },,cx dizisi
Tp=Tr,1=T"xe,n=1,2,---

seklinde tanimlanirsa, (3.26) dan dolay1
I/)\<.’L'n, :CnJrl) =V (T.Tn,h T'xn)

S OZ[V/\(:L‘n—la xn) + V)\(flfn, $n+1)]

61



\

V)\(xn—la xn)

l/)\(l‘n, xn—l—l) S 1
elde ederiz. Yukarida kullanilan yontemle su sonuca ulasiriz:

«

VA(xnaxn+1) S ( ) V)\($07x1)' (327)

11—«

a € (0,3) olmak iizere %~ € [0,1) elde edilir. Bdylece 7" bir v-biiziilmedir. (3.27)

esitsizliginden

ny _ (8« m=n
[0 ) (l—a) I/%(l‘o,xl)

1—a 1— 32 Tk
l—«

U (T, T) < 5(
elde ederiz. n,m — oo seklinde limite gegersek {x,},en nin bir v-Cauchy ve
dolayistyla v-yakinsak oldugunu goriiriiz. {x, } ,en dizisi T € X elemanina yakinsak
olsun. O halde

(T, TT) < s[un(T, xp) + va(2n, TT)]

< ST, o) + salvn(Tn_1,x,) + (T, TT)]

s (T.2,) + sa
(T, T
1—sa 1 — sa

V/\<xn717 xn)

esitsizliklerine ulagilir. n — oo seklinde limite gecildiginde

lim v)(Z,77) =0

n—oo

elde edildigi icin ¥ = Tz dir.

Simdi 7 nin tekligini gostermeliyiz. v # 7, 1" nin bagka bir sabit noktasi ise
0 <uv(T,v) =Tz, Tv) < a[us(Z,TT) + vr(v, TV)]

= a[uA(Z,T) + va(v,v)]

=0
seklinde bir ¢eligkiye ulasiriz. Bu durumda 7" nin bagka bir sabit noktas1 yoktur. |
Teorem 3.4.3. (X, v) bir tam modiiler b-metrik uzay ve 7" : X} — X her z,y €
X} icin

va(Tx, Ty) < klva(z, Ty) + va(y, Tz)] (3.28)

1
2

olacak sekildeki £ € [O, %) sayilari icin sk € [0 ) ozelliine sahip bir doniisiim
olsun. vy(z,Tx) sonlu olacak sekilde bir z = z(\) € X} elemant var olsun. Bu

durumda {z,,} — T olup 7, T nin bir tek sabit noktasidur.
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Ispat: z, € X olmak iizere X da bir {z,, },cn dizisi
Tp=Tx,_1=T"x9,n=1,2,---
seklinde tanimlansin. (3.28) esitsizliginden dolay1
(T, 1) = Un(Txn_1, Ty) < klva(zn_1, Tzy) + va(xn, TTp 1))
= k[va(Tp_1,Tni1) + Va(Tn, p)]

S Sk[lj)\(xn—la xn) + V)\<mna mn—l—l)]

elde ettigimiz i¢in

sk
V)\(xnvmn+1) < V)\(xnflaxn)

- 1-— sk

sonucuna ulagiriz. Boylece 7' bir v-biiziilmedir ¢iinkii sk € [O L

: sk
,3) dir ve 25 €

[0,1) dir. Teorem 3.4.1 ve Teorem 3.4.2 nin ispatlarinda uygulanan metotlara benzer
sekilde {z,}nen dizisinin bir v-Cauchy ve dolayisiyla yakinsak oldugunu goérmek

miimkiindiir.

T € X}, {x,}nen dizisinin yakinsadigi nokta olsun. Z nin, 7" nin bir sabit
noktasi oldugunu gosterecegiz.
AT, TT) < S[UA(T, Tpi1) + Va(Tny1, TT))

= suA(T, xpy1) + sva (T, TT)

< sUANT, Tpi1) + sk[va(T, Txy) + va(x,, TT)]

esitsizliklerinden
AT, TT) < suA(T, Tpi1) + SkUA(T, Tpi1) + skva(z,, TT)
elde ederiz. n — oo seklinde limite gegilirse
(T, TT) < skvy(Z,TT) (3.29)

bulunur. v, (Z, T7) # 0 ise (3.29) esitsizligi yanlhistir. Sonug olarak T = 7'z dir.

7 nin 7" nin bir tek sabit noktas1 oldugunu gostermek amaciyla y nin 7' nin bir
bagka sabit noktasi oldugunu kabul edelim. Bu durumda

(T, y) =Tz, Ty) < kAT, Ty) + valy, TT)]

olup buradan v, (Z,y) < 2kv,(T,y) sonucuna ulasiriz. Bu ise y = T demektir ve

boylece ispat tamamlanir. [ |
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3.4.1. Lineer denklem sistemleri iizerine bir uygulama

Burada amacimiz, Teorem 3.4.1 1 kullanarak bir lineer denklem sisteminin
cOziimiinii bulmaktir. Bu amagla asagidaki teoremi ispatlayacagiz.

Teorem 3.44. X =R", z,y € X ve

d(z,y) = Z |z — yil
i=1

olmak tizere X iizerinde tanimli modiler b-metrik

Vk(x7y) - d(:i: y)

olsun. 7 =1,2,...,ni¢in
Z ‘UZ]’ <a<l1
i=1

ise n bilinmeyenli n tane lineer denklemden olusan

U111 + U12X + .. . + ULpTy = U1
U1 L1 + U2To + ... + Up Ty, = Vg

(3.30)
Up1T1 + UpaTo + ... + UpnTyp = Uy,
lineer denklem sisteminin bir tek ¢6ziimii vardir.
Ispat: (X, v) bir tam modiiler b-metrik uzay oldugu igin, z = (21, 2s, . .., z,) € R",
v = (v1,v9,...,0,) € R" ve
Upp Urg ... Uiy
e Ugy u.22 co. Uy
Un U;ﬁ Unn
olmak iizere
T(x)=Ax+v

seklinde tanimli 7" : X — X doniisiimiiniin bir v-biiziilme oldugunu gostermemiz
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yeterlidir. x = (x1, 22, ...,2,) € R"ve y = (Y1, Y2, - - -, Yn) € R” elemanlari i¢in

> uiglay —yy)| < ;ZZ |uijl |5 — ;]
j=1

i=1 j=1

= ;ZZ |wisl|z; — vl

j=1 i=1

«a n
\ Z |z — yj
j=1

d(z,y)

A

- ozm(x,y)

1
I/)\(TQJ,Ty) = XZ

=1

IN

esitsizliklerinden dolay1r 7' bir v-biiziilme doniisiimiidiir. Teorem 3.4.1 den dolay1

(3.30) daki lineer denklem sisteminin bir tek ¢oziimii vardir. [ |

3.5. C*-Cebir-Degerli S-Metrik Uzaylar

Bu kisimda, C*-cebir-degerli S-metrik uzaylarda elde ettigimiz sabit
nokta sonuglarini verecegiz.
Tamm 3.5.1. X bostan farkl bir kiime ve A bir C*-cebir olsun. S : X x X x X — A
doniistimii her x, y, z,a € X icin asagidaki kosullar1 saglasin:
(i) S(z,y, 2) = 0,
(17) S(z,y,2) =0 & x=y =z,
(tii) S(x,y,2) 2 S(z,x,a) + S(y,y,a) + S(z, z,a).
Bu durumda S ye, C*-cebir-degerli S-metrik ve (X,A,S) ye C*-cebir-degerli
S-metrik uzay denir.
Ornek 3.51. X = R ve A = M,(R), toplama, skaler carpim ve matris carpimi
ozelliklerine sahip 2 x 2-tipindeki tiim reel degerli matrislerin olusturdugu kiime olsun.
A = (a;j) € A olmak iizere

2

1A = (Y Jai )

ij=1
ifadesinin A {izerinde bir norm tanimladig1 agiktir. * : A — A doniisiimil A {izerinde
A* = A seklinde bir iis alma islemi tanimlasin. Bu durumda A bir C*-cebirdir [69].
A kiimesindeki herhangi iki A = (a;;) ve B = (b;;) matrisi i¢in bir kismi siralama

asagidaki sekilde tanimlanabilir:



d: R x R — R bir metrik ve S : X3 — A doniisiimii

d(z,z) +d(y, z) 0

S(z,y,2) = 0 d(z,z) +d(y, z)

seklinde tanimli olmak iizere (X, A, S) bir C*-cebir-degerli S-metrik uzaydir.
Lemma 3.5.1. Bir (X, A, S) C*-cebir-degerli S-metrik uzayinda

S(z,z,y) = S(y,y,x)

esitligi vardir.

Ispat: C*-cebir-degerli S-metrik tanimindaki (i77) kosulundan dolay1
S(z,z,y) 2 S(z,z,x) + S(x,z,z) + S(y,y,x) = S(y,y, )

ve
S(y,y,z) 2 S, y,y) + Sy, y,y) + S(z,z,y) = S(x,z,y)

elde ederiz. Boylece S(x, z,y) = S(y,y, x) dir.

Tamim 3.5.2. (X, A, S) bir C*-cebir-degerli S-metrik uzay olsun. X de bir {z,,} dizisi

verilsin.

(1) {z,} dizisi A ya gore © € X noktasina yakinsaktir ancak ve ancak n — oo iken

S(Tp, Tp,x) — 0 dir.

(#7) Bir ¢ > 0 sayis1 verildiginde her n,m > N igin ||S(x,, x,, zn)|| < € olacak

sekilde bir N € N sayis1 varsa {z,,} dizisine A ya gore bir Cauchy dizisi denir.

(131) X deki her Cauchy dizisi A ya gore yakinsak ise (X, A,S) ye tam

C*-cebir-degerli S-metrik uzay denir.

Ornek 3.5.2. A = R? olmak iizere X = R iizerinde tanimli C*-cebir-degerli S-metrik

S(z,y,z) = (|t — 2| + |y — z[,0) olsun. {x,,} = {%} bir Cauchy dizisidir ¢iinkii

S n n:m:2___70§2 - —_ 70 — 070
(@) = 21— Loy < @0t 1 1.0 " 0,0)

dir. Ayrica,
1 n 0
S(xp, Tn,0) = (2|=|,0) =3 (0,0)
n

oldugundan {z, } dizisi 0 € X noktasina yakinsar.

Tanmm 3.5.3. (X, A,S) bir C*-cebir-degerli S-metrik uzay ve 7" : X — X bir

doniisiim olsun. Her =,y € X igin

S(Tx, Tx, Ty) < A*S(x,z,y)A
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olacak sekilde ||A|| < 1 ozelligine sahip bir A € A varsa T ye C*-cebir-degerli
biiziilme doniisiimii denir.
Ornek 3.5.3. X = [0,1], A = My(R) ve a; ler A matrisinin girdileri olmak iizere

|Al| = max{a, as, as, a4} olsun.

(=2 4y = 2] 0
S(x7yaz)_ { 0 ]:E—Z|—|—|y—z|

ve A iizerindeki kismi siralama

a x| b b fori = 1,2,3,4
a3z Gy by by

olmak iizere (X, A, S) bir C*-cebir-degerli S-metrik uzaydir. 7 : X — X doniisimii

T'(x) = § seklinde tanimlansin.

T Xy
Ta, Tz, Ty) = S(=, =, 2
S(Tw, Tz, Ty) ?(4,4,4)
_[3le—yl 0 ]
| 0 gle—yl
:%?{Ix—ylo}%?
| 0 V2 | 0 |z —y| 0 7
[ 1 1 1
| (1] {Q\x—y\ 0 } 5 (1)
. 0 7 | 0 2|z — y 0 =
= A*S(z,z,y)A
- 0
olmak iizere A = \65 1 | alirsak ||A]| < 1 oldugundan 7" bir C*-cebir-degerli
V2

biiziilme doniistimiidiir.

Asagidaki teorem, Banach biiziilme prensibinin C*-cebir-degerli S-metrik
uzaylardaki versiyonudur.
Teorem 3.5.1. (X, A S) bir tam C*-cebir-degerli S-metrik uzay ve 7' : X — X
bir C*-cebir-degerli biiziilme doniisiimii olsun. Bu durumda 7" nin X de bir tek sabit

noktasi vardir.

Ispat: Ilk olarak sabit noktanimn varligini ispatlayalim. Bunun igin bir z € X elemani

secelim ve {T"x} in A ya gore bir Cauchy dizisi oldugunu gosterelim. Tiimevarimi
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kullanarak n = 0, 1, . . . icin asagidaki sonucu elde ederiz:
S, Ty Tpy1) = S(T"x, T2z, T 1)
< A*S(T" o, T o, T"x) A
< (AN2S(TM 2, T 20, T" ' 2) A

< (A"S(z,z, Tx)A".

m > n igin
S(Tp, Ty ) = S(T"x, T"x, T™x)
=<2 Z (T2, T2, T ') + S(T™ o, T™ o, T™x)
m_—2
=<2y (A)'S(z,x, Tx)A" + (A" 1S(z, 2, Tx) A"
ve
m_2 . .
1S @, @y )| <2 [JANS (2,2, T AN + [ A%™|1S (, 2, Ta) ||| A"
- m—2 .
=2|S(z, =, T)| Z LA + AP =2)1S (2, =, Ta)|
TSI G PRRSTT "

— 1]
ifadeleri vardir. Bu durumda {7™(z)}, A ya gore bir Cauchy dizisidir. (X, A,S)
uzayinin tamli§indan dolay1 lim 7™ (z) = z seklinde bir xy € X eleman1 vardir.
n—oo
0 = S(Tﬁl)’o, T.Z'(), LC())
j S(TxO; Tan Txn) + S(T.To, T.T(), Txn) + S(x07 X, xn)
j A*S<CCO, Zo, mn)A + A*S(:E(h Zo, l’n)A + S(x()a X, xn)
n— oo
— 0

oldugundan T'xy = xy olup x( noktasi, 7" nin bir sabit noktasidir.

Simdi bu sabit noktanin tek oldugunu gosterelim. Kabul edelim ki v = T'u ve
v = T'v seklinde iki farkli u,v € X elemamn var olsun. 7', C*-cebir-degerli biiziilme

doniisiimii oldugundan

S(u,u,v) = S(Tu, Tu, Tv) = A*S(u,u,v)A
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elde ederiz. Diger yandan, ||A|| < 1 oldugundan
15 (u, w, )| = [[S(Tw, Tu, Tw)|
< JJA*S (u, u, v)All
< [[A*I[I1S (u, w, 0) || Al
= [ AIP(IS (u, u, v)|
<[5 (u, u, v)]]

sonucuna ulagilir. Fakat bu durumda ortaya bir ¢eliski ¢iktig1 icin S(u, u,v) = 6 yani
u = v olmalidir. Sonug olarak sabit nokta tektir. [
Ornek 3.54. X, A, S ve T, Ornek 3.5.3 deki gibi tamimlansin. 7', Teorem 3.5.1 in
tiim kosullarini saglar. O halde 0, 7" nin tek sabit noktasidir.

Tanmm 3.5.4. (X, A,S) bir C*-cebir-degerli S-metrik uzay ve F' : X x X — X
bir doniigiim olsun. F(x,y) = x ve F(y,x) = y esitlikleri varsa (z,y) € X x X
elemanina F' nin ikili sabit noktasi denir.

Tanmm 3.5.5. (X, A, S) bir C*-cebir-degerli S-metrik uzay, F' : X x X — X ve
g : X — X birer doniisim olsun. F'(z,y) = gz ve F(y,z) = gy esitlikleri varsa
(z,y) € X x X elemanina F' nin ikili cakigik noktas1 denir.

Tamim 3.5.6. [2]. X bostan farkl bir kiime olsun. Her x,y € X i¢in F': X x X — X
ve g : X — X donusiimleri gF'(z,y) = F(gz, gy) esitligini sagliyorsa F ile g ye
L-kosulunu saglar denir.

Tanmm 3.5.7. (X, A,S) bir C*-cebir-degerli S-metrik uzay olsun. ' : X x X — X
ve g : X — X doniigtimleri ||A|| < 1 olmak iizere her x,y, 2z, w,u,v € X igin A ya

gore
S(F(z,y), F(z,y), F(z,w)) 2 kA*[S(gz, gz, 92) + S(gy, gy, gw)|A  (3.32)

ozelligine sahip ise F' ve g ye k-biiziilmeyi saglar denir.

Lemma 3.5.2. (X, A, S) bir C*-cebir-degerli S-metrik uzay olsun. /' : X x X — X

1

ve g : X — X doniisiimleri k£ € (0, 3) icin k-biiziilmeyi saglasin. (z,y), F' ve g

doniisiimlerinin ikili ¢cakisik noktasi ise

F(z,y) =gz =gy = F(y, x)

esitlikleri vardir.
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Ispat: (z,y), F ve g doniisiimlerinin ikili cakisik noktasi oldugundan gz = F(z,v)
ve gy = F(y,x) esitlikleri vardir. Kabul edelim ki gx # gy olsun. Bu durumda (3.32)

ve Lemma 3.5.1 den dolay1
S(gz, gz, gy) = S(F(z,y), F(z,y), F(y, z))
= kA*[S(gz, gz, gy) + S(9y, gy, 9x)] A
= 2kA*S(gx, g, gy) A

veE
1S (g2, gz, gy)|l < 2k AlI*|S (9, gz, gy) |

< ||S(gz, gz, gy)|

elde ederiz. Son ifadede olusan ¢eligkiden dolay1

gr =gy ve F(x,y)=gx=gy=F(y,)

esitliklerine ulagilir. |
Teorem 3.5.2. (X, A,S) bir C*-cebir-degerli S-metrik uzay ve ||A| < \/% olsun.
Kabul edelimki F : X x X — X ve g : X — X doniisiimleri & € (0, 3) igin
k-biiziilmeyi ve L-kosulunu saglasin. g(X), F(X x X) C ¢(X) olacak sekilde bir
kapali bolgede siirekli ise gr = F(x,z) = x olacak sekilde X de bir tek x noktasi

vardir.

Ispat: z,,y, € X olsun. F(X xX) C g(X) oldugundan x, y; elemanlarini agagidaki
gibi secebiliriz:
gr1 = F(x0,0) ve gy = F(yo,70).

(x1, 1) ikilisinden baglayarak X de {x,} ve {y, } dizileri

Gln+1 = F(xmyn) Ve gYny1 = F(yn’xn)

seklinde olusturulabilir. (3.32) esitsizliginden dolay1 n € N i¢in

S(9Zn—1, 9Tn-1, 9Tn) = KA [S(9Tp—2, 9Tn—2, gTn-1) + S(GYn—2, 9Yn—2, GYn—1)]A
(3.33)

esitsizligini elde ederiz. Diger yandan

S(9Yn—1, 9Yn—1, 9Yn) kA [S(9Yn-2, 9Yn—2, GYn—1)
(3.34)

+ S(9n—2, 9Tn—2, gT,—1)]A
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elde edilir. (3.33) ve (3.34) ifadelerini taraf tarafa toplarsak her n € N i¢in
S(9Tn—1,9Tn—1,9Tn) + S(9Yn-1, 9Yn-1, gyn) 32k A*[S(920-2, 9Tn-2, gTn-1)

sonucuna ulagiriz. (3.32) esitsizligi ardisik olarak uygulanirsa

S(9Tn,s gTns GTni1) = 2k°(A*)?[S(gTn-2, GTn—2, 9Tn—1) + S(GYn—2: GYn—2, GYn—1)| A

< k" (V2A")"[S (g0, g0, g21) + S(9Y0, gY0, gy1)] (V2ZA)"

N | —

bulunur. C*-cebir-degerli S-metrik uzay tanimindan ve Lemma 3.5.1 den m,n € N,

m > n + 2 olmak iizere

3
&

S(.gxna gZn, gxm) j 2 S(.gl'm gzi, gl'i-‘,-l) + S(g‘rm—h 9Tm—1, g'rm)

@
Il
3

3
&

PN

2

7

1
+§km_1(\/§A*)m_l[S(9I079$079$1)+S(Qyo7gyo,gyl)](\/§14)m_l

K (V2A%)[S (g0, gm0, g71) + S(9Y0, 9Y0, g1)](V2A)

N | —

n

elde eder ve boylece

m—2

||S(gxn7 gZn, gxm)“ S Z k:z“\/iAH%”S(nga gZo, gxl) i S(gy07 9Yo, gyl)”

1 -
+§km 1||\/§A||2 2||S(9$0,9$0>gl"1)+S(9y0>99079y1)”

sonucuna ulagiriz. Son esitsizlikte | A|| < \/% oldugundan n, m — oo seklindeki limit
durumunda ||S(gzy, 9n, gTm)|| — O bulunur. Béylece {gx,} bir Cauchy dizisidir.
Benzer sekilde {gy,} de bir Cauchy dizisidir. g(X) in kapaliligindan dolay1 {gz,}
ve {gyn}, sirastyla x € X ve y € X noktalarina yakinsaktir. ¢ siirekli oldugundan

{9(gx)}, gx e ve {g(gyn)}, gy ye yakinsaktir. F' ve g, L-kosulunu sagladigi i¢in
9(92ni1) = g(F (20, yn)) = F (920, gyn)
9(9yn+1) = 9(F (Yn; 7)) = F(gyn, g2n)
esitliklerine ulasilir. Bu durumda
S(9(97ni1), 9(97ni1), F(x,y)) 2kA*[S(9(gn), 9(gn), g2)

+ S(9(gyn), 9(9yn), 9y)] A

* 15(9(92n11), 9(92ns1), F(x, )| <KIAIP1S(9(g2n), 9(g2n), g2)

+S(9(9¥n)> 9(9yn), gyl
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esitsizlikleri elde edilir. Limit durumunda

15(gz, gz, F(z,y))|| < k[|A[]*||S(gz, gz, gz) + S(gy, 9y, gy)|| = O

oldugundan gz = F(x,y) bulunur. Benzer sekilde gy = F'(y, ) esitligi gosterilebilir.
Lemma 3.5.2 den (z,y), F' ve g doniisiimlerinin ikili cakisik noktasidir. Bu durumda
gr = F(z,y) = F(y,x) = gy dir.

S(9Tni1, 9nt1, 97) = S(F (0, Yn), F (@0, yn), F(2,9))

< kA" (S(9xn, 92n, g2) + S(GYn, 9yn, gy)) A

ve
S(9Yn+1: 9Ynt1, 9y) = KA (S(9Yn, 9Yn: 9y) + S(9Tn, gn, gz)) A
oldugundan
S(9Tns1, 9Tns1, 9T) + S(9Ynt1s GYni1, 9y) <2k A[S(920, 90, g)
+ S(9Yn, 9Yn, 9y)]A
ve

19(92n+1, 92nt1, 92) + S(gYnt1: GYns1, 9y) || L2k AT([1S (92, g2, g2)
+ S(9Yn, 9Yn, 99) 1Al
elde ederiz. n — oo seklinde limite gegilirse
15(z, 2z, gx) + S(y, y, gy)l| < 2k||A"[[[|S (2, 2, gx) + S(y, y, gy)[[ | Al
= 2k||A|P[|S(z, z, gz) + S(y, . 9y)l|

bulunur. 2k < 1 ve | A]| < \/% ifadelerinden dolay1 S(z, x, gz) = 0 ve S(y,y,gy) =0
dir. O halde gr = = ve gy = y yani gr = gy = x = y dir. Sonug olarak

gr=F(z,z)=x
elde edilir.

Simdi sabit noktanin tekligini gosterelim. Kabul edelim ki z = gz = F(z, 2)

olacak sekilde X de bir z # x elemani var olsun. Bu durumda
S(x,x,z) = S(F(z,z), F(x,z), F(z, z))
= 2kA*S(gz, gx,gz)A
=2kA*S(z,2,2)A
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sonucuna ulagirz. 2k < 1, [|A] < \% ve
1S (z, 2, 2)|| < 2k]|A|I*]1S (2, z, 2)]
oldugundan S(x, z,z) = 0 dir yani z = z dir. [

Teorem 3.5.2 den c¢ikarilabilecek bir sonug verelim.
Sonug 3.5.1. (X, A,S) bir C*-cebir-degerli S-metrik uzay ve ||A] < \/Li olsun. Bir

F: X x X — X doniigimii her z,y, z,u,v,w € X ve k € (0, 1) icin A ya gore
S(F(z,y), F(u,v), F(z,w)) 2 kA*[S(z,u, 2) + S(y,v,w)]A

kosulunu saghyorsa F'(z, ) = x olacak sekilde bir tek = € X elemani vardur.
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4. SONUC VE ONERILER

Bu tez calismasinda, literatiirde var olan farkli tipteki metrik uzaylardan
hareketle yeni tipte metrik uzaylar tanimlanmis ve bu yeni tipteki metrik uzaylarda

¢esitli sabit nokta sonuglari elde edilmistir.

Tezin birinci boliimii olan giris boliimiinde metrik uzaylar hakkinda bilgi
verilerek tezin 6nemi ve amaci belirtilmistir. Ayrica Banach sabit nokta teoreminin
goriintii analizi iizerine bazi uygulamalarin1 agiklayarak bu yolla sabit nokta
teorisinin oldukg¢a genis bir uygulama alanina sahip olduguna dikkat g¢ekilmeye

calisilmustir.

Ikinci boliimde, tezin konusunu olusturan farkli tip metrik uzaylarin tanimlari
ve bazi temel Ozellikleri verilmis ve halihazirda literatiirdeki 6nemli caligmalar

okuyucunun ilgisine sunulmustur.

Tez calismasinin orijinal sonuglarinin yer aldig {iglincii boliimde, modiiler
metrik uzaylarda tamlik, siireklilik ve biiziilme doniisiimii ile ilgili yeni tanimlar
verilmigtir. Bu kavramlar1 igeren sabit nokta teoremleri ispatlanmis ve homotopi
lizerine bir uygulama olusturulmustur. ilk kez tanimlanan modiler S-metrik
uzaylarin metrik ve topolojik 6zellikleri incelenmis ve dnemli sabit nokta sonuglarina
ulagilmistir.  Bolimiin - devaminda, modiiler ultrametrik uzaylar literatiire
kazandirilmis ve modiiler kiiresel tam ultrametrik uzaylarda bazi sabit nokta
teoremleri ispatlanmistir. Ayrica, modiiler metrik uzaylarin bir genellestirmesi olarak
modiiler b-metrik uzaylar ve bu uzaylarin sahip oldugu bazi sabit nokta ozellikleri
gesitli ornekler verilerek tanmitilmis ve elde edilen sabit nokta sonuglarinin lineer
denklem sistemleri i¢in bir uygulamasi verilmistir. Boliimiin sonunda, C*-cebir-
degerli S-metrik uzaylar tanimlanmis ve bu uzayda bazi orijinal sabit nokta

teoremleri ispatlanmistir.

Burada ilk kez verilmis olan ¢esitli metrik uzay tanimlar1 ve bu uzaylarla
ilgili metrik ve topolojik 6zelliklerin, sabit nokta teorisi ile ilgili sunulmus olan temel
teoremlerin ve bunlarin uygulamalarinin, bu alanda caligmay1 diisiinen arastirmacilar

icin faydali olacag: diisliniilmektedir. Bu yeni kavram ve tekniklerin kullanilmasiyla
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gelecekte bu calisma alanlartyla ilgili daha farkli yaklasimlar ortaya konulabilecegi

ve literatiiriin gelistirilebilecegi umut edilmektedir.
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