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Yüksek Lisans Tezi 

 
Kütle Yay Sistemine Sahip Akışkan Taşıyan Mikro Kiriş Titreşimleri 
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Fen Bilimleri Enstitüsü 
Makine Mühendisliği Anabilim Dalı 

 
Danışman: Doç. Dr. Süleyman Murat BAĞDATLI 

 
 

Bu çalışmada, kütle – yay sistemine sahip akışkan taşıyan mikro kirişin titreşimleri 

incelenmiştir. Hamilton prensibi kullanılarak hareket denklemleri elde edilmiştir. Elde 

edilen hareket denklemleri boyutsuzlaştırılarak malzeme ve geometrik yapıya olan 

bağımlılık ortadan kaldırılmıştır. Perturbasyon Metodu olan “Çok Ölçekli Metot” ile 

sistemin yaklaşık çözümleri elde edilmiştir. Uzamalardan kaynaklanan nonlineer 

terimlerin, yayın, kirişin doluluk oranının, akışkan hızının, elektriksel zorlamanın doğal 

frekansa ve çözümlere olan etkileri araştırılmıştır. Dış zorlama ya da sistemin kendi 

içindeki zorlama, sistemin tabii frekansı ile çakışık ya da yakın olursa titreşim 

genliklerinde istenmeyen artışlar meydana gelebilir. Bu dinamik sistemlerdeki rezonans 

problemini meydana getirmektedir. Bu nedenle incelenecek problemlerde tabii frekans 

değerlerinin bilinmesi büyük önem arz etmektedir. Sistem parametrelerinin  (doluluk 

oranı, kirişlik katsayısı, kütle, lineer yay sabiti, mikro kiriş katsayısı) lineer ve nonlineer 

çözümlere olan etkileri araştırılmıştır. Zorlama frekansının; temel parametrik rezonans 

durumu, akışkan hızı değişim frekansının ( 1 ) doğal frekansın iki katına ( 2 ) yakın 

olduğu durum ve sıfıra yakın olduğu üç farklı durum ele alınmıştır. Kararsızlık 

bölgelerinin sınırları ve çatallanma bölgeleri tespit edilmiştir. 

 
 

Anahtar Kelimeler: Akışkan Taşıyan Mikro Kirişler, Çok Zaman Ölçekli Metod, Kütle 
Etkisi, Nonlineer Yay, Perturbasyon Yöntemi  
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In this study, the vibrations of fluid conveying of micro - beam with mass - spring 

system were  investigated. The equations of motion were obtained by using Hamilton 

Principle. Equation of motion was made dimensionless via dimensionless parameters. The 

method of multiple time scale that is a perturbation technique is applied to the equations of 

motion for approximated solutions. Stretching of the neutral axis, fill rate of the micro beam, 

fluid velocity, electrical forcing, natural frequency of effect on the solutions were 

investigated. If the force and internal force are of coincident or close to the frequency, 

undesirable increases in vibration amplitude may occur. For this reason, it is important to 

know the natural frequency values. The effects of system parameters on linear and nonlinear 

solutions were investigated. The forcing frequency; the basic parametric resonance state, the 

case where the frequency of the fluid velocity change ( 1 ) is close to two times the natural 

frequency ( 2 ) and the case where the frequency is close to zero were examined. The 

stability regions and the bifurcation points have been determined. 

 

 

 

Keywords: Fluid Conveying Micro Beams, Multi Time Scale Method, Nonlineer Spring, 
Mass Effect, Perturbation Methods 
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1. GİRİŞ  

 
 Günümüzde bilimin ulaştığı noktalardan biri, her ne kadar doğa kadar başarılı 

olmasa da, akışkanların mikrometre mertebesindeki dinamiklerini çözerek metrenin 

milyonda biri boyutlarında mühendislik uygulamaları yapılabiliniyor olmasıdır. Son 

yıllardaki bilimsel araştırmalar teknolojik gelişmelere bağlı olarak boyut küçültmeye 

yönelmiştir. MEMS kısa adıyla da bilinen Mikro-Elektro-Mekanik Sistemler 

şeklinde tanımlanan teknoloji, iletişim teknolojilerinden üretim otomasyonuna, çevre 

izlemeden, sağlığa, savunma sistemlerine kadar uzanan geniş bir ürün yelpazesinde 

anahtar rol oynamaktadır ve mikroelektronik veya mikroçip teknolojisi gibi çağımızı 

değiştirecek bir potansiyele sahiptir. 

 

Mikro-elektro-mekanik sistemlerde kullanılan ana yapılardan biri 

olmalarından dolayı, mikro kiriş dinamikleri son yıllarda birçok araştırmacının 

ilgisini çekmiştir. Akışkanlar mekaniği, havacılık ve uzay, optik, fizik, biyoloji ve tıp 

bilimleri, bilgisayar ve elektronik alanlarında yaygın olarak kullanılmaktadırlar. 

Ayrıca, sıvı taşıma mikro kirişleri genetik mühendisliği, protein sentezi, kimyasal ve 

mikro-biyolojik analiz, mikro örnekleme, ilaç enjeksiyonu, mikro soğutma 

sistemlerinde yaygın olarak kullanılmaktadır. Bu uygulamalarda mikro kirişlerin 

kalınlığı tipik olarak mikron sırasına göre veya daha küçüktür (Park ve Gao, 2006). 

Öz ve Evrensel (2002), sıvıyı taşıyan ve konsantre bir kütle taşıyan gergin boruların 

doğal frekanslarını elde etmiştir.[1,2] Paidoussis ve diğ. (2002) eksenel akışta 

dirsekli silindirlerin dinamiklerini araştırmışlardır.[3] Park ve Gao (2006), Euler-

Bernoulli mikro kirşinin modifiye çift stres teorisi (MCST) kullanarak özelliklerini 

araştırmışlardır. Epoksi mikro kiriş için bükme testlerini (klasik kiriş teorisiyle 

uyuşmayan) açıkladılar.[1] 

 

Paidoussis ve diğ. (2007) ara yay desteği ile dirsekli boruların dinamiklerini 

araştırmıştır.[4] Kong ve diğ. (2008), Euler-Bernoulli mikro kirişlerini MCST 

kullanarak sınır değer problemlerini araştırmışlardır.[5] Wang (2009), sıvı ileten 

nano tüpler ve mikro kirişleri araştırdı.[9] Değer ve Pakdemirli (2010) elastik bir 

temel üzerinde duran bir mikro kirişin için birincil rezonans durumunu 

araştırmışlardır.[6] Rinaldi ve diğ. (2010) iç sıvı akışını içeren mikro ölçekli 

boruların dinamiklerini araştırmıştır.[7] Yapısal yayılımın, sınır koşullarının, 
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geometrinin ve akış hızının titreşim üzerindeki etkilerini tartıştılar. Wang (2010), sıvı 

taşınan mikro tüplerin boyut bağımlı davranışlarını araştırdı. Yerel olmayan elastik 

teori kullanarak sistemin dengesizliğini ve titreşimini analiz etti.[8]. Xia ve diğ. 

(2010) statik bükülme, burkulma sonrası ve mikro ölçekli kirişlerin serbest 

titreşimlerini araştırmışlardır. [10] Chen ve diğ. (2011), birinci derece kayma 

deformasyonları olan kompozit laminalı kirişler için modifiye edilmiş bir çift stres 

modelini sundu.[11] Rafiee ve Nezamabadi (2011), basit-basit destekli mikro ların 

doğrusal olmayan etkiler altında zorla salınımlarını araştırmışlardır.[12] Ke ve diğ. 

(2012), MCST kullanarak boyut bağımlı Mindlin mikro plakalarının serbest 

titreşimlerini araştırdı. Levha kalınlığı malzeme uzunluk ölçeğine yakın olduğunda, 

parametre boyutu etkilerinin önemli olduğunu göstermişlerdir.[13] Rafiee ve diğ. 

(2011), MSCT kullanarak, mikro kirişlerin serbest ve zorlamalı titreşimleri 

araştırmışlardır. [14] Mirramezani ve Mirdamadi (2012), sıvı taşıma nano borularını 

inceledi. Kaudsen'e bağlı akış hızının titreşim üzerindeki etkilerini araştırdılar. [15] 

Ni ve diğ. (2011) diferansiyel transfer metodu ile boru taşıma akışkanlarının 

titreşimlerini analiz etmiştir.[16] Roque ve diğ. (2013), MCST ve Meshless Metodu 

kullanarak Mindlin mikro plakalarını analiz etmiştir.[17] Wang ve diğ. (2013b), 

mikro ölçekli boruların akışkan taşınması esnasındaki eğilme titreşimlerini 

incelemiştir. Mikro akış ve mikro yapının boyut üzerindeki etkilerini analiz 

ettiler.[18] Dai ve diğ. (2013), vorteks kaynaklı boru iletim akışkanlarının 

titreşimlerinin alt kritik ve süper kritik davranışlarını incelemişlerdir.[19] Wang ve 

diğ. (2013a) akışkan taşıma borularının doğal frekanslarını araştırdı. Analiz için 

ADINA sistemini kullandılar.[20] Klasik kiriş teorisi için Ekici ve Boyacı (2007) 

mikro kiriş titreşimleri için doğrusal olmayan sınır koşulları üzerinde 

çalışmışlardır.[21] Tekin ve ark. (2009) çoklu kademeli kiriş sistemlerinde 3 : 1 

rezonans üzerine çalışmıştır.[22] Bağdatlı ve ark. (2009) yapay sinir ağları 

kullanarak kademeli kiriş sistemleri üzerinde çalışmışlardır.[22] Özkaya ve diğ. 

(2008) ve Bağdatlı ve ark. (2011b), kirişin lineer olmayan titreşimlerini ve çoklu 

desteklerde 3: 1 dahili rezonansları araştırmış ve farklı destek numaraları için uyarım 

frekans-cevap tepki eğrilerini çizdirmiştir.[23,24] Özhan ve Pakdemirli (2009, 2010) 

kübik nonlineerite için iç rezonans olgularını araştırdı.[25,26] Bağdatlı ve ark. (2013) 

mesnetli ara mesnetli ve çoklu mesnetli eksenel hızlanan kirişleri incelemiştir. 

(Bağdatli ve ark., 2011a) [27,28]. Kural ve Özkaya (2012) yay - kiriş geçiş 

problemini incelemişler ve pertürbasyon yöntemlerini kullanarak yaklaşık çözüm 
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bulmuşlardır [29]. Yurddas ve ark. (2012a, 2012b), eksenel olarak hareket etmeyen 

bir orta mesnet ve çoklu mesnet koşullarına sahip olan bir yayın doğrusal olmayan 

titreşimlerini incelemiştir [30,31]. Atcı ve ark. ideal olmayan sınıra şartlarına sahip 

akışkan taşıyan mikro kirişin titreşimlerini incelemişlerdir [32,33]. Kural akışkan 

taşıyan mikro kirişin 2:1 ve 3:1 iç rezonanslarını incelemiştir [34]. 

 

Bu çalışmada kütle yay sistemi bulunan akışkan taşıyan mikro kiriş kapsamlı 

bir şekilde incelenmiştir. Öncelikle sistemin genel matematiksel modeli oluşturulup, 

hareket denklemleri bulunmuştur. Bulunan hareket denklemleri Hamilton prensibi 

kullanılarak elde edilmiştir. Sistemi geometrik özelliklerine ve kullanılan malzemeye 

bağımlılığını kaldırmak ve denklemi en genel hale getirmek için hareket denklemi 

boyutsuzlaştırılmıştır. Hamilton Prensibi ile sistemin nonlineer hareket denklemleri 

çıkarılmıştır. Mikro kiriş, elektriksel alan kuvveti etkisinde ve elastik zemin üzerinde 

kabul edilmiştir. Nonlineer özellik, titreşim esnasında uzamadan kaynaklanan 

terimler, elektriksel alan kuvveti, akışkanın hızı, kütle ve yayın etkisi, elektriksel 

zorlama kuvveti, sönüm ve elastik zemin denkleme katıldığı için ortaya çıkmıştır. 

Elde edilen nonlineer denklemler boyutsuzlaştırılarak model, cinsi ve geometrisinden 

bağımsız sonuçlar vermiştir. Akışkan hızı, sabit bir hız etrafında harmonik olarak 

değişmektedir. Elektriksel alan kuvveti, harmonik olarak değişmektedir. Çok Ölçekli 

Perturbasyon Metodu ile sistemin yaklaşık çözümleri elde edilmiştir. Mikro yapının, 

uzamadan kaynaklanan nonlineer terimlerin, lineer ve nonlineer yay sabitlerinin, 

kirişin doluluk oranının, akışkan hızının, elektriksel zorlama kuvvetinin doğal 

frekansa ve çözümlere olan etkileri incelenmiştir. 
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2. KÜTLE – YAY SİSTEMİNE SAHİP AKIŞKAN TAŞIYAN MİKRO KİRİŞ 
TİTREŞİMLERİ 

 
Bu çalışma kapsamında kütle yay sistemi bulunan akışkan taşıyan mikro kiriş 

kapsamlı bir şekilde incelenmiştir. Öncelikle sistemin genel matematiksel modeli 

oluşturulup, hareket denklemleri bulunmuştur. Bulunan hareket denklemleri 

Hamilton prensibi kullanılarak elde edilmiştir. Sistemi geometrik özelliklerine ve 

kullanılan malzemeye bağımlılığını kaldırmak ve denklemi en genel hale getirmek 

için hareket denklemi boyutsuzlaştırılmıştır. 

 
Bu çalışma aşağıdaki yöntemlerle ele alınmıştır: 

 

 Kirişe ait hareket denklemleri ve sınır şartları Hamilton prensibi kullanılarak 

elde edilmiştir. 

 Uzamalardan kaynaklanan nonlineer terimler dikkate alınarak ve nonlineer 

etkilerin tabii frekansa ve çözümlere olan etkileri incelenmiştir. 

 Elde edilen sınır şartları ve hareket denklemleri, sistemin geometrik 

özelliklerine ve kullanılan malzemeye bağımlılığını ortadan kaldırmak için 

boyutsuzlaştırma işlemi uygulanmıştır. Elde edilen hareket denklemlerine 

elektriksel zorlama kuvveti eklenmiştir. 

 Boyutsuzlaştırma yapılan hareket denklemleri, perturbasyon yöntemlerinden 

çok ölçekli metod yöntemi kullanılarak çözüme ulaşılmıştır. 

 Tabi frekans değerleri ve mod yapıları elde edilmiştir. 

 

Bu çalışmada yapılan ve yapılan olan aşamalar şöyledir: 

 

 Hamilton Prensibi ile sistemin nonlineer hareket denklemleri çıkarılmıştır. 

 Mikro kiriş, elektriksel alan kuvveti etkisinde ve elastik zemin üzerinde kabul 

edilmiştir. 

 Nonlineer özellik, titreşim esnasında uzamadan kaynaklanan terimler, 

elektriksel alan kuvveti, akışkanın hızı, kütle ve yayın etkisi, elektriksel 

zorlama kuvveti, sönüm ve elastik zemin denkleme katıldığı için ortaya 

çıkmıştır. 
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 Elde edilen nonlineer denklemler boyutsuzlaştırılarak model, cinsi ve 

geometrisinden bağımsız sonuçlar vermiştir. 

 Akışkan hızı, sabit bir hız etrafında harmonik olarak değişmektedir. 

 Elektriksel alan kuvveti, harmonik olarak değişmektedir. 

 Çok Ölçekli Perturbasyon Metodu ile sistemin yaklaşık çözümleri elde 

edilmiştir. 

 Mikro yapının, uzamadan kaynaklanan nonlineer terimlerin, lineer ve 

nonlineer yay sabitlerinin, kirişin doluluk oranının, akışkan hızının, 

elektriksel zorlama kuvvetinin doğal frekansa ve çözümlere olan etkileri 

incelenmiştir. 

 

 
 

Şekil 1: Kütle yay sistemi bulunan akışkan taşıyan mikro kiriş.  

 

2.1.Hareket Denklemlerinin Elde Edilmesi 
 

Bu bölümde Şekil 1’de gösterilen sistemin hareket denklemleri ve sınır şartı 

Hamilton Prensibinden faydalanılarak bulunacaktır. (Denklem 2.1) 

 

 
2

1

0
t

t

T V dt          (2.1) 

 

 İncelediğimiz sistem ݔ =  ௦ noktasında bir M kütlesi ve bu kütleye bağlıݔ

olarak bir yay kuvvetine sahip kiriş sistemidir. Kiriş içerisindeki akışkanın hızı 

sabit bir hız etrafında harmonik olarak değişken kabul edilmiştir. 

x* 
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* * * *

0 1 1sinakv v v t          (2.2) 

 
*

0v  ortalama akışkan hızı, *
1v  akışkan hızı değişim genliği, 1  ise akışkan hızı 

değişim frekansıdır.   ise küçük mertebeli perturbasyon derecesidir. Akışkanın 

hız değişim frekansının tabii frekansın 2 katına yakın olması durumunda 

parametrik rezonans meydana gelir. Çalışmanın ilerleyen bölümlerinde bu durum 

incelenecektir.  

Elektriksel voltaj değişimi ise, 

 
* *

2( ) cosel ACV t V t          (2.3) 

 

olarak alınacaktır. ACV  zorlama kuvvetinin genliği, 2  ise frekansıdır.  

İncelediğimiz mikro kirişin elektriksel zorlama kuvveti altında çalıştığı kabul 

edilmektedir. Şekil 1’de de görüldüğü gibi kirişten d mesafesi uzaklıkta bulunan 

elektrot ile zorlama etkisi yaratılmaktadır. Bu elektriksel kuvvet paralel kapasitör 

formülü ise, 

 
2 *

* * * * 0
* 2

2 ( )( , , , )
2( )

el
el

rV tf x t V
d







      (2.4) 

 

Hareket denklemlerini elde etmek için mikro kiriş ve içerisindeki akışkanın yatay 

ve düşey yöndeki hızlarını ifade etmeliyiz. Akışkanın *x  ve *y  yönlerindeki hızı, 

 

Yatayda toplam hız:  
* * *

* * * * *
* * *ak ak ak
u u xv v u u v
t x t

       
  

   (2.5) 

 

Düşeyde toplam hız:  
* * * *

* * *
* * * * ak

d x v
dt t x t
          

  
   (2.6) 

 

Mikro kirişin *x  ve *y  yönlerindeki hızı, 
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
* * * *

* * *
* * * *

0

du u u x u u v
dt t x t 

      
  

       (2.7) 


* * * *

* * *
* * * *

0

d x v
dt t x t
    



      
  

      (2.8) 

 

şeklinde ifade edilir. 

İnceleyeceğimiz denklemlerde 
.

( )  zamana göre türevi, ( )  mekana bağlı türevi 

türevi göstermektedir. Sistemin kinetik ve potansiyel enerjileri aşağıdaki gibi yazılır, 

 

   *2 *2 * * 2 * 2 *
1 1 2 2

0

* * * 2 * * * * * 2 *
1 1 1 1

0 0

1 1
2 2

1 1( ' ) ( ' )
2 2

s

s

s s

x L

mk mk mk mk
x

x x

ak ak ak ak ak ak ak

T A u dx A u dx

A v dx A v u u v dx

   

   

    

   

 

 

  

 

* * * 2 * * * * * 2 *
2 2 2 2

*2
1

1 1( ' ) ( ' )
2 2

1 ( )
2

s s

L L

ak ak ak ak ak ak ak
x x

s

A v dx A v u u v dx

m x

   



    



  


  (2.9) 

 

Denklem (2.9) da ilk iki integral kiriş kütlesinden kaynaklanan, üçüncü, dördüncü, 

beşinci ve altıncı integraller akışkan kütlesinden kaynaklanan, son integral ise kiriş 

üzerinde bulunan kütleden kaynaklanan kinetik enerji integralleridir. 

 

* 2 * * 2 *
1 2

0

* * 2 2 * * * 2 2 *
1 1 2 2

0

2 * 2 * 2 * 2 *
1 2

0

* * 2 * * * 2
1 1 2 2

0

1 1'' ''
2 2

1 1 1 1( ' ' ) ( ' ' )
2 2 2 2

1 1'' ''
2 2

1 1( ' ' ) ( ' ' )
2 2

s

s

s

s

s

s

s

s

x L

mk mk mk mk
x

x L

mk mk mk mk
x

x L

mk mk mk mk
x

x L

x

V E I dx E I dx

E A u dx E A u dx

G A l dx G A l dx

N u dx N u dx

 

 

 

 

  

  

  

  

 

 

 

  * *2
1

1 ( )
2 sk x

  (2.10) 
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Denklem (2.10) da ilk iki integral eğilmeden kaynaklanan, üçüncü ve dördüncü 

uzamadan kaynaklanan beşinci ve altıncı integraller kaymadan kaynaklanan, yedinci 

ve sekizinci integraller ise iç gerilme kuvvetinden kaynaklanan, son integral ise 

yaydan kaynaklanan kinetik enerji integralleridir. 

 
 
Burada mkA  mikro kirişin, akA akışkan bloğunun   kesit alanı, mikro kirişin enine 

deplasmanı, kE  mikro kiriş elastisite modülü, mkG mikro kiriş kayma modülü, N 

eksenel kuvvet, k lineer yay sabiti , mkI  mikro kirişin nötr eksene göre kesit atalet 

momenti, u mikro kirişin eksenel yer değiştirmesi, malzeme uzunluk ölçeği 

parametresidir. Sistemin Lagrangian’ ı kinetik ve potansiyel enerji farkıdır. 

 
2 2

1 1

2

1

2

1

* * * * * * * * * * * *
1 1 1 1 2 2 2 2

0 2 41 3

* * * * * * * *
1 1 1 1

0 5

* * *
2 2 2

( ) ( )

( ' ). ( )

( ' ). (

s

S

s

s

Xt t L

mk mk mk mk
t t X

Xt

ak ak ak ak
t

t L

ak ak ak
t X

A u u dx dt A u u dx dt

A v v dx dt

A v

       

     

    

   

  



   

 

 

       

 

 

2

1

2

1

2

1

* * * * *
2

6

* * * * * * * * *
1 1 1 1

0 7

* * * * * * * * * *
2 2 2 2

8

*
1

)

( ) ( )

( ) ( )

(

s

S

ak

Xt

ak ak ak ak ak ak
t

t L

ak ak ak ak ak ak
t X

t

t

v dx dt

A v u v u v u u v dx dt

A v u v u v u u v dx dt

m



 

 



 

     

    



 

 





 

 

 * * *
1

9

( ). ( ) 0s sx x dt 


  (2.11) 
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     

 



 

   

 

 

   





 


2 2

1 1

2

1

* * * * * *
2 2

21

* * *
1 1

0 22

( '' '')

( ( ). ( ) 0

s

t t L

t t X

t L

s s
t

dx dt dx dt

k x x dt

 

 

 



   

 





   (2.12) 

 

Benzer şekilde tüm terimlerin kısmı integrasyonu yapılır. Burada elde edilen tek katlı 

ve çift katlı integraller ayrı ayrı sıfıra eşit olmak zorundadır. Çift katlı integrallerden 

hareket denklemleri, tek katlı integrallerden ise mümkün olabilecek tüm sınır şartları 

elde edilir. * * *dw dx dt  ve * * *du dx dt  terimlerinin katsayıları bir araya toplanıp 

düzenlenirse çift katlı integral terimleri aşağıdaki gibi elde edilir, 

 
Çift katlı integraller; 
 

2

1

* * * * * * * * * 2
1 1 1 1 1

0

[ ( 2 ' ' '' )
t X s

mk mk ak ak ak ak ak ak
t

A A v v v v                  

* * * 2 * * * * 2 *
1 1 1 1 1 1 1 1

* * 2 * * * *
1 1 1 1

1( '' ' ' '' ' '' ' '')
2

'' ] 0

m k m k

ıv ıv
m k m k mk m k

E A u u

E I N G A l d dx d t

     

   

    

  
 (2.13) 

2

1

* * *' * * ' * * * * 2
2 2 2 2 2[ ( 2 '' )

Xs

t L

mk mk ak ak ak ak ak ak
t

A A v v v v                   
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* * * 2 * * * * 2 *
2 2 2 2 2 2 2 2

* * 2 * * * *
2 2 2 2

1( '' ' ' '' ' '' ' '')
2

'' ] 0

mk m k

ıv ıv
m k mk m k mk

E A u u

E I N G A l d dx dt

     

   

   

 
  (2.14) 

 
 

2

1

* * * *' * *' * *" * 2
1 1 1 1 1

0

[ ( 2 )
t Xs

mk mk ak ak ak ak ak ak
t

A u A v u u v u v u v                                                

* * * * * *
1 1 1 1( '' ' '')] 0mk mkE A u du dx dt         (2.15) 

2

1

* * * * * * * * * 2
2 2 2 2 2( 2 ' ' '' )

t L

mk mk ak ak ak ak ak ak
t Xs

A u A v u u v u v u v                                               

* * * * * *
2 2 2 2( '' ' '')] 0mk mkE A u du dx dt         (2.16) 

 
 
şeklindedir. 
 
Burada, * * *dw dx dt ve * * *du dx dt  içeren integraller ayrı ayrı sıfıra eşit olmalıdır.  

 
* * * * * * * * * * * *
1 2 1 2 1 2 1 2( 2 ' 2 ' ' 'mk mk mk mk ak ak ak ak ak akA A A v v v v                          

* * 2 * * 2 * * * * * * * *
1 2 1 1 2 2 1 1 2 2'' '' ) ( '' ' '' ' ' '' ' ''ak ak mk mkv v E A u u u u                                

* 2 * * 2 * * *
1 1 2 2 1 2

2
* * 2 * 2 * 0
1 2 1 2 2

3 3' '' ' '')
2 2

( )'' ''
( )

ıv ıv
mk mk mk mk

ıv ıv el
mk mk mk mk

E I E I

rv tN N G A l G A l
d

     


   



    

   


   (2.17)   

 
* * * * * * * * * 2
2 2 2 2 2

* * *
2 2 2

( 2 ' ' '' )
( '' ' '') 0

mk mk ak ak ak ak ak ak

mk mk

A u A v u u v u v u v
E A u
 

 

     

  

    
  (2.18) 

 
denklemlerini elde etmiş oluruz. 
 
Denklem (2.17) kirişin enine titreşimlerini verirken, Denklem (2.18) boyuna 

titreşimlerini verir. Kirişin boyuna titreşimleri, enine titreşimlerinden çok daha hızlı 

yayıldığı için denklemde boyuna indirgenliği içeren terimler ihmal edilebilinir. Bu 

durumda denklem, 

 

 * * * * * 2
1 1 1 1 1

10 0
2mk mk mk mkE A u E A u  

          
 

  (2.19) 

 

      * * * * * 2
2 2 2 2 2

10 0
2mk mk mk mkE A u E A u  

          
 

  (2.20) 

   
haline gelir. 
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* * 2 *

2 2
1 ( )
2

u C t           (2.21) 

 
şeklinde bir *( )C t  sabitine eşittir. Her iki tarafı integre edersek, 
 

* * 2 *
1 1

0 0 0

1 ( )
2

s s sX X X

u dx dx C t dx           (2.22) 

 
* * 2 *

2 2
1 ( )
2

s s s

L L L

X X X

u dx dx C t dx           (2.23) 

 
*

1 ( )su X
0 *

1 (0)u
0 * 2 *

1
0

1 ( )
2

sX

dx C t         (2.24) 

 
*

2 ( )u L
0

*
2 ( )Su x

0
* 2 *

2
1 ( )
2

s

L

X

dx C t         (2.25) 

 
elde ederiz. 

 
Denklem (2.17) e elektriksel zorlama kuvvetini de eklersek, 
 

* * * * * * * * * * * *
1 2 1 2 1 2 1 2( 2 ' 2 ' ' 'mk mk mk mk ak ak ak ak ak akA A A v v v v                          

* * 2 * * 2 * * * * * * * *
1 2 1 1 2 2 1 1 2 2'' '' ) ( '' ' '' ' ' '' ' ''ak ak mk mkv v E A u u u u            

      

* 2 * * 2 * * * * *
1 1 2 2 1 2 1 2

2
2 * 2 * 0

1 2 2

3 3' '' ' '') '' ''
2 2

( )
( )

ıv ıv
mk mk mk mk

ıv ıv el
mk mk mk mk

E I E I N N

rv tG A l G A l
d

       


 



     

  


  (2.26) 

 
       hareket denklemini elde etmiş oluruz. 
 

2.2. Boyutsuzlaştırma 
 

Bu bölümde elde edilen nonlineer hareket denklemi boyutsuz parametreler 

cinsinden ifade edilecektir. Böylece hareket denkleminden elde edilecek sonuçlar 

malzeme özelliklerinden, boyut ve şeklinden bağımsız olacaktır. 

 
* * * *

                     u x tu x t
d L L T
           (2.27) 

 
Burada * ifadeler boyutlu parametreleri göstermektedir. Enine yer değiştirme ifadesi, 

d eğrilik yarıçapıyla, boyuna yer değiştirme ifadesi ise L ile boyutsuzlaştırılmıştır. 
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 mk mk mkA m  , mikro kirişin birim uzunluk kütlesi     (2.28) 
 
ak ak akA m  , akışkanın birim uzunluk kütlesi     (2.29) 

 
Hareket denkleminde türev ifadelerini boyutsuz hale getirelim, 
 

* * * *
*

* *

1 1x d
x x x L x L x L x
     


           
      

     (2.30) 

 
* * * *

*
* *

1 1t d
t t t T t T t T t
     


      

    
      

      (2.31) 

 
Elde ettiğimiz boyutsuz türev ifadeleri hareket Denklem (2.33) de yerine yazılır ve 

zaman ölçeği, 

 

k a km mT L
N


         (2.32) 

 
olacak şekilde seçilirse, elde edilen hareket denklemlerimiz, 
 
 
 
 
1.  Bölge için, 
 

2 2 2
1 1 1 1 1

2 2
1 2 1 1 1 1

0

(2 ' ') ( 1) '' ( )

1[ ' ] '' ( ) (1 2 ) 0
2

s

ıv
ak ak ak f

x

el

v v v v

dx v t

      

     

       

   

  


    (2.33) 

 
2. Bölge için, 
 

2 2 2
2 2 2 2 2

2 2
2 2 2 2 2 2

(2 ' ') ( 1) '' ( )

1[ ' ] '' ( ) (1 2 )
2

s

ıv
ak ak ak f

L

el
x

v v v v

dx v t

      

     

       

  

  


    (2.34) 

 
şeklindedir. Burada 1. bölge olarak incelediğimiz sistemdeki 0 ile ( sX ) arası, 2. bölge 

olarak da ( sX ) ile L arası alınmıştır. 

Hareket denklemlerine sönüm etkisi de dahil edilmiştir. 
 
Tanımlanan boyutsuz sistem parametreleri ise aşağıdaki gibidir, 
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* * *

* *

, ,

, , ,ak
ak k k k ak ak ak

u xu x
d L L
v tv t A m A m

T



 


  

   
 

k

k ak

m
m m

 


 ,  
2

2
2

k kG A l
NL

   ,  
2

0
1 2

rL
Nd
     ,  

2

2 2
k kE A d
N L

  ,  (2.35) 

 

 
k ak

m
m m

 


,  
* 2

 k Lk
N

 ,  2
2

k k
f

E Iv
NL

  

 
Lineer olmayan terimlerin başına mertebelerini belirleyen küçük parametre olan 
eklenmiştir. 
 

2.3. Sınır Şartlarının Elde Edilmesi 
 

Bu çalışmada sınır şartları ideal olarak kabul edilmiştir. İdeal durumda, 

mesnet noktasında yer değiştirme ve eğim sıfırdır. Kütle ve yay sistemine sahip bu 

incelemede,  kütlenin yer değiştirmesi ile oluşan sınır şartları ve yay kuvvetinin sınır 

şartlarına etkisi incelenmiştir. Sistemin birinci ve ikinci bölümlerinde mesnet 

noktalarında sıfır olan eğim ve sehim, kütlenin bulunduğu yer ile mesnet noktası 

arasındaki bölümde yani orta kısımlarda, yer değiştirme, eğim, moment birbirine 

eşittir.  

En genel haliyle boyutsuz parametrelerin etkisiyle sınır şartları aşağıdaki gibi 

modellenmiştir, 

 

1) 1 (0) 0      2) 2 ( ) 0L      (2.36) 
 
3) 1 '(0) 0     4) 2 '( ) 0L      (2.37) 
 
5) 1 2( ) ( )       6) 1 2'( ) '( )        (2.38) 
 
7) 1 2''( ) ''( )             (2.39) 
 
8) 2

1 2 1 2 1 1( '''( ) '''( )) ( '''( ) '''( ))k k k kE I G A l m k                  (2.40) 

 

(Kısmi integrasyon yapılıp, * * *d dx dt ve * * *du dx dt  içeren tek katlı integraller sıfıra 

eşitlendiğinde çıkan denklem)   ifadesi, yer değiştirme anlamında gösterilmiştir. 
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3. PERTURBASYON ANALİZİ 

 
Bu bölümde elde edilen boyutsuz hareket denklemlerimizin yaklaşık 

çözümleri için perturbasyon metotlarından “çok zaman ölçekli metot” kullanılmıştır. 

Hareket denklemlerimiz şu şekildedir, 

 
1.Bölge  
 

2 2 2
1 1 1 1 1

2 2
1 1 1 1 1 1

0

(2 ' ') ( 1) '' ( )

1[ ' ] '' ( ) (1 2 ) 0
2

s

ıv
ak ak ak f

x

el

v v v v

dx v t

      

     

       

   

  


    (3.1) 

 
2. Bölge  
 

2 2 2
2 2 2 2 2

2 2
2 2 2 2 2 2

(2 ' ') ( 1) '' ( )

1[ ' ] '' ( ) (1 2 )
2

s

ıv
ak ak ak f

L

el
x

v v v v

dx v t

      

     

       

  

  


    (3.2) 

 
Türevleri tanıyalım; 
 

0 1
0 1

0 1 0 1

... ...T T D D
t T t T t T T

       
       

      
    (3.3)  

2
0 1

2
0 0 1 1 0 1

2 2 2
2

2 2
0 0 1 1
2

0 0 1

2 ...

2 ...

T T
t T T T t T T T t

T T T T
D D D

 

 



           
                 

  
   
   

  

    (3.4) 

 
Mikro kirişin   (enine deplasman fonksiyonu) ifadesini de şu şekilde açacak 

olursak, 

 

1 2 11 12 21 22'( ) '( ) '( ) '( ) '( ) '( )                 (3.5) 
 

2 21 22 ...            (3.6) 
 
Akışkan hızını ve elektrik voltajını tanımlayalım, 
 

0 1 1sinakv v v t           (3.7) 
 

2( ) cosel ACV t V t          (3.8) 
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Yukarıdaki ifadeler boyutsuz hareket denklemlerinde yerlerine yazılırsa, 
 

2 2
0 0 1 11 1 2 0 0 1 2 1 22

0 1 1 0 0 1 1 1 12

( 2 )( ) ( 2 )( )
(2 ( sin ))[ ]( ' ')
D D D D D D

v v T D D
     

    
     

   
 

1 1 1 0 11 12 0 1 1 0 0 1 21 22

1 1 1 0 21 22

( cos )( ' ') (2( sin )[ ]( ' ')
( cos )( ' ')
v T v v T D D
v T

        
   

        
   

 

2 2
0 0 1 1 0 11 12 0 0 1 1 0( ( 2 sin ) 1)( '' '') ( ( 2 sin ) 1)v v v T v v v T                             

2 2 2 2
21 22 11 12 21 22

0 1 11 12 0 1 21 22

( '' '') ( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( )

ıv ıv ıv ıv
f fv v

D D D D
     

       

         

    
                    

2 2 2
1 11 11 12 12 11 12

0
2 2 2

1 2 11 12

1[ ( ' 2 ' ' ) ]( '' '')
2

cos (1 2 2 )

sx

AC

w dx

V t

       

  

    

  



2 2
2 21 21 22 22 21 22

2 2 2
2 2 21 21

1[ ( ' 2 ' ' ' ) ]( '' '')
2

cos (1 2 2 )
s

L

x

AC

dx

V t

       

  

    

  


    (3.9)  

 

elde edilir. 

 

Mertebelerine ayırırsak, 

 

1. Bölge  

   
2 2 2 2
0 10 0 0 11 0 11 11 11(1) : 2 ' ( 1) '' ( ) 0ıv

fO D v D v v                (3.10) 
 
2. Bölge 
 

2 2 2 2
0 20 0 0 21 0 21 21 21(1) : 2 ' ( 1) '' ( ) 0iv

fO D v D v v                (3.11) 
 
elde edilir. (1)O mertebesi, lineer problemi oluşturmaktadır. 
 

3.1. Lineer Problem 
 

İlk mertebedeki denklemler ve sınır şartları lineer denklemimizi 

oluşturmaktadır. 11  ve 21  çözümleri kompleks formda şu şekildedir, 
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0 0
11 0 1 1 1 1 1( , , ) ( ) ( ) ( ) ( )i T i Tx T T A T e Y x A T e Y x         (3.12) 

  
0 0

21 0 1 1 2 1 2( , , ) ( ) ( ) ( ) ( )i T i Tx T T A T e Y x A T e Y x        (3.13) 
 
Burada, A kompleks genliktir. Denklem (3.12-3.13)’ü Denklem (3.10-3.11)’de 

yerine yazarsak, 

 
2

0
2 2

1
2

11 0 1( ) ( 1) ' 0' '2ıv
f vv YY YY v            (3.14) 

 
2

0
2 2

1
2

11 0 1( ) ( 1) ' 0' '2ıv
f vv YY YY v            (3.15) 

                          
Sınır şartlarındaki son denklemi bu formda yazarsak; 
 

 2 2 2
1 2 0 1 1( ) '''( ) '''( ) ( ) ( )fv Y Y D Y kY             (3.16) 

 
olacaktır. Lineer denklem konum değişkenine bağlıdır ve çözüm olarak aşağıdaki 

Y(x) denklemini verecektir. 

 
3 5 6 7 81 2 4

1 2 3 4 5 6 7 8( ) i x i x i x i x i xi x i x i xY x ce c e c e c e c e c e c e c e               

         

31 2 4

5 6 7 8

32 4

1 1 1
1

5 6 7 8

1 1 1 1

i xi x i x i x

i x i x i x i x

cc ce e e e
c c c

c
c c c ce e e e
c c c c

  

   

    
 
 
    
 

     (3.17) 

 
Burada kökleri tam olarak elde edemediğimizden dolayı, sayısal olarak sonra çözüm 

yapılacaktır. 
 

( )Y x  denkleminin türevleri aşağıdaki gibidir, 
 

31 2 4

5 6 7 8

1 1 2 2 3 3 4 4

5 5 6 6 7 7 8 8

'( ) i xi x i x i x

i x i x i x i x

Y x i c e i c e i c e i c e

i c e i c e i c e i c e

  

   

   

   

   

   
     (3.18) 

 

31 2 4

5 6 7 8

2 2 2 2
1 1 2 2 3 3 4 4
2 2 2 2

5 5 6 6 7 7 8 8

''( ) i xi x i x i x

i x i x i x i x

Y x c e c e c e c e

c e c e c e c e

  

   

   

   

    

   
     (3.19) 

 

31 2 4

5 6 7 8

3 3 3 3
1 1 2 2 3 3 4 4
3 3 3 3

5 5 6 6 7 7 8 8

'''( ) i xi x i x i x

i x i x i x i x

Y x i c e i c e i c e i c e

i c e i c e i c e i c e

  

   

   

   

    

   
   (3.20) 
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31 2 4

5 6 7 8

4 4 4 4
1 1 2 2 3 3 4 4

4 4 4 4
5 5 6 6 7 7 8 8

( ) i xi x i x i xıv

i x i x i x i x

Y x c e c e c e c e

c e c e c e c e

  

   

   

   

   

   
     (3.21) 

 

8 li matris oluşturulup gerekli işlemler yapıldığında, ( )Y x denklemini ve türevlerini 

elde ettiğimiz lineer denklemde yerine yazarsak; saçılma denklemini, yani kök 

denklemini elde etmiş oluruz. 

 
2 2 4 2 2 2

0 0( ) ( 1) 2 0f n n nv v v             n=1,2,3,4,5,6,7,8  (3.22) 
 

Denkleme tüm veriler girildikten sonra n  köklerini bulabiliriz. Denklemin sınır 

şartlarını denklemde yerine yazdığımızda ise, 

Uç kısımlarda, 

                       
1(0) 0Y  , 2 (1) 0Y         (3.23)                          

                         
1 '(0) 0Y  , 2 '(1) 0Y         (3.24) 

                                                         
Orta kısımlarda, 
 

1 2( ) ( )Y Y           (3.25) 
 

1 2'( ) '( )Y Y          (3.26) 
 

1 2''( ) ''( )Y Y          (3.27) 
  

 2 2 2
1 2 1 1( ) '''( ) '''( ) ( ) ( )fv Y Y Y kY             (3.28) 

 
sınır şartı denklemlerini elde ederiz. 
 

3.1.1. Sayısal Sonuçlar 
 

Bu bölümde incelediğimiz lineer problemin çözümlerini bulacağız. Modified 

Couple Stress Theory’ e göre malzemenin mikro ölçek uzunluk parametresinin 

aşağıdaki gibi ifade diyoruz, 

 

3(1 )



hbl


          (3.29) 
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Burada hb malzemenin üst mertebe eğilme parametresidir ve her madde için farklılık 

gösterebilir. Epoxy mikro kiriş için 24hb m , polypropylene mikro kiriş için 

32hb m , çelik mikro kiriş 10hb m  olarak alınır.  ise poisson oranı oranıdır. 

fv  boyutsuzluk kirişlik katsayısı ve  mikro kirişlik katsayısı karşılaştırma 

yapabilmek için, farklı boyut ve malzemeye sahip mikro kirişler için ayrı ayrı 

hesaplanmıştır. İncelediğimiz mikro kirişlerde çelik, dış çapı 25 m , iç çapı 20 m  

ve 180 m  uzunluğa sahip olacak şekilde tasarlanmıştır. Bu parametreler dışında 

küçük ve büyük boyutlarda mikro kirişler tasarlanmış olup, karşılaştırma yapılmıştır. 

Küçük boyutlu mikro kiriş dış çapı 10 m , iç çapı 8 m  ve 180 m  uzunluğunda, 

büyük mikro kiriş ise dış çapı 100 m , iç çapı 80 m  ve 180 m  uzunluğundadır. 

Bu bilgiler dahilinde akışkan hızına ( 0v ) bağlı doğal frekansların değişimleri 

incelenmiştir. Şekil 2’de akışkan hızına bağlı doğal frekans değişimleri çeşitli 

doluluk oranlarına göre çizdirilmiştir. Şekil 3’te farklı kütle değerlerinin akışkan 

hızına bağlı olarak doğal frekansa etkisi gösterilmiştir. Şekil 4’de lineer yay sabiti 

değişiminin akışkan hızına bağlı olarak doğal frekansa etkisi incelenmiştir. Şekil 

5’de farklı değerlerdeki kirişlik katsayısının akışkan hızına bağlı doğal frekans 

değişimleri gösterilmiştir. Şekil 6’da farklı malzemeden tasarlanan kirişlerin (epoxy, 

polypropylen,çelik) akışkan hızına bağlı olarak doğal frekansa etkisi incelenmiştir. 

Şekil 7’de ise incelediğimiz sistem üzerindeki kütlenin yerinin değişiminin akışkan 

hızına bağlı doğal frekans değişimleri gösterilmiştir. Şekil 8’de küçük ve büyük 

boyutta tasarlanan iki farklı kirişin akışkan hızına bağlı doğal frekans değişimleri 

karşılaştırılmıştır. 

 

 Şekil 2’de ilk doğal frekans değişim eğrileri, akışkan hızına bağlı olarak 

kirişlik katsayısı 0.1, kütlesi 1, lineer yay sabiti 10 olan ve kütlenin konumu sistemin 

merkezinde bulunan mikro kiriş için görülmektedir. Doluluk oranın farklı 

değerlerinde, akışkan hızının başlangıç değerinde sistemin doğal frekansları aynıdır. 

Akışkan hızının ve doluluk oranın artmasıyla frekans değerleri daha hızlı oranda 

düşmektedir. 

 
 Şekil 3’te kirişlik katsayısının 0.1, doluluk oranın 0.5, lineer yay sabitinin 10, 

sistemdeki kütlenin konumunun merkezde olduğu durum için doğal frekans değişimi 
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gösterilmiştir. Akışkan hızının başlangıç değerinde kütlenin artmasıyla, sistemin 

doğal frekans değerleri artmaktadır. Kritik akışkan hızı değerinde frekanslar 

sıfırlanmaktadır. Kütle arttıkça, akışkan hızına bağlı olarak frekans değerleri daha 

yavaş şekilde azalmaktadır. 

 

 Şekil 4’de ilk doğal frekans değişim eğrileri, akışkan hızına bağlı olarak 

kirişlik katsayısı 0.1, kütlesi 0.5, doluluk oranı 0.5 olan ve kütlenin konumu sistemin 

merkezinde bulunan mikro kiriş için çizdirilmiştir. Akışkan hızının başlangıç 

değerinde, lineer yay sabitinin artmasıyla sistemin doğal frekans değerleri 

artmaktadır. Akışkan hızı arttıkça, doğal frekans değerleri düşmektedir. 

  

 Şekil 5’de doluluk oranın 0.5, kütlenin 0.5, lineer yay sabitinin 10 ve kütlenin 

sistemin merkezinde olduğu, farklı mikro kiriş katsayılarının sistemin doğal 

frekansına, akışkan hızına bağlı etkisi gösterilmiştir. Kirişlik ve buna bağlı olarak 

aynı oranda değişen mikro kirişlik katsayısı arttıkça, sistemin doğal frekans değerleri 

artmaktadır. Akışkan hızına bağlı olarak, kirişlik katsayısı azaldıkça, doğal frekans 

değerleri daha hızlı şekilde düşmektedir.  

 
 Şekil 6’da kirişlik katsayısı 0.1, kütlesi 0.5, lineer doluluk oranı 0.5, lineer 

yay sabiti 1 olan ve kütlenin konumu sistemin merkezinde bulunan mikro kiriş için 

ilk doğal frekans eğrileri gösterilmiştir. Farklı malzemelerdeki (epoxy, 

polypropylene ve çelik) mikro kirişleri, kirişlik ve mikro kirişlik katsayıları 

değiştiğinden dolayı, doğal frekans eğrilerinde de değişiklik gözlenmiştir. Bu 

durumda mikro kirişlik katsayısı en küçük olan malzeme (çelik) ilk eğri olarak, 

sonraki eğriler mikro kirişlik katsayısı artışına göre diğer malzemelerin doğal frekans 

eğrileri olarak gösterilmiştir. Kullanılan malzemenin mikro kirişlik katsayısı arttıkça, 

doğal frekans değerleri artmaktadır. 

 

 Şekil 7’de ilk doğal frekans değişim eğrileri, akışkan hızına bağlı olarak 

kirişlik katsayısı 0.1, doluluk oranı 0.5, kütle 0.5, lineer yay sabiti 1 olan mikro kiriş 

için görülmektedir. Kütlenin yerinin değişiminin, akışkan hızına bağlı olarak 

sistemin doğal frekansına etkisi incelenmiştir. Akışkan hızının başlangıç değerinde 

kütlenin yerinin mesnet bölgesine yakın olduğu yerlerde doğal frekans daha 
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düşüktür. Kütlenin yeri, sistemin merkezine doğru ilerledikçe sistemin doğal frekansı 

artmaktadır. 

 
 Şekil 8’de kirişlik katsayısı 0.1, doluluk oranı 0.5, kütle 0.5, lineer yay sabiti 

10 ve kütlenin yeri sistemin merkezinde olan, iki farklı ölçüde tasarlanmış mikro 

kirişlerin ilk doğal frekans eğrileri akışkan hızına bağlı olarak değişimi 

karşılaştırılmıştır. Daha küçük boyutta tasarlanan mikro kirişin mikro kirişlik 

katsayısı da daha küçük olarak bulunmuştur. Bu durumda doğal frekansı daha 

yüksektir.  

 

 
 

Şekil 2: Akışkan hızına bağlı birinci doğal frekansın değişim

(1.mod, 0.1, 0.053469, 1, 10, 0.5)f sv k x       

 
  

...........=0.1
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Şekil 3: Akışkan hızına bağlı birinci doğal frekansın değişimi

(1.mod, 0.1, 0.053469, 0.5, 10, 0.5)f sv k x       

 

 
 

Şekil 4: Akışkan hızına bağlı birinci doğal frekansın değişimi

(1.mod, 0.1, 0.053469, 0.5, 0.5, 0.5)f sv x        

........ =1
- - - - =0,5
____  =0,3
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........  k=10
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Şekil 5: Akışkan hızına bağlı birinci doğal frekansın değişimi

(1.mod, 0.5, 0.5, 10, 0.5)sk x      

 

 
 

Şekil 6: Akışkan hızına bağlı birinci doğal frekansın değişimi

(1.mod, 0.1, 0.5, 0.5, 1, 0.5)f sv k x       

 
 

Vf=0.5, =0.267345

Vf=0.1, =0.053496
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..........polypropylen =0.179852
- - - - - epoxy = 0.132342
______çelik = 0.053469
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Şekil 7: Akışkan hızına bağlı birinci doğal frekansın değişimi

(1.mod, 0.1, 0.5, 0.5, 1)fv k      

 
 

 
 

Şekil 8: Akışkan hızına bağlı birinci doğal frekansın değişimi

(1.mod, 0.1, 0.5, 0.5, 10, 0.5)f sv k x       

 

......... Xs = 0.5
- - - - Xs = 0.3
____Xs = 0.1
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küçükboyutlukiriş=0.133672

büyükboyutlukiriş=0.267345
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3.2.Nonlineer Problem 
 
 Bu bölümde nonlineer ifadelerin incelediğimiz sistemdeki etkileri 

incelenecektir. Problemin nonlineer kısmını oluşturan ( )O   mertebesinin çözümü ve 

sınır şartları aşağıdaki gibidir. 
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    (3.30) 
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    (3.31) 

 
Lineer problemde elde ettiğimiz ilk mertebenin çözümleri 1. ve 2. bölge olarak, 
 

0 0
11 0 1 1 1 1 1( , , ) ( ) ( ) ( ) ( )i T i Tx T T A T e Y x A T e Y x        (3.32) 

 
0 0

21 0 1 1 2 1 2( , , ) ( ) ( ) ( ) ( )i T i Tx T T A T e Y x A T e Y x        (3.33) 
 
şeklinde elde edilmiştir.  
 
Zorlama genliği ise, 
 

2
1 ACF V  şeklinde tanımlanmıştır.      (3.34) 

 
Çözüm denklemleri (3.32)  Denklem (3.30) da , Denklem (3.33) ve (3.31) de 

yerlerine yazıldığında, 
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elde ederiz. k.e ifadesi kompleks eşlenik anlamında kullanılmıştır. 
 
Trigonometrik ifadeleri kompleks halde aşağıdaki gibi yazılabilir, 
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     (3.37) 

 
Nonlineer problemin çözümünü  ise aşağıdaki  denklemler gibi 1. ve 2. bölge olarak 

önerilirse, 

 
11 0

12 0 1 1 1 0 1( , , ) ( , ) ( , , ) .i Tw x T T x T e W x T T k e        (3.38) 
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22 0
22 0 1 2 1 0 1( , , ) ( , ) ( , , ) .i Tw x T T x T e W x T T k e        (3.39) 

 
Denklem  (3.38)  ve Denklem (3.37) , Denklem  (3.35) de yerine, Denklem  (3.39)   

ve Denklem (3.37) , Denklem  (3.36) da yerine yazılırsa, 
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 (3.41) 

 
eşitlikleri elde edilir. Seküler olmayan terimler, S.O.T  ile gösterilmiştir. Homojen 

olmayan terimlerin çözülebilmesi için çözülebilirlik şartına ihtiyaç vardır. Bu şart, 

akışkan hızı değişim frekansının, sistemin doğal frekansının yaklaşık 2 katı olduğu 

durumdur. Bu durumda oluşan rezonans temel parametrik rezonans olarak 

adlandırılır. 
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3.2.1. 1 22   Durumu (Temel Parametrik Rezonans) 

 
Bu şart içerisinde homojen olmayan terimler ve kompleks eşlenik olan 

terimler elenirse, ayrıca denklemlerin sol tarafları  ’ye bağlı bir fonksiyon olarak 

düşünülüp yazılırsa, 

 
2 2 2 2
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Denklem (3.41 ve 3.42) Denklem (3.39 ve 3.40) da yerlerine yazılır daha sonra 

oluşan denklemlerin her iki tarafını keyfi bir g fonksiyonu ile çarparız. Daha sonra 

oluşan denklemleri kısmi integrasyon yöntemi ile integre edilirse, 
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Denklem (3.43 ve 3.44)’te sol tarafı açık halde yazıp numaralandırılırsa, 
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  (3.47) 

 
Numaralandırılmış terimleri kısmi integrasyon ( uv vdu  ) metodunu kullanarak g 

fonksiyonuna aktarıp gerekli düzenlemeleri yapıldığında denklemlerin son hali, 
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Elde ettiğimiz verilerle Denklem (3.48 ve 3.49) de integralin dışında kalan terimleri 

açarak yazılırsa, 
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 (3.51) 

 
Buradan, 
 

1 2(0) (1) 0            (3.52) 
 

1 2'(0) '(1) 0           (3.53) 
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olmalıdır ki, denklemlerin sol tarafını da sıfıra eşit olmasını sağlayalım. Sol tarafta 

kalan denklemlerin sıfıra eşit olması için ise parantez içerisindeki ifadelerin sıfır 

olması gerekmektedir, 

 
2 2 2 2

1 0 1 0 1 12 ' ( 1) '' ( ) 0iv
fg v i g v g v g              (3.54) 
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Sınır şartlarımız ise, 
 

1 2(0) (1) 0   , 1 2'(0) '(1) 0        (3.56) 
      

1 2( ) ( )g g  , 1 2'( ) '( )g g       (3.57) 
 

1 2''( ) ''( )g g          (3.58)  
 

1 2'''( ) '''( )g g          (3.59) 
 
olarak elde edilir. 
 
Denklemlerin yapısına bakıldığında keyfi olarak seçtiğimiz g fonksiyonunun 1 

mertebesi çözümü için kullandığımız fonksiyonun eşleniği olan ( )Y x ile aynı olduğu 

görülmektedir. 

 

1 1( ) ( )g x Y x   ,   2 2( ) ( )g x Y x       (3.60) 
 
Denklemlerin sol tarafı sıfır olduğundan sağ tarafın çözümü bize çözülebilirlik şartını 

verecektir. 

 
1 2             (3.61) 

 
kabul edelim.  Burada   ayar parametresidir.  
 
Denklem (3.55) Denklem (3.40 ve 3.41) de yerine yazılıp, seküler olmayan terimler 

ve kompleks eşlenik terimler de ilave edilirse, 



30 
 

1

2 2 2 2
1 2 0 1 0 2 0 2 0 2

2 2 2 2
1 2

1 1 1 1 1 0 1 1 0 2 2
0 0

1 1 2
0

1 1

2 ' 2 ' ( 1) '' ( 1) ''

( ) ( )

2 ' '

' '

( )

iv iv
f f

L L

i T

v i v i v v

v v

D A i YY dx YY dx v Y Y dx v Y Y dx

Y Y dx Y Y

v A T e

 

 





            

 

  





         
       

    
                





   

 2

1
1 1 2 2

0

0 1 1 2 2
0

2 2
1 1 2 2 1 1 2 2

0 02
2

1 1 2 2
0

' '
2

'' ''

'' '' ' '
1
2

2 '' ''

L

L

L

L L

L

dx

Y Y dx Y Y dx

iv Y Y dx Y Y dx

Y Y dx Y Y dx Y Y dx Y Y dx

A A

Y Y dx Y Y dx











 

 







  
     
 

  
     

  
      

  

  
       

  





 

 

   

  1 1 2 2
0

1 1 2 2 1 1 2 2
0 0

' ' ' '

( ) ( )

L

L L

Y Y dx Y Y dx

FA Y x Y dx Y x Y dx A i YY dx Y Y dx

ke SOT





 

 

 

 
 
 
 

   
         

    
               

 

 

   
 (3.62) 

 
denklemi elde edilir. 
 
Gerekli düzenlemeler yapıldıktan sonra çözülebilirlik şartı, 
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olarak elde edilir. 
 
Burada tanımladığımız katsayılar aşağıdakiler gibidir, 
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olarak bulunmuştur. 
 
Kompleks genlikler aşağıdaki gibi ifade edilir, 
 

1 1
2 2

i iA ae A ae          (3.68) 

 
Çözülebilirlik şartında denklemlerde kompleks genlikler yerine yazılıp katsayılar 

düzenlenir ve reel – sanal kısımlara ayrılırsa, 

 
0 0 1: ' cos sin 0R I RReel a k a k a aS           (3.69) 
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           (3.70) 

 
Temel parametrik rezonans durumunda genlik-faz modülasyon denklemleri aşağıdaki 

gibi elde edilmiştir, 



32 
 

 0 0 1sin cosI R Ra a k k S            (3.71) 
 

  2
0 0 1 1 1

12 cos sin 2 2
2I R I Ik k a k f S              (3.72) 

 
İncelediğimiz sistemin düzgün rejim bölgesinde genlik ve faz değerleri  sabit değere 

yakınsadığından 0a  ve 0    durumları ortaya çıkar. Bu durumda 0a  ve 0a 

olmak üzere iki farklı hali incelememiz gerekmektedir. Öncelikle 0a   durumu için 

sistemi incelenirse, 

 

0 0 10 cos sinR I Rk k S            (3.73) 
 

  2
0 0 1 1 1

10 2 cos sin 2 2
2I R I Ik k a k f S            (3.74) 

 
denklemleri elde edilmiştir. 
 
Elde edilen iki denklemden  terimi yok edilirse,  ayar parametresi şöyle elde 

edilmiştir. 

 
2 2 2 2

1,2 1 1 1 0 0 1
12 2 2 ( )
2 I I I R Rf a k S k k S           (3.75) 

 
Kararlılık sınırlarını belirleyebilmemiz için Jakobiyen matrisi elde edip, bu matrisin 

özdeğerlerini bulmamız gerekmektedir. Jakobiyen matrisi elde etmek için Denklem 

(3.68 ve 3.69) kullanılacaktır. 

 
Gerekli işlemler yapıldığında, 
 

  2 2 2 2
1,2 1 1 1 1 1 1

1 4 4 2 2
2R R I I IS S a k f k a S             (3.76) 

 
şeklinde özdeğerler denklemi elde edilir. 
 

0a  durumunu incelenirse bu durumun basit çözüm olduğunu görülmektedir. Bu 

durumda genlikleri kutupsal formda ifade edilmelidir, 

 

   1 12 21 1,
2 2

i T i T
A p iq e A p iq e

 


         (3.77) 

 
Bu terimleri çözülebilirlik şartında yerine yazıp reel ve sanal kısımları düzenlenirse, 
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ifadelerini elde ederiz. Kararlılık analizi için yine Jakobiyen matrisi oluşturulup 

determinant sıfıra eşitlendiğinde, 

 

   22 2
1,2 1 0 0 1 12 2 2R I R I IS k k S f              (3.80) 

 
özdeğerler denklemi elde edilir. 0  kabulü yaparak kararlılık sınırları 

belirlenebilmektedir. 
 

2 2 2 2
1,2 1 1 0 0 12 2 2I I I R Rf S k k S            (3.81) 

 

elde edilir. 

 

3.2.2. Sayısal Sonuçlar 

 

Bu bölümde kütle yay sistemine sahip akışkan taşıyan mikro-kirişin temel 

parametrik rezonans durumu için çözümlere yer verilmiştir. Temel parametrik 

rezonans hali, akışkan hızı değişim frekansının ( 1 ) doğal frekansın iki katına ( 2 ) 

yakın olduğu durumlardır. Farklı sınır şartlarının farklı sistem parametrelerinin 

kararsızlık bölgelerindeki etkileri araştırılmıştır. Bu parametreler; kiriş esneklik 

katsayısı, doluluk oranı, kiriş içerisindeki akışkanın ortalama hızı, kiriş üzerindeki 

kütle ve yayın etkisi, akışkan hızının değişim genliği ve elektriksel zorlama kuvveti, 

akışkan ortalama hızıdır. Mikro kirişin çelik malzemeden üretildiği ve 25 µm dış çap, 

20 µm iç çapa sahip olacak şekilde 500 µm boyunda olduğu düşünülmüştür. 

Ankastre- ankastre ve basit – basit olmak üzere iki farklı sınır şartı incelenmiştir. 
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Elde edilen frekans-tepki grafiklerinde   ayar parametresi arttıkça belirli bir 

noktadan sonra kararsız bölge ortaya çıkmaktadır. Frekans-tepki grafiğinde 1  

kararlı eğriye, 2 ise kararsız bölge eğrisine denk gelmektedir. Sistemin çatallaşmaya 

başladığı noktaya, bifürkasyon (dallanma) noktası adı verilir  İki eğri arasında kalan 

bölge kararsızlık bölgesidir. Elde edilen frekans-tepki grafiklerinde 1  ve 2  

eğrilerinin sağa yattığı görülecektir. Bu duruma sistem için hardening effect 

(sertleştirici etki)  adı verilir. 

 

 
 

Şekil 9: Mikro kiriş doluluk oranına bağlı frekans – tepki grafiği
2 1(1.mod, 0.1, 0.053469, 10, 1, 1, 3, 1, 0.5, 0)         f sv k F v x    

 
 

Şekil 9’da mikro kirişte, kirişin doluluk oranı ( )  faktörünün değişiminin, 

birinci mod nonlineer doğal frekans-genlik eğrilerine etkisi görülmektedir. Şekilde, 

0 0.5v   ortalama akışkan hızında, kirişlik katsayısının 0.1, lineer yay sabitinin 10, 

sistem üzerindeki kütlenin değerinin 1 olduğu ve kiriş üzerindeki kütlenin başlangıç 

noktasından 0.5 uzakta bulunduğu bir çelik mikro kirişe yer verilmiştir. Doluluk 

oranı arttıkça, sistemin kararsızlık bölgesinin arttığı görülmüştür. Genliğin (a) 

artmasıyla beraber sistemin frekans eğrilerinin sağa doğru yattığı görülmektedir. Bu 

durumda hardening effect (sertleştirici etki) artmıştır. 

 

  0.1
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Şekil 10: Mikro kiriş üzerinde bulunan kütle oranına bağlı frekans – tepki grafiği
2 1(1.mod, 0.1, 0.053469, 0.5, 10, 1, 1, 3, 0.5, 0)         f sv k F v x    

 
 

Şekil 10’da mikro kirişte, kiriş üzerinde bulunan kütlenin oranı ( )  

faktörünün değişiminin, birinci mod nonlineer doğal frekans-genlik eğrilerine etkisi 

görülmektedir. Şekilde, 0 0.5v   ortalama akışkan hızında, kirişlik katsayısının 0.1, 

lineer yay sabitinin 10, kirişin doluluk oranının 0.5 olduğu ve kiriş üzerindeki 

kütlenin başlangıç noktasından 0.5 uzakta bulunduğu bir çelik mikro kirişe yer 

verilmiştir. Kiriş üzerinde bulunan kütlenin oranı arttıkça, sistemin kararsızlık 

bölgesinin arttığı görülmüştür. Genliğin (a) artmasıyla beraber sistemin frekans 

eğrilerinin sağa doğru yattığı görülmektedir. Bu durumda sistemim hardening effect 

(sertleştirici etki) özelliği az da olsa azalmıştır. 
 
 

 

  1   1
  0.3

4 2 0 2 4 6
0.00

0.05

0.10

0.15

0.20



a



36 
 

 
 

Şekil 11: Lineer yay sabiti oranına bağlı frekans – tepki grafiği
2 1(1.mod, 0.1, 0.053469, 0.5, 1, 1, 3, 0.5, 0.5, 0)         f sv F v x     

 
 

Şekil 11’de mikro kirişte, kiriş üzerinde bulunan lineer yay sabitinin oranı, 

( )k  faktörünün değişiminin, birinci mod nonlineer doğal frekans-genlik eğrilerine 

etkisi görülmektedir. Şekilde 0 0.5v   ortalama akışkan hızında, kirişlik katsayısının 

0.1, kirişin doluluk oranının 0.5, kiriş üzerindeki kütlenin 0.5 olduğu ve kiriş 

üzerindeki kütlenin başlangıç noktasından 0.5 uzakta bulunduğu bir çelik mikro 

kirişe yer verilmiştir. Lineer yay sabiti arttıkça, sistemin kararsızlık bölgesinin 

azaldığı görülmüştür. Genliğin (a) artmasıyla beraber sistemin frekans eğrilerinin 

sağa doğru yattığı görülmektedir. Bu durumda hardening effect (sertleştirici etki) de 

artmıştır. 
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Şekil 12: Kirişlik katsayısı oranına bağlı frekans – tepki grafiği
2 1(1.mod, 1.mod, 0.1, 0.053469, 0.5, 10, 1, 1, 3, 0.5, 0.5, 0)          f sv k F v x   

 
 

Şekil 12’de mikro kirişte, kirişlik katsayısı ( )fv  faktörünün değişiminin, 

birinci mod nonlineer doğal frekans-genlik eğrilerine etkisi görülmektedir. Şekilde, 

0 0.5v   ortalama akışkan hızında, lineer yay sabitinin 10, kirişin doluluk oranının 

0.5, kiriş üzerinde bulunan kütlenin değerinin 0.5 olduğu ve kiriş üzerindeki kütlenin 

başlangıç noktasından 0.5 uzakta bulunduğu bir çelik mikro kirişe yer verilmiştir. 

Kirişlik oranı arttıkça, sistemin kararsızlık bölgesinin azaldığı görülmüştür. Genliğin 

(a) artmasıyla beraber sistemin frekans eğrilerinin sağa doğru yattığı görülmektedir. 

Bu durumda hardening effect (sertleştirici etki) azalmıştır. 
 
 
  

Vf  0.5

Vf  0.1

0 5 10
0.00

0.05

0.10

0.15

0.20



a



38 
 

 
 

Şekil 13: Genlik değişim oranına bağlı frekans – tepki grafiği

1(1.mod, 0.1, 0.053469, 0.5, 1, 1, 3, 0.5, 0.5, 0)         f sv k F v x    

 
 

Şekil 13’de mikro kirişte, genlik ( )a  faktörünün değişiminin, birinci mod 

nonlineer doğal frekans-genlik eğrilerine etkisi görülmektedir. Şekilde, 0 0.5v   

ortalama akışkan hızında, kirişlik katsayısının 0.1, lineer yay sabitinin 1, kirişin 

doluluk oranının 0.5, kiriş üzerinde bulunan kütlenin değerinin 0.5 olduğu ve kiriş 

üzerindeki kütlenin başlangıç noktasından 0.5 uzakta bulunduğu bir çelik mikro 

kirişe yer verilmiştir. Genlik arttıkça, sistemin kararsızlık bölgesinin azaldığı 

görülmüştür. Genliğin (a) artmasıyla beraber sistemin frekans eğrilerinin sağa doğru 

yattığı görülmektedir. Bu durumda hardening effect (sertleştirici etki) artmıştır. 
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Şekil 14: Farklı malzemelerdeki mikro kirişin mikro kirişlik faktörüne bağlı frekans 

– tepki grafiği 

2 1(1.mod, 0.1, 0.5, 1, 1, 1, 3, 0.5, 0.5, 0)        f sv k F v x     

 
 

Şekil 14’de mikro kirişte, farklı malzemelerdeki mikro kirişlerin birinci mod 

nonlineer doğal frekans-genlik eğrilerine etkisi görülmektedir. Şekilde, 0 0.5v   

ortalama akışkan hızında, mikro kirişlik katsayısının 0.1, lineer yay sabitinin 1, 

kirişin doluluk oranının 0.5, kiriş üzerinde bulunan kütlenin değerinin 0.5 olduğu ve 

kiriş üzerindeki kütlenin başlangıç noktasından 0.5 uzakta bulunduğu çelik, 

polypropylene, epoxy malzemesinden yapılmış mikro kirişlere yer verilmiştir. Her 

malzemenin kirişlik oranı farklıdır. Mikro kirişlik oranı arttıkça, sistemin kararsızlık 

bölgesinin azaldığı görülmüştür. Genliğin (a) artmasıyla beraber sistemin frekans 

eğrilerinin sağa doğru yattığı görülmektedir. Bu durumda hardening effect 

(sertleştirici etki)  azalmıştır. 
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Şekil 15: Kiriş üzerindeki mesnet durumlarına göre frekans – tepki grafiği

2 1(1.mod, 0.1, 0.053469, 0.5, 1, 1, 1, 3, 0.5, 0)         fv k F v     

 
 

Şekil 15’de mikro kirişte, kiriş üzerindeki mesnet durumlarına göre ( )sx  

genlik değişiminin birinci mod nonlineer doğal frekans-genlik eğrilerine etkisi 

görülmektedir. Şekilde 0 0.5v   ortalama akışkan hızında, kirişlik katsayısının 0.1, 

lineer yay sabitinin 1, kirişin doluluk oranının 0.5, kiriş üzerinde bulunan kütlenin 

değerinin 0.5 olduğu bir çelik mikro kirişe yer verilmiştir. Kütlenin başlangıçtaki 

sınır şartından uzaklığı arttıkça, sistemin kararsızlık bölgesinin azaldığı görülmüştür. 

Genliğin (a) artmasıyla beraber sistemin frekans eğrilerinin sağa doğru yattığı 

görülmektedir. Sistemin nonlineer doğal frekansı artmaktadır. Bu durumda hardening 

effect (sertleştirici etki) artmıştır. 
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Şekil 16: Farklı boyutlarda üretilmiş mikro kirişin kirişlik faktörüne frekans – tepki 

grafiği 2 1(1.mod, 0.1, 0.5, 10, 1, 1, 3, 0.5, 0)       fv k F v     

 
 

Şekil 16’da mikro kirişte, iki farklı ölçüde tasarlanmış mikro kirişlerin birinci 

mod nonlineer doğal frekans-genlik eğrileri görülmektedir. Şekilde 0 0.5v   ortalama 

akışkan hızında, lineer yay sabitinin 10, kirişin doluluk oranının 0.5, kirişlik 

katsayısının 0.1, kiriş üzerinde bulunan kütlenin değerinin 0.5 olduğu ve kiriş 

üzerindeki kütlenin başlangıç noktasından 0.5 uzakta bulunduğu iki farklı tasarımlı 

çelik mikro kirişlere yer verilmiştir. Daha büyük tasarlanan mikro kirişin, mikro 

kirişlik katsayısı daha büyük olarak hesaplanmıştır. Kirişlerin boyutlarının oranı 

arttıkça, sistemin kararsızlık bölgesinin arttığı görülmüştür. Genliğin (a) artmasıyla 

beraber sistemin frekans eğrilerinin sağa doğru yattığı görülmektedir. Bu durumda 

hardening effect (sertleştirici etki)  azalmıştır. 
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Şekil 17: Elektriksel zorlama kuvvetine bağlı frekans – tepki grafiği

2 1(1.mod, 0.1, 10, 0.5, 1, 0.053469, 3, 0.5, 0)        fv k v     

 
Şekil 17’de mikro kirişte, elektriksel alan kuvvet (F) faktörünün değişiminin, 

1.mod nonlineer doğal frekans-genlik eğrilerine etkisi görülmektedir. Şekilde 

0 0.5v   ortalama akışkan hızında, lineer yay sabitinin 10, kirişin doluluk oranının 

0.5, kiriş üzerinde bulunan kütlenin değerinin 0.5 olduğu ve kiriş üzerindeki kütlenin 

başlangıç noktasından 0.5 uzakta bulunduğu çelik mikro kirişe yer verilmiştir. 

Elektriksel alan kuvvetinin oranı arttıkça, sistemin nonlineer doğal frekansı 

azalmaktadır. Genliğin (a) artmasıyla, nonlineer frekans değerleri ve nonlineer 

terimlerin tabii frekansa katkısı artmaktadır. Sistemin kararsızlık bölgesinin arttığı 

görülmüştür. 
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Şekil 18: Kararlılık bölgesinin akışkan hızına bağlı değişimi 

2 1(1.mod, 0.5, 10, 1, 1, 3, 0.5, 0.5, 0)       sk F v x     

 
 

Şekil 18’de mikro kirişte, kirişlik oranı ( )fv  faktörünün değişiminin, akışkan 

hızına bağlı olarak birinci mod kararlılık bölgesine etkisi görülmektedir. Şekilde, 

0 0.5v   ortalama akışkan hızında, lineer yay sabitinin 10, kirişin doluluk oranının 

0.5, kiriş üzerinde bulunan kütlenin değerinin 0.5 olduğu ve kiriş üzerindeki kütlenin 

başlangıç noktasından 0.5 uzakta bulunduğu bir çelik mikro kirişe yer verilmiştir. 

Kirişlik oranı arttıkça, sistemin doğal frekans değerleri artmıştır. Akışkan hızının 

artmasıyla sistemin frekans eğrileri kritik hız değerine kadar gözle gözlemlenemeyen 

bir kararsızlık bölgesine sahiptir. 0.1fv eğrilerinde hız kritik bir değere ulaştıktan 

sonra sistemin kararsızlık bölgesinin arttığı gözlemlenmiştir.  
 

 
 
 

Vf=0.5

Vf=0.1

0 5 10 15 20 25 30 35
0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

3.0

3.5



Vo



44 
 

 
 

Şekil 19: Kararlılık bölgesinin akışkan hızına bağlı değişimi 

2 1(1.mod, 0.1, 0.053469, 10, 1, 1, 3, 1, 0.5, 0)         f sv k F v x    

 
Şekil 19’da mikro kirişte, kirişin doluluk oranı ( )  faktörünün değişiminin, 

akışkan hızına bağlı olarak birinci mod kararlılık bölgesine etkisi görülmektedir. 

Şekilde, 0 0.5v   ortalama akışkan hızında, lineer yay sabitinin 10, kirişlik 

katsayısının 0.1, kiriş üzerinde bulunan kütlenin değerinin 0.5 olduğu ve kiriş 

üzerindeki kütlenin başlangıç noktasından 0.5 uzakta bulunduğu bir çelik mikro 

kirişe yer verilmiştir. Kirişin doluluk oranı, sistemin doğal frekans değerleri 

azalmıştır. Akışkan hızının artmasıyla sistemin frekans eğrileri kritik hız değerine 

kadar gözle gözlemlenemeyen bir kararsızlık bölgesine sahiptir.  
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Şekil 20: Kararlılık bölgesinin akışkan hızına bağlı değişimi 

2 1(1.mod, 0.1, 0.053469, 0.5, 1, 1, 3, 0.5, 0.5, 0)         f sv F v x     

 
Şekil 20’de mikro kirişte, kirişin doluluk oranı ( )k  faktörünün değişiminin, 

akışkan hızına bağlı olarak birinci mod kararlılık bölgesine etkisi görülmektedir. 

Şekilde, 0 0.5v   ortalama akışkan hızında, kirişin doluluk oranının 0.5, kirişlik 

katsayısının 0.1, kiriş üzerinde bulunan kütlenin değerinin 0.5 olduğu ve kiriş 

üzerindeki kütlenin başlangıç noktasından 0.5 uzakta bulunduğu bir çelik mikro 

kirişe yer verilmiştir. Lineer yay sabiti oranı arttıkça, sistemin doğal frekans değerleri 

artmıştır. Akışkan hızının artmasıyla sistemin frekans eğrileri kritik hız değerine 

kadar gözle gözlemlenemeyen bir kararsızlık bölgesine sahiptir. Sistemin, 5k  ve 

10k durumlarında kritik hız değerine ulaştıktan sonra kararsızlık bölgesinde 

genişlemeler gözlemlenmiştir. En düşük yay sabiti değerinde, kararsızlık bölgesi en 

dar olan durumdur. 
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Şekil 21: Kararlılık bölgesinin akışkan hızına bağlı değişimi 

2 1(1.mod, 0.1, 0.053469, 0.5, 10, 1, 1, 3, 0.5, 0)         f sv k F v x    

 
 

Şekil 21’de mikro kirişte, kiriş üzerindeki kütle ( )  faktörünün değişiminin, 

akışkan hızına bağlı olarak birinci mod kararlılık bölgesine etkisi görülmektedir. 

Şekilde, 0 0.5v   ortalama akışkan hızında, kirişin doluluk oranının 0.5, kirişlik 

katsayısının 0.1, lineer yay sabitinin 10 olduğu ve kiriş üzerindeki kütlenin başlangıç 

noktasından 0.5 uzakta bulunduğu bir çelik mikro kirişe yer verilmiştir. Kiriş 

üzerindeki kütlenin oranı arttıkça, sistemin doğal frekans değerleri azalmaktadır. 

Akışkan hızının artmasıyla sistemin frekans eğrileri kritik hız değerine kadar gözle 

gözlemlenemeyen bir kararsızlık bölgesine sahiptir. Sistemin, 0.3  ve 1  

durumlarında kritik hız değerine ulaştıktan sonra kararlık bölgesinde genişlemeler 

görülmektedir. 1  durumundaki kararsızlık bölgesinin daha dar olduğu 

görülmektedir. 
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Şekil 22: Kararlılık bölgesinin akışkan hızına bağlı değişimi 

2 1(1.mod, 0.1, 0.5, 1, 1, 1, 3, 0.5, 0.5, 0)        f sv k F v x     

 
 

Şekil 22’de mikro kirişte, farklı malzemelerdeki mikro kirişlerin birinci mod 

kararlılık bölgesine etkisi görülmektedir. Şekilde, 0 0.5v   ortalama akışkan hızında, 

kirişlik katsayısının 0.1, lineer yay sabitinin 1, kirişin doluluk oranının 0.5, kiriş 

üzerinde bulunan kütlenin değerinin 0.5 olduğu ve kiriş üzerindeki kütlenin başlangıç 

noktasından 0.5 uzakta bulunduğu çelik, polypropylene, epoxy malzemesinden 

yapılmış mikro kirişlere yer verilmiştir. Her malzemenin mikro kirişlik oranı 

farklıdır. Mikro kirişlik oranı arttıkça, sistemin doğal frekans değerleri artmaktadır.. 

Akışkan hızının artmasıyla sistemin frekans eğrileri kritik hız değerine kadar gözle 

gözlemlenemeyen bir kararsızlık bölgesine sahiptir. 
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Şekil 23: Kararlılık bölgesinin akışkan hızına bağlı değişimi 

2 1(1.mod, 0.1, 0.053469, 0.5, 1, 1, 1, 3, 0.5, 0)         fv k F v     

 
Şekil 23’de mikro kirişte, kiriş üzerindeki mesnet durumlarına göre ( )sx  

genlik değişiminin birinci mod kararlılık bölgesine etkisi görülmektedir. Şekilde 

0 0.5v   ortalama akışkan hızında, kirişlik oranının 0.1, lineer yay sabitinin 1, kirişin 

doluluk oranının 0.5, kiriş üzerinde bulunan kütlenin değerinin 0.5 olduğu bir çelik 

mikro kirişe yer verilmiştir. Kütlenin başlangıçtaki sınır şartından uzaklığı arttıkça,, 

sistemin doğal frekans değerleri azalmaktadır. Akışkan hızının artmasıyla sistemin 

frekans eğrileri kritik hız değerine kadar gözle gözlemlenemeyen bir kararsızlık 

bölgesine sahiptir. Sistemin, 0.1sx , 0.3sx , 0.5sx  mesnet noktalarında kritik 

hız değerine ulaşıldıktan sonra kararsızlık bölgelerinde genişlemeler olmuştur. 

0.5sx durumundaki kararsızlık bölgesinin daha dar olduğu görülmektedir. 
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Şekil 24: Kararlılık bölgesinin elektriksel alan kuvvetine bağlı değişimi 

2 1(1.mod, 7.2658481, 0.1, 0.053469, 0.5, 10, 1, 3, 1)        fv k v     

 
Şekil 24’de mikro kirişte, elektriksel alan kuvvet değişiminin, birinci mod 

nonlineer kararlılık bölgesine etkisi görülmektedir. Şekilde 0 0.5v   ortalama 

akışkan hızında, lineer yay sabitinin 10, kirişin doluluk oranının 0.5, kiriş üzerinde 

bulunan kütlenin değerinin 1 olduğu bir çelik mikro kirişe yer verilmiştir. Elektriksel 

alan kuvvetine bağlı kararlılık bölgesinin değişimi 0.1 kirişlik katsayısına sahip 

mikro kiriş için gösterilmiştir. Görüleceği üzere kararsızlık bölgesi kuvvet arttıkça 

azalmaktadır. 
 

 

3.2.3 1 ’nın ‘0’ dan ve ‘2ω’ dan Uzak Olduğu Durum 

 
Bu bölümde akışkan hızı değişiminin ( 1 ) ‘0’ dan ve ‘2 ’ dan uzak olduğu 

durum incelenmiştir. Çözülebilirlik şartı şu şekildedir, 

 
2

1 1 1 1 0D A k A A AS Af          (3.82) 

Katsayılarımız aşağıdaki terimler gibidir, 

v f  0.1
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  (3.83) 
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  (3.85) 

 
Genlik-faz modülasyon denklemlerimiz aşağıdaki gibidir, 
 

1a aS            (3.86) 
 

2
1 1

1
4
a k f    1aS        (3.87) 

 
Burada sistemin değişim etkilerini daha net görebilmek için sönüm etkisinin 

olmadığını kabul edelim. Sönümlü sistemde genlikler zamanla sıfıra gideceği için bu 

engellenmiş olmaktadır. 

 
0a            (3.88) 

 
2

1 1
1
4
a k f            (3.89) 

Mikro kirişin nonlineer doğal frekansı,  Denklem (3.90)’daki gibi elde edilir. 
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2
1 1

1
4nl a k f       

 
       (3.90) 

 
 
3.2.4. 1 ’nin 0’a Yakın Olduğu Durum 

 
Bu bölümde akışkan hızı değişiminin ( 1 ) sıfıra yakın olduğu durum 

incelenmiştir. Değişim frekansı Denklem (3.91) deki gibi alınmıştır. 

 

1            (3.91) 
 
Çözülebilirlik şartını Denklem (3.92)’deki gibi elde edilmektedir. 
 

2
1 1 1 2 1 3 1 10 ( cos sin )D A k T k T k A A AS Af           (3.92) 
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Buradan genlik-faz modülasyon denklemleri şöyle elde edilir. 
 

1 1 1 2 1 1( cos sin )R RDa k T k T aS a           (3.98) 
 

2
1 1 1 2 1 1 3 1

1( cos sin )
4I I ID k T k T aS k a f            (3.99) 

 
Bu durumda, 
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1 ( cos sin )

0
R R RS t k T k T

a a e
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
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       (3.100) 
 
elde edilmiştir.  
 

1cos 1T   ve 1sin 1T   olduğu için zamana göre genlikler sınırlı durumdadır. 

İncelediğimiz bu durum için kararsızlık durumu mevcut değildir. Sistem her zaman 

kararlıdır. 

 

3.2.5. Sayısal Sonuçlar 

 

Bu bölümde, elektriksel zorlama kuvveti değişim frekansının iki katının ve 

akışkan hızı değişim frekansı  sıfırdan,  ’ dan ve 2 ’ dan farklı olması durumunda 

oluşacak denklemin sayısal sonuçlarına yer verilmiştir.  
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Akışkanın hızına bağlı olarak, sistemin nonlineer doğal frekansına etki eden 

parametrelerin (kiriş esneklik katsayısı, doluluk oranı, kiriş içerisindeki akışkanın 

ortalama hızı, kiriş üzerindeki kütle ve yayın etkisi, akışkan hızının değişim genliği, 

akışkan ortalama hızı) sonuç grafikleri gösterilmiştir. 

 

 
 

Şekil 25: Mikro kiriş doluluk oranına bağlı nonlineer doğal frekans – tepki grafiği 

2 1(1.mod, 0.1, 0.053469, 10, 0.5, 1, 1, 3, 1, 0)         f sv k x F v    

 
 

 Şekil 25’ de mikro kirişte, kirişin doluluk oranı ( )  faktörünün değişiminin, 

birinci mod nonlineer doğal frekans-genlik eğrilerine etkisi görülmektedir. Şekilde, 

0 0.5v   ortalama akışkan hızında, kirişlik katsayısının 0.1, lineer yay sabitinin 10, 

sistem üzerindeki kütlenin değerinin 1 olduğu ve kiriş üzerindeki kütlenin başlangıç 

noktasından 0.5 uzakta bulunduğu bir çelik mikro kirişe yer verilmiştir. Doluluk 

oranı arttıkça, nonlineer doğal frekans düşmektedir. Genliğin (a) artmasıyla, 

nonlineer frekans değerleri ve nonlineer terimlerin tabii frekansa katkısı artmaktadır.  
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Şekil 26: Mikro kiriş üzerindeki kütle oranına bağlı nonlineer doğal frekans – tepki 

grafiği

2 1(1.mod, 0.1, 0.053469, 0.5, 10, 0.5, 1, 1, 3, 0)         f sv k x F v    

 
 Şekil 26’ da mikro kirişte, kiriş üzerindeki kütle ( )  faktörünün değişiminin, 

birinci mod nonlineer doğal frekans-genlik eğrilerine etkisi görülmektedir. Şekilde, 

0 0.5v   ortalama akışkan hızında, kirişlik katsayısının 0.1, lineer yay sabitinin 10, 

kiriş doluluk oranının 0.5 olduğu ve kiriş üzerindeki kütlenin başlangıç noktasından 

0.5 uzakta bulunduğu bir çelik mikro kirişe yer verilmiştir. Kiriş üzerindeki kütlenin 

oranı arttıkça, nonlineer doğal frekans düşmektedir. Genliğin (a) artmasıyla, 

nonlineer frekans değerleri ve nonlineer terimlerin tabii frekansa katkısı artmaktadır.  
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Şekil 27:  Kirişlik oranına bağlı nonlineer doğal frekans – tepki grafiği 

2 1(1.mod, 10, 0.5, 0.5, 1, 1, 3, 0.5, 0)       sk x F v     

 
 

 Şekil 27’ de mikro kirişte, kirişlik katsayısı ( )fv  faktörünün değişiminin, 

birinci mod nonlineer doğal frekans-genlik eğrilerine etkisi görülmektedir. Şekilde, 

0 0.5v   ortalama akışkan hızında, kiriş doluluk oranının 0.5, lineer yay sabitinin 10, 

sistem üzerindeki kütlenin değerinin 0.5 olduğu ve kiriş üzerindeki kütlenin 

başlangıç noktasından 0.5 uzakta bulunduğu bir çelik mikro kirişe yer verilmiştir. 

Kirişlik katsayısı arttıkça, nonlineer doğal frekans değerleri artmaktadır. Genliğin (a) 

artmasıyla, nonlineer frekans değerleri ve nolineer terimlerin tabii frekansa katkısı 

0.5fv ’de 0.1fv ’e göre daha fazla olmaktadır.  
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Şekil 28: Lineer yay sabitine bağlı nonlineer doğal frekans – tepki grafiği

2 1(1.mod, 0.1, 0.053469, 0.5, 0.5, 1, 1, 3, 0.5, 0)         f sv x F v     

 
Şekil 28’ de mikro kirişte, lineer yay sabiti ( )k  faktörünün değişiminin, 

birinci mod nonlineer doğal frekans-genlik eğrilerine etkisi görülmektedir. Şekilde, 

0 0.5v   ortalama akışkan hızında, kirişlik katsayısının 0.1, kiriş doluluk oranının 

0.5, sistem üzerindeki kütlenin değerinin 0.5 olduğu ve kiriş üzerindeki kütlenin 

başlangıç noktasından 0.5 uzakta bulunduğu bir çelik mikro kirişe yer verilmiştir. 

Lineer yay sabiti arttıkça, nonlineer doğal frekans değerleri artmaktadır. Genliğin (a) 

artmasıyla, nonlineer frekans değerleri ve nonlineer terimlerin tabii frekansa katkısı 

giderek artmaktadır.  
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Şekil 29: Farklı malzemelerdeki mikro kirişin mikro kirişlik faktörüne bağlı frekans 

– tepki grafiği

2 1(1.mod, 0.1, 1, 0.5, 0.5, 1, 1, 3, 0.5, 0)        f sv k x F v     

 
 

Şekil 29’ da mikro kirişte, farklı malzemelerdeki mikro kirişlerin birinci mod 

nonlineer doğal frekans-genlik eğrilerine etkisi görülmektedir. Şekilde, 0 0.5v   

ortalama akışkan hızında, kirişlik katsayısının 0.1, lineer yay sabitinin 1, kirişin 

doluluk oranının 0.5, kiriş üzerinde bulunan kütlenin değerinin 0.5 olduğu ve kiriş 

üzerindeki kütlenin başlangıç noktasından 0.5 uzakta bulunduğu çelik, 

polypropylene, epoxy malzemesinden yapılmış mikro kirişlere yer verilmiştir. Her 

malzemenin kirişlik oranı farklıdır. Mikro kirişlik oranı arttıkça, sistemin nonlineer 

doğal frekans değerleri artmaktadır. Genliğin (a) artmasıyla, nonlineer frekans 

değerleri ve nonlineer terimlerin tabii frekansa etkileri azalmaktadır. 
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Şekil 30: Akışkan  hızına bağlı nonlineer doğal frekans – tepki grafiği

2 1(1.mod, 0.1, 0.053469, 1, 0.5, 1, 1, 3, 0.5, 0)         fv k F v     

 
 

Şekil 30’da mikro kirişte, kiriş üzerindeki mesnet durumlarına göre ( )sx  

genlik değişiminin birinci mod nonlineer doğal frekans-genlik eğrilerine etkisi 

görülmektedir. Şekilde 0 0.5v   ortalama akışkan hızında, kirişlik katsayısının 0.1, 

lineer yay sabitinin 1, kirişin doluluk oranının 0.5, kiriş üzerinde bulunan kütlenin 

değerinin 0.5 olduğu bir çelik mikro kirişe yer verilmiştir. Kütlenin başlangıçtaki 

sınır şartından uzaklığı arttıkça, sistemin nonlineer doğal frekansının arttığı 

görülmüştür. Genliğin (a) artmasıyla, nonlineer frekans değerleri ve nonlineer 

terimlerin tabii frekansa katkısı çok az da olsa artmaktadır. 
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Şekil 31:  Kiriş üzerindeki mesnet durumlarına göre nonlineer doğal frekans – tepki 

grafiği 2 1(1.mod, 0.1, 10, 0.5, 1, 1, 3, 0.5, 0)       fv k F v     

 
 

Şekil 31’de mikro kirişte, iki farklı ölçüde tasarlanmış mikro kirişlerin birinci 

mod nonlineer doğal frekans-genlik eğrileri görülmektedir. Şekilde 0 0.5v   ortalama 

akışkan hızında, kirişlik katsayısının 0.1, lineer yay sabitinin 10, kirişin doluluk 

oranının 0.5, kiriş üzerinde bulunan kütlenin değerinin 0.5 olduğu ve kiriş üzerindeki 

kütlenin başlangıç noktasından 0.5 uzakta bulunduğu iki farklı tasarımlı çelik mikro 

kirişlere yer verilmiştir. Daha büyük tasarlanan mikro kirişlik katsayısı daha büyük 

olarak hesaplanmıştır. Kirişlerin boyutlarının oranı arttıkça, sistemin nonlineer doğal 

frekansı azalmaktadır. Genliğin (a) artmasıyla, nonlineer frekans değerleri ve 

nonlineer terimlerin tabii frekansa katkısı artmaktadır. 
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4.SONUÇ VE ÖNERİLER 

 
 

Yapılan çalışma sonucunda kütle – yay sistemine sahip akışkan taşıyan bir 

mikro kirişte lineer ve lineer olmayan parametrelerin sistemin doğal frekansına 

etkileri incelenmiştir.  

 

Lineer problemde akışkan taşıyan kirişin doluluk oranına, kütle değerine, 

lineer yay sabitine, kirişlik katsayısına göre akışkan hızına bağlı olarak doğal frekans 

grafikleri 1. mod için çizdirilmiştir. Doluluk oranın farklı değerlerinde, akışkan 

hızının başlangıç değerinde sistemin doğal frekanslarının aynı olduğu, akışkan 

hızının ve doluluk oranın artmasıyla frekans değerleri daha hızlı oranda düştüğü 

görülmüştür. Kütle arttıkça, akışkan hızına bağlı olarak frekans değerleri daha yavaş 

şekilde azaldığı, akışkan hızının başlangıç değerinde kütlenin artmasıyla, sistemin 

doğal frekans değerlerinin arttığı gözlemlenmiştir. Akışkan hızının başlangıç 

değerinde, lineer yay sabitinin artmasıyla sistemin doğal frekans değerlerinin arttığı, 

akışkan hızı arttıkça, doğal frekans değerlerinin düştüğü gözlemlenmiştir. Kirişlik ve 

buna bağlı olarak aynı oranda değişen mikro kirişlik katsayısının artması,, sistemin 

doğal frekans değerlerini arttırdığı, akışkan hızına bağlı olarak, kirişlik katsayısı 

azaldıkça, doğal frekans değerleri daha hızlı şekilde düştüğü gözlemlenmiştir. 

Kullanılan malzemenin mikro kirişlik katsayısı arttıkça, doğal frekans değerlerinin 

arttığı görülmüştür. Akışkan hızının başlangıç değerinde kütlenin yerinin mesnet 

bölgesine yakın olduğu yerlerde doğal frekansının daha düşük olduğu, kütlenin yeri, 

sistemin merkezine doğru ilerledikçe sistemin doğal frekansının arttığı 

gözlemlenmiştir. Daha küçük boyutta tasarlanan mikro kirişin mikro kirişlik 

katsayısı da daha küçük olarak bulunmuş olup, doğal frekansı değerinin daha yüksek 

olduğu gözlemlenmiştir.  

 

Nonlineer durumda ise, üç farklı durum incelenmiştir. Temel parametrik 

rezonans durumu, akışkan hızı değişim frekansının ( 1 ) doğal frekansın iki katına (

2 ) yakın olduğu durum ve akışkan hızı değişiminin ( 1 ) sıfıra yakın olduğu 

durumudur. Farklı sınır şartlarının farklı sistem parametrelerinin kararsızlık 
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bölgelerindeki etkileri araştırılmıştır. Doluluk oranı arttıkça, sistemin kararsızlık 

bölgesinin arttığı görülmüştür. Kiriş üzerinde bulunan kütlenin oranı arttıkça, 

sistemin kararsızlık bölgesinin arttığı görülmüştür. Lineer yay sabiti arttıkça, 

sistemin kararsızlık bölgesinin azaldığı görülmüştür. Kirişlik oranı arttıkça, sistemin 

kararsızlık bölgesinin azaldığı görülmüştür. Genlik arttıkça, sistemin kararsızlık 

bölgesinin azaldığı görülmüştür. Farklı malzemelerdeki mikro kirişlik oranı arttıkça, 

sistemin kararsızlık bölgesinin azaldığı görülmüştür. Kütlenin başlangıçtaki sınır 

şartından uzaklığı arttıkça, sistemin kararsızlık bölgesinin azaldığı görülmüştür. 

Kirişlerin boyutlarının oranı arttıkça, sistemin kararsızlık bölgesinin arttığı 

görülmüştür. Elektriksel alan kuvvetinin oranı arttıkça, sistemin nonlineer doğal 

frekansı azalmaktadır. Genliğin (a) artmasıyla, nonlineer frekans değerleri ve 

nonlineer terimlerin tabii frekansa katkısı artmaktadır. Sistemin kararsızlık 

bölgesinin arttığı görülmüştür. Kirişlik oranı arttıkça, sistemin doğal frekans 

değerleri artmıştır. Akışkan hızının artmasıyla sistemin frekans eğrileri kritik hız 

değerine kadar gözle gözlemlenemeyen bir kararsızlık bölgesine sahiptir. Kirişin 

doluluk oranı arttıkça, sistemin doğal frekans değerleri azalmıştır. Akışkan hızının 

artmasıyla sistemin frekans eğrileri kritik hız değerine kadar gözle gözlemlenemeyen 

bir kararsızlık bölgesine sahip olduğu görülmüştür. Lineer yay sabiti oranı arttıkça, 

sistemin doğal frekans değerleri artmıştır. Akışkan hızının artmasıyla sistemin 

frekans eğrileri kritik hız değerine kadar gözle gözlemlenemeyen bir kararsızlık 

bölgesine sahiptir. Sistemin, kritik hız değerinde kararsızlık bölgesinde genişlemeler 

gözlemlenmiştir. En düşük yay sabiti değerinde, kararsızlık bölgesi en dar olan 

durum olduğu görülmüştür. Kiriş üzerindeki kütlenin oranı arttıkça, sistemin doğal 

frekans değerleri azalmaktadır. Akışkan hızının artmasıyla sistemin frekans eğrileri 

kritik hız değerine kadar gözle gözlemlenemeyen bir kararsızlık bölgesine sahiptir. 

Sistemin, kritik hız değerinde kararsızlık bölgesinde genişlemeler görülmektedir. 

Mikro kirişlik oranı arttıkça, sistemin doğal frekans değerleri artmaktadır. Akışkan 

hızının artmasıyla sistemin frekans eğrileri kritik hız değerine kadar gözle 

gözlemlenemeyen bir kararsızlık bölgesine sahip olduğu görülmüştür. Kütlenin 

başlangıçtaki sınır şartından uzaklığı arttıkça, sistemin doğal frekans değerleri 

azalmaktadır. Akışkan hızının artmasıyla sistemin frekans eğrileri kritik hız değerine 

kadar gözle gözlemlenemeyen bir kararsızlık bölgesine sahiptir. Sistemin kritik hız 

değerinde kararsızlık bölgelerinde genişlemeler olmuştur.  
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 Kuvvet arttıkça, kararsızlık bölgesi genişlememekte, bir miktar sola 

kaymaktadır.  

 

Akışkan hızı değişiminin ( 1 ) ‘0’ dan ve ‘2 ’ dan uzak olduğu durumda 

ise, doluluk oranı arttıkça, nonlineer doğal frekans düştüğü görülmektedir. Nonlineer 

frekans değerleri ve nonlineer terimlerin tabii frekansa katkısı artmaktadır. Kiriş 

üzerindeki kütlenin oranı arttıkça, nonlineer doğal frekans düştüğü görülmektedir. 

Nonlineer frekans değerleri ve nonlineer terimlerin tabii frekansa katkısı artmaktadır. 

Kirişlik katsayısı arttıkça, nonlineer doğal frekans değerlerinin arttığı, genliğin (a) 

artmasıyla, nonlineer frekans değerleri ve nolineer terimlerin tabii frekansa katkısı 

görülmüştür.  Lineer yay sabiti arttıkça, nonlineer doğal frekans değerlerinin arttığı 

görülmüştür. Genliğin (a) artmasıyla, nonlineer frekans değerleri ve nonlineer 

terimlerin tabii frekansa katkısı giderek arttığı gözlemlenmiştir. Mikro kirişlik oranı 

arttıkça, sistemin nonlineer doğal frekans değerlerinin arttığı, genliğin (a) artmasıyla, 

nonlineer frekans değerleri ve nonlineer terimlerin tabii frekansa etkilerinin azaldığı 

gözlemlenmiştir. Kütlenin başlangıçtaki sınır şartından uzaklığı arttıkça, sistemin 

nonlineer doğal frekansının arttığı, genliğin (a) artmasıyla, nonlineer frekans 

değerleri ve nonlineer terimlerinin tabii frekansa katkısının çok az da olsa arttığı 

gözlemlenmiştir. Kirişlerin boyutlarının oranı arttıkça, sistemin nonlineer doğal 

frekansının azaldığı, genliğin (a) artmasıyla, nonlineer frekans değerleri ve nonlineer 

terimlerin tabii frekansa katkısının arttığı gözlemlenmiştir.  

 

Akışkan hızı değişiminin ( 1 ) sıfıra yakın olduğu durumda ise, kararsızlık 

durumu mevcut değildir. Sistem her zaman kararlıdır. 

 

Çalışmamız ileriki çalışmalara referans olabilecek bir çalışmadır. Çalışmanın 

devamı olarak, 

1. Bu çalışmada ankastre – ankastre mesnet durumunu incelenmiştir. Farklı 

bir mesnet durumu için incelenebilir. 

 

2. İdeal olmayan sınır şartları durumları altında incelenebilir. 

 

3. İç rezonans durumu incelenebilir. 
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