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OZET
Yiiksek Lisans
Graflarda Ortalama Ortii Sayis1 Uzerine
Ali BAGATARHAN

Manisa Celal Bayar Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dah

Damsman: Dr. Ogr. Uyesi Derya DURGUN

Bu tezde, Graf Teori de kullanilan dl¢iimlerden biri olan oOrtii sayis1 iizerine
tanimlanmis olan ortalama Ortli sayisi lizerine ¢aligilmistir. Bazi 6zel graf siniflari
icin ortalama Ortli sayilari hesaplanmis, genel sonuglar elde edilerek, ispatlari ile
birlikte verilmistir Calismanin tamaminda baglantili, basit ve yonsiiz graflar ele

alinmustir.

Bu tez bes boliimden olusmaktadir. {1k boliimde, Graf Teorinin tarihcesinden
bahsedilmistir. Graf Teorinin temellerini atan {inlii matematik¢i Leonhard Euler’in
cozmeye c¢alistigi Konigsberg Koprii problemi ifade edilmistir. Ardindan bu alanda
calisan diger bilim adamlar1 ve ¢aligsmalar1 hakkinda 6zet bilgiler verilmistir. Graf
Teori’de kullanilan zedelenebilirlik dl¢timlerine de yer verilip, Graf Teori’nin gelisen
teknoloji ile birlikte giinlimiizde nerelerde ve nasil kullanildigina yer verilmistir.
Ikinci béliimde, graf teorinin temellerini olusturan temel tanim ve teoremlere yer
verilmistir. Ispatlarda kullanilan 6rtii sayisi, bolgesel ortii sayisi, ortalama ortii sayis1,

degismeli tepe ve benzeri graf teori kavramlarinin tanimlarina deginilmistir.

Ugiincii ve dordiincii boliimde ise sirasiyla, materyal ve yontemler ile elde
edilen sonuglar teoremlerle ifade edilmistir. Ugiincii béliimde ortalama ortii sayist
kavrami bir ornek ile agiklanmistir. Dordiincii boliimde ise bu ol¢tim ile ilgili elde

edilen sonuglar, teorem olarak ispatlari ile birlikte verilmistir.

Son boliimde, ¢aligmaya ait sonuglara ve Onerilere yer verilmigtir.

Anahtar Kelimeler: Graf Teori, Zedelenebilirlik, Ortii, Ortalama Ortii Sayis1
2018, 36 sayfa



ABSTRACT
M.Sc. Thesis
On the Average Covering Numbers of Graphs
Ali BAGATARHAN

Manisa Celal Bayar University
Graduate School of Applied and Natural Sciences
Department of Mathematics

Supervisor: Assist. Prof. Dr. Derya DURGUN

In this thesis, average covering number defined on covering number, one of
the measures used in Graph Theory, was studied. For some special graf class the
average covering numbers were calculated, with the general results being given
together with the proofs. All of the study is handled with connection, simple and
non-directional graphs.

This thesis consists of five parts. In the first part, the history of Graf Theory is
mentioned. The problem of the Konigsberg Bridge, which the famous mathematician
Leonhard Euler, who laid the foundations of Graf Theory, tried to solve. Then, it has
been given short information about other scientists and their works who have worked
in that area. The vulnerability measurements used in Graf Theory are also included,
and where and how the Graf Theory is used together with the developing technology
is given. In the second part, basic definitions and theorems which constitute the bases
of the graph theory are given. The definitions of the number of covers used in proofs,
local covering number, average covering number, vertex transitive and similar graph
theory are mentioned.

In the third and fourth sections, the results obtained by the materials and
methods, respectively, are expressed in the theorems. In the third chapter, the
concept of average number of covers is explained with an example. In the fourth
part, the results obtained with this measurement are given together with proofs as
theorem.

In the last chapter, the conclusions and recommendetions of this study are
mentioned.

Keywords: Graph Theory, vulnerability, covering, average covering number

2018, 36 pages
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1. GIRIS

Graf teorinin temelleri Unlii matematik¢i Leonhard Euler (1707-1783)
tarafindan atilmistir. Euler, Konigsberg sehrini iki adaya ve iki kara pargasina ayiran
Pregel nehrinin iizerine kurulan yedi kopriiniin, herhangi bir kopriiden yola ¢ikarak
ve her bir kopriiden yalmiz bir kez gecerek tiim sehri dolasabilmenin miimkiin
olmadigini, grafla modelleme yaparak ispatlamistir. Euler bu problemin ¢oziimiiyle
ugrasirken belki de matematigin yeni bir uygulama alanim olusturdugunu
farketmemistir.

Sonraki yillarda yapilan caligmalarla, graf teori giinliik hayatta karsilagilan
problemlere uygulanmistir. Euler’ den sonra, 1847 yilinda G. R. Kirchoff’un (1824-
1887) agag teorisinin elektrik devrelerine uygulanmasi ve A. Cayley (1821-1895)
tarafindan C,H,» doymus hidrokarbon izomerlerinin siniflandirilmasi g¢aligmasi
sirasinda aga¢ kavramimi kesfetmesi graf teorinin farkli ¢alisma alanlarini ortaya
cikarmigtir. 1852° de Thomas Gutherie meshur dort renk problemini buldu. Bu
problem bir harita iizerinde ayni smir1 paylasan iki iilke farkli renkte boyanmak
lizere, haritanin tamaminin dort renkle boyanip boyanamayacagini aragtirir. 1857’ de
Irlandali matematik¢i William Rowan Hamilton, Icosian oyununu ortaya atmis, bunu
daha sonra yirmibes pound karsiliginda oyun iireticilerine satmistir. Oyun diizgiin
onikiylizliiniin bir tepesinden bagslayarak yine ayni tepeye donmek kosuluyla her
tepeden ve her ayrittan yalniz bir kez gegerek bir Hamilton ¢evre bulmak seklinde
Ozetlenebilir.

Gelisen teknoloji ile miihendislikten, askeri alana kadar karsilasilan birgok
problemin modellenmesinde ve ¢dziimiinde graf teori yaygin olarak kullanilmaya
baslamistir.

Bir iletisim aginda bazi tepe (ayrit) veya tepelerde (ayritlarda) olusan hasarlar
bu agin islevini tam olarak yerine getirmesini engeller. Bu nedenle, iletisim aglari
tasarlanirken, agin bozulmalara gosterecegi direng Onemlidir. Direnci fazla olan
model, digerlerine gore tercih edilerek bu tip bir sorunla karsilasiimasi halinde,
olusabilecek hasar bastan en aza indirgenebilir. Zedelenebilirlik, bunun gibi
durumlarda agin hasar gérmesinden sonra iletisim kesilene kadar gecen siirede agin
dayanma giicii olarak adlandirilir. Ornegin; bir iilkenin su dagitim sisteminde;
barajlardan dagitim yapildigini diistinelim. Savas, dogal afetler gibi acil durumlarda

en az kac tane baraj veya iletisim hatti bozuldugunda agin dagitim ozelligini



yitirecegi énemlidir. Bu ag yapis1 modellenirken, zedelenebilirlik diistiniiliirse geri
doniisii miimkiin olmayan problemler yasanmaz. Barajlar1 grafin tepeleri, iletisim
hatlari1 da grafin ayritlar1 olarak diisiiniiliirse; bu problem bir grafla modellenmis
olur ve grafin zedelenebirlik degerini belirlemek icin ¢esitli Ol¢liimlerden
yararlanilabilir. Bu Ol¢limleri yapabilmek i¢in var olan Ol¢limleri kullanmak ve
yeterli olmadig1 zaman yeni dl¢limler olusturmak gerekmektedir.

Tepeler ve ayritlar arasindaki iletisim ve erisilebilirlik agisindan problemin
ama¢ fonksiyonuna uygun olarak; baglantililik (connectivity), ayrit baglantililik
(edge-connectivity), biitiinliikk (integrity), ayrit biitiinliikk (edge-integrity) gibi yeni
kavramlar tanimlanmustir.

Baglantililik (connectivity), ayrit baglantililik (edge-connectivity), biitlinliik
(integrity), ayrit biitlinliik (edge-integrity) kavramlar1 grafin tiim yapisindaki iletisimi
incelerken, ortli ve ortalama ortii 6l¢iimlerinde bolgesel yapr irdelenmektedir. Yani;
tepelerin etkilesim halinde oldugu bitisik tepeler arasindaki iletisim oOlgiilmektedir.
Bu durumda, komsuluk kavrami 6nem kazanmaktadir.

Bu caligmanin tamaminda baglantili, basit ve yonsiiz graflar ele alinmis ve
cesitli graf siniflar lizerinde ortalama ortii sayilari i¢in genel sonuglar elde edilerek,
ispatlar1  verilmistir.  Giinliik hayatta karsilasilan problemlerinin  graflarla
modellenerek ¢oziime ulastirilmasi bazi durumlarda klasik ¢6ziim yontemlerinden
daha pratiktir. Boyle durumlarda kullanilacak olan 6l¢iim probleme gore farklilik
gostermektedir. Zamanla ortalama Ortii  sayis1 karsilasilan probleme gore
secilebilecek ol¢iimlerden biri haline gelmistir. Literatiirde yeni tanimlanan ortalama
ortii sayis1 Olclimii {izerine az sayida ¢alisma oldugundan, bu calisma ile bu eksiklik
biraz olsun giderilmeye g¢alisilmistir. Bu calismanin tamaminda kullanilacak olan
temel tanimlar ve teoremler verildikten sonra farkli graf siniflarinin ortalama ortii
sayilart1 bulunmaya c¢alisilmistir. Elde edilen sonuglarin genellestirilmis olmasi
verilen herhangi bir n (tepe sayisi) degeri i¢in ortalama Ortii sayisinin kolayca

hesaplanmasini saglamaktadir.



2. GENEL BILGILER

Calismanin bu boliimiinde, graf teoride kullanilan temel graf tanimlar ve
graflarin genel 6zelliklerine yer verilmistir. Bu ¢calismada, G grafi baglantili, basit ve
yonlendirilmemis bir grafi gdstermektedir.

Zedelenebilirlik, bir agda bazi merkezlerin veya baglanti hatlarinin
bozulmastyla iletisim kesilene kadar agin gosterdigi dayanma giiciidiir. Graf Teori’de
zedelenebilirlik degeri olduk¢a dnemli yer tutar ve bu degeri hesaplamak i¢in farkl

Ol¢iimler mevcuttur. Bu boliimde, farkli dl¢timlerin tanimlarida yer almaktadir.

Tamm 2.1: G = (V (G), E(G)) grafi, tepeler denilen bos olmayan bir V (G) sonlu

objeler kiimesi ile birlikte, G grafinin farkli tepe ciftlerinin diizensiz siralanisi olan
bir E(G) (bos olabilir) ayritlar kiimesidir [1].

Tanim 2.2: Bir graftaki baslangic ve bitis tepeleri ayn1 olan ayrita bukle denir [2].
Tamm 2.3: Bir grafta en az bir ayrit yonlil ise, bu grafa yonlii (directed) aksi halde
yonsiiz veya yonlendirilmemis (undirected) graf denir [2].

Tamm 2.4: Bir G grafinin herhangi iki tepesi arasinda birden fazla ayrit varsa bu
ayritlara ¢ok kath ayrit, bu tiir graflara ise ¢ok katli (multiple) graf denir [2].

Tanim 2.5: Cok katli ayrit ve bukle igermeyen graflara basit (simple) graf denir[2].

Tanmm 2.6: Bir G grafinda e ayrit1 U ve V tepelerini birlestiriyorsa, e=(u,v)

biciminde gosterilir. U ve V tepelerine bitisik tepeler (adjacent vertices) denir [1].
Tamim 2.7: Bir G grafinin her tepe ¢ifti arasinda en az bir tane yol varsa G grafina
baglantili veya birlestirilmis (connected) graf denir [1].

Teorem 2.8: n tepeli m ayrith bir G grafinin baglantili olabilmesi i¢in m>n—1
olmalidir [1].

Tamim 2.9: Bir G grafinda herhangi bir v tepesinin agik komsulugu, N(v), bu

tepeye bitigsik olan tepeler kiimesi olarak tanimlanir. Kapali komsulugu, N[v] ,ise

actk komsulugundaki tepeler kiimesine v tepesinin eklenmesiyle elde edilir.

N(v)={u:(u,v) e E},N[v]=N(v)uU{v} seklinde ifade edilir [1].
Tamm 2.10: Bir G grafinda v tepeleri igin, e, :(VH, Vi) ve

Vo, €, Vy, €, Vyyeery V e,V

e,, V, olmak iizerev,, €, v, €,, V,,..., V s Vo

n—1° n—1°
biciminde olusan tepe ve ayrit dizilisine yliriiyiis (walk) denir[1].

Tanim 2.11: Tiim ayritlar1 birbirinden farkli olan bir yiirliylise zincir (trail) denir [1].



Tammm 2.12: Bir tepeden farkli bir tepeye varista kullanilan her tepe bir kez
kullaniliyorsa bu yliriiyiise yol (path) denir. n tepeli bir yolda ayrit sayis1 n—1 dir
[1].

Tamm 2.13: Bir tepeden farkli bir tepeye varista kullanilan ayrit sayisina yolun
uzunlugu (length of path) denir [1].

Tamm 2.14: Bir G grafinda U ve Vv gibi iki tepe arasindaki yollar i¢inde minimum
uzunlugu olanin uzunluguna; U ile v tepelerinin uzaklig: (distance) denir ve d (u,v)
biciminde gosterilir [1].

Tamim 2.15: Bir G grafinda herhangi bir veV derecesi (degree), o tepenin bitisik
oldugu tepelerin sayisidir ve deg(V) ile gosterilir [1].

Tamm 2.16: Bir G grafinin tepe derecelerinin en kiigiigiinli veren tepeye minimum
dereceli tepe denir ve 6(G) grafin minimum tepe derecesini gosterir [1].

Tanim 2.17: Bir G grafinin tepe derecelerinin en biiyliglinii veren tepeye
maksimum dereceli tepe denir ve A(G) grafin maksimum tepe derecesini gosterir[1].
Teorem 2.18: n tepeli m ayrith bir baglantili G grafinda tepe derecelerinin toplami

ayrit sayisinin iki katidir[1]

ideg (v,)=2m.

Tamm 2.19:Tim tepeleri birbirinden farkli ve tepe sayist n >3 olan kapali bir
yiirliylise ¢evre (cycle) denir[1].

Tanmm 2.20:( P, )Baslangic ve bitis tepeleri birinci dereceden, diger n—2 tepesi
ikinci dereceden olan grafa yol(path) graf denir.

Tamm 2.21: Bir G grafinin tiim tepelerinin derecesi iki ise bu grafa ¢evre (cycle)

graf denir. n tepeli bir ¢evre grafi C_ ile gosterilir. n tepeli bir ¢cevre grafin ayrit

sayist n dir [1].

Tamm 2.22: Bir G grafinin u ve v tepelerini birlestiren yol, u¢ tepeleri disinda
ortak bir tepeye sahip degilse bu yola icten ayrik yol (internally disjoint path) denir
[1].

Tanmm 2.23: Eger bir G grafi baglantili ve hi¢bir ¢evreye sahip degilse bu grafa
agac (acylic) graf denir[1].



Tamim 2.24: n sayida tepeye sahip bir G grafinin tiim tepeleri birbiri ile bitisik ise
bu grafa tam (complete) graf denir ve K ile gosterilir. n tepeli bir tam grafin ayrit
n(n—-1)

2
Tamm 2.25: Bir G grafinda V tepeler kiimesi VNV, =0 ve V,NV, =V olacak

say1si dir [1].

sekilde iki kiimeye ayrilabiliyorsa bu grafa iki parcali graf denir. [1].

Tamm 2.26: (K

,,,,,

k k
o, ) Bir Ggrafinda V tepeler kiimesi, ﬂVi =, ﬂVi =V,
i=1 i=1

olacak sekilde v,v,,..,v, k ayrik alt kiimeye ayrilmak {izere, her bir
v,, (1=1,2,...,k) alt kiimesinde bulunan her tepe kendi kiimesindeki tepelere bitisik
degil fakat diger k —1 kiimedeki her bir tepeye bitisik olacak sekilde olusturuluyorsa
bu grafa k pargali tam graf denir.[1]

Tammm 2.27: n+1tepeli bir G grafinda n tane tepe bir dereceli, bir tane tepe n

dereceli ise bu graf yildiz (star) adimi alir ve K, ile gosterilir. n+1 tepeli bir yildiz

grafin ayrit sayis1 n dir [1].
Tamm 2.28: n+1 tepeli bir G grafinda, bir tepe n dereceli, diger tiim tepeler ii¢

dereceli ise bu graf tekerlek (wheel) adin1 alir ve W_ ile gosterilir. n+1 tepeli bir

n+1

tekerlek grafin ayrit sayis1 2ndir[1].

Tammm 2.29: r € Z* olmak iizere bir G grafinda VveV igin deg(v)=r ise G

grafina r-diizenli (r-regular) graf denir. n tepeli bir r-diizenli grafin ayrit sayisi %

dir [1].

Tamm 2.30: Baglantili bir G grafin1 baglantisiz yapmak veya tek izole tepe elde
etmek i¢in graftan cikarilmasi gereken en az tepe sayisina grafin baglantililig
(connectivity) denir ve x(G) ile gosterilir [1].

Tanmm 2.31: Bir G grafinda, her u—V tepe ¢ifti arasinda en az K tane igten ayrik
yol varsa, G grafi k-baglantilidir denir [3].

Tamm 2.32: Bir G grafinda, u—v tepeleri arasindaki i¢ten ayrik yollarin sayisi

k(u,v) ile gosterilir ve U—V nin baglantilig1 olarak tamimlanir. K;(u,Vv); uzunlugu i

ayritli olan U—V arasindaki i¢ten ayrik yollarin sayisi olarak tanimlanir [3].



Tamm 2.33: n tepeli bir G grafinda tiim tepe ¢iftlerinin baglantililiginin toplam1 G
grafinin toplam baglantililigi (total connectivity) olarak tanimlanir ve x(QG) ile
gosterilir [3].

Tammm 2.34: n tepeli bir G grafinda tiim tepe ciftlerinin baglantililiklarinin

ortalamasi, G nin ortalama baglantililig1 (average connectivity) olarak tanimlanir ve

E(G) ile gosterilir. Yani,

dir [3].

Teorem 2.35: Baglantili bir G grafinda, k(u,v) < min {deg(u), deg(v)} [3].

Tamm 2.36: Bir G grafin1 baglantisiz yapmak icin graftan ¢ikarilmasi gereken en az
ayrit sayisina ayrit baglantililik sayisi (edge connectivity number) denir ve k'(G) ile
gosterilir [3].

Teorem 2.37: n tepeli herhangi bir G grafi i¢in, 6(G) > x'(G) > k(G) dir [1].
Tanmm 2.38: Bir G grafinda S cV(G) olmak iizere, S kiimesi grafin bitisik

olmayan tepelerinden olusuyorsa, S ye grafin bagimsiz kiimesi (independent set)
denir. En fazla elemana sahip olan bagimsiz kiimenin eleman sayisina ise G grafinin

bagimsizlik sayisi (independence number) denir ve a(G) ile gosterilir [1].
Tamm 2.39: Bir G grafinda S <V (G) olmak iizere, grafin her ayritinin en az bir ug
tepesi S kiimesinin elemani ise S kiimesine grafin ortli kiimesi (vertex cover set)

denir. En az elemana sahip olan Ortii kiimesinin eleman sayisina ise G grafinin ortii

sayist (vertex cover number) denir ve 3(G) ile gosterilir [1].

Tamm 2.40: n tepeli bir G grafindaki tepelerin, bitisik tepeler farkli renkte olmak
sarttyla boyanmasina tepe boyama (vertex-coloring) denir. Tepelerin boyanmasi i¢in
gerekli en az renk sayisina grafin kromatik sayisi (chromatic number) denir ve y(G)
ile gosterilir [2].

Teorem 2.41: n tepeli M ayrith bir G grafinda, (x(G)—1)n<2m [2].

Teorem 2.42: n tepeli bir G grafinda, x(G) g%n [4].
X



Tammm 2.43: ScV olmak {izere, eger V de bulunan her tepe S kiimesinde
bulunuyor ya da S kiimesindeki bir tepeye bitisik oluyor ise, S ye baskin bir
kiimedir denir. Baska bir deyisle, S gV,U N[v]=V ise, S baskin bir kiimedir.

veS

Minimum elemana sahip baskin bir kiimenin eleman sayisi, y(G),G grafinin
baskinlik sayis1 olarak tanimlanir

¥(G)=min{S|:| JN[v]=V;S cV}

veS
ile ifade edilir[1].
Tanmm 2.44: G, ve G, gibi iki grafin carpim1 G, o0 G, ile gosterilir ve G, in tepeler
kiimesi V, , G, nin tepeler kiimesi V, olsun. G,o G, grafinin tepe kiimesi V, ve

V

2
nin kartezyen carpimidir. G, ve G, nin kartezyen ¢arpimi,

VoV, ={u,v,),u,Vv,),...[1, v, )W, V), V,),..., (U, V. ), .o, (U, V, (U, V) )y e (U, V)
dir. G, o G, grafinmn ayritlar i¢in u=(u,,v,), v=(u,,v,) tepelerini ele alalm. Eger
u, =u, ve V, bitisik v, ya da v, =V, ve u, bitisik u, ise, u ve v tepeleri G, oG,
grafinda bitisiktirler [1].

Tanmim 2.45: G ve H herhangi iki graf olmak tizere, H(V)C G(V) ve
H(E) C G(E)ise H grafina G grafinin alt grafi (subgraf) denir ve H C G bigimde
gosterilir [1].

Tanmm 2.46: Aga¢ graflarin en ucta bulunan tepelerine yaprak tepe, baslangicta
bulunan tepesine kok tepe, bir tepenin altinda bulunan tepelere ¢ocuk tepe (child)
denir. Bir agacin derinligi, o agacin kok tepesine en uzak olan yapraginin uzakligi
ile ol¢iiliir. Her tepesinde en fazla iki ¢ocuk tepe bulunan agaclara ikili aga¢ (binary
tree) denir. Tam ikili agagta, yaprak tepeler disindaki tiim tepelerin iki ¢ocuk tepesi

bulunmaktadir [1]. Sekil 2.2 de tam ikili bir aga¢ goriilmektedir.

Sekil 2.1. Tam ikili aga¢



Tamm 2.47: Yénsiiz bir grafinin k mc1 kuvveti G* tepelerde ayni kiimeye sahip
olan ancak G deki uzakliklari en fazla k oldugundan iki tepenin komsu oldugu bir
grafdir.[5]

Tammm 2.48: G grafinin bir otomorfizmi komsular1 komsulara ve komsu

olmayanlar1 komsu olmayanlara gotiiren bir 6nerme olmak iizere eger V(G)
degismeli tepe ise ¢ :V (G)—V (G) otomorfizmadir ve Aut(¢ ) ile gosterilir[6].
Tanim 2.49: H_ diimen graf, n+1 tekerlek grafi {izerinde ¢evrenin herbir tepesine

birer sarkit(pendant) ayrit eklenmesiyle elde eldilen graftir. W

n+l1

tekerlek grafi n
tepeli bir ¢cevre ve ¢evrenin her bir tepesiyle bitisik baska bir tepeyi igerir(bu tepe
merkez tepe olarak bilinir) Merkez tepe v, ,, cevre tepeleri v,,V,,...,v, ve grafin ug
tepeleri U ,u,,...,u, seklinde gosterilebilir[7].

Tammm 2.50: P,n tepeli bir yol graf ve K_, m tepeli bos graf olmak iizere, bir
yelpaze(fan) graf K_+ P, graf toplami ile tanimlanir ve ... ile gosterilir[8].

Tamm 2.51: N, , k inc1 mertebeden bos (null) graf (ayrit icermeyen, sadece izole
tepelerden olusan graf) olmak iizere C, v N, (n >3,k > 1) grafina bir K -piramit graf
denir ve kP(n) ile gosterilir. 2-piramit C, v N, bipiramit olarak adlandirilir ve
BP(n) ile gosterilir. C, v N,, 1-piramidi W, tekerlek grafidir.

Tanmm 2.52: n— kiip veya n— boyutlu hiperkiip Q, asagidaki gibi iki grafin
yinelemeli kartezyen ¢arpimi ile tamimlanir: Q, =K,, Q, =Q, ,oK,.

Tanmm 2.53: G ve E(G+H)=E(G)UEMH)U{(u,v):ueV(G),ve V(H)} iki graf
olmak iizere, bu iki grafin toplami(join), G+ H , tepeler kiimesi
V(G+H)=V(G)UV(H) ve ayritlar

E(G+H)=E(G)UEMH)U{(u,v):ue V(G),ve V(H)} lizerinden tanimlanir.

Tanim 2.54: Bir G grafinin bir tepesi silinmis alt grafi G-v, G grafindan v

tepesinin ve bu tepeyle iliskili biitiin ayritlarin silinmesi ile elde edilen graftir[1].



3. MATERYAL VE YONTEMLER
ORTALAMA ORTU SAYISI

Graf teoride, herhangi bir iletisim aginda elemanlar arasindaki iletisimi
giiclendirmek ve saglamlastirmak amaciyla cesitli dl¢glimlerden yararlanilmaktadir.
Bu 6lgiimler, iletisimin islevine ve amaca yénelik farkliliklar tasimaktadirlar. Ortii
sayist bu Ol¢limlerden biri olup, 6zellikle hizmet problemlerinin modellerinde
kullanilarak iletisim agim bolgesel olarak kuvvetlendirmeye calismaktadir. Ortii
kavramina gore, herhangi bir tepe bitisik oldugu ayritlar1 6rtmektedir. Bir baska
deyisle, ortli tanimi tepeler ile ayritlar arasindaki bitisiklik dolayisiyla iletisimi
irdelemektedir.

Bu ¢alismada, Tanim 2.39 da verilmis olan ortii sayisi kavramini da i¢inde
barindiran ortalama Ortli sayisi iizerine ¢aligmalar yapilmis ve ortalama Ortli sayisi
tanimina asagida yer verilmistir.

Tanmmm 3.1: Bolgesel ortii sayist  S,(G), V yi iceren en kiiciikk ortii kiimesinin

eleman sayisidir. Buradan, G grafinin ortalama ortii sayis1

1
Vo) 2

formiiliiyle hesaplanir [9].

Ornek 3.2: Sekil 3.1 ile verilen G grafinin ortalama 6rtii say1sin1 hesaplayniz.

Sekil 3.1. G grafi

Coziim: V(G), G grafinin tepeler kiimesi olsun. Oncelikle G grafinin her bir

tepesi icin bolgesel ortili sayilarinin bulunmasi gerekmektedir. Bunlar asagidaki gibi

hesaplanabilir. Burada 6nemli olan her tepe i¢in hesaplanan bolgesel ortii sayisinda,



bulunan minimal bolgesel ortii kiimeleri o tepenin kendisini icermelidir ve grafta

bulunan biitlin ayritlar bu minimal kiime ile ortiilmelidir.
'BVlz‘{V1!V2’V6!V7}‘:4, ﬂv2:|{V2,VG,V7}|:3, ﬂ ‘V v,V V ‘_
B, =i,V =3 B, = (v v, =3, B, = [{vev, v} =3,
By :‘{VWVZ’VG}‘:?’

G grafinin ortalama Ortii sayisi, elde edilen bolgesel ortii sayilarinin toplaminin

grafin tepe sayisina boliinmesi ile elde edildiginden,

B(G)= > 5

|\/(G) veV (G)
= 44+3+4+3+3+3+3 23
p(G)= E £

dir.

Teorem 3.3: Eger G bir degismeli tepe (vertex transitive) ise, bu takdirde,

B(G)=B(G)[9]

Teorem 3.4: G en az bir ayrith bir graf olsun, bu takdirde,
B(G) < B(G)< fG)+1[9].
Teorem 3.5: G en az bir ayrith bir graf olsun, bu takdirde,
£,(G) = B(G=v)+1[9].
Teorem 3.6 : H G nin herhangi bir alt grafi ise, bu takdirde,
B H) < B(G)[9].
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4.ARASTIRMA BULGULARI VE TARTISMA
BAZI GRAF SINIFLARININ ORTALAMA ORTU SAYILARI

Teorem 4.1. G=C ¥ ve Vn,meZ" olsun. Bu takdirde, #(C*)=n —L%J dir.
+

Ispat: k =1 olsun. Bu durumda, C!=C, oldugundan, S(C!)=4(C,) sonucu

asikardir. Sekil 4.2 de C; grafinin etiketlenmis hali verilmistir.

Sekil 4.2. C; grafi

k = 2 durumu icin sirali bir sekilde iki tepe secip bir tepe atlayarak bolgesel ortii
kiimelerine ulagilir. Ayn1 sekilde, K =3 durumu i¢in sirali bir sekilde ii¢ tepe segip
bir tepe atlayarak bolgesel ortii kiimelerine ulasilir. Diger durumlar i¢in bakildiginda

bolgesel ortii kiimeleri ayn1 yolla elde edilir. Yani C: nin K kuvveti igin sirali olarak

k tepede secilip (K+1) inci tepe atilarak bdlgesel ortii kiimelerine ulasilir. Buradan

hareketle C ¥ *nin her bir tepesi igin elde edilen bdlgesel ortii kiimesinde {%J tane
_l_

tepenin yer almayacagi sonucuna varilir. Buradan. n=rmod (k+1), u= [%J
+

olsun. Bu durumda,
r=0 ise,

n
:Bvl :‘{ Vis Voo Vi Vi v Vaars Vakas » ""Vu(k+1)—1}‘: n- k+1

r=1 ise,

11



it

ﬂvl :H Vio Vs s Vi Vi co s Vo Vg s ""Vu(k+1)—1’vu(k+1)+1}

r =K ise,

n
ﬁvk z‘{ Vi, Vosoe s Vi Vi oo Vs Vs "'7Vu(k+1)—1’Vu(k+1)+1"“’vu(k+1)+k}‘z n _{k +1J

elde edilir, bu kiime tek degildir, bolgesel ortii sayisin1 veren kiimelerden birisi

rastgele secilmistir. Graf regiiler oldugundan segilen her tepe i¢in bolgesel Ortii sayis1
aynidir. Dolayistyla, B, = f(Cf)<n-— L%J dir.
+

S,, V yi iceren minimal bdlgesel ortii kiimesi olsun. Vv tepesi G grafindan
¢ikarilsin. Bununla birlikte, Gnin Vv ile iligkili ayritlar1 da silinir. Eger v, V' veya
V" ne esit ise bu takdirde (v',v") ¢ E(G —u) dir. Aksi halde, (v.,v")e E(G-u) ve
(v',v") ayntin1 S, kiimesinde Orten bir tepe olmalidir. S, minimal oldugundan bu

kiimeden bir eleman silinmesinin ardindan elde edilen kiime bir bolgesel ortii
kiimesi degildir. Dolayisiyla, B, = B(C*)>n —L%J dir.
+

Buradan, C'; ’ nin ortalama Ortii sayisi,

5 —n-|
Fch=n-| ]

olur.

n-1
Teorem 4.2. Her n.k e Z ve P =1 e Z olsun. Bu takdirde, Pnk nin
_l’_

ortalama Ortii sayist

(n—1)’ k> + (nk+1)(n+k)
n(k+1)’

B(R) =

dir.
Ispat: V(P*)={v,,v,,...,v,} tepe kiimesi, asagidaki sekilde P} grafinda goriildiigii

gibi siral1 bir sekilde etiketlenmis olsun.

12



AAVaATATAN

Sekil 4.1. P} grafi

E—_i=t € Z olsun. Bu takdirde, r =t(k+1)+1, n>1,
+

re{l,(k+D+1,2k+1)+1L...,t(k+1)+1} = A,s(A) =t +1. Grafin her bir v, tepesi i¢in
bolgesel ortli kiimeleri elde edilir. Elde edilen bolgesel ortli kiimelerinin eleman

sayilar1 (cardinality) ayn1 oldugundan elde edilen bolgesel oOrtii sayilar1 da aynidir.

=n-t

B, :‘{Vr’VZ"“"VkH’ Viess -+ Ve Vt(k+1)}

r

Boylece, t +1 tepenin her biri i¢in bolgesel oOrtii sayilart n —t gelir.
Vi € Vi Vi Vi oos Vg 10 Vo | = As S(A) =n—t—1
Diger tepeler igin bolgesel ortii sayisi;

B, z‘{VZ"""VkH’ Viess =+ Vigano Vt(k+1)}‘:n_t_1

seklinde elde edilir. Buradan n—t—1 tane tepenin bolgesel ortii sayisinin n—t—1

-1’k +(k+ D+k)
n(k+1) '

oldugu agiktir. Bundan dolayi, £, <

S,, V yi igeren minimal bdlgesel ortli kiimesi olsun. Vv tepesi G grafindan
¢ikarilsin. Bununla birlikte, G grafinin v ile iligkili ayritlar1 da silinir. Eger v, V'
veya V" ne esit ise, bu takdirde (v,v") ¢ E(G-u) dir. Aksi halde,
(v,v" e E(G-u) ve (v',v") ayritimm S, kiimesinde Orten bir tepe olmalidir. S,
minimal oldugundan bu kiimeden bir eleman silinmesinin ardindan elde edilen kiime

(n=D*K* + (nk+ D+ k)
n(k+1)> '

bir bolgesel ortii kiimesi olmadigindan, g, >

Bu nedenle,

(n—=1*k* + (nk+1)(n+k)
n(k+1)>

B(P)=

olur. ##
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Teorem 4.3. P, ve P, sirasiyla n,m tepeli yol graflar ve Vn,m e Z" olsun. Bu

takdirde,
?, mn c¢ift
p(P,oP,) = (mn)? +1
————, aksihalde
2mn
dir.

Ispat: P, ve P sirasiyla n,m tepeli yol graflar ve V(P )={u,,u,,..u} ve
V(P,)=1{v,,v,,....v,,} olsun. P, ve P, graflarinin kartezyen g¢arpimindan olan
G=P,oP, grafinn tepeler kiimesi V(G)=V(P,)xV(P,) ve |V(G)|=nm dir.

V(G) ={u,v,, UV, ,..,u .V, , UV, UV, .U Vs s VLUV, UV olsun. nmo nin tek

ve ¢ift olmasina bagli olarak iki durum g6z ontine alinir. Sekil

4.3 te P,oP, grafinin etiketlenmis hali verilmistir.

Sekil 4.3. P,oP, grafi

Ispat iki durumda incelenir.

Durum 1: nm gift olsun. uyv,(i=1,..,n,j=1,.,m) ve d(uv u;v'j)=2 olacak

j H
sekilde bolgesel ortii kiimeleri elde edilir.

Eger n tek ise bu takdirde u,v; €V(P,oR, )nin bélgesel ortii say1st
,Huivj =[{u v, UV UV e UV ULV, UV, UV UG Vg UV,
nm
unv3,u2v4,u4v4,...,un_1v4,...}|=T
ya da

ﬁuivj =1{U,V UV, UGV U VUV, UV, e UV, UV U Vs,

nm
UyqVs, UV, ,UgV, .. UV, ,...}|:7

dir. Bundan dolay1, g < % dir.

uivj

14



Eger n ¢ift ise bu takdirde, u,v; € V(G)nin bolgesel ortii sayist,
By, TIHUVL UV UV UV Uy UgVy ey

nm
U Vg, UgV, UV, . Uy (V. 3= -

ya da

UV, Uy Uy Vg

By, THUVLUVL UV U VUGV UV e U Vg UgVy UV

nm
Uy Vg, UV, UV, Uy, . 3= >

dir. Bundan dolay1, 8, < % dir.

S

v 9

V yi igeren minimal bdlgesel oOrtii kiimesi olsun. Vv tepesi G grafindan

¢ikarilsin. Bununla birlikte, Gnin Vv ile iligkili ayritlar1 da silinir. Eger v, V' veya

V" ne esit ise bu takdirde (v',v") ¢ E(G —u) dir. Aksi halde, (v',v") e E(G-u) ve

(v',v") ayntin1 S, kiimesinde Orten bir tepe olmalidir. S, minimal oldugundan bu

kiimeden bir eleman silinmesinin ardindan elde edilen kiime

kiimesi olmadigindan, g, > % dir.

Bu nedenle,

olur.

Buradan ortalama 0rtii sayist,
— nm
ﬂ ( Pn O Pm ) = 7

olarak elde edilir.

Durum 2: nm tek olsun. uyv,(i=1,..,n,j=1,.,m) ve d(uv

bir bolgesel oOrtii

j 1

uVv,)=2 olacak

sekilde bolgesel ortii kiimeleri elde edilir. uv; €V(P,oP, )nin bodlgesel ortii kiimesi

.. . hm+1
i+ ) ciftise

eleman i¢in bolgesel Ortii sayisi

B, TIHUVL UV UV UV UV UgVy s U Vg Uy Vg UgVg oy

nm+1

(VAVARVAVARTAVARIINT IRV |-

nm+1
Buradan, £, < 5
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S,, V yi igeren minimal bdlgesel ortii kiimesi olsun. Vv tepesi G grafindan

¢ikarilsin. Bununla birlikte, Gnin Vv ile iligkili ayritlar1 da silinir. Eger v, V' veya
V" ne esit ise bu takdirde (v',v") ¢ E(G —u) dir. Aksi halde, (v.,v")e E(G-u) ve
(v',v") ayntin1 S, kiimesinde oOrten bir tepe olmalidir. S, minimal oldugundan bu

kiimeden bir eleman silinmesinin ardindan elde edilen kiime bir bolgesel ortii

nm+1
kiimesi olmadigindan, ﬂui > dir. Bu nedenle,

Vj_

nm+1
ﬂuivj - 2

olur.

uv; eV(P,oR, )nin bolgesel ortii kiimesi i+j tek ise nm

eleman i¢in bolgesel

Ortll sayi1s1
ﬂuivj =1{U,V, UV, Uy ey Uy 3V UV UV s UV U Vg U Vs

nm-—1
2

UpaVa o UgVy UV, UV, . =

nm-1
Buradan, £, < "

S,, V yi igeren minimal bolgesel ortii kiimesi olsun. Vv tepesi G grafindan

cikarilsin. Bununla birlikte, G grafinin v ile iligkili ayritlar1 da silinir. Eger v, V'

veya V" ne esit ise bu takdirde (v,v")gE(G-u) dir. Aksi halde,
(v,v e E(G-u) ve (v',v") ayritim S, kiimesinde Orten bir tepe olmalidir. S,

minimal oldugundan bu kiimeden bir eleman silinmesinin ardindan elde edilen kiime

bir bolgesel ortli kiimesi olmadigindan, v, 2 dir. Bu nedenle,

nm-—1
2

B, =
olur.Bundan dolay1, ortalama Ortii sayisi
(mn+1)(mn+1)+(mn -1)(mn-1)
B(G) = 2 2 2 2
mn

2(mn)* +4
4mn

pG)=

16



(mn) 1
2mn

pG)=

P.oP, grafinin ortalama ortii sayist yukaridaki iki durumdan dolay,

M mn Gt
E( I:)n o Pm) = 2
(M) +1 sihalde
2mn

seklinde elde edilir.

O

Teorem 4.4. P, , n tepeli yol graf, C_ m tepeli ¢evre graf ve Vn,m e Z" olsun.

Bu takdirde,
B(P.oC,)= n(mw.
2
dir.
Ispat: P , n tepeli yol graflar, C_ m tepeli gevre graflar ve

V(P,)={u,u,,...u.}, V(P,)=1{v,v,,...,.v, } olsun. P, ve C_ graflarinin
kartezyen ¢arpimindan olan G =P, oC  grafinin tepeler kiimesi
V(G)=V(P,)xV(C,) ve |V(G)|=nm dir.

V(G) = {u,V; U,V e, Up Ve UV, UV, U Vs UV UV, U Vb olsun. Sekil

4.4 te P,oC, grafinin etiketlenmis hali verilmistir.

Sekil 4.4. P,oC, grafi

n ve m nin tek ve ¢ift olmasina bagl olarak dért durum g6z oniine alinir.
Durum 1: n ve m ¢ift olsun. uv; (i=1,...,n, j=1,...,m) tepesi i¢in bolgesel ortii

say1si
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ﬂuivJ = |{ulVUu3vla---=un—lvlau2V2’ u4V23~-- u,v

sUpVogeeey

UV UV ey UV UV UV e Un Vi |
ya da
B, = UV UV, UV UV, U Uy Ve
UyVi s UV oo Un Vi Up Vs UV UV
dir.

m
Bundan dolay1, /3, < {E—l n.

S,, V yi igeren minimal bdlgesel ortii kiimesi olsun. Vv tepesi G grafindan
cikarilsin. Bununla birlikte, Gnin Vv ile iliskili ayritlar1 da silinir. Eger v, V' veya
V" ne esit ise bu takdirde (v',v") ¢ E(G —u) dir. Aksi halde, (v',v")e E(G-u) ve
(v',v") ayritinz1 S, kiimesinde Orten bir tepe olmalidir. S, minimal oldugundan bu

kiimeden bir eleman silinmesinin ardindan elde edilen kiime bir bolgesel ortii kiimesi
m
olmadigindan, ,Buivj > {E—l n dir.

Buradan,

m

nm.n| —

B(P.oC y=— 121 Pw
nm 2

Durum 2: n ve m tek olsun. uyv; (i=1,...,n, j=1,...,m) tepesi i¢in bolgesel ortil

sayl1st

Biv = UV, UV UV UG, U, U Vs, UV

ivj > n-1

me2sUsVin_oseees

U Vi UV UV s e U Vi UV UV UV, UGV } |
ya da

ﬁuivj =| {ulvl,uzv1 UyVp,ee, UV UGV, UV e U Vo UV S, UV e,

TRVRIRTRY

nVm-2> UgVinrs s UnVin Ui Vi UsVi 5 U Vi }| .

m-12

Bu kiimenin eleman sayis1 herbir UV, (i=1,..,n, j=1,...,m) i¢in aymdir. Sekil 4.4 te

goriildiigii gibi P,OC,, grafinin isaretlenmis her bir béliimii n tepe ile ortiiliir ve
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m
bunlar LEJ kadardir.Geriye kalan ortiilmemis ayritlar i¢in n tane daha tepe bolgesel

ortli kiimesine alinmalidir. Boylece her bir tepe i¢in

m m m
ﬁuivj gn{EJn =n(1+LEJ)=n{EW.

S,, V yi igeren minimal bdlgesel ortii kiimesi olsun. Vv tepesi G grafindan

¢ikarilsin. Bununla birlikte, Gnin Vv ile iligkili ayritlar1 da silinir. Eger v, V' veya
V" ne esit ise bu takdirde (v',v") ¢ E(G —u) dir. Aksi halde, (v',v")e E(G-u) ve
(v',v") ayritinz1 S, kiimesinde Orten bir tepe olmalidir. S, minimal oldugundan bu

kiimeden bir eleman silinmesinin ardindan elde edilen kiime bir bolgesel ortii kiimesi
o m
olmadigindan, g, >n [5—‘ dir.

Boylece,

H
nm.n| —
B(P,aC,)=—2 :nm.

nm 2

Durum 3: n ¢ift, m tek olsun. uyv; (i=1,...,n, j=1,...,m) tepesi i¢in bolgesel ortli

sayisl

P, =[{UV L UV UV UV UV e UV e UV UV s ey

un—lvm—z H uzvm—l > u4Vm—1 EAR uan—l > ulvm 4 uzvm 3 u3vm te unvm } |

ya da

P, = UV UV, UV, e UV UV UV e UV UV UV, e,

un—le—Z 4 uva—l > u4Vm—1 EAR uan—l > ule H u3Vm ERRE un—le } | .

Boylece her bir tepe igin
n+(m=1yDen[ HEM | _pf M
2 2 2
m
Bundan dolay1, /4, < n{z—‘ dir.

S,, V yi igeren minimal bdlgesel ortii kiimesi olsun. Vv tepesi G grafindan

¢ikarilsin. Bununla birlikte, Gnin Vv ile iligkili ayritlar1 da silinir. Eger v, V' veya
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V" ne esit ise bu takdirde (v',v") ¢ E(G —u) dir. Aksi halde, (v',v") e E(G-u) ve
(v',v") ayritin1 S, kiimesinde orten bir tepe olmalidir. S, minimal oldugundan bu

kiimeden bir eleman silinmesinin ardindan elde edilen kiime bir bolgesel ortii kiimesi

[ m
degildir. Bu nedenle, ﬂuivj >N {5—‘ dir.

Boylece,

Durum 4: n tek, m ¢ift olsun. uyv; (i=1,...,n, j=1,...,m) tepesi i¢in bolgesel ortii

sayl1st

By, =[{UV L ULV UV UV s UV ey Uy Ve, UV UV s

un—lvm—z 4 ulvm—l 4 u3vm—1 LR unvm—l 4 u2vm 4 u4vm 4 u()Vm ot un—lvm } |

ya da

B, = |{u2vl,u4v1 UgVysees Uy VUV, UV, UV UV UV oy,

v s UV geeey

TRVRRTRY,

n"m-2°

u,v u._v

m-12°**>*n-1"m-1°

m
ﬂuivj <n |7E—l .

S,, V yi iceren minimal bolgesel ortli kiimesi olsun. Vv tepesi G grafindan

- VAVENTAVERNRVAATE

Bdylece her bir tepe icin

¢ikarilsin. Bununla birlikte, Gnin Vv ile iliskili ayritlar1 da silinir. Eger v, V' veya
V" ne esit ise bu takdirde (v',v") ¢ E(G —u) dir. Aksi halde, (v',v")e E(G-u) ve

(v',v") ayritin1 S, kiimesinde orten bir tepe olmalidir. S, minimal oldugundan bu
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kiimeden bir eleman silinmesinin ardindan elde edilen kiime bir bolgesel ortii kiimesi
g m
degildir. Bu nedenle, f,, 2N {5—‘ dir.

Bundan dolayi,

nm

nm.n(rq
B(Pnncm)z—zzn[m]

Tim durumlardan asagidaki sonug elde edilir.

nm.n(—‘
B(Pn I:|Cm) =—2

m
m
=nl—|.
nm [2}

Teorem 4.5. G, diimen grafve neZ", n>4 olsun. Bu takdirde,

o#

— n+l
H)=n+
pH,) 2n+1

dir.

Ispat: H_ grafinin tepe kiimesi V(Hn)={vl,vz,... Vv }olsun. Diimen graftaki ug

> 2n+l1

tepelerin ve merkez tepenin kiimesi {V,,V,,...,V,,Vy,.,

} diger tepelerin kiimesi
{Vn+l,vn+2,...,V2n} olsun. Diimen graf i¢in iki farkli durumda bolgesel ortii sayisi elde

edilir. Sekil 4.5 te H, grafinin etiketlenmis hali verilmistir.

Sekil 4.5. H, grafi

Durum 1:Eger v, € {vl,vz,...,vn,vMH} alinirsa bu takdirde H grafinin bolgesel ortii

sayist f3, :‘{Vanw-aVnaVan} =n+1 dir. Bu bolgesel ortii kiimesi tek degildir.
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Benzer sekilde elde edilen diger bolgesel ortii kiimelerinin bolgesel ortli sayilart ayni
gelir. Bu durumda, bolgesel ortii sayist n+1 tepe icin bolgesel ortii kiimesinin
eleman sayisi olan n+1 olarak bulunur. Béylece, £, (H,) <n+1 dir.

S,, V yi iceren minimal bolgesel ortii kiimesi olsun. Vv tepesi G grafindan
cikarilsin. Bununla birlikte, G grafinin v ile iligkili ayritlar1 da silinir. Eger v, V'
veya V" ne esit ise bu takdirde (v,v")gE(G-u) dir. Aksi halde,
(v,v e E(G-u) ve (v',v") ayritimm S, kiimesinde Orten bir tepe olmalidir. S,
minimal oldugundan bu kiimeden bir eleman silinmesinin ardindan elde edilen kiime

bir bolgesel ortii kiimesi olmadigindan, £, (H,)=2n+1 dir.

Bu nedenle,
B, (H,)=n+1
olur.

Durum 2: Eger v, €{v,,,,V V,,} ise bu takdirde H, grafinin bolgesel ortii

n+1% “n+22°°* “2n

sayist f3, (H,) :‘{vnﬂ,vm,...,vzn} =n dir. Bu bolgesel ortii kiimeleri tek degildir.

Benzer sekilde elde edilen diger bolgesel ortli kiimelerinin eleman sayilar1 aynm geli.

B, <n bulunur.

S,, V yi igeren minimal bir bolgesel ortli kiimesi olsun. Vv tepesi G

grafindan ¢ikarilsin. Bununla birlikte, G grafinin v ile iligkili ayritlar1 da silinir.
Eger v V' veya V" ne esit ise bu takdirde (v',v")¢ E(G—-u) . Aksi halde,
(viv e E(G—-u) ve (v',v") ayritim1 S, kiimesinde Orten bir tepe olmalidir. S,

minimal oldugundan bu kiimeden bir eleman silinmesinin ardindan elde edilen kiime

bir bolgesel ortii kiimesi olmadigindan, B, >n dur.

Bu nedenle,

olur.
Bu durumda, ortalama 6rtii sayist;

(n+1)(n+1)+nn —n+ n+1

)
pH,) 2n+1 2n+1

dir.
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Teorem 4.6. F,  bir yelpaze(fan) graf ve a,b pozitif tamsay1 olsun. Bu takdirde,

a+LEJ, b cift VCE>a
2 2
2, k2 _
B(E )= 2a” +b”+3ab a+1’ btekveEZa
’ 2(a+b)
a(b+1)+b? b+1
iy —<a
a+b

dir.

Ispat: F, b= K, +P, ve yelpaze grafin tepe kiimesi

\% (Fa,b ):{Vl,vz,....,Va,va+1,...,va+b} olsun. Sekil 4.6 da F,, grafinin etiketlenmis

3

hali goriilmektedir.

Sekil 4.6. F, ; grafi

Durum 1: b ¢ift ve %>a olsun. Bu durumda ilk olarak bdlgesel ortii kiimelerini

elde edilir. b ¢ift oldugundan R grafinin ortii kiimeleri EJ elemanlhdir. Bu durumda
P ortiilmiis olacaktir. Geriye yelpaze grafin taniminda, tam grafin tiimleyeninden

gelen {v,,v,,...,V,} ayntlar kalr. gza kosulu kullanilirsa eger {V,,V,,....,V,}

tepeleri yani a tane tepe daha ortii kiimesine dahil edilmelidir. Buradaki her tepe i¢in
ortii kiimeleri benzer geldiginden dolayisyla bolgesel ortii kiimelerinin eleman

sayilar1 da esit olacaktir. Bundan dolay1,
b
<a+|—
psas]2

S,, V yiigeren minimal bir bolgesel ortii kiimesi olsun. V tepesi G grafindan

dir.
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cikarilsin. Bununla birlikte, G grafinin v ile iligkili ayritlar1 da silinir. Eger v V'
veya V" ne esit ise bu takdirde (v',v") ¢ E(G —u). Aksi halde, (v',v")e E(G—u) ve
(v',v") ayntin1 S, kiimesinde Orten bir tepe olmalidir. S, minimal oldugundan bu

kiimeden bir eleman silinmesinin ardindan elde edilen kiime bir bolgesel ortii

kiimesi olmadigindan, g, >a+ [g J dir.
Bu nedenle,
b
B(F, ap) =2+ {EJ
olur.

+1
Durum 2:b tek, b7> a ve V(R)={V,,Vaszr-rVayp) Olsun. Burada, 1.duruma benzer

bir yaklasimda bulunulur. Boélgesel ortii kiimelerini elde etmek igin iki kosul

incelentir.

. s b-1

l) Vk € {Va+2>va+4""ﬂva+b—1} 1S€ ﬂ |{ 2’ <% a’Va+2’Va+4’ o a+b 1}| a+7 dlI‘
Buradaki her tepe icin bolgesel ortii kiimeleri benzer sekilde geleceginden bolgesel
- b—-1

ortli sayist 3, < a+7 olur.

S,, V yiigeren minimal bir bolgesel ortii kiimesi olsun. Vv tepesi G grafindan

¢ikarilsin. Bununla birlikte, G grafinin Vv ile iligkili ayritlar1 da silinir. Eger v V'
veya V" ne esit ise bu takdirde (v',v") ¢ E(G —u). Aksi halde, (v,v")e E(G—-u) ve
(v',v") ayritinz1 S, kiimesinde Orten bir tepe olmalidir. S, minimal oldugundan bu

kiimeden bir eleman silinmesinin ardindan elde edilen kiime bir bolgesel ortii
kiimesi olmadigindan, B, > a+% dir.
Bu nedenle,

p=a+>—

olur.
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" . b+1 .
“) Vke{va+1’va+37""va+b} 1s¢ ﬂ |{ 2’ i a’va+1’va+3’ 2 a+b} a+7 dlr'

Buradaki her tepe i¢in bolgesel ortii kiimeleri benzer sekilde geleceginden bolgesel
ortli sayist f, < a+% olur.

S

V yi igeren minimal bir bolgesel ortii kiimesi olsun. V tepesi G grafindan

cikarilsin. Bununla birlikte, G grafinin v ile iligkili ayritlar1 da silinir. Eger v V'
veya V" ne esit ise bu takdirde, (v',v") ¢ E(G —u). Aksi halde, (v',v") e E(G—u) ve
(v',v") ayntin1 S, kiimesinde Orten bir tepe olmalidir. S, minimal oldugundan bu

kiimeden bir eleman silinmesinin ardindan elde edilen kiime bir bolgesel ortii
. 9 b+1
kiimesi olmadigindan, S, 2a+7 dir.
Bu nedenle,
ﬂvk =at——

olur.

O halde ortalama ortii sayist;

(a+M) + — bzl a+ﬁ
2 2 2 ) 2a’+b’+3ab-a+l

PR = a+b - 2(a+b)

dir.

Durum 3: % <a olsun. Segilen tepenin P, grafinin eleman: olup olmamasina

gore iki farkli durum ile karsilasilir.

i) veV(R)={v V,.p} olsun. 4

a+l? a+2’ > Yath

—{Va+1,va+2, . a+b}‘ =b oldugundan bolgesel ortii

sayist 4 < b olur.
S,, V yiigeren minimal bir bolgesel ortii kiimesi olsun. Vv tepesi G grafindan

cikarilsin. Bununla birlikte, G grafinin v ile iligkili ayritlar1 da silinir. Eger v, V'
veya V" ne esit ise bu takdirde (v',v") ¢ E(G —u). Aksi halde, (v',v") e E(G—u) ve
(v',v") ayntin1 S, kiimesinde Orten bir tepe olmalidir. S, minimal oldugundan bu

kiimeden bir eleman silinmesinin ardindan elde edilen kiime bir bolgesel ortii

kiimesi olmadigindan, 4 >b dir. Bu nedenle,
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B, =b

olur.

{V,V VeV, }‘:b+l dir. Buradan bolgesel ortii

i) Ve {V,V,,..,V, } olsun. B =V, 1,V 00 Vyp
sayist ff <b+1 elde edilir.
S,, V yi igeren minimal bir bolgesel ortii kiimesi olsun. V tepesi G grafindan

¢ikarilsin. Bununla birlikte, G grafinin v ile iliskili ayritlar1 da silinir. Eger v ,Vv'
veya V" ne esit ise bu takdirde (v',v") ¢ E(G —u). Aksi halde, (v,v")e E(G—u) ve
(v',v") ayritinz1 S, kiimesinde Orten bir tepe olmalidir. S, minimal oldugundan bu
kiimeden bir eleman silinmesinin ardindan elde edilen kiime bir bolgesel ortii kiimesi

olmadigindan, £ > b+1 dur.

Bu nedenle,

£, =b+1
olur.
Buradan ortalama ortii sayisi,
» a(b+1)+b?
B(F,)= (b+1)
a+b
dir.
Boylece, yelpaze(fan) grafin ortalama oOrtii sayisi:
a+E , bgiftvew>a
2 2
2 2
B(E )= 2a” +b” +3ab a+l’ btekveEZa
’ 2(a+b) 2
a(b+1)+b’ b+1
a+b ’ 2
seklinde elde edilir.

Teorem 4.7.G =F, | bir piramit graf ve a,b pozitif tamsay1 olsun. Bu takdirde,

b b_ .
~ a+ 5 , Ezalse
Plfan)= B+abtl) b

———=, —<aise
a+b

dir.
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Ispat: Ispat iki durum ile ele alinir.

P.»=aK, +C, ve V(P(a,b)):{Vsza VasVayrs-Vaupf Olsun. Sekil 4.7 de P

ceeey Vo Vo gsee

(3.4)

grafinin etiketlenmesi gosterilmistir.

Sekil 4.7. B, ,, grafi

Durum lzgza olsun. Bu durumda ilk olarak bolgesel ortii kiimeleri bulunur. G

. b :
grafinin Ortii kiimesi eleman sayisi k—‘ dir. Bu durumda, secilen tepeler G grafinin
ayntlarint drter. Geriye {V,,V,,....,V,} tepeleri ile G arasindaki ayritlar kalacaktur.

gza kosulu kullanirsa {V,,V,,....,V,} tepe kiimesi bélgesel ortii kiimesine dahil

edilmelidir. Buradaki her tepe icin bolgesel ortii kiimeleri ayni gelir. Buradan

bolgesel ortii sayisi, £ < a+E—l dir.

S, minimal bir bolgesel ortii kiimesi olsun. Eger minimal 6rtii kiimesinden bir

eleman c¢ikarirsak yeni olusan kiime bolgesel ortii kiimesi olmayacaktir. Bu nedenle,

B 2a+[g—‘ olur.

Bu durum i¢in ortalama ortii sayisi,

_ b
PPy =a+H

seklinde elde edilir.

> Yath

Durum 2: g<a ve V(G)={V,,;,VypoVy} Olsun. Segilen tepenin G grafinin

tepesi olup olmamasina gore iki alt durum s6z konusudur.

i) Ve{V,,,VaismmesVyup | Olsun. Bundan dolayi, = {va+1,va+2,....,va+b}‘ =Db olur.
ii) ve {VI,VZ,....,Va} olsun. Buradan bolgesel ortii sayis1 4 = {v,va+1,va+2,....,v&m}‘ =b+1
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a(b+1)+b’

seklinde elde
a+b

olur. Bu iki altdurumdan boélgesel ortii sayisi, £, <

edilir.
S, , minimal bir bdlgesel ortii kiimesi olsun. Eger minimal ortii kiimesinden bir

eleman c¢ikarirsak yeni olusan kiime bolgesel ortii kiimesi olmayacaktir. Bu nedenle,

a(b+1)+b?
B, = # olur.
a+b
Boylece,
_ a(b+1)+b’
P = 7 =
B(Raw)=——t
dir.
Buradan, piramit grafin ortalama 0rtii sayisi,
a+[g—l, EZa ise
ﬂ( an,b)) B b2 1 b
a+b

dir.

O

Teorem 4.8. G tarak(comb) graf ve N >2 ve neZ olsun. Bu takdirde, #(P)=n

dir.

Ispat: P* V(P")={v,,v,,..,v, } grafinin tepe kiimesi olsun. ’V(P;) =2n dir. Sekil

4.8 de P, grafinin etiketlenmis halini gosterilmektedir.

Sekil 4.8. P, grafi
u,veV(P’) olsun. Bolgesel ortii kiimelerini olustururken d(u,v)=2 uzunluklu
tepeler secilir, yani p, :|{V1,V3,...,V2n_l}| =n ya da p, :|{v2,v4,...,V2n}| =n olur.
Buradan, bolgesel ortii sayis1 S, <n elde olarak edilir.

S, , minimal bir bdlgesel ortii kiimesi olsun. Eger minimal 6rtii kiimesinden bir
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eleman ¢ikarirsak yeni olusan kiime bolgesel ortii kiimesi olmayacaktir. Bu nedenle,
£, =n

olur.
Bu durum i¢in ortalama ortii sayisi;
A(R)=n
olarak elde edilir.
i

Teorem 4.9. G dairesel merdiven(circular ladder) graf ve n>2, neZ olsun. Bu

takdirde,

n+1, n tek ise nl =
o . =2/~ |=p(RoC,)
n , ngift ise 2

B<cm={

dir.

Ispat: Grafin tepeleri V(CLn):{V“,VIZ,VZI,VZZ,...,VM,VHZ} seklinde etiketli olsun.

[spat iki durumda incelenir. Sekil 4.9 da CL, grafinin etiketlenmis hali verilmistir.

22

3z

42

Sekil 4.9. CL, grafi

Durum 1: n ¢ift olsun. Bu durumda, asagidaki iki farkli kiimenin eleman sayisindan

elde edilir:
ﬂv“ CL)= ‘{Vn V225 V315V Vi, aVnz}‘ =N

B, 2 CL) = ‘{V129v21’v32’V419""V(n—1)2’Vn1}

=n

Her tepe icin elde edilen bolgesel ortii kiimelerinin eleman sayilar esittir. Buradan,

bolgesel ortii sayisi ﬂuivj <n dir.

S, , minimal bir bolgesel ortii kiimesi olsun. Eger minimal ortii kiimesinden bir
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eleman ¢ikarirsak yeni olusan kiime bolgesel ortli kiimesi olmayacaktir. Bu nedenle

B, 2N

]

olur. Bundan dolay1 ortalama ortii sayisi,

PBCL)=n
dir.
Durum 2: n tek olsun. Benzer sekilde iki farkli bolgesel ortii kiimesi ile bolgesel

ortii sayilar1 bulunabilir.

ﬂv“ (CL) :‘{Vn9V223V31aV429---:V(nfl)zavmavnz}‘ =n+l

ﬁvlz (CL) = ‘{V129V217V32’V419"'7V(n—1)19Vn19vn2}‘ =n+1
Her tepe icin elde edilen bolgesel ortii kiimelerinin eleman sayilari esittir. Buradan,

bolgesel ortii sayist S, <n+1 dir.

Uy =
S, , minimal bir bdlgesel ortii kiimesi olsun. Eger minimal 6rtii kiimesinden bir

eleman ¢ikarirsak yeni olusan kiime bolgesel ortli kiimesi olmayacaktir. Bu nedenle,

B, =n+1

olur.Bu durum i¢in ortalama ortii sayisi,
B(CL,)=n+1
dir.

Buradan dairesel merdiven grafin ortalama ortii sayisi,

n+1, n tek ise_2 n
n , ngcift ise

k)= 2

dir.
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Theorem 4.10. Q,, VN>2 ve neZ olan bir hiperkiip graf olsun. Bu takdirde,
B(Q)=2"" dir.
Ispat: Hiperkiip grafinin tepeleri V(Qn):{vl,vz,....,vzn} seklinde etiketlenmis

olsun. Q, grafinin etiketlenmis hali Sekil 4.10 ile gostermektedir.

v Vo

Sekil 4.10. Q, grafi
Ik olarak Q, igin bolgesel &rtii kiimeleri bulunur. Q, grafimin tepe sayist
|V(Qn)|=2“ dir. Aralarindaki uzaklik d(u,v)=2 olacak sekilde tepeler secilerek

bolgesel ortli kiimesine dahil edilir ve elde edilen kiime ile tiim ayritlar ortiiliir.

n
Burada, secilen tepe sayist grafin tepe sayisinin yarisi oldugundan f, S%=2“‘1

elde edilir. Her tepe icin elde edilen bolgesel ortii sayilari esittir. Dolayisiyla,
B(Q,)<2"" olur.

S, minimal bir bolgesel ortii kiimesi olsun. Eger minimal 6rtii kiimesinden bir
eleman ¢ikarirsak yeni olusan kiime bolgesel ortii kiimesi olmayacaktir. Bu nedenle,
B, >2"" olur. Dolayistyla £(Q,)>2"" elde edilir.

Buradan Q, grafinin ortalama Ortii sayist,

B@Q,)=2""
dir.
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5. SONUC VE ONERILER

Bu c¢aligmada bazi 6zel graflar iizerinde zedelenebilirligin bir dl¢limii olan
ortalama Ortli sayis1 hesaplanmistir. Bunlar ¢evre grafin kuvveti, yol grafin kuvveti,

grid graflar (P,oP,, P,oC, ), piramit graf, yelpaze graf, diimen graf, tarak graf,

dairesel merdiven graf, hiperkiip graftir. Burada, elde edilen sonuglar grafin her
tepesi i¢in ayr1 ayr1 bolgesel Ortli sayilarinin hesaplanmasiyla bulunmustur. Elde
edilen bdlgesel ortli sayilarinin toplami grafin tepe sayilarina boliinerek her bir graf
icin ortalama Ortii sayis1 bulunmustur. 2013 yilinda Dogan ve Diindar’in makalesinde
de bahsedildigi lizere ayn1 tepe ve ayrit sayisina sahip iki graftan ortalama Ortii sayisi
blyiik olan graf daha dayaniklidir[7]. Bu c¢alismada graf teorinin Onemli
noktalarindan biri olan daha dayanikli grafin sec¢ilmesinde kullanilabilecek farkli bir
Olciim olan ortalama Ortii sayisi iizerinde durulmustur. Burada, ele alinan graf
siiflar1 uygulamada 6nemli yer tutan ag modellerinde secilmistir. Ortalama ortii
sayis1 Ol¢limii literatiirde fazla calisma yapilmamais bir 6l¢iim oldugundan bu ¢alisma
ile literatiirdeki eksiklikler giderilmeye calisilmistir. Daha sonra yapilacak olan
calismalara 151k tutmasi amaciyla ortaya koyulan teoremler ve ispatlar bunun

sonucunda ortaya ¢ikmuistir.

32



KAYNAKLAR

[1] Buckley F., Harary F. Distance in Graphs. Addison-Wesley Publishing
Company, California, USA, 1990, 335.

[2] Hartsfield N., Ringel G. Pearls in Graph Theory : A Comprehensive
Introduction. Academic Press, London, 1990, 255.

[3] Beineke L. W., Oellermann O. R., Pippert R. E. The Average Connectivity of a
Graph. Discrete Mathematics. 2002, 252(1-3), 31-45.

[4] Dankelmann P., Oellermann O. R. Bounds on the Average Connectivity of a
Graph. Discrete Applied Mathematics. 2003, 129(2-3), 305-318.

[5] Xinhui A., Baoyindureng W., The Winner Index of the kth Power of a Graph.
Applied Mathematics Letters. 2008, 21(5), 436-440.

[6] Moazzami D. Tenacity of a Graph with Maximum Connectivity. Discrete
Applied Mathematics. 2011, 159(6), 367-380.

[7] Dogan Durgun D., Nihan Altundag F., 2-rainbow Domination Number of Some

Graphs, CBU Journal of Science. 2016, 12(3), 363-366.

[8] Dogan D., Dundar P. The Average Covering Number of a Graph. Journal of
Applied Mathematics. 2013, article ID 849817.

[9] Intaja S., Sitthiwirattham T. Some Parameters of Fan Graph. International
Journal of Pure and Applied Mathematics. 2012, 80(2), 217-223.

[10] Henning M. A. and Oellermann O. R. The average connectivity of regular
multipartite tournaments. The Australasian Journal of Combinatorics. 2001, 23,
101-113.

[11] Henning M. A. Trees with equal average domination and independent

domination numbers Ars Combinatoria. 2004, 71, 305-318.

[12] Blidia M., Chellali M. and Maffray F. On average lower independence and
domination numbers in graphs. Discrete Mathematics. 2005, 295(1-3), 1-11.
[13] Chung F. R. K. The average distance and the independence number. Journal

of Graph Theory. 1988, 12(2), 229-235.

[14] Dogan Durgun D., Dundar P. The average covering number on graph
operations. Journal of Logic, Mathematics and Linguistics in Applied Sciences.
2016, 1(1).

[15] Vizing V.G., The Cartesian product of Graphs, Vycisl. Systemy. 1963, 9, 30-
43.

33



[16] Woess W., Thomassen C., Journal of Combinatorial Theory, Series B. 1993,
58, 248-268.

34



OZGECMIS

Adi1 Soyadi : Ali BAGATARHAN

Dogum Yeri ve Yili: Manisa, 1989

Medeni Hali : Bekar
Yabanci Dili : Ingilizce
E-posta : alibagatarhan1245@gmail.com

Egitim Durumu

Lise : Turgutlu Lisesi, 2005
Lisans : Ege Universitesi, Matematik Béliimii, 2015
Yayinlari

DOGAN DURGUN Derya, BAGATARHAN Ali, Average covering number for
some graphs, Rairo Operations Research (Accepted, 21 May 2018)

DOGAN DURGUN Derya, BAGATARHAN Ali,#On The Average Covering
Number Of Pyramid And Circular Ladder Graphs, Advanced Mathematical Models
& Applications, Submitted(2018).

Konferanslar ve Sempozyumlar

DOGAN DURGUN Derya, BAGATARHAN Ali, On the Average Covering Number
of Pyramid and Circular Ladder Graphs, International Science Conference, 29 June-1

July 2018, Sliven, BULGARIA

DOGAN DURGUN Derya, BAGATARHAN Alj, 16 th International Geometry
Symposium, 4-7 July 2018, Manisa, TURKEY

35


http://jomardpublishing.com/journals.aspx?lang=en&id=2
http://jomardpublishing.com/journals.aspx?lang=en&id=2

DOGAN DURGUN Derya, BAGATARHAN Ali, ACN on Graphs, 2. International
Students Science Congress, 4-5 May 2018, izmir, TURKEY

DOGAN DURGUN Derya, BAGATARHAN Ali, Average Covering Number for
Some Graphs, International Workshop on Mathematical Methods in Engineering,

April 27-29, 2017, Ankara, TURKEY

DOGAN DURGUN Derya, BAGATARHAN Ali, Average Covering Number for
Some Graphs, For particition in the International Students Science Conference, 5-6

May 2017, Abstract Book, 74, IZMIR, TURKEY

DOGAN DURGUN Derya, BAGATARHAN Ali, Power of a path and an n-cycle,
4th International Conference on Pure and Applied Sciences: Renewable Energy,

November 23-25, 2017, Istanbul Gelisim University, Istanbul-TURKEY
DOGAN DURGUN Derya, BAGATARHAN Ali, Average Covering Numbers for

Grid Graphs, 4th International Conference on Pure and Applied Sciences: Renewable

Energy, November 23-25, 2017, Istanbul Gelisim University, Istanbul-TURKEY

36



	/
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