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Bu calismada cksenel yiikleme altindaki Euler-Bernoulli kirisinin enine
titresim denklemi olan yiliksek mertebeden degisken katsayili lineer diferansiyel
denklemin Taylor matris yontemiyle ¢6ziimii sunulmustur. Calismada oncelikle
titresimle ilgili genel bilgiler verilmistir. Titresim ¢esitleri ve titresen mekanik sistem
elemanlar incelendikten sonra Euler-Bernoulli kiris denklemine ait hareket denklemi
cikarilmistir. Hareket denklemi konuma ve zamana bagli dordiincii mertebeden lineer
kismi diferansiyel denklemdir. Hareket denklemi basit-basit, ankastre-ankastre ve
ankastre-serbest siir sartlar i¢in verilen baslangi¢ sartlar1 altinda ele alinmistir. Bu
calisma enine titresen kirislerin ¢6ziimii i¢in yeni ve basit bir ¢dziim yontemi olan
Taylor polinom matris yontemini igerir. Onerilen metod kismi diferansiyel denklem;
i¢cinde bilinmeyen Taylor katsayis1 bulunan matris formuna doniistiiriir. Sinir sartlar
ve baslangic kosullari da matris denkleme eklendikten sonra, bu denklemler
kullanilarak kolay bir ¢oziim elde edilir. Calismada, eksenel yilik altindaki Euler-
Bernoulli Kirisinin serbest ve zorlamali titresimleri ¢alisilmis olup genel ve ozel
¢oziimler belirlenmistir. Metod, sayisal bir 6rnek problem ¢oziilerek agiklanmis ve
elde edilen sonuglar, tam ¢6zlimiin sonuglart ile karsilastirilmistir. Sonuglarin birbirleri
ile uyumlu oldugu gosterilmistir.

Anahtar Kelimeler: Taylor Matris Yontemi, Euler-Bernoulli Kiris titresimleri,
Taylor Polinomlar:
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In this study, the solution of the high order variable coefficient linear
differential equation of the transverse vibration of the Euler-Bernoulli beam subjected
to axial loading is presented. Some general information about vibrations is given at the
beginning. After reviewing the types of vibration and elements of vibrating mechanical
systems, governing equation of the Euler-Bernoulli beam is derived. This equation of
motion is a fourth order partial linear differential equation depending on position and
time. This equation is solved for the given initial conditions under simple-simple,
clamped-clamped and clamped-free boundary conditions. This study presents a new
and simple Taylor polynomial matrix method for solving transverse vibration of
beams. This method transforms the partial differential equation into a matrix form
containing unknown Taylor coefficients. The initial and boundary conditions are
imposed into this matrix equation, and then the equation is solved practically. In the
study free and forced vibrations of axially loaded Euler-Bernaulli beam are considered,
and general and special solutions are obtained. The method is explained with a
numerical example and the results are compared with those of the exact solution. The
results are shown to be compatible with each other.
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1. GIRiS

Bu boliimde titresim hakkinda genel bilgiler verilecek olup tarihsel gelisimi
anlatilacaktir. Euler-Bernoulli kiris titresim denklemi ele alinip uygulamali 6rneklerle

¢Oziim metodolojileri karsilastirilacaktir.

1.1. Titresim Teorisi

Titresim bir denge noktasi etrafindaki mekanik salinimdir. Bu salinimlar bir
sarkacin hareketi gibi periyodik olabilecegi gibi ¢akilli bir yolda tekerlegin hareketi
gibi rastgele de olabilir. Titresim, bir baska ifade ile salimim, belirli bir zaman
araliginda kendini tekrarlayan hareket olarak tanimlanir. Titresim genellikle
istenmeyen bir harekettir. Cilinkii bosa enerji harcar ve istenmeyen ses ve giiriiltii
olusturur. Ornegin, motorlarin elektrik motorlarinin ya da herhangi bir mekanik aracin
calisma esnasindaki hareketi istenmeyen titresimler tretir. Boyle titresimler
motorlardaki donen parcalarin balanssizligindan, diizensiz siirtiinmeden, disli
carklarin hareketinden kaynaklanabilir. Tabiattan 6rnek vermek gerekirse bir kusun
kanat cirpmalari veya deprem sarsintisi titresim hadisesine orneklerdir. Insanin
viicudundan bir 6rnek vermek gerekirse; kalbin bir ritimle ¢arpmasi bir titresim
hareketidir ve yasamin devami saglanir. Kulak zarmin titresimi sayesinde sesleri
duyariz. Girtlaktaki ses tellerinin titresimi ile konugma meydana gelir. Dikkatli
tasarimlar genellikle istenmeyen titresimleri minimize ederler. Sadece mekanik
sistemler degil, akigskanli, 1s1l, elektriksel sistemler vb. de titresime sahip olabilirler.
Ornegin, agir bir vasita gecerken demir bir kdpriide goriilen hareketler, ¢alisan bir
otomobilin kaputuna elinizi dayadiginizda hissettiginiz sarsinti, bir otomobilin vites
kutusundan gelen ugultu, sehir sebekesi gerilimindeki dalgalanmalar sonucu
evinizdeki elektrik ampuliiniin parlakliginin degismesi, ya da bir seker hastasinin
kanindaki seker miktarinin dalgalanmasi bir titresim problemi olarak ele alinabilir. Bu

problemlerin hepsi birbirini andiran yontemler kullanilarak analiz edilebilir.

Bir¢ok makine pargasi periyodik hareket yapacak sekilde tasarlanir. Bu
hareketler sirasinda makinenin gesitli elemanlarima zamana gore deg§isen kuvvet ve
momentler uygulanir. Bunun sonucunda titresimler ortaya ¢ikar. Titresimlerin ve
bununla birlikte genel kuvvet ve moment degisikliklerinin tasarimlarda dikkate

alimmasi gerekir. Zira titresimler, makine elemanlarinda statik kuvvetlere ek olarak,

1



zamana gore degisen kuvvetlerin olusmasina da sebep olurlar. Bu kuvvetlerin
genliklerinin bliylik olmasi ise, bazi parcalarin mukavemet sinirlar1 Otesinde

yiiklenmesine ve kalic1 deformasyonlara yol agabilir.

Insanlarin titresim konusu ile ilgilenmesi ve anlamaya ¢alismasi ilk olarak
miizik aletlerinin kesfiyle baglamistir diyebiliriz [1]. Titresim konusu genelde ses ve
titresim baslig1 altinda ele aliir. Ozellikle titresim ve giiriiltii problemleri modern
cagda teknolojinin gelisimine paralel olarak ortaya ¢ikan ve insanlarin ¢ézmeye

calistig1 problemlerdir.

Robert Hooke (1635-1703) titresen sicimlerle ilgili deneysel ¢alismalar
yapmistir. ”Akustik” kelimesini literatiirde ilk defa kullanan kisi ise yine titresen
sicimlere ait galismalar yapan Joseph Sauveur’ dur. Sauveur (1653-1716) ve John
Vallis (1616-1703) ayni zamanlarda birbirlerinden bagimsiz olarak mod yapilar
kavramini ele almislardir. Titresen sicimlere ait hareket denklemleri ¢ikarilirken ecle
alian en 6nemli kanun bilindigi iizere Newton’ un 2. kanunudur. Bu noktada Isaac
Newton’ un (1642—1727) evrensel ¢ekim kanununu ve harekete ait i 6nemli kanunu
ortaya koydugu “Naturalis Principia Mathematica” adli 1686 tarihli ¢ok Onemli

calismasini anmak gerekir.

Titresen sicimlere ait teorik ¢aligmalar ilk olarak Brook Taylor (1685-1731)
tarafindan yapilmistir. Taylor’un teorik olarak buldugu titresime ait tabii frekans
degerleri Galileo ve Mersenne’ nin deneysel sonuglari ile uyumludur. Daniel Bernoulli
(1700-1782), Jean D’ Alembert (1717-1783) ve Leonard-Euler (1707-1783),
Taylor’un ¢alismasini, hareket denklemine kismi tirev terimleri Kkoyarak
gelistirmiglerdir. Degisik sekillerde mesnetlenmis ince kirislere ait titresimlerin
modellenmesi ilk olarak Euler (1744) ve Bernoulli (1751) tarafindan yapilmistir. Bu

sebeple bu teoriye Euler-Bernoulli kiris teorisi denilmektedir.

1.2. Tamimlar
Titresim hareketi, igerdigi bir¢ok 6zelligin ele alinmasina gore ¢esitli gruplara

ayrilir. Asagida temel bazi siniflamalar siralanmustir [1].



1.2.1. Serbest Titresim

Titresimde bulunan bir sisteme hareketi sirasinda dig kuvvetler ve momentler
uygulanabilir ya da uygulanmayabilir. Sistem verilen bir ilk deplasman ile titresirse,
baska bir deyisle dis kuvvetin etkisi olmazsa buna serbest titresimli sistem denir.
Sistemin serbest titresiminin frekansina bu sistemin dogal (tabii) frekansi denir.
Serbest titresim sirasinda sistemin iizerinde hicbir dis etki olmadigindan, serbest
titresim frekansi yani sistemin dogal frekansi tamamen sistemin kendi parametreleri
tarafindan belirlenir.

1.2.2. Zorlanms Titresim

Dis kuvvetlerin etkisi altinda olan titresime zorlanmuis titresim denir. Sistemi
zorlayan kuvvet harmonik bigimde degisiyorsa buna harmonik zorlama denir. Zorlama
frekansi zorlanan sistemin frekansi ile ayni ise bu duruma rezonans denir.

1.2.3. Rezonans

Rezonans, en genel tanimi ile sistemin tabii frekansinin sisteme etkiyen
zorlama kuvvetinin frekansina ¢ok yakin olmasidir.

Rezonans, fizikte bir sistemin (genellikle dogrusal bir sistemin) bazi
frekanslarda digerlerine nazaran daha biiyiik genliklerde salinmasi egilimidir. Bunlar,
o sistemin rezonans frekanslari olarak adlandirilirlar. Bu frekanslarda kiiciik periyodik
kuvvetler bile ¢ok biiyiik genlikler tiretebilir.

1.2.4. Soniimlii ve Soniimsiiz Titresimler

Titresim stiresince sistemde herhangi bir enerji kayb1 meydana gelmiyorsa bu
tarz titresimlere sonlimsiiz titresimli sistemler denir. Eger titresim esnasinda siirtlinme
vs. nedenlerle bir enerji kayb1 oluyorsa boyle sistemlere soniimlii titresimli sistemler
denir. Sonilim, titresim frekansini etkileyen bir parametredir. Ancak sonlim kiiciikse
tabii frekansa etkisi ¢ok azdir ve tabii frekans soniimsiiz sistemdeki gibi
degerlendirilebilir.

Bu tezde, eksenel yiikleme altindaki kirislerin enine titresim problemi ti¢ farkli
mesnet durumu i¢in sayisal olarak ¢oziilebildigi gibi, birbiri ile uyumlu sonuglarin elde

edildigi Taylor matris yontemi ile daha pratik bir ¢6ziim elde edildigi gosterilmistir.



2. GENEL BIiLGILER

2.1. Kiris Teorilerine Genel Bir Bakis

Miihendislikte kolon, kiris gibi ¢ubuk elemanlarin analizinde kullanilan dort
kirig teorisi vardir. Bu teoriler tarihi gelisim sirasina gore, en temel kiris teorisi olan
Euler-Bernoulli kiris teorisi, kayma sekil degisimlerini dikkate alan Timoshenko
teorisi ile Shear ve Rayleigh teorileridir. Kiris teorileri 1921 yilindan bu yana
kullanilmaktadir. Bu teoriler kiris enine titresim problemlerinde kismi diferansiyel
hareket denklemi acisindan zorlama kuvveti altinda ve serbest titresim olarak
baslangi¢ kosullar1 ve sinir sartlari agisindan formiile edilmislerdir. Gegmiste homojen
olmayan baslangi¢ ve sinir deger problemlerin ¢éziimiiniin anlasilabilmesi ve elde
edilmesi i¢in ¢ok ¢abalar sarf edilmistir. Bu konuda en kapsamli ¢alisma Traill Nash
ve Collar tarafindan yapilmistir [2]. Fakat onlar sadece dort kiris modeli igin ¢esitli
kosullara gore frekans denklemleri olusturmuslardir. Tam formiilasyonlu kiris
problemi ilk olarak genel elastikiyet denklemleri olarak Pochhammer (1876) ve Chree
(1889) tarafindan arastirilmistir [3]. Onlar titresimli bir kati silindiri tanimlayan
denklemler elde etmislerdir. Ancak bu denklemler problemi tam ¢ézmek igin pratik
degildir. Ciinkii genellikle uygulamada ihtiya¢ duyulan bilgilerden daha fazlasini verir.

Bu nedenle enine yer degistirme i¢in yaklasik ¢oziimler yeterlidir.

Enine kirisg titresimlerinde en Onemli faktoriin egilme etkisi oldugu
aragtirmacilar tarafindan kabul edilmistir. Euler-Bernoulli modeli egilme ve kinetik
enerji ile enine yer degistirme sebeplerinden dolay1 gerilme enerjisini igerir. Euler-
Bernoulli modeli 18.yy’ a kadar uzamr. Ik olarak elastik kirisin herhangi bir
noktasindaki egriligin o noktadaki egilme momenti ile dogru orantili oldugunu Jacob
Bernoulli (1654-1705) kesfetmistir. Kirig titresim hareketine dair diferansiyel
denklemi ise Jacob’ un yegeni olan Daniel Bernoulli (1700—-1782) ilk olarak formiile
etmistir. Daha sonra Jacob Bernoulli’ nin teorisi ¢esitli yiikleme kosullar1 altinda
elastik kirislerin sekil degistirmesini inceleyen Leonhard Euler (1707-1783)
tarafindan kabul edilmistir. Euler tarafindan elastik egriler lizerinde bir¢ok gelismeler
yapilmustir [4]. Euler-Bernoulli kiris teorisi, klasik kiris teorisi, Euler kirig teorisi,
Bernoulli kiris teorisi veya Euler-Bernoulli kiris teorisi olarak da adlandirilir. Ancak

Euler-Bernoulli modeli dogal frekanslar1 biraz abartma egilimindedir. Bu sorun



yiiksek mod yapilarinin dogal frekansi i¢in daha da siddetlenir. Ayrica ince kirisler

icin tahmin ince olmayan kirislere nazaran daha iyidir.

Rayleigh kiris teorisi (1877), Euler-Bernoulli teorisi iizerinde sira dis1 bir
gelisme saglamistir. Sonug olarak Euler-Bernoulli modelindeki dogal frekanslari

kismen diizeltmistir. Ancak dogal frekanslar hala hesaplanandan fazladir.

Kayma modeli ise Euler-Bernoulli modeline kayma gerilmelerini ekler. Bu
ekleme sayesinde Euler-Bernoulli kirisine ait dogal frekanslarin tahmini 6nemli 6lgiide

gelismistir.

Timoshenko, Euler-Bernoulli kirigine kayma etkisinin yani sira donme etkisini
de i¢ine alan bir kiris teorisi 6nermistir [5, 6]. Timoshenko modeli kayma ve donme
etkilerinin onemsiz sayilamayacagl ince olmayan kirislerde ve yiiksek frekansli
sistemlerde onemli gelismeler géstermistir. Timoshenko ve bir¢cok yazar ¢esitli sinir
sartlar1 altindaki mod sekilleri i¢in frekans denklemleri elde etmislerdir. Onlardan
bazilar1 Kruszewski (1949) [7], Traill-Nash ve Collar (1953) [8], Dolph (1954) [9] ve
Huang (1961) [10]° dir. Kruszewski basit-basit kirisi i¢in simetrik ve anti simetrik

mod yapilarini incelemistir.

Traill-Nash ve Collar diizgiin bir kirisin durumu igin deneysel sonuglar kadar
1yl tam bir teorik ¢oziim elde etmislerdir. Dolph dis kuvvet etkisi olmaksizin kiris i¢in
baslangi¢c ve siir degerleri problemini ¢ozmiistlir. Tiim bu ¢aligmalarin nihayetinde
glinimiizde hala en siklikla kullanilan kiris teorileri Euler-Bernoulli ve Timoshenko

teorileridir.

2.2. Euler-Bernoulli Kiris Teorisi

Euler-Bernoulli kiris teorisi, diizgiin izotropik bir kirisin elastikliginin
basitlestirilmis bir ifadesidir. Bu teori ile kiriglerin yiik tasima ve ¢okme
karakteristikleri hesaplanir. Bernoulli kirisi adin1 6nemli buluglara imza atan Jacob
Bernoulli’ den sonra almistir. Leonhard Euler ve Daniel Bernoulli bu kullanigli teoriyi

ortaya koyan ilk kisilerdir.



Euler-Bernoulli kirisinin enine titresimi birgok arastirmaci tarafindan yaygin
olarak calisilmistir. Euler-Bernoulli kiris modelinin ayrintili derivasyonlarini gesitli
yazarlarin kitaplarinda bulmak miimkiindiir [11, 12, 1]. Ayrica bir¢ok arastirmaci
tarafindan farkli kosullar altindaki ve durumlardaki Euler-Bernoulli Kkirislerinin
titresim analizleri ¢esitli matematiksel yontemlerle yapilmistir. Everitt, farkli kosullar
altindaki diizgiin olmayan kesitli Euler-Bernoulli kirisinin serbest titresim problemi

i¢cin modifiye edilmis Adomian-decompostion yontemini kullanmistir [13].

2.3. Euler-Bernoulli Kirisinin Hareket Denkleminin Elde Edilmesi

Sabit kesitli diizglin kiriglerin enine titresimleri esneklik ve kiitle ile dagilan
diger vibrasyon problemlerindendir. Bu problemlerdeki cesitli faktorlerden en
Oonemlileri dénen mil ve rotorlarin kritik hizlaridir. Ayrica transmisyon hatlarinda
kullanilan kablolardaki sarkma problemleri de enine titresime Ornek gosterilebilir.
Euler-Bernoulli kiris denkleminde egilme esnasinda kirigin atalet kuvveti gz ardi

edilir ve toplam moment;

ZM —0 @.1)

seklinde ifade edilir. Denklem (2.1)’ i agarsak ;

oM
V.dx = —dx (2.2)
ox

Elemanda donme ile ilgili Newton yasas1 yazilirsa;

[M(x, o+ M&H dx] — M(xt) + [V(x, A dxl dx
0x dx 23)
dx .
+ u(x, t)dx7 =0
oM, t) dx| +V(x 0ydx + laV(x, 2 dle 108 e s g (24
0x 0x



Kuvvetlerin degerleri ve buna baglh olarak etkileri moment degerlerine gore
cok kiiciik oldugundan ve dx gibi kii¢iik bir sayinin 2. derece kuvveti ile carpildiginda
dx? ifadeler ¢ok kiigiik olacagindan sifir olarak kabul edilebilir.

OM(x,t)

+V(x,t)=0 (2.5)
0x

Kiris i¢in diisey dogrultuda kuvvetler esitligini yazarsak;

2
V(x,t) + ovixt) dx] —V(xt) +ulx, t)dx = pAdx% (2.6)
oV(x,t) 0%u(x,t)
o dx + u(x, t)dx = pAT (2.7)
oV (x,t) 3 0%u(x,t)
o tulnt) =pA—o— (2.8)

Denklem (2.5) ile (2.8) birlikte yazildiginda Euler-Bernoulli hareket

denkleminin son hali asagidaki gibi bulunur.

Ela“‘u(x,t) +pa azu(x t)

axt PR ACL)) 29)

Denklem (2.9)’ da sirasiyla; E Elastite modiilii, A Kesit alan, p kirisin kiitlesel
yogunlugu, I kirisin atalet momenti; u(x,t) enine yer degistirme ve f(x,t) ise

zorlama kuvveti fonksiyonudur.

N, eksenel yiik terimini de denkleme ilave edersek;

ol 0*u(x, t) N 0%u(x, t) +pa azu(x t)

oxt 0 " ox2 P ACL) (2.10)



3. TAYLOR MATRIS YONTEMIi

3.1. Taylor Matris Yontemi Hakkinda Genel Bilgi

Bu yontem c¢esitli diferansiyel denklemlerin ¢6ziimii i¢in kullanilan ve bu
denklemleri Taylor polinomlari ile matris formuna déniistiiren bir ydntemdir. Ozel ve
genel ¢oziimlere ait diferansiyel denklemler bu yontem aracilifi ile belirlenebilir.
Taylor serisi birgok arastirmaci tarafindan diferansiyel ve integral denklemlerin
¢Ozlimiinde kullanilmistir. Yalginbas ve Sezer, yiiksek mertebeden lineer Fredholm ve
Volterra-Fredholm integral diferansiyel denklemlerinin yaklasik ¢6ziimii i¢in Taylor
seri agitliminit kullanmiglardir [14]. Giilsu ve Sezer [15] ile Sezer ve Dasgioglu [16]
degisken katsayili belirsiz kosullar altindaki herhangi bir nokta hakkinda m.
mertebeden ve yiiksek mertebeden lineer diferansiyel fark denklemlerinin ¢6ziimiinii
Taylor seri yaklagimi ile incelemislerdir. Tiim bu ¢alismalarda bu metod bilinen diger
tekniklerle karsilastirilmis ve mevcut yaklagimin digerlerine nispeten kolay ve son
derece hassas oldugu gosterilmistir. Yontemin ilk asamasinda verilen denklemler
matris denklemine doniistiiriiliir, ardindan Taylor siralama noktalar1 yardimiyla
bilinmeyeni sadece Taylor katsayilar matrisi olan yeni bir matris denklemi olugturulur.

Buradan Taylor katsayilar1 bulunarak sonlu Taylor seri yaklagimlari elde edilir.

3.2. Taylor Matrisin Elde Edilmesi
Genel olarak t, orjininde ve t’ ye bagli olarak agilan n. dereceden bir Taylor

serisi agagidaki gibi yazilir.

— 0 — 1 _ 2
F(t) = f° (t —to) +f (t — to) + (t — to)
0! 1! 2! (3.1)
L (E=te)? (= t)" '
Denklem (3.1)’ de;
Tk (3.2)
n!

seklinde tanimlarsak;



B fo f/ fll flll (33)

Fo—a,Flzﬁ,Fzz_ F3=_

Bu tanimlamaya bagli olarak denklem (3.2), denklem (3.1)’ de yerine

konularak agsagidaki denklem elde edilir.

F(t) = Fo(t — t0)® + Fi(t — to)' + Fy(t — to)* + F5(t — to)°

3.4
+ o+ Fy(t — to)" (34

Denklem (3.4)’ de zaman ve kuvvet ifadelerini matris seklinde yazarsak;
T =[1 (t-t)' (t—t)? (t—t)® .. (t=t))"] (35)
F=[F, FF F, F3 .. E]T (3.6)

ifadeleri elde edilir. Denklem (3.4), denklem (3.5) ve denklem (3.6) ifadelerine gore

yazilirsa asagidaki denklem elde edilir.
F(t) =FT(t) (3.7)

Benzer sekilde zamana ve mekana bagl olan yer degistirme fonksiyonumuz

u(x, t) asagidaki sekilde ifade edilebilir.

N N
u(x,t) = Z Z Cpa (X = )P (£ = t)1
p=0

q

Il
o

(3.8)

Cpq = u®9(xy,to)

n. dereceden zamana ve mekana bagli olan bu Taylor serisi bilinmeyen Taylor
katsay1si ¢, ,” nun belirlenmesiyle elde edilir. Yer degistirme fonksiyonu olan u(x, t)

matris formunda yazmak gerekirse asagidaki gibi yazilir.



u(x, t) = X(x)CT(t) (3.9)

Denklem (3.9)’ da;

X()=[1 (x—2x) @x—x)* .. (x—x)"] (3.10)
T(t)=[1 (t—ty) (t—t)* .. (Et—tx)"]" (3.11)
Coo Co1 - * Con
o (3.12)
Cno Cn1 * CnN

mekana bagli 1. dereceden tiirev aldigimizda;

X'(x)=[0 1(x—x9)° 2(x—2x)' .. Nx-—x)"1] (3.13)

Denklem (3.13), X(x) cinsinden yazilirsa asagidaki denklem elde edilir.

X'(x) = X(x)D (3.14)

burada D matrisi asagidaki gibidir.

o o
W

I (3.15)

| e —|
oo oo
coo R
oo NO

Dolayisiyla n. dereceden tiirev aldigimizda asagidaki sonucu elde etmis oluruz.

XM (x) = X(x)D" (3.16)

Ayni sekilde denklem (3.11)” in zamana gore tiirevini de alirsak;

T®)=[0 1 2(t—ty) .. N(Et—t)" 1T (3.17)

10



Denklem (3.17), T(t) cinsinden belirtilirse:
T(t) = DTT(¢t) (3.18)
Dolayisiyla n. dereceden tiirev aldigimizda asagidaki sonucu elde etmis oluruz.
T (t) = (D) T(t) (3.19)

Yer degistirme fonksiyonu denklem (3.9)’ un mekana bagl tiirevi su sekilde

gosterilebilir:

0™u(x, t)

5o = X()D"CT(t) (3.20)

Yer degistirme fonksiyonu denklem (3.9)’ un zamana bagl tiirevi ise su sekilde

gosterilebilir:

0™u(x, t)

S = X(x)C(DT)™T(t) (3.21)

Denklem (2.10)’da ki kuvvet fonksiyonu olan f(x,t) Taylor agilimina gore
asagidaki sekilde yazilabilir.

FD =D > gpqle = x)P(E = ) (322)
p=0g=0

Denklem (3.22) matris formunda yazilirsa;
fx, t) = X(x)GT(t) (3.23)

Burada G matrisi asagidaki sekildedir:

11



Joo YGo1 - Yon

dio Y911 - 9in

G= (3.24)

Ino 9ni -t 9NN

Denklem (2.10)’da ki biitiin ifadeleri yerine yazip kuvvet fonksiyonuna

esitledigimizde asagidaki sonuglar elde edilir.

0*u(x, t 0%u(x,t 0%u(x,t
El—u(x )+N ulx )+ A—u(x )

3x? 0 7 p 3c2 = X(x)GT(t) (3.29)

Denklem (3.20) ve (3.21) , denklem (3.25)’ de yerine konulursa asagidaki

denklem elde edilir.

EIX(x)D*CT(t) + Ny X(x)D2CT(¢) + pAX(x)C(DT)2T(t)

(3.26)
= X(x)GT(t)
Denklem (3.26) sadelestirilirse;
EID*C + N, D?C + pAC(DT)? = G (3.27)

Denklem (3.27)’ de;

rO o0 01 Coo Co1 Con
D= 0 O 2 0 C= Ci0 C11 Cin
0 0 0 N ‘
0 0 0 0 Cno Cn1 CnN
Joo Yo1  YGon
G = 9:10 9:11 Q%N
Ino 9n1 0 9NN

olduguna gore denklem (3.27)° nin sol ve sag taraflann (N+1) X (N +1)
biiyiikliigiinde matrislerdir. Denklemin sol tarafindaki bilinmeyen C sabit katsayili

Taylor matrisini bulmak igin yeni bir Sy,q1y2xy+1)2 Matrisi tammlanarak C ve G

12



matrisleri (N + 1)? X 1 siitun matris formuna doniistiiriiliir. Bu durumda denklem

(3.27) su sekilde gosterilebilir:
S(N+1)2X(N+1)ZC(N+1)2><1 = G(N+1)2><1 (3.28)

Siitun matris formuna doniistiiriilen matrisler ise asagidaki gibi tanimlanir.

7 Coo 7 r 900 T
Co1 do1

Con Jon
C10 910
C11 J11

C = ) G = 3

Cin 9in
Cno Ino
Cn1 In1

CNN- (N +1)2x1 FINNA(N+1)2x1

Denklem (3.28)’ de C matrisini bulmak i¢in asagidaki denklem elde edilir.

C = inv(S)G (3.29)
3.3. Siir Sartlarn ve Baslangic Kosullar1 Matrislerinin Elde Edilmesi
Bu boliimde Euler-Bernoulli kiriginin basit-basit, ankastre-serbest ve ankastre-

ankastre mesnet durumlari i¢in sinir ve baslangi¢ kosullarinin matris denklemeleri elde

edilecektir.

3.3.1. Basit-Basit Mesnet icin Simir Sartlar1 ve Baslangic Kosullar

Matrisleri

13



Sekil 3.1. Basit-basit mesnetli kirig

Basit-Basit Mesnet igin sinir sartlar1 ve baslangi¢ kosullar1 asagidaki gibidir:

Sinir sartlarti,

u(0,t) =0
u'"(0,t) =0
(3.30)

u(L,t) =0

u'(Lt) =0

Baslangic sartlar ise soyle olsun;
L

u(3:0) =t .
(L '
(3:0) = %

Denklem (3.30)’ da belirtilen sinir sartlar1 denklem (3.9)’ da yerine konularak
sinir sart1 denklemleri asagidaki sekilde elde edilir.

14



X(0O)CT(®)=[0 0 .. 0]T(®)=X(0)C=[0 0 .. 0]
X(0)D*CT() =[0 O 0]T(t) = X(0)D*C
=[0 0 0]
(3.32)
X(DCT@®) =[0 0 .. 0]T@®)=XIL)C=[0 0 .. 0]
X(LD?CT(t) =[0 0 0]T(t) = X(L)D?*C
=[0 0 0]

Denklem (3.32)’ de ki ifadeler birer birer ele alinarak her bir sinir sart1 igin

sinir sartt matrisleri elde edilecektir.

Coo Co1 ** Con
€10 €11 Gin
X(0)C=[1 0 0 .. 0]]: : .
(3.33)
Cno Cn1 o Can
=[0 0 .. 0]
X(0)C=[Co0 Co1 Coz - Con]=[0 0 .. O] (3.34)

Denklem (3.34), denklem (3.28)’ e gore yazilirsa genisletilmis S matris
asagidaki sekilde bulunur.

S(N+1)><(N+1)2(_:(N+1)2><1
10 - 0 00 - 0
o1 - 0O0O0O - 0 .

o O

(3.35)

o

= 0(N+1)><1 =

0 v+ 1)x1

15



Denklem (3.35)’ de esitligin sol tarafindaki ilk matris sinir sart1 1 matrisi olan
$S11 matrisidir.

X(0)D2C =
o 0 2 0 0
[0 0 0 6 0 ] Coo Co1 " Con
E : : [[€10 €11 - Cin
[0 0 0 O 0 Cno Cn1 CNN
00 0 0 ™ 0
= [2C20 2C21 2C22 ZCZN]
X(O)DZC = [2620 2C21 2C22 ZCZN] (337)
=0 0 0 .. O]

Denklem (3.37), denklem (3.28)’e gore yazilirsa genisletilmis S matrisi
asagidaki sekilde bulunur.

S(N+1)><(N+1)2 (_:(N+1)2><1

00 - 00O 0 20 0 0 0 0

-9 000 002 0..0%¢0 Ol (339)
00 - 000 - 0000 - 2 00 - 0
=0(N+1)2><1

Denklem (3.38)’ da esitligin sol tarafindaki ilk matris sinir sart1 2 matrisi SS12

matrisidir.
Coo Co1 " Con
c c e C
Xxwe=Mn ¢ i ..o oo
: : : ) (3.39)
Cno Cn1 - CnN
=[0 0 0 .. O]
X(L)C
= [COO + LClO + e + LNCNO CON + LC1N + + LNCNN] (340)
=[0 0 0 .. O]

16



Denklem (3.40), denklem (3.28)’e gore yazilirsa genisletilmis S matrisi

asagidaki sekilde bulunur.

S(N+1)><(N+1)ZC(N+1)2><1

10 - 0L O
01 - 00 L

o0 - 100
= 0(N+1)><1

12 0
0 L?
0 0

0 IN 0 -0

N —
9.0 L Ole 34
L? 0 O LN

Denklem (3.41)’ de esitligin sol tarafindaki ilk matris sinir sart1 3 matrisi olan

SS13 matrisidir.

X(L)D?C
o o
®
— N H
lo 0
00
=0 0 0 .. 0]
X(L)D?C =

[ZCZQ + 6LC30 + -+ N(N - 1)LN_2CN0
=[0 0 0

(e}

]| Coo Co1 Con
: [[€10 €11 = Cin
(N —1)N| . | (3.42)
J Cno Cn1 -+ CnN
. 2coy +6Leay + o+ N(N — DIV 2y ] (3.43)

0]

Denklem (3.43), denklem (3.28)’¢ gore yazilirsa genisetilmis S matrisi

asagidaki sekilde bulunur.
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I

=
3
=
o o "
=
—/
=
N
2
~
=
o | o
=
—/
=
[q\]
|
=
~
N\
‘_I‘o-o
Z (3.44)
=
o o N
o N O
N OO
oo O
- OO0 O
X
N
5 oo o
+
Z2 oo o
&}
N
= —
+ X
= N
¥ ©oo-o H
2 +
— <
y OO0 O [
2|—|Q
e
7)) Il Il

Denklem (3.44)’de esitligin sol tarafindaki matris sinir sarti 4 matrisi olan
$S14 matrisidir.

Denklem (3.31)’de belirtilen baslangi¢c kosullar1 denklem (3.9)’da yerine
konularak baslangi¢ kosullar1 denklemleri asagidaki sekilde elde edilir.
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L
BB11; X (E) CT(0) = u,
. (3.45)
BB12; X (E) CDTT(0) = v,

Denklem (3.45)’ deki ifadeler birer birer ele alinarak her bir baslangi¢ kosulu

icin baslangi¢ kosulu matrisleri elde edilecektir.

, y Coo Co1 Con [é]
L
X(—)CT(O)=[1 L G) - G) ] R 11
2 2 2 2 : ’ ) ) : (3.46)
Cno Cn1 - CnNN 0
Coo
| €10 |

x(%)m(m:ll % (E)Z (E)Nllc?(n:uo (3.47)

7l

2 N

L L L L
X(E) CT(O) == COO + EClO + (E) CZO + e + (E) CNO == uO (348)

Denklem (3.48), denklem (3.28)’e gore yazilirsa genisletilmis S matrisi
asagidaki sekilde bulunur.

SlX(N+1)ZC(N+1)2><1
L N

-1 o 0 = 0 0 (E) ) o]c (3.49)
2 2

=u0

Denklem (3.49)’ da esitligin sol tarafindaki ilk matris baslangic kosulu 1

matrisi olan BB11 matrisidir.
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(3.50)

X (g) CDTT(0)

L\? AN

L L
X(E) CDTT(O) = Co1 + Ecll + (E) Coq + -+ (E) Cn1 — 170 (351)

Denklem (3.51), denklem (3.28)’¢ gore yazilirsa genisetilmis S matrisi

asagidaki sekilde bulunur.

Slx(N+1)ZC(N+1)2><1
L N .
=lo10 00350 00 (%) 0 .. O]C (3.52)

20



Denklem (3.52)’ de esitligin sol tarafindaki ilk matris baslangi¢ kosulu 2
matrisi olan BB12 matrisidir.

3.3.2. Ankastre-Serbest Mesnet i¢in Sinir Sartlar1 ve Baslangi¢c Kosullar:
Matrisleri

>

Y|

Sekil 3.2. Ankastre-serbest mesnetli kiris

Ankastre-Serbest Mesnet igin smir sartlart ve baslangi¢c kosullar1 asagidaki
gibidir: Sinir sartlari;

u(0,t) =0
u'(0,t) =0
(3.53)
u'(Lt) =0
u'"(L,t) =0
Baslangic sartlar1 sdyle olsun;
u(L,0) =u
° (3.54)
u(L, 0) =7y

Denklem (3.53)’ de belirtilen sinir sartlar1 denklem (3.9)’ da yerine konularak

sinir sartt denklemleri asagidaki sekilde elde edilir.
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X(0O)CT(t)=[0 0 .. 0O]Tt)=X(0)C=[0 0 .. 0]

X(0)DCT(t)=[0 0 .. O]T(t)=>XO)DC=[0 0 .. 0]
X(L)D*CT(t)=[0 0 0]T(t) = X(L)D?C (3.55)
=0 0 .. 0]
X(L)D3CT(t)=[0 0 0]T(t) = X(L)D3C
=[0 0 0]
S(N+1)X(N+1)ZC(N+1)2X1
10 - 00 0 0 0 0 0
ol EEE T S SR S S [N =T
00 ~ 100 0 00 = 0
=O(N+1)x1

Denklem (3.56)’ da esitligin sol tarafindaki ilk matris sinir sart1 1 matrisi olan
SS21 matrisidir.

R
X(0)bc=[1 0 0 .. 0] : : C%O C%l C1:1v
100 0 NP ] e
l() 0 0 OJ Cno Cn1 '+ Cnn
=[0 0 0 .. 0]
X(ODC=[cip €1 €2 - cw]=[0 0 0 .. 0] (358)

Denklem (3.58), denklem (3.28)’¢ gore yazilirsa genisetilmis S matrisi
asagidaki sekilde bulunur.

S(N+1)><(N+1)2 C(N+1)2><1

00 - 010 000 - 0 00 0
oo 001 - 000 - 000 Ofc (359
00 - 000 - 100 - 0 00 - 0
=0(N+1)><1
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Denklem (3.59)’ da esitligin sol tarafindaki ilk matris sinir sart1 2 matrisi olan
$S22 matrisidir.

X(L)D?C matrisi asagidaki sekilde ifade edilir.

&)
_
[g\]
=
<L
o
oo T
=
p—
=
[9\]
=
=
=
SN
=
g —
=
N
=
=
<
oo
; (3.60)
oo N
oN- o
NOo- o
co- o
‘- OO O
X
N
- oo o
+
Z2 oo o
(&)
=
i
T %
Z o)
Y ©om o T
= =
¥y co-o o
s o
N
75} Il Il
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Denklem (3.60)’ da esitligin sol tarafindaki ilk matris sinir sart1 3 matrisi olan
$S23 matrisidir.

00 0 6 0
00 0 0
X(Wp3Cc=[1 L . M0 0o 0 0 (N —2)(N —1)N|cC
00 0 0 0 (3.61)
0 0 0O 0
0 0 0 0 0
=0 0 0 .. 0]
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6C3N + 24LC4N + b + (N - 2)(N - 1)NLN_3CNN]

(3.62)

0]

== [6C30 + 24‘LC40 + + (N - 2)(N = 1)NLN_3CN0
=[0 0 0

X(L)D3C

Denklem (3.62), denklem (3.28)’e¢ goOre yazilirsa genigletilmis S matrisi
asagidaki sekilde bulunur.
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J

e nIN(T = N)(Z - N)

0

 ING = (@ = N)
0

(3.63)

0

0
e NIN(T = N)(@Z - N)

HinScH
oo0oo0 - 0O0O0O:>> 00
000 ~ 000 ~ 00|
oo0oo0 - 0O0O0 - 00

HxNQ+5UNQ+5xQ+>@m

26



Denklem (3.63)’de esitligin sol tarafindaki ilk matris sinir sart1 4 matrisi olan
$S24 matrisidir.

Denklem (3.54)’ de belirtilen baslangi¢ kosullar1 denklem (3.9)’ da yerine
konularak baslangi¢ kosullar1 denklemleri asagidaki sekilde elde edilir.

BB21; X(L)CT(0) = u,
(3.64)
BB22; X(L)CD'T(0) = v,
Denklem (3.64)’ deki ifadeler birer birer ele alinarak her bir baslangi¢ kosulu

icin baglangi¢ kosulu matrisleri elde edilecektir.

Coo Co1 " Con [(1)]
Cio C -
XOT@ =11 1 2 . M| DT W=y  @s5)
Cno Cn1  CnN L)J
Coo
Jen
X(CTO)=[1 L 1?2 .. IN]{C0l=u, (3.66)
en
X(L)CT(O) = Coo + LClO + LZCZO + -+ LNCNO = Uy (367)

Denklem (3.67), denklem (3.28)’e gore yazilirsa genisetilmis S matrisi
asagidaki sekilde bulunur.

SlX(N+1)2(_:(N+1)2><1

_ (3.68)
=[1 0 « 0 L 0 0 - [N o .. 0lC=u

Denklem (3.68)’ da esitligin sol tarafindaki ilk matris baslangic kosulu 1

matrisi olan BB21 matrisidir.
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X(L)CDTT(0)

Coo Co1 "* Con [8 (1) (2) 8] [é]
c c v C
R -] RSl t | R 1 lo| @69
) 0O 0 O N [J
Cno Cn1 -+ CnN 0 0 0 0 0
X(L)CDTT(O) = C01 + LC11 + L2C21 + + LNCNI - UO (370)

Denklem (3.70), denklem (3.28)’¢ gore yazilirsa genisetilmis S matrisi
asagidaki sekilde bulunur.

Slx(N+1)ZC(N+1)2x1
=0 1.0 -0 OUL O - 0 - 0 IN 0 .. 0](_] (3.71)
:vo

Denklem (3.71)’ de esitligin sol tarafindaki ilk matris baslangi¢ kosulu 2
matrisi olan BB22 matrisidir.

3.3.3. Ankastre-Ankastre Mesnet i¢cin Smmr Sartlari ve Baslangic
Kosullar1 Matrisleri

>

R

ARy

Sekil 3.3. Ankastre-ankastre mesnetli kiris
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Ankastre-Ankastre Mesnet i¢in sinir sartlari ve baslangic kosullar1 asagidaki
gibidir:

Sinir sartlari,

u(0,t) =0
u'(0,t) =0
(3.72)
u(L,t) =0
u'(L,t) =0
Baslangic sartlar1 sdyle olsun;
L
u(3:0) =
3.73
. (373)
u (E' O) =V,

Denklem (3.72)’ de belirtilen sinir sartlar1 denklem (3.9)’ da yerine konularak
siir sartt denklemleri asagidaki sekilde elde edilir.

X(0)CT() =[0 0 0]T(t) = X(0)C=[0 0 .. 0]
X(0)DCT(t) =[0 0 0]T(¢t) = X(0)DC=[0 0 .. 0] 370
X(L)CT(®) =[0 0 0]T(t) 2 X(L)C=[0 0 .. 0]
X(L)DCT(®) =[0 0 0]T(¢t) = X(L)DC=[0 0 .. 0]

S(N+1)><(N+1)2(_:(N+1)2><1

10 - 0O0O0 -0 00 0

-1 .- 000 - 0,00 0 C (3.75)
oo -~ 1020 - 0 00 0

=O(N+1)><1

Denklem (3.75)” da esitligin sol tarafindaki ilk matris sinir sart1 1 matrisi olan
$S31 matrisidir.
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S(N+1)><(1v+1)2 é(N+1)2><1

00 - 001 600 - 000 - O0fc (376
:O(N+1)><1

Denklem (3.76)’ da esitligin sol tarafindaki ilk matris sinir sart1 2 matrisi olan
$S32 matrisidir.

S(N+1)><(N+1)2 (_:(N+1)2><1 =

10 - 0L O - 0112 0 - 0 IN 0 - 0
Oy 00 b 00 00 B 0E @7
00 - 100 ~ 1L 00 — 12 0 0 - IN
=0(N+1)><1

Denklem (3.77)’ de esitligin sol tarafindaki ilk matris sinir sart1 3 matrisi olan
$S33 matrisidir.

010 0]
[0 0 2 0]
X(L)DC=[1 L M| e
[0 0 0 NJ (3.78)
0 0 O 0
=0 0 0 .. 0]
X(L)DC =
[1C10 + 2LC20 + + NLN_lcNO 1C1N + ZLCZN + b + NLN_ICNN] (379)
=0 0 0 .. 0]

Denklem (3.79), denklem (3.28)’e gore yazilirsa genisetilmis S matrisi
asagidaki sekilde bulunur.
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T
.=
o o E,
=
T
Z ...
SESUNC
=
T
=
2, 0O
=
e
co- g
~ ...
oJd o
(3.80)
-
Jqo-o
oo...H
O - O
R
o o
!
X
co-o =
+
OO \2_/
=222 o

S(N+1)><(N+1)2 C(N+1)2><1

Denklem (3.80)’de esitligin sol tarafindaki ilk matris sinir sart1 4 matrisi olan
$S34 matrisidir.

Denklem (3.73)’ de belirtilen baslangi¢ kosullart denklem (3.9)’ da yerine
konularak baslangi¢ kosullar1 denklemleri asagidaki sekilde elde edilir.
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L
BB31; X (E) CT(0) = u,
. (3.81)
BB32; X (E) CDTT(0) = v,

Denklem (3.81)’ den elde edilecek baslangi¢ kosulu matrisleri BB11 ve BB12
basit-basit mesnet durumunda elde edilen denklem (3.49) ve denklem (3.52) ile

aynidir.
3.4. Sistemin Genel Matris Denkleminin Olusturulmasi

Boylece Euler-Bernoulli kirisinin hareket denklemi matris formu hazirlanmis
oldu. Bolim (3.3) de elde edilen sinir sartlar1 ve baslangi¢ kosullarina ait matris
formlar1 (3.36) denkleminin 30 satir1 silinerek bunlarin yerine konulur. Bu sayede hem
hareket denklemi hem de baslangi¢ sartlari ile sinir kosullarint saglayacak artirilmig
matris denklemi elde edilmis olur. Bu matris Taylor matris yontemi ile ¢oziilerek
bulmaya calistigimiz S matrisi elde edilir. Elde edilen bu S matrisinin tersi alinip G

matrisiyle ¢arpilarak bilinmeyen c, , Taylor katsayilar1 bulunacaktir.
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4. ARASTIRMA BULGULARI

Bu boliimde her ii¢ mesnet durumu i¢in de Euler-Bernoulli kirisinin eksenel
yiik altinda enine zorlamali titresimleri incelenmistir. Kiris i¢in alinan geometrik ve

fiziksel parametreler agagidaki gibidir:

N k
L =5m,A=0,01m?%E =20 X 1010—2,p =8 X 103—g3,
m m

I =8,33x107% f(x,t) = 10 *cos3t, N, = 100N

Burada kullanilan malzeme lineer elastik 6zelliklere sahip ¢eliktir.

4.1. Taylor Matris Yontemi ile Coziim

4.1.1. Basit-Basit Mesnet icin Taylor Matris Yontemi ile Sayisal
Uygulama

Baslangig kosullar1 uy = 0.01m ve 1, = 0 olarak N = 6 igin (x,, t,) = (0,0)

orjininde acilan matris serisinde bilinmeyen Taylor katsayilar1 denklem (3.29)’ a gore

bulunarak denklem (3.9)’ da yerine konulup enine zorlamali titresim denkleminin

¢Oziimii elde edilecektir. Basit-basit mesnet sinir sartlar1 ve baslangi¢ kosullari igin

matrisler agagidaki sekildedir.

Denklem (3.35)” de ki SS11 matrisi N = 6 i¢in su sekilde hesaplanir.

1 0 0 0O 0 0 0 0
ssi={9 F o 000 90 ? (4.0
00 - 100 - 0 0 0 - 0y
Denklem (3.38)” da ki SS12 matrisi N = 6 i¢in su sekilde hesaplanir.
S$S12
0 0 0 0O 0 2 0 0 00
_lo o 000 00 2 0..00 0 (4.2)
0 0 0 0O 0 0O 2 00 045449
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Denklem (3.41)’ de ki SS13 matrisi N = 6 i¢in su sekilde hesaplanir.

SS13
1 0 050 -« 0520 = 0 56 0 -0
~10 1 005 - 00 52 .+ 0 .. 0 5% - 0 (4.3)

[}
N
X
&~
e
1n
o O ‘o
o™
in
Oo” (@]
o
in
S oo
o
o O N
O N O (44)
N O O
o O O
o O O
o O O
o O O
O O eee O
O O O
L
I
<+
A
w
w

Baslangic kosullar1 matrislerini elde etmek i¢in denklem (3.48) ‘e gore;
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X(;)CT(O)z(LOI (4.5)

Denklem (3.49)’ de ki BB11 matrisi N = 6 i¢in su sekilde hesaplanir.

BB11
5 6 46
=1 o 0 2 o0 0 (E) 0 0] (4.6)
2 2 1x49
5
X(E)CDTT(0)=() (4.7)

Denklem (3.52)” de ki BB12 matrisi N = 6 igin su sekilde hesaplanir.

BB12

6 48
=010 0020 0 0 (§> 0 .. 0] “8)

1x49

Eksenel yiik altindaki Euler-Bernoulli kirig hareket denklemimiz olan denklem

3.27) nin N = 6 igin asagidaki gibi ¢oziimlenir. (EID*C + N, D?C + pAC(D")? =
g g

G)
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0 1.0 0] Coo Co1 Coe
1,67><1016IO v 2 H ‘o “16
lo 0 o 6 o .
lO 0 0 OJ 60 61 66
[0 o0 07* Coo Co1 Coe
0 0 2 0l |c c c
+100| N E :° (4.9)
|l0 0 0 ol |.. . .
O 0 O 0_ 60 61 66
T\ 2
R R
c c c
+80| 0 L | =a
: “[1tlo o o 6|
Ce0 Co1 Co6 lO 0 0 OJ

Denklem (4.9), denklem (3.28)’ de ki esitligin sol tarafinda oldugu sekilde
yalemak istenirse S(N+1)2X(N+1)2 C(N+1)2X1 = E(N_l_l)ledenklemlnde (_:49X1V6 (_;49><1

matrisleri asagidaki gibidir:

€001 9007
Co1 Jo1
Coe Joe
C10 AT)
C11 911
C=|: , G=|: (4.10)
C16 Y16
Ce0 Jeo
Ce1 Ie1
C66149x1 966 49x1

Yukaridaki siitun matrislerini denklem (4.9)’ da yerine yazip S matrisini
cektigimizde asagidaki sekilde 49 X 49 boyutlarindaki S matrisinin i. satir j. stitun

elemanini asagidaki gibi elde ederiz.
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(4.11)

0
1931p ! :

- \ 60T X £€8 X 4;0T x 0z x __i((T+ N)ap (T — 1)
Trm+r=loa@+my<f G+ @+ Dapa-0)  p="s
T+Nz+r=loa(T+N)z<! ¢ 00tx@Z+((@+Nap(T-D)N)xT+W(T+N)ap(1T-1))
z+i1=laaN>(1T+Npow ! 100 X 0T X8 % (T + ((T + N) pow 1)) x ((1 + N) pow 1)

Burada a mod b, a tam sayisinin b tam sayisina béliimiinden kalan ve a div b
37

Ise a tam sayisinin b tam sayisina boliimiinden elde edilen boliimii verir.



Denklem (4.11)’ de , SS11, SS12, SS13, SS14, BB11 ve BB12 satirlar1 S
matrisine yerlestirildikten sonra eger S matrisi tekil bir matris olursa, en alt 30 satir
yerine diger baska satirlarda degisiklik yapilarak tekillik giderilinceye kadar farkli

denemeler yapilir. Matrisin i. satir j. siitun elemanini asagidaki gibi elde ederiz.

N\
N —
I 1 =
= = X
VVAN
— X X - ~
I oot T
AAmHHZ_F
™M o™ |++v2
Il ===y >
> = —~~~ .V
o O X V|V|\/-~
X 2y
=3 +AATZ
+ + = o N X
zz 7| 125
N
=Z 2 X
\VANI -..)vvﬁ—i_
- xxaé
N
HH; (4.12)
++ 2
= =
N
e
Lo I o o B |
. s .
4 4 29 9
- - + + + F
- -4 2 =2 =2 =2
S I
WSS S o o o
n o & E E E
FE &
™ o o
v v oY 0
v B B o\
N ~ -
Il
"~
1y

Denklem (3.27)’de esitligin diger tarafi G siitun matrisimizdir. G matrisini

bulmak i¢in denklem (3.23) asagidaki sekilde de ifade edilebilir:

f(x,t) = X(x)GT(¢)

6 6
1 4.13
Y e - ope o
p=0q=0
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Denklem (4.13)’ den G ifadesi gekilirse;

6 6 1
G = z z — f®D(x,,t,) (4.14)

p!q!
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(4.15)

ongoquxvc&koooﬁo S3gurs(5x) Svk 00cg — ¥3¢500(%x) eakowo rgws(x) eakooﬂ

Smwouﬁxveau\oﬁ quaﬁwxveakoﬁ Smmouﬁxvoakomu &mmouﬁxiakoomm SrguIs(5x) Skomwﬂ

#18509(50) (0 28 + 2ES(53) 1 2+ 98509 (5) 0 2 = 9EWS(50) 0/ B~ 500(T) 0 L 4
&mwouﬁxvgckomm L -

91 91 9
N mumﬁﬁwﬁﬁu@ Q:vu\ /7 JMmOUQGQ Q:vkﬂ + m“mc_wqdnv AEV&M + NHMmOUQGQ Q:vuxl

H“Mﬁ_wq\umv Q:v.\w - OQMWOUA.FX.V Q.:v.\.—\‘_” wmeOUAmRv:?\ O@NH mQMCwmAmRV:?\MlmNW - ﬁwmwOUAmRv:?\W

MMMC—WAMRV:E\ + NQMWOUAmRv:?\| - HQMC—WAMRV:?\| - ouMmOUAmRv:\.\ + wwmwOUANRv:.\ 091 mMMC_mANR.v:.\Ol
18
JMmouANxv:ko + m“m:_mﬁmxv:k + SMmouﬂxv:kl — Jm:_mmmxv:kl - ogmmouﬂxv:k + 92¢s00(*x), k

LC w

Sygws(7x), J 2 — 716500(%x), /= + Eagurs (W), \ + 23gs00(*x), \ = —heus(*x), f¢ — 9gs00(*x), f +
18 LT

mamguﬁc&h\o|MW — Sagurs(%x) f — o JMmOQAoSk| + mgm:_mﬁou&k + Sm@uﬁou&kl — hguis(%) g — 03¢s00(%%) f =9
18 18 LZ
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f(x,t) = 10" *cos3t (4.16)

olduguna gore f(x) tiirevi olan tiim ifadeler sifir olur. Dolayisiyla denklem (4.15)” i
stitun matrisi seklinde ifade etmek gerekirse ilk 7 satir1 sifirdan farkli sayisal ifadeler

iceriyor olup kalan 42 satir sifira esit olacaktir.

f(x,t) = 10~* ve t = 0 igin G siitun matrisi asagidaki sekilde bulunur.

f(xo)cos3t,
—3f(xg)sin3t; - 104
9 0
— = f(xp)cos3t,
2 9
q 10
Ef(xo)sin3t3 0
27 27
G=| 5 f(xo)cos3t, =| g 10 (4.17)
81 (o )sin3t 0
40f Xo)sin3ts _%10_4
81 80
— %f(xO)COS3t6 0
0 :
: 0 Jyox1
0 “49x1

Taylor katsayisi olan C,, degerleri denklem (3.29)" a gore bulunur. Sinir
sartlar1 ve baslangi¢ kosullari ile degistirilmis olan denklem (4.12)’ deki S matrisinin
tersi alinarak denklem (4.17) deki G siitun matrisi ile carpilmasiyla elde edilir. G
matrisinde baslangi¢ kosullarimiz en {ist 2 satir ile yer degistirildigi i¢in bu satirlarin
karsiliklart olan 0,01 ve O degerleri ayni sekilde G siitun matrisinde de en {ist 2

satirdaki yerine yazilir.

C,q = inv(S)G

islemi yapildiginda bilinmeyen Taylor katsayilari asagidaki sekilde bulunur:
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C()O:O 11 C13:0 1l C26:O_4
Co1 =0 14 = 1,05.107° €30 = 5.10
Co2 =0 €15 =0 €31 =0
Co3 =0 ¢ = —3,16.10710|[ c32 =1,13.107%°
C04—=0 C20:0 C33:0
C05 = 0 C21 = O C34_ = _8,44‘. 10_11
Co6 = 0 €, =0 c35 =0
c10 = 0,0064 Cp3=0 36 = 2,53.10711
c11=0 Cyp =0 Cso = 5.107°
LC12 = 1,4‘- 10_9_ | Cyrs = 0 EN Cy1 = 0
4.18
[ Cyp = 1,13 10_11 i _ ( )
Cra =0 cs5 =0
43 — -17
= —7,60.10
Cyq = 8,44‘ 10_12 “s6 -10
Ceo = —1,02.10
C45 = 0 60 c ,_ 0
C46 = —2,53.10712 v 62125 10-17
csp = 1,54.107° ar &
Con =0 Ce3 =0
51 — -17
=—1,69.10
cs, = —3,38.10716[| 0+~ 72
cs3 =0 Ces =0
53 — —-18
i = 5,06.107"° |
| ¢o, = 2,53.10716 | 66

Denklem (4.18)” deki Taylor katsayilar1 denklem (3.9)’ da yerine konularak

zamana ve mekana bagl degisen yer degistirme fonksiyonu asagidaki gibi bulunur.

6 6
[u(x,t)] = X(x)CT(t) = Cpa(x — 0)P(t —0)1 (4.19)

Denklem (4.19)’ dan;
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u(x,t) = 0,0064 — 1,406.10"°xt? + 1,055. 10 %xt*
— —3,164.1071%xt® — 5.107*x3
+1,125.1071%x3¢2 — 8,438. 10 11x3¢*
+2,531.107 %3t + 5.1075x*
—1,125.10" 1 x*t2 + 8,438. 10 12x*¢*
—2,531.1072x*t% + 1,536.10 x>
—3,375.10716x5¢2 + 2,531. 10 16x>¢*
—7,595.10"17x5¢% — 1,024.10710x®
+2,25.10717x%t? — 1,688. 1017 x0¢t*
+ 5,062.10718x6¢6

(4.20)

Denklem (4.20)’de bulunan ¢o6ziim fonksiyonu L =5 ve t=0—20s
araliginda ¢izdirildiginde Sekil 4.1°deki grafik elde edilir.

001

001 -

002 +

Sekil 4.1. Basit-Basit Mesnet i¢in Taylor matris metodu ile genel ¢6ziim
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4.1.2. Ankastre-Serbest Mesnet icin Taylor Matris Yontemi ile Sayisal
Uygulama

Baslangi¢ kosullart uy = 0.01m ve uy, =0 olarak N =6 igin (x,ty) =

(0,0) orijininde agilan matris serisinde bilinmeyen Taylor katsayilar1 denklem (3.29)’

a gore bulunarak denklem (3.9)’ da yerine konulup enine zorlamali titresim denklemi

elde edilecektir.

Ankastre-Serbest mesnet sinir sartlart ve baslangi¢c kosullar1 igin matrisler

asagidaki sekildedir.

Denklem (3.56)” de ki SS21 matrisi N = 6 i¢in su sekilde hesaplanir.

10 0 00O 0 0 0 0
ss21=(0 1 7 000 000 0l
00 - 100 - 0 0 0 - 0l

Denklem (3.59)” da ki SS22 matrisi N = 6 i¢in su sekilde hesaplanir.
0 0 010 0 0 0 0
ss22=(0 0 00T 000 ol
00 - 000 - 1 0 0 - 0l

Denklem (3.60)’ da ki SS23 matrisi N = 6 i¢in su sekilde hesaplanir.
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(@]
LN
o O I~
0]
—
o
n
SN O
[e0]
L
o
n
[ ] o
[e0]
Ll
S O N
o~ o (4.23)
N O O
o O O
o O O
O O O
SO O
o O O
oo---o
e—
Il
(42]
[\
7]
7]

Denklem (3.63)” de ki SS24 matrisi N = 6 igin su sekilde hesaplanir.
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(@]
co- 3
Ll
=
oo
i
(@)
Lo o
A
o O O
S V- O
O OO
oo o
(4.24)
SO O
c oo
c oo
S O O
oo o
oo o
oo
O O O
Il
<+
N
)
7]
Denklem (3.68)’ de ki BB21 matrisi N = 6 i¢in su sekilde hesaplanir.
BB21=[1 0 - 0 5 0 -+ 0 - 50 0 .. Olixao (4.25)
Denklem (3.71)’ de ki BB22 matrisi N = 6 i¢in su sekilde hesaplanir.
BB22
(4.26)
=0 1 0 - 0 0 5 0 =+ 0 - 0 5 0 - 0lixao
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Denklem (4.11)’ de smir sartlarindan gelen 28 satir (SS21, SS22, SS23,
$S24) ve baslangi¢ sartlarindan gelen 2 satir (BB21, BB22) olmak iizere toplamda
30 satir degistirilerek asagidaki S1 matrisi elde edilir. Matrisin i. satir j. siitun

elemanini asagidaki gibi elde ederiz.

N
AN
| | =
= = X
N
N N
— XXH:‘\
II@QQ+
~ 2+
™ ™ | + +Z =
—
L. ESSVy
== X VIV, =
XX avval
— +AAIZ
+ + ZMNZX
= = \H’IIVQ
N
=Z 2 X
v =SS 2T
W xxaé
== (4.27)
+ + =
= =
N S
S | | ™
Lo I o o B |
A A2 A A
| S 2 9
- -+ + o+ o+
- - 222 =
F59 5553
33 E E E E
TS
AN N N AN
\h nh un On
\nh »n n On
N -~ -
Il
~
=
(%)

G siitun matrisi denklem (4.12) ile ayn1 olup Cpq bilinmeyen Taylor katsayilar
asagidaki sekilde hesaplanir. Taylor katsayisi olan C,, degerleri denklem (3.29)" a
gore bulunur. Sinir sartlari ve baslangig kosullari ile degistirilmis olan denklem (4.27)’
de ki S1 matrisinin tersi alinarak denklem (4.12) de ki G siitun matrisi ile

carpilmasiyla elde edilir.
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C,q = inv(S1G

islemi yapildiginda bilinmeyen Taylor katsayilar1 asagidaki sekilde bulunur:

[Coo — o1r Ci3 = 0 1 26 = —38. 10-10 -
o €14 =0 €30 =10
o €15 = 0 c31 =0
o3 =0 €16 =0 C,, = 2.25.10°10
CO4=0 C20=O C33=O
Cos =0 €1 =0 Cn = —1,69.10-10
Cos = 0| cyy = —1,69.107° o = 0
iR, €23 =0 C3¢ = 5,06.10711
¢11 =0]| ¢,, =1,69.107° A0
LC12 = 01l Cp5 = 0 i .
[C4p = —11-
Ca2 —C 1,i2(_)10 ) A
Caq = %3,43. 10-12 ||€56 = —1,52.10°16
€45 =0 cgo = —1,07.10711
Cs6 = —2,53.10712 _C6212—5 (;0_17
Cso = 3,2.10710 Co2 = 4, 5.
cs1 =0 Ce3 =0 .
cs, = —6,75.10716 Cea = —1,69.10
cs3 =0 _C65 =0 »
| ¢, =5,06.10716 | 66 = 5,06.10718 |

(4.28)

Denklem (4.28)’ deki Taylor katsayilari, denklem (3.9)’ da yerine konularak

zamana ve mekana bagl degisen yer degistirme fonksiyonu asagidaki gibi bulunur.

6
[u(x, )] = X()CT(t) = Z Z Cpg (= 0P (¢ — 0)1
p=0

q=0

Denklem (4.29)’ dan;
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u(x,t) = 0,0008x2 — 1,687.107%x2%t% + 1,266. 10 x2¢*
—3,796.1071%%2¢t6 — 0,0001x3
+2,25.10719%3¢2 — 1,687.10710x3¢*
+5,061.10711x3¢6 + 5,33.10 6x*
—1,12.10" 1 x*t? + 8,43. 10 12x*¢t*
—2,53.10712x4¢% + 3,2.10710x5
—6,748.1071%x5t2 + 5,061. 10 16x°¢*
—1,518.10"Y7x5t% — 1,066. 107 11x®
+2,248.10717x%t? — 1,686. 10 9x°¢t*

+ 5,059. 107 18x6¢6

(4.30)

Denklem (4.30), L = 5m ve t = 0 — 20s araliginda ¢izdirildiginde Sekil 4.2’
deki grafik elde edilir.

-0.1

-0.2

Sekil 4.2. Ankastre-Serbest Mesnet i¢in Taylor matris metodu ile genel ¢oziim
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4.1.3. Ankastre-Ankastre Mesnet icin Taylor Matris Yontemi ile Sayisal
Uygulama

Baslangi¢ kosullart uy = 0.01m ve uy, =0 olarak N =6 igin (x,ty) =

(0,0) orijininde agilan matris serisinde bilinmeyen Taylor katsayilar1 denklem (3.29)’

a gore bulunarak denklem (3.9)’ da yerine konulup enine zorlamali titresim denklemi

elde edilecektir.

Ankastre-Ankastre mesnet smir sartlar1 ve baslangi¢c kosullar1 i¢in matrisler

asagidaki sekildedir.

Denklem (3.56)” da ki SS31 matrisi N = 6 i¢in su sekilde hesaplanir.

1 0 0 0 O 0 0 0 0
ss31=0 1 2 000 000 0 gy
00 - 100 - 0 0 0 - 0l
Denklem (3.76)” da ki SS32 matrisi N = 6 i¢in su sekilde hesaplanr.
SS32
0 0 0 10 0 0O 0 0 0 0
_lo o 00 1 00 0 0 0 0 0 (4.32)
00 000 100 0 00 - 0l
Denklem (3.77)’ de ki SS33 matrisi N = 6 igin su sekilde hesaplanir.
SS33
1 0 050 - 05 0 - 0 560 - 0
_lo 1 005 00 5 - 0 _ 0 5 - of“3
0 0 100 5 0 0 52 0 0 56

Denklem (3.80)" de ki SS34 matrisi N = 6 i¢in su sekilde hesaplanir.
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Baslangi¢ kosullar1 matrisleri denklem (3.49) ve (3.52) ile aynidir.

Denklem (4.11) de elde edilen S matriste sinir sartlarindan gelen 28 satir
(SS31, SS32, SS33, SS34) ve baslangi¢ sartlarindan gelen 2 satir (BB31, BB32)
olmak iizere toplamda 30 satir degistirilerek asagidaki S2 matrisi elde edilir. Matrisin

i. satir j. slitun elemanini asagidaki gibi elde ederiz.

51



~
N
|1 =
= = X
N
NN
— X X - ~
I mootT
Aﬁm 2+
™ ™ | + +Z =
| ~
.. EEEVY
2 XVlVIV-~
XX AViaY
— '~ +Af_\|2
+ + ZMNZX
= = T' (e
N S
= = X
VAT -~vaJ2r
— X X -
Sot
4.35
++ 2 (4.35)
= =
N S
S ] | ™
Lo I o I o B |
Py’ i
| 2 2 32
- -+ + o+ o+
- - 222 =
SRR AR R
“ S © o o
33 E E E E
FEa s
Mmn N N M
h ”nh un On
\h »nh n n
A ~ -
Il
"~
Pl
(7))

G siitun matrisi denklem (4.12) ile ayn1 olup c,, bilinmeyen Taylor katsayilari
asagidaki sekilde hesaplanir. Taylor katsayisi olan C,, degerleri denklem (3.29)" a
gore bulunur. Sinir sartlari ve baslangi¢ kosullari ile degistirilmis olan denklem (4.35)
deki S2 matrisinin tersi alinarak denklem (4.12) deki G siitun matrisi ile carpilmasiyla

elde edilir.

C,q = inv(S2)G

Islemi yapildiginda bilinmeyen Taylor katsayilar1 asagidaki sekilde bulunur:
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Coo = O1[ c13=0 1[c26 = —6,33.10711
Co1 = 0 Cig = 0 C30 = _0,003
Cop =0 c15=0 €33 =0
Co3 =0 €16 =0 €3, = 1,13.1071°
Cog = 0 Cro = 0,006 C33 = 0
Cos = 0 €21 =0 €34 = 8,44.10711
Cog — 0 Cyp = _2,81 10_10 C3g = 0
€10 =10 C23 =0 36 = 2.53.10711
C11 = 0 C24 = 2,1 10_10 C40 = 0
'ClZ:O" C25:0 L C4,1=0
4.36
_C4_2 = _1,13. 10_11_ _ c — 0 ( )
C43 =10 > -17
. =844 10-12 Cs¢ = —7,59.10
LT oo = —5,12.1071°
45 —
=0
Cag = —2,53.10712 _C62125 0-17
oo = 7,68.1070 || €62 T =~
50 C51’= 0 Ce3 =0
. - _3 38 10—16 C64- = _1,69 10_17
52 . ;_ 0 g — 0
53 — -
| cq, = 2,53.10716 | C66 = 52N

Denklem (4.36) da ki Taylor katsayilari, denklem (3.9)’ da yerine konularak

zamana ve mekana bagli degisen yer degistirme fonksiyonu asagidaki gibi bulunur.

6 6
[u(x,t)] = X(x)CT(t) = Cpg(x — 0)P(t — 0)4 (4.37)
pzqz "

Denklem (4.37)’ den;
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u(x,t) = 0,0064x% — 2,813.10710x2¢2 + 2,11. 107 10x2¢*
—6,328.10"1x2t® — 0,0026x>
+1,125.1071%x3¢t% — 8,437.10 11 x3¢*
+2,531.107 11 x3t° + 0,00026x*
—1,125.107 1 x*t? + 8,436. 10~ 12x*t*
—2,531.1072x*¢% + 7,697.10 x>
—3,375.107%0x5¢t2 + 2,531. 10~ 10x5¢*
—7,593.10"7x5t® — 5,12.10710x°
+2,25.1077x%t% — 1,687.10~ 7 x0t*

+ 5,062.10"18x6¢6

(4.38)

Denklem (4.38), L = 5m ve t = 0 — 20s araliginda ¢izdirildiginde Sekil 4.3’
deki grafik elde edilir.

Sekil 4.3. Ankastre-Ankastre Mesnet i¢in Taylor matris metodu ile genel ¢6ziim

4.2. Yontemin Dogrulanmasi
Bu boliimde degiskenlerine ayirma yontemi kullanilarak, basit-basit mesnet
durumu i¢in tam ¢6ziim elde edilecek, daha sonra Taylor matris yontemi ile elde edilen

sonuglar ile karsilastirma yapilacaktir.
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4.2.1. Homojen Coziim

u(x,t) = X(X)T(t) (4.39)
it(x, t) = X(X)T(t) (4.40)
w'(x,t) = X" ()T(t) (4.41)
u®(x,t) = X ()T (1) (4.42)

Yer degistirme ve zaman fonksiyonlart asagidaki gibi tanimlanir.

T(t) = c;e't + c e @t (4.43)
X(x) = Asinfix + BcosfBx (4.44)

Eksenel yiik altindaki enine zorlamali hareket denklemimiz (2.10) yazilarak
burada (4.39) ve (4.42) yerlerine konur ve zorlama olarak basta belirtilen fonksiyonda

yerlestirilirse;

0*u(x, t 0%u(x,t 0%u(x,t
( )+N ( )+pA (x,t)

El
dx* 0 gx2 ot2

= 10"*cos(3t)  (4.45)

elde edilir. Bu denkleme denklem (3.38) da ki sinir sartlar1 ve baslangi¢ kosullari

uygulanirsa;

Sinir sart1 1 i¢in;

u(0,t) =0 - X(0)=0 - B=0 (4.46)

Sinir sart1 2 i¢in;
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u”"(0,t) =0 - X"(0)=0

ve

X" (x) = —p?Asinfx — B*Bcosfx

Denklem (4.47)’ den;

X"(0)=0 - B=0

Sinir sart1 3 i¢in;

u(lL,t)=0 - X(L)=0

u(L,t) =A4sinfL=0 - fBL=nm - B =—

Sinir sart1 4 i¢in;

u'(L,t)=0 - X'(L)=0

Denklem (4.47)’ den;

X"(L) = —B?AsinpL

Denklem (4.50)’ den asagidaki ifade elde edilir.

n

2

LZ

2

Asinnmt =0
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Ayni sekilde denklem (3.39) da ki baslangi¢ kosullar1 uygulanirsa;

Baslangic kosulu 1 i¢in;

L L
U(E,O) =001 - X(E) T(O) = 0,01

. (L
Asin (T E) (cy +¢3) =0,01
W . 0,01
€L TC = 2

Baslangi¢ kosulu 2 i¢in;

T(t) = iwci et — iwcye ™t = jw(c et — cye™@t)

- T(0) = iw(c; — ¢y)

e YA
Asin (Tf) iw(c; —¢cy) =0

Aiw(c; —c;) =0

C1 = Cy

Denklem (4.56)’ da bulunan esitlik denklem (4.53)’ de yerine konulursa;

Acy = —0,005

57

(4.51)

(4.52)

(4.53)

(4.54)

(4.55)

(4.56)

(4.57)



u,(x,t) = Asin (nTn x) c1(etet 4 e~iwt) (4.58)

Denklem (4.57), denklem (4.58)’ de yerine konularak homojen ¢oziim elde edilir.

u,(x,t) = —0.005sin (nL_n x) (elwt + giwt) (4.59)

Dogal frekansin elde edilmesi i¢in denklem (4.45) sifira esitlenir.

EIXWT + Ny X"'T + pAXT =0 (4.60)
T = —w?T
X" = —AB?sinfx (4.61)

X = ABR*sinBx

Denklem (4.61)’ de ki ifadeler (4.60)’ da yerine konulursa;

EIXWT — pAXw?T + Ny X'T = 0 (4.62)
pA Ny

xw) _Ey 24 05 4.63

B TR (4.63)

Denklem (4.61) , denklem (4.63) de yerine konulursa;

A N,
—AB*sinfx — '[;,—Ia)zAsin,Bx — E—(;A,stinﬁx =0

pA N
Bt~ w” = E—‘;ﬁz =0 (4.64)
2 BXBEL—No)
pA

Denklem (4.48) , denklem (4.64)’ de yerine konulursa;
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2(B?EI — N, n?n? (n?mn?
a)ZZB(B 0)_ < EI—NO>

pA T I2pA\ 12
(4.65)
n?m? n?m?
4.2.2. Ozel Coziim
us = Dcos(3t) (4.66)

Denklem (4.66) , denklem (4.45)” de yerine konulursa mekana bagl tiirev olan u'’ ve
u®™) ifadeleri sifira esit olacak olup zamana bagli fonksiyon tiirevi ise asagidaki

sekilde olacaktir.

ii(x,t) = —9Dcos(3t) (4.67)

Denklem (4.45)’ de denklem (4.67) yerine konulursa;

—9pADcos(3t) = 10™*cos(3t)

10~ (4.68)
B 9pA
Buradan
1 -4
= — 4.69
Ug oA cos(3t) (4.69)
olur.

4.2.3. Genel Coziim
Kiris enine zorlamali hareket denkleminin genel ¢6zlimii, homojen ve 6zel

¢Oziimlerin toplanmasi ile elde edilir. Bu durumda genel ¢6ziim;
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ug (x,t) = up(x,t) + us(x, t) (4.70)

-4

cos(3t) (4.71)

_mm oy y 10
ug(x,t) = —0.005sin (Tx) (elwt + eiwt) — 5o

Denklem (4.65)’ de buldugumuz dogal frekans degeri denklem (4.71)’ de yerine
konularak genel denklem asagidaki sekilde elde edilir.

272 n252
nm . [néme nem _
ug(x, t) = —0.005sin (—x) (eLJ—szA(—LZ EI-Ng )t

L
27042 n2g2 (472)
. In?72 n2g -4
+ e_lJm(L_ZEI_NO)t) o cos(3t)
9pA
Denklem (4.72) asagidaki sayisal verilere gore hesaplanir:
n=1
pA =80
EI = 1,6710°
N, = 100
L=5
Bu durumda denklemin en son hali asagidaki sekilde bulunur:
uy (x,t) = —0.0055in(0,6283x) (5077 4 ¢=5697it
7 ( ) (4.73)

—0,001410"*cos(3t)

Denklem (4.73) de elde ettigimiz tam ¢oziim ile Taylor matris yontemi ile elde
ettigimiz ¢oziim t = 0,5 igin ¢izilerek Sekil 4.4’ de gosterilmistir. Denklem (4.73) ile
denklem (4.20)’ nin grafikleri st {iste ¢izdirilirse asagidaki sonug elde edilir. Her iki

¢Ozlim arasinda oldukea kii¢iik bir fark gozlemlenir.
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U(x,0.5)

0.010F

0.008 -

0.006 -

0.004

0.002

. , , , -
1 2 3 4 5

Sekil 4.4. Basit-Basit Mesnet i¢in Taylor metodu ile gergek ¢6ziimiin karsilastirmasi

(- - - Taylor Matris Yo6ntemi, — Tam Coziim)
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5. SONUCLAR VE ONERILER

Bu calismada eksenel yiikleme altindaki kirigin enine titresim denklemi olan yliksek
mertebeden degisken katsayili linecer diferansiyel denklemin Taylor matris yontemiyle
¢Oziimii sunulmustur. Bu ¢aligsma enine titresen kirislerin ¢6ziimii i¢in yeni ve basit bir
¢oziim yontemi olan Taylor matris yontemini icerir. Onerilen metod konuma ve
zamana bagl 4. mertebeden lineer kismi diferansiyel denklem olan Euler-Bernoulli
kiris denklemini iginde bilinmeyen Taylor katsayilar1 bulunan matris formuna
dondistiirlir. Daha sonra bu matris denklemleri kullanilarak olduk¢a kolay bir ¢6ziim
elde edilir. Bu calismada eksenel yiik altindaki Euler-Bernoulli kiriginin serbest ve
zorlamali titresimleri ¢alisilmis olup genel ve 6zel ¢oziimler belirlenmistir. Metod,
sayisal bir 6rnek problem c¢oziilerek agiklanmis ve elde edilen sonuglar, tam ¢ézliimiin
sonuglar ile kargilastirilmistir. Bu ¢alisma icerisinde elde edilen sayisal ¢6ziim ile

gercek ¢oziim karsilagtirmasi oldukea iyidir.
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