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OZET

Yiiksek Lisans Tezi

Bernoulli ve Euler Polinomlarimin Matris Ozellikleri ve Gecikmeli integro
Diferansiyel Denklemlere Uygulamalar:

Ezgi SASMAZ

Manisa Celal Bayar Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dah

Damisman: Prof. Dr. Mehmet SEZER

Gecikmeli diferansiyel, integral ve integro-diferansiyel denklemler; kuantum
mekanigi, elektrodinamik, popiilasyon dinamigi, kimyasal  kinetik, kontrol
problemleri, elektronik sistemler, olasilik, sayilar teorisi, mekanik, astronomi,
biyoloji, ekonomi, potansiyel teorisi, elektrostatik ve endiistri gibi bir¢ok uygulamali
matematiksel bilimlerde 6nemli bir rol oynarlar. Genellikle bu tip denklemlerin
analitik ¢oziimiini bulmak zordur; dolayisiyla bunlarin yaklasik ¢éziimlerini bulmak
i¢in sayisal yontemlere gerek duyulur.

Bu tezde, yliksek mertebeden degisken katsayili lineer gecikmeli integro-
diferansiyel denklemlerin baslangic ve siir kosullari altinda yaklasik ¢éziimlerini
bulmak i¢in, standart siralama noktalar1 ile beraber diferansiyel ve integrasyonun
islemsel matrislerine dayali bir matris yontemi sunulur. Bu amag i¢in, dnce Bernoulli
ve Euler polinomlarinin matris formlar1 hesaplanilir. Sonra, bu matris formlarim
kullanarak, gecikmeli integro-diferansiyel denklem, uygun sayisal yontemlerle
coziilebilen, bilinmeyen Bernoulli ve Euler katsayili iki farkli lineer cebirsel
denklemler sistemine indirgenilir; bdylece problemin yaklasik ¢6ziimii, “Matris-
Siralama Yontemi” ni kullanarak, yaklasik ¢6ziim Bernoulli ve Euler polinomlar
cinsinden elde edilir.

Ayrica, elde edilen yaklasik ¢oziimlerin hata {ist sinirlarini tahmin etmek i¢in
rezidiiel(kalan) fonksiyona dayali hata analizi yapilir. Bununla birlikte, sunulan
yontemin dogrulugunu ve etkinligini tasdik etmek icin herbir problem tipine ait bazi
sayisal ornekler ele alinmis; sonuglar, mutlak hatalar ve hata tahminleri ile beraber
tablolar ve grafiklerle gdsterilmistir. Son olarak da tartismalar ve oneriler verilir.

Anahtar Kelimeler: Bernoulli polinomlar: ve serileri, Euler polinomlar1 ve serileri
Gecikmeli integro diferansiyel denklemler,Matris ve siralama yontemleri, Rezidiiel
(kalan) hata analizi

2018, 79 sayfa
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ABSTRACT
M.Sc. Thesis

Matrix Properties of Bernoulli and Euler Polynomials and Applications to
Delay Integro Differential Equations

Ezgi SASMAZ

Manisa Celal Bayar University
Graduate School of Applied and Natural Sciences
Department of Mathematics

Supervisor: Prof. Dr. Mehmet SEZER

Delay differential, integral and integro differential equations play an important
role in many applied mathematical sciences such as quantum mechanics,
electrodynamics, population dynamic, chemical kinetics, control problems, electronic
systems, probability, number theory, mechanics, astronomy, biology, economics,
potential theory, electrostatics and industrial applications. In general, it is difficult to
find the analitical solution of these type equations. So it is necessary to obtain their
approximate solutions to numerical methods.

In this thesis, a matrix method based on operational matrices of differentiation
and integration together with standard collocation points is presented to find the
approximate solution of high order linear delay integro-differential equations with
variable coefficients under the initial and boundary conditions. For this aim, first the
matrix forms of Bernoulli and Euler polynomials are computed. Then by using these
matrix forms, delay integro-differential equation is reduced to two different systems
of linear algebraic equations with unknown Bernoulli and Euler cofficients which
can be solved by means of suitable numerical methods; thereby, the approximate
solution of the problem is obtained in terms of Bernoulli and Euler polynomials by
using *“ Matrix-Collocation method”.

In addition, an error analysis based on residual function is performed to
estimate the error upper bounds of the obtained approximate solutions. Moreover,
some numerival examples for each kind of the problem are provided to confirm the
accuracy and efficiency of the presented method; the results are shown in tables and
figures along with absolute errors and error estimations. Finally,discussions and
recommentaries are given.

Keywords: Bernoulli polynomials and series, Euler polynomials and series, Delay
integro diffrerential equations, Matrix and collocation methods, Residual error
analysis.

2018, 79 pages
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1. GIRiS

Fonksiyonel denklemler; diferansiyel, integral, gecikmeli diferansiyel,
gecikmeli integro-diferansiyel, diferansiyel-fark, neutral gecikmeli, genellestirilmis
pantograph ve multi pantograph gibi denklemlerin bir kombinasyonu olarak
bilinirler. Bu tip denklemler, ekonomi, biyoloji, astrofizik, kontrol ve
elektrodinamik, elastisite, salinim teorisi gibi birgok uygulamali alanlarda 6nemli bir
rol oynarlar [1-9]. Bu g¢alismada ele alinan gecikmeli integro-diferansiyel
denklemler, fonksiyonel denklemlerin bir alt sinifidir; bunlarin analitik ve numerik
¢Ozlimlerinin 6zellikleri bir¢ok yazarlar tarafinda arastirilmistir [10-15]. Son yillarda
da fonksiyonel diferansiyel ve integral denklemlerin niimerik ¢6ziimleri i¢in artan bir
ilgi bulunmaktadir. Bu tip denklemlerin niimerik ¢oziimleri i¢in; Taylor, Chebyshev,
Laguerre, Hermite, Bernstein Bessel, Exponential, Chelyshkov, Dickson, Miintz-
Legendre ve Legendre polinomlarina dayali matris-siralama yontemleri kullanilmistir
[1,13-24]. Bu ¢alismada kullanilan Bernoulli ve Euler polinomlar1 en sik kullanilan
polinomlardan birisidir ve uygulama alan1 ise matematiksel fizik fen, miithendislik ve
bilgisayar bilimleri olup, matematigin de aktif bir arastirma alanidir [25-30]. Bu

polinomlarin mucitleri ile ilgili tarihi gelisim asagida sunulmustur.

Bernoulli polinomlarindan ilk olarak “Ars Conjectandi” adli c¢alismasinda
Isvigreli matematik¢i olan Jacob Bernoulli tarafindan bahsedilmistir; bu polinomlara
Bernoulli adin1 Bernoulli’nin 6liimiinden sonra Euler vermistir. Jacob Bernoulli, 27
Aralik 1654’te Basel’de dogmus, ilahiyat okuyup papazlik egitimi almis ve daha
sonra asil ilgi alani olan matematige yonelmistir. 1676 ve 1682 yillar1 arasinda
Hudde, Robert Boyle ve Robert Hooke’un da bulundugu o zamanin ileri gelen
isimlerinden matematik ve bilim alanindaki en son gelismeleri 6grenmis ve kuyruklu
yildizlar i¢in bir kuram dretmistirr Daha sonra 1683’ten itibaren Basel
Universitesi'nde mekanik dersleri vererek ¢ok verimli bir arastirma kariyerine
baglamistir. Ayrica, Jacob Bernoulli olasilik kuramu ile iilgilenmis; yazdig kitabinda,
Huygens’in sans oyunlariyla ilgili brosiiriinii yeniden basmis, permiitasyonlar1 ve
kombinasyonlar1 inceleyerek binom dagilimlariyla ilgili Bernoulli Teoremi’ni
geligtirmistir. 1682 yilinda bir deneysel fizik semineri olan "Collegium
Experimentale Psychmeconicum"u kurmus; 1687'de Basel Universitesi matematik

profesoriiolmustur. Ayrica Bernoulli denklemi adli diferansiyel denklemin ¢oziimiinii



ve logaritmik spiralin 6zelliklerini bularak, ilk kez “integral” terimini kullanmistir.
Frederick the Great of Prussia Berlin Akademisi’nin oncili yapiti Ars Conjectandi
(Tahmin Sanati) onun ortaya koydugu en Onemli kavramlardan ¢ogunu igerir.
Permiitasyonlar ve kombinasyonlar kuramu, tiistel serileri tiirettigi Bernoulli sayilari,
matematiksel ve inanglara bagli kestirilebilirlige iliskin incelemesi ve ¢agdas
ornekleme kuraminin temelini olusturan ve yine onun adiyla anilan Bernoulli biiyiik
sayilar yasasini igeren olasilik konusu, bunlar arasinda sayilabilir. Tim yapitlar

1744'te "Baselli Jakob Bernoulli'nin yapitlar1" adi altinda Lozan'da basilmistir.

Jacob Bernoulli(1654-1705)



18.yy’mn en biiyliik matematik¢isi olarak kabul edilen Leonhard Euler, 15 Nisan
1707°de Isvigre’nin Basel sehrinde dogmustur. Euler, Johann Bernoulli’den
matematik egitimini ve Basel Universitesi’nden de Ilahiyat, Ibranice ve Yunanca
egitimini almis; aldig1 egitim sonucunda papaz olacakken Bernoulli’nin sayesinde
matematikle ilgilenmeye devam etmis, felsefe dalinda yiiksek lisans Ogrenimini
tamamlamis, ilk makalesini 19 yasinda yayimlamis ve 20 yasindayken Paris Bilimler
Akademisi’nin actig1 bir yarismada gemi direklerinin dengeli diizenlenmesine iligskin
bir incelemesiyle derece almistir. Euler, Basel Universitesi’nden 1726 yilinda mezun
olmus ve egitimi boyunca Varignon, Descartes, Newton, Galileo, Hermann, Taylor,
Wallis ve Bernoulli gibi matematik¢ilerin ¢alismalariyla ilgilenmis ve bazilarmi
yeniden yapilandirmigtir. Euler’in 1728 yilinda St. Petersburg’da fizik profesorii
oldugu ve 1733 yilinda Basel Universitesi matematik kiirsiisiinde kidemli
akademisyen olarak gorev aldigi; daha sonralari, 25 yil boyunca Frederick the Great
of Prussia Berlin Akademisinde 380 tane makale yayimladigi ve 1773 yilinda da
hayatini kaybettigi bilinmektedir.

Euler, matematigin hemen hemen tiim alanlarinda, 6zellikle uzay zaman
siirekli mekanigi, ay teorisi gibi alanlarda da calismalar ortaya koymus; ayni
zamanda kimya ve botanik alanlarinda da ¢alismalar yapmustir. Euler, “e * sabiti ile
formiiller yazilabilecegini ve bir saymin sanal iissii alinirken nasil kullanilabilecegini
“ BEuler Formiilii” adi verilen formiilii ile tanimlamustir. Ikinci dereceden evrikligi
kesfeden Euler, miikkemmel sayilarin dahi Euclid formunda olmasi gerekliligini
ispatlamig; yeni biiyiik asal sayilar bulmus ve ilkel kokleri arastirmis, harmonik
serilerin 1raksamasindan yola ¢ikarak sonsuz tane asal sayr oldugunu bulmustur.
2000 yilda bu alanda yapilan en biiylik bulus olarak kabul edilen bu kesif analitik
say1 teorisinin yaraticisidir. Euler’in kompleks diizlem iizerindeki tiim sayilarin
carpanlarina ayrilmasi lizerine yaptig1 ¢aligmasi, Cebirsel say1 teorisinin baglangici
olarak da kabul edilir. Euler’den 2000 y1l 6ncesinde de bilinen 3 ¢ift arkadas sayilara
Euler 59 ¢ift daha eklemistir. Bernoulli ile beraber 1s1nlardaki gerilimi hesaplayarak
kiris denklemini gelistirmiglerdir. Euler denklemini verdigi akigkanlarin
dinamigindeki bir dizi devinim kanunu ortaya koymustur. Ayrica Bernoulli sayilari,
Fourier serileri, Venn diyagrami, Euler sayilari, e ve pi sabitleri, siirekli kesirler ve

integrallerin pek ¢cok uygulamasini tanimlamaistir.



Euler, matematigin hemen her daliyla ilgilenmisse de, dliimiinden sonra 29
ciltte toplanan matematik yapitlarinin yarisindan c¢ogunun analize ayrilmis
olmasindan anlasilacagi gibi, ilgisini daha ¢ok analiz iizerine yogunlastirmistir.
Kendisinden 6nceki matematikg¢ilerin ¢aligmalarimi sistemli bir yapiya kavusturan,
kanitlart bugiiniin OSlgiileriyle istenilen kesinlikle olmasa da matematigin bir¢ok
dalina yeni yontem ve kavramlar getiren Euler, 18.yy bilim diisiincesinin boyutlarini

cagin Otesine gotlirmeyi bagarmistir.

Leonhard Euler (1707-1773)



Bu tezin amaci, yukarida bahsedilen Euler ve Bernoulli polinomlarmin ve
serilerinin matris 6zelliklerini ve standart siralama noktalarini kullanarak, gecikmeli
tip lineer sabit veya degisken katsayili diferansiyel, integral ve integro-diferansiyel
denklemlerin baslangi¢, sinir veya karisik kosullar altinda yaklasik ¢dziimlerini
bulmaktir. Ayrica, elde edilen sonuglarin dogrulugunu kontrol etmek ve yontemin
etkinligini gostermek ic¢in kalan(residual) fonksiyona dayali bir hata analiz teknigi

gelistirmektir.



2. GENEL BIiLGILER

2.1. Kaynak Ozetleri

Fonksiyonel denklemlerin 6nemli bir sinifin1 olusturan gecikmeli diferansiyel
ve integro diferansiyel denklemler, fen ve miihendislik alanlarindaki uygulamalarda
onemli bir rol oynamaktadirlar; neutral ve pantograph tip denklemler de bu grupta
yer alirlar[31-37]. Ozellikle bu tip denklemler kuantum mekanigi, elektrodinamik,
popiilasyon dinamigi, elektronik sistemler, fizyolojik ve kimyasal kinetik, sayilar
teorisi, olasilik, astronomi, mekanik, biyoloji ve ekonomi gibi alanlarindaki
uygulamalarda matematik model olarak kullanilirlar[18-40]. Genellikle bu
denklemlerin analitik ¢oziimlerini bulmak zordur ya da miimkiin degildir. Dolayisyla
yaklagik ¢oOziimleri i¢in lasagidaki gibi sayisal yontemlere gerek duyulmaktadir:
Lagrange ve Chebyshev interpolasyon yaklasimi[31], backward yerine koyma
yontemi[32,33], Legendre-Gauss siralama yontemi[34], one-leg Q-yontemleri[37],
Laguerre siralama [12,13], Chelyshkov siralama yontemi [11], Jacobian elliptic
fonksiyon yontemi[38], diferansiyel transform yontemi[39], Bessel siralama
yontemi[16], Variational iterasyon yontemi [7], Bernstein seri yontemi[41], Hybrid
Taylor and block-pulse fonksionlar yaklasimi[40], Taylor seri agilim yontemi[20,21],
He homotopi perturbasyon yontemi[4], Adomian decomposition yontemi [6,9],
Chebyshev siralama yontemi[14], Lagrange interpolasyon yontemi [42], Legendre
siralama ydntemi[19,22], B-spline yontemi[43], Runge-Kutta ydntemi[44], Ustel
yaklagim yontemi[45,46], Taylor siralama yontemi[1,20,21], Bernoulli polinom
yaklagimi[15,25,27,28], Hibrit Euler-Taylor yontemi [47] and Dickson matris

yontemi[ 18], Lucas matris-siralama yontemi[48 ] gibi.

2.2.Bernoulli ve Euler Polinomlarimin Temel Ozellikleri

Polinom dizileri, teorik ve uygulamali matematiksel bilimlerin birgok
problemlerinde onemli bir rol oynarlar; Ornegin, vyaklasim teorisi, istatistik,

kombinasyonlar hesabi ve analizde olusan problemler gibi[30]. {B,(X)} —; Bernoulli

polinom dizisi ve {En(x)}ﬁjgo Euler polinom dizisi de polinom dizilerinin en



onemlilerindendir. Bu  polinomlar asagidaki {stel iireten fonksiyonlara

sahiptirler[30,49,50]:

e & B (X) 2" & E (X)
— n tn Ve — n
e' -1 nzz(; n! e' +1 nZ:; n!

n
t. 2.1)
Bu durumda, her iki polinoma ait ilk dort polinom, sirasiyla, su sekilde olur:
1 1 3 1
BO(X) =1, Bl(x) = X_E’ Bz(X) =x* _X+E, Bs(x) =X’ _EXZ +EX,

B =L E()=X-2, E,()=X-X, E(X=x-2x+T.

Ayrica, Bernoulli sayilart b, ve Euler sayilar ¢, , sirastyla,

t = b 2 2
bagintilarindan hesaplanmaktadirlar. Buradan, n=0,1,...,10 i¢in Bernoulli ve Euler

sayilari

b0:1,blz—%,bZ:%,b3:0,b4:—1,b5:0,b6:1

1 5
30 lb7:01b8:__lbg:01b10:_’

) 30 66

6‘0:1,8120,822—1,8320,5425,8520,862—61,8720,8821385,8920,81025,

olarak hesaplanabilir. Bernoulli ve Euler polinomlarinin agik formiileri (rekiirans
bagintilar1) , b, =B, (0), k=0,1...,n, Bernoulli sayilar1 olmak {izere, asagidaki gibi
tanimlanmaktadir[49,50]:

B (X) = Z(:)bk X1k

ve

nn+1\(2-2"YY b,
En(X)=Z( j( ) B ynvai 2.2)

s k (n+1)



veya

E, (x) =§@%(x—§>”.

Diger yandan, bu iki polinom bir¢ok benzer 6zelliklere sahiptir; bunlardan
birisi
B.(x+1)-B.(xX)=nx"* ve E (x+1)+E (x)=2x"

olarak bilinmektedir[49]. Bu ozellikleri kullanarak, herhangi n>0 tamsayisi igin

Bernoulli ve Euler polinomlarinin diger agik formiilleri elde edilir[49,50]:

Zn:[n +1jBk () = (N +1)x" .

k—o k
ve (2.3)
kzn:_o[zjek (x) + E. (xX) = 2x".

Ayrica, (2.1), (2.2) ve (2.3) bagintilarini kullanarak, Bernoulli polinomlar1 Euler

polinomlar1 cinsinden

Bn (X) = i(E)bk En—k (X) (2.4)

k=1

olarak ifade edilebilir[49] ve bunlarin tiirevleri ile ilgili rekiirans bagintilart ,
B, (X) = E;(X) =0 olmak iizere,

iBm(x):mBnH(x) ve iEm(x):mEmfl(x), m>1, n>1, (2.5)
dx dx

olarak elde edilebilir[50].

2.3. Bernoulli ve Euler Polinomlarimin Grafikleri
Burada, (2.1)-(2.5) formiilleri ile verilen Bernoulli ve Euler polinomlarina ait
rekiirans bagintilar1 kullanilarak, n=1,2,3,4 icin polinomlar tanimlanip, grafikleri

Sekil 2.1 ve Sekil 2.2” de gosterilmistir.



Bernoulli polinomlarinin ilk bes tanesi agik formda asagida verilmistir:
B,(X) =1,
1
B,(X)=x-=,
2

Bz(x):xz—x+%,

Sekil 2.1 Bernoulli Polinomlarinin Grafigi

Euler polinomlarinin ilk bes tanesi a¢ik formda asagida verilmistir:
E,(x) =1,
1
E,(X)=x-—=,
2
E,(X) = x*-X,

3 1
E.(X)=x*—=x?+=,
5(X) > X+

E,(X)=x"—2x>+x



E,(x) E5(x)

Sekil 2.2 Euler Polinomlarinin Grafigi

2.4. Problemin Tanitilmasi

Bu tez calismasinda, yliksek mertebeden degisken katsayili

> R0y (0 + 30,009 (@x+ ) = £+ AJK (x.)y(t)

+ 4, |R(x,t)y(t)dt,

D e W

(2.6)

tipindeki gecikmeli lineer integro-diferansiyel denkleminin

-1

(a; y"“(a)+b,y*“ (b)) =6,, j=01,...m-1, m=max{m,m,}

3

7«‘
1l
o

2.7)

karisik kosullarina gore,
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N
y(x) =y, (x)=2.2,B,(x) (kesilmis Bernoulli serisi) (2.8)
n=0
ve

y(X) =y, (x) =D ¢,E,(X) (kesilmis Euler serisi)  (2.9)

formlarinda yaklasik ¢oziimleri arastirilmaktadir.

Burada R (x), Q;(x), f(x), K,(x,t) ve K,(xt) verilen a<x,t<b
araliginda siirekli fonksiyonlar; R, (X), «, £, ;. bjk ve s <Xt <b ifadeleri uygun
sabitler; a, ve ¢, bulunmasi gereken Bernoulli ve Euler katsayilardir. (2.6)

denkleminde Q;(x) =4 =4, =0 ise denklem adi diferansiyel denklem;

A,=4, =0 ise denklem gecikmeli diferansiyel denklem; P, (X)=4 =4, =0 ise
denklem gecikmeli(veya fark) denklemi; Q,(x) =0,

k=123,...i¢in P, (x)=0,P,(x) #0, 4 # 4, # 0 ise denklem Fredholm-Volterra
integral denklemk =1,2,3,... igin B, (x) =0,R,(x) #0,4 #0, 4, =0,Q;(X) =0 ise
denklem Fredholm integral denklem ve k=1,2,3,... icin B (x) =0, Q;(x) =0,

Py (x)#0,4, #0, 4, =0 ise denklem Volterra ingral denklem olur.

11



3. MATERYAL VE YONTEMLER

3.1. Materyal

Bu boliimde temel materyal olarak, ikinci boliimde tanitilan Bernoulli ve
Euler polinomlari ile birlikte diferansiyel denklem, gecikmeli diferansiyel denklem,
Fredholm integral denklemi ve Volterra integral denklemi ele alinmakta; ayrica,
(2.6)-(2.7) problemini olusturan diferansiyel, gecikmeli diferansiyel ve integral
ifadelerinin matris formlar1 kullanilmaktadir. Diger yandan, literatiirde bahsedilen
tipdeki integro diferansiyel denklemlerin ¢oziimi ile ilgili islemsel matris ve
siralama yontemleri de materyal olarak kullanilip, verilen (2.6)-(2.7) probleminin,
(2.3) ve (2.4) ile tanimlanilan kesilmis Bernoulli ve kesilmis Euler serisi formlarinda
¢Oziimlerinin bulunmsin1 saglayan  “Matris-Siralama Yontemi” kurulmaktadir.
Bununla birlikte, elde edilen yaklasik ¢oziimlerin dogrulugu ve tutarliligi,
rezidiiel(kalan) hata  fonksiyonlarina dayali hata tahmin teknigi ile

aciklanabilmektedir.

3.2. Gecikmeli Lineer Integro Diferansiyel Denklemler i¢in Bernoulli
Matris-Siralama Yontemi
Bu kesimde, (2.6) ile tanimlanilan gecikmeli integro diferansiyel denklemine

ve (2.7) kosullarina karst gelen temel matris denklemleri,
xS=a+b|:l—as, s=01...,N, a<s<b (3.1)

ile taniml standart siralama noktalar1 yardimiyla, olusturulacak ve “Matris-Siralama

yontemi” kurulacaktir. Bu amag i¢in, nce (2.6) denkleminin (2.8) ile tanimlanan
N
Y02y, (0= a,B,(x), 0<x<b
n=0

kesilmis Bernoulli serisi formunda yaklasik ¢éziimiiniin oldugu kabul edilir; burada

B,(x), n=0,1,..,N Bernoulli polinomlarin1 ve a, , n=0,12,..,N bilinmeyen
Bernoulli katsayilarini ifade etmektedir. Bu durumda, y(x) ¢6ziim fonksiyonu ve

bunun y%(x) tiirevinin matris formlar1 asagidaki gibi yazilabilir:

y(x)=B(X)A ve y®¥(x)=B¥ XA, k=0,1,.. (3.2)

12



burada
B(x)=[B,(x) B(X) .. By(X], A=[a, & .. a,],
BY()=[B(x) B () . BY(].

Kesim 2.2. de tanimlanan Bernoulli polinomlarinin (2.2) veya (2.3) rekiirans

bagmtilari kullanilarak, B(x) =[B,(x) B,(X) ... By(x)] taban fonksiyonu ve

X(x) = [1 X . XN ] standart taban fonksiyonu arasindaki matris bagintisi

B (0] _(Sjbo 0 0 0 0 .. 0 -0
B(l’(x) o (b 0 o o | 4
B, (X) G]bz (ijbl zjbo 0 0 0 x2
SO0 (o (p (e o oo ||
8 S S S S
B (%) : : : : : :
S ok (e (e (S (e - (i
GT
olarak elde edilir ki bu, kisaca
(B(x) =G™ (X(x)" =B(x)=X(X)G (3.3)

seklinde yazilabilir.
Aynmi zamanda, X® (x) matrisi ve X(x) matrisi arasinda
X®(x) = X(x)M
X@(x) = XD (x)M = X(x)M?
XO (%) = XD (M = X(M’ (3.4)

X©(x) = XED ()M = X(x)M*
seklinde bir rekiirans bagintisinin oldugu bilinmektedir [1,18,19,48]. Bu ifadelerde

M matrisi,

13



010
0
000

000

N
0

0 .. 0
1 0
0 1

seklinde tanimlanmistir. Boylece, (3.3) ve (3.4) bagintilarini (3.2) de yerine koyarak

y®)(x) ¢oziim fonksiyonunun matris formu, k=0,1,2,... igin,

y®(x) = X(x)M*GA

olur.

(3.5)

Verilen (2.6) denkleminin gecikmeli diferansiyel pargasindaki y(ax + f3)

tirev ifadesinin matris formunu elde etmek i¢in, (3.5) de x - ax+ £ konulur ve

vy (ax+ B) = X (ax+ B)MIGA= X (X)B(a, B)M JGA

(3.6)

elde edilir; burada X (ax+ ) = X(x)B(«, B) esitliginin mevcut oldugu ve B(e, f)

matrisinin

B(a, f) =

ile tanimlandig1 bilinmektedir [11,13,18,24,48].

W W N Wk W O Ww

Simdi, Kesim 2.4 de tanimlanan (2.6)

0 3 4 0 p4 N 0 N

0 (o (o)er

12 4 103 N 1 HpN-1

o (e (Lo

2 nl 4 2 n2 N 2 pN-2

a fp (2}0{ p 5 a p

3 0 4 3 pl N 3 pN-3

o’ p (3jaﬂ 3 a’fp
4 4 0 N 4 HN-4
e )

gecikmeli integro diferansiyel

denkleminin Fredholm integral parcasindaki K(x,t) c¢ekirdek fonksiyonu ve y(t)

¢ozliim fonksiyonunun matris formlari ile sonug¢ matris formu asagidaki yol izlenerek

bulunabilir.
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K(x,t) ¢ekirdek fonksiyonunun Maclaurin agilimindan matrix form [13,18,19,24]

N N
KOt =2 D kog X"t = K(x,1) = X(OKX ()" (3.7)
p=0q=0
burada
_koo k01 koz kON_
klO k11 k12 klN
K =[kpq] = 20 1 T k2N |
_kNO kNl sz kNN_
1 o
pq = T K(0,0) , p,q=01..,N

Ve y(t) ¢oziim fonksiyonunun matris formu (3.5) den

y(t) = X(t)GA

(38)

olarak yazilabilir. Dolayisiyla, (3.7) ve (3.8) ifadeleri Fredholm integral par¢asinda
yerine konularak ve diizenlenerek asagidaki matris formu elde edilir:

b
j K (x,t)y(t)dt = X (X) KQGA;

bi+j+1_ i+j+1

a
i+ j+1

b
Q =[Qij]=.[ XTOX () dt, g = ;1,J=01,..,N. (3.9)

Volterra integral par¢asinin matris formu, Fredholm integral parcasinin (3.9)

matris bagintisinin elde edilis yolu izlenerek, asaidaki sonug elde edilir:
X

j R(x,1)y(t)dt = X (X)RS(X)GA;

a
Xi+j+1 _ ai+j+l

—1,j=0,1,...,N. 3.10
i+ j+1 " ( )

500 =[5,0]=] X" OX (O ot 5,00

Bu kisimda R matrisi R(x,t) nin Maclaurin agilimindaki katsaylar matrisidir ve

15



fo Tu To fon
o T N, - Ny 1 o
R=[r,]= , Ty =—————-R(0,0) , p,q=0L..,N.
o T B o Iy p!q!ax ot
o "1 2 NN

Buraya kadar elde edilen (3.5), (3.6), (3.9) ve (3.10) matris bagintilari

(2.6)’da yerine konulursa, (2.6) gecikmeli integro diferansiyel denklemi

my my .
R XM  +>-Q; (X)X (X)B(ex, /)M = 4, X (X)KQGA - 2, X (X)RS () }GA= f (x)
k=0 j=0

matris denklemine indirgenir.Bu denklemde, (3.1) ile tanimlanilan x;, s=0,1...,N,

siralama noktalar1 kullanilarak,
T m .

£ R COXOOME + > Q; (% )X (%)B(ar, /MY = 2, X (%, )KQ - 4, X (X, )RS (%) }GA= f(x)
k=0 =0

matris denklemler sistemi elde edilir ve kisaca (2.6)’ denklemine karsigelen temel

matris denklemi, kompakt formda,
1y L . I

D PXM"+> Q;XB(a, /M! - L, XKQ -2, XRS}GA=F (3.11)
k=0 j=0

olarak kurulur. Bu denklemdeki matrisler asagida tanimlanmaktadir:

P(x) O ... 0 X)) [T K XY

pk _ O Pk (:Xl) 0 X - X(Xl) 1 Xll X%N
L0 0 RS XL

X (%) 0 0 R O 0 S(x,)

& 0 X (%) 0  R- 0 R 0 5e S('xi)
0 0 - 0 0 0 0 :
0 0 ae X(Xy) 0 0 R S(xy)

Ayn1 zamanda, (3.11) temel matris denklemi, kisaca,

WA=F < [W:F] (3.12)

16



seklinde ifade edilebilir; burada
m My . I
W =[w,,]= % P XM* + Z(:)Qj XB(a, B)MI — 1, XKQ - 14, XRS}G; p,q=0,12,..,N.
= ]=
Diger taraftan (2.7) ile tanimlanan

-1

(a; ¥y (a)+by y*“ (b)) =6;, i=01..,m-1 m=max{m,m,}

3

7\—
I
o

karisik kosullara kars1 gelen temel matris fdenklemi, (3.5) bagintisin1 kullanarak,

-1
(a; X (a)+b, X (0))M‘GA=6,; j=0,1,...m-1,

0

3

kS
I

seklinde bulunur veya

m—

1
Uj:kZ(aij(a)+bij(b))M"G:[ujo Uy Ujp oo Upy |
=0
olmak iizere, kisaca
UjA:[Qj] = [uj;ej], 1=012,..,m-1 (3.13)

biciminde yazilabilir.

Sonug olarak, (2.6)-(2.7) probleminin ¢6ziimiinii (2.8) kesilmis Bernoulli
serisi formunda bulmak i¢in, (3.12) arttirilmis matrisinin son (veya herhangi) m

satiriin silinip yerine kosullara karsilik gelen (3.13) satir matrisleri konulur ve

istenilen
[W;F]
arttirtlmis matrisi elde edilir; agik olarak
Woo Wor S Won : f (%)
WlO Wll . . ) WlN ’ f (Xl)
[W F] _ WN—m,O VVN—m,l . ' ' VVN—m,N 1 f (XN—m)
Ugo Uoy I Uon ; 6
Uso Uy S Uiy ) 6
L um—l,O um—l,l * " * um—l,N 7 em—l i
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bi¢giminde yazilir. Bu matris, bilinmeyenleri a,,a,...,a, seklindeki Bernoulli
katsayilar1 olan N+1 bilinmeyenli N +1 tane denklemden olusan cebirsel bir
denklem sistemine karsilik gelir [48]. Eger W matrisinin tersi varsa, A =(W)F
yazilabilir. Boylece A matrisi, yani a,,a,,...,a, katsayilari, tek olarak elde edilir.

Dolayisiyla, (2.6) gecikmeli integro diferansiyel denklemi denklemi de (2.7)

kosullar1 altinda (2.8) kesilmis Bernoulli serisi formunda tek bir ¢oziime sahip olur ,

3.3. Gecikmeli Lineer integro Diferansiyel Denklemler icin Euler Matris-
Siralama Yontemi
Bu kesimde , (2.6) gecikmeli integro diferansiyel denkleminin (2.7) kosullar1

altinda (2.9) ile tanimlanilan

V0= V() = Y6,E, (), a<x<b

kesilmis Euler serisi formunda yaklasik ¢oziimlerini bulmak icin, Kesim 3.2 de

sunulan Matris-Siralama teknigi gelistirilecektir. Burada c,,c,,...,C, katsayilar
bulunmasi gereken sabitlerdir. Bu amag igin, dnce y(X) ¢oziim fonsiyonu ve bunun

y*(x) tiirevinin matris formlar1 asagidaki gibi yazilabilir:

y(x)=E(X)C ve y¥x)=E®X)C,k=0,1,... (3.15)

burada

E(X)=[E,(X) E(x) .. Eg()], C=[c, ¢ ... cy] .

EX)=[EL () EXX .. EP ()]
Kesim 2.2. de tanimlanan Euler polinomlarmin (2.2) veya (2.3) rekiirans

bagmtilari kullanilarak, E(X)=[E,(X) E,(X) ... Ey(x)] taban fonksiyonu ve
X(x) = [1 X ..o x" ] standart taban fonksiyonu arasindaki matris bagintisi

E(X)=X()T,T=D7 (3.16)

seklinde kurulabilir; burada D matrisi
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DR
300 30 ) -

olarak tanimlanmaktadir. (3.16) ve (3.4) bagintilarin1 hesaba katarak, (3.15) ifadesi

y(x)=X(X)TC ve y®x)=XXMTC, k=01,.. (3.17)

matris formuna doniisiir; gecikmeli diferansiyel pargasindaki y(ax+ ) tiirevinin

matris formu da

vy (ax+ B) = X (ax+ B)MITC = X (X)B(a, M ITC (3.18)

olarak elde edilir.
Simdi, Kesim 2.4 de tanimlanan (2.6)

denkleminin Fredholm integral parcasindaki ve Volterra integral parcasina ait matris

gecikmeli integro diferansiyel

bagmtilari, Kesim 3.2 deki yol izlenerek asagidaki gbi bulunmustur.

Fredholm parc¢asinin matris formu:

j.K(x,t)y(t)dt = X(X)KQTC;

o o (3.19)
b XT (t) X (t) dt b|+j+l _ aI+J+l o 01 N
= o= y :+1|) =Y., N
Q=[g] I e L
Volterra integral parcasinin matris formu:
X
j R(x,1)y(t)dt = X (X)RS(X)TC;
2 (3.20)

Xi+j+l _ ai+j+l

S(x)=s;(% ] =I XT ()X (@) dt, s;(x) Tl i,j=0,1,...,N.
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Matris — Siralama Yonteminin Kurulusu
Buraya kadar elde edilen (3.17), (3.18), (3.19) ve (3.20) matris bagintilari

(2.6)’da yerine konulursa, (2.6) gecikmeli integro diferansiyel denklemi
M My .

£ POOXEIM* +> Q, (X)X (x)B(ar, /M = X (X)KQTC - 1, X (X)RS(X)}TC= f (x)
k=0 =0

matris denklemine indirgenir.Bu denklemde, (3.1) ile tanimlanilan x;, s=0,1...,N,

siralama noktalar1 kullanilarak,
m, M, .

£ ROOXIM  + Q% )X (%)B(ar, AIM ! = X (x)KQ - 1, X (X )RS (%)} TC= f (x,)
k=0 j=0

matris denklemler sistemi elde edilir ve kisaca (2.6)’ denklemine karsigelen temel

matris denklemi, kompakt formda,
m, My . T

{3 PXM"+> Q,;XB(a, )M ! =4, XKQ -1, XRS}TC=F (3.21)
k=0 j=0

seklinde olur. Ayni zanmanda, (3.21) temel matris denklemi, kisaca,
WC=F < [W;F] (3.22)
seklinde yazilabilir; burada
m m . . .
W =[w, ]=> PXM"+> Q,XB(a, /)M’ -, XKQ -1, XRS}T; p,q=0,12,...,N.
k=0 =0
Diger taraftan (2.7) ile tanimlanan karisik kosullara karsigelen temel matris

denklemi, Kesim 3.2 deki gibi islem yaparak,

m-1
Y (a X (@) +by X (0))M"TC =6; j=01,...m-1

k=0

seklinde bulunur veya

m=’

1
U= (@, X @+ XONM* T =[ujy uy uj, o Uy |
k=0
olmak tizere, kisaca
UjC=[6’j] = [Uj;é?j], j=0212,...,m-1 (3.23)

biciminde yazilabilir.

Sonug olarak, (2.6)-(2.7) probleminin ¢oziimiini (2.9) kesilmis Euler serisi
formunda bulmak i¢in, (3.22) arttirilmis matrisinin son (veya herhangi) m satiriin

silinip yerine kosullara karsilik gelen (3.23) satir matrisleri konulur ve istenilen

[W;F] (3.24)
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arttirtlmig matrisi elde edilir; agik olarak

Woo Wor - - o Wy ;o T(x%)
Wio Wiy IR Wiy ; f(x)
~ W, W, W, s F(Xym)

. N-m,0 N-m21 -m.N ) N-m
[W;F] = -
U, Uy, - . . Uy A
Uy Uy, Uy ; 6

Unto  Unaa Uan 0.,

bi¢iminde yazilir. Bu matris, bilinmeyenleri c,,c,,...,C, seklindeki Euler katsayilari
olan N+1 bilinmeyenli N+1 tane denklemden olusan cebirsel bir denklem
sistemine karsilik gelir [48]. Eger W matrisinin tersi varsa, C = (W) *F yazilabilir.
Boylece C matrisi, yani c,,c,,...,C, katsayilari, tek olarak elde edilir. Dolayisiyla,

(2.6) gecikmeli lineer integro diferansiyel denklemi denklemi de (2.7) kosullari

altinda (2.9) kesilmis Euler serisi formunda tek bir ¢dziime sahip olur.
3.4 Rezidiiel (Kalan ) Fonksiyona Dayali Hata Analizi [18,24,47,48,51]

Buldugumuz ¢oziimlerin dogrulugunu asagidaki yolu izleyerek kolayca

N

N
kontrol edebiliriz. Zaan(X) ve ZCnEn(X) , Bernoulli ve Euler serileri

n=0 n=0
m J .
Zpk (x) y" (x)+>Q;(x) y (ax+p£)=f(x),J<m denkleminin yaklasik
k=0 i-0

¢ozimi oldugu icin Yy (X) fonksiyonu ve tiirevleri ayni denklemde yerine

koyuldugunda ¢6ziilen denklem yaklasik olarak saglanmalidir;
yani x=x, €[a,b], r=0,1,2,..,N igin

J

Ry (%) = P (% )y (%, )+ 3°Q, (x, )y (ax, + B)— £ (x,)20

j=0
veya
R, (x.) <107 ,((k,) herhangi bir pozitif tamsays).
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Eger max10™ =10 (k pozitif tamsay:) 6nceden belirlenirse N kesme
sinir1 noktalarin her birinde RN (Xr) farki onceden belirlenen 107 daha kiigtik
oluncaya kadar arttirilir. Bununla birlikte, eger N yeterli bir sekilde biiyiik alindig
zaman R (X) >0 ise, o zaman hata azalir. Baska bir deyisle, Ry (Xr) ile
tanmimlanan residiiel fonksiyon ve [a,b] araliginda |RN (X)| fonksiyonunun ortalama

degeri yardimiyla ¢6ziimiin dogrulugu kontrol edilebilir ve hata tahmin edilebilir
[24,47].

Ayrica, ortalama hatanin {ist sinir1 ﬁ asagidaki gibi tahmin edilebilir [24,47]:

b

< HRN (x)fex
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4. ARASTIRMA BULGULARI VE TARTISMA

Bu boliimde Bernoulli ve Euler Siralama Yontemi’nin dogrulugunu ve
gecerliligini  gostermek amaciyla oOrnekler yapilmistir. Daha sonra ¢6zlimiin
dogrulugunu bulmak i¢in Rezidiiel Hata ve Ortalama Deger Teoremine dayali hata

analizi yapilmis ve tablo ve grafiklerle yorumlanmistir.

4.1.Gecikmeli Diferansiyel ve Diferansiyel Fark Denklemler ile Tlgili
Ornekler

Ornek 4.1.1 Tam c¢ozimi  Y(X) =X +2 olan degisken Kkatsayil
y'(X)+ Yy (x)—2y(x)—xy'(x—1) =—2x* + 2x—2 adi diferansiyel denkleminin
0<x<1 araliginda , y(O) =2ve y'(O) = 0 kosullar1 altinda N=2 i¢in Bernoulli

siralama yontemi ile ¢ozelim.

Coziimi,

1
formunda bulmak icin N=2 icin siralama noktalari; {X, =0, X, = > X, =1}

degerlerini yerlerine yazip temel matris denkleminde yerine yazalim.

R () =-2,R(x) = X% R,(x) =1Q,(x) = 0,Q,(x) =X, F(X) = -2’ + 2X—2

W = kzi“ka (M) +inXB(a,,B)(I\/I)j G
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2 0 0 000 100
P=/0 -2 0|,P=(01 0[,P=[010
0 0 0 00 2 001
0 0 0 010 00 2
Q,=0,0Q =0 -1 o}ml_ooz ,M?={0 0 0
0 0 -2 000 000
10 0] -2 1 -1 1
X=111 ,F=—2],B(l,—1)=0 1 -2
12 4] -6 00 1
; 11
2 6
G=|0 1 -1
0 1

Denklemde yerine yazilip gerekli islemler yapilinca W matrisi asagidaki gibi elde

edilir.
5 g 2
3
W=|-2 -1 1—1
3
5 3 2
i 3 |

Kosullarin matris formu:

y(0) = X (0)GA
2=[1 0 0]cA  =[Uu6]=[1 -¥ ¥ : 2
2=[1 =% J]a

y'(0) = X (0) MGA
0=[L 0 OJMGA =[uU,6]=[0 1 -1 ; 0]
0=[0 1 -1]A
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Buldugumuz kosullarin matrisini , buldugumuz W matrisinin herhangi iki satirini

silip yerine yazarsak arttirilmis matris asagidaki gibi elde edilir.

—212,—2
_— 11
[;F]:l—EE,Z

Sistem ¢oziimii yapilirsa Y(X) =X +2 tam ¢Oziimii elde edilir.
Ornek 4.1.2 Simdi de tam ¢éziimii Y(X) = X° + 2 olan degisken katsayih
y'(X)+ Yy (x)—2y(x)—xy'(x—1) =—2x* + 2x—2 adi diferansiyel denkleminin

0<x<1 araliginda , y(O) =2ve y'(O) =0 kosullarn1 altinda N=2 icin Euler

siralama yontemi ile ¢ozelim.

Cozimii,

1
formunda bulmak icin N=2 icin siralama noktalari; {X, =0, X, = E X, =1}

degerlerini yerlerine yazip temel matris denkleminde yerine yazalim.

2

W =1>PRX (M) +§QjXB(a,,B)(I\/I)j T
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2 0 0 000 100
P=/0 -2 0|,P=(0 1 0[,P=[010
0 0 0 00 2 00 1

0 010 00 2

Q,=0,0Q =0 -1 o} =10 0 2|, M?=|0 0 0

2 000 000

100‘ -2 1 -1 1
X=11 1|, F=|-2|,Bg-)=0 1 -2
12 4 -6

| 0 0 1
1 - g
2
T=l0 1 -1
0 1

o 01 2

3

w=|—2 1 4
3

) _3§

L 3]

Kosullarin matris formu:

y(0) = X(0)TC

2=[1 0 O]TC  =[U.4]=|1 -¥% ¥ ; 2
2=[1 % K]

y'(0) = X (Q)MTC
0=[t 0 OJMTC =[u,4]=[0 1 -1 ; 0]
0=[0 1 -1C

Buldugumuz kosullarin matrisini, buldugumuz W matrisinin herhangi iki satirim

silip yerine yazarsak elde ettigimiz matris asagidaki gibi elde edilir.
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-2 1 g ; =2
- = 1 1
[ ;F]: 1 5 & ;2

Sistem ¢oziimii yapilirsa Y(X) =X +2 tam ¢Oziimii elde edilir.

Ornek 4.1.3 Y(X) =e" tam ¢Oziimii ile verilen
! 1 =X X X 1 -1
y(x)—xy(x)—Ee y(x—1)=e*—xe —Ee

denkleminin, O <X <1 araliginda ve y(O) =1

kosulu altindaki ¢6ziimiinii bulalim.

Katsayilari,

P (X)=—X, P(X) =1,P,(X) =0,Q,(x) =-1/ 26", ,F(x) =e* —xe* -1/ 2™

olan denklemde Bernoulli polinomunu

formunda , N=2 igin {XO =0,x=1/2, X, 21} siralama noktalariyla

cozmeliyiz.

k=0

{ipkx (M)‘G +2Q,-XB(a,,B)(M ) G}A: F
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{RXM°G + B XM'G +QXB(L-1)M° G| A=F

denkleminde asagidaki matrisleri yerlerine yazarsak;

0 0 O 1 00
P=/0 05 0|,PR=(010
0 0 -1 001
-0.5 0 0 1 -1 1
—0.3032653299 0 ,BL-D)=|0 1 -2
0 —0.1839397206 0 0 1
1 0 0 - % % 0.8160602794
=1 % % ,G=|0 1 -1|, F=| 06404209148
1 1 1 o 0 1 —0.1839397206
1, 3 1189
2 2 ' 1457
W:F=| - 984 2209 ; 1765
1225 1225 2756
1725 2001 268
| 1457 386 = 1457 |
arttirilmis matrisini elde ederiz.
1 1
u:6,1=11 —— — ;1
[Uo: 6] { 2 6 }

Kosullarin matrisini, buldugumuz arttirilmis matristeki herhangi bir satirin yerine

koyarsak;
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1 3 1189

- 3 - . ==

2 2 1457

[W;F]= _ 984 2209 4 - 1765
1225 1225 2756
2Ly

L 2 6 |

elde edilir. Matris sistemini ¢ozersek de katsayilar matrisi olan A matrisini elde

ederiz.

1.735404532
A=| 1.668620914
0.5934355456

Buradan sonug,
Y, (X) = 0.999999999 +1.075185368X + 0.5934355456x%>

seklinde bulunur. Diger ¢oziimleride benzer sekilde ¢ozersek sonuglart asagidaki gibi

elde ederiz.

Y, (X) =1+0.980577490x + 0.5175003628x’ +0.2078878895x’
y,(X) 1+1.002187118x + 04911597182+ 0.1702295581x" +0.053510636x"
Y, () = 1+1,000248766x + 0.5011972524x° + 0.1639661467x° + 0.042248965x" +0.000854324x°
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N=2, 3,4 ve 5 i¢in rezidiiel hata:

j R OIdX _ 1 0g784

0 | o |

ﬁ:j R| (X)|| —1.0831x10°
-

R_:.l[ R| (X)|| _ 8.5863x10"
|-

=TR(X)|d —8.4342x10°°

0 | - |

Tablo 4.1: Ornek4.1.3%iin N=2, 3,4 ve 5 icin hata fonksiyonlarinin niimerik sonuglari

X; Tam ez () les (x)l leq (x)] les (x|
Cozim

0.0 1 0 0 0 0

0.1 1.10517 0.00828 0.00173 0.00013 0.00003
0.2 1.22140 0.01737 0.0029 0.00013 0.00007
0.3 1.34986 0.0261 0.00349 0.0041 0.0001
04 1.49182 0.0332 0.0035 0.00009 0.00014
0.5 1.64872 0.03723 0.00305 0.00002 0.00016
0.6 1.82212 0.0366 0.0026 0.00002 0.00018
0.7 2.01375 0.02965 0.00244 0.00002 0.00021
0.8 2.22554 0.0144 0.0034 0.00035 0.00025
0.9 2.45960 0.01127 0.00632 0.00057 0.00029
1.0 2.71828 0.0497 0.0123 0.00118 0.00032
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Za T T T T T T T T T
—#— N=2 igin numerik ¢ozum
2 & b |75 N=3 igin nimerik gozim i
MN=4 igin numerik gozim

— — —N=5 igin nimerik gdzim =
24 |— — —Tam gozim / 4

0.8 1 1 1 1 1 1 1 1 1

Sekil 4.1: N=2, 3.4 ve 5 igin Ornek 4.1.3’{in tam ve niimerik ¢dziimleri

0.6 T T T T T T T T T

—#—N=2 igin hata fonksiyonu
—+—MN=3 igin hata fonksiyonu

N=4 igin hata fonksiyonu
—&— MN=5 igin hata fonksiyonu

0.5

Hata

Sekil 4.2: N=2, 3,4 ve 5 i¢in Ornek 4.1.3’iin rezidiiel hata fonksiyonu
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Ornek 4.1.4 Y(X) =€” tam ¢oziimii ile verilen
' 1 ., y 1
y(x)—xy(x)—ze y(x—1)=e*—xe —Ee

denkleminin, 0 <X <1 araliginda ve y(0)=1

kosulu altindaki ¢6ziimiinii bulalim.

Katsayilari,

P(X)=-XP((X)=LP,(X)=0, Q,(x) =-1/ 26", F(x) =¢e* —xe* -1/ 2™

olan denklemde Euler polinomunu

formunda , N=2 igin {XO =0,x=1/2,x, =1} siralama noktalariyla

cozmeliyiz.

{kzl;,PkX (|\/| )kT +ngXB(a,IB)(M )j T}C —F

(RXM°T + RXM'T +Q,XB(L-1)MT}C =F

denkleminde asagidaki matrisleri yerlerine yazarsak;
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0 0 O 100
%P 05 0|,R=|0 10

0 0 -1 0 0 1

~05 0 0 1 -1 1
Q, { 0 -0.3032653299 0 ,BL-)={0 1 -2

0 0 ~0.1839397206 0 0 1

1 0 0 1 -}é 0 0.8160602794

=1 Y 0.6404209148

11

Vi.T=l0 1 -1],F=
1

0 O 1 —0.1839397206

o7, . us

2 4 " 1457

989 3203 517 1765

1225 2450 4900 ' 2756
1725 1725, 268
| 1457 2914 " 1457

arttirilmis matrisini elde ederiz.

a1l 1 .
[uo,/lo]—[l 5 0 : 1}

Kosullarin matrisini, buldugumuz arttirilmis matristeki herhangi bir satiein yerine

koyarsak;
i 1 3 3. 1189
2 2 ' 1457
W: F] = 984 2209 s 1765
1225 1225 2756
1 1 0o : 1
i 2 i

elde edilir. Matris sistemini ¢ozersek de katsayilar matrisi olan Y matrisini elde

ederiz.
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1.834310456
C =1]1.668620914
0.593435545

Buradan sonug,
Y, (X) = 0.999999999 +1.075185369x + 0.5934355455x>

Seklinde bulunur. Diger ¢oziimleride benzer sekilde ¢ozersek sonuglari asagidaki

gibi elde ederiz.

Y, (x) =1+0.980577490x + 05175003627 x" +0.2078878896x’
y,(X) =1+1.002187118x +0.4911597178 %"+ 0.1702295592x" +0.053510635x"
Vs (X) = 1+1.000248766x + 0.5011972524x" +0.1639661467x° +0.042248965x" +0.000854324x°

N=2, 3,4 ve 5 icin rezidiiel hata:

7 (ROIX o g6a
© o o

R, = f IR, (0] dx —1.0831x1072
oo -0 7

_ RO o
Yoo -9
& |Rs (x)| dx

s [1-0]

D

R, = = 3.3449x10°2
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Z.B T T T T T T T T T
—#— N=2 igin numerik pdzim 5
2§ F |75 N=3 igin nimerik gdzim J
N=4 igin nimerik gdzim
— — —N=5 igin nimerik gdzim &
24 |— — —Tam gdziim / 1
2271 1
2 [ -
=
Z4at 4
=
167 ]
1.4 F -
12 i 1
L
18 4
D_B 1 1 1 1 1 1 1 1 1

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Sekil 4.3: N=2, 3,4 ve 5 igin Ornek 4.1.4’{in tam ve niimerik ¢dziimleri

0.6 T T T T T T T T T

—#—M=2 igin hata fonksiyonu
—+—N=3 igin hata fonksiyonu

N=4 igin hata fonksiyonu
—+&— N=5 igin hata fonksiyonu

0.5

Hata

Sekil 4.4: N=2, 3,4 ve 5 i¢in Ornek 4.1.4’iin rezidiiel hata fonksiyonu
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Ornek 4.1.5 y(0)=0 kosulu altinda, 0< X <2 araliginda, y(X)=sinx

tam ¢oziim olmak lizere
y'(x)—y(x)—cos(0.25x)y(0.2x)+sin(0.2x)y'(0.25x) = cosx —sinx
denklemini Bernoulli siralama yontemi ile ¢ozelim.

P, (X

)=-1P,(x)=1 Q,(x)=-cos(0.25x),Q, (x)=sin(0.2x)
% B =0, a, :%,ﬁz =0, F(x)=cosx—sinx

olmak iizere,

N=2 i¢in siralama noktalar1 {X, =0, X, =1, X, =2 } iken

[RXM°G +PXM'G +Q,XB(L-1)M G} A=F

1 0 0 010
PR=/0 -1 0|,R=1,M=(0 0 2
0 0 -1 0 0 0
-1 0 0
Q,=| 0 —-0.99220 0 0.09983 0
0 0 ~0.96891 0.19867
1 0 0 1 0 o]
B(}/,O): 0 % 0 |, B(}.00=[0 ¥ o0
0 0 Yoy 0 0 Mo
1 0 0 1 1 % %
X:l%% F=|039816 | ., G=/0 1 -1
1 1 1 —0.30117 0o 0 1
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matrisleri denklemde yerine yazilip ¢oziiliirse

-2 2 -1.33333 ; 1
[W; F] =| -1.9922 149671 0.06760 ; 0.39816
-1.96891 0.98934 0.72753 ; -0.30117

elde edilir ve Y(O) =0 icin kosul matrisi bulunur.
[Us:6,]=[1 —05 0.16667 ; 0]
Bulunan kosul matrisi [W; F] arttirilmis matriste yerine konulursa A katsayilar

matrisi asagidaki gibi elde edilmis olur.

0.45536
A=| 0.86608
-0.13391

Daha sonra ¢6ziim bulunur.
Y, (X) = —1.166666667 %107 + x —0.1339153543x%>

Benzer sekilde diger N’ler i¢in ¢6ziim bulunur:

y,(x) = 0.83x10™° + x—0.0050429728x" - 0.155530447x’

y,(x)=-0.84 x10™° + x+0.001991673x* —0.1760802276x° + 0.015342368x"
Y, (x) = -0.67x107" '
+X+0.004407080x° —0.1926962771x° +0.052373822x" - 0.0262654029x°
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N=2, 3,4 ve 5 i¢in hata analizi:

R, =

R, =

R, =

R, =

&R, ()| dx
o[-0
&Ry (x)| dx
o -0
£|R, (x)]dx
L0
|R; (x)|dx
[L-0]

Ot O

=0.10963

=1.0831x107?

= 4.8608x10~°

=3.3449x10°°

Tablo 4.2: Ornek 4.1.5 in N=2, 3.4 ve 5 icin hata fonksiyonunun niimerik sonuglar

x; | Tam Cozim ez ()] les (x)l leq (x| les (x)]

0.0 0 1.16x107° | 8.33x107'' | 8.4x107'' | 6.73x10° 1
0.1 | 9.98x1072 | 1.17x107% | 3.93x107° 1.19x1075 2.29x1075
0.2 | 1.98x107* | 4.02x107% | 8.80x10~* | 2.62x107> | 4.07x107°
0.3 | 295x107* | 7.57x107% | 1.73x107* | 2.91x107° 3.40x1075
0.4 | 3.89x10~' | 1.08x107% | 1.79x10* | 2.39x107° 2.60x1075
0.5| 4.79x107! | 1.29x1072 1.28x107* 2.12x107° 417x1075
0.6 | 5.64x10~* | 1.28x107% | 5.25x107° 2.95x1075 6.69x1075°
0.7 | 6.44x1071 | 9.83x1072 | 3.56x107° 4.64x1075 7.49x107°
0.8 | 7.17x10~* | 3.05x107% | 2.15x10~* | 4.97x107° 3.50x107*
09| 7.83x10~' | 820x107% | 7.93x107* 1.00x1075 1.37x1073
1.0 | 8.41x1071 | 2.46x1072 2.04x1073 2.17x107% 3.65x1073
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Dg T T T T T T T T T
m o oo 3
+ N=2 igin numerik gozum o'
0.8 | N=3igin nimerik gozim ; i
N=4 igin nimerik gzim /’-‘
— — —N=5 igin nimerik gozim P
0.7 '|— — —Tam gdziim / T
0.6 [ 7 .
0.5 1
= L i
= 0.4
0.3 [ / 1
0.2r i 1
01 1
Y
0% . -
_01 i i i i i i i i i

Sekil 4.5: N=2, 3,4 ve 5 i¢in Ornek 4.1.5’in tam ¢dziimii ve miimerik sonuglari

1 -_- T T T T T T T T T
—#—MN=2 igin hata fonksiyonu
09T Ay —&—N=3 igin hata fonksiyonu | |
M=4 igin hata fonksiyonu
08 F M=5 igin hata fonksiyonu | 4
0.7 1 1
06 |
=2
= L
£ 0.5
0.4 ]
0.3 Ff 1

Sekil 4.6: N=2, 3,4 ve 5 i¢in Ornek 4.1.5’iin rezidiiel hata fonksiyonu

39



Ornek 4.1.6. y(0)=0 kosulu altinda, 0<X <2 arahiginda, y(X)=Ssinx

tam ¢6ziim olmak iizere
y'(x)—y(x)—cos(0.25x) y(0.2x)+sin(0.2x)y'(0.25x) = cosx — sinx
denklemini Euler siralama yontemi ile ¢ozelim.

P, (X LB (x)=1 Q,(x)=—cos(0.25x),Q, (x)=sin(0.2x)

1

):_
a :%,,81 =0, o, :Z’ﬂz =0, F(x)=cosx—sinx

olmak iizere,

N=2 i¢in siralama noktalar1 {X, =0, x, =1, X, =2 } iken

{BXM°T + BXM'T +Q,XB(L-1)M°T}|C=F
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-1 0 0 010
P=/0 -1 0|,R=1,M=/00 2
0 0 -1 00 0
-1 0 0
Q,=| 0 -0.99220 0 009983 0
0 0 ~0.96891 0.19867
1 0 0 1 0 0
B(}/,O): 0 % 0 ,B(%,O): 0 % 0
0 0 Yo 0 o Yo
1 0 0 1 1 -Y 0
X =|1 % % JF=[039816 |, T=/0 1 -1
1 1 1 ~0.30117 0 0 1

matrisleri denklemde yerine yazilip ¢oziiliirse

-2 2 -1 : 1
[W; F] =| -1.9922 1.49671 0.06760 ; 0.39816
-1.96891 0.98934 1.05569 ; -0.30117

elde edilir ve Y(O) =0 i¢in kosul matrisi bulunur.
[Uo;ﬂo] =[1 -05 0 ; 0]

Bulunan kosul matrisi [W; F] arttirtlmis matriste yerine konulursa C katsayilar

matrisi asagidaki gibi elde edilmis olur.

0.433042
C =| 0.866084
—0.133915

Daha sonra ¢6ziim bulunur.
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Y, (X) = x— 0.1339153542x>
Benzer sekilde diger N’ler i¢in ¢6ziim bulunur:

Y (X) = 2.75x10™ + x - 0.0050429728x" - 0.15553044 7%’
Y,(X) 2 0.75x107™ + x+0.001991673x" - 0.1760802276x" +0.015342368x"
¥e (x) = -0.16x 107 + x +0.004407080x” - 0.1926962813x" +0.052373820x* - 0.0262654029x°

Tablo 4.3: Ornek 4.1.6 nin N=2, 3,4 ve 5 i¢in hata fonksiyonunun niimerik sonuglari

x; | Tam lex (x| les (x;)| les(x)] les (x;)]
Coziim

0.0 0 0 2.75x107'° | —8.4x1071 | —6.73x107 11

0.1 |9.98x1072 | 9.86x1072 | 9.97x1072 | 9.98x1072 9.98x1072

0.2 | 1.98x1071 | 1.94x1071 1.99x1071 | 1.98x107?! 1.98x1071

0.3 | 2.95x1071 | 2.87x107! | 2.95x107! | 2.95x107! 2.95x1071

0.4 | 3.89x1071 | 3.78x1071 3.89x1071 | 3.89x1071 3.89x1071

0.5 4.79x107! | 4.66x1071 | 4.79x107' | 4.79x107?! 4.79x1071

0.6 | 5.64x1071 | 5.51x107! | 5.64x1071 5.64x1071 5.64x1071

0.7 | 6.44x1071 | 6.34x107! | 6.44x107! | 6.44x1071 6.44x1071

08| 7.17x1071 | 7.14x107' | 7.17x10°1 | 7.17x1071 7.17x1071

0.9 | 7.83x1071 | 7.91x1071 7.82x1071 | 7.83x1071 7.81x1071

1.0 | 8.41x10°1 | 8.66x10°1 | 8.39x10°! | 8.41x1071 8.37x1071
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N=2, 3,4 ve 5 i¢in hata analizi:

R = j'RZ (X _ o rs1685x10°
’ 0 |1_ 0|
R. = TM =2.171862x10°°
’ 0 |1_ O|
R, = jw =8.176045x10™
) 0 |1_ 0|
R. = jw =3.682374x10°
° 0 |1_ 0|
0.9
—— N=2 igin nimerik gozim A
0B k| :fi ?;:in n:gmeritp@zgm * i
— NS i nimerik giziem ~

0.7 [ |— — —Tam gdzim /
0.6 [ /
0.5 /

01 r p

0.1

Sekil 4.7: N=2, 3.4 ve 5 i¢in Ornek 4.1.6’nin tam ¢dziimii ve niimerik sonuglar
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1 -.. T T T T T T T T T
—#— N=2 igin hata fonksiyonu
09 Ay —&— N=3 igin hata forksiyanu | |
MN=4 igin hata fonksiyonu
et % N=5 igin hata fonksiyonu | 4
DlT . .'..I -
0.6 ]
=
- L
— 0.5
0.4 A
0.3 7

Sekil 4.8: N=2, 3,4 ve 5 icin Ornek 4.1.6 nin rezidiiel hata fonksiyonu

Ornek 4.1.7 y’”(X)+y(x)+y(x—0,3)=e°'3‘x . 0<x<1

Sabit katsayilt iiclincii mertebeden lineer gecikmeli diferansiyel denkleminin

y(0)=1, y'(0)=-1,y"(0) =1 kosullar1 altinda tam ¢dziimii y(x)=e™ olsun.
Burada katsayilar;
P=1,R=1,Q=1,a=1,8=-0,3,F ="

olmak tizere, N=3 i¢in Bernoulli polinomu
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- 1 2 . .
gibidir. X, =0, X, = 3 X, = g,x3 =1 siralama noktalarmi matris denkleminde

yerine yazarsak y(x) ¢dziimiinii elde ederiz.
{RXM°G + P,XM?G +Q,XB(1,-0,3)M G} A=F

W =P, XM°G + P,XM°G + Q,XB(1,-0,3)M°G

1 000 1 -0,3 0,09 -0,027] 1 00
0100 o 1 -06 02/ 010
P, = ,B(1,-0,3) = Q=
0 010 0 O 1 -0,9 0 01
0 00 1] 0 0 0 1 | 000
. . 10 0 O] 4 .
0100 11 1 1,34985
1 S
00 20 0,96721
M: ,X: 3 9 27 ,F:
0003 L 248 0,69304
0 00 0] 3 9 27 | 0,49658 |
11 1 1]

Degerler yerineyazildiginda W matrisi asagidaki gibi bulunur:

2 -1,3 0,723333 5,688
1 -0,5 0,16666 0
0 1 -1 0,5
0 O 2 -3

[U,;6,1=[1 -0,5 0,16666 0 ; 1]
[U;6]=[0 1 -1 05 ; -1]
[U,;6,]=[0 0 2 -3 ; 1]

Kosullar W matrisinin herhangi 3 satir1 silinip yerine yazildiginda ve sistem

¢oziildiigiinde aranan ¢6ziim asagidaki gibi bulunur.
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0,625015
—0,66606
0,25009
—-0,166606

Katsayilar matrisi elde edildikten sonra yaklasik ¢oziimler elde edilir.

Y, (X) =1—x+0,5%x* —0,166606 X
Y, (X) =1-x+0,5x* —0,166606x%> + 0,036858x"
¥ (X) =1—x+0,5x* —0,166606x> + 0,03884x"* —0,002166X%"

Tablo 4.4: Ornek 4.1.7 nin N=3,4 ve 5 i¢in hata fonksiyonunun niimerik sonuglari

x; | Tam Coziim les(x;) leq ()] les ()
0.0 1 2x107°> 0 0

0.1 9.04x1071 2.19x107° 7.54x107> 2.16x1072
0.2 8.18x1071 7.92x107° 6.05x107* 2.58x107°
0.3 7.40x1071 3.29x107* 2.04x1073 8.70x107°
04| 6.70x107! 9.93x107* 4.83x1073 1.41x1075
0.5 6.06x1071 2.36x1073 9.41x1073 3.43x107°
0.6 | 5.48x107! 4.80x1073 1.61x1072 5.49x107°
0.7 | 4.96x107! 8.73x1073 2.55x1072 2.11x107*
0.8 | 4.49x107! 1.46x1072 3.78x1072 5.40x107%
09| 4.06x107! 2.30x1072 5.32x1072 1.13x107*
1.0 3.67x1071 3.44x1072 7.22x1072 2.13x1073
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N=3, 4 ve 5 i¢in hatalar;

R, = 0.29263
R, = 0.32447
R, =0.14216

seklinde bulunur.

—#—M=3 igin nlmerik gdziim
—+— N=4 igin numerik cozium
0.8 r MN=5 igin niimerik giizim | |
—&— Tam ¢ozim
0.8
0.7
3
=
06
0.5
0.4 [
Da 1 1 1 1 1 1 1 1 1

Sekil 4.9: N=3,4 ve 5 i¢in Ornek 4.1.7’nin tam ¢dziimii ve niimerik sonuglar
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1.4 T T T T T T T T T

—#— N=3 igin hata foksiyonu
—+— N=4 igin hata foksiyonu

| N=5 igin hata foksiyonu 4
1.2 7
Fi
/
1k ;“+ i
+
7
7
Dﬂ' B + 4
= 7
T T
T F
7
0.6 o+ 1
#
&
+
o4
o

Sekil 4.10: N=3,4 ve 5 i¢in Ornek 4.1.7’nin rezidiiel hata fonksiyonu

Ornek4.18 Y (X)+y(Xx)+y(x-0,3)=e>" 0<x<1

Sabit katsayilt iiclincii mertebeden lineer gecikmeli diferansiyel denkleminin

y(O) =1 y’(O) =-1,y"(0) =1 kosullar1 altinda tam ¢oziimii y(x) =e " olsun.
Burada katsayilar;
P=1,R=1Q =1,a=1,=-0,3,F=¢"**

olmak tizere, N=3 i¢in Euler polinomu
3
y3 (X) = ch En (X)
n=0

1 2
gibidir. X, =0, X, = 3 X, = §,X3 =1 siralama noktalarini matris denkleminde

yerine yazarsak y(x) ¢dziimiinii elde ederiz.
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(R,XM°T + B,XM°T +Q,XB(1,-0,3)M°T}C = F

W = P,XM°T + P,XM°T +Q,XB(L—0,3)M°T

1000 1 -0,3 0,09 -0,027
n_ (00100 B(1—03):O 1 -0,6 0,27 o -
1o o010 V" 0 0 1 -09 [
0001 0 0 0 1
1 0 0 0]

01 00O 1 1 1 1,34985
o020 |Y3 9 27| o |ooeat|
000 3| L 2 4 8| |069304 )
0000 3 9 27 0,49658
11 1 1|

Degerler yerine yazildiginda W matrisi asagidaki gibi bulunur:

2 -1,3 0,39 6,338 |
2 -0,63333 -0,25444 6,36874
2 0,03333 -0,45444 5,97725

2 07 0,21 5,608 |

[Uy:6,1=[1 05 0 0,25 ; 1]
[U;6]=[0 1 -1 0 ; -1]
[U,;6,1=[0 0 2 -3 ; 1]

o » O O

Kosullar W matrisinin herhangi 3 satir1 silinip yerine yazildiginda ve sistem

¢oziildiiglinde aranan ¢oziim agagidaki gibi bulunur.

Katsayilar matrisi elde edildikten sonra yaklasik ¢oziimler edlde edilir.

0,66669
—0,74990
0,25009
—0,166606
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y,(X) =1— X +0,5x* —0,166606x°
y, (X) =1-x+0,5x2 —0,166656x° + 0,036858x"*
Y, (X) =1—x +0,5x2 —0,166606x° + 0,03884x* —0,002166x°

N=3, 5 ve 5 i¢in hatalar;

R, = 0.29263
R, = 0.32447
R, =0.14216

(8]

seklinde bulunur.

Tablo 4.5: Ornek 4.1.8 in N= 3,4 ve 5 icin hata fonksiyonunun niimerik sonuglar

x; | Tam Coziim |les(x)] les(x)] les (x|
0.0 1 2x107° 0 0

0.1| 9.04x1071 2.19x107° 7.54x107° 2.16x1072
0.2 | 8.18x10°1 7.92x107° 6.05x10% 2.58x107°
0.3 | 7.40x1071 3.29x10~* 2.04x1073 8.70x107°
04| 6.70x10"* | 9.93x107* 4.83x1073 1.41x107°
0.5| 6.06x1071 2.36x1073 9.41x1073 3.43x107°
0.6| 5.48x10°' | 4.80x1073 1.61x1072 5.49x107°
0.7 | 4.96x10"' | 8.73x1073 2.55x1072 2.11x107%
0.8| 4.49x10°1 1.46x1072 3.78x1072 5.40x10%
09| 4.06x1071 2.30x1072 5.32x1072 1.13x10~%
1.0 | 3.67x1071 3.44x1072 7.22x1072 2.13x1073
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—#— N=3 igin nimerik gozim
—+— N=4 igin numerik gozum
09T M=5 igin nimerik gézim | ]
—&— Tam gozim
0.8
0.7
X
=
0.6
0.5
0.4
D:] 1 1 1 1 1 1 1 1 1

Sekil 4.11: N=3.4 ve 5 i¢in Ornek 4.4.2’in tam ¢dziimii ve niimerik sonuglari

14 T T T T T T T T T
—#F— N=3 igin hata foksiyonu
—+— N=4 igin hata foksiyonu 1%
L N=5 igin hata foksiyonu -
12 £
7
#
+
1t #-{- 4
0.8r i- 7
#

Hata
Ty

Sekil 4.12: N=3,4 ve 5 i¢in Ornek 4.4.2’in rezidiiel hata fonksiyonu
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Ornek 4.1.9. Tam ¢oziimii y(x) = x olan
V() + Y (X1 +2xy(x —2) = 2x* —4x+1
lineer fonksiyonel denklemini 0 < x <2 araliginda, y(0) =0, y'(0) =1 kosullariyla

Bernoulli siralama yontemi ile ¢ozelim.

N=2 segersek siralama noktalart X, =0, X, =1, X, =2

olur. Burada katsayzilar;
Q(X)=2x=a,=1,8,=-2
QX)=1 = =1,4=-1
Q,X)=1 =a,=1,4=0

olmak tlzere

iQkXB(a,ﬂ)MkGA: F

{Q,XB(a, MG + QX B(a, /IM'G +Q,XB(a, /M G} A= F
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olarak bulunur.
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S
U0=[100]01—1={1 1 1}
2 6
00 1
_'11_
010! 3 &
U=[1 0 0]j0 0 2{|0 1 -1|{=[0 1 -]
0 0 0Jj0 0 1

1|1 1 1.
[UO’HO]_|:1 2 6 ’ O:‘

[U;6]1=[0 1 -1 ; 1]

Kosullar1 W matrisinin herhangi iki satir1 silinip yerine yazilip matris ¢oziiliirse

y(X) = X tam ¢ozlimiine ulaslir.

Ornek 4.1.10 Simdi de tam ¢oziimii y(X) = x olan
V() + Y (X1 +2xy(x —2) = 2x* —4x+1
lineer fonksiyonel denklemini 0 < x <2 araliginda, y(0) =0, y'(0) =1 kosullariyla

Euler siralama yontemi ile ¢ozelim.

N=2 segersek siralama noktalar1 X, =0, X, =1, X, =2

olur. Burada katsayilar ;

Q(X)=2x= o, =1,5, =2
QM) =1 = a=1p4=-1
QLX) =1 =a,=14=0

olmak lizere
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k=0

{QXB(a, AMT +Q XB(a, /)M'T +Q,XB(a, /M’T|C = F

> QXB(a, M TC =F

1 -2 4
0 1 4]
0 0 1
7'/

|
|

] , B(L,-2)

o O <

o N O

o O O

-1 1
=0 1 -2
0 0 1

} , B(L,-1)

o 1 O

— O O

o 1 O

T

1

2 -2 5
4 -1 3
55

0

W

olarak bulunur.



1 1o
2 1
UO:[100]01—1:[1 - o}
00 1
1
01 0|t 5 0
U=[1 0 0)j0 0 2|0 1 -1|=[0 1 1]
00000 1

[Uo;eo]:{l —% 0 ; O}

[U;6]=[0 1 -1 ; 1]

Kosullar1 W matrisinin herhangi iki satir1 silinip yerine yazilip matris ¢oziliirse

y(X) = X tam ¢éztimiine Euler Polinomuyla da ulasilir.

4.2. Gecikmeli Lineer Fredholm ve Volterra tip integro-Diferansiyel

Denklemlerle ilgili Ornekler

Ornek 4.2.1 Tam ¢oziimii y(x) = x> —2x+1 olan
1
y'"(X)+ y"(x=1) = 2xy'(x — 2) = -5x* +12x + 4 + 30_[ X“t2y(t)dt
0

denklemini 0 < x <1 araliginda , y(0) =0, y() =0 kosullariyla Bernoulli siralama

yontemi ile ¢ozelim.

N=3 segersek siralama noktalar1

1 2
x0=0,x1:§,x2:§,x3:1

olur. Burada katsayilar ;
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Po(X) =0
R(x)=0
Pz(x) =1
QO(X) =0
Q(X)=-2X =, =1, =-2
QX¥=1 =a=1p=-1

olmak lzere

{PRXB(a, f)M°G + RXB(a, BIM'G + P,X B(er, )M °G — AXKQG | A= F

denkleminde
0 0 0 0 |
2 1 -2 4 -8
0 _§ 0 0 0O 1 -4 12
Ql(x): 4 ’Bl(ll_z): 0 0 1 -6
O 0 —— 0
3 0O 0 0 1
10 0 0 -2
1 -1 1 -1
0O 1 -2 3
X)=1, B,(1,-1) =
QM=1.B,0-=| - .
0O 0 0 1
1 0 0 O] 1 —% % 0
1 1 1
1393 & 0 1 -1 1
X (X) = 3 9 27 G- >
1 24 8 3
3 9 27 0 0 1 ~3
11 1 1] 0 0 0 1|
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; 111
2 3 4
1 1 1 1 0 0 0O
2 2 4 & 0 00O
Q=2345,K: 1=30
Elli 0 010
3 4 5 6 0 00O
1111
14 5 6 7]

yukaridaki kasayilar yerlerine yazilirsa

10 17 371619

9 18 54 36
W= 40 22 238

A - 17

9 9 27

0 2 ¥ A
2 6 4

matrisi bulunur.

Kosullarin matris formu:
[Uo6o]=[1 =% ¥ o0; 1
1 1
[Ul’el]:[o 2 6

seklindedir.

Buldugumuz kosullarin matrisini, buldugumuz W matrisinin herhangi iki satirini

silip yerine yazarsak elde ettigimiz matris asagidaki gibi elde edilir.
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(619 18 8 157
3432 143 286 286

0 0 1 -1 ;. —

_ 9
]_ 619 108 162 42 0

572 143 143 143

127 36 54 14 )
286 143 143 143

Sistem ¢oziimii yapilirsa Y(X) =x*—2x+1 tam ¢Oziimii elde edilir.

Ornek 4.2.2 Simdi de tam ¢oziimii y(x) = x*> —2x+1 olan
1
y'(X)+y"(x=1) = 2xy'(x —2) = -5x* +12x + 4 + BOJ x“t2y(t)dt
0

denklemini 0<x<1 araliginda , y(0)=0, y(1) =0 kosullariyla Euler siralama

yontemi ile ¢ozelim.

N=3 segersek siralama noktalar1 X, = 0,x = é Xy ==, % =1

3

olur. Burada katsayilar;

Po(x) =0
R(x)=0
Pz(x) =1
Qo(x) =0
Q(X)=-2X =, =1, =-2
QX¥=1 =a=14=-1

olmak lizere
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{RXB(a, /)M°T + RXB(a, AIM'T + P,XB(a, /)M °T - AXKQT |C = F

denkleminde
0 O 0 0]
2 1 -2 4 -8
0O —— 0 0O
3 0 1 -4 12
Q) = . |BE2= o
0O 0 —— 0
3 0O 0 0 1
10 0 0 -2]
1 -1 1 -1
0 1 -2 3
X)=1, B,(1,-1) =
Q=1 B,a-D=| o .
0 0 0 1
_ - _ _
1 0 0 O 1_& 0 1
11 1 2 4
2 9 927 0O 1 -1 0
¥ g i 287 1 3
iy = o 0 1 ——
3 9 27 2
11 1 1| 0 0 0 1|
; 111
2 3 4
111 1 0000
2 2 4 § 0 00O
1111 0010
3 4 5 6 0 00O
1111
L4 5 6 7]

yukaridaki kasayilar yerlerine yazilirsa
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127 18 170 150

572 143 143 143
619 108 162 42

572 143 143 143
127 36 54 14

| 286 143 143 143

matrisi bulunur.

Kosullarin matris formu:

[UO,HO]z{l -¥ o %; 1}

[Ul,el]z[o 1oL 0}

seklindedir.

Buldugumuz kosullarin matrisini, buldugumuz W matrisinin herhangi iki satirini

silip yerine yazarsak elde ettigimiz matris asagidaki gibi elde edilir.

0 0 1
2

[N
o N |-

127 18 170 0 67

]_ 572 572 143 143 9
619 108 162 42

572 143 143 143

127 3% 54 14 1
286 143 143 143

Sistem ¢6ziimii yapilirsa Y(X) =x*—2x+1 tam ¢oziimii elde edilir.
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Ornek 4.2.3 Tam ¢oziimii y(x) = In(x +4) olan

(X+4)2y"(X)—(x+4y'X)+y(x-D-y'(x-1) = In(x+3)—xi+3+3ln3—5ln5+ _l[ y(t)dt

denklemini —1<x<1 araliginda , y(0)=1In4, y'(0) 2% kosullariyla Bernoulli

siralama yontemi ile ¢ozelim.

Katsayilari,

R (x)=0

R(X) = ~(x+4)

P, (X) = (x-+ 4
Q(x)=1 = B(-1)
Q(x)=-1 =B(1-1)

olan denklemde Bernoulli polinomunu

n=0

formunda , N=2 i¢in {XO =-1,x=0,%x= 1} siralama noktalariyla ¢6zmeliyiz.
1 ‘ 0 .
YRX(M) G+>Q;XB(a,B)(M) G-AXKQG;A=F
k=0 j=0

PXMG +P,XM’G +Q,XB(L-1)M°G+QXB(L-)M'G| , __
~AXKQG

denkleminde asagidaki matrisleri yerlerine yazarsak;
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-3 0 O 9 0 O

0O 0 -5 0
-1 0 1 -1 1
Q=1,Q=/0 -1 0|,BL-)=l0 1 -2
0O 0 1
-1 1 2 6 —4.5582
X=/1 0 0|,G=|0 1 -1, F=|-3.9861
1 1 0 0 1 -3.6151
2 0 g
, 3 10 0
Q=0 5 O, K=(0 0 O
5 5 0 0O
£ 0 =
|3 5|
0.010638 1.0106 0.56383 ; —-4.5582

[W;F]=|0.031915 0.031915 1.1915 ; -3.9861
0.031915 0.031915 0.19149 ; -3.6151

arttirilmis matrisini elde ederiz.

[u0;00]=|:1

[u;61=[0 1 -1 ; 0.25]

I
N |~

; 1.38629}

o

Kosullarin matrisini, buldugumuz arttirilmis matristeki herhangi bir satirin yerine

koyarsak;
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(0.010638 1.0106 056383 ; -—4.5582]
- 1 1
Fl=| 1 =2 138629
[WiF] 5 5
0 1 -1 ;025 |

elde edilir. Matris sistemini ¢ozersek de katsayilar matrisi olan A matrisini elde
ederiz.

1.4935
A= 0.19664
—5.3359x1072

Buradan sonug,

Y, (X) = 0.25x-5. 3359 x107%x° +1.3863

seklinde bulunur. Diger ¢oziimleride benzer sekilde ¢ozersek sonuglart asagidaki gibi
elde ederiz.

Y, (X) = 0.25x ~3.1315x10 25 +5.2265x10°x° ~8.134x 10 x* +1.3863
Vs (X) = 0.25x - 0.13842x° -8.3330x107°x* - 2.0236 x 10~° x*
+1.0562x10 x° - 2.7162x107°x° +1.3863

N=2, 4 ve 6 i¢in rezidiiel hata:

R_:l'wzlowz
©oo -0 T
R_=1.M=42625x1073
Yoo -
R_:l'wzsz?,a?xlo-s
©oo k-
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Ornek 4.2.4 Simdi de tam ¢oziimii y(x) = In(x +4) olan

(X+4)2y"(X)—(x+4y'X)+y(x-D-y'(x-1) = In(x+3)—xi+3+3ln3—5ln5+ _l[ y(t)dt

denklemini —1<x <1 araliginda , y(0) =In4, y'(0) :% kosullariyla Euler siralama

yontemi ile ¢ozelim.

Katsayilari,

R (x)=0

R(X) = ~(x+4)

P, (X) = (x-+ 4
Q(x)=1 = B(-1)
Q(x)=-1 =B(1-1)

olan denklemde Euler polinomunu

n=0

formunda , N=2 igin { X, =-1,%x=0,x, = 1} siralama noktalartyla ¢6zmeliyiz.
1 K 0 .
SRX(M) T+>0Q,XB(a,8)(M)'T-AXKQT ;C=F
k=0 i=0

PXMT +P,XMPT +Q,XB(L-1)M T +QXB(L-)M'T| .
—AXKQT

denkleminde asagidaki matrisleri yerlerine yazarsak;
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-3 0 O 9 0 O
P1=O—4O,P2=0160

0 0 -5 0
1 0 1 -1 1
QO:I,QI: 0 -1 0|,BL-)=l0 1 -2
0 0 1
1 -1 1 1 -7/ 0 _4.5582
X=[1 0 0|, T=|0 1 -1|, F=|-3.9861
1 1 1 0o 0 1 ~3.6151
2 o 2
23 100
Q:O§O,K:000
000
2 45 2
| 3 5 |

0.015957 1.0106 0.59574 ; —-4.5582
[W;F]=|0.031915 0.031915 1.1915 ; -3.9861|
0.031915 0.031915 0.19149 ; -3.6151

arttirilmis matrisini elde ederiz.

[uo;eo]:[l —% 0 ; 1.38629}

[u;6]=[0 1 -1 ; 0.25]

Kosullarin matrisini, buldugumuz arttirilmis matristeki herhangi bir satirin yerine

koyarsak;
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(0.015957 1.0106 059574 ; —4.5582]
- 1 1
Fl=| 1 =2 138629
(W:F] 2 6
0 1 -1 ; 025

elde edilir. Matris sistemini ¢ozersek de katsayilar matrisi olan C matrisini elde

ederiz.

1.4846
C= 0.19664
—5.3359 %107

Buradan sonug,
Y, (X) = 0.25x-5. 3359 x107°x* +1.3863

seklinde bulunur. Diger ¢oziimleride benzer sekilde ¢ozersek sonuglart asagidaki gibi

elde ederiz.

Y, (X) = 0.25x - 3.1315x 107 x* +5.2265x 10 x* —8.134x 107" x* +1.3862
Y (X) = 0.24976x - 0.13826%" —8.4267 x10~° x* ~ 2.0116x 10~ x*
+1.1720x107* x* - 3.1503x 107 x° +1.3863

£|R, (x)]dx
o [1-0]
= %M =4.2625x10°°
Yo -0
&R (x)] dx
o [1-0]

R, = =1.0392

D

R, = =3.2367x10°
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Ornek 4.2.5 Tam ¢oziimii y(X) = X —x* +1 olan

Xy "(X) — xy(x)+2y(x)——2—10x +—(x+1)x ——(x 1)x? —%x +1x+37f+

! (x+D)y(D)dt -+ ! (x —t)y(t)dt

Fredholm-Volterra integro diferansiyel denklemini 0 < x,t <3 araliginda ve

y@) =1, y'()) =1 kosullariyla Bernoulli siralama yontemi ile ¢ozelim.
Denklemdeki fonksiyonlar;

P(x)=2, (x):—x P(x):O P, (x) =X

1 1.3
f(x ——x e - -~ 2w+ 1y
(x) = T (x+1) 10 ( ) c "
gibi olup, denklemdeki ¢ekirdek fonksiyonlari:
K(x,t)=x+t , 4, =1
1
R(x,t)=x-t 4, ==
5
seklindedir.
Burada N=2 i¢in Bernoulli ¢6ziimii;
2
y(x) =228, (x)
n=0
3

formunda bulmak siralama noktalar;; {X, =0, X =

> X, =3}  degerlerini

yerlerine yazip temel matris denkleminde yerine yazalim.

{ipkx (M)* G -4, XKQG —/7?>?I§§G}A: F

{R,XM°G + BRXM'G + P,XM°G - 4, XKQG — 1, XRSG | A =
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o o ™
O MmN O

o o o

-1

© o o olo Zg|I

1

O O O MmN oo
L

=1,G=|(0

0

-1

-1 00 0 O

-1 00 0 0O O O
1 0 00 0 OO0 O O
0O 0 00 0 00 O O
0 0 0O

R=0 0 01 0 00 O O
0 0 00 0O 00 0O
0 0 00 0 00O
0 000 0O 01 0O
0 0 00 0O 0O OO

matrisler yerlerine koyulup ¢6ziim yapilirsa W matrisi asagidaki gibi elde edilir:
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5 31 35 |
289 43 -19849

40 4 960
62 71 454

5 5 15 |

o1-11 1 .
[UO,HO]—[l > ; 1}
[u;6]1=[0 1 1 ; 1]

ol

Kosullarin matrisini, buldugumuz arttirilmis matristeki herhangi bir satirin yerine

koyarsak ve matris sistemini ¢6zersek de katsayilar matrisi olan A matrisini elde

ederiz:
%%
6
A= 0
-1
Katsayilar,

de yerine yazilirsa y(X) = X —x* +1 tam ¢oziimii elde edilir.

Ornek 4.2.6 Simdi,

Xy "(X) — xy '(X) + 2y(x) :—2—10x4 +%(x+l)x3 —%(x—l)x2 —%xz +%x+3745+

[+ Hyat +% [ -yt

70



Fredholm-Volterra integro diferansiyel denklemininin 0 < x,t <3 araliginda ve
y() =1, y'() =1 kosullariyla tam ¢oziimiiniin y(X) = X — x* +1 oldugunu Euler

siralama yontemi ile gosterelim.

Denklemdeki fonksiyonlar;

R(x)=2, P(x)=—x P(x)=0 P, (x) =X

1 1 1 35
f(x ——x +—(X+DX - —(X=D)X* ==X+ =X+ —
(x) = I (x+1) 10 ( ) X Xt
gibi olup, denklemdeki ¢ekirdek fonksiyonlari:
K(x,t)=x+t , 4, =1
1
R(x,t)=x—-t A, ==
5
seklindedir.
Burada N=2 i¢in Euler ¢6ziimii;
2
y(x)=2¢E\ ()
n=0
3 5 ..
formunda bulmak siralama noktalari; {X, =0, X = > X, =3}  degerlerini

yerlerine yazip temel matris denkleminde yerine yazalim.

{Zslpkx (M)T -4, XKQT —/IZ)TF?S_T}C =F

{RXMT + BXM'T +P,XM°T — 4, XKQT — 4, XRST}C =F
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matrisler yerlerine koyulup ¢6zlim yapilirsa W matrisi asagidaki gibi elde edilir.
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p1-11 1 :
[uo,eo]—{l >0 1}
[u;61=[0 1 1 ; 1]

Kosullarin matrisini, buldugumuz arttirilmig matristeki herhangi bir satirin yerine
koyarsak ve matris sistemini ¢ozersek de katsayilar matrisi olan C matrisini elde

ederiz:

Katsayular,

de yerine yazilirsa y(X) = X —x* +1 tam ¢oziimii elde edilir.
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5.SONUC VE ONERILER

Bu tez calismasinda kullanilan Bernoulli ve Euler polinomlarina dayal
Matris —Siralama yontemleri, diferansiyel, gecikmeli diferansiyel, diferansiyel fark
ve Volterra-Fredholm tipindeki integro-diferansiyel denklemlere uygulanmasiyla
elde edilen sonuglar, lineer olmasi halinde , bu sonuglarin hem hizli bir sekilde elde
edilebilmesi, hem de benzer yontemlere gore genel olarak daha iyi sonuglar vermesi
bakimindan olduk¢a kullanilishidir. Ayrica, tam ¢Ozlimiin polinom olmasi
durumunda, yontemin bu ¢6ziimii bulmasi, 6nemli sayilabilecek bir 6zelliktir; bu
durum Ornek 4.1.1, Ornek 4.1.2, Ornek 4.1.9, Ornek 4.1.10, Ornek 4.2.1, Ornek
4.2.2 , Ornek 4.2.5 ve Ornek 4.2.6 de goriilmektedir.

Diger yandan, iistel, trigonometrik ve logaritmik problemlerde, ozellikle
gecikmeli Volterra ve Fredholm tiirli problemlerde, hem ¢dziime ulasilma siiresi ¢ok
uzamakta, hem de yaklasik ¢oziimiin rezidiiel degerlerinin bulunmasi, N’nin kiiciik
degerleri icin dahi hatanin hesaplanmasi ve dolayisiyla yaklasik ¢6ziimiin bulunmasi
zorlasmaktadir. Daha biiylik N degerleri i¢in ise, hem yontemin sonu¢ vermesi uzun
stirmekte hem de elde edilen rezidiiel fonksiyonu her zaman daha iyi olmamaktadir;
bu durum Ornek 4.1.5, Ornek 4.1.6, ve Ornek 4.1.7 nin sonuglari ile beraber tablo
ve grafiklerden goriilmektedir. Bahsedilen bazi bu dezavantajlarin yaninda,
Bernoulli ve Euler matris —siralama yontemleriyle, genellikle N kesme sinirinin
artmast halinde, elde edilen ¢ozlimlerin tam ¢6zliime oldukc¢a yakin oldugu da
gozlenmistir(Ornek 4.1.3, Ornek 4.1.4, Ornek 4.2.3 ve Ornek 4.2.4). Ayn1 zamanda
Bolim 4 de verilen Orneklerde, sunulan matris-siralama yontemlerinin
uygulanabilirligini  ve sonuglarin dogrulugunu gdstermek i¢in  kullanilan
“rezidiiel(kalan) fonksiyon ve Ortalama Deger Teoremine” dayali hata teknigi
yardimi ile, problemin tam ¢6ziimii bilinmedigi durumlarda bile, elde edilen yaklasik
¢ozlimlerde yapilan hatalarin iist sinirlar1 tahmin edilebilmektedir. Bu da yontemin

ve dolayistyla calismanin 6nemli sonuglarindan birisidir.
Bu yorumlara ve sonuglara gore, bahsedilen matris-siralama yontemleri

gelistirilerek, lineer olmayan gecikmeli, adi ve kismi tiirevleri igceren problemlere,

ayni zaman sistemlere de uygulanabilir oldugu diisiiniilebilir.
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