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OZET
Doktora Tezi

Farkh Tipten Diferansiyel Denklemlerin Yar1 Analitik Coziimleri Icin Optimal
Perturbasyon Iterasyon Yontemi

Sinan DENIZ

Manisa Celal Bayar Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dah

Damsman: Prof. Dr. Necdet BILDIK

Bu tez bes boliimden olugsmaktadir.

Birinci bolim girig boliimiidiir. Bu bolimde, lineer olmayan diferansiyel
denklemlerin bilim diinyasindaki yeri ve Oneminden bahsedilmistir. Ayrica bu
denklemleri ¢6zmek icin Onerilen metotlar hakkinda genel bilgiler ile bazi temel tanim
ve teoremler verilmistir.

Ikinci boliimde, perturbasyon iterasyon metodu yeniden ele alinarak optimal
perturbasyon iterasyon algoritmalarinin insasi i¢in temel hazirlanmistir.

Uciincii boliimde, optimal perturbasyon iterasyon metodu tanitilarak adi ve kismi
diferansiyel denklemler i¢in yeni algoritmalar olusturulmustur.

Doérdiincii boliimde, literatiirde siklikla karsilasilan diferansiyel denklemler bir
onceki boliimde elde edilen algoritmalarla ¢oziilerek bu denklemlere yeni yaklagimlar
bulunmustur. Bulunan bu c¢oziimler diger metotlar ile kargilagtirilarak, optimal
perturbasyon iterasyon metodunun etkinligi ve giivenilirligi test edilmistir.

Besinci boliimde ise yeni olusturulan optimal perturbasyon iterasyon metodunun
diger metotlara nazaran iistiin ve eksik yanlan tartisilarak yeni kesfedilebilecek olan

yontemler icin bazi oneriler verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Optimal perturbasyon iterasyon metodu, adi ve kismi diferansiyel
denklemler, yakinsaklik, rezidii.

2018, 98 sayfa
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ABSTRACT
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Optimal Perturbation Iteration Method for Semi Analytical Solutions of Different
Types of Differential Equations

Sinan DENIZ

Manisa Celal Bayar University
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Department of Mathematics

Supervisor: Prof. Dr. Necdet BILDIK

This thesis consists of five chapters.

The first chapter is introduction chapter. In this chapter, the place and importance
of non-linear differential equations in scientific world is mentioned. In addition, general
information about the proposed methods for solving these equations and some basic
definitions and theorems are given.

In the second chapter, the perturbation iteration method is re-examined and the
basis for the construction of the optimal perturbation iteration algorithms is prepared.

In the third chapter, the optimal perturbation iteration method is introduced and
new algorithms are developed for both ordinary and partial differential equations.

In the fourth chapter, the differential equations frequently encountered in the
literature are solved with the algorithms obtained in the previous section and new
approaches to these equations are found. By comparing these solutions with other
methods, the effectiveness and reliability of the optimal perturbation iteration method
are tested.

In the fifth chapter, some suggestions are given for the methods that can be
discovered by discussing the superior and missing aspects of the newly discovered optimal

perturbation iteration method compared to other methods.

Keywords: Optimal perturbation iteration method, ordinary and partial differential
equations, convergence, residual.

2018, 98 pages
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1. GIRIS

Lineer ve lineer olmayan diferansiyel denklemler bilim diinyasinin en 6nemli
kilometre taglarindan birisidir. Fizik, kimya, biyoloji ve miihendislik gibi bir¢cok alanda
ortaya ¢ikan olaylarin modellenmesi de yine diferansiyel denklemler yardimiyla miimkiin
olmaktadir. Bu tiir olaylar modellenirken ortaya ¢ikan diferansiyel denklemlerin bazilari
lineer iken bircogu ise lineer degildir. Lineer ya da diger bir deyisle dogrusal denklemlerin
coziimleri i¢in bir¢ok analitik metot gelistirilmistir ve bu metotlar yardimiyla lineer
diferansiyel denklemlerin biiylik bir kisminin ¢6ziimiine kolaylikla ulasilabilmektedir.
Fakat bu durum lineer olmayan diferansiyel denklemler icin gecerli degildir. Tam
tersi olarak lineer olmayan diferansiyel denklemlerin biiyiik bir kismi icin genel bir
¢Oziim oneren yontem bulunmamaktadir. Iste bu tiir durumlarda, niimerik ve yari-analitik
metotlar bu tipteki denklemlerin ¢oziimiine hi¢ degilse yaklagik olarak ulasabilmek i¢in
literatiire girmistir. Giiniimiize kadar bilimsel olarak olduk¢a 6nem arz eden diferansiyel
denklemlerin ¢ogu farkli tipteki niimerik ve yari analitik yontemler ile ¢oziilmiigtiir.
Son ylizyilda ortaya ¢ikan bu metotlardan bazilart Adomian Ayrisim Metodu (ADM),
Diferansiyel Degisim Metodu (DTM), Varyasyonel iterasyon Metodu (VIM), Homotopi
Analiz Metodu (HAM) ve Homotopi Perturbasyon Metodu (HPM) olarak verilebilir. Bu
metotlar yardimiyla ¢oziimleri analitik olarak bulunamayan diferansiyel denklemlerin

yaklagik ¢oziimleri elde edilmisgtir [1-6].

Yukarida sozii edilen metotlarin birbirlerine karsi kesin bir iistiinliigiiniin oldugunu
soylemek miimkiin degildir. Ciinkii problem c¢esidi degistikce herhangi bir metodun
cOziime yakinsama hizi ve bolgesi de degisebilmektedir. Diger bir deyisle, bir problemin
yaklagik ¢oziimii icin bir metot daha iyi sonug verirken baska bir problemde bu metot
daha etkisiz kalabilmektedir. Bu durumun literatiirde bir¢cok ornegi oldugu gibi bazi
yazarlar arasinda tartisma konusu bile olmustur. Ji Huan He, 2004 yilinda yayinladigi
makalesinde Homotopi Perturbasyon Metodunun (HPM), Homotopi Analiz Metoduna
gore daha iistiin oldugunu gosteren ornekler vermistir [7]. Buna karsin Shijun Liao, 2005
yilinda ayni dergide basilan bir arastirmasinda Homotopi Analiz Metodunun daha iyi
sonuclar verecegini yine ornekler vererek ileri siirmiistiir [8]. Aym1 yazar [9] referansinda
yukarida sozii edilen niimerik metotlarin aslinda Homotopi Analiz metodunun birer

ornegi oldugunu sdylemektedir.



Literatiirde var olan diferansiyel denklemlerin disinda her gecen giin farkl
tipte yeni diferansiyel denklemler tiiretilmekte ve bu denklemlere de yeni yaklagimlar
aranmaktadir. Bunun yamisira uygulamali matematik alaninda sik¢a kullanilan ve
coziimleri arastirilan farkli tipteki diferansiyel denklemler icin daha biiyiik bolgede
gecerli ¢oziim verebilecek yeni metotlar da elde edilmeye calisiimaktadir. Yukarida bahsi
gecen klasik metotlarin modifiye edilmesi ya da farkli metotlarin 6zelliklerini bir araya
getirmek suretiyle daha etkilli yontemler de elde edilebilmektedir. Ornegin Modifiye
Adomian Ayrisim Metodu (MADM) ve Modifiye Varyasyonel iterasyon Metodu (MVIM)
ile daha Once c¢oziilen problemlere daha kisa siirede daha hassas coziimler veren
farkli yaklagimlarla yeni ¢oziimler onerilmektedir [10, 11]. Benzer sekilde Homotopi
Analiz metodunun gelistirilmisi olan Optimal Homotopi Analiz Metodunun ve bunun
yaninda son yillarda ortaya ¢ikan Perturbasyon Iterasyon Metodunun (PIM) farkl: tipteki
diferansiyel denklemlere uygulanmasi 6zellikle lineer olmayan diferansiyel denklemlerin

coziimleri i¢in biiylik yenilikleri beraberinde getirmektedir [12, 13].

Bu tez calismasinda Perturbasyon Iterasyon Metodunun (PIM) iyilestirilmesiyle
ozellikle lineer olmayan diferansiyel denklemlere daha iyi yaklasimlar Oneren ve
literatiirde ilk defa yer alacak olan Optimal Perturbasyon Iterasyon Metodu (OPIM)
tanitilacaktir. Bu amacla Oncelikle 1. boliimde temel tanim ve teoremler verilerek
perturbasyon kavramina deginilecek, 2. ve 3. bolimlerde ise sirasiyla adi ve
kismi diferansiyel denklemler i¢in perturbasyon iterasyon ve Optimal Perturbasyon
Iterasyon Algoritmalar1 (OPIA) sunulacaktir. Ele alinan problemlerin ¢6ziim araliklarini
genisletecek ve boylelikle yaklasimlardaki hatay1 da en aza indirgeyecek olan yardimci
parametrelerin bulunma yontemlerinden bahsedilecektir. 4. boliimde ise farkli birgok
bilimsel olaylar1 temsil eden diferansiyel denklemler OPIM ile coziilerek elde edilen

sonuglarin kapsamli degerlendirmeleri ve diger metotlar ile karsilagtirmalar yapilacaktir.

1.1. Temel Tamim ve Teoremler

Bu kisimda ilerleyen boliimlerde gerekli olacak bazi tanim ve teoremlere yer
verilmistir.
Tanim 1.1.1. (Metrik Uzay)
X bostan farkli bir cimle olsun. d : X x X — R fonksiyonu Vz,vy, z € X icin
Dd(x,y)=0<z=y



2)d(z,y) =d(y,x)

3)d(z,y) <d(z,z)+d(z,y) (icgen esitsizligi)

sartlarin1 (aksiyomlarini) sagliyor ise d ye X iizerinde bir metrik ve d ile birlikte X’e
metrik uzay denir ve genel olarak (X, d) veya X, notasyonlariyla gosterilir [14].
Tamm 1.1.2. (Normlu Uzay)

X bir vektor uzayi olsun. N : X — R doniistimii her z,y € X ve her a € R i¢in
HN(zx)>0ve N(x)=0<2=0

2) N(ax) = |a| N(x)

3) N(x+y)<N(xz)+N(y)

kosullarin1 sagliyorsa bu doniisiime norm denir. Uzerinde bir norm tanimlanmis X uzay1
ise normlu uzay olarak adlandirilir [14]. N norm doniisiimii yerine siklikla |.| sembolii
kullanilir.

Tanmm 1.1.3. (Yakinsak Dizi)

(X, d) bir metrik uzay ve (x,,) bu uzayda bir dizi olsun.

lim d (zp,z) =0

olacak sekilde bir z € Xvarsa (x,,) dizisine X de yakinsak dizi ve z’¢ ise bu dizinin
limiti denir [14].

Tamm 1.1.4. (Cauchy Dizisi)

(X, d) bir metrik uzay ve (z,,) bu uzayda bir dizi olsun. Verilen herhangi bir ¢ > 0 i¢in
m,n > ng oldugunda d (x,,,x,) < € olacak sekilde bir ny = ng (&) sayisi varsa (z,,)

dizisine Cauchy dizisi (esas dizi) denir [14].

NOT: Bir metrik uzayda her yakinsak dizi Cauchy dizisi oldugu halde her Cauchy
dizisinin bu uzaya ait bir limitinin oldugunu sdylenemez. Eger her Cauchy dizisinin limiti
uzaya aitse bu uzaya tam metrik uzay adi verilir [14].

Tanmim 1.1.5. (Banach Uzay)
Uzerinde bir norm tanimlanmus ve biitiin Cauchy dizilerinin yakinsadig1 vektor uzayina
Banach Uzay1 denir. Banach uzayi, tam normlu uzay olarak da bilinir.

Tanim 1.1.6. (X, d) bir metrik uzay olsun. r > 0 bir reel say1 ve zo € X olmak iizere
B (xg,r)={x e X :d(xg,x) <1}
kiimesine z( merkezli r yaricaph agik yuvar,

B (xg,r) ={x e X :d(xg,x) <1}



kiimesine z( merkezli r yaricapli kapah yuvar,
S (zo,r)={reX:d(xg,x) =71}

kiimesine xy merkezli r yarigapli yuvar yiizeyi denir [14].
Tanmmm 1.1.7. (Sabit Nokta)

X bos olmayan bir ciimle ve 7" : X — X bir fonksiyon olsun.
Tr=x

esitligini saglayan x elemanina 7" nin bir sabit noktasi denir. Bir fonksiyonunun herhangi
bir sabit noktasi olabilir ya da bir sabit noktasi olmayabilir veya birden ¢ok sabit noktasi
bulunabilirdir [14].

Tamm 1.1.8. (Daralma Fonksiyonu )

(X, d) bir metrik uzay ve T : X — X bir fonksiyon olsun. Eger Vz,y € X i¢in
d(Tz,Ty) < ad(x,y)

olacak sekilde bir 0 < a < 1 varsa, T”ye bir daralma (biiziilme) fonksiyonu ad1 verilir
[14].

Teorem 1.1.1. (Tek Degiskenli Fonksiyonlar Icin Taylor Teoremi)

f € Cla,b] fonksiyonu igin f, f’, -, f(®) tiirevleri [a,b] aralifinda siirekli ve f(+1),

[a,b]’de mevcut olsun. Her ¢y, t € [a, b] igin ¢, ve ¢ arasinda

PO = 100+ 10} 1=t LG et E2 D e 2 EE )

veE

(n+1)
Ro(t) = —f(n - 1()6,) (t o)

olmak iizere
f(t) = Pa(t) + Ru(2)
esitligini saglayan bir £ sayis1 vardir. Burada P, (t), f fonksiyonunun ¢, civarindaki n.

Taylor polinomu ve R, () ise P,(t)’ye bagl olarak ortaya ¢ikan kalan terimdir.

Her ¢ € [a,b] igin n - oo iken R,(t) — O ise, ¢, civarinda tanimlanan Taylor

serisi bu aralikta f’e yakinsar denir ve

£(t) - zf (o) (4 gy

seklinde yazilir [15,16] .



Teorem 1.1.2. (Iki Degiskenli Fonksiyonlar icin Taylor Teoremi)
f = f(x,t) fonksiyonu ve f, f’, -, f(®*1) kismi tiirevleri merkezi (z¢,%o) noktasinda
olan dikdortgensel agik bir R bolgesinde siirekli olsunlar. Bu durumda f = f(z,t)

fonksiyonunun R bolgesi i¢in (g, o) noktasi civarindaki Taylor a¢ilimi

f(xo+hto+k) = f(zo,to) + (Mfa+ K f)l im0y T

1
5 (thxz + Qhkfxt + k2ftt)‘(xo,t0)+

= (1.1)
g (hgf;rﬂrx + 3h2]§fm$t + 3hk2f:vtt + k?’fttt)‘(xo,to) 4ot
m n+1
N P T
n!\ dxr Ot (woto) (m+1)I\ 0z Ot Casehtosct)

olarak verilir [16]. Burada ilk n terimdeki tiirevler (x¢,%y)’da hesaplanirken son terim
(zo,t0) ile (zg + h,to + k) y1 birlestiren dogru pargasi tizerindeki bir (g + ch,tg + ck)

noktasinda hesap edilir.

1.2. Perturbasyon Kavram ve Iterasyon Algoritmasi

Lineer olmayan diferansiyel denklemlerin analitik olarak ¢ézmenin olduk¢a zor,
hatta cogu zaman imkansiz oldugu bilinmektedir. Bununla birlikte bir¢ok 6nemli bilimsel
olayin modellenmesi sonucu ortaya c¢ikan denklemlerin lineer olmadig1 da biiyiik bir
gercektir. Iste bu tiir denklemlere bagli olan daha basit problemlerin ¢oziimleriyle,
karmagik yapidaki problemin coziimlerini elde etme ya da bunlar1 anlama gayreti
icerisinde olma sonucunda perturbasyon metotlari ortaya ¢cikmistir. Bu metotlarda ana
fikir, yaklasik coziimlerin tam coziimlerden sapma miktarini tayin eden yapay bir
parametrenin modellenen problemin icerisine gomiilmesi ve bu sekilde ortaya cikan
yeni denklemin c¢oziilmesi prensibidir. Buradaki yapay parametre genellikle ¢ ile
temsil edilmekte ve perturbasyon parametresi olarak adlandirilmaktadir. Perturbasyon

parametresi € yardimiyla yaklasik ¢coziimleri elde etmek icin
u =1+ (), +2(ue)y + (1.2)

kuvvet serisi olusturulur. Burada u problemin tam ¢oziimii, uo baslangic sartlarimni
saglayan problemin O(1) mertebeden ¢oziimii ve (uc);,(uc),,... ler ise diizeltme
terimleridir. (1.2) pertiirbasyon seri agilimi ifadesine yaya acilim ya da direkt acilim
da denmektedir. Yaya acilimindaki ilk iki terimden sonraki ifadeler kesilere (ihmal

edilerek) metot uygulanirsa tek diizeltme terimli ilk yaklasik perturbasyon ¢oziimiine



ulasilmaktadir.

Ornek 1.2.1.
dQ—u+u+5u3—0 (1.3)
dt? - ‘
Duffing denkleminin [17]
u(0)=1,4/(0) =0 (1.4)

baslangic sartlar1 altinda (1.2) direkt acilim yontemi ile ¢oziimiinii inceleyelim.

€ = 0ig¢in (1.3) denklemi

d2
d—;;m:o (1.5)

lineer denklemine doniisiir ve klasik metotlar yardimiyla bu denklemin ¢oziimii
Uy = cost (1.6)

olarak elde edilir. Bu c¢oziime sifirinct mertebe ¢oziim de denir. e’nun ¢ok kiiciik fakat

sifirdan farkli oldugu durumlar icinse tek diizeltme terimli
u:u0+£(u6)1+0(£2) (1.7)

seri acilimi (1.3) denkleminde yerine yazilirsa

[ug +e(ue), + O (e2)]"+

1.
up + e(ue), + O (€2) + £ [ug + e(ue), + O (¢2)]° = 0 (1.8)
bulunur. Bu ifade £’nun kuvvetlerine gére uygun olarak diizenlenirse
up” +ug +e ((ue),” + (ue), +ue?) + O (?) =0 (1.9)

denklemine ulasilir. ug ' (1.9) denkleminde yerine konulmasiyla ortaya ¢ikan ifade
diizenlenerek iterasyona devam edilebilecegi gibi (1.9) denkleminde ’nun derecelerini
karsilikli olarak esitlenmesiyle de (u.), elde edilebilecektir. ¢! katsayina sahip terimler
g0z Oniine alinirsa

(ue),” + (u.), +cos®t=0 (1.10)

diferansiyel denklemi elde edilir. Bu denklemin verilen baslangic sartlar1 altindaki
¢Ozumii

3 1 1
(uc)lzgtsint+§cost—3—20053t (1.11)



dir. Sonu¢ olarak (1.3) denkleminin verilen direkt agilim metodu ile 1. mertebe

perturbasyon ¢oziimil
3. . 1 1
u=up+e(u.), =cost+e (gtsmt + 3 cost — 3 Cos3t) (1.12)

bicimindedir. 2. mertebe ¢oziimler i¢in (1.2) acilimdan 2 diizeltme terimi alinarak da
coziime devam edilebilirdir. Burada unutulmamasi gereken bu ¢oziimlerin €’nun ¢ok
kiiciik degerleri icin gecerli oldugudur. Bunun yaninda literatiirde Lindstedt-Poincare
metodu, ¢coklu dlcekler metodu gibi perturbasyon metotlar: kullanilarak farkli ¢oziimlerin

de yer aldig1 goriiliir [17].



2. PERTURBASYON ITERASYON METODU

2010 yilmin baglarinda Pakdemirli ve arkadaglar1 bilinen klasik perturbasyon
metodunu modifiye ederek yeni bir yontem olan perturbasyon iterasyon metodunu
(PIM) insa etmislerdir. Bu metot son zamanlarda etkin bir bicimde gii¢lii nonlineer
sistemlere uygulanmig ve tam c¢oziimler ile olduk¢a uyumlu olan yaklasik sonuglar
elde edilmistir [13, 18-20]. Perturbasyon iterasyon metodu, diizeltme terimlerinin sayisi
(n) ve Taylor a¢ilimindaki tiirevlerin derecelerine (m) gore olusturulan algoritmalar ile
siniflandirilmakta ve bu algoritmalar kisaca PIA (n, m) olarak adlandirilmaktadir. Burada
unutulmamasi gereken onemli bir nokta ise n < m esitsizliginin gerekliligidir. Aksi
halde elde edilen algoritmalar bir ¢6ziim 6neremeyeceklerdir. Bu tez calismasinda tim

algoritmalarda tek diizeltme terimli agilimlar kullanilacak ve dolayisi ile n = 1 alinacaktur.

Bu boliimde PIM hakkinda temel bilgiler verilerek bu metodun birinci ve ikinci
mertebeden adi diferansiyel denklemlere uygulanmasi gozden gecirilecektir. Daha sonra
ise bu metodun kismi diferansiyel denklemlere uyarlanmasi i¢in bazi modifikasyonlar

Onerilecektir.

2.1. Birinci Mertebeden Adi Diferansiyel Denklemler Icin Perturbasyon
Iterasyon Algoritmalari

Birinci mertebeden adi diferansiyel denklemlerin kapali formdaki temsili
F(u',u,e)=0 2.1

olarak verilir. Burada v = u(t) verilen denklemin tam ¢oziimii ve ¢ ise denklemde yer
alan ya da yapay olarak yerlestirilen pertiirbasyon parametresidir. Pertiirbasyon iterasyon
metodunun tek diizeltme terimli algoritmalarin1 olusturmak i¢in klasik perturbasyon

acilimdan yalnizca bir diizeltme terimi
u=u, +e(ue),; n=0,1,2,... (2.2)
seklinde alinir. (2.2) denkleminin (2.1)’de yerine yazilmasi ile
F(u, +¢e(uy),, u, +(ue),, ) =0 (2.3)

ifadesi elde edilir. Bu adimdan sonra, tek diizeltme terimli m. dereceden perturbasyon

iterasyon algoritmalarini ya da kisaca PIA(1,m)’ leri elde etmek icin verilen problemdeki



bagimli de8isken ve onlarin tiirevleri farkli birer degisken olarak degerlendirilecektir.
(2.3) denkleminin ¢ = 0 civarinda sadece birinci mertebe tiirevlere kadar seriye
acilmasiyla:

F+F,(u.), e+ Fy(u.),c+F.e=0 2.4
ve ikinci mertebe tiirevlere kadar seriye agcilmasiyla:

F. g2

F + Fy(uo)ne + Fu(ul), e+ Fee + Fy(ul)n(ue)ne® +

Fow(u))2e? + Fou(ue)ze?
2 2

+ Fu'é(u;)n52 + Fue(uc)n52 =0 (25)

denklemleri elde edilir. (2.4) ve (2.5) ifadeleri sirasiyla birinci mertebeden diferansiyel

denklemler i¢in PIA(1,1) ve PIA(1,2) dir. Burada

F=F(u,u,,0), Fow = % (U, Un,0),

F, = ‘g—i (W un,0), Fo= ;jgg (! 1,0

Fy - gf; (W, 0),  Fye = % (! 1,0 2.6)
Fo= O (), Fe= 5 (uun,0),

F, = ((9;7]; (u), tn,0), Fu = % (u),, uy,,0)

olmak iizere tiim tiirevlerin ve fonksiyonlarin € = 0 noktasindaki degerlerinin hesaplandigi
unutulmamalidir. Dikkat edilecegi iizere, (2.4) ve (2.5) denklemleri (u.),” ye gore
birinci mertebeden bir diferansiyel denklemdir. Baglangi¢c degerleri yardimiyla segilen
uy baglangic fonksiyonunun ve klasik metotlarin yardimiyla ilk diizeltme terimi
(u¢)o, PIA(1,1) ve PIA(1,2) denklemlerinden elde edilir. Bu diizeltme teriminin ug’a

eklenmesiyle tam ¢6ziime daha yakin olan u; bulunur. Bu durum kisaca
uy = ug +€(ue), 2.7

olarak gosterilir. Burada u; tek diizeltme terimli birinci mertebeden PIA yaklagik ¢coziimii,
(uc)o ise ilk diizeltme terimini ifade etmektedir. u;’ in denklem (2.4) de baslangig¢
ya da deneme fonksiyonu olan uy’1n yerine kullanilmasiyla yapilan yaklasim daha da

iyilesecektir. Bu iglemlerden genel bir iterasyonu su sekilde ¢ikarabiliriz:

Ups1 = Up +£(Ue),,- (2.8)



Burada n = 0,1,2,... olmak lizere iterasyon sayisint ve ayni zamanda da yaklasimin
derecesini gostermektedir. n yeterince biiyiik alinirsa istenilen derecede yaklasik sonuglar

elde etmek miimkiin olacaktir.

2.2. Ikinci Mertebeden Adi Diferansiyel Denklemler Icin Perturbasyon
Iterasyon Algoritmalar

Ikinci mertebeden adi diferansiyel denklemlerin kapali formda genel formu
F(u" v u,e)=0 (2.9)

biciminde gosterilir.Birinci mertebeden adi diferansiyel denklemlerde oldugu gibi (2.2)

ifadesi (2.9) denkleminde yerine yazilirsa
F(u," +e(ul),,w, +e(ul),, un, +e(uc),,€) =0 (2.10)

elde edilir. (2.10) fonksiyonunun ¢ = 0 civarinda sadece birinci mertebeden tiirevleri

iceren Taylor seri acilimi ile PIA(1,1) asagidaki formda
F+F,(u.),e+Fu(u),e+Fp(ul), c+Fe=0 (2.11)

ve ikinci mertebeden tiirevleri barindiran Taylor acilimi ile de PIA(1,2) yine benzer

sekilde

F+ Fy(ue)ne + Fu(ul), e+ Fur(ul), e+ Foe + Fuy(ul)n(ue)ng® +

F " 252
Funa(u! ) () ng? + Fymg (u) (Ul ne? + Fyne(ul)ne® + M

2
Folu)2e2 F 2.2 F. 2
= (UC)HE + uu(uc)ng + Fy E(U )n5 +Fu€(uc)n€ + 2 =0 (2.12)
2 2 2
biciminde elde edilir. Burada (2.6) terimlerine ek olarak
u// = 8 o (un, :wun, ),
F
}7‘;]4//€ = 08”0 (U/n, n,Un,O)
0*F
Fu//uu = 8 2 (un7 :17un,0)7 (213)
0*F
Fu//u = a ”a (un, n,Un,O)
0*F
Fu//ul = a ”8 , (u U/;,L,U/n,O)

10



olmak tlizere yeni eklenen tiirevlerin ve fonksiyonlarin ¢ = 0 da hesap edildigi

unutulmamalidir.

2.3. Kismi Diferansiyel Denklemler icin Perturbasyon iterasyon Algoritmasi
Perturbasyon iterasyon algoritmalarinin adi diferansiyel denklemlere uygulanma
prosediirii aym sekilde kismi diferansiyel denklemlere de tasinabilirdir. Islemlerin cok
yogun olmamasi adina bu kisimda sadece PIA(1,1) metodunun bazi tiirden kismi
diferansiyel denklemlere uygulanmasi gosterilecektir. Burada ortaya konulan yontem
aynt mantikla farkli tiirden istenilen mertebeden kismi diferansiyel denklemlere de

genisletilebilirdir.

Genel hali

F (ux$t7ua:m7utt7uxa U, U, 5) = 0 (214)

biciminde kapali formunda olan kismi diferansiyel denklemleri ele alalim. Burada u =
u(x,t) tam ¢dziim ve e perturbasyon parametresidir. PIA(1,1)’i elde etmek igin adi

diferansiyel denklemlerde oldugu gibi tek diizeltme terimli
u=u, +c(ue), (2.15)

yaklagiminm (2.14) denkleminde yerine yazar ve (2.14) ile gosterilen fonksiyon € = 0

civarinda birinci mertebeden tiirevlere kadar seriye acilirsa

F+F,(ue), e+ Fy, ((ue),), €+ Fu, ((uc),), e+

(2.16)
Fu,, ((UC)n)tt e+ Py, ((UC)n)m €+ Fu,,, ((Uc)n)mt e+le=0
algoritmasi bulunur. Burada
oFr oF oF oF oF oF oF
Fu:_yFE:_aFut:_7Fu :_7Futt:_7Fu :—7F’u t— A
ou Os ouy " Ouy Oug " Ougy " OUgae

olmak {izere tiim tiirevlerin ¢ = 0’daki degerleri alinmaktadir. n = 0,1,2, ... i¢in
Ups1 = Up +£(Ue), (2.17)

iterasyonu ile istenilen hassaslikta ¢oziimlere ulagilabilirdir.

11



3. OPTIMAL PERTURBASYON ITERASYON METODU

Perturbasyon iterasyon metodunun en 6énemli eksikliklerinden birisi elde edilen
algoritmalarimin ¢ok karmasik olmasidir. En basit denklemler i¢in bile uzun siiren iglemler
yapmak zorunda kalinabilmektedir. PIA(1,1) metodu PIA(1,2) metoduna gore nispeten
daha az islem icerse de ortaya ¢ikan sonuglara bakildiginda PIA(1,2) metodu daha iyi
yaklagim vermektedir. Diger yandan bazi durumlarda PIA(1,2) metodu ile elde edilen
denklemin ¢oziilmesi esas denklemin ¢6ziilmesi kadar ugrastirici olabilmekte ve metodun
avantaji da ortadan kalkabilmektedir. Bu béliimde perturbasyon iterasyon metodunun bu
tiir eksikliklerinin giderilmesi icin yeni bir metot olan optimal perturbasyon iterasyon
metodu (OPIM) tanitilacaktir. Sonug olarak bu metodun kullanimai ile hem islem kolaylig1

hem de daha etkili sonuglarin elde edildigi goriilecektir.

Optimal perturbasyon iterasyon metodunun (OPIM) temel kavramlarini vermeden
once kapali formda ifade edilen (2.1), (2.9) ve (2.14) denklemlerini tekrar ele alalim.
Perturbasyon iterasyon metodu, klasik perturbasyon agilimindan alinan tek diizeltme
terimli (2.2) denkleminin kapali formdaki denklemlerde yerine yazilmasi ve daha
sonra da ortaya ¢ikan fonksiyonlarin seriye agilmasi esasina dayanir. Kapali formda
verilen ifadelerin igerisinde bir¢cok lineer, degisken katsayili ve lineer olmayan terimler
mevcuttur. Esasen lineer olan terimlerin seriye ac¢ilmasi ortaya farkli bir denklem
cikarmamaktadir. Bu yiizden de ele alinan denklemin sadece lineer olmayan ya da
daha karmagik yapidaki terimlerini seriye agcma isleminde kullanmak yeterli olacaktir.
Boylelikle lineer terimlerden kaynaklanan zaman kaybinin da oniine ge¢ilmis olunacaktir.
GOz Oniine alinan problemlerin sadece karmasik yapidaki terimleri ile ugragsmak
perturbasyon iterasyon metoduna, optimal perturbasyon iterasyon metodunun onerdigi
ilk modifikasyondur. Elde edilen sonuclar bu modifikasyonla degismeyecektir fakat
kullanilan algoritmalardaki islem sayis1 oldukca azalacaktir. Ortaya ¢ikan sonuglarin
iyilestirilmesi i¢in ise homotopi analiz metodu ile Marinca ve arkadaglar1 tarafindan
Onerilen optimal homotopi asimtotik metodunun temel manti§indan faydalanmilacaktir

[21-28].

3.1. Adi Diferansiyel Denklemler Icin Optimal Perturbasyon Iterasyon

Algoritmalan

12



Optimal perturbasyon iterasyon algoritmalarimi olusturmak icin PIM algorit-
malarinda yapildig1 gibi kapali formdaki denklemin igerisine tek diizeltme terimli
(2.2) yaklasimi yerlestirilir. Dolayisiyla bu algoritmalar simiflandirilirken, sadece seri
acilimindaki tiirev mertebesi dikkate alinacaktir. Yalnizca birinci mertebe tiirevleri i¢eren
optimal perturbasyon iterasyon algoritmasi i¢in OPIA-1, ikinci mertebeden tiirevleri de
iceren algoritma i¢in OPIA-2 kisaltmasi1 kullanilacaktir. OPIM i¢in farkli anlatimlar
yapilabilecegi gibi (2.1) ve (2.9) adi diferansiyel denklemleri i¢in bir formiilasyon ise
asagidaki bicimde verilir:

(a) L, ¢oziimii kolay olan lineer terimleri, /N ise ugragmasi zor olan degisken katsayili

ya da lineer olmayan yapidaki terimleri iceren fonksiyonlar olmak iizere verilen

denklem asagidaki sekilde parcalanir:
F=L+N. (3.1

Burada L ve N terimlerinin istenildigi gibi se¢me oOzgiirligliniin oldugu
unutulmamalidir. Verilen problemin yapisina gore ortaya bircok secenek cikabilir.
Ancak unutulmamalidir ki, /N fonksiyonu ne kadar sade olursa islem kolaylig1 o
kadar artacaktir.

(b) Coziimii aranan denklem parcalandiktan sonra (2.2) ifadesi L ve N fonksiyonlarinda
yerine yazilir ve sadece secilen /N kismu PIM algoritmalarinda oldugu gibi € = 0

civarinda seriye agilir. Boylece (2.1) ve (2.9) denklemleri icin OPIA-1’ler sirasiyla

N+ N, (u.), e+ Ny (u.), e+ Nee=-L (3.2)

N + Ny(ue), €+ Ny (u)), e+ Nyr(w)), e+ Nee=-L (3.3)

olarak ifade edilir. Benzer sekilde (2.1) ve (2.9) icin OPIA-2’ler de sirasiyla

Neee?
N + Nu(uc)n€ + Nul(ug)nf + NES + Nu’u(ug)n(uc)nSQ + ?6 +
Ny (ul)2e2 N, 2.2
u'u (2uc)n5 + uu(gc)ng n Nu'e(ué)nEQ + Nua(uc)n52 =_] (34)

N + Ny(ue)ne + Ny (ul), e + Ny (ull), € + Neg + Ny (ul)n (ue)ne? +

13



(¢

(d)

11\2 ~2
Noow (u” u <€2 + Now(u” u’ <€2 + Now (0" 82 " Nu”ﬂ"(uc )ng
wu\Ue Jn\Uc)n uu c )n\Ue)n u’e\Ue )n

N,.e?
2

+ Ny (ul.)2 €2 + Nuyu(uc)2e?

5 5 + Nyre(u))ng? + Nye (e )ne? +

=-L (3.5)

seklinde bulunur. Burada yine tiim fonksiyonlarin ve tiirevlerin € = 0’da hesaplandig1
unutulmamalidir. Her ne kadar ortaya konulan algoritmalar PIA’lara benzermis gibi
goziikse de, N’nin dogru secimi ile bu denklemler oldukc¢a basit hale gelecektir.
Uygulamalar boliimiinde goriilecegi lizere bir¢ok problemin igerdigi lineer terim
sayist olduk¢a fazladir. Bu durum ise esas oneme sahip N’nin oldukga basit bir
hale gelmesine sebep olmakta ve yeni algoritmalar i¢in gereken islem sayis1 olduk¢a
azalmaktadir.

Baglangi¢ ya da sinir sartlarimi saglayan bir vy deneme fonsiyonu ile (3.2) - (3.5)
denklemlerinden ilk diizeltme terimi (u.), ¢ikarilir. Bu adimdan sonra elde edilen

sonuglarin dogrulugunu artirmak ve optimum yaklagimlar elde etmek amaciyla
Up+1 = Up + Pn(uc)n (36)

formulii kullanilir. Burada n = 0, 1,2, ... olmak iizere Fy, P, P, ... ler daha sonra
bulunacak olan yardimcr sabitlerdir. Yeni ¢oziimler ise, m yaklagimin mertebesini
belirtmek iizere

uy =y (t; Po) = uo + Po(ue),,

ug = us(t; Po, Pr) = uy + Pi(ue)y,
(3.7)

Um = Um(t, P07 P1> ceey Pm—l) = Um-1 T Pm—l(uc)m_l
seklinde olacaktir.

Bilinmeyen F, Py, P, ... sabitlerini bulmak i¢in dncelikle, m. mertebeden yaklagik

OPIM c¢oziimiinleri (3.1) denkleminde yerine yazarak

R@(t;Po,Pl,...,Pm_l):F(Um(t;Po,Pl,...,Pm_l)):
(3.8)
L(Um(t;Po,Pl,...,Pm_l))+N(Um(t;P0,P17...7Pm_1))

bicimindeki rezidiisti (kalint1) elde edilir. Eger Re (t; Py, Py,..., Py_1) = 0 ise u,
cOziimlerinin aranilan tam sonug oldugu agiktir. Fakat bu durum genellikle miimkiin

olmamaktadir. Dolayisiyla, a ve b ele alinan problemin ¢oziim araligindan secilen
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iki deger olmak tizere, Py, P, P, ... bilinmeyenleri

b
J(PO,...,Pm_l):f[Re(t;Po,Pl,...,Pm_l)]th (3.9)
ve
aJ 9J aJ
— = =..= =0 3.10
oF, 0P OP,,1 10
denklem ikilisi coziilerek elde edilebilir. Integral almada giicliik cekilmesi
durumundaise i =0,1,2,...,m -1 ve t; € (a,b) olmak iizere
Re(to, P;) = Re(t1, P;) = -+ = Re(ty-1,P;) =0 (3.11)

esitligi ¢oziilerek de bu parametreler bulunabilirdir.
(e) Islemlerin cok karmagsik oldugu durumlarda bu sabitleri tek bir parametreye
indirgeyerek
Ups1 = Up +D(ue), (3.12)
bicimindeki denklem de kullanilabilir. Burada p parametresi yakinsaklik kontrol

parametresi olarak adlandirilir. Bu durumda iterasyon adimlari
uy = u1(t;p) = uo + p(uc )y,
U = U2(t§p) =U +p(uc)1a
(3.13)
U = U (£9) = Um-1 + P(tc) 54
olacaktir. Yakinsaklik kontrol parametresi p yi bulmak icin (d) sikkindaki metot

kullanilabilecegi gibi homotopi analiz metodundaki sabit seviye egrileri (constant

level curves) fikrinden de yararlanilabilirdir.

3.2. Kismi Diferansiyel Denklemler Icin Optimal Perturbasyon Iterasyon
Algoritmasi
Bir Onceki boliimde adi diferansiyel denklemler icin verilen formiilasyonun bir

benzeri (2.14) kismi diferansiyel denklemleri i¢in de verilebilirdir.

(a) Verilen denklemin 6nce L ve N kisimlari belirlenir:

F=L+N. (3.14)
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(b)

(V]

(d)

(2.2) denklemi L ve N iginde yerine yazilir ve N kismi € = 0 civarinda seriye
acilarak (2.14) denklemi i¢in

N + Ny (ue), € + Ny, ((we),,), € + Nu, ((ue),,), e+
(3.15)
Ny, ((UC)n)tt5 + Ny, ((UC)n)m6 + Ny ((UC)n)mtg + Nee=-L

OPIA-1 denklemi bulunur.
up, (3.15) ifadesi ve baslangig sartlar1 yardimiyla ilk diizeltme terimi (u.), bulunur
ve

Ups1 = Up + P (ue), (3.16)

formulu ile

uy = Ul(l’:t; Po) =Ug t+ PO(uc)m

ug = us(x,t; Po, Pr) = uq + P (ue),,
(3.17)

Um = um(xvt;POJPh .- ';Pm—l) = Up-1 + Pm—l(uc)m,l

yaklagik ¢oziimleri elde edilir.

U = U (x,t; Py, Py, . .., Py-1) yaklasimi denklem (3.14)’de yerine yazilarak
R@(x,t;Po,Pl,...,Pm_l) :F(um(x,t;Po,Pl,...,Pm_l)) =
(3.18)
L(um(l’,t;Po,Pl,...,Pm_l)) +N(Um(.%',t;Po,Pl,...,Pm_l))
rezidiisii bulunur. Re (x,t; Py, Py, ..., Py_1) = 0 ise u,, tam ¢oziimdiir. Aksi halde
t € [a,b] ve z € Q) olmak iizere
t1 x1
J(Py,... Pot) = f f [Re (2,; Py, Pr,..., Poy)]2dadt (3.19)
to o
ifadesi minimize edilerek
oJ 0J oJ
— =—=..= =0 3.20
oF, 0P 0P, (3.20)
esitliginden Fy, Py, P, ... sabitleri elde edilir. Diger yandan sabit bir ¢ zamani i¢in
1=0,1,2,...,m—1 ve x; € ) olmak tizere
Re(]}o, PZ) = Re(gjla ]Dl) == R€(l’m_1, ]Dl) =0 (321)

esitliginden de bilinmeyen parametreler tespit edilebilir. Hesaplamalarin yiiksek
mertebeden ¢oziimler i¢in karmagik bir hale gelmesi durumunda ise adi diferansiyel
denklemler icin OPIM formiilasyonunun (e) sikkindaki fikir kullanilarak parametre

sayis1 teke indirilebilirdir.
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3.3. Yakinsaklik Analizi ve Hata Tahmini

Bu kisimda optimal perturbasyon iterasyon metoduna farkli bir bakis acisiyla
yaklasarak, onun yakinsaklig1 hakkinda temel bilgiler verilmesi amaclanmistir. Oncelikle
bilinen onemli teoremler vasitasi ile bu metoda uygun olacak sekilde yeni teoremler
verilerek bunlarin gelistirilmesine calisilacaktir. Burada temel amag¢, bu yoOntemin

sagladig1 sonuclarin hangi sartlar altinda yakinsak oldugunun gosterilmesidir. Bunun i¢in

oncelikle
ug = Ho,
3.22
Pn (Uc)n = Hn+1 ( )
oldugu kabul edilir. Bu durumda yeni OPIM yaklagimlari
Ug = Ho
ui = U(Jiﬂf; Po) =Ug + Po(uc)o = Hy+ H,y
UQZU(.T,t;P(),Pl)=U1+P1(UC)1:H0+H1+HQ (323)
Uy =u(x,t; Py, ..., Pp1)=Ho+ Hy+...+ H,
seklinde olacaktir. Dolayisiyla n. mertebeden yaklasik ¢oziim
un(x,t; Py, ..., Pyo1) = Ho (z,t) + Z Hi(x,t; Py,...Pj_1) (3.24)

j=1
olarak gosterilebilirdir.

Teorem 3.3.1. B, iizerinde (3.24) serisinin tanimlandig1 uygun bir |.|| normuyla temsil
edilen bir Banach uzay: olsun. Ek olarak uy, = H, bicimindeki baglangic tahmin

fonksiyonu da ¢oziim yuvart icerisinde bulunsun. Eger
| Hoea]| < B | Ha (3.25)

olacak sekilde bir 0 < 8 < 1 varsa, bu takdirde (3.24) seri ¢oziimii yakinsaktir.

Ispat: ilk olarak

AOZHO
A1:H0+H1

A2=H0+H1+H2 (326)

An:H0+H1+H2+"'+Hn
seklinde kismi toplamlar dizisi tanimlansin. Bu takdirde {A,} ., nin B uzaymnda bir

Cauchy dizisi oldugunu ispatlamak gerekir. Bunu gostermek icin énce

| Ani = Anl = | Hpa | < B H| < B2 [ Hs || < - < B [ Ho | (3.27)
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oldugu kabul edilir. Her n, k € N ve n > k i¢in
|An = Agl = [ (An = Anr) + (Anr = Apz) + o+ (Apsr = Ar)||

<[ An = Apa | + [An-1 = Anca| + - + [ Apsr = Ay (3.28)

<" [ Holl + 574 [ Hol| + -+ ¥ [ Hol =

B H

dir. Bunun yaninda 0 < < 1 oldugundan (3.28) ifadesinden
llim |A, = Ag| =0 (3.29)

elde edilir. O halde {A,}>" , B uzayinda bir Cauchy dizisidir ve (3.24) OPIM ¢dziim

n=0 °
serisi yakinsaktir.

Teorem 3.3.2. 7%, H; serisinin u = u(x,t) ¢6ziimiine yakinsak oldugu varsayilsin. Eger
kesilmis Zf:o H; serisi ana problemin tam ¢Oziimiine bir yaklasim olarak kullanilirsa

maksimum hata

k+1
Ej < | Holl (3.30)
B
olarak verilir.
Ispat: n > k icin, denklem (3.28)’den
4, - Al < S5 e ) (3.31)
oldugu goriilebilir ve bununla beraber
u(z,t) = hm Ap(z,t) = ZH (3.32)
1=0
oldugundan
u(,t) - Z Hi|l < —— 0 3 L2072 e | H | (3.33)
ifadesi elde edilir. Ayrica 1 - 7% < 1 oldugundan
k k+1
Ey = ||lu(z,t) - Z H; | Ho| (3.34)
i=0 g
yazilabilir. Burada
| Hin |
Bi = (3.35)
| H.|
olmak iizere § = max {f;,7 =0, 1,...,n} olarak se¢ilmektedir.

NOT: u, baslangi¢ ya da deneme fonksiyonunun se¢iminin, elde edilecek olan yaklagik

¢Oziimiin yakinsakligina dogrudan etki edecegi unutulmamalidir. Deneme fonksiyonu
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olarak denklemi saglayan herhangi bir fonksiyon alinabilece8i gibi baslangi¢ sartlarina
ve denklemin yapisina uygun bir fonksiyon se¢mek yakinsaklifi daha hizli hale
getirebilecektir. Bununla beraber, bu fonksiyonun se¢imi icin bugiine kadar Onerilmis

genel bir teorem bulunmamaktadir.
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4. KARSILASTIRMALI UYGULAMALAR

Bu boliimde literatiirde olduk¢a sik karsilasilan problemler OPIM metodu ile
detayli bir sekilde yeniden ele alinarak ¢oziilmeye calisilacaktir. Ortaya c¢ikan yaklasik
coziimler diger metotlardan elde edilen sonuclarla karsilagtirilarak yeni metodun 6nemi
yaninda verimliligi de ortaya konulacaktir.

Ornek 4.0.1.
u+u?=0, u(0)=1, 0<t<1 4.1

problemini ele alalim.
Simdi, 6nce denklem (4.1)’e € perturbasyon parametresi
W +eu?=0 (4.2)
olarak gomiilmek sureti ile kapali formda
F(u',u,e) =u +eu?=0 4.3)
bigiminde yazilir.Daha sonra F' fonksiyonu L = v’ ve N = eu? olacak sekilde
F(u',u,e) = L(u") + N(u,¢) 4.4)

seklinde boliiniir. Goriildiigi tizere OPIM algoritmalari i¢cin temel 6neme sahip olan
nonlineer kistm /N sadece u ve £’a baghdir. Bu sekilde parcalamanin ne derece islem

kolaylig1 sagladig: sirasiyla OPIA-1 ve OPIA-2 ¢oziimlerinde agikca goriilecektir.

OPIA-1 Coziimii

Birinci mertebeden adi diferansiyel denklem olan (4.1) problemi i¢in OPIA-1 algoritmasi
N+ N, (u.), e+ Ny (u.), e+ Ne=-L 4.5)

seklinde iken NV kismi « terimini icermediginden bu algoritma
N + N,(u.), e + Nee = =L (4.6)

ifadesine donecektir. Burada L = u' lineer bir terim oldugundan seriye agmaya gerek

yoktur. (2.2) ifadesi L i¢ine yerlestirilirse:
L="L(u,)=u,+e(u), 4.7)
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bulunur. N = eu? oldugundan
N =N (up,e) =e(u,)’,

ON
% ('Lbn, 8) = QE(UH), (48)

ON 9
N. ==~ -
= () = ()

N, =

olmak iizere seri acilimindaki tiim hesaplamalar € = 0 icin gergeklestirilirse
N =N (u,,0)=0

ON

Nu = % (unvo) = 07 (49)

ON 9
NEZ_ n = n
2, 0) = ()

olacaktir. (4.7) ve (4.9) esitlikleri denklem (4.6)’de yerine konulursa bu denklem

(un)’e = = (u, +e(ul),) (4.10)

haline gelir. Orijinal denklemden 6tiirii € = 1 alinirsa (4.1) i¢cin OPIA-1 elde edilir:
(ul), = —tn’ = (un)’. @.11)
n = 0 icin iterasyona baglarken deneme fonksiyonu olarak baslangic sartlarin1 saglayan
up =1 (4.12)
fonksiyonu alinabilir. (4.12) denklemi (4.11) i¢ine yerlestirilirse sifirinci mertebeden

(ul)y = —ug' — (ug)” = 1 (4.13)

c

problemi ortaya c¢ikar. Baslangi¢ sartlari g6z Oniine alinirak (4.13) c¢oziiliirse birinci
mertebeden OPIA-1 ¢oziimii
up =1- Pt (4.14)

bulunur. n = 1,2, 3 icin (3.7),(4.11) denklemleri kullanilarak iterasyona devam edilirse su

OPIA-1 yaklagimlarina ulagilir:

1
uy=1-tPy+ (—t +tPy +t2Py — g1t3P02) P (4.15)

t2Py — $t3P3 + tPy + 2P, — tPyP - 2t Py Py +

3PP + 3tAP3P - ZOP Py - 23 P + 23Ry P}
UgZUQ-i‘PQ (416)
+3t4 PP - 313 P3P - 3t*PEP? - 3O P3P + thy

+ZOP3P2 + HOP3P? — LtTPIPE - $13 Py Py -t
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U4ZU3+P3

[ —t+ 1Py +12Py — 3t3P3 +tPy + 2P, - t Py P, -

SRy P + 3PPy + 2t P2P — 219 P3 Py — 513 P?
+23 Py PE + §t* Py P} - 513 P} P} — §t* P} P?-
sUOPPE + 2P P + tS P3P — t" PP +tP,
+12Py — tPy Py — 22 Py P — 313 Py Py + t3 P Py
~tPPy =202\ Py — 53 P\ Py + t PyP1 Py
+1844P, P Py — H3PZ P Py — LA P2 P, Py~
Z5P2PI Py + 2P PPy + 2(5P3 Py Py
Z4TPIP Py + 3PPy + 2t P2P, - 263 Py PY Py
—14A Py PPy — 1245 Py PEP; + 13 P2 P2 Po+
BAP2P2P, + 315 P2 PP, + 1 P2P2P,
—35P3PEP, - LS PSP2P, - 15247 P3P2P,
+34TPPRP, + By pap2p, - BUIGE
—Z{5P3Py + 20 P PPy + 2P PP Py
—StSP2P}P, - LLtTPIP3Py + 21O PEP;
+2{0P3 PP, + LT PSPIPy + LS P PP,
~Z{TPIPIPy — SLiSPPI Py - 1819 P PR Py +

2t PP Py

38t PY PE P, 10 P5 P3
itz 2 ¢ P P P, - 3079

2835 189
—3t3P} + 23 Py P} + St*Py P} - 33 P2 P2
SUAP2P? - WOP2P} + 210P3 P + P3P}
~5tT Py P} + 263 P P} + L4 P P} - 3t° Py P P3-
204 PP, P} — 1215 Py P, P} + 23 P2 P P}
+245P2P P} + LS P2P P2 - S0P P P}
+2tAPEP, - 202 Py Py + Y3 Py P Py - LS P3P P2
+312P) P Py — 21°P2P Py + 3t* PP P}+
17P€1;£‘;163§2P3t + A2 PO PAP2 Pyt + 14 PP P P2 Pyt0

43PS P} PIP3t'?  134P8 P} P} Pst!!

+ .-

L~ 11340 - 51975
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Benzer sekilde yiiksek mertebeden dier coziimler de elde edilebilir. Goriildiigii gibi
hesaplamalarin yogunlugundan dolay1 yaklasimlar hesaplanirken sembolik bir bilgisayar
programina ihtiya¢ duyulmaktadir. Bu tez boyunca OPIM algoritmalar1 ve iglemleri i¢in

Mathematica 9.0 programindan faydalanilmistir.

Elde edilen yaklagimlardaki bilinmeyen Fp, P,... sabitlerine ulagsmak icin 3.
boliimde anlatilan metotlar kullanilacaktir. Ornegin 2. mertebeden u, yaklasimindaki P

ve P; bilinmeyenlerini bulmak i¢in 6ncelikle (3.8) denkleminden rezidii hesaplanir:
Re (t; Po, P1) = F (uz (t; Do, P1)) =
(ug)'+ (ug)?=-Fy+ (-1 + Py + 2tPy— t2P}) P+ (4.18)
(L-tPy+ (-t+tPy+ 2P - 33P2) ) 2.

a =0 ve b =0.9 problemin ¢6ziim kiimesi olarak verilen 0 < ¢ < 1 araligindan segilen iki

deger olmak iizere (3.9) ifadesinden

0.9
J(PO,PI):f[Re(t;PO,Pl)]zdt:
0.0 - 3.42P + 3.978P2 — 114215 + 0118098 P — 3.42P, + 13.968P, P,
185913 2P, + 8.46126P3 P, — 1.5TAG4PAP, + 0.0911042P% Py +
3.978 P2 — 17.8866 Py P2 + 28.3282 P2 P - 18.7358 P} P2 + 5.48762 P P2
~0.666579 L5 P2 + 0.0286078PS P2 — 1.1421 P3 + 6.62807 Py P3— @.19)
14.3569P2P3 + 14.1303F3P? — 6.26284P) P3 + 1.26445 P P -
0.118618PSP3 + 0.00422641 P7 P3 + 0.118098 P* — 0.826686 F, P
+2.27254P2P) — 3058093 P} + 2.04531 P2 P! — 0.628901 P P
+0.0984335PS P4 — 0.00771319P7 P4 + 0.000241393 P5 P!

integrali hesap edilerek ve (3.10) denkleminden

0 0]

e 4.2
oFy, 0P (4.20)

esitligi ¢oziilerek

Py =0.897994 P, =0.756153 (4.21)

olarak bulunur. Bu degerler u, de yerine konulursa

uy ~ 1-0.975126¢ + 0.679021¢% — 0.203252¢t3 (4.22)
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ikinci mertebeden uy ¢oziimii elde edilir. Denklemin tam ¢dziimii
(1) = — (4.23)
u(t) = — .
1+t

olmak iizere 2. mertebeden PIA-1 ¢oziimii ise

t3
m1—1t+t2—g (4.24)

olarak bulunmugtur [29]. Dikkat edilirse her iki ¢oziim de tam ¢6ziimiin Taylor acilimi
olan

u=1-t+2 -+t -0+ 1"+ 15+ O (%) (4.25)

serisinden farklidir. Sonuglari karsilagtirma agisindan tablo 4.1 ve 4.2°e bakildiginda 2.
yaklagimlar icin bile yeni OPIA-1 degerlerinin diger metotlardan daha iyi sonuclar verdigi
goriilecektir. Sekil 4.1 ve 4.2°de bu yaklagimlarin farkli araliklardaki kargilagtirmali

grafikleri verilmigtir. Elde edilen mutlak hatalar ise 4.3 ve 4.4 grafiklerinden goriilebilir.

us igin L? hatast, rezidiiniin hesaplandig1 bolge olan ¢ € [0,0.9] i¢in

0.9

)

1 2

Eopay = [ f [m —u2] dt] _ 0.00633159 (4.26)
0

iken problemin tanim kiimesi olan ¢ € [0, 1] igin

. L 0
Fopia = [ f [T - u2] dt] ~ 0.00634008 (4.27)
0

dir. OPIA ¢o6ziimleri her ne kadar belli bir bolge i¢in elde edilmis olsa da diger bolgelerde

de olumlu sonuglar vermektedir. Ornegin us icin ¢ € [0, 2] arahiginda L2 hatasi

2 1 5 (1/2)
Eopiai = [ [ [m _ uz] dt] ~ 0.0725819 (4.28)
0

olarak bulunur. Ayn hatalar ikinci mertebe PIA-1 yaklagimlari i¢in

r 0.9 ] 9 1(1/2)

Eppas = f 5 —ua| dt| = 0.0602604 (4.29)
L O - - _
T L, 0/

Eppay = [ o uz| db| = 0.0774785 (4.30)
L O - - _
o L, 0/

Eppay = [ —-us| di|  =0202478 431)
L O - - _
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dir. Bunun yam sira kolokasyon yontemi ile de bilinmeyen sabitler elde edilebilir.
Denklem (3.11) i¢in ¢ € [0,1] aralifindan ¢, = 0.4 ve t = 0.9 kolokasyon noktalar
secilerek

Re(0.4; Py, P,) = Re(0.9; Py, P,) = 0 4.32)

esitligi elde edilir. (4.32) nin ¢oziilmesiyle
Py =1.16947 P, =0.760547 (4.33)
degerleri elde edilir. Bu degerler u, de yerine konulursa
uy = 1 - 1.04058¢ + 0.889437t% - 0.346724¢* (4.34)

oldugu goriiliir. Bu durumda ikinci mertebe (4.34) yaklagimi i¢in L? hatasi

0.9 ] ) (1/2)
i [ f [T _ u2] dt] — 0.00651194 (4.35)
0

olarak hesaplanir. Farkli kolokasyon noktalarinin segilmesiyle farkli yaklagimlar
ve dolayisiyla da farkli hatalar elde edilecegi unutulmamalidir. Hangi kolokasyon
noktalarinin daha az hataya yol acacagi kesin olarak bilinemeyeceginden Fp, P, ...
bilinmeyenleri ilk bahsedilen metotla bulunmaya calisilir. Ancak integral hesabinin gii¢

olmas1 durumunda kolokasyon yontemine bagvurulacaktir.

Buraya kadar elde edilen hatalarin sadece 2. mertebeden yaklasimlar igin
hesaplandig1 unutulmamalidir. Yaklagimlarin dogrulugunu artirmak i¢in aym prosediirler
us, uyg veya daha yliksek mertebeden OPIA-1 ¢oziimlerine uygulanabilir. Sekil 4 den
daha yiiksek mertebe icin yaklasimin ne derece iyilestigi gozlemlenebilir. Daha yiiksek
mertebeden ¢oziimlere ulasmak icin sembolik bir program kullanirken bile gereken
CPU zamaninin oldukc¢a artacagin1 unutmamak gerekir. Hesaplamalar i¢in gereken CPU
zamaninin bir nebze azaltilabilmesi i¢in 3 boliimde anlatilan tek parametreye dayali

islemler yapilabilir.

25



Tablo 4.1. Ornek (4.0.1) icin farkli metotlarla elde edilen 2. mertebe sonuglarin

karsilastiriimasi
t Taylor PIA-1 OPIA-1 Tam Sonug
0. 1. 1. 1. 1.
0.1 0.91 0.909667 0.909074 0.909091
0.2 0.84 0.837333 0.83051 0.833333
0.3 0.79 0.781 0.763086 0.769231
0.4 0.76 0.738667 0.705585 0.714286
0.5 0.75 0.708333 0.656786 0.666667
0.6 0.76 0.688 0.615469 0.625
0.7 0.79 0.675667 0.580417 0.588235
0.8 0.84 0.669333 0.550407 0.555556
0.9 0.91 0.667 0.524223 0.526316
1. 1. 0.666667 0.500643 0.5

Tablo 4.2. Ornek (4.0.1) i¢in farkli metotlarla elde edilen 2. mertebe yaklasimlarin mutlak

hatalar1

t Taylor PIA-1 OPIA-1

0.1 0.0000909091 0.000575758 0.0000165596
0.2 0.00133333 0.004 0.00282373
0.3 0.00623077 0.0117692 0.00614452
04 0.0182857 0.024381 0.00870094
0.5 0.0416667 0.0416667 0.009881

0.6 0.081 0.063 0.00953058
0.7 0.141235 0.0874314 0.00781879
0.8 0.227556 0.113778 0.00514813
0.9 0.345316 0.140684 0.00209313
1. 0.5 0.166667 0.000642696
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Tablo 4.3. Ornek (4.0.1) icin farkli metotlarla elde edilen 4. mertebe sonuglarin

Tablo 4.4. Ornek (4.0.1) i¢in farkli metotlarla elde edilen 4. mertebe yaklasimlarin mutlak

karsilastirilmasi
t Taylor PIA-1 OPIA-1 Tam Sonug
0. 1. 1. 1. 1.
0.1 0.9091 0.909092 0.909087 0.909091
0.2 0.8336 0.83336 0.833338 0.833333
0.3 0.7711 0.769395 0.76925 0.769231
0.4 0.7216 0.714853 0.714295 0.714286
0.5 0.6875 0.668098 0.666624 0.666667
0.6 0.6736 0.627971 0.624873 0.625
0.7 0.6871 0.593628 0.588025 0.588235
0.8 0.7376 0.564435 0.555314 0.555556
0.9 0.8371 0.539885 0.526158 0.526316
1. 1. 0.519547 0.500106 0.5

hatalar1
t Taylor PIA-1 OPIA-1
0. 0. 0. 0.
0.1 |9.090909090 x10-6 | 1.047549857 x1076 | 4.004343374 x10-6
0.2 | 0.000266667 0.0000267582 4.325123707 x10-6
0.3 |0.00186923 0.000164429 0.0000197156
0.4 | 0.00731429 0.000567322 0.47442885 x 1076
0.5 |0.0208333 0.00143179 0.000042861
0.6 | 0.0486 0.00297126 0.000127481
0.7 | 0.0988647 0.00539316 0.000210743
0.8 | 0.182044 0.00887941 0.000241492
09 |0.310784 0.0135697 0.000157964
1. 0.5 0.0195473 0.000105838
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Sekil 4.1. Ornek (4.0.1) icin ¢ € [0, 1] araligindaki 2.mertebe Taylor (m), PIA-1 (a) ve
OPIA-1 (e) yaklasimlar1 ve tam ¢oziim ()

0.0 0.5 1.0 15 20

Sekil 4.2. Ornek (4.0.1) icin ¢ € [0,2] araligindaki 2.mertebe Taylor (m), PIA-1 (a) ve
OPIA-1 (e) yaklagimlar1 ve tam ¢oziim (—)
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Sekil 4.3. Ornek (4.0.1) igin PIA-1 u, yaklasiminin mutlak hatasi
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Sekil 4.4. Ornek (4.0.1) icin OPIA-1 uy yaklasiminin mutlak hatas
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Tek Parametreli OPIA-1 Coziimii

(4.15) denklemi ve sonraki iterasyonlarda Fy, P,

yalmizca p parametresi konulup ayni adimlar takip edilirse

... parametrelerinin yerine

uy =1-pt (4.36)
L o3 2
U = UL+ P —gpt +ptc+pt—t (4.37)
_ _ 2 2 _ 9,212 _ 9,213 500
L+ 2pt — p*t + 2pt* = 2p=t” - 2p°t° + =5
U3 = Uy + P (4.38)
pit3 7p3t4 B phtd B 7pitd 205 | p5¢6 B pOt7
3 6 2 15 15 9 63
[ —t + 3pt — 3p2t + p3t + 3pt2 — 6p2t2 + 3p3t2 ]
_20p*t3 n 0 r 17p5t*  19pt¢t
3 3 3 3 2
31pStt g4 TOpS | 118p%¢5  64pStd
+—  — Dt B T 15 5T
16p7t>  2p8t5 | 329p°t®  227pStS  7p7eb
15 15 90 45 3
CrpBS  232p5¢7 | 862p7t7  121p8t7 | 62p°t7
18 105 315 105 315
= Uz + 4,
U4 U3 p 10t7 313 7t8 43 8t8 2 9t8 lOtS ( 39)
_p 4 318p 7 A3pT7 | 2pt7  p 7
63 280 36 5 24

5419p8¢° | 2447p%¢°  1307p1%%° | 4pll® 5p2 43

11340 5670 11340 + 405

1609p°t10  229p10¢10 14pM1¢10  124p10411

9450 1890 675

1363p' et 134p'2ttt | 19p'el?

2475

43p12t12

51975 51975 1620

_ 11p12t13 4p13t13 p13t14 p14t15

11340

29p3t3

L 5265 + 12285 + 3969 ~ 59535

3 .

yaklagimlari elde edilir. Kargilagtirma bakimindan 6ncelikle 2. mertebeden u, ¢oziimii

icin optimal p parametresini elde edelim. Bunun i¢in

0.9 0.9

I(p) = [ [Re(t;p)]dt = f [y + (uz)?]dt = 0.9 - 6.84p

0 0
+21.924p2 — 38.7621p% + 43.6537p* — 35.494p5 + 21.9815p5 — 0.98841p7 (40

+3.33845p% — 0.747519p° + 0.10266p'0 — 0.00771319p'! + 0.000241393p'2

olmak tizere
oJ B

=0
dp
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ifadesinden (4.40) denklemi p’ye gore 12. dereceden oldugundan (4.41) esitliginden 11
adet p elde edilecektir. Ancak tek reel kok

p=0.787554 (4.42)

olarak bulunur. Bu deger ikinci mertebeden tek parametreli OPIA-1 ¢oziimii igine
yerlestirilirse

Uy = 1. —0.954866¢ + 0.620241¢% — 0.162824¢3 (4.43)

yaklagik ¢coziimii elde edilir. Daha iyi sonuglar elde etmek icin ise u4 yaklasimi icin ayni

islemler yapilabilir.

Re(t;p) = F (ua (t;p)) = (ua)" + (uq)? (4.44)
ve 0.9
)= [ (e (t:p)Tat (4.45)
olmak iizere J, = 0 esitliginden :
p=0.811158 (4.46)
p = 0.848746 4.47)
p = 0.888349 (4.48)

3 adet reel kok cikar. Hangi degerin en az hataya yol acacagindan emin olmak i¢in Sekil
4.5’e bakariz. Acikca goriilmektedir ki en az hata p = 0.88 civarinda olugsmaktadir. O
halde optimum deger p = 0.888349’dur. Bu optimum p degeri 4.mertebeden u, yaklagimi
(4.39)’de yerine konulursa:

ug = 1. —0.999845¢ + 0.994899¢2 — 0.954364¢3 + 0.825892t* — 0.624554¢°

+0.419814¢5 - 0.25137¢" + 0.133123t8 — 0.061507¢° + 0.0241794¢10-

(4.49)
0.00784167¢! + 0.00201932¢12 — 0.000386249¢'3 + 0.0000480278¢ 14—
2.844363896395211 x 10-6¢15
fonksiyonu elde edilir. (4.49) yaklasimindaki hata ise
0.9 (1/2)
1 2
l / [— - u4] dt] - 0.0001176 (4.50)
J 1+1¢
dir. PIA-1 ile 4. mertebeden yaklagim ise
13t5 216 29¢7
(U4)p]A_1 = 1—t+t2—t3+t4—1—5 +?—§—3+
(4.51)

718 86t9+22t10 5t11+ tt2 13 N 14 15
252 567 315 189 126 567 3969 59535
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olarak bulunur. Hata ise

T , 12
l / [T —u4] dt] = 0.00446365 (4.52)
0

olarak hesaplanir. 4. mertebeden PIA-1, OPIA-1 ve Taylor seri c¢06ziimlerinin
karsilagtirllmas1 ve mutlak hatalar icin tablolar 4.3, 4.4 ile sekiller 4.6,4.7,4.8,4.9 ’a

bakiniz.

OPIA-2 Coziimii

(4.1) denklemi i¢in OPIA-2 algoritmasi (3.4)’den hatirlanacagi iizere

N__e2
EE +

N + Ny (ue)ne + Ny (ul), e + Nee + Ny (ul) () ne? +

Ny (ul.)2€? " Noyu(ue)2e?
2 2

+ NU'E(u;)n‘gQ + Nus(uc)n52 =-L (453)

idi. Bu ifadeden v’ terimlerini ¢ikarirsak

Neot? | Nuw(te)3e?

N + N (u.)ne + Ne
(te)ne ¢+ 2 5

+ Ny (ue)ne? = - L (4.54)

ifadesine donecektir. Burada
N =N (up,e) = z—:(un)Z,

3];7 (tn,€) =2e(uy),

Ny=—
B

_ON ~ 2
NS - ag (u’fﬂg) - (un) )

Ny = ZN () = 22 @
uu - au2 n9 - )
ON
Nae = @ (umg) = O,
02N
Nye = B (tn,€) =2(un)
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Sekil 4.5. Ornek (4.0.1) icin tek parametreli OPIA-1 yaklasimindaki p parametrelerinin
hatalar1

0-57\ I I I | I I I | I I I | I I I |
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t

Sekil 4.6. Ornek (4.0.1) igin ¢ € [0, 1] araligindaki 4.mertebe Taylor (m), PIA-1 (a) ve
OPIA-1 (e) yaklasimlar1 ve tam ¢oziim (—)
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Sekil 4.7. Ornek (4.0.1) icin ¢ € [0,2] araligindaki 4.mertebe Taylor (m), PIA-1 (a) ve
OPIA-1 (e) yaklasimlar1 ve tam ¢oziim ()
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Sekil 4.8. Ornek (4.0.1) igin PIA-1 u, yaklasiminin mutlak hatasi
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Sekil 4.9. Ornek (4.0.1) icin OPIA-1 u, yaklastminin mutlak hatasi

ifadeleri € = 0’da hesap edilirse:

N = N (u,,0) =0,
ON

N, = u (un,0) =0,
No= 0% (0, 0) = (),
92N (4.56)
Nyy = D2 (tn,€) =0,
Neo= 05 (1 0) =0,
Nee = 0 (1,,0) = 2(u)
olacaktir. (4.7) ve (4.56) esitlikleri denklem (4.54)’de yerine konulursa bu ifade
(un)’e +2(up ) (), €2 = = (un' +(ul),) (4.57)
sekline doniisiir. € = 1 yazilarak (4.1) problemi icin OPIA-2:
(), + 2(un) (ue),, = ~un’ = (un)’ (4.58)

olarak bulunur. Baglangi¢ fonksiyonu olarak yine uy = 1 secilerek (4.58) denklemi igine

yerlestirilirse

(u,c)o + 2(“(:)0 =-1 (4.59)
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stfirinct mertebeden OPIA-2 problemi bulunur. Baslangic sartlar1 g6z Oniine alinarak

(4.59) denklemi ¢oziiliirse birinci mertebeden OPIA-2 ¢6ziimii
w=1- P (e -1) (4.60)
2" ‘

seklinde bulunur. Daha sonra (4.60) denklemi (4.58) icine yerlestirilirse
(ul), +2 (1 — 3Py (e - 1)) (ue),, =
(4.61)
Py—e2t(-1+e*) Py - (1 —de 2 (-1 +e?) PO) 2
problemi agiga ¢ikar. 1. iterasyondan sonraki problemlerde degisken katsayili diferansiyel

denklemlerle karsilasmamak adina (4.58) algoritmasinin ikinci terimindeki u,, yerine

fonksiyonu kullanilarak (4.1) problemi icin OPIA-2:
(ue) + 2(tc),, = ~tn' = (un)” (4.62)

seklinde yeniden ele alinabilir. Bu durumda (3.7),(4.60),(4.62) denklemleri kullanilarak

ikinci mertebe OPIA-2 ¢Oziimii

e P | —4e?t + dett + 4e2t Py — 4e* P,

8 —P? + e" P2 — 4%t P} (4.63)

U = U —

olarak bulunur. Bilinmeyen sabitleri bulmak i¢in OPIA-1 ¢oziimlerinde uygulanan
islemler tekrarlanir. Karsilagtirma yapilabilmesi icin ayn1 mertebeden ¢oziimler i¢in ayni

aralikta rezidiiler hesap edilir.
Re (t, PQ,Pl) = F(”LLQ (t, Po,pl)) = (UQ)/ + (U2)2 (464)
ve

0.9
J(Py, Py) = f [Re (t; Py, P1)]%dt = 0.9 — 1.8P; + 1.05423P2 — 0.154234 P}
+P] (0.0000344971 -0.0000244971P;) P? +5.8575651 x 10-7P§ P!
+P$ P2 (0.000397643 — 0.000927833 P, + 0.00042214P?) + 0.00942895 P}
+P2P; (0.00302321 - 0.0129887P; +0.013784 P2 — 0.0038185P3) + 4.65)
P3 (-0.154234 + 0.676354 P, — 0.832906 P? + 0.357571 P} — 0.0467854P}!)
+Py (1.8 + 3.90847 P, — 2.57117P2 + 0.500418 P3 — 0.0377158 P) +
P (0.009428 - 0.07827P; + 0.15708 P2 - 0.1003P} + 0.018896 P;')

+P2 (1.05423 - 2.7254P; + 2.21215P% - 0.61641 P} + 0.0595969 P}!)
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olmak tizere

oJ 0J
i 4.66
oF, 0P (4.66)
esitligi ¢oziilerek
Py=-1.11985 P, =0.996716 (4.67)
degerleri elde edilir. Bu degerler (4.63) denkleminde yerine konularak
up = e (€2(0.624968¢ + 0.49652) + 0.347238¢™ + 0.156242) (4.68)
ikinci mertebeden OPIA-2 yaklasik ¢oziimii bulunur. Buradaki hata ise
0.9 (1/2)
1 2
Fopras = [ / [1—+t - u2] dt] = 0.000681617 (4.69)
0

dir. (4.62) algoritmasi ile PIA-2 metodundan elde edilen ikinci mertebe ¢oziim ise
L o oy 1 4t 2t
(u2)pra—s = 1—56 (—1+e )—ge (—1+e —4e t) (4.70)

olarak elde edilmistir [29]. PIA-2’nin hatasi ise
0.9

(1/2)

1 2

Epgdles = [f [1—+t - (ug)m_g] dt] = 0.00313912 @.71)
0

olarak hesap edilir. Dikkat edilirse PIA-2 ve OPIA-2 sonuclar1 PIA-1 ve OPIA-1 ile elde

edilenlere gore daha tatmin edicidir.
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Tek Parametreli OPIA-2 Coziimii

OPIA-2 iterasyonlarinda ayni deneme fonksiyonu kullanilarak Py, Py, ...

parametrelerinin yerine yalnizca p parametresi kullanilirsa

up=1- ;pe 2(e*-1) (4.72)

1
Uy = Uy — §6 4t ( Zett — 4p2e®'t — p? + dpe? — dpett — 4e? + 4e4t) (4.73)

[ 192e6 — 1928t — 384€5tp + 384e8tp + 1924 p?
+192e5tp? — 384e8p? — 240e%p3 + 240e8 p3+
24etpt + 96ettpt — 24e5tpt — 96e8tpt — 12e2tpd

o8t | —24etpP +12e0pd + 24e8'p® + po + 3e*pO+

384 18e4tp6 — 19¢6tp6 — 3e8tpb + 7680t p2t

(4.74)

Uz = Uy +

+192et ptt + 288e0tptt — 96e4 pot — 48e5! pot+

12e2tp0t + 48e* pSt + 192e5ptt2 — 96e5tpoi2+

| 48e*pb12 + 24€6pbt2 — 9605t p3t

yaklasimlarina ulasilir. Yakinsaklik kontrol parametresi p nin 2. mertebeden uy ¢Oziimii

icin optimal degerini elde etmek icin
0.9
/ 212
J(p) = / [Re(t;p)] dt—f[u2 +(u2)]dt:
0.9 -3. 6p +6.01694p? - 5. 60504p +3.40778p* - 1.56531p° + 0.57728p6 (4.75)
-0.160108p™ + 0.0330779p% — 0.00474633p? + 0.000446637p'°

-0.0000244971p'! + 5.857565182 x 10~"p'?

olmak iizere J, = 0 denklemi ¢oziilmelidir. p’ye gore 11. dereceden olan J, = 0
denkleminin tek reel kokii

p=1.07534 (4.76)

tiir. Bu deger ikinci mertebeden tek parametreli OPIA-2 ¢oziimii igine yerlestirilirse
up = e (€2(0.621742t + 0.497162) + 0.347403¢™ + 0.155436) 4.77)

yaklagik ¢oziimii elde edilir. 2. mertebeden tek paramatreli OPIA-2 (TOPIA-2) icin ise

hata

0o L, 1
[ / [T —u2] dt] = 0.000818891 (4.78)
0
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dir. Daha 1y1 sonuclar elde etmek i¢in ise w3 yaklasimi i¢in ayn1 islemler yapilabilir.
Re(t;p) = F (uq (t;p)) = (u3)’ + (u3)? (4.79)
ve
0.9
, 2
J(p) = f [Uz + (U3)2] dt =
0
0.9 — 5.4p + 14.8881p? — 25.7117p3 + 32.4804p* — 33.3386p"+
29.5031p% — 22.8875p™ + 15.5755p% — 9.34038p? + 4.97057p10—

2.36039p!! + 1.00459p12 — 0.383943p'3 + 0.131769p'* — 0.0405368p*>

+0.0111334p™ - 0.00271337p'7 + 0.000581801p'8 — 0.000108501p*?

(4.80)
+0.0000173462p%0—
2.3332115435314306 x 10-6p?! + 2.580455852480903 x 10~ "p??
—2.2841720661691283 x 10-8p?3 + 1.5652991656617332 x 10~7p?4
-7.852192901378919 x 10~p?5 + 2.0598932367788527 x 10~12p?6
+1.7420848607124714 x 10~ 13p27 — 4.0038535490747205 x 10-14p?8
olmak iizere J, = 0 esitliginden
p=-18.1517 (4.81)
p = 1.05469 (4.82)
p = 3.83318 (4.83)

3 adet reel kok cikar. Hangi degerin en az hataya yol acacagindan emin olmak i¢in Sekil
4.5’e bakariz. Acikca goriilmektedir ki en az hata p = 1 civarinda olugsmaktadir. O halde
optimum deger p = 1.05469’dur. Bu optimum p degeri 3.mertebeden yaklasim olan u3’de

yerine konulursa:

0.00378041 + 0.288445e% + €21(0.0498932 + 0.0453649¢)+
ug = e8| e (0.26818 +0.489875¢ + 0.18146t2) (4.84)
+e5¢ (0.389702 + 0.646322¢ + 0.399145¢2)

fonksiyonu elde edilir. (4.84) yaklasimindaki hata ise

0.9 1 5 (1/2)
[ f [— - us] dt] _ 0.00004968 (4.85)
J 1+¢

dir. PIA-1 ile 3. mertebeden yaklagim ise

8t ( Gelt (8¢2 + 24t + 15) + 6 (120¢2 + 240t + 161) )

384 | +3e2(4t+5) + 117e + 1 (4.86)

(Ua ) PIA-2 =
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Tablo 4.5. Ornek 4.0.1 icin farkli metotlarla elde edilen 2. mertebe yaklagimlarin mutlak

hatalar1

t PIA-2 TOPIA-2 OPIA-2

0.1 | 1.010856435x10-6 0.000448913 0.000563536
0.2 | 0.0000248148 0.000521796 0.000721848
0.3 | 0.000146071 0.000202173 0.000459423
0.4 | 0.000481625 0.000365238 0.000075519
0.5 | 0.00115982 0.000969385 0.00066747
0.6 | 0.00229511 0.00139518 0.00109682
0.7 | 0.00397338 0.00145816 0.00117499
0.8 | 0.00624659 0.00101967 0.000759768
0.9 | 0.00913362 0.0000102373 0.000241679
1. |0.0126247 0.00167679 0.00187687

olmak tizere hata
0.9 (1/2)

1 2
Epras = [ / [1—+t - (uQ)PIA_Q] dt] - 0.000348461 (4.87)
0

dir. Goriildiigii iizere tek parametreli OPIA-2 metodunun hatasi daha azdir.

OPIA-2 yaklasimi icin 3. mertebeden sonraki adimlar icin bile gereken CPU
zamani oldukca fazla iken bu durum tek parametreli OPIA-2 (TOPIA-2) i¢in gecerli
degildir. OPIA-2 her ne kadar TOPIA-2 ye gore daha iyi sonuclar verse de siire acisindan
bakildiginda en azindan bu ornek icin TOPIA-2’nin kullanilmasi daha avantajlidir
denilebilir. Tablo 4.5’de PIA-2, TOPIA-2 ve OPIA-2 metotlar1 ile elde edilen 2.
mertebeden yaklasimlarin mutlak hatalar1 goriilebilir. Sekil 4.10 ve 4.11°den de bu

metotlar i¢in genel bir kargilastirma yapilabilir.
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Sekil 4.10. Ornek (4.0.1) igin ¢ € [0, 1] araligindaki 2.mertebe PIA-2 (w), TOPIA-2 (a) ve
OPIA-2 () yaklasimlar1 ve tam ¢oziim ()
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Sekil 4.11. Ornek (4.0.1) igin ¢ € [0, 1] araligindaki 2.mertebe PIA-2 (w), TOPIA-2 (a) ve
OPIA-2 (o) yaklagimlarinin mutlak hatalar1
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4.1. Lane-Emden Tipi Denklemler
Son yiizyilda bir¢ok aragtirmacinin ¢alisma konusu olan Emden-Fowler denklemi
matematiksel fizik alaninin en 6nemli denklemlerinden birisidir [30, 31]. Bircok dnemli

olaym modellenmesi sonucu ortaya ¢ikan bu denklemin genel hali
u(0) = A,u'(0) =B

sartlar1 altinda

u" +a(t)u + B(t)y(u) =0 (4.88)

olarak tanimlanir. Burada A, B sabitler ve «(t),3(t),v(u)’lar keyfi fonksiyonlardir.
Farkl1 v(u) fonksiyonlart igin (4.88) denklemi yildizlarin yapr teorisi,termiyonik akimlar
ve izotermal gaz kiireleri gibi bircok farkli olayin matematiksel karsiligina doniismektedir
[32]. k, Bo, s ve r ler reel sabitler olmak iizere a(t) = %, 3(t) = Bot",v(u) = u® olduBunda,

(4.88) genel denklemi klasik Emden-Fowler denklemi halini alir:
14 k ! A
u’ + TU + Pot"u® =0; w(0)=A,4(0)=B. (4.89)

Klasik Emden-Fowler denklemi 6zel olarak molekiillerinin karsilikli ¢ekimi altinda

hareket eden kiiresel bir bulutun 1s1l davranisint modellemek i¢in kullanilir [33]. Ek olarak

y(0) = A,y (0)=0

sinir sartlari ile beraber (4.89) denkleminde r = 0 ve k = 2 secilecek olursa astrofizikte

sikca karsilagilan standard Lane-Emden denklemi
" 2 !/
u”’ + ;u + Bou® =0 (4.90)

elde edilir. Bu denkleme yaklasik coziimler Onerebilmek i¢in bircok farkli yontem
kullanilmustir [34-37]. Bu béliimde ise farkli 5(¢),v(u) segimleriyle elde edilen yine

Lane-Emden tiirii olan
" 2 ! 14
us s B(t)y(u) =0; wu(0)=A,4(0)=0 (4.91)

denklemi OPIM metodu ile ele alinacaktir.

Ornek 4.1.1. Yildiz yap: teorisinin temel denklemi olan birinci ¢esit Lane-Emden tipi

2
'+ w4’ =0, u(0) = 1,u'(0) =0, 20 (4.92)
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denklemini ele alalim [38,39]. Bu denklemin tam ¢6ziimii

t2 -1/2
u(t) = (1 + g) (4.93)
olarak verilmigtir [40].
Perturbasyon parametresi ¢, (4.92) denklemine
"o " 2e / 5
Fu" v u,e)=u +7u +eu’=L+N=0 (4.94)
seklinde yerlestirilir ve
2
L :u",N=5(¥U'+u5) (4.95)
olmak iizere pargalanirsa (2.9) algoritmasi
N + Ny(uc)ne + Ny (u.'), e+ Nee ==L (4.96)
halini alacaktir. (4.96) denkleminden (4.92) i¢in
" " 2 ! 5
(ue)”y, = =(un)" = 5 (n)" = (un) (4.97)

algoritmasi elde edilir. Baglangi¢ sartlarin1 saglayan 1, = 1, baglama fonksiyonu olarak

secilebilir. Bu fonksiyonun (4.97) algoritmasina yerlestirilmesiyle
(uc)”, =-1, u(0)=u'(0)=0 (4.98)

birinci mertebe problemi ortaya ¢ikar. Bu problemin ¢oziilmesiyle

t2
(uc)y = 3 (4.99)

ilk diizeltme terimi bulunur. Bu terimin bagina yardimci F, parametresi konularak

baslangic fonksiyonuna eklenmesiyle
U =1-—— (4.100)

birinci mertebe OPIA-1 ¢oziimii elde edilir. Iterasyonlara devam edilerek daha yiiksek
mertebe ¢oziimlere asagidaki sekilde ulasilabilir:

Pot> Py [ 21P312 - 308 P10 + 1980 P315 - 7392216+

5 T 8R704 | 18480 Ptt + 133056 Pyt? — 4435242 (4.101)

U2=1—
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Bot? Py | 215511 - 308P5t10 + 1980151 — 7392516+
2 88704 | 18480Pyt* + 133056 Pyt — 443522
[ Pg‘tu 1 5 1 5Pt N -

+— PRl = p348y — P26y
4224 288 ° 224" © 1270 24
5Pt 9 3Rt 3Pit? 29

ZP Pt - — P,Pyt¢
94 o 2 9 T qaq otT

3 10 1 4 10
25 papis 45 pop e SRR 1OR P
224 196 12096 2592

LRGP GI85P{PitS 163PFFPit0  21145P8 it
3852288 108573696 354816 8072064
(BORIPI?  1262305P] Pit?  26869P5 Pi 4.102)
23232 1529966592 34320384

171505P7 P32 515P7P3118 32758 P3¢1s
+ + +
125841408 251328 565488
205FfP{tS  635TSPS P 52316665F) Pyt
91392 304668672 592275898368
1262395 P7 P22 8123PT P20 2145139 P8 P26
01 + 0°1 0°1

+P2X

+ p—
1529966592 2096224 79705866240
37445 P8 P2 3755 P23 315
—_——— + ..+ +
171376128 6365173848985187647488
P25 P56 P2Ap5i60

L 5085586811194303315968 ’ 64911460909191266304 .

Bilinmeyen Fy, P, P, katsayilarim1 bulmak i¢in 2. bdliimde verilen metotlar

kullanilabilir. 3. mertebe ¢oziim i¢in

Re(t,Po,PhPQ) =L (Ug(t,P(],PhPQ)) +N (’U,3(t, Po, Pl,PQ)) (4103)
rezidiisii elde edilerek ¢ = 1,2,3 i¢in kolokasyon yontemi kullanilirsa yardimci
parametreler

Py =1.53406577, P, = 0.98031243, P, = —-0.10588147 (4.104)

olarak bulunur.Bu degerler (4.102) denkleminde yerine konulursa iiciincii mertebe

OPIA-1 ¢oziimii su sekilde elde edilir:
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ug(t) =1-0.166667t? + 0.0416667t* — 0.0115741¢5 + 0.00337¢8
-0.00101275¢19 + 0.000309553¢12 — 0.000096¢* + 0.0000305¢16

—7.757926108 x 1076¢18 — 8.210571 x 1076¢20 + 0.000025¢22

-0.00002895¢24 — 3.58870844 x 10-7¢26 + 0.00003022¢28

-7.8660523 x 1076¢30 — 0.00003015¢32 + 4.4502399 x 10-6¢34 (4.105)
+0.0000¢36 + 6.54662 x 10-6¢38 — 0.00002¢4° — 0.000020¢42

+0.0000186¢*4 + 0.0000313¢46 + 2.7243163660 x 10-6¢48

-0.0000345t59 — 0.00001¢°2 + 0.000034¢54 + 0.00001¢>6

-0.00004760¢5® + 0.000026¢5° — 4.9899390 x 10-6¢52.

Daha yiiksek mertebeden yaklasik ¢oziimler sembolik bir hesaplama araci ile
elde edilebilir. Dehghan, varyasyonel iterasyon metodunu [41] ve Singh homotopi
analiz metotlarin1 kullarak [42] bu problem icin yaklasik coziimler elde etmeye
calismiglardir. Sekil (4.12) VIM, HAM ve OPIM metotlar1 ile elde edilen yaklasik
coziileri gostermektedir. Bu sekilden de anlasilacagi tizere OPIM ¢oziimleri VIM ve HAM

metotlari ile elde edilen yaklasimlardan daha iyi sonu¢ vermektedir.

1.0

ol

i

"B

[ e ]

i "
0.5 L PR T PR T — .. L PR RS PR T .I-\‘_
oo 0.5 1.0 15 0 25 30
Sekil 4.12. Ornek (4.1.1): 4. mertebe OPIM(e),5.mertebe HAM-VIM (a), 9.mertebe

HAM-VIM () yaklasik ¢coziimlerinin tam ¢oziimle (—) karsilastirilmasi

b2
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Ornek 4.1.2. Ismin sabit kaldig1 durumlardaki izotermal gaz kiirelerini temsil eden
1 2 / /
u” + i +e* =0, u(0)=u'(0)=0 (4.106)

denklemini inceleyelim [36,41,43].

(4.106) denklemini L = u” ve N = (%£u’ + ¢=*) olmak iizere
1 28 !
u +(7u +e)=L+N=0 (4.107)
seklinde yeniden ele alabiliriz. N kisminda «” terimi bulunmadigindan (2.9) algoritmasi
N + Ny(te)ne + Ny (u.'), e+ Nee = =L (4.108)
haline indirgenir. (4.108) denklemi kullanilarak (4.106) i¢in
1 14 2 !
(ue)"y = ~(un)" =~ (un) o =1 (4.109)
problemi ortaya cikar. Deneme fonksiyonu olarak u = 0 se¢ilerek
2
(ue)"y = =(uo)" - ;(un)’ —u,—1, u(0)=2u'(0)=0 (4.110)
problemi elde edilir. Bu problem c¢oziilerek
1

Uy :—§P0t2 (4111)

ilk metrebe OPIM c¢o6ziimii elde edilir. Bu sekilde ilerlenerek asagidaki yaklagimlar elde

edilecektir:
1 1
uy = =5 Pt + oo Pit? (Pot® + 361 - 12) (4.112)
el p Py (P (t* + 140t2 + 3240) — 30 (¢2 + 36) ) —
s =~ 01 30 (P, (£ +36) - 12) (4.113)
-30 (Pl (PQ (t2 + 36) - 12) - 12P2)
I _gqo P2 (Ps (14 + 1402 + 3240) - 30 (¢ + 36)) T
-30(P5 (12 +36) — 12)
[ -840 (Ps (t* + 1402 + 3240) - 30 (12 + 36)) |
Py
2 P P ( 15¢6 + 50964+
- 3 2 . (4114
Ut = 200200 +Py 4228002 + 8164800 ( )
-840 (t* + 140¢2 + 3240)

Py (Ps(t* + 14012 + 3240) - 30(12 + 36))
_sao| T\ -30(Ps(12+36) - 12)
-30 (Pz(Pg(tz + 36) - 12) - 12P3)
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Yardimc1 parametreler i¢in
Re(t, Py, Py, Po, P3) = L (uy(t, Py, P1, Py, P3)) + N (ug(t, Po, P, P>, P3))  (4.115)
rezidiisii hesap edilerek (3.11) denkleminin kullanilmasiyla
Py =2.0203622, P, = -1.0201147, P, = -0.9963202, P; = 0.02078999 (4.116)

sabitleri elde edilir. (4.116) nin (4.114) i¢ine yerlestirilmesiyle dordiincii mertebe OPIM

¢Ozumi
u4(t) =-0.15989962328t2 + 0.007920058473t*—

4.117)
0.005608807215631¢6 + 0.000039055217456¢

seklinde elde edilir. Bu problem [38,43] nolu ¢alismalarda diferansiyel transform metodu

(DTM) ve Adomian ayrisim metodu (ADM) yardimiyla ¢oziilmiis ve

8 . 122 . 5032
+ + -
30 "5 3x7 T 9x9 45 x 11!

(4.118)

yaklasimi elde edilmistir. (4.13) ve (4.14) nolu grafiklerde 4. ve 5. mertebeden OPIM
ve ADM-DTM c¢oziimleri verilmistir. Bu grafiklerden de acikca goriildiigii tizere OPIM
coziimleri niimerik ¢oziimlerle, diger metotlara nazaran daha genis bir aralikta uyum

gostermekterdir.
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Sekil 4.13. Ornek (4.1.2): 4. mertebe OPIM(s), ADM-DTM (a) yaklasik ¢oziimlerinin
niimerik ¢oztimle (-) karsilagtirilmasi
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Sekil 4.14. Ornek (4.1.2): 5. mertebe OPIM(s), ADM-DTM (a) yaklasik ¢oziimlerinin
niimerik ¢oziimle (-) karsilastirilmasi
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Ornek 4.1.3. Homojen Lane-Emden tipi
o %u S (42 4+ 6)u=0,u(0) = 1,u/(0) = 0,0 <t < 1 (4.119)
denklemini ele alalim. Bu denklemin tam ¢oziimii
u(t) =€’ (4.120)

olarak verilmistir [44].

(4.119)) denklemi L =u" ve N =¢ (%u’ — (422 + 6)u) olmak iizere
u”+z—:(%u’—(4t2+6)u) =L+N=0 4.121)
seklinde yeniden yazilabilir. (2.9) ifadesi kullanilarak (4.119) problemi icin OPIA
(e = =) = = ) + (48 + 6) (4.122)

seklinde elde edilir. Baslangi¢ sartlarindan otiirii deneme fonksiyonu olarak uy, = 1

secilebilir. ug (4.122) icine yerlestirilerek
(uc)”o = (4252 + 6), u(()) = u’(O) =0 (4.123)

problemi ortaya c¢ikar. Bu problemden ilk diizeltme teriminin bulunarak baglangi¢
fonksiyonuna eklenmesiyle

1
w=1+3h (t*+9¢%) (4.124)

birinci mertebe OPIM c¢oziimii elde edilir. Ayn1 adimlar takip edilerek u, ve us agsagidaki

sekilde elde edilir:

1 ¢ ' 2
[ 15P16 + 294 Pyt + 595 Pyt ] (4.125)

up =1+ Py (114 90) + s Pit ~5670P, + 210¢2 + 1890

6 4 2
s = 1+ 1Py (#4492 + L P12 [ 15Pyt0 + 294 Pyt* + 595 Pyt ]

-5670P, + 210t + 1890

218295012 + 2425504 — 6548850 P12 + 687225 Pyt

17325 Pt + 687225 P14 + 339570 P16 + 525 P, Py 112 (4.126)
S| +1624TPy Pit10 + 63195 Py Pyt — 1211133 P Py 16—

4419800 P, Pyt* + 19646550 P, Py 12 — 6548850 P, 12

+339570.Pyt6 + 17325.P,13

Bilinmeyen F,, P, P, degerleri i¢in

R@(t,PQ,Pl,PQ) = L(Ug(t,PQ,Pl,PQ)) + N(Ug(t,Po,Pl,Pg)) (4127)
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Tablo 4.6. Ornek (4.1.3) i¢in farkli mertebeden yaklagimlarin mutlak hatalart

t | OPIA i¢in hatalar VIM-HPM i¢in hatalar

|utam - U5| |utam - u6| |utam - U5| |utam - u6|
0.1] 3.08426x10713 | 2.22045x10-16 | 1.11022x10-15 | 1.00128x10-16
0.2] 3.85914x10713 | 2.22045x10716 | 5.72165x10-12 | 3.26406x10-14
0.3] 5.62883x10713 | 1.00025x10717 | 7.47710x10-1° | 9.59788x10~12
0.4] 9.64347x10713 | 2.44249x1071 | 2.38451x1078 | 5.43454x10~10
0.5| 1.95532x10712 | 1.50998x10714 | 3.51584x10°7 | 1.24994x1078
0.6| 4.77649x107'2 | 1.01037x10713 | 3.18608x107¢ | 1.62772x1077
0.7] 5.45375x10711 | 5.02709x10-13 | 0.0000206568 | 1.43282x1076
0.8| 2.78031x10-! | 2.05902x10-12 | 0.000104921 9.47740x1076
0.9| 3.08426x10710 | 6.38223x107'2 | 0.000442699 0.000050436
1 | 2.10201x1072 | 2.90235x10-12 | 0.00161516 0.000226273

rezidiisii hesap edilerek ¢ = 0.3, 0.6, 0.9 degerleri i¢in (3.11) denkleminden

Py =10.33423439, P, = 0.31859877, P, = 0.20764389

degerlerine ulasilir.(4.128) nin (4.126) icine yerlestirilmesiyle

Ayni prosediirler benzer sekilde uygulanarak asagidaki yaklasik ¢coziimlere ulasilir:

us(t) = 1 +1.0041¢2 + 0.483647¢4 + 0.185681¢6
+0.041724¢8 + 0.00419221¢10 + 0.000135466t 2.

ug(t) =1+ ¢2+0.5t* + 0.166665¢5 + 0.0416732t8+
0.00831423t10 + 0.00142143¢'2 + 0.000166717¢t* + 0.0000407289¢16

us(t) =1+1t2+0.5t* + 0.166667t5 + 0.0416667t% + 0.00833324¢10+
0.00138916¢'2 + 0.000197899¢14 + 0.0000254168¢16
+2.306750146551 x 10-5¢18 + 4.52928540125 x 10-7¢20

Bu problem Ozis tarafindan varyasyonel iterasyon metodu ve homotopi
perturbasyon metodu kullanilarak incelenmistir [44, 45]. Sekiller (4.15) , (4.16),(4.17)
ve tablo (4.6) OPIM ve literatiirdeki diger yaklasimlarin mutlak hatalarini1 gdstermekte ve
yakinsakliklar1 hakkinda 6nemli bilgiler vermektedir. Elde edilen sonuglar, OPIM metodu
ile elde edilen yaklagimlarin [44,45] nolu makalelerdeki sonuglardan daha iyi oldugunu

gostermektedir.
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Sekil 4.15. Ornek (4.1.3): 5. mertebe OPIA(e) ve VIM-HPM(a) yaklasik ¢oziimleri
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Sekil 4.16. Ornek (4.1.3): 7. mertebe OPIA ¢oziimlerinin mutlak hatasi
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Sekil 4.17. Ornek (4.1.3): 7. mertebe VIM ¢oziimlerinin mutlak hatasi

52



4.2. Gecikmeli Diferansiyel Denklemler

Gecikmeli diferansiyel denklemler disinda kalan tiim diferansiyel denklemler
ile modellenen olaylar, ge¢cmisteki durumlarindan bagimsiz olarak tanimlanmaktadirlar.
Fiziksel, kimyasal vb. bir¢cok olayin gelecekteki durumlarini daha gergek¢i olarak ortaya
koyabilmek i¢in ge¢mis hallerini de hesaba katma fikri ortaya gecikmeli diferansiyel
denklemleri ¢ikarmistir. Niifus dinamigi, haberlesme ag modelleri, ekonomik sistemler
gibi olaylarin modellenmesi icin kullanilan bu denklemler bir¢ok arastirmaci tarafindan

ele alinmistir [46—49].

Ikinci mertebeden gecikmeli diferansiyel denklemlerin en genel hali kapali formda
F(u" ' u,uq) = N+ L+g(t) =0 (4.132)

seklinde yazilabilir. Burada ¢(t) bilinen bir fonksiyon, « bir sabit olmak iizere, u, =
u(at) ve u = u(t) dir. Bu tiir gecikmeli diferansiyel denklemlerin yaklagik ve tam
cOziimlerini bulabilmek icin cesitli metotlar kullanilmistir [SO0-55]. Dikkat edilecegi tizere
(4.132) denkleminin 2. boliimde verilen (2.9) denkleminden tek farki gecikme terimidir.

Dolayisiyla (4.132) icin optimal perturbasyon iterasyon algoritmasi
N + Ny (ue),€ + Ny (.)€ + Ny, ((ta)e)ne + Nur (), + Noe ==L - g(t) (4.133)

seklinde olacaktir. Bu kisimda (4.133) algoritmasindan faydalanarak literatiirde sikca
karsilagilan iki gecikmeli diferansiyel denklem ele alinacaktir.

Ornek 4.2.1.
t t
u (t) + u(§) +u?(t) = sin*(¢) + sin2(§) +8u(0) =2,4/(0) =0;t>0. (4.134)
denklemini ele alalim [56]. Bu denklemin tam ¢6ziimii agagidaki sekildedir:
5 —cos2t
u(t) = % (4.135)
(4.134) denklemine perturbasyon parametresi yerlestirilirek
" 3 2 -4 ) t
u’(t) +e u(§)+u (t) | =sin®(t) + sin (§)+8 (4.136)

seklini alir. Gereksiz hesaplamalardan ka¢inmak icin (4.136) denklemini

L+N+g(t)=0 (4.137)
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seklinde parcalara ayirabiliriz. Burada
L=u'(t), N=¢ (u(%) s u2(t)) and g(t) = - (sin4(t) s sinz(%) . 8) (4.138)
dir. (4.133) kullanilarak
(W), (1) = ~(un)" () - un(%) (1) +sint(4) + sinQ(%) 8 (4.139)

OPIA-1 algoritmasi elde edilir. vy = 2 baglangi¢ fonksiyonu olarak secilerek (4.139)

denklemine yerlestirilirse
t
(ue)”, =sin*(t) + sin® (5) +2, u(0)=4/(0)=0 (4.140)

birinci mertebe problemi ortaya c¢ikar. Bu problemden ilk diizeltme terimi elde edilerek

baslangic fonksiyonuyla toplanirsa
P :
uy =2+ 0 (184¢% + 64 cos(t) + 16 cos(2t) — cos(4t) — 79) (4.141)

birinci mertebe OPIA-1 ¢oziimii elde edilir. 2. boliimdeki prosediirler yinelenerek

U =2 + L& (18412 + 64 cos(t) + 16 cos(2t) — cos(4t) — 79) + (Mlspm) X

291225600 + 6782976002 + 235929600 cos(¢)
-3686400 cos(4t) + 49766400 Pyt? — 240230400 Pyt*+
943718400F, cos (%) + 766771200, cos(t)

-921600P, cos(2t) + 2764800 F, cos(4t) + 4394932703 P2
-121212000F3t? + 69772800 P3t* — 32501760 PZt° (4.142)
+678297600P2L2 cos(t) — 67161600 P2 cos(2t)

+3072000P2 cos(3t) + 763200 P2 cos(4t) — 1712332800 P+
662400 P22 cos(4t) — 2713190400 P2¢ sin(t) + 662400 P2 sin (4t)
—T73728P¢ cos(5t) — 12800 PF cos(6t) + 225PF cos(8t)—
169574400 Pt sin(t) cos(t) — 4331520000 P% cos(t)

+58982400 cos(2t) + 42393600 P2t2 cos(2t)

yaklagik ¢coziimii elde edilir. Ayni islemler tekrarlanarak daha yiiksek mertebe ¢oziimlere

ulagilabilir. Birinci mertebe OPIA-1 ¢6ziimii i¢in

Re(t, Py) = L(uy) + N(uy) + g(t)

t ¢ (4.143)
=uy"(t; Py) + u1(§; Py) +u(t, Py) - sin4(t) - sin2(§) -8
rezidiisii hesap edilerek
3
J(Py) = f Re*(t, Py)dt (4.144)
0
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denkleminde yerine konulursa [0, 3] aralig1 i¢in Py = 0.0827198 olarak hesap edilir. Bu
deger (4.141)’de yerine konulursa

up =2+ 0.0012925 (32 + 92t + 32 cos(t) — 16sin’(¢) + sin®(2¢)) (4.145)

seklinde elde edilir. Benzer sekilde 2. ve 3. mertebe yaklagimlar

s () = —493.68416 + 1102.56t4 — 1971.3¢2 + 643.936¢2 cos(2t)

-1030.53 cos(2t) + 46.662 cos(3t) + 11.7599 cos(4t) + 67115.4

+(10303.£2 — 2575.74¢ sin(t) — 65972.1) cos(t) — 41211.9¢ sin(t) (4.146)
+10.0615¢ sin(4t) — 1.11989 cos(5t) — 0.194425 cos(6t)+

0.00341763 cos(8t) — 167.921 cos (L) + 10.0615¢2 cos(4t)

us(t) = 84753 — 1863.85¢ + 1009.92¢* — 324.451¢6 + 142.476 cos (%)

+963.959 cos(2t) + 596.948t2 cos(2t) + 38.9874 cos(3t) + 15.94 cos(4t)

—18.0595¢2 cos(4t) — 2.738377741 cos(5t) + 4.39203001445 cos(6t)

-5.46736 x 106t cos(10¢) — 1.82906 x 1095 cos(12t)—

1.6751 x 1052 cos(10t) — 50009.4¢ sin(t) + 0.00848737 cos(8t)+ (4.147)
(10106.£2 — 2865.95t sin(t) — 58984.9) cos(t) + 1.50166 x 10746 sin(6t)

-4.05453 x 106¢2 sin(7t) — 864109.¢% sin(10t) + 9.90938t sin(4t)+

2.6728 x 106¢ sin(5t) — 4.67333 x 105¢ sin(6t) — 619643t cos(9t)

+2.64757 x 106 sin(8¢).

olarak bulunacaktir. Bu ornek [50] nolu makalede perturbasyon iterasyon metoduyla
ve [56] nolu makalede varyasyonel iterasyon metodu ile ¢oziilmiistiir. Sekil (4.18) OPIM
ve diger metotlar ile baz1 karsilastirmalar1 sunmaktadir. Bu sekilden goriilecegi iizere
OPIM sonuglar1 tam ¢oziimle daha genis bir aralik boyunca uyum igerisinde olmakla
beraber [50, 56] makalelerindeki yaklagimlardan daha iyi sonuglar vermektedir. Sekil
(4.19) ve (4.20) 3. ve 4. mertebe OPIM ¢o6ziimleri i¢in mutlak hatalart (|tepace — Uorrar|)
gostermektedir.
Ornek 4.2.2.

u’(t)+2u2(%)—1 _0,u(0) = 0,£20 (4.148)

denklemini inceleyelim. Bu denklemin tam ¢oziimii u(¢) = sin ¢ olarak verilmistir [55,57].
Denklem (4.148), yapay ¢ = 2 parametresi eklenerek
t
u’(t)+5u2(§)—1:L+N+g(t) =0 (4.149)
seklinde parcalanabilir. Burada

Lzu’(t),stuQ(%) ve g(1) = -1 (4.150)
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Sekil 4.18. Ornek (4.2.1): 3.mertebeden OPIM(e), VIM(a), PIM(u) yaklagimlar1 ve tam
¢cOziim (-)
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Sekil 4.19. Ornek (4.2.1) : 3.mertebeden OPIM icin mutlak hatalar
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Sekil 4.20. Ornek (4.2.1) : 4.mertebeden OPIM i¢in mutlak hatalar

olarak alinirsa (4.133) ifadesinden

() (1) = =)' (6) = 20,2(5) + 1

(4.151)

algoritmasi elde edilir. Deneme fonksiyonu olarak u = ¢ secilip (4.151) denklemi i¢ine

konulursa
t2
(uc),n = _57 U(O) =0

(4.152)

birinci mertebe problemi ortaya ¢ikar ve bu problemin ¢oziimii ilk diizeltme terimini verir.

Gerekli iglemler yapilarak

(4.153)



Pot3  ( Pit?
6 (40320
Py %
5713316492083200
[ —052219415347t3 + 9522194153472 Pyt + 47610970767360 Pyt
70849658880 L217 + 95221941534720 Py 3 + 212548976640 P2 Py t7
~18420911308 Py P11 + 476109707673 Pyt° — 9522194153470 Put3 | | (4.155)
+15006351360.P2 P, 12 — 1377632256 Py P2t° — 70349658880 P2 P2t7
+1416993177600. P, P27 + 708496588800 P217 — 715 P P15+
443520 P3 P21'3 + 41932800 P8 P21 — 112379904 P2 P2¢11
~1377632256. P2 P19 — 9522194153472 Py P15 — 4193280 P3 Py 11

yaklagimlarina ulagilir. Yardimci1 parametrelerin diger orneklerdeki gibi elde edilip

) (5P3t* - 336.Ppt* — 6720, + 6720) (4.154)

ngt—

Uz = Uy +

yerlerine konulmasiyla

ug(t) = 1.t — 0.166667t3 + 0.00833333t5 — 0.000198413t"+
2.7556782518571276 x 107649 — 2.5040357365602213 x 10-8¢1! (4.156)
+1.5912260484733409 x 10-10¢13 + 6.665938894983069 x 10-13¢15

ticiincii mertebe OPIM yaklagik ¢oziimii bulunur. Bu problem onceli yillarda bir¢cok
arastirmaci tarafindan farkli metotlarla irdelenmistir [50,51,55,57]. Sekil (4.21)’de farkl
metotlar ile elde edilen iiciincii mertebe ¢oziimlerin bir karsilastirilmasi verilmistir ve bu
sekilden OPIM sonug¢larinin diger ¢oziimlere gore daha genis bir aralikta gecerli oldugu
goriilmektedir. (4.22) ve (4.23) grafiklerinden 3. ve 4. mertebe OPIM ¢6ziimlerinin mutlak

hatalar1 goriilmektedir.

0.0

iy OHAM #
% L3
- = : E-3
—0.5 1iﬁi -
I = K
L A N E3
PIM s \‘:‘*’ OPTM

—1-0:.. . . | | . . . A I‘W

&
0 1 2 3 4 3

Sekil 4.21. Ornek (4.2.2): 3.mertebeden yaklasik ¢oziimlerin tam ¢oziimle karsilastiril-
mast
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Sekil 4.22. Ornek (4.2.2): 3.mertebeden OPIM ¢o6ziimlerin mutlak hatalart
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Sekil 4.23. Ornek (4.2.2): 4.mertebeden OPIM ¢o6ziimlerin mutlak hatalart
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4.3. Klein-Gordon Denklemleri

Klein-Gordon denklemleri uygulamali matematik ve fizik alanlarinda sikca
kargilasilan en 6nemli dogrusal olmayan kismi diferansiyel denklemlerden birisidir. Oskar
Klein ve Walter Gordon tarafindan ortaya atilan bu denklem esasen yoriingesiz, kendi
ekseni etrafinda donmeyen parcaciklari temsil eden Schrodinger denkleminin relativistik
(goreceli) dalga denklemi formudur. Schrédinger’in buldugu denklemde zamana goére
birinci mertebe (u;) ve yer degistirmeye gore ikinci mertebeden tiirevler (u,,) yer
almaktaydi. Ne var ki, 6zel relativite teorisine gore bu denklem, her iki degiskene gore
de ikinci mertebeden tiirevleri icermeliydi. Nitekim, Klein-Gordon denklemleri i¢in bu
simetrik Ozellikler olusturularak, zamana gore de ikinci mertebeden tiirevler alinmis ve

denklem bugiinkii seklini almistir [58,59]. Bu kisimda
U — Ugy + au+ u’ = h(z,t), (z,t) € Q=[a,b]x (0,T] (4.157)
seklindeki Klein-Gordon denklemlerini

u(z,0) = f(x),u(x,0) = g(z), (4.158)

baglangi¢ sartlari altinda inceleyecegiz. Burada «, 5’ lar sabit; h(z,t), f(x), g(x)’ler
bilinen ve u(x,t) ise bilinmeyen fonksiyondur. Bu denklem optik, kati hal fizigi, kuantum
alan teorisi gibi bircok farkli alanda ortaya cikmaktadir. Klein-Gordon denklemine
yaklagik ¢Oziim Onermek icin bircok yontem Onerilmistir. Bunlardan bazilar1 yardimci
denklem metodu [60], pseudo - spectra metodu [61], Jacobi eliptik fonksiyonlar1 [62]
ve tanh - sech metodu [63] olarak verilebilir. Bu ¢alismada ise bu denklemlere OPIA-1
metodu ile yaklasimda bulunulacaktir.
Ornek 4.3.1.

u(z,0) = z,u(x,0) =0 (4.159)

baglangig sartlar altinda, o = 0,8 =1,v =2, h(x,t) = —x cost + x2 cos? t i¢in
Uy — Ugy + U2 = —xcost + 2% cos?t; 0<x,t<1 (4.160)
haline doniisen (4.157) denklemini inceleyelim. Bu denklemin ¢oziimii
u(x,t) = xcost (4.161)
olarak verilmistir [64]. (4.160) denklemine yapay parametre yerlestirilerek kapali formda

utt+€(—um +u?+xcost —a? cos2t) =0 (4.162)
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seklinde yazilir. (4.162) denklemi (3.15) igerisine yerlestirilerek
((1e),) gy = (Un) g — (n)yy — (un)? = cost + 2% cos?t
algoritmasi elde edilir. Baslangi¢ fonksiyonu olarak
Uy =T
alinmak suretiyle (4.163) denklemiyle beraber birinci mertebeden
((ue)g),, = #?cos®(t) —xcos(t) —2*;  uc(x,0) = (uc),(x,0) = 0.

problemi elde edilir. Bu denklemin ¢6ziimii ise

(te)o = —ix (4 + %z — 4 cos(t) - wsin’(t))

dir.

PIM Coziimleri:

(4.163)

(4.164)

(4.165)

(4.166)

Ik diizeltme terimi (u.)o’ 1n bulunmasiyla birinci ve ikinci mertebeden PIM

coziimleri asagidaki sekilde elde edilir:

1
(u1)prar = ug + (ue)o = — i (4 + 1?2 —4dcos(t) - xsinz(t))

1t ¢+ 2823
(u2)prns = ur + (ue)1 = BT ﬁx?’ cos(3t)+
4 1274 At 164 1
b3a” 3t LR +(x——(—25+4t2)x3)cos(t)+
2048 256 192 480 8
xt cos(4t)

1
5 (4+ (-2+*)a")cos(2t) + 5013

1
+ 2t sin(t) - ﬁt;ﬁ sin(2t)

Daha yiiksek mertebeden ¢oziimlere ayni prosediirler tekrarlanarak ulasilabilir.

OPIM Coziimleri:

(3.17), (4.164) ve (4.163) denklemleri yardimiyla OPIA-1 ¢6ziimleri

P
(u1)oprv = uo + Po(uc)o = o - Zox (4 + %z — 4 cos(t) — xsin®(t))
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(UQ)OPIM =up + Px

t21’2 1 tPO tPO

—$—T+$C08(t)+4$ sin?(t) + —— S o1 + 2Py — 22 Po-

1 1 1

§t2 3P + ﬁt (L’gp() - (L’COS(t)PO + 2.1‘ COS(t)PO - g sin (t)PO
1 } 15 3 457 1

+§x3 sin?(t) Py + ga:QPOQ - ZthQP()Q T 23 P? + 8t2:1:3P02—

it2 ip2 4 L154 ip? L256 P2 - 22% cos(t) P2+

256 07192 0 480 0 0

1 1 1
ng cos(2t) P} + 1—6x3 cos(2t) P - 3—2354 cos(2t) P¢

s x cos(4t) P?

1
5048 +2ta’ sin(t) P? - 3—2tm4 sin(2t) P}

63z4P? 1 ) 1
+ 2::)480 - §t2x3 cos(t)P? + ZthQPO - 1x2 sin?(t) P,

1 25 1 1
—ﬂt‘lm?’l{’o2 57 3 cos(t) Pg + o t2x* cos(2t) Pg - 5% 3 cos(3t) Pg

Birinci mertebe OPIA-1 ¢oziimii olan (4.169) denklemi i¢in rezidii

Re(z,t: Py) = (u1) s — (u1)ae + (1) + zcost — 22 cos? ¢

degerine ulagilir. Bu deger denklem (4.169)’de yerine konulursa

(u1)oprv = x —0.23575z (tzx — wsin®(t) — 4cos(t) + 4)

sonucuna ulagilir. Benzer sekilde (4.170) i¢in

Py =0.99999999981 P, = 1.0005094152
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(4.170)

seklinde elde edilir. P, ve P;’ in ortaya ¢ikmasi i¢in 3. boliimdeki yontemler kullanilabilir.

4.171)

seklinde ortaya cikacaktir. En kiiciik kareler yontemi kullamlarak F, = 0.94300146

(4.172)



parametreleri elde edilerek
[ 0.125064¢% — 0.0416879t* — 9.59911 x 107142 — 0.12506422+ ]
0.000127t222 — 3.175x3 — 2.356 x 11 223 + 7.8554 x 10~12¢423
+0.030772* - 0.0117247t%2* + 0.00521099¢* 24 — 0.00208439¢5 -4
+x cos(t) +3.77059 x 1071022 cos(t) + 3.1265923 cos(t)—
(u2)oprnr =
0.500255t223 cos(t) + 0.12506422 cos(2t) + 0.0625318x3 cos(2t) -
0.0312659x* cos(2t) + 0.015633t2x* cos(2t) — 0.01389623 cos(3t)

+0.0004885324 cos(4t) + 2.00102t23 sin(t) — 0.125064 sin®(t)

+0.2522 sin?(t) + 0.12506423 sin®(t) — 0.0312659¢2* sin(2t) ]
(4.173)

cOziimiine ulagilabilir. Bu problem bir¢ok arastirmaci tarafindan DTM [64] and ADM
[65] gibi farkli metotlarla ele alinmistir. [64] nolu makalede, Kanth vd. DTM metodunu
uygulayarak

u~ x - 0.5t22 +0.0416667t*z — 0.00138889t%z + --- (4.174)

sonucunu elde etmistir ki bu sonug¢ klasik ADM metodu ile elde edilen sonugtur.

4.9 ve 4.10 tablolarinda PIM,OPIM,ADM-DTM c¢o6ziimleri ile tam c¢oziim
arasindaki mutlak hatalar verilmigtir. Bu tablolardan da anlagilacagi tizere n = 1 ve
n = 2 igin bile OPIA-1 ¢oziimleri daha iyi sonuglar vermektedir. ilaveten 4.7 ve 4.8
tablolarindan goriilecegi gibi diisitk mertebe OPIM c¢oziimleri dahi tam ¢éziimle oldukca
uyumludur. Daha iyi yaklagimlar icin bir sembolik hesaplama programi ile iterasyona
devam edilmesi gerektigi de asikardir. ADM-DTM, PIM ve OPIM hatalar1 (4.24)-(4.27)

sekilleri ile de gosterilmistir.
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Tablo 4.7. Ornek (4.3.1): 2. mertebeden OPIM c¢6ziimlerinin mutlak hatalar

T

t=0.1

t=0.2

t=0.3

t=04

t=0.5

0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
0.8
0.9
1.

5.506 x 1077
5.341 x 107
5.023 x 1077
4.522 x 1079
3.802x 107°
2.832 x 107
1.577 x 107°
4.911 x 10712
1.918 x 107
4.225 x 1079

3.537x 1077
3.492 x 1077
3.392 x 1077
3.215x 1077
2.94 x 1077
2.546 x 1077
2.012x 1077
1.318 x 1077
4417 %1078
6.376 x 1078

4.019x 1078
3.981 x 1076
3.889 x 1076
3.72x 107
3.45x 1076
3.055 x 1076
2.512x 1076
1.797 x 1076
8.865 x 1077
2.428 x 1077

2.248 x 107°
2.229 x 107°
2.183 x 107°
2.096 x 107°
1.955 x 107°
1.747 x 107°
1.46 x 107°
1.08 x 107°
5.939 x 1076
1.01x 1077

8521 x 107°
8.458 x 107°
8.293 x 107°
7.981 x107°
7.472 x 107°
6.719 x 1075
5.674 x 1075
4.29%107°
2.519x 107
3.129 x 1076

Tablo 4.8. Ornek (4.3.1): 3. mertebeden OPIM c¢6ziimlerinin mutlak hatalar

T

t=0.1

t=0.2

t=0.3

t=04

t=0.5

0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
0.8
0.9
1.

8.322x 1071
3.320 x 10713
7.49 x 10713
1.332x 1072
2.081 x 10712
2.996 x 10712
4.078 x 10712
5.326 x 10712
6.741 x 10712
8.322 x 10712

1.326 x 1072
5.305 x 10712
1.194 x 1071
2.122 x 10711
3.316 x 10711
4.774 x 10711
6.499 x 107
8.488 x 10711
1.074 x 10710
1.326 x 10710

6.67 x 1072
2.668 x 107!
6.003 x 10~
1.067 x 10710
1.667 x 10710
2.401 x 10710
3.268 x 10719
4.268 x 10710
5.402 x 10719
6.67 x 10719

2.088 x 10711
8.353 x 1071
1.88 x 10710
3.341 x 10719
5.221 x 10710
7.518 x 10710
1.023 x 107
1.337 x107°
1.692 x 107
2.088 x 107

5.038 x 1071
2.015x 10710
4.534 x 10710
8.06 x 1071°
1.259 x 107
1.814 x 107?
2.469 x 107
3.224 x 107
4.081 x 107
5.038 x 107
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Sekil 4.24. Ornek (4.3.1) icin 3. mertebe ADM-DTM ¢oziimlerinin mutlak hatasi

Sekil 4.25. Ornek (4.3.1) icin 3. mertebe PIM ¢oziimiiniin mutlak hatasi
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Sekil 4.26. Ornek (4.3.1) icin 2. mertebe OPIA-1 ¢oziimiiniin mutlak hatasi

Sekil 4.27. Ornek (4.3.1) i¢in 3. mertebe OPIA-1 ¢6ziimiiniin mutlak hatasi
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Tablo 4.9. Ornek (43.1): = =
¢cOziimlerinin mutlak hatalar

t

ADM-DTM

PIM

OPIM

0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
0.8
0.9
1.

2.083 x 1078
3.320x 107°
1.682x 107
5.305 x 1074
1.291 x 1073
2.668 x 1073
4.921 x 1073
8.353x 1073
1.33x 1072
2.015 x 1072

4.859 x 1077
3.107 x 1077
3.533x10°°
1.98 x 107°
7.532 x 107°
2.241 x 1074
5.625 x 107
1.247 x 1073
2.512x 1073
4.696 x 1073

3.802 x 1077
294 %1077
3.45x 1076
1.955 x 107°
7.472 x 107°
2.229 x 1074
5.604 x 107
1.243x 1073
2.507 x 1073
4.689 x 1073

Tablo 4.10. Ornek (4.3.1): =z =

cOziimlerinin mutlak hatalar

t

ADM-DTM

PIM

OPIM

0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
0.8
0.9
1.

6.943 x 10710
4.441 x 1078
5.054 x 1077
2.836 x 1076
1.08 x 107°
3.219x 107
8.099 x 107°
1.8x 107
3.638 x 1074
6.822 x 1074

3.831 x 10712
9.748 x 10719
2.468 x 1078
2424 x 1077
1.413x 1076
5.914 x 1076
1.965 x 107°
5.501 x 107°
1.35x 107
2.979 x 107*

2.081 x 10712
3.316 x 1071
1.667 x 10710
5.221 x 10710
1.259 x 107
2.574 x 107
4.686 x 107
7.838 x 107?
1.227x 1078
1.825x 1078

Ornek 4.3.2.

u(x,0) = —sech(x),u:(z,0) = %sech(x) tanhz

baglangi¢ sartlari altinda, o = 3/4, 5 = =3/2,~v = 3, h(x,t) = 0 i¢in

Ut — Ugy + —U— =u° = 0;

4

3 3
2

r>0,0<t<1

0.5 icin 2. mertebeden ADM-DTM, PIM, OPIM

0.5 i¢in 3. mertebeden ADM-DTM, PIM, OPIM

(4.175)

(4.176)

haline doniisen Klein-Gordon denklemini inceleyelim. Bu denklemin ¢oziimii [24, 66]

makalelerinde

t
u(x,t) = —sech (:c + 5)

4.177)

olarak verilmistir. (4.176) denklemine yapay parametre yerlestirilerek kapali formda

4

33
2 )_O

3
Ut + € (—um +—-UuU—-=Uu

seklinde yazilir. (4.178) denklemi (3.15) igerisine yerlestirilerek

((uc)n)tt = (un)m - (un)tt -
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3
St + = (uy)?

4

2

(4.178)

(4.179)



algoritmasi elde edilir. PIM ve OPIM i¢in baslangic fonksiyonu olarak

secilebilir.

PIM Coziimleri:

up = —sech(x)

(4.180)

(4.175) sartlar1 gdz Oniinde bulundurularak (4.3.1) 6rnegindeki gibi ilerlenecek

olursa asagidaki PIM c¢oziimlerine ulasilir:

1 [ 3t2sech®(z) - #2 cosh(2z)sech?(z)

(ur)prar = —sech(z) + 16 | +8tsech(z)tanh(z)

(UQ)PIM =up +

[ 129t4sech” () 57t6sech9(x)+27tgsech9(x)

16384 20480 131072
49t4 cosh(2x)sech”(x) 396 cosh(2z)sech? ()
B 6144 4 40960
33318 cosh(2x)sech” () | 17t4 cosh (4 )sech? ()
1835008 12288
27t8 cosh(4a)sech®(z) 33t cosh(4x)sech®(x)
917504 ’ 20480

4 9
+3t cosh(6x)sech’(x) .

2048
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243110 cosh(4x) tanh? (z)sech? (z) s 1
9175040

81t6 cosh(62) tanh?(x)sech”(z)
20480

+t6 sinh(8z) tanh(z)sech? ()
10240

—%tQ tanh®(x)sech(z)

s 9t cosh(4x) tanh(z)sech’(z) .
28672

27t" cosh(4z) tanh(xz)sech? (z)
4480

L, 5
-—— h(2 h -
128t cosh(2x)sech’ ()

27t6sech” (z) 1

— 0 E(?)t2560h3(:c)+

27t% sinh(62) tanh?(z)sech’(z) A
917504

81t7 sinh(62) tanh?(z)sech? ()
35840

+159t5 sinh(2z)sech'! (z) -

| 20480 ‘

(us)pra = ug + (4.183)

OPIM Coziimleri:

3. boliimdeki prosediirler (4.175), (4.179) denklemleri ile beraber uygulanacak

olursa

~ Py | 3t2sech?®(z) - t2 cosh(2x)sech®(z)
(u1)oprn = sech(z) + 16 | +8tsech(x) tanh(x) (4.184)

(UQ)OPIM =up + Px

1
—%PotQSechS(x) - ZtZSechi)’(x) + thSech(x)

1 3
~—— Pyt* cosh(2z)sech® (z) + 1—6P0t3 sinh(2z)sech’(x)

128
.\ 111P3t7 sinh(2x)sech’ () IR sinh(4z)sech? () (4.185)
114688 28672
3P3t" sinh(62)sech”(z) .\ 3P3t5 sinh(62)sech”(z)
114688 10240

—634]30254 cosh(2z) tanh?(z)sech®(z) - %Pot‘lsechg(a:) 4o
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27 P3t8 sinh(9z)
256(sinh(22) + cosh(22) + 1)7
3P3t7 sinh(z) sinh(8x) cosh?(2)

56(sinh(2z) + cosh(2z) + 1)3
.\ 9P, tteb ~ 3P tted® cosh(2x)
4(e2r +1)° 4(e2r +1)°
7Py Py 15 cosh(2x)sech’ ()
B 3840
91P0P1t6 sinh(7z) cosh(2z)
40(smh(23:) +cosh(2z) +1)7
13Py P15 sinh(7x) cosh(4x)
160(sinh(2z) + cosh(2z) + 1)7
249 P2 P8 sinh(13x) N
2240(s1nh(2x) +cosh(2x) + 1)?

(u3)oprn = ug + Pa x (4.186)

coziimleri elde edilir. 3. mertebe OPIA-1 ¢6ziimii icin Fy, P, ve P, parametreleri ise
Py =1.1224051, P, = -1.0077802, P, = 0.0928211 (4.187)

seklinde ortaya ¢ikar. Bu parametreler (4.186) denklemine yerlestirilerek 3. mertebeden

OPIA-1 yaklagimi elde edilir.

Bu o6rmnek ADM [67],VIM [68] ve OHAM [69] metotlar ile de incelenmistir.
OPIM metodunun etkinligini ve giivenilirligini ispat amaciyla diger metotlar ve OPIM
coziimlerinin farkli « ve ¢ ler icin mutlak hatalar1 4.11 ve 4.12 tablolarinda verilmistir.
3. mertebe OPIM yaklagimi 3.mertebeden VIM c¢oziimii [68] ve 4. mertebe ADM [67]
¢Oziimil ile karsilagtirlldiginda daha tatmin edici sonuclar vermektedir. Sekiller (4.28) ve
(4.29) de PIM ve OPIM ile elde edilen 3. mertebe ¢oziimlerin mutlak hatalar verilmistir.
Yaklagimin mertebesi arttig1 siirece dogrulugun da arttig1 goriilmektedir. z = 1 ve x = 3
durumlarinda analitik fonksiyonun ve yaklasik metotlatin durumlan sekiller (4.30) ve
(4.31) de gosterilmistir. Buradan da yeni yaklasimlarin daha genis bolgeler icin gecerli

oldugu anlagilmaktadir.
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Tablo 4.11. Ornek (4.3.2): t =

¢cOziimlerinin mutlak hatalari

0.1 i¢cin 3. mertebe OPIM,VIM ve 4. mertebe ADM

(ADM)

(VIM)

(OPIM)

—_
(e

© 00 O UL W&

5.201 x 1071
3.362 x 10711
2.379 x 107!
1.509 x 10~
1.496 x 1071
2.471 x 10712
2.250 x 10712
1.613x 10713
1.541 x 10713
1.108 x 1074

4.809 x 10712
2.607 x 10713
4.985 x 10714
2,774 x 107
1.292 x 10716
2.315x 10718
1.403 x 10718
6.288 x 10717
2.369 x 107
8.743 x 10720

3.334x 1071
3.108 x 1071*
5.274 x 10720
6.118 x 1072
8.936 x 10720
4.014 x 107
1.124 x 1072
7.052 x 1072
8.017 x 10720
1.055 x 10720

Tablo 4.12. Ornek (4.3.2): t =

cOziimlerinin mutlak hatalar

0.3 icin 3. mertebe OPIM,VIM ve 4. mertebe ADM

(ADM)

(VIM)

(OPIM)

—_
e}

© 00 O ULk Wi+ &R

4.427 x 1078
6.142 x 1079
3.528 x 10719
2.774 x 10711
8.682 x 10712
1.430 x 10713
5.498 x 10713
1.514x 1071
4975 x 10714
4.353 x 10714

3.177x 1078
1.651 x 107
3.211 x 10719
1.788 x 1071
8.318 x 10713
1.741 x 107
9.126 x 1071°
4.081 x 1071
1.537 x 1071
5.674 x 10716

5.036 x 10717
6.018 x 10717
3.305 x 10716
9.012 x 1071°
7.047 x 1071?
2512 x 10716
6.369 x 10716
8.169 x 10717
0.142 x 10716
8777 x 10716
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Sekil 4.28. Ornek (4.3.2): [uram — (u3) pra

Sekil 4.29. Ornek (4.3.2): [uram — (u3)opru]
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0.00 i
-0.02
-0.04
-0.06

-0.08

-0.10

Time

Sekil 4.30. Ornek (4.3.2): = 1 i¢in 3. mertebe OPIM(m), VIM(e) , tam ¢oziim (- )

Time

Sekil 4.31. Ornek (4.3.2) : x = 3 i¢in 3. mertebe OPIM(m), VIM(e) , tam ¢oziim (—)
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4.4. Genellestirilmis Diizenli Uzun Dalga Denklemleri

Herhangi bir akigkanin yatay ivmesine gore diisey ivmesinin onemsiz sayilabildigi
ve sivi derinliginin dalga boyuna gore kiiciik oldugu akimlar uzun dalga olarak
nitelendirilir. Denizlerde sikca goriilen gel-git dalgalarinin yanisira, deprem dalgalari
ve baz1 elektromagnetik dalgalar uzun dalgalara ornek olarak verilebilir. Bu dalgalari
modellemek i¢in bir¢ok denklem ortaya atilmistir [70]. «, 5 pozitif sabitler ve p pozitif

bir tamsay1 olmak iizere
Up + Uy + a(up)x - 5uxxt = 07 (l‘,t) € (aa b) X (0>T) (4188)

ile verilen genellestirilmis diizenli uzun dalga (GRLW) denklemi en meshur kismi
diferansiyel denklemlerden birisidir. GRLW denklemi ilk olarak Peregrine tarafindan
bir kanaldaki su yiizeyi iizerindeki kiiciik genlikli uzun dalgalart modellemek igin
kullamilmigtir [71]. Buna ilaveten (4.188) denklemi, elastik ¢ubuklardaki boylamasina
dagilan dalgalari, sivi - gaz kabarcik karisimlarindaki basing dalgalar1 ve bir tiipiin
altindaki doner akis gibi cesitli fiziksel fenomenleri tahmin etmek icin matematiksel
modeller sunmaktadir. (4.188) denklemindeki dogrusal olmayan a(u?), terimi dalga
formunun sertlesmesine neden olur. Son terim olan Su,,; , dagilma etkisi terimi olarak
adlandirilir ve bu terim dalga formunu yayar. Gokyliziinden laboratuara kadar bircok
sistemde bulunan solitonlar, dagilma ve nonlineerlik arasindaki bu dengeden dolay1 ortaya
cikmaktadir [72, 73]. Yine bircok fiziksel sistemde GRLW denklemi, KdV denklemi
yerine de kullanilabilir [74].

GRLW denklemi, p = 1, 2 icin sirastyla diizenli uzun dalga (RLW) denklemine ve
modifiye edilmis diizenli uzun dalga (MRLW) denklemine indirgenir. RLW ve MRLW
denklemleri, diizensiz bir dalgal1 deligin gelisimini tanimlar. Bu dalgali deligin davranigi
(4.188) denklemindeki «, 3 sabitleri ile karakterize edilir. Bu denklemler, plazmada
manyeto - hidrodinamik dalgalar, plazmada iyon-akustik dalgalar, elastik ¢ubuklardaki
boylamasina dagilma dalgalari, siv1 - gaz kabarciklarindaki basin¢ dalgalar1 gibi fen ve

miihendisligin bir¢ok sahasinda modelleme yapmak i¢in kullanilmigtir [75-78].

Literatiirde 6zel GRLW denklem tiirleri icin analitik ¢oziimler 6neren metotlar
yok denecek kadar azdir. Bu nedenle, bu denklemlerin sayisal ¢oziimleri bir ¢ok calismaya
konu olmustur. Petrov-Galerkin methodu [79], sonlu farklar metodu [80], sonlu elemanlar

metodu [81-83], radyal taban fonksiyonlu kolokasyon yontemi [84] ve kiibik B-spline
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sonlu elemanlar yontemi [85] bu denklemlere yaklasik coziimler onermek i¢in insa

edilmiglerdir.

Bu kisimda 6zel GRLW denklemlerine PIM ve OPIM metodlar1 ile yaklasimda
bulunulmusg,bunlar icin yeni ¢Oziimler Onerilmis ve diger metotlarin sonuglart ile
karsilastirmaya calisilmisgtir.

Ornek 4.4.1. Ik olarak (4.188) denklemini p = 2, o = /3 = 1 i¢in ele alalim. Bu durumda

tek dalga ¢oziimii

Up+ g + (U) — g =0; 220, 0<t<] (4.189)
denklemi icin
3 ofxr+1
u(z,0) = =sech (4.190)
S b
sartlar1 altinda hesaplanabilir. Bu problemin tam ¢oziimii
3 gl — 2t
u(z,t) = = sech? | ——= 4.191)
@973 ( 2v2 ) (

olarak verilmisgtir [87, 88].

Oncelikle deneme fonksiyonu ,, sartlara uygun olarak

3 r+1
ug = —sech? 4.192
2 ( Nﬁ) @5
seklinde secilebilir. (2.16) algoritmasi ve (4.192) kullanilarak

3sech? (2175) tanh (21%/‘%) 9sech® (21\75) tanh ( \/_)
+ .

((UC)O)t
(UC)O(:C7 0) = O

birinci mertebe problemi elde edilir. Bu problemin ¢oziilmesiyle

(), =1 3sech? (2175) tanh(;;{) . 9sech? (21}”5) tanh( \/5) ] (4.194)
22 2/2

birinci diizeltme terimi elde edilir.

PIM Coziimleri:

Ilk diizeltme terimi (u, ), elde edildikten sonra 1. mertebe yaklagik ¢oziim

(u1) prar = o + (ue)o =

3sech? ( x\+/1§) +t 3sech” (2\/_) tanh (%) N 9sech’ (21\75) tanh ( 17%) (4.195)
22 22




olacaktir. (2.16) ve u; ’

(u2) prae = ur + (ue)1 =

in yardimiyla 2. merteben yaklasik ¢coziim

3 1+x 3 l+z 27 1+x
—sech2 — —t%sech? ~t%sech®
(50 ) s () S (512
z+1 4 ( x+1 z+1 6 z+1
3ttanh( \}-)sech (2—3/5) 3t3tanh( :}-)sech (ﬁ)
2V/2
3 z+1 8 x+1 3 z+1 10 [ z+1
_9t tanh( f)sech (2\/5) _2715 tanh( ) sech ( \/_)
42
3 r+1 z+1 z+1
“t2tanh? [ == | sech? ( ) t2 tanh? ( ) ch® ( )
8 ( Ni) 2V2 2V2
63ttanh($+1)sech6<;&l) 9 6(1+$)
sech +
8v/2 V2
seklinde hesap edilir.
OPIM Coziimleri:

(2.16),(3.7) ve (4.194) denklemleri kullanilarak 1.

yaklagimlari asagidaki sekilde elde edilir:

(Ul)OPIM =Up t+ PO(U'C)O =

veE

(4.196)

2. mertebe OPIM

(4.197)

3sech? (m\%) + Pyt 3sech’ (;f\)/;anh< \/_) . 9sech* (;\Jr/;)/;anh (%)
(u2)oprn = uy + Prx
— —1—627P0tQSech ( \/_) - §P0t2sech6 (Z:;;) - %Potzsech4 (Z\;ﬁl) -
. 9t tanh (%%\)/;ech4 (%) . 3t tanh ( QH;\)/iech2 (;f/l_)
) (24

+1 sfx+1
—3\/_P0ttanh(2\/_) ch (2\/_

) 63Pgttanh(

8V2
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27P2t3 tanh <31__> sech'’ ( “;) . 2P P ( 2:;_1) ot (2\;_1)
3P2t3 tanh® (71_) sech? (715) . 9Pyt tanh? (%) sech? (Wlﬁ) -
I 42 V2

(4.198)



3. boliimdeki bilgiler 1s18inda yardimci1 parametreler elde edilebilir. Birinci

mertebe yaklasik ¢oziimde F, parametresini elde etmek icin

Re(x,t; Py) = (ur)e + (un)o + ((u1)?), = (1) 1 (4.199)

rezidiisii hesap edilir. ¢ = 25,y = 0.25 noktalarinin kullanilmasiyla (3.11) kolokasyon

denklemi
Re(25,0.25; Fy) =

~4.39773833 x 107 + 1.4214507 x 1078 Py — 1.70943984 x 10’16P02 =0
halini alir. (4.200)’in ¢oziilmesiyle Py = 3.09384 ve Py = 8.3153x 107 degerleri elde edilir.

(4.200)

Py =3.09384 degerinin (4.197) ifadesi i¢ine yerlestirilmesiyle

(UI)OP]M = sech? (;"’&1_) 1.5+3.28151¢ tanh ( $\+/1_)

78.7563t sinh* ( wj_) csch® (fcf;

birinci mertebe OPIM c¢oziimii elde edilir. Benzer sekilde ikinci mertebe OPIM ¢6ziimii

(us)opinr = —0.00180923sech'! (%) «

(4.201)
)

\_/

12580.3t3 smh(‘”l) 1918.023 smh(?’(“l)) 344.2t3 smh( (z+

0

V2 2v2
-9.836¢3 sinh (7(;\;_1) ) +1044¢2 cosh ( 5(;;_1) ) + 102t cosh (7(””1)

+(=5064.12 — 408, OG)COSh(“l) (~180£2 — 272.04) cosh (4.202)

(%57
(5

7

+3449. 5tsmh(3<“1)) 1266. 3tsmh(5(x+1)) 71.65t sinh

V2 NG
—116.59cosh(5(;}1)) 2. 1474cosh(7<;j_1>) 323cosh(9(“1>)

~7.34419¢ sinh (%522) - 2240.53¢ sinh (£:1) + 2.42 cosh (%1

seklinde bulunur. Benzer prosediirler takip edilerek yiiksek mertebe ¢oziimlere sembolik

bir program yardimiyla ulagilabilir. PIM ve OPIM ¢o6ziimlerinin farkli « degerleri i¢in
mutlak hatalar1 4.13 ve 4.14 tablolarinda verilmistir. Bu tablolardan her iki metodun da
analitik ¢coziimlerle uyum igerisinde oldugu acikca goriilmektedir. Bunun yaninda OPIM
coziimlerinin az da olsa PIM coziimlerine gore daha yaklagik oldugu da sdylenebilir.

Bulunan tiim yaklagimlarin ve tam ¢oziim (4.32) - (4.36) sekillerinde resmedilmistir.

Bu problem bir¢ok yazar tarafindan ADM, VIM gibi metotlar ile de irdelenmisgtir
[86—88]. Ozellikle kiigiik zaman araliklar1 ve biiyiik genlikler i¢in bulunan yeni OPIM
¢Oziimlerinin, [86—88] nolu makalelerdeki ¢oziimlerden daha etkili sonuglar verdigi
goriilmektedir. Ayrica daha yiiksek mertebe OPIM ¢6ziimleri i¢in bu yaklasimlarin daha

da iyilesecegi unutulmamalidir.
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Tablo 4.13. Ornek (4.4.1): x = 25 icin 1. ve 2. mertebe PIM ve OPIM yaklagimlari igin

mutlak hatalar

t

PIM-1.

PIM-2.

OPIM-1.

OPIM-2.

0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
0.8
0.9
1.

5.05 x 107
1.1535 x 1078
1.9673 x 1078
29716 x 1078
4.1953 x 1078
5.6717 x 1078
7.4391 x 1078
9.5418 x 1078
1.203x 1077
1.4964 x 1077

2.6957 x 107"
6.5156 x 107
1.1677 x 1078
1.8433 x 1078
2.7072 x 1078
3.7926 x 1078
5.138 x 1078
6.7876 x 108
8.7924 x 1078
1.121 x 1077

4.1581 x 107
6.881 x 107
7.9506 x 1077
71159 x 107
4.0875 x 107°
1.4678 x 107°
9.934 x 107
2.1753 x 1078
3.7434 x 1078
5.7565 x 107®

42717 x 10710
6.3401 x 107
5.9871 x 10719
2.9616 x 107
3.0257 x 10710
1.2308 x 107°
2.5269 x 10710
4.2352 x 10710
6.4065 x 1079
9.0995 x 107

Tablo 4.14. Ornek (4.4.1): z = 100 igin 1. ve 2. mertebe PIM ve OPIM yaklagimlar1 icin

mutlak hatalar

t

PIM-1.

PIM-2.

OPIM-1.

OPIM-2.

0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
0.8
0.9
1.

4.6919 x 10732
1.0717 x 1073¢
1.8278 x 1073¢
2.7609 x 1073¢
3.8978 x 1073¢
5.2695 x 1073¢
6.9116 x 103!
8.8652 x 1073*
1.1177 x 1073
1.3903 x 1073°

2.5045 x 10732
6.0536 x 10732
1.0849 x 1073
1.7126 x 10731
2.5152 x 1073!
3.5236 x 1073
4.7737 x 10731
6.3063 x 1073
8.1689 x 1073
1.0416 x 10730

3.8632 x 107
6.393 x 1072
7.3868 x 10732
6.6113 x 10732
3.7976 x 10732
1.3637 x 10732
9.2295 x 10732
2.021 x 1073¢
3.478 x 10731
5.3483 x 1073¢

3.9688 x 10733
5.8905 x 10733
5.5626 x 10733
2.7515 x 10732
2.8112 x 10732
1.1435 x 10732
2.3477 x 10732
3.9349 x 1073*
5.9522 x 10732
8.4543 x 10732
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Sekil 4.32. Ornek (4.4.1) icin tam ¢oziim.
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0.00004

0.00003
0.00002
0.oo001

Sekil 4.33. Ornek (4.4.1): 0 < 2 < 100, 0 < t < 1 i¢in 1. mertebe PIM ¢6ziimii

Sekil 4.34. Ornek (4.4.1): 0 < 2 <100, 0 < t < 1 i¢in 1. mertebe OPIM ¢6ziimii
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Sekil 4.35. Ornek (4.4.1): 0 < 2 < 100, 0 < ¢ < 1 i¢in 2. mertebe PIM ¢oziimii

Sekil 4.36. Ornek (4.4.1): 0 < 2 < 100, 0 < ¢ < 1 i¢in 2. mertebe OPIM ¢oziimii
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Ornek 4.4.2. (4.188) denklemini p = 8, = 5 = 1 icin ele alalim. Bu durumda

U + g+ (U°) = U = 0 (4.203)
denklemini
u(z,0) = /18 sech? (M) (4.204)
) \/5 M

sart1 altinda ele alacagiz. Bu problemin tam ¢6ziimii

u(z,t) = /18 sech? (7(x+—\/15—5t)) (4.205)

olarak verilmistir.

PIM Coziimleri:

Iterasyonlara baglamak icin,(4.204) sart1 v, deneme fonksiyonu olarak almabilir.

Bir onceki ornekteki adimlar tekrarlanarak asagidaki ¢oziimlere ulasilir:

[ 2\7/532/7sinh(7(z—\/%1))sech% (7(9”—\/%1)) ]

V5
2887/232/7 sinh ( 7(z+1) ) sech = (7(:p+1) )

(u1)prag = uo +1 (4.206)

(Uz)PIM =Ui—

%\7/532/7t286Ch% (7(“1)) — 1008 U/2327¢2sech * (—7(‘”1)) +

V5 NG
28(z+1) 42(z+1) 56(z+1)
-12694 cosh( Y )+4313 COSh( 5 )+4cosh(
928850 cosh ( 28(55“)) + 8331 cosh ( )

~ 27 o 28(:v+1))SeC (7(:1:+1))Jr
4316v/23%"/5 co h(—\/5 h7 VG

S

) - (4.207)

)

+

z+1)

)+4cosh(

a

OPIM Coziimleri:

(2.16), (3.7) ve (4.204) denklemleri yardimiyla
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2/7 2 (7(x+1) h
[ 27/23% smh( 7 )sech?( N )
+
(u1)oprar = ug +tPy / V5 5 [ 7oe) (4.208)
27 xr+
288/23 s1nh( 7 )sech7( 7 )
! NG ]
(UQ)OPIM =uy + Ppx
[ 5 7/592/74 o 7(z+1) 2 (7(xz+1) T
2/23 zfsmh(—\/5 )sech7( 7 )_z7 o1 2 2 (T(x+1)
V23 Pyt*sech?
V5 5 V5
58Y/23°07 Pyt sinh (7o) sech? (12202}
V5
+3312\7/532/7})07%nh?(?(:ml)) s (7( 1))+_”+
5 f
1
%\7/532/71301525 (7( T )) ?(
988/232/7 Pyt sinh® (7(?)) sech” 7
+
! 5V5 ]
(4.209)

P,, P, parametreleri i¢in 3. boliimdeki kolokasyon metodu kullanilirsa (u1)opras
ve (u2)opry yaklagimlari igin sirasiyla Py = 9.04508 ve Py = 1.71562, P, = —0.61424
degerleri elde edilir. Bulunan bu degerlerin (4.208) ve (4.209) denklemlerinde yerine
konulmasiyla Ornek (4.4.2) igin 1. ve 2. mertebe OPIM c¢oziimleri elde edilir. PIM ve
OPIM coziimlerinin sabit genlikteki tam coziimle olan mutlak hatalar1 tablo (4.15) ve
tablo (4.16)’ de goriilebilir. (4.37) - (4.41) sekilleri Mathematica 9.0. yardimi ile PIM ve
OPIM yaklagimlarim1 gostermektedir.
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Tablo 4.15. Ornek (4.4.2): x = 30 icin 1. ve 2. mertebe PIM ve OPIM yaklagimlari igin

mutlak hatalar

t

PIM-1.

PIM-2.

OPIM-1.

OPIM-2.

0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
0.8
0.9
1.

7.9394 x 1071
2.12 x 10712
4.2783 x 10712
7.7382 x 10712
1.3233 x 1071
2.1912 x 1071
3.557 x 1071
5.7015 x 1071
9.0638 x 107!
1.433 x 10710

6.6752 x 10713
1.8538 x 10712
3.8589 x 10712
7.1522 x 10712
1.2467 x 1071
2.0953 x 10711
3.4404 x 1071
5.5629 x 1071
8.9019 x 10~
1.4144 x 10710

41004 x 10713
2.8795 x 10713
6.6637 x 10713
2.9222 x 10712
7.2138 x 10712
1.4688 x 10~
2.7142 x 1071
4.7383 x 10~
7.9802 x 1071
1.3126 x 10710

4.6839 x 1071°
3.2893 x 1071°
7.6119 x 107°
3.338x 10714
8.2402 x 1071
1.6778 x 10713
3.1005 x 10713
5.4126 x 10713
9.1158 x 10713
1.4994 x 10712

Tablo 4.16.

Ornek (4.4.2): z
mutlak hatalar

= 80 icin 1. ve 2.

mertebe PIM ve OPIM yaklasimlari i¢in

t

PIM-1.

PIM-2.

OPIM-1.

OPIM-2.

0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
0.8
0.9
1.

3.0029 x 10732
8.0186 x 10732
1.6182x 1073!
2.9268 x 1073¢
5.0054 x 1073
8.2881 x 103!
1.3454 x 10730
2.1565 x 1073V
3.4282 x 10739
5.4203 x 10739

2.5248 x 10732
7.0117 x 10732
1.4595 x 1073!
2.7052 x 10731
4.7157 x 10731
7.9253 x 1073
1.3013 x 107%°
2.1041 x 10730
3.367 x 10730
5.3497 x 10730

1.5509 x 10732
1.0891 x 10732
2.5204 x 10732
1.1053 x 10731
2.7285 x 1073*
5.5558 x 1073*
1.0266 x 1073°
1.7922 x 10730
3.0184 x 1073°
4.965 x 10730

1.7716 x 10734
1.2441 x 10734
2.879 x 1074
1.2625 x 10733
3.1167 x 10733
6.3463 x 10733
1.1727 x 10732
2.0472 x 10732
3.4479 x 10732
5.6714 x 10732
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Sekil 4.37. Ornek (4.4.2) igin tam ¢6ziim
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Sekil 4.38. Ornek (4.4.2): 0 < 2 <100, 0 < t < 1 i¢in 1. mertebe PIM ¢oziimleri

Sekil 4.39. Ornek (4.4.2): 0 < 2 <100, 0 < t < 1 igin 1. mertebe OPIM ¢oziimleri
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Sekil 4.40. Ornek (4.4.2): 0 < 2 <100, 0 < t < 1 i¢in 2. mertebe PIM ¢oziimleri

Sekil 4.41. Ornek (4.4.2): 0 < z <100, 0 < ¢ < 1 icin 2. mertebe OPIM ¢oziimleri
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5. TARTISMA VE SONUCLAR

Bu tez boyunca perturbasyon iterasyon metodu temel alinarak olusturulan optimal
perturbasyon iterasyon metodu tanitilmig ve bu metodun genel bir incelemesi yapilmustir.
Oncelikle perturbasyon iterasyon metodunun eksikliklerinden bahsedilerek bunlar
gidermeye yonelik bazi ¢oziimler 6nerilmis ve metot iizerinden bazi modifikasyonlar
yapilmistir. Bu modifikasyonlar sonucu PIM algoritmalarinin olusturulma siirelerinin
oldukca kisaldigi goriilmiistiir. Bunun yaninda elde edilen sonuclarin iyilegtirilmesi
amaciyla, perturbasyon iterasyon algoritmalarinda acifa ¢ikan diizeltme terimlerinin
katsayilarina farkli parametreler eklenmistir. Daha sonra bu parametrelerin optimal
degerlerinin bulunup yerlerine konmasiyla daha etkin sonuclarin elde edildigi
saptanmugtir. Literatirde yer alan bazi meshur diferansiyel denklemler OPIM
algoritmalar1 ile c¢oziilerek, elde edilen yaklagimlar diger metotlarin sonuglariyla
kargilastirllmistir. Karsilagtirmalar sonucu OPIM sonuglarinin diger metotlara nazaran

tam c¢oziime daha yaklasik degerler verdigi goriilmiigtiir.

Optimal perturbasyon iterasyon metodu ile elde edilen sonuclar olduk¢a tatmin
edici olmakla beraber islemlerin karmagikli§1 nedeniyle sembolik bir hesaplama aracina
ihtiya¢ duyulmaktadir. Bunun yaninda problemlerin yiiksek mertebeden ¢oziimlerine
daha hizli ulagabilmek i¢in kullanilan bilgisayarin islemci, RAM, anakart vs gibi donanim
ozeliklerinin de iyi olmas1 beklenmektedir. Ornegin bu tezde yer verilen adi diferansiyel
denklemler olan gecikmeli diferansiyel denklemler ve Lane-Emden tipi denklemler
OPIM ile irdelenirken, 6zellikle 4. ve 5. iterasyondan itibaren gereken CPU zamaninda
oldukca biiyiik bir artis gozlemlenmistir. Bunu azaltabilmek i¢in daha donanimli bir
bilgisayarin yaninda yakinsaklik parametrelerinin bulunug yontemini de degistirmek etkili
olabilmektedir. Bu tez boyunca tiim karmagik islemler Mathematica 9.0. programu ile

yapilmugtir.

Sonug olarak, bu tezde tanitilmis olan optimal perturbasyon iterasyon metodu
ile literatiirde yer alan bir¢cok onemli denkleme yeni yari-analtik ¢coziimler onerilmistir.
Ayrica daha once ele alinmayan kismi diferansiyel denklemler i¢cin de perturbasyon
iterasyon algoritmalar1 elde edilmis ve buna dayali olarak da optimal perturbasyon

iterasyon metodu ile bu denklemler de incelenmistir. Bulunan sonuclarin tatmin
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edici olmasina ragmen hala daha gelistirilebilecegi aciktir. Ornegin kismi diferansiyel
denklemler i¢in olduk¢a sorun olan CPU zamanma bilgisayar becerileri ile bir
cOziim Onerilebilir. Ayrica metodun giivenilirligi ve etkinligini test etmek amaciyla
kesirli diferansiyel denklemler, integro denklemler, integral-diferansiyel denklemler gibi
bir¢cok farkli tiirden denklem OPIM ile ele alinabilir ve sonuglar diger metotlar ile

kargilastirilarak metodun eksik veya iistiin yanlar1 giin yiiziine ¢ikartilabilir.
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