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OZET
Yiiksek Lisans Tezi

Kuvvetli genellestirilmis tiirev tanimu ile birinci mertebeden lineer ve lineer
olmayan fuzzy diferansiyel denklemlerin yaklasik ¢oziimleri

Asuman ACIK

Manisa Celal Bayar Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dal

Damisman: Prof. Dr. Necdet BILDIK

Bu tez caligmasi alti boliimden olusmaktadir. Birinci béliimde, giris
kismina yer ayrilmistir.

Ikinci boliimde gerekli olan temel tamim ve teoremlere yer verilmistir.
Burada ayrica fuzzy kiime, fuzzy sayilar1 ve fuzzy sayilar ile yapilan aritmetik
islemler tanimlanmistir.

Uciincii boliimde fuzzy say1 degerli fonksiyonlar i¢in tanimlanan Hukuhara
tirev ve kuvvetli genellestirilmis tiirev tanimlar1 yapilmaistir.

Dérdiincii boliimde bu tiirev tanimlar1 uygulanarak ayni fuzzy diferansiyel
denklemlerden elde edilen farkli denklem sistemleri ve ¢Oziimleri
orneklendirilerek sunulmustur.

Besinci boliimde birinci mertebeden lineer ve lineer olmayan fuzzy
diferansiyel denklemler i¢in 6rnekler verilmis, her biri farkli fuzzy say1 baslangi¢
sartt1 altinda niimerik metotlar kullanilarak ¢ozlimler incelenmis, elde edilen
sonuglar tablo ve grafiklerle gosterilmistir.

Altinct boliimde ise sonug ve Onerilere yer verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Fuzzy Diferansiyel Denklemler, Uggen Fuzzy Sayisi, Lineer
Olmayan Fuzzy Diferansiyel Denklemler, Yaklasik Coziimler, Yamuk Metodu,
Logaritmik Ortalama Metodu
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ABSTRACT
M.Sc. Thesis

Numerical solution of first order linear and nonlinear fuzzy diffferential
equations under strongly generalized differentiability

Asuman ACIK

Manisa Celal Bayar University
Graduate School of Applied and Natural Sciences
Department of Mathematics

Supervisor: Prof. Dr. Necdet BILDIK

This thesis consist of six chapters. The first chapter is devoted to the
introduction.

In the second chapter, the basic definitions and theorems are given.
Additionally fuzzy sets, fuzzy numbers and arithmetic operations with fuzzy
numbers are defined.

In the third chapter, the definitions of Hukuhara derivative and strongly
generalized derivative are given for the fuzzy number functions.

In the fourth chapter, these differentiation definitions are applied and
different systems of equations obtained from the same fuzzy differential equations
and their solutions are presented by supporting with the examples.

In the fifth chapter, examples are given for first order linear and nonlinear
fuzzy differential equations. The solutions are investigated by using numerical
methods with the initial conditions for each different fuzzy numbers and also
obtaining results are demonstrated with tables and graphs.

In the sixth chapter, the conclusions and assumptions are placed.
Keywords: Fuzzy Differential Equations, Triangle Fuzzy Number, Nonlinear
Fuzzy Differential Equations, Numerical Methods, Trapezoid Methods,
Logarithmic Mean Methods

2018, 66 page
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1.GIRiS

Bir¢ok dinamik gercek hayat problemi matematiksel bir model olarak formiile
edilebilirdir. Ancak ¢ogu durumda, dinamik bir sistemin davranisi hakkinda bilgi
belirsizdir. Daha gercekei bir model elde edebilmek igin bu belirsizliklerin hesaba

katilmas1 zorunlu olmaktadir.

1965 yilinda Liitfi A. Zadeh tarafindan literatiire kazandirilan fuzzy (bulanik)
kiime teorisi [1] belirsizligi modellemek, muglak ve 6znel bilgi islemek konusunda
gii¢clii bir ara¢ olmustur. Son yillarda hizli bir sekilde gelismekte olan bu alan, pek ¢ok
uygulama sahasina sahiptir. Bilhassa bunlara iliskin popiilasyon modelleri [2, 15],
matematiksel fizik [4], tip [5, 6], biyoinformatik ve islemsel biyoloji [7, 8], yapay zeka
ve robotik [9, 10], kaotik sistemler [11, 12, 13] ve miihendislik problemleri [14] 6rnek

olarak verilebilirdir.

Daha sonra 1978 yilinda Kandel ve Byatt [3] tarafindan ortaya konulan “Fuzzy
diferansiyel denklemler” terimi ise bu belirsizlik altinda dinamik sistemleri
modellemenin dogal bir yolu olarak ortaya ¢ikmustir. Fuzzy diferansiyel denklemler
ve fuzzy baslangi¢ deger problemleri 6zellikle Kaleva [ 18] ve Seikkala [25] tarafindan
detayl bir sekilde incelenmistir. Fuzzy diferansiyel denklemlerin esas dayanag ise
fuzzy kiime ve fuzzy tiirev kavramlaridir. Fuzzy tiirev tanimi i¢in birgok Oneride
bulunulmustur. En eski onerilerden birisi ise; kiime degerli fonksiyonun Hukuhara
tirevinin genellestirilmesi tarzidir. Fuzzy tiirev kavram ilk olarak Zadeh ve Chang
[16] tarafindan gelistirilmis. Puri ve Rulescu [17] ve Kaleva [18] tarafindan da ele
alinarak detayli bir bigimde ¢alisilmigtir. Ancak, Hukuhara tiireviyle yorumlanan
denklemin c¢6ziimiinde, { zamani arttikca ¢oziimiin desteginin artan uzunluklu
dezavantajin1 da ortaya c¢ikarmistir.  Yani, zaman arttikga ¢oziim daha da
bulaniklagsmistir. Bunun sonucu olarak fuzzy ¢6ziimii, net ¢6ziimden oldukga farkl
davranig sergilemistir. Bu eksiklik, fuzzy diferansiyel denklemlerin, farkli diferansiyel
kapsamalar ailesi bigiminde yorumlanarak ¢oziilmesine sebep olmustur [19]. Bu
yonteminin baslica eksikligi ise fuzzy say1 degerli bir fonksiyonun tiirevi igin yeterli
bir tanimin olmamasi ve bu sebeple onun niimerik ¢éziimlerinin elde edilmesinin zor

olmasidir.



Hukuhara tiirevinin bu tarzda belirsizligini ortadan kaldirmak i¢in, bir diger
yaklasim Zadeh’in Genisleme Prensibi olmustur. Genisleme prensibinin temel
yapisinda fuzzy diferansiyel denklem bir deterministik diferansiyel denklem olarak
disiinilir ve daha sonra deterministik denklem ele alinarak ¢oziiliir. Deterministik
¢Oziim elde edildikten sonra, ¢oziime genisleme prensibi uygulanarak fuzzy ¢6ziimii
bulunur. Bu metot ile, bir fuzzy baslangi¢ deger probleminin ¢dziimiiniin niimerik
olarak hesaplanmasinda ¢esitli ve bir¢ok fuzzy parametrelerinin bulunmasi nedeni ile
elde edilecek sonuca ulagsmada zaman kaybinin olmasi dezavantaj olarak

goriilmektedir.

Ik olarak Bede ve Gal tarafindan [20]’de tamitilan Kuvvetli genellestirilmis
tiirev tanim1 yukarida bahsedilen eksikliklerin giderilmesini saglamis ve bununla ilgili
calismalar [21, 22, 23, 24]’de incelenmistir. Aslinda, kuvvetli genellestirilmis tiirev,
fuzzy degerli fonksiyonlarin daha biiyiik bir sinifi i¢in Hukuhara tiirevine gore
tanimlanmistir. Uygun kosullar saglandiginda, bu tanim altinda ele aliman fuzzy

baslangi¢ deger problemleri i¢in yerel olarak iki ¢6ziim bulunmaktadir.

1.1.Tezin Amaci

Bu tez ¢aligmasinda uygun fuzzy baslangi¢ kosullar1 altinda fuzzy diferansiyel
denklemlerin yaklasik ¢oziimleri, farkli tiirev tanimlar1 kullanilarak hesaplanacaktir.
Tam ¢6ziimii bulunabilen denklemler i¢in hata analizi incelenecek ve bulunan sonuglar

tablo ve sekiller ile gosterilecektir.



2. TEMEL TANIM ve TEOREMLER

2.1. Fuzzy Kiime

Kiime tanimi matematigin temel tasidir ve sezgisel olarak ozelliklerle de
baglantili nesnelerin bir koleksiyonu olarak tanimlanmaktadir. Klasik kiime tanimi
belirgin sinirlara sahiptir, yani, diger durumlar1 hari¢ tutmak sureti ile X € A veya

X ¢ A seklinde ifade edilir.

X bir kiime ve A, X ’in alt kiimesi olmak iizere,

1 egerxe A

XA(X) :{

Oegerxe A

seklinde tamml X ,(X): X—){O,l} fonksiyonuna, X ’in A alt kiimesinin

karakteristik fonksiyonu denir. Karakteristik fonksiyonun alabilecegi iki deger vardir.
Bu tanim, elemanlarin aldigi degerlerin [0,1] kapali araligina genisletilmesi ile
genellestirilmistir. Bu fonksiyona ise {liyelik fonksiyonu denir. Klasik kiime bir fuzzy
kiimesinin 6zel bir 6rnegidir ve bu nedenle fuzzy kiime, klasik kiime tanimina ters
diismemekle birlikte bunlar1 genellemektedir. Bunu yaninda fuzzy kiime, iiyelik
degerleri siirekli olan nesnelerin bir kiimesidir ve iiyelik fonksiyonu ile karakterize
edilmektedir. Uyelik fonksiyonu yardimiyla kiimenin her bir elemanina 0 ile 1 arasinda

degisen iiyelik degerleri atanmaktadir.

Bir A fuzzy kiimesi sirali ikililerden olusan bir kiime olarak
A={(x,1,(x)): xe X}

seklinde ifade edilir [1]. u, =X —>[0,1] olmak iizere, u, fonksiyonuna tyelik

fonksiyonu denir ve ,(X) degeri, u, iiyelik fonksiyonun x degerini aldiginda buna

karsilik gelen ftyelik derecesini gosterir. Bir fuzzy kavrami icin farkl iyelik
fonksiyonlari olusturulabilirdir. Onerilecek iiyelik fonksiyonu dzneldir ve gz dniinde
bulundurulan konuya gére degisiklik gosterebilmektedir. Uyelik fonksiyonlari, bir
siif kavraminin dilbilimsel (dilsel-degiskenli) olarak sikca karsilasilan net sinirlari

olmayan bilgilerin kategorilere genisletilmesini saglar. Yani, bir fuzzy kiime tanimu,

3



belirsiz insan dili kavramlarinin modellenmesine de neden olur. Ozellikle, sozlii
ifadelerin degerlendirilmesi (kiigiik, ¢ok biiyiik, az ya da ¢ok, orta, yaklasik olarak bes,

geng, yasli vb.) fuzzy kiimeler tarafindan basariyla modellenebilmektedir.

Ayrica eger evrensel bir sonlu kiime X ={X,X,,...,X,} olarak tanimlanirsa bu

takdirde, bir A: X —[0,1] fuzzy kiimesi

bi¢iminde temsil edilir.

Ornek 2.2. Yukarida bahsedildigi gibi “Geng” kavramu ele alinirsa, bu kavram igin
herkes farkli yas araliklarint hemen tahmin edebilirdir. Bu 6znel ifade farkli sekillerde

tiyelik fonksiyonu ile

1 egerx<35

18(x) = 501—;‘ eger 35 < x <50

0 eger 50 < x

bi¢iminde tanimlanir ve buna iliskin grafik ise,

dyelildararaleri
1.0

[ 3
06
o4k

0.2

1 1 | L 1 L yag
0 40 &0 an 100

Sekil 2.1. “Geng” bir kisi i¢in 6nerilen tiyelik fonksiyonu

olarak gosterilir. Sicak, soguk, sifira yakin sayilar, vb. ifadeler i¢in de Ornekler

cogaltilabilirdir.



Tanim 2.3. Fuzzy kiime teorisinde kapsama, kesisim, birlesim ve tiimleme islemleri
fuzzy kiimeleri temsil eden iiyelik islevleri lizerinde gerceklestirilir. Bu ifadeler i¢in
ilk tamimlar Zadeh tarafindan [1] ortaya konulmus olup, bu tanimlarin dogrudan

maksimum ve minimum islemlerine dayandig: agikg¢a goriilmektedir.

X bos kiimeden farkli herhangi bir kiime ve A, B ise fuzzy kiimeler olsun:

i. Her xe X igin ,uA(X)S,uB(X) ise B fuzzy kiimesi, A fuzzy kiimesini

kapsiyor denir ve A<B ile gosterilir.

. Av B ={(X, 15,5 (X)) 1 VX € X IGIN 11 5 (X) = max{, (X), 115 (X)}
seklinde tanimlanan kiimeye A ve B kiimelerinin birlesimi denir ve Av B seklinde

ifade edilir.

ii. ANB={(X, tp,5(X)) : VX € X iGIN 12,5 (X) = Min{zz, (X), 115 (X)}
seklinde tanimlanan kiimeye A ve B kiimelerinin kesisimi denir ve AAB bigiminde

temsil edilir.
o A =00 () VXE X iGN g, () =1 1, ()}
seklinde tamimlanan A’ fuzzy kiimesi ise A kiimesinin tiimleyenidir.

Tamm 2.4. Bir A fuzzy kiimesinin, & € [0,1] olmak tizere, o -kesim veya « -seviye

kiimesi

A, ={x: 1, ()= a}
bi¢giminde tanimlanir.

Bir seviyeye bagli kiime gosterimi i¢in A’ nin dayanagi (support) tyelik

derecesi sifir olmayan biitiin noktalarin kiimesidir. Yani

destek(A) = {x € X : 41,(x) > 0}
dir.



A ’nin ¢ekirdegi ise;
cekirdek(A) ={x e X : s, (x) =1}
seklinde gosterilir.
Tamm 2.5. Her A€ [0,1] ve X, X, € X icin iiyelik derecesi

M (A% + (L= A)%,) 2 minde, (X)), 2, (X,)}

esitsizligini saglayan A fuzzy kiimesine konvekstir denir.

[ | l
7 i(.'Jr.') ,'.'.__1{.!.'}
' 1 7
i |"I '||I ;'1.
E 11
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) = I [
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Sekil 2.2. Konveks fuzzy kiime Sekil 2.3. Konveks olmayan fuzzy kiime

A fuzzy kiimesinin konveks olabilmesi i¢in tiim « -kesitlerine gore olusan Aa

kiimelerinin konveks olmas1 gerekmektedir.

Tanm 2.6. [26] Fuzzy sayilarin araligt R 1 ile gosterilir. R *nin bir fuzzy alt kiimesi

A ve u,:R—[0,1] ise iiyelik fonksiyonu olmak iizere;

i. A normaldir, yani z¢, (X, ) =1 olacak sekilde bir x, € R vardur,
ii. A kiimesi fuzzy konvekstir, yani V x,y e R ve 0< A <1 igin

pa(AX+ (1= A)y) = min {u,(X), 1, (Y)},

iii. Vu, e Re igin, 4,, R tizerinde tist yar siireklidir,



iv. {xeR: u,(x) >0} ifadesinin kapanisi kompakttir,

ozellikleri saglaniyorsa A ’ya fuzzy sayisi adi verilir. Burada R € R, oldugu acik¢a

goriilmektedir.

Tamim 2.7. Yukarida belirtilen (i)-(iv) 6zelliklerini saglayan bir u fuzzy sayisinin
a -seviye kiimeleri olan [u]”, tim 0<a <1 i¢in bos olmayan kompakt bir araliktir.

Boylece

biciminde ifade edilen gosterim agik bir sekilde U ‘nun « -seviye kiimelerini ifade

etmektedir.

Teorem 2.8. [38] Bir u fuzzy sayisinin [H“,U“:I parametrik formu asagidaki

ozellikleri saglamalidir:

1. u<“, [0,1] araligi tzerinde sinirhi  sol-stirekli azalmayan bir

fonksiyondur,

2. O, [O, 1] aralig1 izerinde siurli sol-siirekli artmayan bir fonksiyondur,

3. u*<u*, 0<a<l.

Tamm 2.9. Bir U iiggensel fuzzy sayisi, a <b <c olmak iizere (&, b, ¢) € R®sirali

tigliisii ile tanimlanir ve tiggen fuzzy sayisi i¢in iiyelik fonksiyonu ise

0O ,x<aveyax>c
X—a
u(x) = , a <x<b
b—c
X7C¢ p<x<c
§ C_b

bi¢iminde ifade edilir.



Sekil 2.4. Uggen Fuzzy Sayisi

Verilen her ticgen fuzzy sayist « -seviye kiimeleri olarak
[u]” =[a+(-a)e, c—(c—b)x], a€[0]]
seklinde gosterilir.

2.2. Zadeh Genisleme Prensibi

Belirsiz parametreler ile islem yapilmasi gerektigi durumlarda, reel sayilar
arasindaki klasik iglemlerin fuzzy karsiliklarim1 tanimlamak gerekir. Pratik
uygulamalarin birgogunda temel fuzzy fonksiyonlari, ger¢ek degerli ifadelerin fuzzy

karsilig1 olarak goriilmektedir.

f CR} — R, fuzzy fonksiyonu, fuzzy sayilarini, fuzzy sayilarma eslestirilen

bir fonksiyonu ve benzer sekilde f:R—R_ fuzzy say1 degerli fonksiyon araciligiyla

g6z Oniine alinan fonksiyon ise reel sayilari, fuzzy sayilarma karsilik getiren bir

fonksiyon olarak diistiniiliir.

Zadeh’in Genisleme Prensibi ise reel degerli bir fonksiyonu fuzzy sayilara
genigletmek igin kullanilir. X ve Y alisilmig (crisp) kiimeler olmak tizere (Fuzzy

kiime teorisinde klasik kiimeler crisp olarak adlandirilir) verilen bir f : X —Y

fonksiyonu, v =F(u) ve

0 , diger durumlarda

v(y):{SUp {u(x):xeX, f(x)=y}, f*(y)=0



olacak sekilde bir F:F (X ) ->F (Y) fuzzy fonksiyonuna genisletilebilirdir. Burada
F fonksiyonu f ‘in Zadeh Genislemesi olarak adlandirilir [27]. f siirekli bir
fonksiyon olmak iizere v seviye kiimeleri ile [v]* :[y“, \7“] olarak tanimlanir.

Burada

v :min{f (x): XE[U]a}
Ve :max{f (x): XE[U]a}_
u ve v keyfi iki fuzzy sayisi olmak iizere, [u]’ =[g"‘, U"‘] ve [V]az[y“, \7“]
esitlikleri i¢in aritmetik islemler asagidaki gibi tanimlanir:
o [l r [ =[ureve @)

W] = VI =[] + (V] =[u” v, @y .

k e R herhangi bir reel say1 olmak tizere

[ku“, ka“], k=0
[ka®, ku“], k<0

k[u]” =

[ ]
L |
e
—

<
e
|
[
3
=}
~
c
<
<
<
g
~
3
Q
X
~
1=
<
1<
<
g
~—
| I—
Q

°
—
c
I_I
~
l_|
I_l
Il
l_|
I_I

N
1
|
<|F
N

—~

o

N

—

<

<

| S

N—

Ayrica 6zel durumlar i¢in iki fuzzy sayisinin ¢arpimi,

Eger u=0ve v=0 ise (uv)” =

Efer u<O ve v=0ise (uv)” =Ta“v~ ve (av)” =u“v~

Eger u=0ve v=0ise (uv)” =a®v~® ve (Ov)” =u“v”
e Eger u<0Ovev=0ise (uv)” =u*v~ ve (av)” =0%v”

seklinde tanimlanir.



Zadeh Genisleme Prensibini kullanarak fuzzy araliklari {izerinde aritmetik

islemler tim ceR i¢in (U =V )(c) =supmin{U (u),V (v)} olarak tamimlanir. Burada

C=U*Vv
* sembolil yukarida verilen dort temel islemin herhangi birisini gosterir. Metrik yap1

ise Hausdorff uzakligi ile verilir ve

D:R, xR, >R, U {0}

ua_va Ua_va

D(u,v) = sup max{
a€01]

!

bigiminde ifade edilir.
Burada D bir metrik olmak iizere

D(u+w, v+w)=D(u,v) ,Yu,v,weR,,
D(ku , kv)=k|D(u,v) , VkeR, u,veR,,
Du+v, w+t)<D(u,w)+D(v,t), Yu,v,wteR,,

denklemleri saglandiginda (R - D) nin bir tam metrik uzay oldugu goriilmektedir.
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3. FUZZY SAYI DEGERLI FONKSIYONLARIN TUREVLENEBILIRLIiGi

Fuzzy say1 degerli bir fonksiyonun tiirevi Puri ve Ralescu [17] tarafindan ilk
defa ortaya konulmus ve daha sonra yine ilk defa ¢ok degerli fonksiyonlarin Hukuhara
tiirevinin kullannmina da vesile olmustur. BOylece Hukuhara tiirevine dayanan
yaklasimin, tiirevlenebilir bir fonksiyonun destek araliginin artan uzunluga sahip
oldugu dezavantajin1 da ortaya cikarmistir [28]. Bu gergek, bulanik bir dinamik
sistemin gelecekteki davranisinin zaman igerisinde giderek belirsiz olduguna isaret
etmektedir. Bu olgu periyodik ¢oziimlerin veya asimptotik olaylarin varligina izin
vermemektedir. Bulanik diferansiyel denklemlerin ¢oziimiinde farkli fikir ve
yontemlerin gelistirilmesinin nedeni ise budur [30]. Dinamik sistemlerin belirsizlik
modellemelerinde Hukuhara tiirevi veya onun genellestirilmesi olan Seikkala tiirevi
kullanilmigtir.  Ancak Hukuhara tiirevinin dezavantajinin aksine Bede ve Gal
tarafindan [21]’de tanitilan kuvvetli genellestirilmis tiirevlenebilirlik tanimina gore,
tirevlenebilir bir fonksiyonun artan destek uzunlugu azaltilabilir oldugu, fakat bu
durumda ise tekligin ortadan kalktig1 gdzlemlenmistir. Ilk bakista tekligin kaybolmasi
bir sorun gibi goriinebilir ancak, [31]’de belirtildigi gibi H-tiirevlenebilirlik kavrami
altinda bile, ayn1 klasik denklemin farkli formlar1 bulaniklastirildiginda esit olmayan
fuzzy diferansiyel denklemler elde edildiginden dolayr bu teklik de ortadan
kalkmaktadir. Bu tez c¢alismasinda, Hukuhara tiirevlenebilirlik ve kuvvetli
genellestirilmis tiirevlenebilirlik kavramlarina dayanan problemler ele alinacak ve

bunlarin ¢oziimler yapilacaktir.

3.1. Hukuhara Tiirevlenebilirlik

Tamm 3.1.1. X,y € R, olsun. x=y+z olacak sekilde bir Z€ R, varsa z ’ye x ve

Y ’ nin Hukuhara farki denir ve x©y sembolii ile gosterilir.

Tanm 3.1.2. f:(a,b) >R, bir fonksiyon ve yeterince kiigik h>0 igin

f(x+h)o f(x) ve f(x)o f(x—h) H-farklar1 mevcut ise

lim LN S TO)

h—0 h h—0

- /()

f(x)e f(x—h)
h

11



olacak sekilde bir f'(x)eR, vardir. f'(x) fuzzy sayisina, f ’in X noktasindaki

Hukuhara tiirevi denir [17].

Tanmm 3.1.3. f:(a,b) >R_ fuzzy say1 degerli bir fonksiyonun Seikkala tiirevi
[f'(X)T={(EQ(X))’,<f_a(X))'] 0<a<l olmak iizere f'(X)eR, bir fuzzy

sayisinin mevcut olmasi sartryla tanimlanir.

Lemma 3.1.4. Bir u(t)=(x(t),y(t),z(t),) icgen sayr degerli fonksiyonu,
u'=(x,y',7',) bigiminde bir iicgen fuzzy say1 oluyorsa, bu durumda u Seikkala

turevlenebilirdir denir.

Diger yandan fuzzy integralleri i¢in Leibnitz -Newton formiilii ise [37]’de verilmistir.

Teorem 3.1.5. f:[a,b] >R, olsun. Bu takdirde

t
i. f tiirevlenebilir ise f(t) = f(t0)+J'f'(s)ds,
)

t
ii.  F@{)= I f (s)ds fonksiyonu Hukuhara tiirevlenebilir ve F'(t) = f (t) .

)

Ayrica burada dikkat edilmesi gereken 6nemli noktalar vardir. Bunun i¢in cCe R,

alalm ve g:(a,b) > R" fonksiyonu bir x, e (a,b) i¢in tiirevlenebilir olsun. Ayrica

Vxe(a,b)icin f:(ab) >R,, f(x)=cg(x) ile tanimlansm. Eger g'(X,)> 0 ise, bu

durumda yeteri derecede kiiciik h>0 igin g'(x,) = Ihln;\ 90+ hr)] —9(%) dir. Burada

g(x,+h)—g(x,) = W (%,,h)>0. Son esitligin her iki tarafi C ile carpilirsa

cg(x, +h)=cg(x,)+cw (x,+h) elde edilir. Burada f(x,+h)—f(X)), H-farki

olarak ifade edilir. Yukarida yapilanlar tekrar edilirse, benzer sekilde

9'(%,) =lim 9(%) _g(xo =N ite f(x,)— f (X, —h) H-farkinin oldugu goriiliir. Ayrica

burada f'(x,)=c.0'(X,) oldugu da aciktir. Simdi 9'(X,) <0 oldugunu varsayalim.

Boylece yukarida yapilan islem adimlart ile f(X,+h)—f(X,) ve f(X,)—f(X,—h)

12



H-farklarinin ve f'(XO) tiirevinin olmadigin1 kanitlamak oldukg¢a kolaydir. Sonug
olarak Tanim 3.1.3’e gore f '(XO) tiirevinin her zaman var oldugu s6ylenemezdir.
Omegin;  f(t)=(—€',0,¢') alindiginda f'(t)=(—€',0,e") olur ve bu
durumda hem f'(t) = f(t) ve hem de f'(t) =—f (t) bulunur. Bu ise bir celiskidir.
Yada f(t)= (l, 2,3) e alindiginda f'(t) = (—e_t ,—2e7", —3e_t) olur ve dolayisiyla

bu ifade bir fuzzy sayis1 degildir.
3.2. Kuvvetli Genellestirilmis Tiirevlenebilirlik

Tamim 3.2.1. Kuvvetli genellestirilmis tiirevlenebilirlik tanimi ilk olarak [21]* de

verilmistir. Buna gore
f:(ab) >R, ve X, €(a,b) olsun.

i Yeteri derecede kiigiik tim h >0 i¢in, 3f (X, +h)&f(x,), (X)) (X —h)

farklar1 mevcut ve

lim f(XO+h)@f(XO) =lim f(XO)@I: (XO_h) _ .I:I(XO)

h—0 h h—0

limitleri varsa ya da,

ii.  Yeteri derecede kiigiik tiim h> 0 igin, 3 f (XO)G f (X0+h), f(x,—h)ef(x,)

farklari mevcut

i L0DE 06 Hh) o o0 -MET00) _ (o
mo (-h) mo ()

limitleri varsa ya da,

iii.  Yeteri derecede kiigiik tim h> 0 icin, 3f (X, +h)&f (%)), f(x,—h)ef(x)

farklar1 mevcut

fim 1 Co tM O 1) _ iy T =M S T() _ ¢,y
h—0 h h—0 (~h)
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ve limitleri varsa ya da

iv.  Yeteri derecede kiigiik tim h >0 i¢in, 3f(X)© (X, +h), f(x,)of(x,—h)

farklart mevcut

lim f(XO)@ f(XO+h) =lim f(XO)@;(XO_h)

h—0 (_h) h—0

= (%))
limitleri varsa, bu durumda f'(X)eR, olmak iizere f fonksiyonu X,

noktasinda kuvvetli genellestirilmis tiirevlenebilirdir denir.

Onerme 3.2.2. [29] u(t) = (X('[), y(b), Z(t)) bir liggen fuzzy sayis1 olmak iizere;
(a) Eger u, (i)-tirevlenebilir (Hukuhara tiirevlenebilir) ise U’ =(X',y’, Z').

(b) Eger u, (ii)- tiirevlenebilir ise U' = (Z', Yy, X').

Ispat: (a) ‘da belirtilen tiirev agikga bilinen Hukuhara tiirevi tanimudir. (b)’nin ispat1

ise asagidaki gibidir:
u (t) ou (t + h) H-farki mevcut olsun. Boylece dogrudan hesaplama ile

lim u(t)eu(t+h)

h—0 —h
:”m(x(t)@x(t+h),y(t)@y(t+h),z(t)@z(t+h),)
h—0 —h
:"m(z(t)@z(t+h) (t)@y(t+h) ()@x(t+h)j
h—0 —h ’ —h —h
-(2.yx)
elde edilir. Benzer sekilde
hQOU(t hyou(t) (¥

oldugu acikca goriiliir. Bu ise ispat1 tamamlar.

14



Onerme 3.2.3. f,gi(a,b)—HRf fonksiyonlari, Xe(a,b) araliginda ayni

tirevlenebilirlik sartt altinda kuvvetli genellestirilmis tiirevlenebilir olsun. Bu

durumda f+g, x’de kuvvetli genellestirilmis tiirevlenebilirdir  ve
(f+9)(X)=f'(x)+g'(x) olur ( Burada iki fonksiyonun toplami noktasal olarak
tamimlanmustir). Daha sonra iki fonksiyonun H-farkinin kuvvetle genellestirilmis

tirevi hesaplanirken, yine H-farki noktasal alimir. Bu durumda f,g:(a,b) >R,
kuvvetli genellestirilmis tiirevlenebilir, (a,b) araligi iizerinde f, (i)- tiirevlenebilir ve
g de, (ii)- tirevlenebilir ya da tam tersi oldugunda her x€(a,b) i¢in f(x) & g(x)

bi¢iminde H-farki mevcut ise f & g kuvvetli genellestirilmis tiirevlenebilirdir ve

buradan (f ©g)'(x) = £'(x)+(~1)g'(x) yazilir [29].

15



4) BIRINCI MERTEBEDEN FUZZY DIFERANSIYEL DENKLEMLER

Fuzzy diferansiyel denklemler, olasilik belirsizligi altinda dinamik sistemleri
modellemede dogal bir yol olarak goriiliir. Ayrica, gercek diinyadaki olaylar
modellemede fuzzy baslangi¢ deger problemleri (FIVP) Diamond’un ¢alismalarinda
oldugu gibi dogal olarak ortaya ¢ikmaktadir ( Ornegin siirtiinme denklemi [28] gibi ).
Literatiirde ¢alisilmis ¢ogu fuzzy diferansiyel denklemler klasik olarak birbirinin
benzeri gibi goriilmektedir ancak her zaman fuzzy diferansiyel denklemler klasik
(crisp) problemlerin bulaniklastirilmis bir versiyonu degildir. Bu nedenle bazen de
baz1 gergek diinya fenomenleri ig¢in uygun bir fuzzy model olusturulabilmektedir [28,
29]. Bu boliimde verilen herhangi bir fuzzy diferansiyel denklemin Hukuhara tiirevi
ve bununla birlikte kuvvetli genellestirilmis tiirev tanimlari altinda olusan

problemlerin ¢éziimleri incelenecektir.
4.1. Hukuhara Tiirevlenebilirligi Altinda Fuzzy Diferansiyel Denklemler

Burada Hukuhara tiirevi altinda X = f(t,X), X(to) =X, € R, bi¢iminde

baglangic deger problemi ele alinsin ve buna ilaveten fiRXR; - R,

fonksiyonunun da siirekli oldugu varsayilsin. Bu durumda ssagidaki Lemma ile bir

fuzzy diferansiyel denklem integral denkleme doniistiiriiliir.

Lemma 4.11. {eR icin, x'=f(t,x), X(t)=% €R, fuzzy diferansiyel

denklemi f:RxR. =R, siirekli olmak iizere, [to,ti] € R araliginda

x(t) =X, +J' S, x(s)

integral denkleme denktir [30].

Ispat: X' =f (t, X), X(to) =X, € R, diferansiyel denkleminin bir ¢éziimii x olsun.

Diferansiyel denklemin her iki tarafinin integrali alinirsa,
t t
_[x’(s) ds :j f(s.x(s))ds
to t

olup, buradan
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x(t) S X, :.t[ f(s,x(s))ds
o
ve boylece
X(t) =X, +_[ (s.x(s))d
yazilir. Diger yandan

t+h

X(t+h)=x, + I f(s,x(s)) ds

o

ve

x(t+h)@x(t) 1t

lim n I’T(')lh I f(s.,x(s))ds

oldugu agiktir.

Burada w( f(t, X(t)),h), te [to’t1] olmak iizere siirekli bir f (t, X(t)) fonksiyonu

sureklilik modiiliini belirtmek lizere

Dﬁh f(s.x(s)) ds, h.f (t,x(t))}

t

= Dﬁh f (s, x(s)) ds, T f(t,x(t)) ds}

t

t+h

< j D( f(s,x(s)), f (t,x(t))) ds

t

t+h

< [ w(f(t,x(1).h) ds =hw( f (t,x(1)).h)

bigiminde yazilir. Dolayisi ile buradan

i D( x(t+h)o x(t) e x(t))j

h— h
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=hl_i)gn%w(f(t,x(t)),h) =0

ifade edilir. Buise X’in X'=f (t, X), X(to) =X, fuzzy baslangic deger probleminin

bir ¢6ziimii oldugu anlamina gelir. [ |

Lemma4.1.2. R =[t,,t;+ p]xB(X,,q) olmak iizere f:R; =R, fonksiyonunun

stirekli bir fonksiyon oldugunu ve
D(f(t,x),f(t,y)) < LD(xY), ¥(t,x), (ty)eR,

bi¢iminde Lipschitz kosulunun da, saglandigin1 varsayalim. Bu durumda f

fonksiyonu smirlidir, yani
D(f(t.x),0)<M
olacak sekilde bir M > 0 sayis1 vardir [33].

Teorem 4.1.3. Asagidaki 6zellikler saglansin:
@ Ry=[to:ty+ P]xB(¥5.0), p,a>0, B(Yp.q)={yeR,:D(y,Y,)<a}, R,
de kapali bir yuvari gostermek iizere Y €R . olsun ve tiim (t,y)e R, i¢in

D(a, f (t, Y)j = Hf (t, y)HF <M olacak sekilde daima siirekli bir f Ry >R,

fonksiyonu mevcut olsun.

) ¢ (t,O) =0 ve O0Z g(t,u) <M, olacak sekilde ¢ Z[to,to + p]x[O,q] —R
fonksiyonunu tanimlansin. Bu durumda Ve [to,'[0 + p], 0 <u < qolacak sekilde
g (t, u) , U da azalmayan bir fonksiyondur. Ayrica g fonksiyonu, U'(t) =g (t,u (t))

u (to) =0 bigiminde tamimlanan baslangi¢ deger probleminin [to,to + p] araligindaki

yegane yani bir tek ¢oziimiidiir.

(© V(ty), (tz)eRy iin D(f(ty), f(t,z)) < g(t.D(y.z)) olup boylece
D(y.z)<q dir.
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Bu durumda
y'=f(ty),
y(to) =y, R,

fuzzy baslangig¢ teoremi r = min { p&Mi} olmak tizere Y Z[to,to + r] — B(yo,q)
1

olacak sekilde tek bir ¢dzlime sahiptir ve asagida verilen

X(t,)=X% R,

t

X (1) = %, +_[ f(s,x(s))d

t
ardisik tekrarlar ile ¢oztime yakinsadigi goriiliir [29, 32, 33, 34].
4.2. Hukuhara Tiirevlenebilirligi Altinda Cesitli Coziimlerin Varhg:

Herhangi bir fuzzy diferansiyel denklemin ¢6ziimii i¢in yapilan aragtirmalarda
[31]’deki ¢alisma burada 6nemli bir 151k tutmaktadir ve [31]’de asagidaki gibi es deger

klasik diferansiyel denklemler ele alinmaktadir:
u'=-u Ve u+u=0, u(0)=u,.

Bu denklemler bulaniklastirildiginda sonugta iki farkli fuzzy diferansiyel
denklem elde edilmektedir. Ikinci denklemin herhangi bir fuzzy ¢oziimii yoktur. Bu
nedenle [31] de yapilan calismada denkleme zorlayici (forcing) bir terimin eklenmesi

gerektigi sonucu ortaya ¢ikmistir. Bu durumda denklem
u'+u=o(t), u(0)=u,

olur ve eklenen bu zorlayici terimin ¢oziimiin davranisini degistirdigi gortlmustiir.
[31]’de iddia edildigi gibi fuzzy ¢oziimiiniin dogasi, zorlayici terimin se¢imine

kuvvetli bir sekilde baghdir. Asagida verilen klasik baglangic deger problemleri,
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u'=—-u+ol(t)
u—o()=-u

u+u=o(t) , u(0)=u,
birbirine esdegerdir ve bunlara karsilik gelen

u=-u+o(), uO=u,, u,eR,, c:R>R,
uU—o)=-u, u@)=u,, JeR,, c:R>R,

uU+u=oc(), u@=u,, UeR,, c:R>R,

ilgili fuzzy baslangi¢ deger problemlerinin ¢6ziimleri ¢ok farkli davranislar
sergilemektedir. Bu boliimde sirastyla Hukuhara ve kuvvetli genellestirilmis tiirev

tanimlar1 kullanilarak ortaya ¢ikan farkli ¢6ziimler incelenecektir.

Ilk olarak oldukga popiiler olan
u'=-u, u(0)=(-101) (4.1)

fuzzy baslangic deger problemini ele alalim. Bu problemin ¢oziimi

u(t)=(-e',0,e") dir ve bu gsziim Sekil 4.1° de grafik ile gosterilmektedir.

40 F - -

U

SEKIL 4.1. t e [0, 4] icin (4.1) fuzzy baslangi¢ deger probleminin grafigi

Buna karsin (4.1) denklemine karsilik gelen homojen olmayan fuzzy baslangig
deger problemi goz Oniine alindiginda, farkli davranisi olan bir ¢6zliimiin elde edildigi

goriiliir. Bunun igin denklem
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u'+u=2e"(-101), u(0)=(-10,1) (4.2)
olarak yeniden alinir. Bu denklemin ¢dziimii ise
u(t) =(-10,1)e" @+2t)

=((-1-21)e",0,@+2t)e™) (4.3)

bi¢imindedir. Bu durumda,

ut+h)=(-101)e" "1+ 2t+2h)
olurken H-farki ise
u(t+h)yeu() =[(-10,1)e""(@+2t+2h) |-[(-1,0,1)e" (L +2t) ]
=[2he™ —h+(2t+De (e " -1) |(-1,0,1)

seklinde ifade edilir. Benzer sekilde ( u(t) ©u(t —h) ) farki da mevcuttur. Simdi ise

fuzzy baslangi¢ deger probleminin farkli formiilasyonu ile olusacak ¢6ziimlerin

davranisini inceleyelim. Bunun i¢in 6nce

u'=-u+2e"(-101) , u(0)=(-10,1) (4.4)

denklemininu=(x,y,z) seklindeki {iggen fuzzy sayisi ¢Oziimii aranir. (4.4)

denklemi Lemma 3.1.4°¢ gore,

X'=-z-2e"
y'=-y
7' =—x+2e"

sistemine doniistiiriiliir ve bu sistemin ¢oziimiinden de
u(t)=(e'—2¢', 0,2e' —e), te(0,0) (4.5)

bulunur.
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Son olarak ise esdeger klasik adi diferansiyel denklemlerden elde edilen esit

olmayan fuzzy baslangi¢ deger problemi

w-2e"(-1,01)=-u , u(0)=(-10,)

bi¢iminde ele alinir.

X —-2et=—7
y' =y
7’+2et=—x

seklinde sisteme doniistiiriiliir ve ¢oziimii yapilirsa u(t)=(—e_t,0,e_t) bulunur.

Fakat burada bulunan ¢6ziim igin u(t+h)cu(t) ve u(t)eu(t—h) H-farklan
mevcut olmadigindan, U, H-tiirevlenebilir degildir. (4.2) ve (4.4) diferansiyel
denklemlerinin ¢oztimleri olan (4.3) ve (4.5) ¢oziimlerinin Sekil 4.2 ve Sekil 4.3 teki
grafiklerinde de goriilecegi gibi davranislar1 olduk¢a farklidir, ancak bu denklemler
esdeger klasik adi baglangic deger problemlerinin farkli bulaniklagtirmalaridir. Ayni
ornek kuvvetli genellestirilmis tiirev altinda ¢oziimiin varligi kisminda tekrar ele

alinarak yeniden incelenecektir.

T T T T T T T
1ok .
05 b
—
- _\_\_\_\_\_\_\_‘—\—_
0.0 —
.--"-'_--
-0s5r /,-f" 1
L -
L ,-ﬂ"
-10f 7 .
[N -
L1 4 7 T"‘.J /I R T TR TR TN N ST SR TR N T ST T TR N SR S SR T
0 1 2 3 4 5

Sekil 4.2. (4.2) baslangi¢ deger problemi ¢oziimiiniin grafigi
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Sekil 4.3. (4.4) baslangi¢ deger problemi ¢oziimiiniin grafigi
4.3. Kuvvetli Genellestirilmis Tiirev Altinda Co6ziimlerin Varhg:

Asagida verilen Lemma, fuzzy baslangic deger problemlerini integral

denklemlere doniistiiriir.

Lemma4.3.1. ) €R icin, y'=f(t,y), y(t,) = ¥, € R, fuzzy diferansiyel denklemi

f:RxR, >R, fonksiyonu siirekli olmak iizere, (tO’tl) c R araliginda sirasiyla (i)

ya da (ii) kuvvetli tiirevlenebilirlige bagli olarak

t

y(t)= y0+j f(s,y(s))ds | vt et t]

tO
veya

o=y F(s.y(9)ds |, et ]

f
integral denklemlerinden birisine denktir. Iki denklem arasindaki denklik bir
denklemin herhangi bir ¢6zlimiiniin digeri i¢in de ¢6zliim oldugunu ifade eder.
Kuvvetli genellestirilmis tiirevlenebilirlik durumunda y'= f (t, y) fuzzy diferansiyel

denklemi iki farkli integral denkleme karsilik getirebiliyorken, Tanim 3.1.3’¢ gore
tiirevlenebilirlik tanimi altinda bu yalnizca bir denkleme karsilik gelir. Lemma 4.3.1°

e gore ikinci integral denklem
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t

y(t)=yo & (-] f(s.y(s))ds

f
bi¢iminde yazilabilirdir.

Diger yandan Teorem 4.1.3, kuvvetli genellestirilmis tiirevlenebilirlik altinda

tamimlanan fuzzy diferansiyel denklemler igin ise asagidaki gibi genisletilebilirdir.

Teorem 4.3.2. Asagidaki 6zellikler saglansin:

(8 Ry =[toty+ P]¥B(Y0,q). p.a>0, B(Ysq)={YeR,:D(y.¥,)<q}. R,
de kapali bir yuvar olmak iizere Y€R, olsun ve tim ('[, y) eR, i¢in
D(a, f (t, Y)j = Hf (t, y)HF <M olacak sekilde siirekli bir f: R, >R,

fonksiyonu tanimlansin.

(b) 9:[ty.t;+p]x[0,a] >R bir fonksiyon ve 0<u=<q iken, Vte[t,t;+p] igin
g(t,0)=0 olsun. Bu takdirde g(t,u), 0<g(t,u)<M, olacak sekilde, U’da
azalmayandir ve boylece U'(t) = g(t,u(t)), u(to) =0 baslangic deger problemi,

[to’to + p] araliginda U (to) =0 olacak sekilde bir tek ¢dziime sahiptir.

() V(t.y).(t.z)eRy igin D(f(t,y), f(t.z))<g(t.D(y.z)) olup, D(y.z)<q.

d)y te [to,to +d] araligindaki herhangi bir neN dizisi i¢in Y, (t) = Yo,
t

Vo (1) = Yo @(—1)j f(s,9,(s))ds ve V,:[t,t, +d] >R olacak sekilde bir d >0
)

vardir. Bu sartlar saglandiginda,

y'=f(ty)

y(t,)=YoeR,

fuzzy baslangi¢ deger problemi, r = min { p, a , = ,d } olmak tizere biri

MM,
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Tanim 3.2.1 ‘deki (i)-tiirevine gore bir digeri ise (ii)-tiirevine gore tanimli olan 'y ve

Y [to.t + 1] B(Y,,0) olan iki ¢5ziime sahip olur. Boylece

yn+l(t) = Yo +j. f (S' yn(s))ds, Yo (t) =Yo

ve

oa(t)= %60 (D[ £ (5.5, (5))05, 7,(t) =y,

bigimindeki ardigik tekrarlar uygulanarak sirasiyla iki ¢éziime yakinsandigi goriiliir.

Diger taraftan iiggen fuzzy sayilarimn kiimesi Ry ile gosterilmek iizere asagidaki

Lemma iki iiggen fuzzy sayisi arasinda H-farkinin olmasi igin yeterli sart1 verir.

Lemma 433 uveR. olmak iizere u'—u’>0, T°-u*>0 ve
T s

uzunluk(v) = (\70 — yO) <min {ul —u®, 0’ - Ul} bigiminde tanimlansin. Bu

durumda U&V bi¢iminde bir H-fark: vardir.

Simdi Bolim (4.2) de verilen problemi burada tekrar ele alarak bunu

genellestirilmis tiirev tanimi ile tekrar ¢6zmeye calisalim. Bunun i¢in 6nce

u’ =-u, u0)=(-10,1) (4.6)
Bi¢imindeki baglangi¢ deger problemini ele alalim.

Genel olarak (i)-tiirevlenebilirlik tanimi Hukuhara tiirevi oldugundan Sekil

1°de gosterilen kararsiz ¢6ziim dogrudan elde edilir. Diger yandan (ii)-tiirevlenebilirlik
tammi ile de U(t)=e€"(-10,1) ¢ozimii bulunur. Burada (4.6) denkleminin (ii)-
tiirevlenebilirlik tanimi altindaki ¢6ziimiinlin grafigi te[O,S] icin Sekil 4.4’te

gosterilmistir.
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0.0 —_—

] L

Sekil 4.4. (4.6) baslangi¢ deger probleminin (ii)-tiirevlenebilir ¢oziimii

Daha once incelendigi gibi denkleme bir zorlayici terim ekleyerek, esit
olmayan ¢ tane farkli fuzzy diferansiyel denklem elde edilir. Boylece [31]’de de

Ongorildigi gibi denklemler agsagidaki gibi tekrar yazilir:

u'=-u+e'(-1,01), u,=(-10,1) 4.7
u'+u=e'(-101), u,=(-10,1) (4.8)
u'—-e'(-1,01)=-u, u,=(-10,1) 4.9)

(4.7) denklemi (i)-tiirevlenebilirligi tanim1 ve Lemma 3.1.4 kullanilarak

=-7-¢
y'=-y
7' =—X+e™"

biciminde  bir  sistemle  ifade edilir ve  bunun ¢coziml  ise

1 3 3.1 "
u(t) = (E e’ - P e',0, > e' - > e j bigimindedir. Ote yandan U(t), (i)-tiirevlenebilir

olup, boylece bu (4.7) denkleminin bir ¢oziimiidiir. (ii)-tiirevlenebilirlik tanimi ile

(4.7) denklemi,

'=-7-¢
r:_y
X'=-X+e™"



seklinde yazilir ve te [0,1] aralig1 tizerinde (4.7) denklemi (ii)-tiirevlenebilir olup,

buradan u(t) =e ' (1-t)(-1,0,1) ¢ozimii elde edilir. Sekil 4.5 ve Sekil 4.6 da (i) ve (ii)

tiirevlenebilir ¢ozlimler sirastyla gosterilmistir.

4 . LN ' ' ' T

gar \
— -H-H-\-\"--\.
"—\—\.._\_\___

0 00 —
D5t

T S R S S T S S S S R SR . =10 ks :‘ .................

0.0 [} 04 0.6 08 10 0.0 0.2 04 0.6 0.8 1.0
Sekil 4.5. (4.7) denkleminin (i)-tiirevi Sekil 4.6. (4.7) denkleminin (ii)-tiirevi
¢Oziimiiniin grafigi ¢Oziimiiniin grafigi

Simdi de (4.8) denklemini ele alalim. Eger U, (i)-tiirevlenebilir ise [16]* da
gosterildigi gibi t > 0 icin ¢oziim elde edilemez. Ayn1 durum (ii)-tiirevlenebilme i¢in

de gegerlidir. Boylece (4.8) denklemi (i)-tiirevlenebilme sart1 altinda

X'=-z+e"
y'=-y (4.10)
7'=-x-¢"

sistemine dontisiir ve buradan u(t)=(—cosht,0,cosht)=(-10,1)cosht ¢oziimii
bulunur. Bu durumda u(t+h)=(-10,1)cosh(t+h) olur ve cosht fonksiyonu

(O, OO) araliginda artan oldugundan dolay1 U (t) —u(t+h) farki mevcut degildir. Bu

durum (ii)-tiirevlenebilirlik tanimi ile de ¢elismektedir. Dolayisiyla (4.8) denklemi igin

higbir ¢6ziim bulunamaz.

En son olarak (4.9) denklemi ele alinirsa ve bunun igin (i)-tiirevlenebilirlik sart1

altinda yukaridaki gibi [O,OO) araliginda ki ¢6ziimii u(t):(—COSht,O,COSht)
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bi¢cimindedir. Diger yandan (ii)-tiirevlenebilirlik sarti1 altinda Lemma 3.1.4” e gore

denklem

X'=-x—g"
y'=-y
7'=-7+¢"

(4.11)

biciminde sisteme donistiiriiliir ve bu sistem ¢oziiliirse U(t) =e" (1+t)(—l,0,l)

elde edilir. Sonugta (4.9) denkleminin (i) ve (ii)-tiirevlenebilir ¢oziimleri asagida Sekil

4.7 ve Sekil 4.8 ile ayr1 ayr1 gosterilmistir.

30 T T T L LB B NNNLAL R B B RN BN R B B
Wk ]
o — :
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o= :
-10 :_ _ _:
= " ]
_3:I CL P | 1 1 | - 1 1 \1_-
o0 05 1.0 1 10 15 10

Sekil 4.7. (4.9) baslangi¢ deger probleminin (i)-tiirevlenebilir ¢6ziimii

llu_ll__l__l__l--|||||||||||||||

0.0

-1.0EL '.'-.---.--l....l....l....

0.0 0.5 Lo 15

Sekil 4.8. (4.9) baslangi¢ deger probleminin (ii)-tiirevlenebilir ¢oziimii
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Boylece, genellestirilmis tiirev tanimi altinda esit olan klasik (crisp) adi
baslangi¢ deger probleminin, esit olmayan fuzzy baslangic deger problemi
versiyonlari olan (4.7), (4.8), (4.9) denklemleri igin, bir tanesi asimptotik kararli olan,
dort ¢ozlim elde edilmistir. Ayrica fuzzy diferansiyel denkleme bir zorlayici (forcing)
terim eklemek sureti ile bu ¢oziimlerin davranislarinin hem Hukuhara tiirevi hem de

kuvvetli genellestirilmis tiirev tanimi altinda nasil etkilendigi gosterilmistir [29, 31].

29



5. FUZZY DIFERANSIYEL DENKLEMLERIN YAKLASIK COZUMLERI

Bu tez calismasinda y'=f(t,y) nin birinci mertebeden bir fuzzy

diferansiyel denklemi oldugu, Y , t’ nin fuzzy fonksiyonu ve f (t, y) ’ nin ise yine

t klasik (crisp) degiskeninin fuzzy fonksiyonu olarak tanimlandigi, buna ilaveten

Y 'nin fuzzy degiskeni ve y’ gosteriminin de Y nin Hukuhara tiirevi oldugu
bilinmektedir. Boylece baslangig degeri Y(t,) =Y, € R, olan birinci mertebeden

Cauchy problemi

y=f(ty), t,<t<T
y(to) =Yo (5.1)

olarak tanimlanir ve (5.1) baslangi¢ deger probleminin tek bir ¢6ziimiiniin

olabilmesi icin yeterli kosul f fonksiyonunun siirekli olmasi ve Lipschitz
kosulunu saglamasidir. Ayrica her te[tO,T] ve a 6[0,1] icin y(t) ve f(t,y) nin

a -seviye kiimeleri,

[y(t)]" =[y(ta). V(t:a)]

[Fy)] =[f(ty()a). F(ty():ia)]

bi¢ciminde yazilir. Bu durumda

f (t, y(t);a) =F [t,z(t;a), V(t;a)]
f(ty(t);a)=G[ty(ta).y(ta)]

olup, Zadeh’in genigleme prensibi Y = y(t) bir fuzzy sayisi oldugunda f ('[, Y) nin

asagidaki gibi tanimlanir:

f(t,y)(s)=sup{y(z)|s=f(t.7)}, seR.

Yani,
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f(ty(t)a)=min{f (t.y)ly[y(1)]'}
Ly () =max{f (ty)ly<[y()]']

ile ifade edilir. Ayrica [18]" deki Teorem 5.2°den (5.1) denklemi asagidaki

denklem sistemine denktir:

Y(O)=1ty)=F(tyy) y(t)=Y
(5.2)
y(1)=F(ty)=G(ty.¥) ¥(t,) =

Bunun yaninda her bir 1 icin bulunan I:X(t;a),)_/(t;a)] say1 ¢ifti bir fuzzy

sayisidir. (5.1) baslangi¢ deger probleminin parametrik bi¢imi ise her o E[O,l]

igin,

Y(ta)=F[ty(ta).y(ta)], y(tia)=y(x)
(5.3)
V(ta)=G[ty(ta).V(ta)] V(o)=Y ()

seklindedir. Burada herhangi bir fuzzy diferansiyel denklem i¢in tam ¢6ziimler

(X(t;a),Y_(t;a)) olarak ve yaklagik c¢oziimler ise ()_/(t;a),y(t;a)) ile

TN, T-1 ;
gosterilebilir. Diger yandan ayrik noktalar t, =t,+nh, h= N 0<n<N ile

hesaplanirken [tO,T] araliginda bir dizi t, <t <t,<..<ty =T bigiminde

tanimlanuir.

Simdi daha Once literatiirde ¢alisilan fuzzy baslangi¢c deger problemini ele
alip, bunu yamuk metodu ile yaklasik olarak ¢oziip elde edilen sonuglar1 tam

cOziimleri ile karsilagtiralim.
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5.1 Fuzzy Diferansiyel Denklemlerin Yaklasik Céziimleri ile Tlgili Bazi

Uygulamalar

Ornek 5.1. Fuzzy baslangig deger problemi

y'(t)=-y(t)+t+1, te[0,0.1]
(5.4)
y(0)=[0.96+0.04c, 1.01-0.01c]

olarak verilsin [39]. y(t)= (X(t)’ V(t)) fuzzy say1 degerli bir fonksiyon olmak
iizere bu fonksiyonun o -seviyeleri y(t;@) :D/(t;a),y(t;a)] olup buradan

f(t,y(t;a)):—y(t;a)+t+1 yazilir. Ayrica ele alinan diferansiyel denklemin

Onerme 3.2.2 de verilen (i)-tiirevlenebilme ve (ii)-tiirevlenebilme tanimlarina gore

parametrik formlar1 asagidaki gibidir:

e (i)-tiirevlenebilme sart1 altinda parametrik gosterimi

Y(ta)=f(ty(ta))=-Y(ta)+t+1
Vta)=f(ty(ta))=-y(ta)+t+1
X(O,a) =0.96+0.04« (5:5)
V(O,a)zl 01-0.01lx
seklindedir. Benzer sekilde
e (ii)-tiirevlenebilme sartina gore parametrik gosterimi ise
V(ta)=f(ty(ta))=-V(ta)+t+1
Y(ta)=f(ty(ta))=-y(ta)+t+1
X(O,a)zo 96 +0.04« (5.6)
7(0,05) 1.01-0.01x

bi¢imindedir.

Buna gore (5.5) denkleminin tam ¢6ziimii, O < o <1 olmak iizere
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Y (t;a)=(0.985+0.015a) e — (L- @)0.025 e' +t
(5.7)
Y (t;er) = (0.985+0.015a) e + (1— )0.025 e' +t

dir. Diger yandan yamuk kuralina gore bu denklemler, N =10 alindiginda,
0<n< N i¢in asagidaki gibidir:

h
yn+1 yn |: f “ (tn1 yn ) + ia (tn+1’ yn+l):'
(5.7)
Ta —a h fa fa
yn+1 = yn +E|: f (tn’ yn)+ f (tn+1’ yn+1):| '

Simdi (5.4) denkleminin yamuk metodu ile yaklasik ¢6ziimiindi, (i)-tiirevlenebilme
tanim1 ile hesaplayalim. Buna goére (5.5) denklemlerindeki parametrik yap1

sayesinde denklemler
y(ta)=f(ty(ta))=-y(ta)+t+1
V(ta)=f(ty(ta))=-y(ta)+t+1
y(0;) =Y (0;r) =0.96+0.04cx

y(0,2)=Y (0;¢) =1.01-0.01

biciminde olacaktir. Yamuk metodunun kapal1 yapisindan dolay1 hesaplamanin her
bir adimda lineer sistemin ayr1 ayr1 ¢6ziilmesi gerekmektedir. Bu durumda yamuk

metodu iterasyon formiilii agagidaki gibidir:

Ardisik tekrarmn ilk adiminda o =0 olmak iizere t<[0,0.1] ve adim

araligit h=0.01 alinirsa,

0 -0 hr¢ =
Vi=Yo+ 5[ Tt yo)+ T (tw1)]
bi¢iminde ifade edilir. Yani burada,
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he _
V= Yo+ o[ ¥+t +1- ¥+t +1]
(5.9)

0_ 0

_ h
V.=V, +§[—Xg +t, +l—l/10 +t, +1]

olup, boylece

y2+0.005y° = 0.965
y2+0.005y° =1.01525

sistemi bulunur ve buradan da

y° =0.959947748
y°=1.010450261

y%, =0.963634812
y9=1.018893413

cozlimleri elde edilir. Benzer islemler 10 adim tekrar edilerek t = 0.1 deki yaklagik
¢ozlimler boylece yamuk metodu ile bulunmus olur. Burada her bir « -kesiti igin
niimerik hesaplamalar ve hatalar Tablo 5.1 de verilmistir. Ayrica tam ve niimerik

¢oztimler ise Sekil 5.1 de gosterilmistir.

Tablo 5.1. (5.4) baslangi¢ deger probleminin (i)-tiirevine gore yamuk metodu ile

¢Oztimleri ve mutlak hatalar1

Hata Hata
o - y Y-yl Y -9
0 0.9636348180 1.0188934100 7.6575-e07 7.1970e-07
0.1 0.9677550026 1.0174877354 7.6458e-07 7.2314e-07
0.2 0.9718751872 1.0160820608 7.6341e-07 7.2657e-07
0.3 0.9759953718 1.0146763862 7.6224e-07 7.3000e-07
0.4 0.9801155564 1.0132707116 7.6107e-07 7.3344e-07
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0.5 0.9842357410 1.0118650370 7.5989e-07 7.3687e-07
0.6 0.9883559256 1.0104593624 7.5872e-07 7.4030e-07
0.7 0.9924761102 1.0090536877 7.5755e-07 7.4374e-07
0.8 0.9965962948 1.0076480131 7.5638e-07 7.4717e-07
0.9 1.0007164794 1.0062423385 7.5521e-07 7.5060e-07
1 1.0048366639 1.0048366639 7.5404e-07 7.5404e-07
T T T T T T T T T T T 'n,l T
O -Yamuk metodu
[ o
0.8 A - Tam cozumler {* .
[I.G- & 1
D4l c* ]
: \
0.2 q i
: Q]
0.0 —_—— — Ll
0.96 0.97 0.98 0.59 1.00 1.01 1.02

Sekil 5.1. (5.4) baslangi¢ deger probleminin (i)-tiirevine gére yamuk metodu ile

¢Oziimleri ve tam ¢6ziim ile karsilastirilmasi

Simdi de (5.4) denkleminin yamuk metodu ile yaklasik ¢éziimlerini (ii)-

tirevlenebilme tanimi altinda hesaplayalim: (5.6) denklemleri ile gosterilen

parametrik form yardimiyla

7!
X/

(t;
(t;

-
=f

bi¢imindeki denklemlerin tam ¢6ziimleri

35

(tLy(ta))=-Y(ta)+t+1
(tLy(ta))=-y(ta)+t+1

Y (t;a) =t+(0.96+0.04cr)e™

Y ()=t +(1.01-0.01 )e™

(5.10)



olarak hesaplanir. Diger yandan yamuk metodu ve (ii)-tiirevlenebilme tanimi
vasitasiyla yaklasik coziimler ise asagidaki ardisik tekrar formiilleri yardimiyla

benzer sekilde hesaplanir.

h
XZH = X? +E|:Ia (tn, yn)+ ia (tn+1’ yn+1)}
(5.11)

—a —a h s fa
Ynia =Y +E|:f (tn’ yn)+ f (tn+1’ yn+1)]

Burada t e [O, 0.1] iken ¢ =0 olmak tizere adim araligi h=0.01 alinirsa,

o o hr _
V= Vot o[ Vo tt+1- W+t +1]
Ny . (5.12)

Yo =ys +E[_X8 +t+1-yy +t1+1]

denklemleri yazilir ve sistemin ¢oziimiine gerek kalinmaksizin her adim igin
¢oziim kolay bir sekilde hesaplanir. Her bir « -kesiti i¢in bulunan niimerik
sonuglar ve hatalar Tablo 5.2’de verilmistir. Bunun yaninda tam ve niimerik

¢oziimlerin grafigi ise Sekil 5.2 de gdsterilmistir.

Tablo 5.2. (5.4) baslangi¢ deger probleminin (ii)-tiirev tanimina gére yamuk

metodu ¢oziimleri ve mutlak hatalar

a Y y Y-yl V-]
0 0.9686431974 1.0138857922 7.2388e-07 7.6160e-07
0.1 0.9722632709 1.0129509547 7.2690e-07 7.6083e-07
0.2 0.9758826206 1.0120761173 7.2991e-07 7.6007e-07
0.3 0.9795019703 1.0111712799 7.3293e-07 7.5932e-07
0.4 0.9831213200 1.0102664425 7.3595e-07 7.5856e-07
0.5 0.9867406696 1.0093616051 7.3896e-07 7.5781e-07
0.6 0.9903592773 1.0084567677 7.4198e-07 7.5706e-07
0.7 0.9939793690 1.0075519302 7.4495e-07 7.5630e-07
0.8 0.9975987118 1.0066470328 7.4801e-07 7.5555e-07
0.9 1.0012180683 1.0057422554 7.5102e-07 7.5480e-07
1 1.0048366639 1.0048366639 7.5404e-07 7.5404e-07
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w777
QO : Yamuk metodu sonuclari
N : Tam cozumle:

@

® '_
[ ] ]
0.5 - '[-

04

o
™
™
e ]
™

0.0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 L 1 [ 1 [ | .f. 1
096 0e7 003 0ae 1.00 1.01

Sekil 5.2. (5.4) baslangi¢ deger probleminin (ii)-tiirev tanimina gére yamuk metodu

ile ¢oziimleri ve tam ¢6ziim ile karsilagtirilmasi

Simdi de 2.6rnegi ele alarak genellestirilmis tiirev tanimi altinda baslangig
deger problemini [40] calisilan yamuk formiillerinin farkli tipleri i¢in inceleyip

sonuclarini karsilastiralim.

Ornek 5.2. Birinci mertebeden fuzzy diferansiyel denklemini

y'(t)=Ay(t) , te[01], 1=1

y(0)=[0.5+0.5¢, 1.5-0.5¢] (5.13)

bi¢iminde ele alalim.

(i)-tiirevlenebilme sartina gore bu denklemin parametrik gosterimi

y(ta)=f(ty(ta))=y(ta)
V(te)=T(ty(te))=y(ta)

¥(0;2)=0.5+0.5¢ (5.14)
y(0;)=1.5-0.5a

bi¢iminde olup, tam ¢6ziimii ise

Y (t)=(0.5+0.5q)¢"
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Y (t)=(1.5-0.5q)¢' (5.15)

dir.

(ii)-tiirevlenebilme sartina gore ise denklemin parametrik gosterimi

y(te)=f(ty(ta))=y(ta)
Y(ta)=f(ty(ta))=y(ta)
(5.16)
Y(0;)=0.5+0.5¢
¥(0;)=1.5-0.5¢a
seklinde olup, dolayisiyla (5.16)’ in tam ¢oziimleri
Y(t,a)=€-05(1-a)e™
(5.17)

Y(t,a)=e"+05(1-a)e™"
olarak bulunur.

(5.13) denkleminin yaklasik ¢oziimlerini her iki tiirev tanimina gore te [0,1] ve

N =10 alarak sirasiyla yamuk metodu, geometrik ortalama, logaritmik ortalama,
harmonik ortalama ve ters harmonik ortalama formiilleri ile hesaplayip tam ¢oziimler
ile kargilagtiralim. Fuzzy diferansiyel denklemler i¢in bahsedilen metotlarin ardigik

tekrar formiilleri asagida verilen sekilde uygulanacaktir:

Yamuk metodu (Y.M) ile yaklasik ¢oziimler,

h
XZH = Xﬁ +E|:ia (tm yn)+ ia (tn+1’ yn+1):|

Tga Tga h fa fa
yn+1 = yn +E|: f (tn' yn)+ f (tn+1’ yn+1)] (518)

Geometrik ortalama (G.O) ile yaklasik ¢oziimler;

)_/Z+l = Xz + h \/ia (tn' yn ) ia (tn+1' yn+1)

yril = y:—i_ h \/f_a (tn’ yn) f_a (tn+1’ yn+l) (519)
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Logaritmik ortalama (L.O) ile yaklasik ¢oziimler,

Yra=Ynth

Yoa=Yath

ia (tn+1’ yn+1) - ia (tn’ yn)

| ia (tn+l’ yn+1)
n—-———-"-=
(. y.)

f_a (tn+1' yn+l) _ f_a (tn ) yn)

In (f_ignﬂ’ yn+1) J
fo@t,, y,)

Harmonik ortalama (H.O) ile yaklasik ¢oziimler,

Vi =yo+2h| ==

Via=Yo+2h| ==

Ters harmonik ortalama (T.H.O) ile yaklasik ¢oziimler,

X?A = Xﬁ—i_h

Vis=Vieh| 2ot

_iﬁ+f2 -

_n+l

verilen ardisik tekrar formiilleri ile hesaplanir.

(5.20)

(5.21)

(5.22)

(5.13) denkleminin (i)-tiirevlenebilme sartina gore 'y, y yaklasik ¢6ziimleri sirastyla

Tablo 5.3 ve Tablo 5.4 de verilmistir.
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Tablo 5.3. (5.13) baslangig deger probleminin (i)-tiirev sartina gore yaklasik vy

¢Oziimleri

0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
0.8

0.9

Tam C.

1.3591409142
1.4950550056
1.6309690970
1.7668831884
1.9027972799
2.0387113713
2.1746254627
2.3105395541
2.4464536456
2.5823677370

2.7182818284

Y.M
y

1.3602757070
1.4963032778
1.6323308485
1.7683584192
1.9043859899
2.0404135606
2.1764411313
2.3124687020
2.4484962727
2.5845238434

2.7205514142

G.0
y

1.3585753593
1.4944328953
1.6302904312
1.7661479671
1.9020055031
2.0378630390
2.1737205749
2.3095781109
24454356468
2.5812931827

2.7171507187

H.0
y

1.3568876824
1.4925764507
1.6282652189
1.7639539872
1.8996427554
2.0353315237
2.1710202919
2.3067090602
24423978284

2.5780865967

2.7137753649

Tablo 5.4. (5.13) baslangi¢ deger probleminin (i)-tiirev

¢Oziimleri
Tam C. Y.M

“ Y y

0 40774227426  4.0808271212
0.1 | 3.9415086512  3.9447995505
0.2  3.8055945598  3.8087719798
03 | 3.6696804684  3.6727444091
0.4 35337663769  3.5367168384
0.5 = 3.3978522855  3.4006892677
0.6 32619381941  3.2646616970
0.7 | 3.1260241027 = 3.1286341263
0.8 29901100113  2.99260655561
0.9 28541959198  2.85657898490

1 27182818284  2.72055141419

G.O
y
4.0757260780
3.9398685421
3.8040110062
3.6681534702
3.5322959343
3.3964383984
3.2605808624
3.1247233265
2.9888657906
2.8530082546

2.7171507187

40

H.O
y
4.0706630474
3.9349742791
3.7992855109
3.6635967426
3.5279079744
3.3922192061
3.2565304379
3.1208416696
2.9851529014
2.8494641331

2.7137753649

1.3637064133

1.5000770546

1.6364476959

1.7728183373

1.9091889786

2.0455596199

2.1819302613

2.3183009026

2.4546715439

2.5910421853

2.7274128266

sartina gore

T.HO
y
4.0911192399
3.9547485986
3.8183779572
3.6820073159
3.5456366746
3.4092660332
3.2728953919
3.1365247506
3.0001541092
2.8637834679

2.7274128266

r
<5

1.3591409142
1.4950550056
1.6309690970
1.7668831884
1.9027972799
2.0387113713
2.1746254627
2.3105395541
24464536456
2.5823677370

2.7182818284

yaklasik y

L.O
y
4.0774227426
3.9415086512
3.8055945598
3.6696804684
3.5337663769
3.3978522855
3.2619381941
3.1260241027
2.9901100113
2.8541959198

2.7182818284



Tablo 5.5. (5.13) baslangi¢ deger probleminin (i)-tiirevlenebilme sartina gére bulunan

y ¢oziimlerin mutlak hata tablosu

Y.M G.O H.0 T.H.O
“ y Y Y y

0 0.00113479 0.00056555 ez 0.00456550
0.1 0.00124827 0.00062211 0.00247855 0.00502205
0.2 0.00136175 0.00067866 LUl 0.00547860
0.3 0.00147523 0.00073522 0.0029292 0.00593515
0.4 0.00158871 0.00079178 LitbELss 0.00639170
0.5 0.00170219 0.00084833 0.00327385 0.00684825
0.6 0.00181567 0.00090489 et 1y 0.00730480
0.7 0.00192915 0.00096144 0.00382648 0.00776135
0.8 0.00204263 0.00101799 B 0.00821790
0.9 0.00215611 0.00107455 T ST 0.00867445

1 0.00226959 0.00113111 0.00450646 0.0091310

Tablo 5.6. (5.13) baslangi¢ deger probleminin (i)-tiirevlenebilme sarti altinda y

¢oziimlerin mutlak hata tablosu

Y.M G.0 H.O T.HO

(24 — — — —

y y y y
0 0.00340437 0.00169666 0.00675969 0.01369649
0.1 0.00329089 0.00164011 0.00653437 0.01323994
0.2 0.00317742 0.00158355 0.00630905 0.01278339
0.3 0.00306394 0.00152699 0.00608373 0.01232684
0.4 0.00295046 0.00147044 0.0058584 0.01187029
0.5 0.00283698 0.00141388 0.00563308 0.01141374
0.6 0.00272350 0.00135733 0.00540775 0.01095719
0.7 0.00261002 0.00130077 0.00518243 0.01050064
0.8 0.00249654 0.00124422 0.00495711 0.01004409
0.9 0.00238307 0.00118766 0.00473179 0.00958754
1 0.00226958 0.00113111 0.00450646 0.00913099
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Ayni yaklagik metotlar ile (5.13) denkleminin (ii)-tiirevlenebilme tanimina gore

srastyla y , ¥ ¢oziimleri ise Tablo 5.7 ve Tablo 5.8 de gsterilmistir.

Tablo 5.7. (5.13) baslangi¢ deger probleminin (ii)-tiirevlenebilme sart1 kullanilarak

bulunan y ¢oziimleri

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

Tam C.

2.5343421078
2.5527360799
2.5711300519
2.5895240240
2.6079179961
2.6263119681
2.6447059402
2.6630999122
2.6814938843
2.6998878564

2.7182818284

Y.M

2.5367651430
2.5551437701
2.5735223972
2.5919010243
2.6102796514
2.6286582786
2.6470369057
2.6654155328
2.6837941599
2.7021727870

2.7205514141

G.O
y

2.5331627527
2.5516578296
2.5701257748
2.5885698847
2.6069925991
2.6253957207
2.6437805600
2.6621480331
2.6804987273
2.6988329430

2.7171507187

H.O
y

2.5295964766
2.5482046332
2.5667594422
2.5852672352
2.6037327236
26221594013
2.6405498158
2.6589057508
2.6772283502

2.6955181979

2.7137753649

T.H.O
y

2.5440306379
2.5621766290
2.5803765607
2.5986240082
2.6169141929
2.6352435723
2.6536095651
2.6720103648
2.6904448142
2.7089123244

2.7274128266

L.O
y

2.5343605969
2.5528170023
2.5712552860
2.5896776535
2.6080857368
2.6264807412
2.6448635428
2.6632347540
2.6815947674
2.699943783

2.718281828

Tablo 5.8. (5.13) baslangi¢c deger probleminin (ii)-tiirevlenebilme sart1 kullanilarak

bulunan y ¢6ziimleri

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

Tam C.

2.9022215490
2.8838275769
2.8654336049
2.8470396328
2.8286456608
2.8102516887
2.7918577166
2.7734637446

2.7550697725

Y.M
y
2.9043376853
2.8859590582
2.8675804311
2.8492018040
2.8308231769
2.8124445497
2.7940659226
2.7756872955

2.7573086684

2.8992230217

2.8811370433

2.8630149456

2.8448617100

2.8266811524

2.8084762293

2.7902492443

2.7720019892

2.7537358434

H.O
y

2.8941556947
2.8763568903
2.8584871765
2.8405561395
2.8225711631
2.8045379924
2.7864611185
2.7683440444

2.7501894714
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2.9146332015

2.8956689438

2.8767765690

2.8579463213

2.8391706885

2.8204438270

2.8017611701

2.7831191560

2.7645150381

—
<|b

2.9009243331

2.8827410581

2.8645336515

2.8463054469

2.8280589966

2.8097962777

2.7915188302

2.7732278519

2.7549242645



2.7319994293 2.7366087594

0.9 | 2.7366758005 @ 2.7389300413 @ 2.7354518411 2.7459467522

1 | 27182818284 27205514141 27171507187 27137753649 = 2.7274128266 /182818284

Tablo 5.9. (5.13) baslangi¢ deger probleminin (ii)-tiirevlenebilme sart1 altinda bulunan

y ¢oziimlerin mutlak hata tablosu

Y.M G.O0 H.O T.H.O L.O

* Y Y y y y

0 0.00242304 0.00117936 0.00474563 0.00968853 0.00001848
0.1 0.00240769 0.00107825 0.00453145 0.00944054 0.00008092
0.2 0.00239235 0.00100428 0.00437061 0.0092465 0.00012523
03 0.00237700 0.00095413 0.00425679 0.00909998 0.00015362
0.4 0.00236166 0.00092539 0.00418527 0.00899619 0.00016774
0.5 0.00234631 0.00091625 0.00415256 0.00893160 0.00016877
0.6 0.00233097 0.00092538 0.00415612 0.00890362 0.00015760
0.7 0.00231562 0.00095188 0.00419416 0.00891045 0.00013484
0.8 0.00230028 0.00099517 0.00426553 0.00895093 0.00010088
0.9 0.00228493 0.00105491 0.00436966 0.00902446 0.00005593

1 0.00226959 0.00113111 0.00450646 0.0091310 3.9968 x 10715

Tablo 5.10. (5.13) baslangi¢ deger probleminin (ii)-tiirevlenebilme sart1 altinda

bulunan y ¢oziimlerin mutlak hata tablosu

Y.M G.O H.O TH.O L.O

a y y y y y

0 0.00211613 0.00299853 0.00806585 0.01241165 0.00129722
0.1 0.00213148 0.00269053 0.00747067 0.01184137 0.00108652
0.2 0.00214682 0.00241866 0.00694643 0.01134296 0.00012523
0.3 0.00216217 0.00217792 0.00648349 0.01090669 0.00089995
0.4 0.00217752 0.00196451 0.00607449 0.01052503 Sz
0.5 0.00219286 0.00177546 0.00571369 0.01019214 0.00058666
0.6 0.00220821 0.00160847 00 HESH12 0.00990345 00053653
0.7 0.00222355 0.00146176 0.00511970 0.00965541 0.00023589
0.8 0.00223889 0.00133393 0.00488030 0.00944527 0.00014551
0.9 0.00225424 0.00122396 0.00467637 0.00927095 0.00006704
1 0.00226959 0.00113111 0.00450646 0.0091310 3.9968 x 1071
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Ornek 5.3. (5.13) ile verilen birinci mertebeden fuzzy diferansiyel denkleminde
A =-1 alarak denklemi yeniden inceleyip, sonuglar1 da beraberinde yorumlayalim.

Bunun i¢in

y'(t)=2y(@), te[01], 1=-1

y(0)=[1+2a, 4—a] (5.23)

olmak iizere (i)-tiirevlenebilme sartina gore denklemin parametrik gosterimi

y(t)= 1 (Ly(t)=-y(ta)
Vte)=Tf(ty(tea))=-y(t
V()= T (ty(t)) =-y(ta) -
X(O;a):1+2a
V(0;a)=4-a
bigiminde olup, bunun tam ¢6zlimii
Yt &)= (a —1)1.56t +(2.5+0.505)eft
(5.25)

Y(t,a)=(1-a)l5e' +(2.5+0.5a)e™

olarak bulunur. Ancak bu ¢oziim artan destek uzunluguna sahip oldugundan fuzzy
sayist tanimi ile celigir. Bulunan sonucun fuzzy sayisi olabilmesi igin (5.25)
denkleminde bulunan Y (t,@) * nin sol azalmayan siirekli bir fonksiyon ve Y (t,c) * nin

de sag artmayan fonksiyon olmasi gerekir. Bu nedenle (i)-tiirevlenebilme tanimi
altinda bir iiggen fuzzy sayisi ¢oziimii yoktur. Boylece asagida verilen ii¢ boyutlu

uzaydaki sonuglarinin iiggen fuzzy sayisi olmadigi agik bir sekilde goriilmektedir.
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Sekil 5.3. (5.23) baslangi¢ deger probleminin (i)-tiirevlenebilme sart1 altinda bulunan

tam ¢6ziimiin grafiksel gosterimi

Diger yandan (ii)-tiirevlenebilme sartina gére parametrik gosterimi

V(ta)=f(ty(ta))=-Y(ta)
y(ta)=T(ty(ta)=-y(ta)

< y(0;a) =1+ 2 (5.26)
Yy(Oa)=4-a

bigiminde olup, bunun tam ¢6ziimii ise

Yt a)=1+2a)e™
Y(ta)=(4-a)e" (5.27)

seklindedir. Bunun yaninda tam ¢6ziimlerin ¢ -kesitleri i¢in olusturulan ti¢gen fuzzy

sonuglarinin ise ii¢ boyutlu uzaydaki goriintimii

45



Sekil 5.4. (5.23) baslangi¢ deger probleminin (ii)-tiirevlenebilme sarti altinda bulunan

tam ¢6ziimiin grafiksel gosterimi

seklindedir. Buradan da (5.26) denkleminin yaklasik ¢6ziimleri hesaplanmig ve

sonuglar agagida Tablo 5.11 ve Tablo 5.12 ile verilmistir.

Tablo 5.11. (ii)-tirevlenebilme sart: altinda bulunan y ¢oziimleri

,  TamC. Y.M G.0 H.0 T.H.O L.O
Y y Y Y Y

o 03678794411  (acrcoocans 03680325839 03684903374 (acecamansg | 0.3678794411
0.1 04414553294 4410870508 = 0.4416391007 04421884044 4399773984 04414553294
ny  WELSISUEE ) goiieiisen  Geisidims SR LRERESILE g sy | DELEIELZLUE
03 05886071058 ' (5881160678  0.5888521343 ~ 09895845399 5gge36531p  0-5886071058
04 | 06621829941 | 016305762 | 0.6624586511 | 0-6632826074 | g ogg660976 | 0-6621823341
0.5 07357588824 ' (7351450847 07360651679 07369806749 7339956641 07357588824
0.6 | 08093347705 | 8086505932 | 0.8096716845 | 08106787423 | 9466257305 | 0-8093347705
07 08829106588 ' (8871741017 08832782014 08843768098 g799547969 = 0-8829106588
08 | 09564865470 | 9556886101 | 09568847182 | 09980895123 | 9535843633 | 0.9564865470
0.0 10300624352 592031186 = 1.0304912350 10317729448 44966139297 = 10300624352
| 11036383235 | oooiocoor 11040977518 | 11054710123 | oooaas0.; 11036383235
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Tablo 5.12. (ii)-tiirevlenebilme sart1 altinda bulunan y ¢6ziimleri

Tam C. Y.M G.O H.O T.HO L.O
@ y y y y y
0 PRSI 1.4702901695 1.4721303358 CHERISTEL 1D 1.4665913282 DSOS
0.1 14347298205 1.43353291529 1.4353270774 1.4371123160 1.4299265450 14347298205
0.2 Lapiilersn 1.3967756610 1.3985238190 LA 1.3932617618 LRl
0.3 1.3611539323 1.36001840681 1.3617205606 1.3634142485 1.3565969785 1.3611539323
0.4 Lozaset ez 1.3232611525 1.3249173022 LEZeb Gy 1.3199321953 LE2asessetn
0.5 1.2q8RB0441 1.2865038983 1.2881140438 1.28971 L 1.2832674121 1.2875780441
0.6 LASUE0ERE 1.24974664410 1.2513107854 B 1.2466026289 ZSTYIEER)
0.7 TarkL0021558 1.2129893898 1.2145075270 60181 148 1.2099378457 1.2140021558
0.8 LA 1.1762321356 1.17770426864 IRt 1.1732730625 2
09 1.1404262588 1.13947488138 1.1409010102 eL28 200461 1.1366082793 1.1404262676
1 LSty 1.1027176271 1.10409775185 Llgea 7z 1.0999434961 e

Tablo 5.13. (ii)-tiirevlenebilme sart1 altinda bulunan y ¢o6ziimlerin mutlak hata
tablosu
Y.M G.O H.O T.H.O L.O
¢ y y y y y
0 0.00030689 e — 0.00061089 I 0
o1 0.00036827 0.00018377 0.00073307 0.00147793 5.55112 x 107"7
0 0.00042965 TR 0.00085525 TS 1.11022 x 10716
03 0.00049103 0.00024503 0.00097743 0.00197057 1.11022 x 10726
™ 0.00055241 e 0.00109961 EET 2.22045 x 10726
05 0.00061379 0.00030629 0.00122179 0.00246322 111022 x 10716
0 0.00067517 - 0.00134397 TR, 4.44089 x 10716
0.7 0.00073655 0.00036754 0.00146615 0.00295586 2.22045 x 10716
0g  0.000797936 TSR 0.00160296 R 4.44089 x 10716
0.9 0.00085931 0.00042879 0.00171051 0.00344851 0
1 ILOEZYES 0.00045943 0.00183268 0.00369483 s
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Tablo 5.14. (ii)-tirevlenebilme sarti altinda bulunan y ¢o6ziimlerin mutlak hata

tablosu
Y.M G.O0 H.O T.H.O L.O
¢ y % y y y
0 0.00122759 I — 0.00244358 0.00492644 2.22045 x 10716
0.1 0.00119691 0.00059726 0.00238249 0.00480327 0
0.2 izl 0.00058194 Loz 0.00468011 e
03 0.00113552 0.00056663 0.00226032 0.00455695 6.66134 x 10716
0.4 0.00110483 0.00055131 0.00219922 0.00443379 4.44089 x 1071®
05 0.00107414 0.00053599 0.00213814 0.00431063 0
" 0.00104345 T 0.00207705 e 2.22045 x 10716
0.7 0.001012766 0.00050537 0.00201596 0.00406431 8.88178 x 1071¢
0.8 0.00098207 0.00049006 0.00195487 0.00394114 2.22045 x 1071¢
0.9 0.00095138 04747 0.00189378 B 00381798 4.44089 x 10716
1 0.00092069 0.00045943 0.00183269 0.00369482 0

Simdiye kadar incelenen 6rneklerde yamuk metodu ve logaritmik ortalama
metodu uygulanarak elde edilen sonuglarin tam ¢6ziime daha iyi bir sekilde
yaklagtigini gostermektedir. Bundan sonraki 6rneklerde ise bu iki metodun lineer
olmayan fuzzy diferansiyel denklemlere uygulanisi1 gosterilmis ve elde edilen sonuglar

tablolar ve sekiller ile temsil edilmistir.

Ornek 5.4. y(t) bir fuzzy fonksiyonu olmak iizere lineer olmayan fuzzy diferansiyel

denklem, fuzzy baslangig sart1 ile birlikte asagida gosterildigi gibi ele alinsin;

f RxR, >R, y'(t)=y*(t)+1,
%/_J
f(t y(t)
(5.28)
y(O) =[0.96+0.04¢, 1.01-0.01¢], te [0, O.l]
e (i)-tiirev tanimina gore Y ('[) > 0 alindiginda (5.28) baslangic deger

problemi parametrik sekilde;

yIt; e]l=[y(t;a), Y(t;a)]
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olmak tizere,

[Y(ta), Y(ta) |=1+[ yt:a), Yt ) || y(ta), y(ta) |
y'ta)=1+ min[{z(t;a)z(t;a), yta)y(ta), Yt a)y(ta), Yt a) V(t;a)}]

y(tia)=1+ maX[{z(t;a)z(t;a), yEa)y(ta), Yta)y(ta), Yt a) V(t;a)}]

bi¢iminde ifade edilir ve sonugta bunun

y'(ta)=y? (ta)+1

(5.29)
Y(ta)=y (ta)+1

denklemlerine doniistiigii goriiliir. Boylece (5.29) sisteminin tam ¢dziimleri

Y (t,«) =tan[t +arctan(0.96 + 0.04«)]
(5.30)

Y (t, ) = tan[t+arctan(1.01-0.01e)]

olarak bulunur.

e (ii)-tiirev tanimina gore y(t) >0 olmak iizere (5.27) sistemi i¢in

parametrik sekilde benzer islemler uygulanirsa;

[Yta)yta)|=1+yta) V) [yt a) V(te) ]
V(ta)=y (ta)+1
Y (ta)=y(ta)+1 (5.31)

lineer olmayan denklem sistemi elde edilir ve sonugta (5.31) sistemlerinin tam ¢6ziimii

bulunamaz.

Diger yandan, (i)-tiirev tanimina gére N =10 i¢in yamuk metodu ve logaritmik
ortalama metodu kullanilarak yaklasik ¢6ziimler, h=0.01 adim araliginda elde

edilmis ve bulunan bu sonuglar ile birlikte bunlara ait hata analizleri asagida Tablo

5.15 ve Tablo 5.16 ile gosterilmistir.
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Tablo 5.15. (5.28) baslangi¢ deger probleminin (i)-tiirev tanimina gore y ¢oziimleri
ve mutlak hata tablosu

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

Tablo 5.16. (5.28) baslangi¢ deger probleminin (i)-tiirev tanimina goére

ve mutlak hata tablosu

0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
0.8

0.9

Tam Coziimler

y

1.1733535987

1.1783032546

1.1832573108
1.18821577335
1.19317864794
1.19814594053
1.20311765703
1.20809380334
1.21307438539
1.21805940911

1.22304888044

Tam Coziimler

y

1.2355420562
1.2342914834
1.2330411897
1.2317911752
1.2305414397
1.2292919831
1.2280428053
1.2267939062
1.2255452858
1.2242969439

1.2230488804

Y.M
y

1.1733710335
1.1783208882
1.1832751454
1.1882338109
1.1931968906
1.1981643904
1.2031363163
1.2081126742
1.2130934700

1.2180787097
1.2230683992

Y.M

1.2355621302
1.2343115013
1.2330611516
1.2318110812
1.2305612900
1.2293117777
1.2280625445
1.2268135901
1.2255649145
1.2243165175

1.2230683992

L.O
y

1.1733620508
1.1783117859
1.1832659221
1.1882244654
1.1931874214
1.1981547963
1.2031265959
1.2081028260
1.2130834927

1.2180686019

1.2230581594

L.O

y

1.2355515544
1.2343009594
1.2330506437
1.2318006072
1.2305508497
1.2293013711
1.2280521714
1.2268032505
1.2255546083

1.2243062446

1.2230581594
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Hata (' Y.M)
y

1.7434 x 1075
1.7634 x 107°
1.7835 x 107°
1.8038 x 1075
1.8243 x 107°
1.8450 x 10~°
1.8659 x 1075
1.8871x 107°
1.9085 x 10~°
1.9301 x 105

19519 x 10~°

Hata ('Y.M)
y

2.0074 x 1075
2.0018 x 10~°
1.9962 x 105
1.9906 x 1075
1.9850 x 1075
1.9795 x 1075
1.9739 x 10~°
1.9684 x 1075
1.9629 x 10~°
1.9574 x 1075

1.9519 x 10°°

Hata ( L.O)
y

8.4522 x 107°
8.5314 x 107°
8.6113 x 107°
8.6921 x 107°
8.7736 x 107°
8.8558 x 107°
8.9389 x 107°
9.0227 x 107°
9.1074 x 107°
9.1928 x 107°

9.2791 x 106

y ¢oOzlimleri

Hata (L.O)
y

9.4982 x 10~°
9.4761 x 107°
9.4540 x 107°
9.4319 x 107°
9.4099 x 107°
9.3880 x 107°
9.3661 x 107°
9.3443 x 107°
9.3225 x 107°
9.3007 x 107°

9.2791 % 107°



Tablo 5.17. (5.28) baslangi¢c deger probleminin (ii)-tirev tanimima gore yamuk

metodu ve logaritmik ortalama metodu ile y, y ¢oziimleri

a

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

Yaklasik Yaklasik
Tam C. Tam C.
y y
1.1843187234  1.2245191834
1.1881897572  1.2243581281

1.1920612327

1.1959331493

1.2242001885

1.2240453652

1.1998055067 @ 1.2238936584
1.2036783045 = 1.2237450686
1.2075515424  1.2235995961
1.2114252199 = 1.2234572412
1.2152993366 = 1.2233180043
1.2191738922  1.2231818859
1.2230488862  1.2230488862

1.1843668501

1.1882350476

1.1921036811

1.1959727503

1.1998422548

1.2036973559

1.2075825679

1.2114533757

1.2153246171

1.2191962917

1.2230683992

Y.M

y

1.2250320654
1.2248222365
1.2246153984
1.2244115515
1.2242106959
1.2237642331
1.2238179607
1.2236260808
1.2234371938

1.2232512994

1.2230683992

1.1843277608

1.18819881814

1.1920703170

1.1959422571

1.1998146381

1.2036874595

1.2075607209

1.2114344221

1.2153085625

1.2191831417

1.2231394714

L.O

y

1.2245280714
1.2243670522
1.2242091493
1.2240543632
1.2239026942
1.2237541426
1.2236087089
1.2234663935
1.2233271963

1.2231911182

1.2231394713

Tablo 5.18. (5.28) denkleminin (ii)-tiirev tanimina gore yamuk metodu ve logaritmik

ortalama metodu i¢in y, y ¢6ziimlerinin mutlak hata tablosu

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

YM
y

4.8126 X 107°
45291 x 1075
4.2449 x 1075
3.9601 x 10~°
3.6748 x 1075
1.9052 x 1075
3.1026 x 107°
1.8871x 1075
2.8155x 1075
2.2396 x 10~°

1.9513 x 107>

Y.M

y

5.1288 x 10~*
4.6411 x 107*
4.1521 x 107
3.6619 x 10~*
3.1704 x 10~
1.9164 x 1075
2.1836 x 10~
2.1836 x 107*
1.1918 x 10~*
6.9414 x 107°

1.9513 x 10~°
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L.O
y

9.0373 x 107°
9.0608 x 10~°
9.0843 x 107°
9.1078 x 107
9.1313 x 107°
9.1549 x 107°
9.1784 x 107°
9.2021 x 107°
9.2258 x 107°
9.2494 x 107°

9.2791 x 107

8.8880 x 107¢
8.9241 x 107
8.9608 x 10~¢
8.9980 x 107
9.0357 X 107°
9.0739 x 107
9.1128 X 107°
9.1521 x 107
9.1921 x 107°
9.2322%x 107

9.2791 x 107°



(i)-tirevi ile elde edilen denklem sisteminden analitik c¢oziim elde
edilemeyeceginden dolay1 sadece ¢ozlimler niimerik olarak hesaplanir. Boylece farkli

o degerleri i¢in fuzzy klasik ¢oziimleri asagidaki grafiklerle gosterilmistir.

—
e
120 ]
-
- .
= T
L1sf /-'/ -~ ]
L f 7 .
/_./ - ]
105 F - i
o - ]
-

—';-" - -
Loa 7 ]

[ L L ! ! L
0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10

0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10

1.20

115

1.10

1.05

1.00

0.00 002 0.04 0.06 0.08 0.10

Sekil 5.7. « =1 igin fuzzy (normal) ¢6ziim
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Simdi de ele alinan 6rnekte lineer olmayan Riccati diferansiyel denkleminin
baslangig sartin1 fuzzy sayisi olarak alarak ¢oziimiin davranisini incelemeye ¢aligalim.
Diger yandan fuzzy Riccati diferansiyel denklemi genellestirilmis tiirev tanimlari
kullanilarak niimerik olarak ¢o6ziilecek ve elde edilen sonuglar tam ¢ozim ile
karsilagtirilacaktir. Birinci mertebeden lineer olmayan diferansiyel denklem olan
Riccati diferansiyel denklemi fizik, mekanik ve uygulamali matematigin diger
dallarinda 6nemli uygulama alanlarina sahiptir. Literatiirde bu denklemin niimerik
¢oziimlerini bulmak i¢in pek ¢ok metot uygulanmistir. Ornegin homotopi
pertiirbasyon metodu, homotopi analiz metodu, Adomian ayrisma metodu vb. [42, 43,
45] . Ancak fuzzy Riccati diferansiyel denklemini ¢6zmek i¢in sadece birkag sayisal
yontem uygulanmustir [41, 44, 46]. Gergek hayattaki uygulamalarda diferansiyel
denklemlerdeki degiskenler ve katsayilar her zaman sabit degildir. Bu degiskenler ve
katsayilar ya bir deney ya da tecriibe ile elde edilebilir. Bu nedenle, katsayilar veya
degiskenler ya araliklarda ele alinir ya da fuzzy degeri alarak kullanilabilirdir. Fuzzy

Riccati diferansiyel denklemi genel formda
y'(t)=p(t)+q(t)y(t)+r(t)y*(t) (5.32)

bi¢ciminde gosterilir. Burada p(t), q(t) , r(t) fuzzy fonksiyonlar1 ve y(O) =Y,
fuzzy baslangic degeridir. (5.32) denklemindeki p(t), q(t), r(t) fonksiyonlar1 crisp

(kesin) fonksiyonlar oldugunda ortaya asagidaki durumlar ¢ikar:

Durum 1.
(@) (i)-tirevlenebilme tanimimi kullanarak q(t) ve I’(t)’ nin pozitif olmasi

durumunda;

olarak ifade edilir.
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(b) (i)-tiirevlenebilme kosuluna gore q(t) ve r(t)’ nin negatif olmasi

durumunda ise

biciminde gosterilir.

Durum 2.
(@) (i)-tirevlenebilme kosulu kullanildiginda q(t) ve r(t) > nin pozitif olmasi

durumunda;

oldugu gortiliir.

(b) (ii)-tiirevlenebilme tanimina gore q(t) ve r(t)’ nin negatif olmasi

durumunda ise

seklindedir.

Ornek 5.5. y(t) > 0 fuzzy fonksiyonu olmak iizere fuzzy Riccati diferansiyel denklemi

ticgen fuzzy sayisi baslangic sarti ile birlikte
y'(t)=1+2y(t)-y*(t)
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y(0)=(-10,1), te[0,0.08] (5.33)

bi¢iminde ele alinsin. Bu durumda her iki tiirev tanimi altinda elde edilen sonuglar

asagida gosterildigi gibi tek tek incelenir.

e (i)-tlirev tanimina gore y(t) >0 olmak tizere (5.33) denklemi parametrik

sekilde,
yIt: el =[y(ta), ()]

bi¢iminde gdsterilir ve bdylece

[Y(ta), V(o) |=1+2[ yta), Yt a) |- yta), Yt | yta), V(tia)]

y(ta)=1+2y(t) —max| {y(ta)y(ta), yta)y(ta), YEa)yta), Yta) y(ta))} ]

Y(tie) =1+25(6 @) -max| {y(t@)y(t ), yta)yta), Yt a)y(ta), Y(ta) yta)} ]

olarak ifade edilir. Buradan da

V(ta)=1+2Y(ta)-y*(ta) (5.34)
seklinde lineer olmayan denklem sistemi bulunur.

e (ii)-tiirev tanimina gore y(t) >0 olmak iizere (5.33) denklemi parametrik

sekilde yazilir ve yukaridaki islemlere benzer adimlar uygulanirsa,
V(ta)=1+2y(t;a)-y* ()
Y(ta)=1+2y(t;a)-y* (ta) (5.35)
biciminde lineer olmayan denklem sistemi elde edilir.

Her iki tiirev tanimina goére sonugta elde edilen lineer olmayan diferansiyel denklem

sistemlerinin analitik c¢oziimleri mevcut olmadigindan dolayr sadece yaklasik
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¢oziimler bulunur ve bu ¢oziimler de uygulanan diger niimerik metotlarla elde edilen

coziimler ile karsilastirilir. Burada niimerik ¢6ziimler bulunurken N =8 alinir ve

h=0.01 i¢in hesaplar ise ayri ayr1 yapilir.

Tablo 5.19. (5.33) baslangi¢ deger probleminin (i)-tiirev tanimina gére yamuk metodu

ve logaritmik ortalama metodu ile y, y ¢dziimleri

(=)

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

Yaklasik
T.C

y
—1.1876240585
—1.0526109024
—0.9191357723
—0.7872552443
—0.6570257374
—0.5285034516
—0.4017443089
—0.2768038936
—0.1537373936
—0.0325995474

0.0865554377

Yaklasik
T.C
y
1.1575912642
1.0610967799
0.9621168415
0.8606977459
0.7568867883
0.6507322198
0.5422832052
0.4315897793
0.3187028004
0.2036738938

0.0865554377

Y.M
y

—1.1876386909
—1.0526271531
—0.9191523841
—0.7872711628
—0.6570401147
—0.5285156483
—0.4017538932
—0.2768106380
—0.1537412702
—0.0326007158

0.0865566193

Y.M
y
11575661438

1.0610797356

L.O
y

—1.1876141693

—1.0526147199

0.9621065394 —0.9191316138
0.8606928609  —0.787252394
0.7568860255 —0.6570230749
0.6507343374 —0.5284986306
0.5422870361 —0.4017475436
0.4315942506 = —0.2768115589
0.3187069527 = —0.1537413731

0.203676907

0.0865566193

—0.0326021031

L.O
y
1.1575676602
1.0612798203
0.9621071365
0.8606918825
0.7568834826
0.6507305859
0.5422811237
0.4315889931
0.3187020545

0.203672826

Tablo 5.20. (5.33) baslangi¢ deger probleminin (i)-tiirev tanimina gére yamuk metodu

ve logaritmik ortalama metodu i¢in y, y ¢6ziimlerinin mutlak hata tablosu

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

Y.M

y

3.8612 x 107°
1.6251x 1075
1.6612 x 1075
1.5918 x 1075
1.4377 x 1075
1.2197 x 1075

9.5843 x 10~°

Y.M
y
2.5120 x 10~°
1.7044 x 10~
1.0302 x 10~*
4,885 x 107°
7.628 x 1077

2.1176 x 10~

3.8309 x 107

56

L.O

y

9.8892 x 10~°
9.0608 x 107°
9.08432 x 107°
9.10783 x 107°
9.13135 x 10°
9.15491 x 107°

9.17845 x 107°

L.O

2.3604 x 1075
8.9241 x 107°
8.9608 x 10~°
8.9980 x 10~°
9.0357 x 10~°
9.0739 x 107°

9.1128 X 107°



0.7

0.8

0.9

6.7444 x 107
3.8766 x 107°
1.1684 x 107¢

1.1816 x 107¢

4.4713 X 107°
4.1523 X 107°
3.0132x 107

1.1816 x 107

9.20217 X 107°
9.2245 x 107°

9.24949 x 107°

9.15213 X 107°
9.1947 X 107°

9.23227 x 107°

(i)-tiirevi ile elde edilen denklem sistemi analitik olarak ¢oziilemeyeceginden dolay1
sadece bu sistemin niimerik ¢oziimleri elde edilmis ve bunlara iliskin grafikler ise

asagida ayr1 ayr1 gosterilmistir:

0.0

—05F i

0sf _ .

04r b

0.0

—04f .

.00 0.0z 0.04 0.0 0.08

Sekil 5.9. « =0.51¢in fuzzy ¢6ziim

0.08 1
008 - 1
004 - B

0.02 - —

R o L \ . L 1
0.00 0.02 0.04 0.06 0.08

Sekil 5.10. « =1igin fuzzy (normal) ¢oziim

57



Ayni islemler (ii)-tlirev metoduna gore tekrar incelenmis ve bunlara ait sonuglar ise
asagida verilmistir:

Tablo 5.21. (5.33) baslangi¢ deger probleminin (ii)-tiirev tanimina gére yamuk

metodu ve logaritmik ortalama metodu ile y, y ¢oziimleri

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

Yaklasik
T.C

y
—0.839368925
—0.7391313895
—0.6406960417
—0.5440218471
—0.4490691505
—0.3557996119
—0.2641761879
—0.174163054
—0.0857255615
0.0011697991

0.0865554377

Yaklasik
T.C
y

0.86379676

0.79194115

0.718847412

0.6444922138

0.5688514486

0.4919002017

0.4136127499

0.3339624915

0.2529219436

0.1704627086

0.0865554377

Y.M
Yy

—0.8393650638
—0.7391282074
—0.6406934697
—0.5440197867
—0.4490674866
—0.3557982356
—0.264174986
—0.1741619271
—0.0857244387
0.0011709532

0.0865566193

Y.M
y
0.8637855569
0.7919332283
0.7188421177
0.6444889744
0.5688497683
0.4918996649
0.4136129978
0.3339632404
0.2529229759

0.1704638664

0.0865566193

y

—0.8393634572
—0.7391267706
—0.6406921555
—0.5440203016
—0.4490657681
—0.3557923072
—0.2641815365
—0.174164174
—0.0857264047

0.0011687414

L.O
y
0.863804493
0.7919517724
0.7188612747
0.6444640816
0.5688810861
0.4919718053
0.4135602745
0.3339501599
0.2529163332

0.1704597662

Tablo 5.22. (5.33) baslangi¢ deger probleminin (ii)-tiirev tanimina gére yamuk

metodu ve logaritmik ortalama metodu i¢in y, y ¢dziimlerinin mutlak hata tablosu

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

Y.M
y

3.8612 x 107°
3.1821 x 107°
2.572 x 107
2.0604 x 107°
1.6639 x 10~°
1.3763 x 107°
1.2019 x 107

1.1269 x 107

Y.M
y
1.1120 x 1075
7.9217 x 107°
5.2943 x 107°
3.2394 x 107°
1.6803 x 10~°
5.368 x 1077
2479 x 1077

7.489 x 1077
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L.O
y

5.4678 x 10~°
4.6189 x 107°
3.8862 x 107°
1.5455 x 107°
3.3824 x 107°
7.3047 x 107
5.3486 x 107°

1.12x 107¢

L.O

y
7.733 x 107°
1.0622 x 10~°
1.3862 x 10~°
2.8132 x 1075
2.9637 x 107°
7.1603 x 1075
5.2475 x 1075

1.2331x 10°°



0.8 1.1228.x 107 1.0323 x 107 8.432 x 1077 5.6104 x 1075

0.9 1.1541x 107 1.1578 x 107¢ 1.0577 x 1076 2.9424 x 1075

1 1.1816 x 107 1.1816 x 107¢

Aym sekilde (ii)-tirevi ile elde edilen denklem sisteminden analitik ¢o6zim
bulunamayacagi i¢in niimerik olarak ¢dziimler bulunmus ve elde edilen grafikler ise

asagida ayr1 ayr1 gosterilmistir.

opf— "7 '

0ir

0.0

-05

=
=
(=]
=
=
(=
=2
=1
=
&
=}
= F
=

a4F b

0.0

-04r — J

Sekil 5.12. « = 0.51¢in fuzzy ¢6ziim
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o2F q

0.00 [ L L L I L L L I L L L I L L L 1l
0.00 0.02 0.04 0.06 0.08

Sekil 5.13. « =1igin fuzzy (hormal) ¢6ziim

(i) ve (ii) tiirev tanimina gore elde edilen sonuglar sirasiyla Sekil 5.8 ve Sekil
5.11 ile gosterilmis, sonugta (ii)-tirev tanmimi altinda (i)-tiirevine gore destek
bolgesinde daralan ¢oziimiin bulundugu goriilmistiir. Ayni durum Sekil 5.9 ve Sekil
5.12 de de tespit edilmistir. Diger yandan « =1 merkez degeri oldugundan elde

edilen crisp degerlerin birbirine esit oldugu da agiktir.

60



6. SONUC ve ONERILER

Fuzzy diferansiyel denklemler belirsizlik altinda dinamik sistemleri
modellemede etkin bir rol oynamistir. Béylece tanimlanan fuzzy say1 ve uygulanan
fuzzy tiireve gore farklilik gosteren ¢oziimler elde edilmistir. Bir bagka ifade ile ayni
baslangi¢c deger problemlerinin farkli tiirev tanimlarina gore, farkli ¢oziimlere sahip

olduklar1 ya da herhangi bir ¢oziime sahip olmadiklar1 goriilmiistiir.

Bu calismada baslangic sartlar1 licgen fuzzy sayisi olarak ele alinmis,
genellestirilmis tiirev tanimi altinda birinci mertebeden farkli tipte lineer ve lineer
olmayan fuzzy baslangi¢ deger problemi 6rnekleri incelenmis ve yaklasik ¢oziimleri
bulmak i¢in farkli niimerik metotlar uygulanmistir. Burada 6zellikle yamuk metodu ile
logaritmik ortalama metodu ele alinarak, fuzzy baslangig deger problemlerinin
¢Oziimii icin bu metodlar uygulanmis ve elde edilen sonuglarin ise oldukca etkili

oldugu saptanmistir.

Ozellikle uygulamalarda da goriildiigii gibi fuzzy baslangic deger
problemlerine logaritmik ortalama metodu uygulanarak, uygun baslangi¢ sartlar1 ve
yakinsadigi aralikta yine uygun segilen t zaman araliginda elde edilen ¢oziimlerin,
tam ¢6ziim ile ¢akistig1 goriilmiis ve diger 6rneklerde ise en az hata veren metot oldugu
acikca gozlemlenmistir. Ayrica lineer olmayan fuzzy diferansiyel denklemlerin
¢ozlimiinde yine logaritmik ortalama metodu kullanilmis ve sonugta etkili ve daha

hassas ¢oziimler elde edilmistir.

Bu metotlarin 6nemli avantaji ise literatiirde uygulanan diger yontemlere gore
islem adimlarinin kolay bir bigimde uygulanmasi ve hesap adimlarinin da kisa
olmasidir. Genellestirilmis tiirev tanimi ile incelenen denklemlerde tanimin yapisi
itibariyle iki farkli ¢6ziim elde edilmektedir. Bu nedenle daha az islemlerle etkili sonug
elde edildigi i¢in uygulanan metotlar olduk¢a kullanighidir. Uygulanan yontemlerin
farkli 6rnek tiplerinde, degisik baslangi¢ sartlari altinda analitik olarak ¢oziilen ve

¢ozililemeyen problemler i¢in de kullanilabilir oldugu ayrica gosterilmistir.

Sonug olarak yapilan bu tez ¢aligmasinin daha yiliksek mertebeden lineer ve
lineer olmayan fuzzy baslangic deger problemlerine genisletilebilecegi

beklenmektedir.
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