T.C.
MANISA CELAL BAYAR UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU

DOKTORA TEZi
MATEMATIK ANABILIM DALI
TOPOLOJI BIiLIM DALI

CIFT KUTUPLU METRIK UZAYLARDA GENELLESTIRILMIS VE OZEL SABIT
NOKTA TEOREMLERI

Kiibra OZKAN

Danisman
Prof. Dr. Ali MUTLU

/

MANISA-2018



TEZ ONAYI

Kiibra OZKAN tarafindan hazirlanan "Cift Kutuplu Metrik Uzaylarda Genellestiril-
mis ve Ozel Sabit Nokta Teoremleri" adli tez calismas: 21.12.2018 tarihinde asagidaki
jliri iiyeleri 6niinde Manisa Celal Bayar Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii Matematik
Anabilim Dali'nda DOKTORA TEZI olarak bagan ile savunulmustur.

‘
Danmisman Prof. Dr. Ali MUTLU M\
Manisa Celal Bayar Universitesi

Jiiri Uyesi Prof., Dr. Erdal EKICI
Canakkale Onsekiz Mart Universitesi

Jiiri Uyesi Prof. Dr. Hakan SIMSEK
Kirikkale Universitesi

Jiiri Uyesi Doc. Dr. Cihangir ALACA
Manisa Celal Bayar Universitesi

Jiiri Uyesi Dr. Ogr. Uyesi Simge OZTUNC .. 7= —_— -
Manisa Celal Bayar Universitesi



TAAHHUTNAME
Bu tezin Manisa Celal Bayar Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii Matematik Anabilim

Dali’nda, akademik ve etik kurallara uygun olarak yazildigini ve kullanilan tim literatiir
bilgilerinin referans gosterilerek tezde yer aldigim beyan ederim.

Al

Kiibra OZKAN



ICINDEKILER

ICINDEKILER . . .. ... .. . .. e
SIMGELER VE KISALTMALARDIZINT . . . . . . ... . . . . . . . . . ....
TESEKKUR . . . . . . .

OZET

ABSTRACT . . . . o o o
LGIRIS . . . .
2.GENEL BILGILER . . . . . . . . . . .
3. MATERYAL VEYONTEMLER . . . . . . . . ... . . i

3.1.
3.2
3.3.
3.4.
3.5.
3.6.

Cift Kutuplu Metrik Uzaylara Giris . . . . . . . . . . .. .. .. ... ...
Cift Kutuplu Metrik Uzaylar . . . . .. ... ... ... ... .......
Cift Kutuplu Metrik Uzaylar ve Metrik Uzaylar Arasindaki iliski . . . . . .
Cift Kutuplu Metrik Uzaylarda Yakinsaklik ve Tamhik . . . . . . . .. . ..
Cift Kutuplu Metrik Uzaylarda Stireklilik . . . . .. ... ... ... ...
Cift Kutuplu Metrik Uzaylarda Banach ve Kannan Sabit Nokta Teoremleri .

4. ARASTIRMA BULGULARI . .. ... ... ... ... .. ... ....

4.1.
4.2.
4.3.

4.4.

45.

Cift Kutuplu Metrik Uzaylarda Ikili Sabit Nokta Teoremleri . . . . . . . .
Cift Kutuplu Metrik Uzaylarda Ortak Sabit Nokta Teoremleri . . . . . . . .

Cift Kutuplu Metrik Uzaylarda Yerel ve Zayif Biiziilme Doniisiimleri icin
Bazi Sabit Nokta Teoremleri . . . . . . .. ... ... ... ........
Cift Kutuplu Metrik Uzaylarda o—Uygun Déniisiimler Icin Baz1 Sabit Nokta
Teoremleri . . . . . . .. .
Cift Kutuplu Metrik Uzaylarda Cok Degerli Doniisiimler I¢in Baz1 Sabit
Nokta Teoremleri . . . . . . . .. ... . . .

5.SONUC VEONERILER . . . . . .. oot
KAYNAKLAR . . .. oot
OZGECMIS . . . . . o



SIMGELER VE KISALTMALAR DiZINi
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Reel sayilar kiimesi

Negatif olmayan reel sayilarin kiimesi

Pozitif tam sayilar kiimesi

B kiimesinden A kiimesine tanimli fonksiyonlarin kiimesi
A kiimesinin infimumu

A kiimesinin supremumu

(A, B), (X, Y ) nin bir alt ikilisidir.

(A, B), (X, Y ) nin bir ¢ift kutuplu alt ikilisidir.

d ¢ift kutuplu metriginin karsiti

d ¢ift kutuplu metriginin X iizerinde iirettigi i¢ metrik

(X,Y) kiime ikilisi iizerinde tamimli ayrik ¢ift kutuplu
metrik

f kovaryant veya kontravaryant doniistimiiniin sag karsitt
f kovaryant veya kontravaryant doniistimiiniin sol karsitt

f kovaryant veya kontravaryant doniisiimiiniin karsit1

f fonksiyonunun A kiimesine kisitlanigi

A kiimesinin f fonksiyonu altindaki goriintiisii

A kiimesinin f fonksiyonu altindaki ters goriintiisii
(X,Y)den (U, U)’ya taniml doniigiim

(X1, Y1)’den (X5, Y3) ye tanimli doniigiim

(X1,Y1)’den (X5, Y3) ye tanimli kontravaryant doniisiim
(X,Y) kiime ikilisi i¢in birim doniigiim

Ingilizce

R tizerindeki n x n iist icgensel matrislerin kiimesi

R tizerindeki n x n alt iicgensel matrislerin kiimesi
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x noktasinin 7" doniistimii altinda aldig1 deger; T'(x)
(uy,) sol dizisi u sag noktasina yakinsar.

(u,) sag dizisi u sol noktasina yakinsar.
(¥, X)
(Y, X, d)

d ile tiretilmis Pompeui—Hausdorff (¢ift kutuplu) metrik
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Kiibra OZKAN

Manisa Celal Bayar Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
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Damisman: Prof. Dr. Ali MUTLU

Bu tez calismasinda literatiirde iyi bilinen bazi sabit nokta teoremlerinin ¢ift ku-
tuplu metrik uzaylardaki genellestirmelerinin ifade edilmesi amag¢lanmaktadir. Bu amag
dogrultusunda, ilk olarak kisaca sabit nokta teorisi, metrik uzaylar ve ¢ift kutuplu met-
rik uzaylarin tarihsel gelisiminden bahsedilmis ve ¢alismaya 6n hazirlik olusturubilecek
baz1 temel kavram ve teoremler verilmistir. Ayrica, iizerinde ¢alisilan ¢ift kutuplu met-
rik uzaylarin tanimi verilerek calismada kullanilacak bu uzaylarla ilgili bazi1 tanim, te-
orem ve sonuclar ifade edilmistir. Daha sonrasinda ¢alismanin esas kisminda, ikili sabit
nokta teoremleri ve ortak sabit nokta teoremleri gibi onemli sabit nokta teoremleri cift
kutuplu metrik uzaylara genellestirilmistir. (e, \)—diizgiin yerel biiziilme doniisiimii, za-
yif biiziilme doniigiimii, o — 1 —biiziilme doniisiimii, «—uygun doniisiim ve ¢cok degerli
doniisiim gibi kavramlar iizerinde calisilan uzaylarda tanimlanmis ve bu doniisiimler icin
sabit noktanin varligini ve tekligini gosteren teorem ve sonuglar ifade edilmistir.

Anahtar Kelimeler: Sabit nokta teorisi, Metrik uzaylar, Cift kutuplu metrik uzaylar

2018, 82 sayfa
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In this thesis study, it is aimed to describe generalizations of some fixed point the-
orems, which are well-known in literature, to bipolar metric spaces. For this purpose, first
of all, the historical development of fixed point theory, metric spaces and bipolar metric
spaces are briefly mentioned and some basic concepts and theorems, which can prepare
for the study, are given. In addition, the definition of bipolar metric spaces is given and
some definitions, theorems and results related to these spaces, which are used in the study,
are expressed. Afterwards, in the main part of the study, important fixed point theorems
such as coupled fixed point theorems and common fixed point theorems are generalized
to bipolar metric spaces. The concepts such as (e, \)—uniform locally contraction map-
ping, weakly contraction mapping, o« — 1)—contraction mapping, «—admissible mapping
and multivalued mapping are defined on the studied spaces and the theorems and results
showing the existence and uniqueness of the fixed point for these mappings are expressed.
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1. GIRIS

Bir doniisiimiin sabit noktasinin varlig verilen doniisiimiin 6zelliklerinin yani1 sira
tizerinde tanimlandig1 kiimenin yapisina ve 6zelliklerine baglidir. Bu nedenle sabit nokta

calismalar1 asagidaki sorulara cevap aranmasina dayanir. Bir 7' doniisiimii verildiginde;

(a) Doniistimiin en az bir sabit noktasinin varlig1 veya bu sabit noktanin tekligi icin 7'
ne tiir sartlart saglamalidir?

(b) Doniisiimiin sabit noktasinin varlifini1 garanti etmek i¢in iizerinde ¢aligilan uzaya
hangi sartlar eklenmelidir?

(¢) Doniisiimiin biitiin sabit noktalar1 ne tiir bir yapiya sahiptir?

(d) Doniistimiin iterasyonlarinin durumu hakkinda neler sdylenebilir?

Bu tiir sorulara ve benzeri bir¢ok soruya cevap arayan arastirmacilar sabit nokta
teorisi araciligiyla genel topoloji, fonksiyonel analiz, uygulamali matematik ve geometri
gibi matematigin bircok alaninda ¢esitli problemlerin ¢éziimlerinin varlig1 ve tekliginin
incelenmesine katki saglamiglardir. Ayrica, sabit nokta teorisi matematigin disinda oyun

teorisi, mithendislik, istatistik ve ekonomi gibi bir¢ok alanda da uygulamalara sahiptir.

Sabit nokta teorisi ¢calismalar1 1912 yilinda Brouwer’in [1] ¢calismalar1 ile bagsla-
mistir. Brouwer, R™’in kapal1 birim yuvarindan yine aymi kapali birim yuvar iizerine ta-
nimlanan herhangi bir siirekli doniisiimiin bir sabit noktasinin varligini géstermistir. 1930
da Schauder [2], bu teoremin lineer normlu uzaylarda kompakt kiimelere genisletilmisi
olan "X bir normlu lineer uzay, C' C X kapali ve konveks bir alt kiime ve f : C' — C
stirekli olsun. Bu durumda f, C"de bir sabit noktaya sahiptir" teoremini vermistir. Gerek
Brouwer, gerekse Schauder’in kanitlarinda sabit noktanin bulunmas: i¢in ne yapilabile-
cegi konusunda en ufak bir ipucu bulunmamaktadir. Diger yandan, 1922’de Banach [3],
Banach’in biiziilme prensibi de denilen ve 2. boliimde verilecek olan Banach sabit nokta
teoremini vererek literatiirde ilk defa tam metrik uzaylarda sabit nokta teorisini ifade et-
menin yan sira, bir fonksiyonun sabit noktasinin varligini ve tekligini garanti eden en
onemli teoremlerden birini ifade etmistir. Bu teorem Brouwer ve Schauder’un teoremle-
rinden farkli olarak sabit noktasinin tekligi ve nasil bulunacagi hakkinda bir fikir vermistir.
Daha sonra Kannan, Chatterjea, Reich, Hardy ve Rogers ve Cirié gibi baz1 6nemli genel-
lestirilmis sabit nokta teoremleri ifade edilerek sabit nokta teorisinin gelismesine katkida

bulunulmustur [4-9].



Kiimelerin cebirsel ozellikleri baz1 problemlerin ¢éziimiinde yeterli olmadigi icin
ithtiya¢ duyulan metrik uzay kavramu ilk defa 1906 yilinda Fréchet tarafindan ortaya atil-
mugstir [10]. Frechét metrik uzaylari, reel veya kompleks sayilar teorisindeki bircok 6zelli-
gin herhangi bir uzayda nasil tanimlanacagini gosteren daha soyut bir yolla tanimlamustir.
Metrik uzay kavrami topoloji ve fonksiyonel analiz gibi bir¢ok soyut yap1 ¢alismalarinin

temelini olusturmustur [11-16].

Metrik uzaylarin bircok genellestirilmis hali vardir. Bunlardan bazilar1 Wilson
[17] tarafindan tanimlanan kuasi metrik uzaylar, Czerwik [18] tarafindan tanimlanan b-
metrik uzaylar, Matthews [19] tarafindan tanimlanan kismi metrik uzaylar, Branciari [20]
tarafindan tanimlanan dortgensel metrik uzaylar, Mustafa and Sims [21] tarafindan tanim-
lanan G-metrik uzaylar, Huang ve Zhang [22] tarafindan tanimlanan koni metrik uzaylar

ve Chistyakov [23,24] tarafindan tanimlanan modiiler metrik uzaylardir.

Metrik uzaylar veya yukarida verilmis olan diger genellestirmeleri bostan farkli
bir kiimenin iki veya daha fazla elamanlar1 arasindaki uzaklik kavramini incelemektedir.
Diger taraftan, bostan farkl iki kiimenin elemanlar1 arasindaki uzakligin nasil elde edile-
bilecegi sorusu akla gelmis, ancak mevcut metrik uzay cesitlerinin 6zellikleri bu soruya
cevap bulmak i¢in yeterli olmamistir. Dolayisiyla, 2016 yilinda Mutlu ve Giirdal [25] bu
soruna bir ¢6ziim bulabilmek amaciyla metrik uzaylarin yeni bir genellestirmesi olan cift
kutuplu metrik uzaylar1 tanimlamiglardir. Bu calismada canlilarin yasadiklart ortamlar
veya farkli ortamlar ile arasindaki uygunlugun, bir 68rencinin herbir derse kars1 6grenme
istegi Ol¢iitiiniin, hayat boyu insanlar ve sehirler aras1 ortalama uzakligin giinliik hayatta
cift kutuplu metrik uzaylar icin birer 6rnek teskil ettigi ifade edilmistir. Diger taraftan
Mutlu ve Giirdal bu calismalarinda ¢ift kutuplu metrik uzaylarda yakinsaklik, siirekli-
lik, dizi, Cauchy dizisi, tamlik v.b. gibi metrik uzaylarda tanimlanan bazi kavramlar1 ve
ozellikleri vererek biiziilme (daralma) doniisiimleri ile ilgili Banach ve Kannan gibi bazi

Oonemli sabit nokta teoremlerini ispatlamiglardir.

Bu calismada da cift kutuplu metrik uzaylar hakkinda kisaca bilgi verilerek metrik
uzaylar iizerinde ispatlanmis olan bazi bilinen sabit nokta teoremleri ¢ift kutuplu metrik
uzaylarda ispatlanmigtir. Bu anlamda ilk olarak literatiirde iyi bilinen ikili (/ng. coup-

led) sabit nokta teoremleri ve ortak (Ing. common) sabit nokta teoremleri ¢ift kutuplu



metrik uzaylarda ispatlanarak, bu teoremlerle ilgili baz1 sonuglar elde edilmistir. Ayrica,
(¢, \)—diizgiin yerel (Ing. locally) biiziilme ve zayif (Ing. weakly) biiziilme doniisiimii
kavramlan cift kutuplu metrik uzaylara tasinmig ve bu doniisiimler i¢in sabit noktanin
varligini ve tekligini gosteren bazi teoremler ve sonuglar verilmistir. Bunlara ek olarak,
« —1p—Dbiiziilme doniisiimii ve a—uygun (Ing. admissible) doniisiim kavramlar1 bu metrik
uzaylarda tanimlanmig ve bu doniisiimler icin bazi sabit nokta teoremleri ve sonuglar ifade
edilmistir. Son olarak, ¢ok degerli (Ing. multivalued) doniisiimler icin baz1 sabit nokta te-
oremlerinin ve bu teoremlerle ilgili baz1 6nemli sonuglarin ¢ift kutuplu metrik uzaylardaki

karsilig1 ifade edilmistir.



2. GENEL BILGILER

Bu boliimde, bazi temel tanim ve teoremler ifade edilmistir.

Tanim 2.0.1 (Metrik Uzay). [26] X bostan farkli bir kiime olmak iizere bird : X x X —
R* fonksiyonu

MO) Vz,y € X, d(z,y) >0

M) Ve,ye X, d(z,y) =0 zx=y

M2)Vz,y € X, d(z,y) =d(y, )

M3)Vz,y,2 € X, d(z,z) <d(z,y) + d(y, 2)
ozelliklerini sagliyorsa d’ye X iizerinde bir metrik ve (X, d) ikilisine de metrik uzay de-
nir. Diger yandan, eger d fonksiyonu sadece (MO0), (M1) ve (M2) 6zelliklerini sagliyorsa
(X, d)’ye bir yar1 (semi) metrik uzay denir [27]. Eger d fonksiyonu (MO0), (M2), (M3) ak-
siyomlarini ve (M1)’in yalmzca yeter sartim1 saghiyorsa (X, d)’ye bir pseudo metrik uzay

denir [26].

Ornek 2.0.2. () # X C R olmak iizere her x, y € X icin d(x,y) = |z — y| biciminde ta-
nimlanan doniigiim bir metriktir. Bu metrige alisilmis (veya standart, veya mutlak) metrik
denir.
Tanm 2.0.3. [28] (X, d) bir metrik uzay, A, B C X ve z € X olsun.

d(x,A) = inf{d(z,a): a € A}
degerine x noktasinin A kiimesine uzakligi,

d(A, B) = inf{d(a,b): a € A, b€ B}

degerine A ve B kiimeleri arasindaki uzaklik ve

d(A) = sup{d(a,d’) : a,a’ € A}
degerine de A kiimesinin ¢ap1 denir. Cap1 sonlu olan kiimeye sinirli kiime denir.
Tanim 2.0.4 (Pompeiu—Hausdorff Metrik). [29] (X, d) bir metrik uzay ve CB(X),

Xin bogtan farkli kapali ve sinirh alt kiimelerinin bir ailesi olsun. A, B € C'B(X) olmak

uzere

H(A, B) = max {sup d(a, B),sup d(b, A) }

a€A beB



biciminde ifade edilsin. Bu taktirde H, C'B(X) tizerinde bir metriktir. Bu metrige d met-

rigi tarafindan iiretilen Pompeiu—Hausdorff metrik denir.

Bir X kiimesi tizerindeki bir dizi, N pozitif tam sayilar kiimesinden X’e tanimli
bir fonksiyon ile temsil edilir. Genelde N kiimesinin elemanlariyla indislenir ve (x,,)nen,

(x,) ve {z,} bicimlerinde gosterilir.

Tanm 2.0.5 (Yakinsaklik). [30] (X, d) metrik uzay, (x,,) bu uzayda bir dizi ve x € X
olsun. Ve > 0 i¢in Iny € N 3 Vn > ng iken d(z,,z) < ¢ oluyorsa (z,) dizisine =

noktasina yakinsaktir denir ve (z,,) — = veya lim x,, = x ile gosterilir.
n—oo

Tamm 2.0.6 (Tamhk). [30] (X, d) metrik uzay, (x,,) bu uzayda bir dizi ve z € X olsun.
Ve > 0i¢in Ing € N 3 Vn,m > ny iken d(x,, ) < € oluyorsa (x,,) dizisine Cauchy
dizisi denir. Eger (X, d) metrik uzayinda alinan her Cauchy dizisi yine bu uzayda bir

noktaya yakinsar ise (X, d)’ye tamdir denir.

Bir (X, d) metrik uzayda (x,) — z olmasit R’de (d(x,,x)) — 0 olmasini, (z,)

dizisinin Cauchy dizisi olmasi ise R’de lim d(z,,,x,) = 0 olmasim gerektirir [30].
m,n— 00

Tamm 2.0.7 (Siireklilik). [30] (X, d) ve (Y, d’) metrik uzaylar olmak tizere f : X — Y

bir fonksiyon ve zy € X olsun. Ve > 0 icin
Vee X, d(z,z9) <6
iken

d'(f(x), f(x)) <e
olacak sekilde 46 > 0 varsa f fonksiyonu zy € X noktasinda siireklidir denir. f fonksi-
yonu uzayin her noktasinda siirekli ise f’e siirekli fonksiyon denir. Diger yandan, (X, d)
uzayinda (x,) — x iken (Y, d’) uzayinda (f(x,)) — f(x) oluyor ise f’e dizisel siirekli

fonksiyon denir.

Metrik uzaylarda siireklilik ile dizisel siireklilik birbirlerine denk kavramlardir

[30].

Tamim 2.0.8 (Sabit Nokta). [31] X bir kiime 7" : X — X herhangi bir fonksiyon olmak

tizere T'(x) = x olacak sekildeki bir z € X noktasina 7" fonksiyonunun bir sabit noktasi



denir. Diger bir deyisle 7" nin sabit noktasi
Tr=x, reX

fonksiyonel denkleminin ¢oziimiidiir.

Asagidaki orneklerden de goriilecegi gibi 7' : X — X ile tanimlanan bir 7' donii-

slimiiniin hi¢ sabit noktas1 olmayacag gibi bir veya birden fazla sabit noktas1 da olabilir.

Ornek 2.0.9. 1) a # () olmak iizere T(x) = x + a biciminde tanimlanan 7 : R — R
oteleme fonksiyonunun sabit noktas1 yoktur.

2) 0 <0 < 2rmigin

w [COSG ~sin 9} m

sinf  cosf | |y

ile verilen T : R? — R? dénme fonksiyonunun yalniz bir sabit noktas1 vardir ve bu
sabit nokta (0, 0) noktasidur.
3) T(x) = v/ bi¢iminde tanimlanan 7" : [0, c0) — [0, co) fonksiyonunun 0 ve 1 gibi iki

sabit noktas1 vardir.

I, X kiimesi iizerindeki birim doniisiim olmak tizere 7' : X — X doOniisiimiiniin
sabit noktas aslinda (7' — I)(z) = 0 denkleminin ¢dztimleridir. O halde bu denklemin ¢6-
ziimiinii bulmak i¢in standart bir teknik, buna karsilik gelen doniisiimiin sabit noktalarini

bulmaktir.

Tanmm 2.0.10. [31] (X, d) bir metrik uzay ve 7" : X — X herhangi bir doniisiim olsun.
Eger her z,y € X icin

d(Tz, Ty) < Ad(x,y)
sartim saglayan bir A > 0 sabiti varsa 1”ye Lipschitz doniisiimii (Ing. Lipschitz mapping)
denir. Bu esitsizligi saglayan A sayilarinin en kiictigiine ise 7" nin Lipschitz sabiti denir ve
L ile gosterilir. Eger L < 1 ise T"ye biiziilme veya daralma (Ing. contraction) doniisiimii
ve L < 1ise T"ye genislemeyen (Ing. nonexpansive) doniisiim denir. Eger her z,y € X
icin (z # y)

d(Tz,Ty) < d(z,y)



sart1 saglaniyorsa 71" ye biiziilebilir (Ing. contractive) doniisiim denir. Bu durumda asag1-
daki gerektirmenin dogrulugu kolayca goriilebilir.

Biizilme = Biiziilebilir = Genislemeyen — Lipschitz.

Ornek 2.0.11. 1) (X, d) alisilnus metrik uzay iizerinde 7 : X — X, T(z) = z+a (a #
0) oteleme dontigiimii genislemeyen bir doniisiimdiir. Fakat biiziilebilir ve biiziilme
doniisiimii degildir.

2) X =0, 1] olmak iizere (X, d) alistlmis metrik uzayi tizerinde 7'(x) = % bi¢iminde ta-
nimlanan 7" : X — X doniisiimii bir biiziilme doniisiimiidiir. Dolayisiyla, biiziilebilir,
genislemeyen doniisiimdiir ve Lipschitz kosulunu da saglar.

3) X = [1,00) olmak iizere (X, d) alisilmis metrik uzay1 tizerinde 7'(z) = x + é bigi-
minde tanimlanan 7" : X — X doniisiimii biiziilebilir doniisiimdiir. Ancak biiziilme

doniistimii degildir.

Teorem 2.0.12 (Banach Sabit Nokta Teoremi). [3] (X, d) bir tam metrik uzay olmak
tizere 7' : X — X bir biiziilme doniisiimii ise 7”nin X de bir tek sabit noktasi vardir.

Ustelik her x € X igin {T™z} dizisi bu sabit noktaya yakinsar.
Teorem 2.0.13 (Kannan Sabit Nokta Teoremi). [4] (X, d) bir tam metrik uzay ve T :
X — X olmak tizere eger her z,y € X i¢in
d(Tz,Ty) < a(d(z,Tz) + d(y, Ty))
1
olacak sekilde bir a € {0, 5) sabiti bulunabiliyorsa 7”nin X’de bir tek sabit noktasi
vardir. Ustelik her # € X igin {T™x} dizisi bu sabit noktaya yakinsar.
Teorem 2.0.14 (Chatterjea Sabit Nokta Teoremi). [5] (X, d) bir tam metrik uzay ve
T : X — X olmak tizere eger her z,y € X i¢in
d(Tx, Ty) < B (d(z,Ty) + d(y, T'z))
1
olacak sekilde bir g € [O, 5) sabiti bulunabiliyorsa 7”nin X’de bir tek sabit noktasi
vardir.
Teorem 2.0.15 (Reich Sabit Nokta Teoremi). [6] (X, d) bir tam metrik uzay ve T :
X — X olmak iizere eger her z,y € X i¢in o, 8,7 > 0 ve a + 4+ v < 1 olmak iizere

d(Tz,Ty) < ad(z,y) + Bd(z, Tx) + vd(y, Ty)



sartt saglaniyorsa 7”nin X de bir tek sabit noktas1 vardir.

Teorem 2.0.16 (Hardy-Rogers Sabit Nokta Teoremi). [7] (X, d) bir tam metrik uzay
vel : X — X olmak iizere eger her x,y € X i¢ina,b,c,e, f > 0vea+b+c+e+f <1

olmak tizere
d(Tz,Ty) < ad(z, Tx) + bd(y, Ty) + cd(z,Ty) + ed(y, Tx) + fd(z,y)

sartt saglaniyorsa 7”nin X de bir tek sabit noktas1 vardir.

Teorem 2.0.17 (Ciri¢ Sabit Nokta Teoremi). [8] (X, d) bir tam metrik uzay ve T :
X — X bir doniisiim olmak iizere her z,y € X i¢in

'2
olacak sekilde bir & € [0, 1) sabiti bulunabiliyorsa 7”nin X ’de bir tek sabit noktasi vardir.

d(Tz, Ty) < kmax {d(x, y),d(z, Tx),d(y, Ty) ! (d(z,Ty) + d(y, Ta:))}



3. MATERYAL VE YONTEMLER

Bu boliimde calismada ele alinan ¢ift kutuplu metrik uzaylarla ilgili bazi temel
tanim ve teoremlere kisaca yer verilmistir. Bu kisimda verilen ifadeler [25] ve [32]’den

alinmustir.

3.1. Cift Kutuplu Metrik Uzaylara Giris
Bu kisimda, ¢ift kutuplu metrik uzaylarin ¢alisilmasina temel saglayan kiime ikili-
leriyle ilgili temel 6zellikler ve bazi islemler tanimlanmis, fonksiyon ve dizi benzeri bazi

kavramlar incelenmistir.

Bu caligma boyunca X bir kiime olmak iizere (X, X) her zaman X kiimesini

temsil eden bir kiime ikilisi olarak g6z Oniine alinacaktir.

Tamm 3.1.1. Bir (X, Y) kiime ikilisi verildiginde, X kiimesine sol kutup (Ing. left pole),
Y kiimesine sag kutup (Ing. right pole), X N'Y kiimesine ise merkez (Ing. center) denir.
Sol kutbun noktalarma sol nokta (Ing. left point), sag kutbun noktalarina sag nokta (Ing.
right point), hem sol nokta hem de sag nokta olan noktalara ise merkezi nokta (Ing. central

point) denir.
Tanim 3.1.2. Eger X NY = @ ise (X, Y) kiime ikilisine ayrik (Ing. disjoint) denir.

Tamm 3.1.3. Bir (X, Y) kiime ikilisi verildiginde (Y, X) kiime ikilisi (X : Y ile gosteri-
lir ve (X,Y)’ye (X, Y ) nin karsit1 (Ing. opposite) denir.

Tanmm 3.1.4. (X,Y) bir kiime ikilisi olmak iizere eger X,Y # & ise (X,Y)’ye bos

olmayan kiimelerin ikilisi (Ing. pair of nonempty sets) denir.

Tanm 3.1.5. (A, B) ve (X,Y) kiime ikilileri olmak iizere eger A C X ve B C Y ise
(A, B)’ye (X, Y ) nin bir ¢ift kutuplu alt ikilisi (/ng. bipolar subpair) denir ve (A, B) €
(X, Y) biciminde gosterilir. Eger (A, B) = (X N U,Y N U) olacak sekilde bir U kiimesi
varsa (A, B)’ye (X, Y ) nin bir alt ikilisi (/ng. subpair) denir ve (A, B) C (X,Y) yazilir.

Bu tanima gore A ve X kiimeleri i¢cin A C X olmastile (A, A) C (X, X) olmasi
ayni anlama gelmektedir. Boylece bir X kiimesini temsil eden, yani (X, X') seklinde olan

bir kiime ikilisinin alt ikilileri, X ’in altkiimelerine tam olarak karsilik gelir.



Tanmm 3.1.6. (X,Y) bir kiime ikilisi ve (u,), X UY kiimesi iizerinde bir dizi olsun.
Bu kiime ikilisi iizerinde (u,)’e, eger (u,) C X ise bir sol dizi (Ing. left sequence),
eger (u,) C Y ise bir sag dizi (Ing. right sequence) ve hem sol hem de sag dizi, yani
(u,) C X NY ise (X,Y) iizerinde bir merkezi dizi (Ing. central sequence) denir. (u,),
(X,Y) tizerinde bir sol dizi veya bir sag dizi ise (u,)’e (X,Y') kiime ikilisi iizerinde

kisaca dizi ad1 verilir.

Bu tanima gore, (u,)’in (X,Y) iizerinde bir dizi olmast i¢in ya (u,) C X, ya
da (u,) C Y olmasi gerekir. Bagka bir deyisle, X U Y kiimesi iizerindeki bir (u,,) dizisi,
ayni anda hem X'\ Y hem de Y\ X kiimelerinden en az birer terim igeriyorsa (u,), (X,Y)
ikilisi tizerinde bir dizi olarak kabul edilmemektedir. Ayrica (u,,)’in (X, X) kiime ikilisi
tizerinde bir dizi (veya sol dizi, sag dizi, merkezi dizi) olmasi icin gerek ve yeter sart

(uy,)’in X kiimesi iizerinde bir dizi olmasidir.

Tanm 3.1.7. (X,Y) bir kiime ikilisi olmak iizere X X Y kiimesi tizerindeki bir diziye

(X,Y) iizerinde bir ¢ift dizi veya bidizi (Ing. bisequence) denir.

Tanmm 3.1.8. (X, Y]) ve (Xs, Ys) kiime ikilileri ve bir f : X;UY; — X,UY, fonksiyonu
verilsin. Eger f[X1] C X, ve f[Y1] C Yaise fe (X1, Y))’den (Xy, Y3) ye bir kovaryant
doniisiim (Ing. covariant map) veya kisaca doniisiim denir ve

[ (X)) = (X, Y2)

yazilir. f[X;] C Y, ve f[Y1] C Xy ise f’e (Xi,Y1)’den (Xy, Y3) ye bir kontravaryant

doniisiim (Ing. contravariant map) denir ve bu durum

[ (X1, Y1) 0% (X, Ya)
veya [ : (X1,Y]) &2 (X3,Ys) biciminde gosterilir. Bir (X,Y") kiime ikilisi i¢in f :
(X,Y) = (X,Y) ise bu takdirde f’e (X,Y ) nin bir kovaryant 6zdoniisiimii (/ng. co-
variant self—mapping) veya kisaca 6zdontistimii denir. Eger f : (X,Y) X (X,Y) ise
f’e (X,Y)’nin bir kontravaryant 6zdoniisiimii (Ing. contravariant self-mapping) denir.
f:(X,Y) = (U,U) ya da buna denk olarak f : X UY — U olmast durumu da bazen
f(X,Y) = U yazimyla ifade edilir.
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Onerme 3.1.9. Ayrik olmayan bir kiime ikilisinden ayrik bir kiime ikilisine kovaryant
veya kontravaryant bir doniisim tanimlanamaz. Dolayisiyla kiimelerden farkli olarak

kiime ikilileri arasinda da her zaman bir doniisiim tanimlamak miimkiin olmayabilir.

Bir f : (X;,Y1) = (X, Ys) doniisiimii verildiginde f, f[X;] C X, ve f[Yi] C Y,
olmasini saglayan bir f : X; UY; — X5 U Y, fonksiyonudur. Dikkat edilecek olursa bu-
rada f fonksiyonu, (X7, Y;) den (Y5, X5)’ye kontravaryant doniisiim olma, (Y7, X;)’den
(X3, Y2) ye kontravaryant doniisiim olma ve (Y7, X;)’den (Ys, X5) ye kovaryant donii-
stim olma sartlarim1 da saglamaktadir. Benzer bir durum bir kontravaryant doniisiim veril-

diginde de gecerlidir.

Asagida ayni fonksiyonel degerleri alan kovaryant ve kontravaryant doniistimler-

den daha kolay bahsedebilmek icin gerekli olacak bazi gosterimler ifade edilmistir.

Tanmm 3.1.10. f: (X;,Y]) = (Xa, Y5) bir kovaryant doniisiim olsun. Bu durumda,

7 (X)X (X Ya)
T X % (X, V)

<_.]?> : EXh)/l; = EX27§/25

kovaryant ve kontravaryant doniisiimleri her z € X; U Y] i¢in

A —

) =TE=TE =T
olacak sekilde tanimlanir. Benzer sekilde bir f : (X3, Y7) X (X», Y2) kontravaryant do-
niigiimii verildiginde
7)) = (XY

Y
f: Xla}/l :g(X27Y'2)

T X %2 X, )

kovaryant ve kontravaryant doniisiimleri her z € X; U Y] i¢in

f(H=7E=F==TFr

. <— =,
olacak sekilde tanimlanir. Burada 7, e f e swasiyla f’in sag karsitt (Ing. right

opposite), sol karsit1 (Ing. left opposite) ve karsit1 (Ing. opposite) denir.
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= =
Tt =T -

b I
Bu tanimlara gore ? =f=f =/fve f gibi esitliklerin varlig

kolayca goriilmektedir.

Kiime fonksiyonlar1 olarak bakildiginda f, ? ? ve 7} esit olabilirken, kovaryant
ve kontravaryant doniisiimler olarak ele alindiklarinda bunlarin hepsi teorik anlamda bir-
birinden farkli olarak alinmaktadir. Genelde kontravaryant doniigsiimlerle ilgili bir 6zellik,
sag karsitlar ele alinarak kovaryant doniisiimlerin daha once bilinen 6zelliklerinden di-
rekt olarak elde edilebilse de bazi durumlarda kovaryant doniisiimler i¢in saglanan bir
ozellik kontravaryant doniisiimler icin saglanmayabilmekte veya bunun tersi bir durum
olusabilmektedir. Ornegin X # Y olmasi halinde bir f : (X,Y) )X (X,Y) kontravaryant
0zdontisiimii verildiginde, 7 (XY) = W kovaryant doniisiimii bir 6zdoniistim ol-
mayacagindan, kovaryant 6zdoniisiim ve kontravaryant 6zdoniisiim kavramlari i¢in elde

edilen sonuclar birbirinden farkli olabilmektedir.

Tanm 3.1.11. [ : (X1,Y]) = (X5, Y2) ve g @ (Xo,Ys) = (X3, Y3) olmak iizere her
z € Xy UYjicin (go f)(2) = g(f(2)) ile tammlanan g o f : (X7,Y]) = (X3,Y3)

doniisiimiine g ile f’in bilegkesi denir.

[ (X,Y1) = (Xa,Ys) ve g @ (Xo,Y2) =2 (X5,Y3) kovaryant doniisiimleri
verildiginde Tanim 3.1.8 gere8i f[X1] C Xo, f[Y1] C Y5, g[Xo] € X3 ve g[Ys] C V3
oldugundan (g0 f)[X:] = g[f[X]] € g[Xa] € X ve (g0 f)[Yi] = gLfVil] € IV C Vs
olup g o f gergekten de (X1, Y1) den (X3, Y3) e bir doniigiim olma sartin1 saglar.

Tanmm 3.1.12. (X,Y) bir kiime ikilisi olmak iizere her z € X U Y igin f(2) = z ile
tanimlanan [ : (X,Y) = (X,Y) doniisiimiine (X, Y") kiime ikilisi iizerinde birim donii-

siim denir ve Iy y bigiminde gosterilir.

Tanmm 3.1.13. (X,Y]) ve (Xo,Ys) kiime ikilileri ve f : (X3,Y1) = (X5, Y5) olsun.
Eger bir g : (X, Y2) =2 (X1, Y]) doniisimii igin go f = Ix, v, ve fog = I, y, oluyorsa

g doniisiimiine f’in tersi denir ve ¢ = f~! bigiminde gosterilir.

Ornek 3.1.14. X, = {a,b,c}, Y1 = {c,d}, Xo = {1,2,3}, Ys = {2,3,4} olmak iizere
f:XiuUY, - Xy, UY; fonksiyonu f(a) = 1, f(b) = 2, f(c) = 3, f(d) = 4 ile
tanimlansin. Bu durumda f[X;] C X, ve f[Yi1] C Y; oldugundan f bir kovaryant do-
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niigiim, yani f : (X1,Y)) = (X3, Y2) olur. f birebir ve orten bir fonksiyon oldugundan
[ XouYy — X UY tersivardirve f7H(1) = a, f71(2) =0, f71(3) = ¢, f71(4) =

ile tamimlidir. Bununla birlikte f~'[X,] C X, ancak f~![Ys] = {b,¢,d} € Y} oldugun-
dan 71, (X5, Y5)’den (X1, Y)) e bir kovaryant doniisiim olma sartim saglamaz. Dolay-

styla f’in bir kovaryant doniisiim olarak tersi mevcut degildir.

3.2. Cift Kutuplu Metrik Uzaylar

Bu kisimda ¢aligmanin temelini olusturan ¢ift kutuplu metrik uzaylar ifade edile-
cektir.
Tanm 3.2.1. (X,Y) bos olmayan kiimelerin ikilisi olmak iizere bir d : X x Y — R*
fonksiyonu verilsin. Asagidaki aksiyomlar gz Oniine alinsin.

BO)V(z,y) e X XY, d(z,y) =0 = z=y
Bl)Vue XNY, d(u,u) =0

(B2) Vu,v e X NY, d(u,v) =d(v,u)

(B3) V(z,y), («,y) € X XV, d(z,y) < d(x,y) + d(2', ) + d(', y).
Eger (B0), (B1), (B2) ve (B3) aksiyomlar1 saglaniyorsa d’ye (X, Y') iizerinde bir ¢ift ku-
tuplu metrik (Ing. bipolar metric) denir. Diger yandan, eger (B1) ve (B2) aksiyomlari sag-
lamyorsa d’ye (X,Y) iizerinde bir ¢ift kutuplu pseudo yar1 metrik (Ing. bipolar pseudo-
semimetric) denir. Benzer sekilde, eger (B1), (B2) ve (B3) aksiyomlar saglaniyorsa d’ye
(X,Y) iizerinde bir ¢ift kutuplu pseudo metrik (Ing. bipolar pseudo-metric) denir. d bir
(X, Y) kiime ikilisi iizerinde bir ¢ift kutuplu (pseudo (yar1)) metrik ise, (X, Y, d) ti¢liisiine

bir ¢ift kutuplu (pseudo (yar1)) metrik uzay denir.

Her ne kadar yukarida tanimlanan en genel yap1 ¢ift kutuplu pseudo yar1 metrik
uzaylarsa da, bu ¢calismada basitlik amaciyla genellikle cift kutuplu metrik uzaylar merkez

alinmustir.

(B3) ozelligi dortgen esitsizligi olarak adlandirilmigtir. Bunun, literatiirde dort-
gensel metrik uzaylara atfedilen dortgen esitsizliginden biraz farkli olduguna dikkat edil-
melidir. Ayrica (B1) de hesaba katildiginda (B3), z € X,y € Y vez € X NY ise;
d(z,y) < d(z,z) + d(z,y) seklindeki iiggen esitsizliini de gerektirir.

Ornek 3.2.2. (X, d) bir (pseudo (yar1)) metrik uzay ise bu durumda (X, X, d) iigliisii bir

¢ift kutuplu (pseudo (yar1)) metrik uzay olur. Ozel olarak d, R iizerinde her z,y € R igin
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d(z,y) = |x — y| ile taniml1 aligilmig metrigi goz ontine alinsin. Bu durumda (R, R, d)
cift kutuplu metrik uzayi, R i¢in bir ¢ift kutuplu metrik uzaydir. Bu uzaya alisilms c¢ift

kutuplu metrik uzay denir.

Ornek 3.2.3. X = {z,v},Y = {v,y, 2z} olsun. d : X xY — R* fonksiyonu d(z,v) = 3,
d(z,y) =1,d(z,z) = 4, d(v,v) =0, d(v,y) = 2 ve d(v, z) = 5 bigiminde tanimlansin.
Bu durumda, (X, Y, d) bir ¢ift kutuplu metrik uzaydir.

Ornek 3.2.4. X,Y # () iki kiime olacak gekilde her (z,7) € X xY iginexy : X xY —

R* fonksiyonu
0, x=uyise
exy(T,y) = {1, x # yise
biciminde tanimlansin. Bu durumda (X, Y, ex y) bir ¢ift kutuplu metrik uzaydir. ex y’ye
(X,Y) tizerindeki diskret ¢ift kutuplu metrik ve (X, Y, ey y ) uzaymna da bir diskret ¢ift

kutuplu metrik uzay (Ing. discrete bipolar metric space) denir.

Tamm 3.2.5. (X, Y, d) cift kutuplu metrik uzay1 géz oniine alinsin. Eger (X,Y") kiime
ikilisi ayrik ise (X, Y, d) uzayna iki par¢al (Ing. bipartite) denir.

Ornek 3.2.6. Y, R’den [1, 3] kapali araligina tanimh biitiin fonksiyonlarin kiimesi, yani
Y = [1,3]® olmak iizere d : R x Y — RT fonksiyonu her x € R ve her f € Y
icin d(z, f) = f(z) bi¢iminde tanimlansin. Bu durumda (R, Y, d) bir ¢ift kutuplu metrik

uzaydir ve iki parcalidir.

Tamm 3.2.7. (X, Y, d) bir ¢ift kutuplu metrik uzay olmak iizere, her (y,z) € Y x X i¢in
d(y,x) = d(z,y) biciminde tammlanan d : Y x X — R* fonksiyonu (Y, X) iizerinde

bir ¢ift kutuplu metrikdir. Burada (Y, X, d) uzayma (X,Y,d) uzaymmn kargiti denir ve
(X Y, d; = (Y, X, d) bigiminde gosterilir.

Bir (X, Y, d) cift kutuplu metrik uzay: i¢in iX Y, d ) = (X, Y, d) oldugu kolayca

sOylenebilir.

3.3. Cift Kutuplu Metrik Uzaylar ve Metrik Uzaylar Arasindaki Iliski
Bir (X,Y,d) cift kutuplu metrik uzayinda X = Y esitligi varsa, yani uzay

(X, X, d) bigiminde ise, bu tanim (X, d) nin metrik uzay olmasi tanimima denk olmakta-
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dir. Bu sekilde her bir (X, d) metrik uzay1, (X, X, d) ¢ift kutuplu metrik uzayi ile 6zdes
tutulmakta ve (X, X, d) yerine (X, d) yazilmaktadir. Boylece ¢ift kutuplu metrik uzay-
larin teorisi, metrik uzaylar teorisini kapsayacak sekilde genellestirmekte ve ¢ift kutuplu
metrik uzaylarda tanimlanan veya tanimlanacak kavramlarin metrik uzaylardaki kavram-
larla X =Y esitligi altinda denk olmasi sarti aranmaktadir. Dolayistyla her metrik uzay
bir ¢ift kutuplu metrik uzaydir. Bu kisimda ¢ift kutuplu metrik uzaylar ve metrik uzaylar

arasindaki baglantilardan bazilar1 incelenmektedir.

Onerme 3.3.1. X bostan farkli bir kiime olmak iizere (X, X, d) iicliisiiniin bir ¢ift ku-
tuplu metrik uzay (cift kutuplu pseudo metrik uzay, cift kutuplu pseudo yar1 metrik uzay)
olmasi igin gerek ve yeter sart, (X, d)’nin bir metrik uzay (pseudo metrik uzay, pseudo

yar1 metrik uzay) olmasidir.

Bu 6nermeden d’nin bir X kiimesi tizerinde bir metrik olmasi ile (X, X') kiime
ikilisi tizerinde bir ¢ift kutuplu metrik olmas1 arasinda, d’nin tanim ve deger kiimeleri ve

saglamasi gereken ozellikler bakimindan hicbir fark olmadigi sonucu ¢ikarilabilir.

Onerme 3.3.2. (XY, d) bir ¢ift kutuplu (pseudo (yart)) metrik uzay, (A, B) bostan farkli
kiimelerin ikilisi, (A, B) € (X,Y) olsun. d| 4« s, d fonksiyonunun A x B kiimesine kisit-
lanigin1 gostermek iizere (A, B, d|axp) tigliisti de bir ¢ift kutuplu (pseudo (yar1)) metrik

uzaydir.

Tanmm 3.3.3. (X,Y,d) bir ¢ift kutuplu metrik uzay, (A, B) bostan farkli kiimelerin
ikilisi olsun. Eger Tanim 3.1.5 anlaminda (A, B) € (X,Y) ise (A, B,d|axp) uzay
(X,Y,d) uzaymn bir ¢ift kutuplu alt uzay1 (Ing. bipolar subspace) olarak adlandirilir.
Eger (A, B) C (X,Y) ise (A, B,d|axg)’ye (X,Y,d) nin bir alt uzay1 (Ing. subspace)
denir. (X, Y, d) uzay iki parcali degil ise, (X, Y, d) nin (X NY,d|(xny)x(xny)) alt uza-

yina (X, Y, d) uzayimin merkezi (Ing. center) denir.

Bir (X, Y, d) cift kutuplu metrik uzayinin bir (A, B, d|4x ) ¢ift kutuplu alt uzay1
almsimn. Burada d| 4« 5 ve d fonksiyonlar1 A x B izerinde ayn1 degerleri alirlar. Dolayisiyla
(A, B,d|axp) ¢ift kutuplu alt uzayr bazen (A, B, d) seklinde de gosterilebilir. Benzer

durum alt uzaylar i¢in de gecerlidir.
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Asagidaki onerme cift kutuplu metrik uzaylardaki alt uzay tanimi ile metrik uzay-

lardaki alt uzay taniminin ¢elismedigini gostermektedir.

Onerme 3.3.4. Eger bir (X,Y,d) cift kutuplu metrik uzay1 bir metrik uzay ise,

(X, Y, d)’nin her alt uzay1 da bir metrik uzaydir.

Asagidaki iki Ornekte goriilecegi iizere, bir ¢ift kutuplu metrik uzayin bir alt uza-
yinin metrik uzay olmasi gerekmedigi gibi bir metrik uzayn bir ¢ift kutuplu alt uzayinin

da metrik uzay olmasi1 gerekmez.

Ornek 3.3.5. X = [0,00),Y = (—00,0] olmakiizere d : X xY — R*,d(x,y) = 22 +y?
ile verilen d fonksiyonu (X,Y") iizerinde bir ¢ift kutuplu metriktir. U = [—1, 1] kiimesi
icin (XNU,YNU,d) = ([0,1],[—1,0],d) olup [0, 1] # [—1, 0] oldugundan, (X, Y, d) nin
alt uzay1 olan ([0, 1], [—1, 0], d) ¢ift kutuplu metrik uzay1 bir metrik uzay degildir.

Ornek 3.3.6. (R,R,d) = (R, d) alisilmus ¢ift kutuplu metrik uzay1 verilsin. A = [0, 1],
B = [—1,0] olarak alinirsa tanmim gereg8i (A, B, d), (R, d)’nin bir ¢ift kutuplu alt uzay:
olur. Dolayisiyla (A, B, d) ¢ift kutuplu metrik uzay1 bir metrik uzayin ¢ift kutuplu alt
uzay1 olmasina ragmen, A # B oldugundan bir metrik uzay degildir. Diger yandan, bu
ornekte bir (R, d) metrik uzayindan, R’nin bostan farkli iki A ve B alt kiimesi alinarak,

metrik olmasi gerekmeyen (A, B, d) ¢ift kutuplu metrik uzayi elde edilmisgtir.

Bir (X, Y, d) ¢ift kutuplu metrik uzayinda, biri X digeri Yde olan noktalar ara-
sindaki uzaklik tanimli iken X'\Y’den secilen iki noktanin veya Y\ X’den secilen iki
noktanin arasindaki uzaklik tanimh degildir. Dolayisiyla, 6rnegin z1, 2o € X ise, ayni
zamanda x5 € Y olmadik¢a d(z1, x2) gosterimi anlamli degildir. Bununla birlikte, X ’in
noktalarinin kendi arasindaki olasi uzakliklar hakkinda Y ’nin noktalar1 referans alinarak

bir dereceye kadar fikir sahibi olunabilir.
Onerme 3.3.7. (X,Y,d) bir cift kutuplu pseudo metrik uzay olsun. Bu durumda her
x1, Ty € X igin

dx (z1,22) = sup |d(z1,y) — d(xa, )|
yey

bi¢iminde tanimh dx : X x X — R™ fonksiyonu X iizerinde; her y;,y, € Y igin

dY(y1, y2> - SU)I? |d([E, yl) - d($7y2)|
S
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bigiminde tanimli dy : Y x Y — R fonksiyonu ise Y iizerinde bir pseudo metriktir.

Asagidaki ornekte, yukarida verilen onermenin ¢ift kutuplu pseudo yar1 metrik
uzaylara uyarlanamayacagi, yani (X, Y, d) bir ¢ift kutuplu pseudo yar1 metrik uzay iken

dx ve dy’nin X ve Y tizerinde pseudo yar1t metrik olmasi gerekmedigi gosterilmistir.

Ornek 3.3.8. a,b ¢ R olmak iizere X = {a,b} olsun. d : X x R — R* fonksiyonu
her y € R icin d(a,y) = |3y|, d(b,y) = |2y| bi¢iminde tanimlansin. d, (B1) ve (B2)
aksiyomlarini sagladigindan (X, R, d) bir ¢ift kutuplu pseudo yar1 metrik uzaydir. Ancak,

dx(a,b) = sup |d(a,y) — d(b,y)| = sup |[3y| — |2y|| = sup |y| = oo
y€ER yER yER

oldugundan Onerme 3.3.7°de verilen dx fonksiyonu X iizerinde bir pseudo yar1 metrik

degildir.

Tamm 3.3.9. (X,Y,d) bir ¢ift kutuplu pseudo metrik uzay olsun. Onerme 3.3.7 nin
ifadesinde tanimlanan dx ve dy pseudo metriklerine sirasiyla X ve Y iizerinde d’nin
iirettigi i¢ pseudo metrikler (Ing. inner pseudo-metrics) denir. (X,dx) ve (Y,dy)’ye de

(X, Y, d)’nin iirettigi i¢ pseudo metrik uzaylar denir.

Tanm 3.3.10. (XY, d) bir ¢ift kutuplu metrik uzay olsun. Eger X iizerindeki dx pse-
udo metrigi bir metrik ise Y’ nin X’i karakterize ettigi soylenir. Y iizerindeki dy pse-
udo metrigi bir metrik ise X’in Y’yi karakterize ettigi sOylenir. Eger X, Y’yi, Y de X’i
karakterize ediyorsa (XY, d) uzayma cifte karakterize edilmis veya bikarakterize (Ing.

bicharacterized) denir.

Ornek 3.3.11. S? = {(z,9,2) € R® : 2% + 3> + 22 = 1} Kkiiresi verilsin. Y, S?’nin
bostan farkl bir altkiimesi olsun. d : S? x Y — R fonksiyonu, d(p, q), p ile ¢ arasindaki
geodezik uzaklik olacak sekilde tanimlanirsa (S?, Y, d) bir ¢ift kutuplu metrik uzay olur.
Bu durumda (S?,Y, d)’nin cifte karakterize edilmis olmasi i¢in gerek ve yeter sart kiire
tizerinde higbiri birbirinin tam karsit noktas1 olmayan en az iic noktanin Y kiimesinde

bulunmasidir.

3.4. Cift Kutuplu Metrik Uzaylarda Yakinsaklik ve Tamhk

Bir (X, d) metrik uzay1 iizerindeki bir dizi, X kiimesi {izerindeki bir dizi olarak
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tanimlandig1 gibi, bir (X, Y, d) ¢ift kutuplu metrik uzay1 tizerindeki bir (¢ift) dizi, (X, Y")

kiime ikilisi iizerindeki bir (¢ift) dizi olarak tanimlanir.

Tamm 3.4.1. Bir (XY, d) ¢ift kutuplu metrik uzay, (x,,) bir sol dizi ve y de bir sag nokta
olsun. Her ¢ > O reel sayisiiginn € N, n > ng olmasi d(x,,y) < ¢ olmasini gerektirecek
sekilde bir ny € N sayis1 mevcut ise (z,,) sol dizisi y sag noktasina yakinsaktir denir ve
(x,) — y veya nhngo x, = y bigiminde gosterilir. Benzer sekilde, bir (X, Y, d) ¢ift kutuplu
metrik uzaymdar? (y,) bir sag dizi ve x bir sol nokta olmak iizere her ¢ > 0 reel sayisi
icinn € N, n > ng olmast d(z,y,) < € olmasin1 gerektirecek sekilde bir ny € N sayist
mevcut ise (y,) sag dizisi = sol noktasina yakinsaktir denir ve (y,,) — x yada nlgg@ Yp =T
bigiminde gosterilir. Eger bir (u,,) merkezi dizisi ve u merkezi noktasi i¢in hem (u,,) — u
hem de (u,) — wu ise bu durumda (u,) dizisi u’ya yakinsaktir ve bu durum (u,) — u

veya lim w,, = u biciminde gosterilir.
n—oo

Bir ¢ift kutuplu metrik uzayda, sol noktalarin ancak sag noktalara olan uzakliklari
taniml1 oldugundan, bir sol dizi ancak bir sag noktaya ve benzer sekilde bir sag dizi de

ancak bir sol noktaya yakinsayabilir.

Asagidaki onerme, sag dizilerin yakinsamasi ile sol dizilerin yakinsamalar1 ara-

sinda bir dualite ilgisi oldugunu ifade etmektedir.

Onerme 3.4.2. Bir (X,Y,d) cift kutuplu metrik uzayinda (z,) — 2 olmast icin gerek
ve yeter sart ZX Y, d; ¢ift kutuplu metrik uzayinda (z,) — z olmasi, ve benzer sekilde
(X, Y, d) cift kutuplu uzayinda (z,) — z olmasi i¢in gerek ve yeter sart ise (X Y. d ) cift

kutuplu uzayinda (z,) — z olmasidur.

Ornek 3.4.3. d: (0,1] x [0, 1] — R fonksiyonu d(z, ) = |2 — y| bigiminde tanmimlansin.
Bu durumda ((0, 1], [0, 1], d) bir ¢ift kutuplu metrik uzaydir. Bu uzayda (u,) = (%)
merkezi dizisini g6z oniine alalm. Burada (u,,) — 0 oldugu kolayca goriilebilir. Fakat
0 ¢ (0,1] oldugundan d (0, %) ifadesi tanimsizdir. Dolayisiyla (u,,) — 0 yakinsamasi

gerceklenemez.

Yukaridaki 6rnekten de anlasilacagi gibi bir ¢ift kutuplu metrik uzayda (u,,) bir
merkezi dizi ise (u,) — u ve (u,) — u durumlarindan her ikisi de ayn1 anda gecerli

olmayabilir. (u,) bir sag dizi oldugundan d(u, u,) nun tanimli olmast i¢in «’nun bir sol
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nokta olmasi gerekir. Bu durumda (u,,) bir sol dizi olarak u sol noktasina yakinsayamaz.
Bu yakinsamanin gerceklenebilmesi icin «’nun bir sag nokta ve dolayisiyla merkezi nokta
olmasi gerekir. Gergekten de (u,,) merkezi dizi ve u da merkezi nokta ise, hem d(u,,, u)
hem de d(u,u,) tanimlt olacagindan (B2) aksiyomundan d(u,,,u) ve d(u,u,) ifadeleri
esit olur. Burada u,,’nun sol dizi olarak u’ya yakinsamasi sag dizi olarak da u’ya yakinsa-
masin gerektirir. Bu durum ¢ift kutuplu metrik uzaylardaki yakinsaklik taniminin, metrik

uzaylar i¢in bilinen yakinsaklik tantmiyla ¢elismedigini gostermektedir.

Onerme 3.4.4. Bir (X, d) metrik uzay1 (X, X, d) ¢ift kutuplu metrik uzay: olarak veril-
sin. (X, X, d) cift kutuplu metrik uzaymda (u,,) — u olmasi i¢in gerek ve yeter sart,
(X,d) metrik uzayinda (u,) — w olmasidir. Ayrica (X, X,d) uzaymda (u,) — u,

(u,) — u ve (u,) — w ifadeleri birbirine denktir.

Asagidaki onerme, ¢ift kutuplu metrik uzaylardaki yakinsama problemini reel sa-

yilara indirgeyerek uygulamada kolaylik saglamaktadir.

Onerme 3.4.5. Bir (X, Y, d) cift kutuplu pseudo metrik uzayi verilsin. (z,,) — v olmas1
icin gerek ve yeter sart R’de (d(x,,y)) — 0 olmasi ve (y,) — x olmasi i¢in gerek ve

yeter sart R’de (d(z,y,)) — 0 olmasidir.

Metrik uzaylardaki durumdan farkli olarak cift kutuplu metrik uzaylarda yakinsak

bir dizinin birden fazla limiti olabilir. Asagidaki 6rnekte bu durum gosterilmistir.

Ornek 3.4.6. X = (1,00), Y = [~1,1] olmak iizere d : X x Y — R* fonksiyonu her
(r,y) € X x Y i¢in d(x,y) = x* — y? bigciminde tammlansin. Bu durumda (XY, d)
ticliisti bir ¢ift kutuplu metrik uzaydir. Bu uzayda (z,) = <1 + %) sol dizisi alinsin.
—1,1 € Yicin R’de

(d(zy, —1)) = ((H—%)Q - (—1)2> = (%Jr%) -0
(d(wn, 1)) = ((H%)Q—ﬁ) _ (%+ni) S0

oldugundan (X, Y, d) tizerinde hem (x,,) — —1 hem de (z,) — 1 dir.

ve
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Cift kutuplu metrik uzaylar tizerinde elde edilebilecek bir¢ok sonug i¢in bir dizi-
nin limitinin tek olmasi 6nem tasidigindan, limitin hangi durumlarda tek oldugu belirten

asagidaki iki teorem ifade edilmistir.

Teorem 3.4.7. Eger bir (XY, d) ¢ift kutuplu metrik uzay ¢ifte karakterize edilmis ise

yakinsak her dizinin limiti tektir.

Teorem 3.4.8. Eger bir (X, Y d) cift kutuplu metrik uzayinda bir dizi merkezi noktaya

yakinsak ise bu dizinin limiti tektir.

Tanmm 3.4.9. (X, Y, d) bir ¢ift kutuplu metrik uzay olsun. Eger bir A C X U Y kiime-
sindeki her yakinsak dizinin limiti yine A da ise bu kiime kapalidir denir. Bu durumda

(AN X, ANY,d) alt uzayinin bir kapah alt uzay (Ing. closed subspace) oldugu sdylenir.

Tanm 3.4.10. (x,,y,) bir (X, Y, d) ¢ift kutuplu metrik uzayinda bir ¢ift dizi olsun. Eger
hem (z,,) sol dizisi hem de (y,,) sag dizisi yakinsak ise (z,,y,) ¢ift dizisinin bu uzayda
yakinsak oldugu soylenir. Eger (x,,) sol dizisi ve (y,,) sag dizisi ortak bir noktaya yakinsak
ise, bu durum (z,,,y,) ¢ift dizisinin bu noktaya ¢ifte yakinsak ya da biyakinsak (/ng.

biconvergent) olmasi seklinde adlandirilir.

Bir ¢ift kutuplu metrik uzayda bir dizi ya bir sol dizi ya da bir sag dizi oldugundan,
dizinin terimleri arasinda merkezi noktalarin bulunmamasi halinde, dizinin terimlerinin
birbirine olan uzaklig1 hesaplanamayacagindan Cauchy dizisi tanimu ¢ift kutuplu metrik

uzaylarda cift dizi araciligiyla ifade edilmistir.

Tanmm 3.4.11. (XY d) bir ¢ift kutuplu metrik uzay ve (x,, y,,) bir ¢ift dizi olsun. Eger
her £ > 0 sayis1 i¢in, m, n > ng olmak iizere d(x,,, y,,) < ¢ olacak sekilde ny € N varsa

(2, yn) e bir Cauchy cift dizisi veya Cauchy bidizisi (Ing. Cauchy bisequence) denir.

Onerme 3.4.12. Bir (X, Y, d) cift kutuplu metrik uzayinda bir (z,,,3,) cift dizisinin bir
Cauchy cift dizisi olmasi i¢in gerek ve yeter sart, (v, ,,) ¢ift dizisinin 5% Y, d; uzayinda

bir Cauchy cift dizisi olmasidir.

Onerme 3.4.13. Bir ¢ift kutuplu metrik uzayda her cifte yakinsak ¢ift dizi bir Cauchy cift

dizisidir.
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Tanim 3.4.10°dan her cifte yakinsak cift dizinin yakinsak oldugu kolayca goriile-

bilir. Asagidaki dnerme bu ifadenin tersinin de dogru oldugunu gostermektedir.

Onerme 3.4.14. Bir ¢ift kutuplu metrik uzayda her yakinsak Cauchy c¢ift dizisi ¢ifte ya-

kinsaktir.

Tamim 3.4.15. Her Cauchy cift dizisinin yakinsak oldugu bir ¢ift kutuplu metrik uzaya

tam (Ing. complete) ¢ift kutuplu metrik uzay denir.

Onerme 3.4.14’ten faydalanilarak asagidaki sonug ifade edilebilir.
Sonug 3.4.16. Bir tam ¢ift kutuplu metrik uzayda her Cauchy cift dizisi cifte yakinsaktir.
Onerme 3.4.17. Bir tam cift kutuplu metrik uzayin her kapali alt uzay1 da tamdir.

Onerme 3.4.18. Bir (X, d) metrik uzayimin tam olmas1 icin gerek ve yeter sart (X, X, d)

cift kutuplu metrik uzayinin tam olmasidir

3.5. Cift Kutuplu Metrik Uzaylarda Siireklilik

(X1,Y1,dy) ve (Xo,Ys,dy) gibi iki ¢ift kutuplu metrik uzay alindiginda bir f :
(X1,Y1) = (X3,Y5) kovaryant doniisiimii veya g : (X7,Y7) X (X3, Ys) kontravaryant
doniisiimi, f : (X1,Y1,d1) = (Xo,Y2,ds) veya g : (X1, Y1,d1) X (Xo, Ya, d2) bigi-
minde (X, Y], d;)’den (Xa, Y, dy)’ye tammlanir ve bunlarin d; ve ds metrikleri iizerinde

bazi 6zellikleri verilir.

Tanmm 3.5.1. (X1,Y7,d;) ve (Xa,Ys, do) cift kutuplu metrik uzaylar, f : (X3,Y;,d;) =
(X, Y5, dy) bir doniisim ve zp € Xj, yo € Y; olsun. Her ¢ > 0 i¢in, y € Y; ve
di(xg,y) < 0 iken da(f(xo), f(y)) < € olacak gekilde bir 4 > 0 sayis1 mevcut ise f
doniistimiine x( da sol siirekli (left continuous) denir. Benzer sekilde, her ¢ > 0 i¢in,
x € Xy vedi(z,y0) < 9§ iken da(f(x), f(yo)) < € olacak sekilde bir § > 0 sayisi
mevcut ise f doniisiimiine y, da sag siirekli (right continuous) denir. Eger f doniistimii
(X1, Y1, d1) uzaymn her sol noktasinda sol siirekli ve her sag noktasinda sag siirekli ise
fe siirekli denir. g : (X1, Y7,d;) X (Xs, Ys, ds) bir kontravaryant doniisiim, xy € X ve
Yo € Y7 olmak iizere eZer ? (X, ,d) = m doniisiimii xy da sol siirekli

ise g kontravaryant doniisiimiine x, da sol siirekli, 7 doniistimii 3, da sag siirekli ise g
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kontravaryant doniisiimiine ¥, da sag siirekli ve 7 doniistimii siirekli ise g kontravaryant

doniistimiine siirekli denir.

Buradaki sol ve sag siireklilik kavramlarinin R deki soldan ve sagdan siireklilik

kavramlariyla bir ilgisinin olmadigina dikkat edilmelidir.

Onerme 3.5.2. Bir f kovaryant veya kontravaryant doniisiimiiniin bir noktada sol siirekli
olmasi i¢in gerek ve yeter sart ? karsitinin bu noktada sag siirekli olmasi; f’in bir nok-
tada sag siirekli olmasi icin gerek ve yeter sart 7} karsitinin ayni noktada sol siirekli
olmasi ve f’in uzayin tamaminda siirekli olmasi icin gerek ve yeter sart 7) karsitinin

uzayin tamaminda siirekli olmasidir.

Asagidaki 6rnek bir merkezi noktada sol siireklilik ve sag siireklilik kavramlarinin

birbirlerini gerektirmedigini géstermektedir.

Ornek 3.53. X = [0,1], Y = {0,1} olmak iizere d : X x Y — R*, d(x,y) = |z —
y| olacak sekilde (X,Y,d) ¢ift kutuplu metrik uzay1 verilsin. [z], z’nin tam degerini
gostermek tizere f : (X,Y,d) =2 (X,Y,d) doniisimii her z € X UY icin f(z) = []

biciminde tanimlansin. 1 € X sol noktasini ele alinsin. 0 € Y i¢in

d(1,0) = 1, d(f(1), f(0)) = d(1,0) = 1
vel € Y i¢in

d(1,1) =0, d(f(1), f(1)) = d(1,1) =0
olur. Bir € > 0 sayist i¢in 6 = 1 olarak segilirse y € Y i¢in d(1,y) < 6 iken y = 1 olur.

Bu durumda

d(f(1), f(y)) = d(f(1), f(1)) =d(1,1) =0 < e
oldugu goriiliir. Buradan her € > 0 i¢in f doniistimiiniin 1 noktasinda sol siirekli oldugu
soylenir. Simdi de 1 € Y sag noktasi olarak goz 6niine alinsin. Her = € X i¢in d(z, 1) =
|z — 1] = 1 — x olup, x # 1 olmast durumunda d(f(z), f(1)) = d(0,1) = 1vez =1
olmast durumunda d(f(1), f(1)) = 0 olur. ¢ = 1 > 0 sayis1 ele alinsin. Her x € X
icin d(x,1) < 0 = d(f(x), f(1)) < 1 6nermesi dogru olacak sekilde bir § > 0 sayis1
bulunmahdir. d(f(z), f(1)) < 1 olacak sekildeki tek = € X noktas1 z = 1 oldugundan

bu ifade, 1 — v < § = x = 1 ifadesine denktir. Bu durumda segilebilecek her 6 > 0
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)
sayist icin, * = 1 — 5 sayist 1 — 2z < 9§ esitsizligini saglarken = # 1 oldugundan bu

Onerme saglanmaz. Dolayisiyla f, 1 noktasinda sag siirekli degildir.

Tamm 3.54. (X1,Y),d;) ve (X3, Ys, ds) cift kutuplu metrik uzaylar, xy € X; ve yo € Y
olsun. (X1,Y1,d;) uzayinda (y,) — xg iken (Xs, Ys,ds)’de (f(yn)) — f(xo) oluyorsa
[ (X1, Y1, dy) = (X, Y, ds) doniisiimiine z da dizisel sol siirekli (sequential left con-
tinuous) denir. (X1,Y1,d;)’de (x,) — yo iken (X, Ys, dy)’de (f(z,)) — f(yo) oluyorsa
[ (X1,Y1,dy) = (Xy,Ys, ds) doniisiimiine o noktasinda dizisel sag siirekli (sequential
right continuous) denir. Eger bir f : (X1,Y],d;) = (Xs, Ys, dy) doniisimii (X, Y], d;)
uzaymin her sol noktasinda dizisel sol siirekli ve her sag noktasinda dizisel sag siirekli
ise f’e dizisel siirekli denir. g : (X7,Y7,dy) X (Xa, Ys, dy) bir kontravaryant doniisiim,
xo € X1 ve yp € Y7 olmak ilizere eger ? (X, Y,d) = m doniisiimii z( da
dizisel sol siirekli ise g’nin xy da dizisel sol siirekli, 7 doniistimii y, da dizisel sag sii-
rekli ise ¢ ’nin y, da dizisel sag siirekli ve 7 doniisiimii dizisel siirekli ise g kontravaryant

doniistimiiniin dizisel siirekli oldugu soylenir.

Onerme 3.5.5. Bir f kovaryant veya kontravaryant déniisiimiiniin bir noktada dizisel sol

stirekli (bir noktada dizisel sag siirekli, uzaym tamaminda dizisel siirekli) olmasi icin
—

gerek ve yeter sart f karsitinin ayni noktada dizisel sag siirekli (ayn1 noktada dizisel sol

siirekli, uzayin tamaminda dizisel siirekli) olmasidir.

Onerme 3.5.6. Cift kutuplu metrik uzaylar arasinda tanimlanan bir kovaryant veya bir
kontravaryant doniisiimiin bir sol noktada sol siirekli olmasi i¢in gerek ve yeter sart ayni
noktada dizisel sol siirekli olmasi, bir sag noktada sag siirekli olmasi i¢in gerek ve yeter
sart ayn1 noktada dizisel sag siirekli olmasi ve uzayin tamaminda siirekli olmasi i¢in gerek

ve yeter sart dizisel siirekli olmasidir.

Onerme 3.5.7. Metrik uzaylarda bir f : (X;,d,) — (X, d) fonksiyonunun dizisel
stirekli olmast i¢in gerek ve yeter sart, f : (X, X, d;) = (Xs, Xs, d2) kovaryant donii-

stimiiniin dizisel siirekli olmasidir.

Metrik uzaylarda siireklilik ile dizisel siirekliligin denkligi, Onerme 3.5.6 ve

Onerme 3.5.7 kullanilarak asagidaki sonug ifade edilebilir.
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Sonug 3.5.8. Metrik uzaylarda bir f : (X;,d;) — (X3, dy) fonksiyonunun siirekli olmasi
icin gerek ve yeter sart, f : (X1, X1,d1) = (X2, X5, ds) kovaryant doniigiimiiniin siirekli

olmasidir.

Onerme 3.5.9. (XY, d) bir ¢ift kutuplu metrik uzay olmak iizere (x,,) bir sol dizi, y bir
sag nokta, (y,) bir sag dizi ve x bir sol nokta olsun. Eger (z,,) — y ve (y,) — x ise RT

da (d(zyn,yn)) — d(x,y) olur.

Onerme 3.5.10. Cift kutuplu metrik uzaylarda taniml iki siirekli doniisiimiin bileskesi

de siireklidir.

3.6. Cift Kutuplu Metrik Uzaylarda Banach ve Kannan Sabit Nokta Teorem-
leri
Bu kisimda, [25]’te verilmis olan Banach ve Kannan sabit nokta teoremleri ispat-

lar1 verilmeksizin kisaca ifade edilmistir.

Tamm 3.6.1. (XY, d) bir ¢ift kutuplu metrik uzay, f : (X,Y,d) = (X, Y, d) bir kovar-
yant 6zdoniisiim olsun. Eger her (z,y) € X x Y i¢in

() d(f(x), f(y)) < Ad(x,y) olacak sekilde bir A > 0 sayist varsa f’e Lipschitz
siirekli (Ing. Lipschitz continuous),

(i) d(f(z), f(y)) < d(z,y) oluyorsa f’e genislemeyen (Ing. nonexpansive),

(iii) d(f(z), f(y)) < d(x,y) oluyorsa f’e biiziilebilir veya kontraktif (Ing. cont-
ractive),

(iv) d(f(z), f(y)) < Ad(z,y) olacak sekilde bir 0 < A < 1 sayist bulu-
nabiliyorsa f’e biiziilme veya daralma (Ing. contraction) denir. Benzer sekilde g :
(X,Y,d) X (X,Y,d) bir kontravaryant 6zdoniisim olmak iizere her (z,y) € X x Y
icin

(i) d(g(y), g(x)) <

(ii) d(g(y), g(x)) < d(x,y) olmas,

(iii) d(g(y), g(z)) < d(x,y) olmas1 ve

(iv) d(g(y), g(x)) < Ad(z,y) olacak sekilde bir 0 < A < 1 sayist bulunmasi

Ad(z,y) olacak sekilde A > 0 sayis1 bulunmasi,

durumlarinda g’ye sirasiyla Lipschitz siirekli, genislemeyen, biiziilebilir (veya kontraktif)

ve biiziilme (veya daralma) denir.
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Onerme 3.6.2. Bir f kovaryant veya kontravaryant 6zdoniisiimii biiziilme ise biiziilebilir,

biiziilebilir ise genislemeyen, genislemeyen ise Lipschitz siireklidir.

Teorem 3.6.3 (Banach Sabit Nokta Teoremi). [25] Bir tam ¢ift kutuplu metrik uzayin

her kovaryant biiziilme 6zdoniisiimiiniin bir tek sabit noktas1 vardir.

Teorem 3.6.4 (Kontravaryant Banach Sabit Nokta Teoremi). [25] Bir tam ¢ift kutuplu

metrik uzayin her kontravaryant biiziilme 6zdoniisiimiiniin bir tek sabit noktas1 vardir.
Teorem 3.6.5 (Kannan Sabit Nokta Teoremi). [25] (X, Y’ d) bir tam ¢ift kutuplu met-
1
rik uzay, T : (X,Y,d) XX (X, Y, d) olsun. Eger bir o € (0, 5) sabiti,
d(Ty,Tz) < a(d(z,Tx) 4+ d(Ty,y))
olmasini her (z,y) € X x Y i¢in saghyor ise bu takdirde 7" : X UY — X UY fonksi-

yonunun bir tek sabit noktas1 vardir.

Ornek 3.6.6. [25] X, R’nin tek noktadan olusan biitiin altkiimelerinin ailesi ve Y, R’nin
bos olmayan biitiin kompakt altkiimelerinin ailesi olsun. d : X x Y — R* fonksiyonu

her {x} € X veher C € Y igin
d({z},C) = |z — nf(C)| + |z — sup(C)]

ile tanimlansin. Bu durumda (XY, d) tglisti bir tam ¢ift kutuplu metrik uzay olur.

T:(X,Y,d) X (X,Y,d) kontravaryant doniistimii her A € X UY i¢in

e {inf(A)+sup(A)+6} R

8

1
biciminde tanimlansin. Bu kontravaryant doniisiim o = 3 icin
d(Ty,Tx) < a(d(z,Tx) +d(Ty,y))

esitsizliini saglar. Boylece T nin bir tek sabit noktasi vardir. Ger¢ekten de {1} € X NY

kiimesi, bu kontravaryant doniisiimiin tek sabit noktasidir.
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4. ARASTIRMA BULGULARI

Bu boliimde cift kutuplu metrik uzaylarda bazi genellestirilmis ve 6zel sabit nokta

teoremleri ifade edilmistir.

4.1. Cift Kutuplu Metrik Uzaylarda Ikili Sabit Nokta Teoremleri

Bu kisimda Bhaskar ve Lakshmikantham [33] tarafindan metrik uzaylar tizerinde
tanimlanan ve periyodik sinir deger problemlerinin, diferansiyel denklemlerin ve lineer
olmayan integral denklemlerin ¢oziimlerinin varli§inin ve tekliginin incelenmesinde fay-
dalamilan, ikili (Ing. coupled) sabit nokta teoremleri ¢ift kutuplu metrik uzaylarda tanim-
lanmis ve bu teoremlerle ilgili bazi sonuglar verilmistir. Bu boliimde verilenler [34]’te

yayimlanmisgtir.

Tanmm 4.1.1. (XY, d) bir ¢ift kutuplu metrik uzay ve F : (X2, Y?) = (X,Y) bir ko-
varyant doniisiim olsun. Eger F'(a,b) = a ve F(b,a) = bise, (a,b) € X2UY?ye F’in

bir ikili sabit noktas1 denir.

Teorem 4.1.2. (X,Y,d) bir ¢ift kutuplu metrik uzay, F' : (X?,Y?) = (X,Y) bir ko-
varyant doniisiim ve k, [ negatif olmayan sabitler olmak iizere £ 4+ [ < 1 olsun. Eger her
a,be X,p,q €Y igin

d(F(a,b), F(p,q)) < kd(a,p) +1d(b, q), 4.1

kosulu saglaniyor ise, F': X2 UY? — X UY bir tek ikili sabit noktaya sahiptir.

ispat: ao,bo € X ve Po, 9o & Y olsun. ap = F(ao, bo), bl = F(bo,ao), pP1 = F(p(),q()),
@1 = F(qo,po) olacak sekilde a1,b; € X ve p1,q1 € Y alinsin. Benzer olarak, as =
F(al, bl), b2 = F(bh(ll), P2 = F(ph{h), Qo = F(ql,pl) olacak §ek11de asg, b2 € X ve
P2, @2 € Y alinsin. Benzer yolla, her n € N icin

Apt1 = F<a’nvbn)7 bn+1 = F(bn7an>7 Pn+1 = F<pn7qn>7 Gn+1 = F(Qnapn)

olacak sekilde (ay,, p,) ve (by, ¢,) ¢ift dizileri elde edilir. £ 4+ [ = X olsun. (4.1) esitsizli-

ginden hern € Nve A < 1igin

d(anapn-i-l) = d(F(an—labn—l)vF(men))a
S kd<an—17pn) + ld(bn—l) Qn> (42)
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ve
d(bnaQn-i-l) = d(F(bn—lvan—l)aF(Qnapn))a
< kd(by-1,qn) + ld(an_1,pn) (4.3)
ifadeleri elde edilir. Her n € N icin
En = d(anapn—i-l) + d(bn7 Qn+1)
olsun. (4.2) ve (4.3) ifadelerinden,
€n = d(anaanrl) + d(bm Qn+1>
S kd(an—lapn) + ld(bn—la Qn) + kd(bn—la qn) + ld<an—17pn)

= (k+1)(d(an—1,pn) + d(bp-1,Gn))

= Aepq
oldugu elde edilir. Bu durumda
0< e, <Aepo1 <A n <o < Aleg (4.4)
olur. Diger taraftan, her n € N ve A < 1 i¢in
d(ant1,pn) = d(F(an, bn), F(pn-1, gn-1));
< kd(an, pn-1) + ld(bp, gn-1) (4.5)
ve
d(bni1,¢n) = d(F(bn; an), F(gn-1,Pn-1));
< kd(bn, ¢n-1) + ld(an,pn-1) (4.6)
olur. Her n € N7 i¢in
S$n = d(ant1,pn) + d(bpt1, Gn)
olsun. (4.5) ve (4.6) ifadelerinden,
Sp = d(ant1,pn) + d(bns1, qn)
< kd(an,pn-1) +1d(by, gn-1) + kd(b,, ¢n—1) + ld(ay, pn—1)

= (k+D(d(an, pa-1) + d(bn, gn-1))

= )\Snfl
oldugu elde edilir. (4.4) ifadesine benzer olarak

0 <5 S Aspo1 S M550 <00 < A'sg 4.7)
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ifadesi elde edilir. Ayrica, her n € Nve A < 1 i¢in
d(an, pn) = d(F(an-1,bn-1), F(Pn-1,4n-1)),
< kd(an—1,pn—1) + 1d(by—1,qn-1) (4.8)
ve
(b, qn) = d(F(bp-1,an-1), F(gn-1,Pn-1));
< kd(bn—1,qn-1) + ld(an_1,pn-1) 4.9)
ifadeleri elde edilir. Burada, her n € N icin
tn = d(an, pn) + d(bn, qn)
olsun. (4.8) ve (4.9) ifadelerinden
tn = d(an,pn)+ d(bn, qn)
< kd(an—1,pn-1) + ld(bn_1,qn-1) + kd(bn_1,qn—1) + ld(an_1,Pn-1)

= (k+0)(d(an-1,pn-1) + d(ba_1,¢n-1))

= )\tnfl
ifadesi elde edilir. Boylece
0 <ty < Moy S Nyp <o < A (4.10)

olur. (B3) aksiyomu kullanilarak her bir n,m € N, n < m i¢in

d(an,pm) < d(an, pps1) + d(ans1, Pps1) + -+ + d(@m-1,Pm), (4.11)

d(bn, @m) < d(bn, Gni1) + d(boi1, Gnar) + -+ + d(br—1, Gm) (4.12)
ve

d(am,pn) < d(am, pm-1) + d(@m-1,Pm-1) + -+ + d(ant1,p0),  (4.13)

d(bm, @n) < d(bm, Gm-1) + d(bp-1, Gm-1) + - - + d(bns1, Gn) (4.14)

ifadeleri elde edilir. (4.4), (4.7), (4.10), (4.11), (4.12), (4.13) ve (4.14) ifadelerinden n <
m icin
d(an, pm) + d(bn, gm) < (d(an, pnt1) + d(bn, Gni1))
+(d(@ny1, Pos1) + d(bnir, Guyr)) + -+
+(d(am-1,Pm-1) + d(b-1, qm-1))
(

+(d(am-1,pm) + d(bm-1, ¢m)),
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= e+ tn+1 +epp1 +00F tm—1 + €m—1,
< )\”eo + )\n—Hto + )\n+1€0 + -4 )\m_lto + )\m_leo,
— (/\n+/\n+1+_._+)\m—1)60

AT A2 AT,
/\n )\n—i—l
2 T

IA

to (4.15)

veE

d(am, pn) + d(bm, @n) < (d(am, Pr-1) + d(bm, Gn-1))
+(d(@m—1,pm-1) + d(bm-1, Gm-1)) + - -~
+(d(ant1, Put1) + d(bns1s Gnrr))
+(d(an+1,pn) + d(bnt1, Gn)),
= Spo1ttme1+ T+ Spp1 + bug1 + Sn,
< AN lsg + AT g 4+ A g+ AT g o+ Asg,
= A"+ X4+ A s

+(>\n+1 + >\n+2 et )\m_l)to,

< ] in)\so + 1>\n_+;t0 (4.16)
oldugu goriiliir. Keyfi bir € > 0 i¢in
Amo Ao+l € Amo Ao+l €
1_)\€0+1_)\t0<§ ve 1_)\so+1_)\t0<§

olacak sekilde ng sayist mevcuttur. (4.15) ve (4.16) esitsizliklerinden her bir n,m > nyg
icin

d(an, pm) + d(by, gm) < %
olur. Bu durumda, (a,, p,) ve (b,, q,) Cauchy cift dizileridir. (X, Y, d) tam oldugundan,

ayp — P, by — q, pp —aveq, —b 4.17)
olacak sekilde a,b € X ve p,q € Y vardir. Buradan her n > n; ve € > 0 i¢in

%%m<§wmm@<gdmm@<§wﬂmm<§

olacak sekilde n; € N vardir. (a,,p,) ve (b,, @) birer Cauchy cift dizisi oldugundan,

d(an,pn) < g ve d(by, qn) < % olur. Boylece, (4.1) ifadesinden her birn € Nve A < 1

icin

d(F(a’a b)7p) S d(F(CL7 b>7pn+1) + d<an+17pn+1) + d(an+17p>
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= d(F(CL, b)? F(pm Qn)) + d<an+17pn+l) + d(an+17p)
< kd(a,pn) +1d(b, gn) + d(ant1, Pnt1) + d(ans1, p)

€ € € €
< ks+lz+5+3

3737373
€ €
= A\=-+2-<
g teg =€

olur. Bu durumda, d(F'(a,b),p) = 0 ve dolayisiyla F'(a,b) = p olur. Benzer sekilde,
F(b,a) = q, F(p,q) = a ve F(q,p) = bifadeleri elde edilir. Diger taraftan, (4.17)’den

d(a,p) = d(lim p,, lim a,) = lim d(a,,p,) =0
n—oo n—oo

n—oo

ve
d(b,q) = d( lim g, lim b,) = lim d(b,,q,) =0
n—oo n—oo n—oo
olur. Boylece, a = p ve b = ¢ olur. Dolayisiyla, (a,b) € X? NY?2, F’in bir ikili sabit

noktasidir.
Simdi de tekligi gostermek i¢in F’in bir bagska (a*,0*) € X2 N Y? ikili sabit
noktasinin varlig1 kabul edilsin. Bu durumda
d(a*,a) = d(F(a",b"), F(a,b)) < kd(a®,a) + 1d(b", b)
ve
d(b*,b) = d(F(b*,a"), F(b,a)) < kd(b*,b) + ld(a*, a)
ifadeleri elde edilir. Dolayisiyla,
d(a*,a) +d(b*,b) < A(d(a™,a) + d(b*,b)) (4.18)

olur. (4.18) ifadesinde A\ < 1 oldugundan, d(a*,a) 4+ d(b*,b) = 0 olur. Boylece, a* = a
ve b* = b oldugu elde edilir. Bu durumda, (a,b), F”in bir tek ikili sabit noktasidir. [ |

Eger Teorem 4.1.2°de k ve [ sabitleri esit alinirsa, asagidaki sonug elde edilir.

Sonug¢ 4.1.3. (X,Y,d) bir tam ¢ift kutuplu metrik uzay, F' : (X% Y?) = (X,Y) bir
kovaryant doniisiim ve k, [ negatif olmayan sabitler olmak iizere £ < 1 olsun. Eger her

a,be X,p,q €Y igin

d(F(a,b), F(p,q)) < =(d(a,p) + d(b,q)), (4.19)

[N

kosulu saglaniyor ise, F': X2 UY? — X UY bir tek ikili sabit noktaya sahiptir.
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Simdi de ikili sabit nokta teoreminin ¢ift kutuplu metrik uzaylarda bir bagka ge-

nellestirilmesi ifade edilsin.
Tanmm 4.14. (X,Y,d) bir ¢ift kutuplu metrik uzay, a € X, p € Y ve F
(X xY)Y x X) =2 (X,Y) bir kovaryant doniisiim olsun. Eger
F(a,p) = ave F(p,a) =p
ise (a,p)’ye F’in bir ikili sabit noktas1 denir.
Teorem 4.1.5. (X,Y,d) bir tam ¢ift kutuplu metrik uzay, F : (X XYY x X) =

(X,Y) bir kovaryant dontisiim ve &, [ negatif olmayan sabitler olmak iizere k + [ < 1

olsun. Eger her a,b € X, p,q € Y i¢in
d(F(a,p), F(q,b)) < kd(a, q) + ld(b, p), (4.20)

kosulu saglamyorise, F' : (X xY)U(Y x X) — XUY bir tek ikili sabit noktaya sahiptir.

Ispat: Teorem 4.1.2’nin ispatina benzer olarak, (a,, p,) ve (bn, g,) cift dizileri asagidaki

gibi tanimlansin. Her n € N icin
An+1 = F(an;pn)u Pn+1 = F(pn; an)u bn+1 - F<bn; Qn) Ve @n+1 = F(Qna bn)
biciminde alinsin. k£ + [ = A olsun. Bu durumda, (4.20)’den, her n € N ve A < 1 i¢in

d(an>Qn+1) = d(F(an—lapn—l)aF(qn7bn))7
< kd(an—1,qn) + ld(bn, pp—1) (4.21)

d(an—l—hQn) = d(F(anapn)vF(Qn—labn—1>>7

kd(an, gn-1) + 1d(bn_1,pn) (4.22)

IN

d(bn7pn+l) - d(F(bn—laqn—1>7F(pnaan)>’
kd(by—1,pn) + ld(an, ¢n_1) (4.23)

IA

d(bn+17pn) - d<F(bn7Qn)aF(pn—laan—1>>7
< kd(bn,pn-1) + ld(an_1,q,) (4.24)

ifadeleri elde edilir. Her n € N icin

€n = d(am Qn—i-l) + d(bn+17pn>
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ve
$n = d(ant1,qn) + d(bn, Prt1)
olarak alinsin. (4.21), (4.22), (4.23) ve (4.24) esitlikleri kullanilarak
en = d(an, qns1) + d(bnt1,pp)
< kd(an-1,qn) + 1d(bn, pn—1) + kd(bpn, pn—1) + ld(an_1, g)
= (k+D)(d(an-1,qn) + d(bn; pn-1))
= Aepq
ve
Sn = d(ant1,qn) + d(bn, 1)
< kd(an, gn-1) + 1d(by_1,pn) + kd(by_1,pn) + ld(an, Gn-1)
= (k+D)(d(an; gn-1) + d(bn-1,pn))
= AS,_1
ifadeleri elde edilir. Buradan,
0<e, <Aepo1 < Nepp <o < Aleg (4.25)
ve
0< 5, < ASp1 < A28,_0 < -+ < A"sg (4.26)
olur. Diger taraftan, her n € N ve A < 1 i¢in
d(an, qn) = d(F(an-1,Pn-1), F(gn-1,bn-1)),
< kd(an-1,qn-1) +1d(bp—1,Pn-1) (4.27)
ve
d(bn,pn) = d(F(bn-1,Pn-1), F(Pn-1,an-1)),
< kd(bp—1,pn-1) + ld(an—1, ¢n-1) (4.28)
olur. Her n € N icin
tn = d(an, qn) + d(bn, pn)
olarak alinsin. (4.27) ve (4.28) esitsizliklerinden,
tn = d(an, )+ d(by,pn)

S kd(an—h Qn—l) + ld(bn—hpn—l) + kd(bn—hpn—l) + ld(an—h Qn—1>
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= (k + l)(d<an71a Qn71> + d(bnflapnfl))

= )\tn—l
ifadesi elde edilir. Buradan,
0 <ty < Ayt < Nyo <o < N (4.29)

oldugu goriiliir. Bu durumda, her bir n, m € N, n < m i¢in

d(an, gm) < d(an, @ns1) + d(@nr1; gnir) + -+ + d(@m-1Gm), (4.30)
d(bn,pm) < d(bn,pnt1) + d(bngr, Pogr) + -+ + d(b—1, Pm), (4.31)
d(am; @n) < d(m, 1) + d(@m-1,Gm-1) + -+ + d(ant1, @), (4.32)
d(bm,pn) < d(bm; pm—1) + d(bm-1,Pm—1) + - -+ + d(bns1,Pn) (4.33)

olur. (4.25), (4.26), (4.29), (4.30), (4.31), (4.32) ve (4.33) ifadelerinden n < m i¢in

d(an; gm) + d(bm, pn) < (d(an, gn1) + d(bngr, pn))
+(d(ant1, @n1) + d(bpt1, Prt1)) + -+
+(d(@m—1; gm-1) + d(by—1,Pm-1))
+(d(am—1,qm) + d(bmy Pm-1)),
= enttnprtenp1 oty +emo,
< Ay + A 4 A e 4 e AT 4 A e,
= A"+ A4 4 A e
FAMFE N2 XY,
" At

)\ t1o )\to (4.34)

IN

ve

d(am, gn) + d(bn, prm) < (d(am, Gm—1) + d(bm—1,Pm))
+(d(am-1, gm-1) + d(bm-1, Pm-1)) + - -~
+(d(an+1; Gnr1) + d(bpt1, Prs1))
+(d(an+1, qn) + d(bn, Pry1)),
= Spm-1+tmo1+ -+ Spr1 F st + S,
< A" lsg + N g 4+ A sy + AT g+ A s,
= A"+ AT 4 A s

_,_()\n-l—l + )\n+2 et )\m_l)to,
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)\n )\n—i—l

< =% + - )\to (4.35)
ifadeleri elde edilir. Keyfi € > 0 i¢in
A" Anotl € A0 Anotl €
m60+mto<§ ve 1_)\So+1_)\t0<§

olacak sekilde ng var oldugundan, her bir n, m > ng icin (4.34) ve (4.35) ifadeleri kulla-

nilarak

d(an, gm) + d(bm, pn) <

Wl ™

ifadesi elde edilir. Bu durumda, (a,,q,) ve (b,,p,) birer Cauchy cift dizileridir.
(X, Y, d)’nin tamhig1 kullanilarak

Qn — ¢, by — p, pn = bveq, — a (4.36)
olacak sekilde a,b € X ve p,q € Y’nin varligindan s6z edilebilir. Bu durumda, her
n > ny ve € > 0 igin

€ € € €
d n _7dbn7 _7db7 n 5 d sy Un o
(a q)<3 ( p)<3 (p)<3ve (aq)<3

olacak sekilde n; € N vardir. (a,,qn) ve (bn,pn), Cauchy cift dizileri oldugundan,
d(an, qn) < g ve d(bn,pn) < % olur. Dolayisiyla, (4.20)’den her birn € Nve A\ < 1
icin
d(F(a,p),q) < d(F(a,p),qns1) + d(@ni1, Gny1) + d(@ni1, q)
= d(F(a,p), F(pn,bn)) + d(ans1, Gny1) + d(any1, )
< kd(a,qn) + ld(b,,p) + d(ant1, @ny1) + d(ant1,9)

€ € € €
< ks+lz+5+3

3737373
€ €
= A +2-<
3 Te3 e

olur. Bu durumda, d(F'(a,p),q) = 0 = F(a,p) = g olur. Benzer olarak, F'(p,a) = b,
F(b,q) = pve F(q,b) = aifadeleri elde edilir. (4.36)’dan

d(a,q) = d(lim g,, lim a,) = lim d(an,¢,) =0
n—oo n—oo

n—oo

ve

d(b,p) = d( lim p,, lim b,) = lim d(b,,p,) =0
n—oo n—oo n—oo

ifadeleri elde edilir. Dolayisiyla, a = ¢ ve b = p olur. Bu durumda, (a,p) € (X xY)N
(Y x X)), F’in bir ikili sabit noktasidur.
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Simdi de tekligi gostermek igin F’in bir bagka (a*, p*) € (X xY)N (Y x X) ikili
sabit noktasinin varlig1 kabul edilsin. Bu durumda
d<a*7 a) = d(F(a*,p*), F(CL?p)) < kd(a*v CL) + ld(p*,p)
ve
d(p*,p) = d(F(p*,a*), F(p,a)) < kd(p*,p) + ld(a*, a)
ifadeleri elde edilir. Buradan
d(a*,a) +d(p*,p) < Ad(a*,a) + d(p*,p)) (4.37)
oldugu goriiliir. A < 1 oldugundan, d(a*,a) + d(p*,p) = 0 olur. Bdylece, a* = a ve

p* = p oldugu elde edilir. Dolayisiyla, (a, b), F”in bir tek ikili sabit noktasidir. |

Sonug 4.1.6. (X, Y, d) bir tam ¢ift kutuplu metrik uzay, F': (X x Y)Y x X) = (X,Y)
bir kovaryant doniisiim ve £, [ negatif olmayan sabitler olmak iizere £ < 1 olsun. Eger

hera,b € X, p,q € Y i¢in

d(F(a,p), F(q,b)) <

o |

(d(a, q) + d(b,p)), (4.38)

kosulu saglamiyor ise, F' : (X xY)U(Y x X) — X UY bir tek ikili sabit noktaya sahiptir.

Ornek 4.1.7. U, (R) ve L, (R), R iizerinde n xn tipinde sirastyla biitiin iist ve alt iicgensel
matrislerin kiimeleri olsun. d : U,(R) x L, (R) — R* fonksiyonu her A = (a;;)nxn €
Un(R) ve B = (bij)nxn € Ln(R) matrisleri i¢in
d(A,B) = |ai; — by
ij=1
biciminde tanimlansin. Burada, (U, (R), L, (R), d) bir tam cift kutuplu metrik uzaydir.
(A = (aij)nxn, B = (bij)nxn) € Upn(R)* U L, (R)?* iken

F(A,B) = (%T—i_b”>
nxn

olacak sekilde
F: (U, (R)*, Ly(R)?) = (Upn(R), Ly (R))
kovaryant doniisimii goz Oniine alinsin. Herhangi bir A = (a;;)nxn, B = (bij)nxn €

Un(R) ve C = (Cij>n><n7 D= (dij)nxn € Ln(R> 1(;111

d(F(A,B),F(C,D)) = d((ajTMJ)n(%))
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bi; —d
_|_

ij

ij
3

(d(A,C)+d(B,D))

ifadesi elde edilir. Dolayisiyla, £ = 3 icin (4.19) ifadesi saglanir. Bu durumda, Sonug
4.1.3’ten I bir tek ikili sabit noktaya sahiptir. Ayrica, 0,,«,, bir sifir matris olmak iizere bu
ikili sabit noktanin

(Oan7 Onxn) € Un(R)2 N Ln(R>2

oldugu kolay goriilebilir.

Diger taraftan, eger
F: (Uy(R)*, La(R)?) = (Up(R), Ly (R))
donu§umu (A o (aij)ana B = (bij)nxn) € Un(R)2 U Ln(R)Q olmak iizere

pua - (25%)
nxn

biciminde tanimlanirsa,
1

olur. Bu durumda, k£ = 1icin F’, (4.19) ifadesini saglar. Dolayisiyla, 0,,x,, sifir matris ve I,
birim matris olmak iizere F"in ikili sabit noktalart hem (0,,xp, Opxr) € Un(R)?* N L, (R)?
hem de (I,,,1,) € U,(R)*> N L,(R)? olur. Bu durumda, F bir tek ikili sabit noktaya
sahip degildir. Buradan su sonug ¢ikarilabilir ki Teorem 4.1.2’de & + [ < 1 olmasi ve
Sonug 4.1.3’te £ < 1 olmasi ikili sabit noktanin tekliginin saglanmasi i¢in ¢ok onemli

kosullardir.

4.2. Cift Kutuplu Metrik Uzaylarda Ortak Sabit Nokta Teoremleri

Bu kisimda lineer olmayan integral denklemler, dinamik programlama ve Ury-
sohn integral denklemlerde 6nemli uygulamalara sahip olan ve Jungck [35] tarafindan ilk
defa 1976 yilinda ifade edilen ortak (/ng. common) sabit nokta teoremleri ¢ift kutuplu
metrik uzaylar lizerinde tanimlanmig ve bu sabit nokta teoremleri ile ilgili ¢esitli sonuglar

verilmisgtir.
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Tanm 4.2.1. (X,Y,d) bir ¢ift kutuplu metrik uzay ve S, 7' 6zdoniisimleri (X,Y)
tizerinde kovaryant veya kontravaryant olsun. Eger Sz = Tz = 2z olacak sekilde bir

z € X UY noktas var ise bu noktaya S ve 1" doniisiimlerinin ortak sabit noktasi denir.

Tanim 4.2.2. f ve g 6zdoniisiimleri (X, Y') iizerinde kovaryant veya kontravaryant olsun.

Egerher x € X UY i¢in g(f(z)) = f(g(x)) ise g doniisimii f ile degismelidir denir.

Teorem 4.2.3. (XY, d) bir ¢ift kutuplu metrik uzay ve f : (X,Y) = (X,Y’) kovaryant
doniigiimii siirekli olsun. Eger f ile degismeli olan g : (X,Y) = (X,Y) kovaryant
déniisimi, o € (0,1), g(X) C f(X) ve g(Y) C f(Y) olmak tizere herz € X vey € YV
icin

d(g9(z),9(y)) < ad(f(z), f(y)) (4.39)

sartin1 sagliyor ise f ve g bir tek ortak sabit noktaya sahiptir.

Ispat: 20 € X,y € Y ve f(z1) = g(x0), f(11) = g(yo) olsun. Daha genel olarak

f(@n) = g(xn-) ve f(yn) = 9(yn-1) (4.40)
olacak sekilde (x,, y,) secilirse (f(x,), f(yn)) ve (9(zn), 9(yn)), (X,Y") iizerinde birer
¢ift dizi olur. g(X) C f(X) ve g(Y) C f(Y) oldugundan bu se¢im yapilabilir. (4.39) ve
(4.40) ifadelerinden her n € N icin

IA
e
S

d(g(zn), 9(yn))

< a"d(g(x0), 9(y0)) (4.41)
ifadesi elde edilir. Diger yandan, (4.39) ve (4.40) ifadeleri kullanilarak
d(g(xn)7 g(yn+1)) S Oéd(f(mn)a f(ynJrl))

= ad(g(rn-1),9Yn))
2d(f(xn_1), f(yn))

IN

IN

a"d(g(xo), 9(y1)) (4.42)
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ifadesi elde edilir. n > m olmak iizere her n, m € Nicin, (4.41) ve (4.42) ifadelerinden

d(g(xn), 9(ym)) < d(g(xn), 9(yn)) + d(9(zn-1), 9(yn)) + d(g(zn-1), 9(yn-1))
+d(g9(2n—-2), 9(Yn-1)) + - + d(g(xm), 9(Ym+1))
+d(9(xm), 9(ym))

a”d(g(x0). 9(yo)) + "~ d(g(x0), g(y1))

+a" " d(g(wo), 9(yo)) + " *d(g(wo), g(11))

+ -+ a™d(g(z0), 9(y1)) + o™ d(g(20). 9(¥0))

= (@ +a" -+ a™)d(g(x0), 9(11))

IA

H" a4 a™)d(g(20), 9(%0))
(d(g(w0), 9(y0)) + d(g(w0), g(y1)))

ifadesi elde edilir. K > 0 olmak iizere d(g(xo), f(g0)) + d(g(z0),9(y1)) = K esitligi

m

«

<
- 1l-«

almsin. « € (0, 1) oldugundan her € > 0 i¢in ny < n iken K < e olacak sekilde bir

no € N vardir. Benzer olarak, m > n > n; olmak iizere yetegnce biiytik her n,m € N
icin d(g(x,), 9(ym)) < € olacak sekilde bir n; € N vardir. Diger taraftan, benzer yolla
yeterince biiyiikk her n,m € N i¢in d(f(z,), f(ym)) < € oldugu da gosterilebilir. Bu
durumda (f(z,), f(yn)) ve (9(xn), 9(yn)), (X, Y, d) iizerinde birer Cauchy cift dizisidir.
(X,Y,d) bir tam ¢ift kutuplu metrik uzay oldugundan (f(x,), f(y,)) ve (g(xn), 9(yn))
cifte yakinsaktir. Bu durumda, n — oo iken f(x,) — z ve f(y,) — =z olacak sekilde
z € XNY vardir. (4.40) ifadesi kullanilarak n — oo iken g(z,,) — 2 ve g(y,) — z oldugu

sOylenebilir. f kovaryant doniisiimii siirekli oldugundan (4.39) ifadesinden faydalanilarak

g doniistimiiniin de siirekli oldugu soylenebilir. f ve ¢g’nin degisebilirligi ve siirekliligi

kullanilarak
f(z) = f(lim f(an)) = lim f*(z,) (4.43)
() = J(lim glr) = lim f(g(e,) = Tm g(f(z,)) (444

esitlikleri elde edilir. (4.39) ifadesinden

d(g(f(2n)), 9(2)) < ad(f*(2n). f(2))

olur. n — oo iken limit alinirsa (4.43) ve (4.44) ifadelerinden

d(f(2),9(z)) < ad(f(z2), f(2))
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esitsizligi elde edilir. Bu durumda, 0 < d(f(2),9(z)) < 0 olur. Bu da f(z) = g(z)

olmasini gerektirir. (4.39) ifadesinden

d(g(za), 9(2)) < ad(f(xn), f(2))

oldugu goriiliir. n — oo icin limit alinirsa

d(z,9(2)) < ad(z, f(2)) = ad(z,9(2))

esitsizligi elde edilir. Bu durumda, ¢g(z) = z ve dolayisiyla f(z) = g(z) = z olur. Sonug

olarak, z, f ve ¢g’nin ortak bir sabit noktasidir.

Simdi de ortak sabit noktanin tekligi gosterilsin. z ve t’nin z # t olacak sekilde
f ve g’nin ortak iki sabit noktasi oldugu varsayilsin. Bu durumda, z = g(z) = f(z) ve

t = g(t) = f(t) olur. Buradan a € (0, 1) olmak iizere

d(z,t) = d(g(z),9(t))
< ad(f(2), f(t))
= wd(z,t)
olur. Bu da d(z,t) = 0 oldugunu ifade eder. Boylece z = ¢ olur. Dolayisiyla, f ve g bir

tek ortak sabit noktaya sahiptir. ]

Teorem 4.2.4. (XY d) bir ¢ift kutuplu metrik uzay ve f : (X,Y) XX (X, Y') kontravar-
yant doniisiimii siirekli olsun. Eger f ile degismeli olan g : (X,Y") XX (X,Y’) kontravar-
yant doniisiimii, o € (0,1), g(X) C f(X) ve g(Y) C f(Y) olmak iizere her x € X ve
y € Y i¢in

d(9(y), 9(x)) < ad(f(y), f(x))

sartin1 sagliyor ise f ve g bir tek ortak sabit noktaya sahiptir.

Ispat: Teorem 4.2.3’iin ispatina benzer sekilde ispat yapilabilir. |

Teorem 4.2.5. (XY, d) bir ¢ift kutuplu metrik uzay ve f : (X,Y) XX (X,Y) kontravar-
yant doniisiimii siirekli olsun. Eger f ile degismeli olan ¢ : (X,Y) = (X,Y) kovaryant
doniisimi, o € (0,1), g(X) C f(Y) ve g(Y) C f(X) olmak tizere herz € X vey € YV
icin

d(g(x),9(y)) < ad(f(y), f(x)) (4.45)
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sartin1 sagliyor ise f ve g bir tek ortak sabit noktaya sahiptir.

Ispat: zo € X,y €Y, f(zo) = g(yo) ve f(y1) = g(xo) olsun. Daha genel olarak

f(xn) = g(yn) ve fyn) = g(2n-1) (4.46)
olacak sekilde (z,,y,) secelim. Bu durumda (f(y,), f(z,)) ve (9(xn),9(yn)), (X,Y)
iizerinde birer ¢ift dizidir. g(X) C f(Y) ve g(Y) C f(X) oldugundan boyle bir se¢im
yapilabilir. (4.45) ve (4.46) ifadelerinden her n € N i¢in
d(g(zn), 9(yn)) < ad
= ad(g(zn-1),9(yn))
f(yn), fan-1))

9(Tn-1),9(Yn-1))

|
—~ —~

< o®"d(g(x0), 9(y0)) (4.47)

ifadesi elde edilir. Diger taraftan, (4.45) ve (4.46) ifadelerinden

d(g(Tni1),9(yn)) < @d(f(yn), f(Tni1))
= ad(g(zn-1), 9(Ynt1))
< 2d(f(Yn1a); f(2n1))
(9(n), 9(Yn-1))

< o®d(g(21), 9(yo)) (4.48)

olur. m > n olacak sekilde her n, m € N i¢in (4.47) ve (4.48) ifadelerinden

d(g(x0), 9(ym)) < d(g(@n), 9(Yn)) + d(9(®nr1), 9(yn)) + d(9(2n11), 9(Yn11))
+d(9(Tn+2), 9(Ynt1)) + - + d(g(Tm), 9(Ym-1))
+d(g(zm), 9(ym))

a"d(g(x0), 9(yo)) + @™ d(g(x1), 9(yo))

+a?2d(g(x0), 9(yo)) + @ F2d(g(21), 9(o))

+ a2 d(g (1), 9(wo)) + @™ d(g(x0), 9(wo))

= (@ + o™+ +a®)d(g(20), 9(10))

IN
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(@ 4+ a® 2 4 - 4?2V d(g(z1), 9(yo))
T2 (d(g(z0), 9(y0)) + d(g(21), 9(y0)))

«
ifadesi elde edilir. X' > 0 olmak iizere d(g(zo), 9(yo)) + d(g(z1), 9(yo)) = K esitligi

n

alinsin. @ € (0, 1) oldugundan her ¢ > 0 i¢in ng < n iken . K < e olacak sekilde

no € N vardir. Benzer olarak, m > n > n; olmak iizere her ea> 0 i¢in yeterince bii-
yik n,m € Nigin d(g(z,), g9(ym)) < € olacak sekilde n; € N vardir. Diger taraftan,
benzer yolla yeterince bityiik her n,m € N icin d(f(ym), f(z,)) < € oldugu kolayca
gosterilebilir. Bu durumda (f(y,), f(x,)) ve (9(z,), 9(yn)), (X,Y) iizerinde birer Ca-
uchy cift dizisidir. (X, Y, d) tam ¢ift kutuplu metrik uzay oldugundan (f(yy,), f(z,)) ve
(9(xn), 9(yn)) cifte yakinsaktir. Bu durumda, n — oo iken f(z,) — z ve f(y,) — 2
olacak sekilde z € X NY vardir. (4.46) ifadesi kullanilarak n — oo iken g(z,) — =
ve g(yn) — z oldugu soylenebilir. f kontravaryant dontisiimii siirekli oldugundan (4.45)

ifadesinden faydalanilarak g dontisiimiiniin de siirekli oldugu sdylenebilir. f ve g’nin de-

gisebilirligi ve siirekliligi kullanilarak

f(z) = f(lim f(zn)) = lim f*(z.) (4.49)
f(z) = f(lim g(zn)) = lim f(g(zn)) = lim g(f(zn)) (4.50)

ifadeleri elde edilir. (4.45) ifadesinden
d(g(f(xn)), 9(2)) < ad(f*(zn), f(2))
olur. n — oo iken limit alinirsa (4.49) ve (4.50) esitliklerinden

d(f(2),9(2)) < ad(f(2), f(2))

esitsizligi elde edilir. Bu durumda, 0 < d(f(z),g(z)) < 0 olur. Bu da f(z) = g(z)

olmasini gerektirir. (4.45) ifadesinden

d(g(zn), 9(2)) < ad(f(zn), f(2))

olur. n — oo i¢in limit alinirsa

d(z,9(2)) < ad(z, f(2)) = ad(z,9(2))

ifadesi elde edilir. Bu durumda, g(z) = z olur. Buradan f(z) = g(z) = z oldugu goriiliir.

Dolayisiyla, z, f ve ¢g’nin ortak bir sabit noktasidir.
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Simdi de ortak sabit noktanin tekligi gosterilsin. z ve t’nin, z # t olacak sekilde
f ve g’nin ortak iki sabit noktasi oldugu varsayilsin. Bu durumda, z = f(z) = g(z) ve

t = f(t) = g(t) olur. Buradan o € (0, 1) olmak tizere

d(z,t) = d(g(z),9(1))
< ad(f(2), f(1))
= ad(z,t)

ifadesi elde edilir. Bu da d(z,t) = 0 oldugunu ifade eder. Bu durumda z = ¢ olur. Dola-

yistyla, f ve g bir tek ortak sabit noktaya sahiptir. |

Teorem 4.2.6. (XY, d) bir ¢ift kutuplu metrik uzay ve f : (X,Y) = (X,Y’) kovaryant
doniigiimis siirekli olsun. Eger f ile degismeli olan g : (X,Y") XX (X,Y) kontravaryant
doniigimii, o € (0,1), g(Y) C f(X), g(X) C f(Y) olmak tizere herz € X vey € YV
icin

d(g(y), 9(x)) < ad(f(z), f(y))

sartin1 sagliyor ise f ve g bir tek ortak sabit noktaya sahiptir.

Ispat: Teorem 4.2.5’in ispatina benzer sekilde ispat yapilabilir. |

Sonug 4.2.7. f ve g, (X, Y, d) tam ¢ift kutuplu metrik uzay tizerinde iki degismeli ko-
varyant dontisiim olsun. f doniigiimiiniin siirekli, g(X) C f(X) ve g(Y) C f(Y) oldugu

varsayilsin. Eger her x € X ve y € Y icin

d(g*(x), 6" (v)) < ad(f(z), f(y))

olacak sekilde a € (0, 1) ve k pozitif tam sayisi1 var ise f ve g bir tek ortak sabit noktaya
sahiptir.
Ispat: ¢*’nin f ile degismeli ve

g"(X) C g(X) C f(X),

g"(Y) cg(Y) C f(Y)
oldugu aciktir. Bu durumda, Teorem 4.2.3’ten, f ve g” bir tek sabit noktaya sahiptir. Bu

sabit noktaya z denilsin. Bu durumda

z= f(2) = ¢"(2) (4.51)
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olur. Diger yandan, f ve g degismeli oldugundan (4.51) ifadesi kullanilarak

esitligi elde edilir. Bu durumda g(z), f ve ¢* nin ortak sabit noktasidir. Bu da ortak sabit
nokta z’nin tekligi ile ¢elisir. Dolayisiyla, z = g(z) = f(z) olur. Sonug olarak, f ve g bir

tek ortak sabit noktaya sahiptir. |

Sonug 4.2.8. f ve g, (X,Y, d) tam ¢ift kutuplu metrik uzayi iizerinde sirasiyla degismeli
kontravaryant ve kovaryant doniisiimler olsun. f doniistimiintin siirekli, g(X) C f(Y) ve

g(Y) C f(X) oldugu varsayilsin. Eger her x € X ve y € Y i¢in

d(g"(z), ¢"(v)) < ad(f(y), f(z))

olacak sekilde o € (0, 1) ve k pozitif tam sayis1 var ise f ve g bir tek ortak sabit noktaya

sahiptir.

Ispat: ¢*’nin f ile degismeli ve
9"(X) C g(X) C f(Y),

g"(Y) C g(Y) C f(X)
oldugu aciktir. Bu durumda, Teorem 4.2.5’ten, f ve g” bir tek sabit noktaya sahiptir. Bu

sabit noktaya z denilsin. Bu durumda

2= f(2) = ¢"() (4.52)

esitligi elde edilir. Bu durumda g(z), f ve ¢g* mn ortak sabit noktasidir. Bu da ortak sabit
nokta z’nin tekligi ile gelisir. Dolayisiyla, z = g(z) = f(z) olur. Sonug olarak, f ve g bir

tek ortak sabit noktaya sahiptir. |

Sonug 4.2.9. f ve g, (X,Y,d) tam cift kutuplu metrik uzay: iizerinde iki degismeli
kontravaryant doniisiim olsun. f doniisiimiiniin siirekli, g(X) C f(X) ve g(Y) C f(Y)

oldugu varsayilsin. Eger her x € X ve y € Y i¢in

k = 2n iken d(g*(z), g*(y))

IN

ad(f(y), f(x))

k =2n — 1iken d(¢"(y), g"(x)) ad(f(y), f(z))

IN
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olacak sekilde o € (0, 1) ve k pozitif tam sayisi1 var ise f ve g bir tek ortak sabit noktaya

sahiptir.

ispat: k = 2n i¢in ispat Sonug¢ 4.2.8’e benzer olarak yapilir. £ = 2n — 1 i¢in ispati
yapilsin:
g*, f ile degismeli ve

9" (X) € g(X) € f(X),

g"(Y) C g(Y) C f(Y)
dir. Bu durumda, Teorem 4.2.4’ten, f ve g* bir tek ortak sabit noktaya sahiptir. Bu sabit

noktaya z denilsin. Bu durumda

2= f(2) = ¢"(2) (4.53)

esitligi elde edilir. Bu durumda g(z), f ve g* nin ortak sabit noktasidir. Bu da ortak sabit
nokta z’nin tekligi ile gelisir. Dolayisiyla, z = g(z) = f(z) olur. Sonug olarak, f ve g bir

tek ortak sabit noktaya sahiptir. |

Sonuc 4.2.10. f ve g, (X, Y, d) tam ¢ift kutuplu metrik uzay1 iizerinde sirastyla degismeli
kovaryant ve kontravaryant doniisiimler olsun. f dontisiimiiniin siirekli, g(X) C f(Y) ve

g(Y) C f(X) oldugu varsayilsin. Eger her x € X ve y € Y i¢gin

= 2n iken d(g*(z), ¢* (1)) ad(f(x), f(y))
k=2n—1ikend(¢"(y),¢"(x)) < oad(f(z),f(y))

IN

olacak sekilde o € (0, 1) ve k pozitif tam sayis1 var ise f ve g bir tek ortak sabit noktaya

sahiptir.

Ispat: Sonug 4.2.9’un ispatina benzer sekilde ispat yapilabilir. |

Teorem 4.2.11. (X, Y, d) bir ¢ift kutuplu metrik uzay ve f : (X,Y) = (X, Y) kovaryant

doniigiimii siirekli olsun. Eger f ile degismeli olan ¢ : (X,Y") XX (X,Y) kontravaryant
1

dontigiimii, o € {Oi)’ g(X) C f(Y)ve g(Y) C f(X) olmak iizere her x € X ve
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y € Y icin
d(g9(y), 9(z)) < ad(f(z),g(x)) +d(g(v), f(y))) (4.54)

sartin1 sagliyor ise f ve g bir tek ortak sabit noktaya sahiptir.

Ispat: 20 € X,y € Y ve f(y) = g(2,), f(2ns1) = g(yn) olsun. Burada

d(f(zns1), fyn)) = d(9(yn), 9(xn))
< ad(f(zn), 9(zn)) + d(g(yn), f(yn)))
= ald(f(zn), f(yn)) + d(f(znt1), f(yn)))

«

(d(f(@n), f(yn))) (4.55)

l -«
olur. Ayrica

d(f(xn), f(yn)) = d(g(yn-1),9(zn))
< a(d(f(zn), 9(xn)) + d(g(Yn-1), f(Yn-1)))
= a(d(f(zn), f(yn)) +d(f(2n), f(Yn-1)))

= d(f(@n), f(Yn)) < ——(d(f(20), f (Yn-1))) (4.56)

—1l—-«

ifadesi clde edilir. h = - a

olarak alinsin. Eger (4.55) ve (4.56) ifadeleri birlestirilirse,
-«

d(f(znt1), f(yn)) < A(d(f(2n), £ (yn)))
S hQ(d(f<xn)7f(ynfl)))

IN

RN d(f (o), f (o))

veE

d(f(n), f(yn))

IN

h(d(f(zn), f(Yn-1)))
S h2(d(f(xn—1)7 f(yn—1>))

IN

R*™(d(f (zo0), f(10)))

ifadeleri elde edilir. n > m i¢in

d(f(xn), f(ym)) < d(f(@n), f(Yn-1)) + d(f(@n-1), f(Yn-1))
o+ d(f (1), fYmr1)) + Af (Tmi1)s f(Ym))
< BPN(f (o), fyo)) + R 2d(f (o), f (o))
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e WP f (o), f o)) + B2 (20), Fyo))
= (R VR 4 P2 RPN A(f (20), f (10))

h2m+1
< 11— 1 d(f (@), f(yo))
olur. K = 1217_”}: olarak alinirsa d(f(z,), f(ym)) < Kd(f(xo), f(yo)) olur. Diger yan-

dan, m > n icin

d(f (zn), f(Ym))

IN

d(f(zn), f(yn)) + d(f (@ns1), f(yn))

fo 4 d(F@m)s fWm)) + d(f@m), f(ym))
h2d( f(xo), f(yo)) + B2 ( f(x0), f(yo))

e PPN f(20), fyo)) + hPA(f (o), f(wo))
= (R AP b B2 B2V (f(20), Fo))

h2n
i hd(f(iﬂo)af(yo))

IN

IN

olarak alinirsa,

d(f(zn), f(ym)) < K'd(f (o), f(y0))

olur. Bu durumda, her n,m € N i¢in n,m — oo iken d(f(z,), f(ym)) — O olur. Ben-

ifadesi elde edilir. K’ = 1

zer sekilde, n,m — oo iken d(g(yy,), g(z,)) — 0 olur. Bu durumda (g(y,), g(x,)) ve
(f(xn), f(yn)), (X,Y) iizerinde birer Cauchy c¢ift dizisidir. (XY, d) tam cift kutuplu
metrik uzay oldugundan, (g(y,), g(z,)) ve (f(xy), f(ym)) cifte yakinsaktir. Bu durumda,

n — oo iken

f@n) = 2, flyn) = 2
olacak sekilde z € X NY vardir. Buradan n — oo iken
9(xn) = 2, g(yn) — 2

ifadesi elde edilir. f kovaryant doniisiimii siirekli oldugundan (4.54) ifadesinden faydala-

nilarak ¢’nin de siirekli oldugu soylenebilir. Dolayisiyla,

g(f(wn)) = g(z) ve g(f(yn)) — 9(2)
flg(xn)) = f(2) ve [f(g(yn)) — f(2)

olur. f ve g degismeli oldugundan her n € N icin

flg(zn)) = g(f(xn)) ve f(g(yn)) = 9(f(Yn))
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olur. Bu durumda f(z) = g(2) esitligi elde edilir. Diger yandan,

d(z,9(2)) = lim d(g(za),9(9(zn)))

< lim ad(f (@), gan)) + dlglglan)). Sg(an)))
— lim a(d(z,2) + d(g(2), /(2)))

n—oo
olup d(z,9(z)) = 0 = z = g(2) = f(z) oldugu goriiliir. Dolayisiyla, f ve g ortak bir

sabit noktaya sahiptir.

Simdi de ortak sabit noktanin tekligi gosterilsin. t € X N Y’nin, z # t olacak
sekilde f ve ¢g’nin bir bagka sabit noktasi oldugu varsayilsin. Yani f(t) = g(t) = ¢ olsun.
1
Bu durumda, o € {0, 5) iken

d(z,1) = d(g(2), g(t)) < a(d(f(2),9(2)) + d(g(1), f(1)))

olur. Sonug olarak, d(z,t) = 0 olup z = ¢ olur. Dolayisiyla, f ve g bir tek ortak sabit

noktaya sahiptir. |

Teorem 4.2.12. (X, Y, d) bir ¢ift kutuplu metrik uzay ve f : (X,Y) X (X,Y) kontravar-
yant doniigiimii siirekli olsun. Eger f ile degismeli olan g : (X,Y) = (X, Y’) kovaryant
1
doniigimii, o € {0,5), g(X) C f(Y)ve g(Y) C f(X) olmak iizere her z € X ve
y € Y icin
d(g(x),9(y)) < ald(g(x), f(x)) + d(f (), 9(y))) (4.57)

sartin1 sagliyor ise f ve g bir tek ortak sabit noktaya sahiptir.

Ispat: Teorem 4.2.11%in ispatina benzer sekilde ispat yapilabilir. |

Ornek 4.2.13. X = {(2,0) € R?: 0 <2 <1}, Y = {(0,y) € R?: 0 <y < 1} ve
d: X xY — R déniigiimii x € X, y € Y i¢in d((x,0),(0,y)) = |z — y| biciminde
tanimlansin. Bu durumda, (X, Y, d) bir tam bipolar metrik uzaydir. g : (X,Y) X (X,Y)
ve f:(X,Y) = (X,Y) doniisiimleri de her x € X ve y € Y i¢in

9.0 = (0.5) @0 = (.0

Y

900.9) = (5,0)  £(0.9)=(0.9)
1

biciminde tanimlansin. Buradan, o = 5 € (0, 1) olmak iizere her x € X ve y € Y i¢in

d(9(0,y),9(x,0)) < ad(f(x,0), f(0,y))
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sartinin saglandid1 kolayca goriilebilir. Diger yandan, g(X) C f(Y) ve g(Y) C f(X)

oldugu aciktir. Burada

9(f(,0)) = g(z,0) = (0,5) = £ (0,

T

5) = gl 0)

dir. Bu durumda, f ve g degismelidir. Dolayisiyla, Teorem 4.2.6’dan, f ve g bir tek sabit

noktaya sahiptir. Bu sabit nokta (0, 0) noktasidir.

4.3. Cift Kutuplu Metrik Uzaylarda Yerel ve Zayif Biiziilme Doniisiimleri icin
Baz1 Sabit Nokta Teoremleri

Bu kisimda sirasiyla Edelstein [36] ve Rakotch [37-39] tarafindan tanimlanan
(€, \)—diizgiin yerel (Ing. locally) biizillme ve zayif (Ing. weakly) biiziilme doniigiimii
kavramlar cift kutuplu metrik uzaylara tasinmig ve ayrica bu doniisiimler i¢in sabit nok-
tanin varligini ve tekligini gosteren bazi teoremler ve sonuglar verilmistir.
Tanmm 4.3.1. (XY, d) bir ¢ift kutuplu metrik uzay, A € (0,1) ve ¢ > 0 olsun. Eger her
(z,y) € X x Y i¢in

d(z,y) <e = d(Tx,Ty) < Nd(z,y)
ise T : (X,Y) = (X,Y)ye (¢, \)—diizgiin yerel kovaryant biiziilme doniigiimii ve her
(x,y) € X XY igin

d(z,y) <e = d(Ty,Tx) < M\d(x,y)
ise T : (X,Y) X (X,Y)ye (¢, \)—diizgiin yerel kontravaryant biiziilme doniigiimii de-

nir.

Lemma 4.3.2. Her (¢, \)—diizgiin yerel kovaryant biiziilme (veya kontravaryant bii-

ziilme) doniisiimii (X, Y, d) ¢ift kutuplu metrik uzayi iizerinde siireklidir.

Ispat: Ilk olarak 7”nin (¢, \)—diizgiin yerel kovaryant biiziilme doniisiimii oldugu durum
g0z oniine alinsin. (u,), X tizerinde bir dizi olmak iizere (u,) — v olsun. Bu durumda
v € Y olur. Diger taraftan, ¢y > 0 olmak iizere ¢, = min{e, ¢y} olarak tanimlansin.
(u,) — v oldugundan her n € Nigin n > ng = d(u,,v) < € olacak sekilde bir ng € N

elemani alinabilir. Bu durumda, d(u,,v) < €; < e ifadesi elde edilir. Dolayisiyla,
d(Tu,, Tv) < Ad(un,v) < Xep < A < €

olur. Buradan T'u,, — T'v ifadesi elde edilir.
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Simdi de 7"nin (e, \)—diizgiin yerel kontravaryant biiziilme doniisiimii oldugu
durum goz 6niine alinsin. (u,,), X iizerinde bir dizi olmak iizere (u,) — v olsun. Bu
durumda v € Y olur. ¢y > 0 olmak iizere ¢; = min{e, €y} olarak tanimlansin. (u,) — v
oldugundan her n € Niginn > ny = d(u,,v) < € olacak sekilde bir ng € N elemant

almabilir. Bu durumda, d(u,,,v) < €; < e ifadesi elde edilir. Dolayisiyla,
d(Tv, Tu,) < Ad(un,v) < Xep < Aey < €
olur. Buradan T'u,, — T'v ifadesi elde edilir. [ |
Tanim 4.3.3. Eger 0 <i < micind(x;,y;) < evel <i < migind(z;,y; 1) < € olmak
lizere verilen hera € X ve b € Y i¢in
a=20,Y0,T1,Yls -+ T, Ym = b

noktalarinin sonlu kiimesi mevcut ise (X,Y,d) c¢ift kutuplu metrik uzayma

e—zincirlenebilir denir.

Teorem 4.3.4. (XY, d), e—zincirlenebilir tam ¢ift kutuplu metrik uzay ve 7" : (X,Y) =
(X,Y) de (e, \)—diizgiin yerel kovaryant biiziilme doniisiimii olsun. Bu durumda 7'u = u

olacak sekilde bir tek u € X N'Y noktas1 vardir.

Ispat: = € X ve y € Y noktalar alinsin. Bu durumda

37:3307?/0,3717y1>---,37maym:Ty

olacak sekilde bir e-zinciri vardir. Tanim 4.3.1°den faydalanilarak n > 1ve 0 <7 < m

tam sayilari i¢in
d(TnI“ Tnyz> S )\d(Tn_lfL’Z‘, Tn_lyz‘)

< AT 22y, T Pys) < -0 < Ad(24, 1)

ifadesi elde edilir. Benzer olarak, n > 1 ve 1 <7 < m tam sayilari i¢in

d(TnCCi,Tnyl',l) S )\d(Tn_l.%i,Tn_lyi,l)
< AT 22y, T 2yiq) < - < Ad(x, yim1)

ifadesi elde edilir. Dolayisiyla,
d(T"x, T"y) = d(T"xe, T"ym)

< d(T"xo, T"yo) + d(T"x1, T"yo) + d(T" 21, T"Yp)
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IA

d(Tn.ijo, Tny0> + d(Tn.Z'l, Tnyo) + d(Tn.Z'l, Tnyl)
_’_d(Tnny Tnyl) +-+ d(Tnxma Tnym—l)

+d(T"xp, T Y

= Z d(T"z;, T"y;) + Z d(T"z;, T"yi—1)
i=0 i=1

Z /\nd(l'i, yz) + Z )\nd<$i> yi—l)

i=0 i=1

(2m+1)\"e

IN

IN

olur. Diger taraftan,

x = ag,by,a1,b1,...,0m,0n =y
bir e—zinciri olsun. Bu durumda, n > 1 olmak iizere 0 < ¢ < m i¢in

d(T"a;, T"b;) < \"d(a;, b;)

ve 1l <17 < migin

d(T"a;, T"b;—1) < N'd(a;, bi—1)
ifadeleri elde edilir. Buradan,

d(T"z, T"y) = d(T"ag, T"by,) < --- < (2m + 1)\"e
oldugu goriiliir. p < g olacak sekilde herhangi iki p ve ¢ tam sayilar i¢in
d(TPz, T%) < d(TPz, TP y) +d(TP e, TP y) + -+ d(T9 'z, T ty)

+d(T" 2, T y) + d(T9 2, T)

q—1 q—1
= Zd(Tix,TiJrly) + Z d(T'z, T'y)
i=p

i=p+1

q—1 q—1

< Y @mADNe+ Y (2m+1)Ne
1=p i=p+1

< Z(Zm + 1D \e + Z (2m + 1)N'e
i=p i=p+1

_ @mA41)Ie  (2m+1)NTe

N 1—A 1—A

esitsizligi elde edilir. Bu durumda, p,q — oo iken d(7Px,T%) — 0 oldugu goriiliir.
Benzer olarak, p > ¢ i¢in de ayn1 sonuglar elde edilebilir. Bu durumda, (7"z, T"y) iki-
lisi (X, Y, d) uzay1 iizerinde bir Cauchy cift dizisidir. (X, Y, d) tam ¢ift kutuplu metrik
oldugundan, (7"x,T"y) bir u € X NY noktasina yakinsaktir (6zel olarak cifte yakinsak-

50



tir). Lemma 4.3.2°den, herhangi bir (e, \)—diizgiin yerel kovaryant biiziilme doniigiimii

siirekli oldugundan,
Tu=T(lim T"z) = lim 7"z = lim T"z = u
n—00 n—00 n—o0

oldugu kolayca goriiliir. Bu durumda, u noktasi 7" doniisiimiiniin bir sabit noktasidir.

Simdi de 7" nin sabit noktasi «’nun tekligi gosterilsin. ' # u ve T’ = u’ olacak

sekilde bir v’ € X NY noktasinin var oldugu kabul edilsin.
U= T0,Y0, L1, Y15+ Tky Yk = ul
bir e-zinciri olsun. Bu durumda,

0<d(u,u') = d(Tu,Tu)

< (2k+1)A\"e — 0 (n — oo iken)
olur. Bu bir ¢eligkidir. Bu durumda, v = u' olmalidir. |
Lemma 4.3.5. (XY, d) bir cift kutuplu metrik uzay olsun. Eger 7" : (X,Y) X (X,Y)

bir (e, \)—diizgiin yerel kontravaryant biiziilme doniisiimii ise 7% : (X,Y) = (X,Y) bir

(€, \)—diizgiin yerel kovaryant biiziilme doniigiimiidiir.
Ispat: 2 € X,y € Y ve A € (0,1) igin d(z,y) < € olsun. T bir (¢, \)—diizgiin yerel
kontravaryant biiziilme doniigiimii oldugundan x € X,y € Y ve A € (0, 1) i¢in
d(z,y) <e=d(Ty,Tx) < Md(x,y) < Xe <€
olur. Bu ifadeden faydalanilarak
d(T?z, T?y) < Md(Ty, Tx) < Nd(x,y) < Md(z,y)

oldugu kolayca goriilebilir. Bu durumda, 7 bir (e, \)—diizgiin yerel kovaryant biiziilme

doniistimiidiir. |
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Teorem 4.3.6. (X,Y,d) bir e—zincirlenebilir tam ¢ift kutuplu metrik uzay ve T :
(X,Y) X (X,Y) bir (¢, \)—diizgiin yerel kontravaryant biiziilme doniisiimii olsun. Bu

durumda 7T'u = u olacak sekilde bir tek v € X MY noktast vardir.

Ispat: T bir (€, \)—diizgiin yerel kontravaryant biiziilme doniigiimii oldugu i¢in Lemma
4.3.5ten, S = T2 bir (¢, \)—diizgiin yerel biiziilme doniisiimiidiir. Teorem 4.3.4’ten,
Su = wu olacak sekilde bir tek © € X N Y sabit noktas: vardir. Tu = v olsun. u € X,
v e Y veyau € Y, v € X oldugundan

Sv=T*v=T3u=TT*u=TSu=Tu=v

olur. Bu durumda, v € X N Y noktasi S’nin bir sabit noktasidir. Diger yandan, S’nin
sabit noktasinin tekliginden v = u olur. Bu durumda, 7'u = u dur. Sonug olarak u noktasi

T’ nin bir sabit noktasidir.

Simdi de, 7”nin sabit noktasinin tekligini gostermek icin v’ # u ve Tu' = o/

olacak sekilde bir v’ € X N'Y noktasiin var oldugu kabul edilsin. Bu durumda,
Su' =T =TTu =Tu =

olur. Diger yandan, u noktasi S’nin tek sabit noktasi oldugundan « = w olur. Dolayisiyla,

T'w = u olacak sekilde bir tek u € X N Y noktas1 vardir. |

Tanmm 4.3.7. (XY, d) bir ¢ift kutuplu metrik uzay ve 7' : (X,Y") XX (X,Y) bir kontra-
varyant doniistim olsun. Eger her (z,y) € X X Y i¢in

d(Ty, Tx) < Md(z, y))d(z,y) (4.58)
ve her k,[,t > 0 i¢in

sup{\(t): 0 < k<t <l} <1

sartlar1 saglanacak sekilde bir A : (0, 00) — [0, 1) fonksiyonu var ise, 7”ye zayif kontra-

varyant biiziilme doniisiimii denir.

Teorem 4.3.8. (X,Y,d) bir tam ¢ift kutuplu metrik uzay ve 7' : (X,Y) X (X,Y) bir
zay1if kontravaryant biiziilme doniisiimii olsun. Bu durumda, 7" doniisiimii bir tek sabit

noktaya sahiptir.
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Ispat: Bir 2 € X sol noktasi ve (X,Y,d) iizerinde (T?"x, T?"'x) ¢ift dizisi goz
oniine alinsin. Eger d(7T?"z, T*"*'x) = 0 olacak sekilde bir n € N noktasi var ise,
T?*y = T?""'y = TT?"x oldugundan T kontravaryant doniisiimii bir 7"z sabit nokta-
sina sahiptir. Benzer olarak, eger d(T*" 2z, T?""1z) = 0 ise T*"*1x de T kontravaryant

doniisiimiiniin bir sabit noktasidir.

Simdi de, her bir negatif olmayan n tam sayisi igin d(7?%"x, T*"*1z) > 0 ve
d(T**2z, T**1z) > 0 oldugu kabul edilsin. Bu durumda, her r € (0, 00) i¢in A\(r) < 1
oldugundan 7" bir kontravaryant biiziilme doniistimiidiir. Her bir pozitif n tam sayis1 i¢in

d(T*z, T*"2) = d(TT* o, TT"z)

< Md(T?z, T* '2)).d(T*" 2, T*" 'x)
< d(T*z, T 1)

ifadesi ve her bir negatif olmayan n tam sayisi i¢in

d(T* 2z, T y) = d(TT* 2, TT* 1)
< Md(T?z, T 2)).d(T*"z, T*" 1)
< d(T*x, T 1)
ifadesi elde edilir. Buradan,
d(x,Tx) > d(T?x, Tz) > d(T?x, T?x) > d(T*z, T°x) > - - (4.59)

oldugu goriiliir. Bu durumda, d(T?"z, T?"" ') ve d(T*" "2z, T*""'x) dizileri R {izerinde
monoton azalan ve 0 ile alttan sinirlidir. Su halde, bu diziler yakinsaktir. Hatta (4.59)

ifadesinden bu iki dizi ayn1 noktaya yakinsar.

lim d(T*"z, T*""x) = lim d(T*" "2, T*""'z) = o
n—00 n—oo

olsun. Dolayistyla,
a < d(T*x, T*"* ') < d(x, Tx)
ve benzer olarak
a < d(T*2p, T* M) < d(z, Tz)
olur. &« = 0 oldugu elde edilmesi i¢in o > 0 oldugu kabul edilsin.

X =sup{\(t): 0 <a<t<d(z,Tr)}
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kiimesi olusturulsun. Bu durumda, herbir pozitif n tam sayis1 i¢in
Md(T?z, T? 1 2)) < Ny ve MNd(T? 2z, T*"z)) < A\
ifadesi elde edilir. Su halde,
0<a<dT?z, T*z) < Nd(T?z, T*" 'z) < --- < A2"d(z,Tz) =0

olur. Bu bir ¢eligkidir. Dolayisiyla o = 0’dir.

Simdi de, (T%"x, T**1z)’in (X, Y, d) ¢ift kutuplu metrik uzay iizerinde bir Ca-
uchy cift dizisi oldugu gosterilsin. Bir € > 0 sayis1 verilsin.

5:&@:$m9@y0<§gtSQ<1 (4.60)
olacak sekilde o > 0 olugturulsun.
lim d(T*z, T>""'x) = lim d(T*" 2, T*""'2) = a =0

n—oo n—oo

ve 1 — § > 0 oldugundan her n € N, n > ny i¢in

| 1-6
d(T?z, T*"'z) < e ve d(T?" x, T ) < € 4.61)

olacak sekilde bir ng € N vardir. m,n € N icin m,n > ng olsun. Eger m > n ise k bir
negatif olmayan tam say1 olmak iizere m = n + k seklinde yazilabilir. Tiimevarimdan,

d(T*™x, T*x) < e (4.62)

oldugu gosterilebilir. £ = 0 i¢in

d(T?™"x, T* M x) = d(T*x, T*" 1) < €<e

olur. Bu durumda, (4.62) esitsizligi saglamir. k& > 0 igin d(T°"z, T?""'z) < € oldugu
varsayilsin. k + 1 goz oniine alinsin. Eger d(T*™x, T?""z) > % ise (4.58) ve (4.60)

ifadelerinden
d(T2n+2$, T2m+1x) S )\(d(TQmQZ, T2n+1$))d(T2m£E, T2n+1ZL‘) < (56
olur. Bu durumda, (4.61) ifadesinden

d(T2(n+k+1)x’ T2n+1x) — d(T2m+2$, T2n+1x)

IN

d(TQerQLE, T2m+1$) + d(TQTLJer7 T2m+11})

+d(T2n+2ﬂT, T2n+1l’)

1-— 1-—
56+5e—|— 0

e<e

54



olur. Eger d(T?"z, T*"z) < g ise (4.61) ifadesinden

d(TQ(n+k+l)$, T2n+1$) — d(T2m+2x, T2n+1x)

IA

d(T2m+2:L', T2m+1$) + d(TQmZL‘, T2m+11‘)

+d(T2mI, T2n+1I)
1-9 1-9

< 3 €+ 3 e+§<e

olur. Diger yandan, eger m < nise k£ > 0 iken n = m + k yazilabilir. Tiimevarimdan,

d(T*™x, T* M x) < e

oldugu gosterilebilir. £ = 0 i¢in
1—-9¢

d(T?™x, T*" M y) = d(T*"x, T*" ) < €<e

olur. k& > 0 igin d(T?™z, T*""'z) < ¢ oldugu varsayilsin. k + 1 i¢in incelensin. Eger

d(T?mg, T* ) > % ise (4.58) ve (4.60) ifadelerinden
d(T?" 2, T ) < Nd(T? ™2, T*" 1 2))d(T* ™2, T*"z) < e
olur. Bu durumda, (4.61) ifadesinden

d(T2m$, TQ(m-i—k-‘r—l)-‘rlx) r d(T2m.I', T2n+3.’lf)

S d(T2ml’, T2m+1$) + d(T2n+2ZE, T2m+1{L‘)
+d(T2n+2Q?, T2n+3x)
1—-9 1—9

< €+ 0e + €<e€

olur. Eger d(T?™z, T*""z) < % ise (4.61) ifadesinden

d<T2mZL'7 TQ(m+k+1)+1ZE) — d(TQmZE, T2n+3$)

S d(TmeL', T2n+1x) 4 d(T2n+2x7 T2n+1x)
+d(T2n+2x’ T2n+3x>
e 1—9 1-9

< -+ €+ €e<e€

3 3 3
olur. Bu durumda, (T%"x, T?"*'z) ikilisi (X, Y, d) uzay: iizerinde bir Cauchy ¢ift dizisi-

dir. Ayrica, bu ¢ift dizi bir v € X N Y noktasina cifte yakinsaktir. Bu durumda,

lim 7%z = lim 7% 2 =«
n—oo n—oo

olur. 7" bir kontravaryant biiziilme doniisiimii oldugundan siireklidir. Buradan,

Tu=T(lim T?"z) = lim TT*"z = lim 7?2z =u

n—o0 n—oo n—oo
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olur. Bu durumda, u noktasi 7”nin bir sabit noktasidir. 7" kontravaryant biiziilme donii-
stimiiniin sabit noktasinin tekligini gostermek i¢in u # u', Tu = wu olacak sekilde bir

v € X NY alnsin. Bu durumda,
0 < d(u,v') =d(Tu, Tu") < Nd(u,u))d(u,u)

ve A < 1 oldugundan d(u, ") = 0 olur. O halde u = u’ olarak bulunur. [ |

Ornek 4.39. X =[0,1]veY = [-1,1]olsun.z € X vey € Yigind : X x Y — R
fonksiyonu d(z,y) = |z — y| bigiminde tanimlansin. Bu durumda, (X, Y, d) bir tam ¢ift

kutuplu metrik uzaydir. 7 : (X,Y’) X (X,Y") kontravaryant doniisiimii her z € X UY
t
biciminde ve \ : (0, 00) — [0, 1) dontisiimii de ¢ > 0 igin \(t) = 1

1
icin Tz = 2

biciminde tanimlansin. Buradan z € X, y € Y i¢in
d(Ty, Tx) < Md(z, y))d(x,y)
ifadesi saglanir. Ayrica, her k,[,t € RT icin
sup{A(t) : 0 <k <t <[} <1

oldugu kolayca goriilebilir. Bu durumda, 7' zayif kontravaryant biiziilme doniistimiidiir.
Dolayisiyla, Teorem 4.3.8’den, 7" bir tek sabit noktaya sahiptir. Hatta bu sabit nokta % eR

olur.

4.4. Cift Kutuplu Metrik Uzaylarda a—Uygun Déniisiimler Icin Baz1 Sabit
Nokta Teoremleri

Bu kisimda metrik uzaylar iizerinde Samet ve digerleri [40] tarafindan tanimlanan
« — 1p—Dbiiziilme déniisiimii ve a—uygun (Ing. admissible) doniisiim kavramlar ¢ift ku-
tuplu metrik uzaylarda tanimlanmig ve bu doniisiimler i¢in bazi sabit nokta teoremleri ve

sonuclar ifade edilmistir.

Tamim 4.4.1. [40] ¥, asagidaki sartlar1 saglayan v : [0, +00) — [0, +00) fonksiyonla-
rin bir ailesi olsun;

(1) ¥ azalmayandr,

(2) ¥, ¢’nin n’nci iterasyonu olmak iizere her t > 0icin >~ | ¢"(t) < 4o00’dur.
Bu fonksiyonlara (c)-karsilagtirma fonksiyonlar1 veya Bianchini-Grandolfi 6l¢ii fonk-
siyonlar1 denir. Eger v bir (c)-kargilastirma fonksiyonu ise herhangi bir ¢ > 0 i¢in

»(t) < tdir.
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Burada eger ¢ € W ise her bir ¢ > 0 i¢in

lim ¢"(t) =0=¢(t) <t=11(0)=0

n—o0

olur.

Tanmm 4.4.2. (XY, d) bir cift kutuplu metrik uzay ve 7' : (X,Y) = (X, Y) bir kovar-
yant doniigiim olsun. Eger her x € X ve y € Y i¢in

a(z,y)d(Tz,Ty) < P(d(z,y)), (4.63)
olacak gekilde @ : X x Y — [0,4+00) ve v € W mevcut ise T’ye kovaryant

a — Y—biiziilme doniisiimii denir.

Tanmm 4.4.3. (XY, d) bir ¢ift kutuplu metrik uzay ve 7" : (X,Y) XX (X, Y) bir kontra-
varyant doniisiim olsun. Eger her x € X ve y € Y i¢in
a(z,y)d(Ty, Tx) < P(d(z,y)), (4.64)

olacak sekilde o : X XY — [0,+00) ve ©» € W mevcut ise 7”ye kontravaryant o —

1 —biiziilme doniisiimii denir.

Uyan 4.4.4. Banach sartin1 saglayan bir 7 : (X,Y) = (X,Y) doniisiimii her x €
X,y € Yicin a(z,y) = 1 ve her birt > 0 ve en az bir £ € [0,1) i¢in ¢(t) =
kt olacak sekilde bir kovaryant o — @) —biiziilme doniisiimiidiir. Benzer sekilde, Banach
sartimt saglayan bir 7' : (X,Y") XX (X, Y’) kontravaryant doniisiimii her x € X, y € Y
icin a(x,y) = 1 vehert > 0 veen az bir k € [0,1) icin ¢)(tf) = kt olacak sekilde bir

kontravaryant o« — ¢ —biiziilme doniisiimiidiir.

Tanmm 4.4.5. T : (X,Y) = (X,Y) bir kovaryant doniisim ve o : X X Y — [0, +00)
olsun. Eger z,y € X i¢in

alz,y) > 1= a(lTz,Ty) > 1
kosulu saglaniyor ise 7" kovaryant doniisiimiine c—uygun denir.
Tanim 4.4.6. 7' : (X,Y) X (X, Y) bir kontravaryant doniisiim ve o : X XY — [0, +00)
olsun. Eger =,y € X icin

alz,y) > 1= o(Ty,Tr) > 1

kosulu saglaniyor ise 7" kontravaryant doniisiimiine o—uygun denir.
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Ornek 4.4.7. X = [0,+00) ve Y = (—o0,0] olsun. T : (X,Y) = (X,Y) kovaryant
doniigimii Tz = x, * € X UY bi¢iminde ve o : X X Y — [0, 400) doniigiimii her

r € Xvey €Y igin

_ )0 =y,
af,y) = { 2, aksi halde
biciminde tanimlansin. Bu durumda 7" kovaryant doniisiimii « —uygundur. Benzer sekilde,
eger T : (X,Y) X (X,Y) kontravaryant doniigiimii Tx = —z, z € X UY bi¢iminde

tanimlansin. Bu takdirde, 7" kontravaryant doniisiimii a—uygundur.

Teorem 4.4.8. (X,Y,d) bir tam ¢ift kutuplu metrik uzay ve 7" : (X,Y) =2 (X,Y) bir
kovaryant o — 1) —biiziilme doniisiimii olsun. Asagidaki sartlarin saglandig: varsayilsin;
(i) T bir a—uygun doniisiimdiir,
(ii) (o, yo) > 1 ve a(xg, Tyo) > 1 olacak sekilde =y € X, yo € Y vardr,
(iii) 7" stireklidir.
Bu takdirde, 7" bir sabit noktaya sahiptir.
Ispat: o(x, Tyo) > 1 olacak sekilde zp € X,yo € Y alinsin. Her n € N i¢in z,,41 =

Ty, Yniy1 = Ty, olacak sekilde (z,,y,) ¢ift dizisi tammlansin. 7" kovaryant doniigiimii

bir a—uygun oldugundan (77) sart1 kullanilarak

(o, yo) > 1 = a(Tzy, Tyo) > 1,

a(zo,y1) = azo, Tyo) = 1 = (T, Tyr) = (w1, 2) 2 1,
a(ry,y1) = a(Tro, Tyo) > 1= a(Txy, Tyr) = (w2, y2) > 1,
a1, y2) = a(x1, Ty1) > 1= Ty, Tys) = afxa,y3) > 1,

a(xe,y2) = a(Tx1, Ty1) > 1 = a(Txe, Tys) = a(xs,y3) > 1
ifadeleri elde edilir. Bu iglem tekrar edilerek her n € N i¢in
a(Tpyyn) > 1 ve  a(xn,Yni1) > 1 (4.65)
ifadeleri elde edilir. (4.63) ve (4.65) denklemleri kullanilarak n > 1 iken x = z,,_1, y =
Yp 1¢in
d(@n, Yn+1) = d(Txp—1, Tyn) < a(@n-1,Yn)d(TTn-1,Tyn) < V(d(Tp—1,Yn))
Ve T = Ty, Y = Y, i¢in

d(anrla yn+1) = d(Txna Tyn) < O‘(xm yn)d(Txm Tyn) < w(d(%, yn))
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bulunur. Bu ifadeler genellestirilirse, her n € N i¢in

(@, Yns1) < V" (d(20, 1)) Ve  d(@nir,Yntr) < V" (d(20,90))

ifadeleri elde edilir. Herhangi bir € > 0 i¢in

Z V™ (d(zo, 1)) g ve Z " (d(wo, 90)) <

n>n(e) n>n(e)

[NRINe

olacak sekilde n(e) € N var olsun. m > n > n(e) olmak iizere n,m € N ve her k > 1
icin (B3) aksiyomu uygulanarak
d(l’n, ym) S d(l’n, yn+1> + d<xn+17 ynJrl) + d<xn+17 yn+2) + d(xn+27 yn+2)

+ - +d($m 15 Ym— 1)+d(xm 17ym)

m—1 m—2

< Z d(xk, Yrt1) + Z d(Th41, Ykt1)
k=n k=n
m—1 m—2

< Z W (d(xo,11)) + Z M (d(0, o))
k=n k=n

S wn<d($07y1)) + Z ¢n+1(d<m07 yO))
n>n(e) n>n(e)

_oeL e
273~ °

ifadesi elde edilir. Diger taraftan, n > m > n(e) olmak iizere n, m € N ve her k£ > 1 i¢in
(B3) ozelligi uygulanarak
d(l’n, ym) S d((ﬂm, ym) + d(ZL‘m, ym-i-l) + d(l‘m_H, ym+1) + d(xm-l-la ym+2)
R d(l‘n, yn—i-l) + d(xn; yn)

Z d(wy, ye) + Z d(y, Yri1)

<
< Z¢ (z0,%0) +Z¢ (zo,91))
< Z V"™ (d(zo,Y0)) Z V™ (d(zo,y1))
n>n(e) n>n(e)
€ €
< §+§—6

ifadesi elde edilir. Bu durumda, (z,, y,) bir Cauchy cift dizisidir. (X, Y, d) tam ¢ift ku-
tuplu metrik uzay oldugundan (x,, y,,) cifte yakinsaktir. Yani, n — oo iken (x,) — u ve
(yn) — u olacak sekilde bir u € X NY vardir. T’ kovaryant doniigiimii siirekli oldugundan

(yn) — wolmast y, 11 = Ty, — Tuolmasim ve (x,,) — uolmasida z, 1 = Tx, — Tu
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olmasini gerektirir. Limitin tekliginden 7'u = u oldugu elde edilir. Bu takdirde, u, 7”nin

bir sabit noktasidir. |

Teorem 4.4.9. (X,Y,d) bir tam cift kutuplu metrik uzay ve 7" : (X,Y) X (X,Y) bir
kontravaryant o« — @) —biiziilme doniisiimii olsun. Asagidaki sartlarin saglandigi varsayil-
sin;

(i) 7" bir a—uygundur,

(ii) a(xo, Txg) > 1 olacak sekilde xy € X vardur,

(iii) T siireklidir.
Bu takdirde, 7" bir sabit noktaya sahiptir.

Ispat: a(zq,Tro) > 1 olacak sekilde zy € X alinsin. Her n € N igin (2, y,) ¢ift dizisi
Yn = T'x,, ve 11 = Ty, biciminde tanimlansin. 7' kontravaryant doniisiimii c«—uygun

oldugundan
a(xo, o) = alzo, Txo) > 1 = a(Tyo, Txo) =
a(ry,y0) > 1= a(Tyo, Ty
a(ry,y1) > o
(w2, y1) > o
ifadeleri elde edilir. Bu islem tekrar edilerek her n € N icin
a(Tp,yn) > 1 ve a(Tpi1,yn) >1 (4.66)
ifadeleri elde edilir. (4.64) ve (4.66) ifadeleri kullanilarak n > 1 iken x = z,,, ¥ = y¥n,_1
icin
d(zn, yn) = d(Tynr, Txn) < (2, Yo1)d(Tyn1, Tn) < P(d(zn, yn-1))
Ve T = Tpi1, Y = Y, I¢IN
d(@ns1,Yn) = d(Tyn, Txn) < (@n, Y )d(Tyn, Ty) < P(d(@n, yn))
oldugu elde edilir. Bu ifadeler genellestirilirse, her n € N icin
(@, yn) < P"(d(z1,90)) ve  d(@ni1,yn) <" (d(20, y0))

ifadeleri elde edilir. Herhangi bir € > 0 i¢in

Z V™ (d(z1, %)) ve Z " (d(wo, 90)) <

n>n(e) n>n(e)

l\:)lm
N N
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olacak sekilde n(e) € N var olsun. m > n > n(e) olmak iizere n,m € N ve her k > 1

icin (B3) aksiyomu kullanilarak

d((L’n, ym) S d(xn; yn> + d<mn+17 yn) + d(xn—i-h yn—l—l) + d(xn+27 yn—i-l)

4.4 d(xn17 ym,1> + d(SCm, yM)

m m—1
< Zd(l”k,yk) + > (@i, ye)
= k=n

m—1
Zw (z1,90)) + Z¢k+l(d($o,yo))

<
k=n
< Z Y™ (d(21,90)) Z " (d(0, yo))
n>n(e) n>n(e)
€ € .
< 5 —+ 5 =€

ifadesi elde edilir. Diger taraftan, n > m > n(e) olmak iizere n, m € N ve her £ > 1 i¢in
(B3) aksiyomu kullanilarak
d<xna ym) S d(xna yn—l) + d(zn—la yn—l) + d(l’n_l, yn—Q) + d($n—27 yn—2)

+---+ d(x’rm ym—l) + d(CL’m, ym)

n—1 n

< Z d(@k, yr) + Z d(@k, Yr—1)
k=

< Z¢ (2o, %o) +Z¢ (1,%0))
k—m

< V" (d(xo, yo)) Z Y™ (d(z1,90))
n>n(e) n>n(e)

< E4¢
— — =€
2 2

ifadesi elde edilir. Bu durumda, (x,,,y,) bir Cauchy cift dizisidir. (X, Y, d) tam ¢ift ku-
tuplu metrik uzay oldugundan (z,, y,) ¢ifte yakinsaktir. Yani, n — oo iken (z,) — u ve
(yn) — w olacak sekilde u € X N'Y vardir. T kontravaryant doniisiimii siirekli oldugun-
dan z,, — u olmas1 y,, = T'x,, — T'v olmasi gerektirir. y,, — u olmasi da kullanilarak

T'u = u oldugu elde edilir. Bu takdirde, u, 7" nin bir sabit noktasidir. |

Teorem 4.4.10. (XX,Y, d) bir tam c¢ift kutuplu metrik uzay ve 7’ : (X,Y) =2 (X,Y) bir
kovaryant o — ¢)—biiziilme doniisiimii olsun. Asagidaki sartlarin saglandig1 varsayilsin;
(i) T bir a—uygun doniisiimdiir,
(ii) a(xo,y0) > 1 ve a(xg, Tyo) > 1 olacak sekilde zo € X,y € Y vardir,

(iii) Eger n — oo iken her n i¢in o(zp,y,) > 1 ve 2, — a, a € X NY olacak
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sekilde (z,, y,) ¢ift dizisi varsa her n i¢in a(a, y,) > 1 olur.

Bu takdirde, 7" bir sabit noktaya sahiptir.

Ispat: Teorem 4.4.8’in ispatindakine benzer olarak, her n > 0 i¢in (X,Y,d) tam cift
kutuplu metrik uzay1 iizerinde (x,,y,) Cauchy cift dizisi x,.1 = T2, Yns1 = Tyn
biciminde tamimlansin. Bu cift dizi n — oo iken z,, — u ve y, — u olacak sekilde bir
u € X NY noktasina yakinsasin. (4.65) ifadesinden ve (ii7) kosulundan her n € N igin

a(u,y,) > 1ifadesi elde edilir. (B3) aksiyomu ve (4.63) esitsizligi kullanilarak

d(Tu,u)

IN

d(Tu, Ty,) + d(Txp, Ty,) + d(Tx,, u)

IN

a(“? yn) (Tu, Tyn) + a(xnv yn)d(Tznv Tyn) + d(xn-i-la u)
Y(d(u,yn)) + V(d(@n, Yn)) + d(Tn41, 1)
(d(u, yn)) + (d(zn, v) + d(u, u) + d(u, yn)) + d(zn1, )

IN

IA

ifadesi elde edilir. Yukaridaki esitsizlikte n — oo i¢in limit alinirsa t = 0 da ¢(0) = 0
oldugundan d(Tu,u) = 0 = Tu = u ifadesi elde edilir. Dolayisiyla, u, 7" nin bir sabit

noktasidir. |

Teorem 4.4.11. (X,Y,d) bir tam ¢ift kutuplu metrik uzay ve 7' : (X,Y) X (X,Y) bir
kontravaryant o« — ¢—biiziilme doniisiimii olsun. Asagidaki sartlarin saglandigi varsayil-
sin;

(i) 7" bir a—uygun doniisiimdiir,

(ii) a(xo, Txg) > 1 olacak sekilde xy € X vardur,

(iii) Eger n — oo iken her n i¢in o(z,, y,,) > 1 ve x, — a, a € X NY olacak se-
kilde (z,,y,) ¢ift dizisi varsa her n i¢in «(a, y,) > 1 olur.

Bu takdirde, 7" bir sabit noktaya sahiptir.

Ispat: Teorem 4.4.9’un ispatindakine benzer olarak, her n > 0 icin (X, Y, d) tam ¢ift ku-
tuplu metrik uzay: tizerinde (x,,, y,) Cauchy ¢ift dizisi y,, = Tx,,, T,+1 = Ty, bigiminde
tamimlansin. Bu ¢ift dizi n — oo iken z,, — u ve y,, — u olacak sekilde biru € X NY
noktasina yakinsasin. (4.66) ifadesinden ve (7ii) kosulundan her n € N i¢in o(u, y,) > 1

ifadesi elde edilir. (B3) aksiyomu ve (4.64) esitsizligi kullanilarak
dlu,Tu) < d(u,Tx,) + d(Tyn, Txy,) + d(Tyn, Tu)

< d(u,yn) + (@, Yn)d(Tyn, Twy) + a(u, yn)d(Ty,, Tu)

62



< d(u,yn) + P(d(@n, yn)) + P (d(u, yn))
< d(u,yn) + P(d(@n, u) + d(u, u) + d(u, yn)) + d(@ni, w) +P(d(w, yn))

ifadesi elde edilir. Yukaridaki esitsizlikte n — oo igin limit alinirsa, ¢ = 0°da ¢(0) = 0
oldugundan d(u,Tu) = 0 = Tu = wu ifadesi elde edilir. Dolayistyla, u, 7”nin bir sabit

noktasidir. |
Asagida sabit noktanin tekligini ifade eden bir hipotez verilmistir.

H:Herz € X vey € Yigin a(z,2) > 1 ve a(z,y) > 1 olacak sekilde z € X NY

vardir.

Teorem 4.4.12. Teorem 4.4.8 (veya Teorem 4.4.9)’un hipotezine H sart1 eklenirse, ©’nun

T kovaryant (veya kontravaryant) doniisiimiiniin bir tek sabit noktas1 oldugu elde edilir.

Ispat: T kovaryant (veya kontravaryant) doniisiimiiniin sabit noktasinin tekligi goste-
rilmek isteniyor. Tersi varsayilsin. Yani, v, u # v olacak sekilde 7" nin bir baska sabit

noktasi olsun. Bu takdirde, H sartindan
afu,z) >1 ve a(z,v)>1 (4.67)

olacak sekilde z € X NY vardir. 7', a—uygun doniisiim oldugundan, (4.67) ifadesi kul-

lanilarak her n € N i¢in
alu,T"z) > 1 ve «a(T"z,v)>1 (4.68)
ifadeleri elde edilir. (4.63) ve (4.68) esitsizlikleri birlestirilerek her n € N i¢in

d(u,T"z) d(Tu, T(T" '2))

IN

a(u, T" ' 2)d(Tu, T(T" '2))

Y(d(u, T"'2))

IN

IA

Y™ (d(u, 2))
ifadesi elde edilir. Benzer olarak, her n € N i¢in

d(T"z,v) < YP™(d(z,v))
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oldugu kolayca elde edilir. n — oo i¢in limit alimirsa, 7"z — u ve Tz — v ifadeleri
elde edilir. Bu da limitin tekligi ile ¢elisir. Bu durumda, v = v € X NY olur. Bu takdirde,
T bir tek sabit noktaya sahiptir. |

Lemma 4.4.13. ' : (X xY,Y x X) = (X,Y) bir kovaryant doniigiim olsun. Eger
T: (X xY)Y x X)= (X xY,Y x X) kovaryant doniisiimii her (z,y) € X X Y i¢in

T(x,y) = (F(v,y), F(y,z)) (4.69)

bi¢ciminde tanimlanirsa, (z,y) nin F”in bir ikili sabit noktas1 olmas i¢in gerek ve yeter

sart (x, y) nin 7”nin bir sabit noktast olmasidir.

Lemma 44.14. ' : (X xY,Y x X) = (X,Y) bir kovaryant doniigiim olsun. Eger
T:(XxY,Y x X)X (X xY,Y x X) kontravaryant doniigiimii her (z,y) € X x Y
icin

T(z,y) = (F(y,z), F(z,y))

bi¢ciminde tamimlanirsa, (,y) nin 7’ nin bir ikili sabit noktasi olmasi igin gerek ve yeter

sart (z,y)’nin 7”nin bir sabit noktas1 olmasidir.

Teorem 4.4.15. (X, Y, d) bir tam cift kutuplu metrik uzay ve F' : (X x Y)Y x X) =
(X, Y) bir kovaryant doniisiim olsun. Her (z,y), (v,u) € X X Y i¢in

af(z,y), (u,v)d(F(z,y), F(u,v)) < 1¢(d(ﬂf>U) +d(v,y)) (4.70)

2

olacak sekilde v € U ve v : (X X Y) x (Y x X) — [0, +00) fonksiyonlarinin mevcut
oldugu ve asagidaki sartlarin saglandig: varsayilsin;

(i) Her (z,y), (v,u) € X x Y i¢in

a((z,y), (u,v)) 21 = a((F(z,y), F(y, ), (F(u,v), F(v,u)) > 1

dir.

(ii)

Oé((ZE(), yO)u (F(y07 l’o), F([L‘(), y0)>) > 17

ve

a((F(l“oa y0)7 F(y07 xO))a (907 'CEO)) > 1
olacak sekilde (xg,yp) € X x Y vardir.
(iii) F’ stireklidir.
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Bu takdirde, F’ bir ikili sabit noktaya sahiptir. Yani, v = F'(u,v) ve v = F'(v,u) olacak
sekilde (u,v) € X x Y vardur.

Ispat: A=X xY,B=Y x X veher (z,y) € 4, (u,v) € Bigin
0((2,9), (u,v)) = d(z,u) + d(v,y)
olacak sekilde (A, B, d) tam ¢ift kutuplu metrik uzay1 goz oniine alinsin. (4.70) ifadesi
kullanilarak,
a((z,y), (u,v))d(F(z,y), F(u,v)) < 310(5((1‘7 u), (v,9))) 4.71)
a((v, u), (y, 2))d(F(z,y), F(u,v)) < %ww((x,u),(v,y))) (4.72)

ifadeleri elde edilir. 5 : A x B — [0, +00),

ple,n) = min{a((e1, £2), (1, 112)), a((112,m), (€2,€1)) }

biciminde ve 7" : (A, B) = (A, B) kovaryant doniisiimii (4.69) ifadesindeki gibi tanim-
lanmak iizere (4.71) ve (4.72) esitsizlikleri taraf tarafa toplanirsa her ¢ = (e1,65) € A,
n = (m,n2) € Bigin B(e,n)0(Te,Tn) < ¥(d(e,n)) ifadesi elde edilir. Bu takdirde, T
kovaryant doniisiimii siirekli ve 5 — ) —Dbiiziilme doniistimiidiir. 5(g,7) > 1 olmak iizere
e = (e1,89) € A, = (n1,1m2) € B alinsin. (i) kosulundan 5(7Tc,Tn) > 1 ifadesi elde

edilir. Bu durumda, 7" doniistimii 5—uygundur.

Diger taraftan, (i) kosulundan fB((xo,v0),7(yo,70)) > 1 (veya
B(T(xzo,v0), (Yo, o)) > 1) olmak iizere (zo,y0) € A (veya (yo,z9) € B) vardir.
Bu durumda, Teorem 4.4.8 saglanir. Bu takdirde, 7" bir sabit noktaya sahiptir. Ayrica,

Lemma 4.4.13’ten bu sabit nokta £ in ikili sabit noktasidir. |

Teorem 4.4.16. (X,Y,d) bir tam ¢ift kutuplu metrik uzay ve F' : (X x Y)Y x X) =
(X,Y) bir kovaryant doniisiim olsun. Her (z,y) € X x Y, (u,v) € Y x X igin

a((z,y), (u,0))d(F(z,y), F(u,v)) <

olacak sekilde p € ¥ ve a: (X xY) x (Y x X)

1
— [0, 400) fonksiyonlarinin mevcut

oldugu ve asagidaki sartlarin saglandig1 varsayilsin;

(i) Her (z,y) € X x Y, (u,v) € Y x X igin

a(z,y), (u,0)) 2 1 = a((F(z,y), F(y, ), (F(u,v), Fv,u))
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olur.
(ii)
a(($0ay0)7(F(?JOaxO)?F(anyO))) > 17
ve

a((F (o, 90), F (Y0, 70)), (Yo, Z0)) > 1
olacak sekilde (x¢,yo) € X x Y vardur.
(1ii) Eger her n icin
a((xnvyn>7 (yn+17$n+1)) > 17 a(($n+17yn+l)7 (ynwrn)) > 1
ven — oo iginz, — y € Y,y, = x € X olacak sekilde (z,, y,) bir ¢ift dizi ise her
n € Nicin
a((zn, yn), (y,2)) 21 ve  a((@,y), (yn, 2n)) = 1

olur.

Bu takdirde, F' bir ikili sabit noktaya sahiptir.

Ispat: Bu teorem Teorem 4.4.15’in ispatindaki notasyonlar kullanilarak ispatlansin: n —
oo iken B((n, Yn), (Ynt1, Tns1)) = 1 ve (Tn, yn) — (y, x) olacak sekilde (z,,y,), A da
bir ¢ift dizi ve (y,, z,), B’de bir ¢ift dizi olsun. (izi) sartindan S5((zp, yn), (y,x)) > 1
oldugu elde edilir. Bu durumda, Teorem 4.4.10’un hipotezi saglanir. Boylece, 7”nin bir
sabit noktas1 vardir. Ayrica, Lemma 4.4.13’ten, bu sabit nokta F”in ikili sabit noktasidir.

|
Asagida sabit noktanin tekligini ifade eden bir hipotez verilmistir.

H' : Her (z,y) € X x Y ve (u,v) € Y x X i¢in

al(z,y), (z1,22)) > 1, a((z2, z1), (y,2)) > 1

a(<v7u)7 ('21722)) > 1, a(('Z?le)ﬂ (u,v)) > 1

olacak sekilde (z1, 22) € (X x Y) N (Y x X) vardr.
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Teorem 4.4.17. Eger Teorem 4.4.15 (veya Teorem 4.4.16)’in hipotezine H' sart1 ekle-
nirse, (z1, 22), F' kovaryant (veya kontravaryant) doniisiimiiniin bir tek ikili sabit noktasi-

dir.

Ispat: H’ hipotezi goz oniine alimrsa 7' ve 3’nin H hipotezini sagladig1 sylenebilir.

Teorem 4.4.10 ve Lemma 4.4.13’ten sonug acik olarak elde edilir. |

Ornek 4.4.18. U, (R) ve L, (R), R iizerinde sirastyla n x n tipindeki iist ve alt iicgensel
matrislerin kiimesi olsun. Bir d : U, (R) x L,,(R) — R* fonksiyonu her A = (a;;)nxn €
U,(R) ve B = (bij)nxn € Ln(R) igin

Z |aij — byl

7,j7=1

bi¢giminde tanimlansin. Bu durumda, (U, (R), L,,(R), d) tam ¢ift kutuplu metrik uzaydar.
(A = (@ij)nxns B = (bij)nxn) € (Un(R) x L,(R)) U (Ly(R) x U,(R)) olmak iizere

F(A B) = GJT—F] bi¢iminde tanimlanan

nxn
F:(U,(R) x L,(R), L,(R) x U,(R)) = (Un(R), L, (R))
siirekli kovaryant doniisiimii alinsin. Diger taraftan,
a: (Un(R) X Ly(R)) x (L,(R) x Up(R)) — [0, +00)
dontisimii A = (aij)nxn, D = (dij)uxn € Un(R) ve B = (bij)nxn, C = (Cij)nxn €
L,(R) olmak iizere
diger durumlarda

a((A, B),(C, D)) = { (1) aij > bij, cij > dij
) X

biciminde tanimlansin. Her (A, B) € L,(R)ve (C,D) € L,(R) x U,(R) i¢in

d(F(A,B),F(C,D)) = d (%TW) ’ <Cij Z dij) )

Un(R
_ Z azg+b2] z_dm
2
1

4

az] i

IN

= 1 (d(A,C)+d(B,D))
olur. o doniigiimiiniin tanimindan

a((A, B), (C, D))d(F(A, B), F(C, D)) < 7(d(A,C) + d(B, D))

=~ =
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oldugu goriiliir. Boylece, her ¢ > 0 i¢in ¢(t) = % olmak iizere (4.70) esitsizligi saglanr.
a’nin ve [in tamimlarindan (7) sarti saglanir. Ayrica, (xo,yo) = (I, ,) birim matris
ikilisi icin Teorem 4.4.15’in (i) sarti saglanir. Bu durumda, F' bir ikili sabit noktaya
sahiptir. Ustelik, 0,,x, € U,(R) N L, (R) sifir matrisi olmak iizere bu ikili sabit nokta

(Onxm Onxn) olur.

Sonuc 4.4.19. (X,Y,d) bir tam ¢ift kutuplu metrik uzay ve 7' : (X,Y) =2 (X,Y) bir
kovaryant doniisiim olsun. Her x € X ve y € Y i¢in
d(Tz, Ty) < (d(z,y))

olacak sekilde bir ¢/ € ¥ fonksiyonunun mevcut oldugu varsayilsin. Bu takdirde, 7" bir

tek sabit noktaya sahiptir.

Ispat: Teorem 4.4.8 ve Teorem4.4.12’de herz € X vey € Yigina : X xY — [0, +00)
doniisimii «(z,y) = 1 olarak almsin. Bu takdirde, Teorem 4.4.8 ve Teorem 4.4.12’nin

hipotezleri saglanir ve bdylece, ispat tamamlanir. |

Simdi de benzer bir sonug¢ kontravaryant doniisiimler i¢in verilsin.

Sonug¢ 4.4.20. (X,Y,d) bir tam ¢ift kutuplu metrik uzay ve 7' : (X,Y) X (X,Y) bir
kontravaryant doniisiim olsun. Her x € X ve y € Y i¢in
d(Ty, Tz) < ¢(d(z,y))

olacak sekilde bir ¢ € ¥ fonksiyonunun mevcut oldugu varsayilsin. Bu takdirde, 7" bir

tek sabit noktaya sahiptir.

Ispat: Sonug 4.4.19’un ispatindakine benzer bir yontem kullamlarak Teorem 4.4.9 ve
Teorem 4.4.12’de her x € X ve y € Y i¢in a(z,y) = 1 alinmasi ispat igin yeterli

olacaktir. Bu takdirde, Teorem 4.4.9 ve Teorem 4.4.12 saglanir. |

Sonug 4.4.21. (X,Y,d) bir tam ¢ift kutuplu metrik uzay ve A € [0, 1) olmak tizere her
r € XveyeYicin

d(Tx, Ty) < Md(x,y)
olacak sekilde 7" : (X,Y) = (X,Y’) bir kovaryant dontigiim olsun. Bu durumda, 7" bir

tek sabit noktaya sahiptir.
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Ispat: Eger Sonu¢ 4.4.19°daherz € X vey € Yicine) : [0, +-00) — [0, +-00) doniisiimii
¥ (t) = At biciminde alinirsa ispat elde edilir. |

Sonug 4.4.22. (X,Y,d) bir tam ¢ift kutuplu metrik uzay ve A € [0, 1) olmak tizere T :
(X,Y) X (X,Y),herz € X vey € Yigin

d(Ty,Tx) < Ad(x,y)

olacak sekilde bir kontravaryant doniisiim olsun. Bu durumda, 7" bir tek sabit noktaya

sahiptir.

Ispat: Sonug 4.4.20'de her 2 € X ve y € Y igin ¢ : [0, +00) — [0, +00) doniisiimii
1 (t) = At bigiminde alinirsa ispat elde edilir. [ |

4.5. Cift Kutuplu Metrik Uzaylarda Cok Degerli Doniisiimler I¢cin Bazi Sabit
Nokta Teoremleri

Bu kisimda ilk defa Nadler [41] tarafindan ifade edilen cok degerli (Ing. multiva-
lued) doniisiimler icin bazi sabit nokta teoremlerinin ve bu teoremlerle ilgili baz1 6nemli
sonuclarin ¢ift kutuplu metrik uzaylardaki karsilig1 ifade edilmistir. Bu kisimda verilen

caligsmalar [42]’de yayinlanmistir.

Tamm 4.5.1. (X, Y d) bir ¢ift kutuplu metrik uzay olsun.

(1) Eger her y € Y igin 6(A) = sup{d(a,y) : a € A} < coise A C X kiimesine
sturhidir denir.

(2) Eger her x € X i¢in §(B) = sup{d(z,b) : b € B} < ooise B C Y kiimesine

sinirlidir denir.

Tanmm 4.5.2. (X,Y,d) bir ¢ift kutuplu metrik uzay olsun. Her A € CB(X) ve B €
CB(Y) i¢in

= {A: A, X’inbostan farkli kapali ve sinirl bir altkiimesidir}

= {B: B, Y’nin bostan farkli kapali ve sinirl bir altkiimesidir}

)
)

D(a,B) = inf{d(a,b):be BCY}, ae X
) = inf{d(a,b):a € AC X}, beY
)

= max{sup{D(a, B) : a € A},sup{D(A,b) : b€ B}}

69



bi¢ciminde ifade edilsin. Bu takdirde, H, (C'B(X), C'B(Y)) iizerinde bir ¢ift kutuplu met-
riktir ve

(CB(X),CB(Y),H)
uzay1 d ¢ift kutuplu metrigi tarafindan iiretilen Pompeiu—Hausdorff ¢ift kutuplu metrik

uzay1 olarak adlandirilir.

Tamm 4.5.3. (X, Y d) bir ¢ift kutuplu metrik uzay olsun.
(1) Egerherx € X vey € Y icin

H(Tz,Ty) < Md(z,y) 4.74)

olacak sekilde bir A € (0, 1) sabit sayist varsa bir 7" : (X,Y) = (CB(X),CB(Y))
kovaryant doniisiimiine ¢ok degerli kovaryant biiziilme doniisiimii denir.

(2) Egerherx € X vey € Y icin
H(Ty,Tz) < Ad(z,y) (4.75)

olacak sekilde bir A € (0, 1) sabit sayis1 varsa bir 7 : (X,Y) X (CB(X),CB(Y))
kontravaryant doniisiimiine ¢cok degerli kontravaryant biiziilme doniisiimii denir.
(3) Eger u € Tuise u € X UY noktasina bir 7" ¢ok degerli kovaryant veya kontravaryant

doniisiimiiniin sabit noktasi denir.

Lemma 4.5.4. (XY, d) bir ¢ift kutuplu metrik uzay, A € CB(X), B € CB(Y)vee >0

olsun.

d(a,b) < H(A,B) + ¢ (4.76)
olacak sekilde herhangi bir a € A i¢in bir b = b(a) € B (veya herhangi bir b € B i¢in bir
a = a(b) € A) vardr.

Ispat: ¢ > 0iken D(a, B), D(A,b) ve H(A, B) nin tanimlarindan
d(a,b) < D(a,B)+e< H(A,B) +e¢

olacak sekilde herhangi bir a € A i¢in b € B’nin mevcut oldugu ve
d(a,b) < D(A,b)+e < H(A,B) + ¢

olacak sekilde herhangi bir b € B i¢in bir a € A’nin varlig1 agiktir. |
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Lemma 4.5.5. (X,Y,d) bir ¢ift kutuplu metrik uzay, A € CB(X), B € CB(Y) ve
h € (0,1) olsun.

hd(a,b) < H(A, B) 4.77)
olacak sekilde herhangi bir a € A i¢in bir b = b(a) € B (veya herhangi bir b € B igin bir
a = a(b) € A) vardur.

Ispat: Eger H(A,B) = Oise, a € B ve b = a igin (4.77) esitsizligi saglanir. Eger
H(A,B) > 0ise, h € (0, 1) oldugundan,

e=(h"'—=1)H(A,B)>0 4.78)
olarak alinabilir. Lemma 4.5.4 ve (4.78) esitsizliginden
hd(a,b) < H(A, B)

ifadesi elde edilir. [ ]

Teorem 4.5.6. (XY, d) bir ¢ift kutuplu metrik uzay olsun. Eger
T: (X,Y)=2(CB(X),CB(Y))

bir ¢cok degerli kovaryant biiziilme doniisiimii ise,
(i) 7" en az bir sabit noktaya sahiptir;
(ii) Her bir (z9,70) € X x Y igin n — oo iken 2,41 € Ty, Ypy1 € Ty, ve

Ty — U, Y, — u olacak sekilde bir (z,,y,) € X x Y dizisi vardir ve u € T'w’dur.

ispat:
(1) xo€e X,yp € Yveh = VA olsun. z; € T'xg olarak alinsin. Lemma 4.5.5’ten, her
n > 1icin
Jyi € Tyo 5 hd(wy,y1) < H
Jzy € Ty ;5 hd(za,y1) < H(Tx1, Tyo),
H

Jyo € Tyr 5 hd(xa,y2) <

Hyn € Tyn—l ; hd($n7yn) S H(Txn—laTyn—1)7
<

EIIn—&—l € Txn ) hd(xn—&—la yn) H(Txna Tyn—1)7
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olarak secilebilir. Bu durumda, (x,,y,) € X x Y ¢ift dizisi elde edilir. Dolayisiyla,
(4.74) ifadesinden

hd(2,yn) < Ad(@n-1,Yn-1) = B2d(Tn-1,Yn-1)
= d(zn,yn) < hd(Tp_1,Yn-1)
hd(Tpi1,yn) < AM(T, Yno1) = h2d(Tp, Yn_1)
= d(@ni1,9n) < hd(@n, yn-a)

ifadeleri elde edilir. Bu islem n—kez tekrar edilirse,

d<wnayn) S hnd(xmy(])

A(Tpg1,Yyn) < h"d(z1,90)

ifadeleri elde edilir. n < m olmak tizere herhangi n, m € N i¢in

d(@n, ym) < d(@n, yn) + d(@ns1, Yn) + d(@ns1, Y1) + d(Tng2, Yns1)
+ o+ d( T, Ym1) + ATy Ym),
< h"d(zo,yo) + Pd(w1,y0) + A" (w0, yo) + A" (1, 90)
Foee o BN, yo) + R (w0, o),
= (W™ +h™ 4+ B™)d (20, yo)
+(h™ 4+ " o WY (1, 0),
(o ()

ifadesi elde edilir. Bu durumda, n, m — oo iken d(z,, y,,) — 0 olur. Benzer olarak,

m < n olmak iizere n, m € Nicin

d(n,yn) < d(n,Yoo1) + @1, Y1) + d(@aor, Yoo) + (@01, Yo-2)
+ -+ ATt Ymtr) + A @it Ym),s

< hTN(y, o) + BT N(0, yo) + R TRd(1, y0) + R d (20, o)
b B, o) + R, o),

= (B"M R hMYd(, o)
F(h" N+ B R d 2, o),

_ (ff;) d(z1,10) + (1hn__;> d(zo, yo)

ifadesi elde edilir. Bu takdirde, n, m — oo iken d(x, ¥,) — O olur. Buradan, (x,,, y,)

bir Cauchy ¢ift dizisidir. (X, Y, d) tam oldugundan (z,,, y,,) bir u € X N'Y noktasina
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yakinsaktir (cifte yakinsaktir). Boylece
lim x, =u ve limy,=u
n—oo n—oo

olur. (4.74) ve (B3) aksiyomundan n — oo iken

D(’LL, TU) S d(u> yn—i—l) + d(xn+17 yn+l) + D(-In—i-la TU),

IA

d(w, Yns1) + A(Tng1, Yny1) + H(Txy, Tu),

IN

d<u7 yn—i-l) + d($n+17 yn+1) + )\(l’n, u) — 0

olur. Buradan D(u,Tu) = 0 ve T'u kapalt oldugundan, © € T'u olur. Dolayisiyla, u,
T”nin bir sabit noktasidir.

(ii) (¢)’in ispatinda tammlanan (z,,) ve (y,) dizileri (i7)’deki sartlar1 saglar.

Teorem 4.5.7. (X, Y, d) bir ¢ift kutuplu metrik uzay olsun. Eger o, 3 > 0 ve a + 2 < 1
iken

T:(X,Y) X (CB(X),CB(Y))
herx € X vey € Y i¢cin

H(Ty,Tx) < ad(z,y) + B[D(xz, Tx) + D(Ty,y)] 4.79)

olacak sekilde bir ¢cok degerli kontravaryant doniisiim ise, 7" bir sabit noktaya sahiptir.

; a+
Ispat: xo € X,y € Txgver = =5

olsun. z; € Ty, olarak alinsin. Lemma 4.5.4’ten
n > 1ig¢in
Jyy € Tey 5 d(zy,y1) < H(Tyo, Txy) + 1,
o € Tyr 5 d(w2,y1) < H(Tyr, Tar) + 17,
<H

Jyo € Ty 5 d(wg, 1) (Ty1, Txo) + 1°,

Jy, € Txp 3 d(xgn,yn) < H(Typ_1, Ty,) + 1>,

E|:Un+1 € Tyn ; d(anrla yn) S H(Tyna Txn) _'_ 7,2117
ifadeleri elde edilir. (4.79) ifadesi ve Lemma 4.5.4’ten,

d(l’m yn) < Ofd(xn, yn_l) -+ ﬁ[D([L’m Txn) -+ D(Tyn—h yn—l)] + 7,2n—1

< ad(xy, Yn-1) + Bld(@n, yn) + d(Tn, Yp_1)] + 72"
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olmasi

olmasini ve

A2, Yn-1) < ad(Tp_1,Yn-1)+ BD(@n_1,T2p_1) + D(TYp_1,Yn_1)] +r*" 2
< ad(tp_1,Yn1) + Bld(@p_1, Yn1) + d(Tp, Yn_1)] + >3
olmasi da
d( ) < 20y P
LTy Yn— -~ Tpn—1yYn—
7,,21172
- d n—1ly dn—
rd(Tp1,Yn-1) + 1— 3
olmasini gerektirir. Buradan
9 7.271—1 7,,277,—1
A(Tr, yn) < 1°d(Tp—1, Yn-
(T, yn) < rd(Tn-1,y O+1_6+1_5

onr2n-1
1-p

oldugu sonucu elde edilir. Diger taraftan, benzer olarak

< r"d(z,y0) +

d(pa1,yn) < ad(x,,yn) + B]D(xn, Txy) + D(Tyn, yn)| + r2n
< ad(Tp, yn) + Bld(xn, yn) + d(Tpi1,yn)] + rin
olmasi
a+ r2n
d(xn-‘rl)yn) S 1— ﬁd(xmyn) + m
T,Qn

= rd(xn,Yn) + =5
2 1 2n

< " d(xg, y0) + —( n1+ ;r

olmasini gerektirir. n < m olmak lizere herhangi n, m € N i¢in

d(xna ym) S d(:L‘n, yn) + d(ajnJrla yn) + d($n+17 yn+1)

+--+ d(l‘m, ym—l) + d(l‘m, ym)

onren—1 5 (2n + 1)r*
n+1d

S T2nd($07 ?JO) +
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(2n + 2)r2ntt
1-5
+ 2™ d(z0, o) +

+r2" 2 d (30, yo) + + -+ d (o, o)
(2m — 1)r?m=2

1-p

(2m)r?m=1

1-p

S (T2n—1 + ,',,Qn ‘l‘ L. _|_ Tgm_l)d(.fo, ?/0)
2n)r* L+ 2n+ D)r* + .. 4 (2m)r*mt
+ 1-3

ifadesi elde edilir. 7 < 1 oldugundan n, m — oo iken d(z, ¥,) — 0 olur. Benzer olarak,

eger m < mise, n,m — oo i¢in d(x,, y,,) — 0 olur. Bu takdirde (z,, y,) bir Cauchy ¢ift
dizisidir. (X, Y, d) bir tam ¢ift kutuplu metrik uzay oldugundan, (z,,y,), biru € X NY

noktasina yakinsaktir (¢ifte yakinsaktir). Bu takdirde,

lim x, =uve lim y, =u
n—0o0 n—oo

olur. 4.79 ve (B3) aksiyomundan her n € N icin

D(u,Tu) < d(u,Ynt1) + d(Tny1, Yny1) + D(Tng1, Tu)
< d(w Ynt1) + d(@ns1, Ynr1) + H(Tyn, Tw)
< d(Ww,Ynr1) + d(@ns1, Ynr1) + ad(w, yn) + BID(Tyn, yn) + D(u, Tu)]
< d(W, Ynr1) + d(@nt1, Yor1) + ad(u, yn) + Bld(@ns1, yn) + D(u, Tu)]

olur. n — oo iken,
D(u,Tu) < 8D(u, Tu)
oldugu goriiliir. 5 < 1 oldugundan D(u,T'u) = 0 olur. Bu durumda, u, 7" doniisiimiiniin

bir sabit noktasidir. |

Teorem 4.5.7°den, asagidaki sonuclar elde edilir.
Sonug 4.5.8. (XY, d) bir tam ¢ift kutuplu metrik uzay ve
T:(X,Y) X (X.Y),
a,B>0vea+28 < likenherz € X vey € Y icin
d(Ty, Tz) < ad(z,y) + Bld(z, Tz) + d(Ty,y)] (4.80)

olacak sekilde bir kontravaryant doniisiim olsun. Bu takdirde 7’ bir sabit noktaya sahiptir.
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Sonug 4.5.9. (XY, d) bir tam c¢ift kutuplu metrik uzay ve

T:(X,Y) X (CB(X),CB(Y)),
ai,as,a3 > 0vea; +as +az < likenherx € X vey € Y igin

H(Ty,Tx) < ayd(z,y) + agD(x, Tx) + a3 D(Ty, y) (4.81)

olacak sekilde bir ¢cok degerli kontravaryant doniisiim olsun. Bu takdirde, 7" bir sabit
noktaya sahiptir.
Sonug 4.5.10. (X, Y, d) bir tam ¢ift kutuplu metrik uzay olsun. Eger

T:(X,Y) X (CB(X),CB(Y))

bir ¢cok degerli kontravaryant biiziilme doniisiimii ise, 7" bir sabit noktaya sahiptir.

Sonug 4.5.11. (X, Y, d) bir tam ¢ift kutuplu metrik uzay ve
T:(X,Y) X (CUB(X),CB(Y)),
B e {O,%) ikenher x € X ve y € Y i¢in
H(Ty,Tx) < p[D(z,Tx) + D(Ty,y)] (4.82)
olacak sekilde bir ¢ok degerli kontravaryant doniisiim olsun. Bu takdirde, 7" bir sabit
noktaya sahiptir.
Ornek 4.5.12. X ={0,1,2} veY = {1,2,3} olsun. d : X x Y — R* doniisiimii
d(1,1) =d(2,2) =0,
d(1,2) =d(2,1) =5,
d(0,1) =13, d(0,2) = 12,
d(0,3) =15, d(1,3) =14, d(2,3) =9
bi¢ciminde tanimlansin. Bu takdirde (X, Y, d) bir tam ¢ift kutuplu metrik uzaydir. Bir
T: (X,Y)=(CB(X),CB(Y))
kovaryant doniisiimii

T(0) = {1}, T(1) =T(2) = {2}, T(3) = {1,2}
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olarak tanimlansin. Burada her x € X ve y € Y i¢in Tx ve Ty, (X, Y, d) cift kutuplu

5
metrik uzayinda kapali ve sinirlidir. Bu durumda, herx € X,y € Y ve k = 9 sabiti i¢in
H(Tz, Ty) < kd(z,y)

kosulu saglanir. Teorem 4.5.6’dan, 7" bir sabit noktaya sahiptir. Bu sabit nokta2 € X NY

olur.

7



5. SONUC VE ONERILER

Bu tez calismasinda literatiirde mevcut olan ve iizerinde sikca calisilan bazi sabit
nokta teoremlerinin, son zamanlarda tanimlanan ve giinliik hayatta cesitli orneklere sahip
olan ¢ift kutuplu metrik uzaylardaki genellestirmeleri ifade edilmis ve ispatlar1 detayli ola-
rak incelenmistir. Bu ¢alismada bilinen bazi sabit nokta teoremlerinin direkt cift kutuplu
metrik uzaylara genellestirilemedi8i goriilmiis, bunun i¢in farkli tanimlar ve lemmalar
ifade edilmistir. Ayrica, ¢ift kutuplu metrik uzaylar tizerinde kovaryant ve kontravaryant
olmak iizere iki tip doniisiim mevcut oldugundan bazi tanimlar ve sabit nokta teoremleri
metrik uzaylardakinden farkli olarak birden fazla durum i¢in incelenmis ve ifade edil-
migstir. Dolayisiyla metrik uzaylardaki bazi sabit nokta teoremlerinin ¢ift kutuplu metrik
uzaylarda birden fazla genellestirmesi elde edilmistir. Ornegin, Nadler’in metrik uzay-
larda tek sekilde ifade ettigi ortak sabit nokta teoremi mevcut ¢alismada f ve ¢g’nin ko-
varyant veya kontravaryant olmasi durumuna gore dort farkli teorem olarak elde edilmis
ve ispat edilmistir. Bir bagka 6rnek ise, Samet tarafindan verilen o« — ¢)—biiziilme donii-
slimiiniin tanim1 bu ¢alismada c¢ift kutuplu metrik uzaylar i¢in kovaryant o — ¢)—biiziilme
doniisiimii ve kontravaryant o — ¢ —biiziilme doniisiimii olarak iki farkli bicimde verilme-
sidir. Diger yandan, caligmada ifade edilen teoremlerin daha iyi anlagilabilmesi amaciyla

baz1 ornekler verilmis ve cesitli sonuglar elde edilmistir.

Literatiirde 1yi bilinen Suzuki, Meir Keeler gibi diger sabit nokta teoremleri de
cift kutuplu metrik uzaylar iizerinde ifade ve ispat edilebilir. Diger yandan, cift kutuplu
metrik uzaylarin bilinen farkli disiplinler arasi iligkilerin incelenmesine énemli katkilar
saglayacagi diisiiniilmektedir. Dolayisiyla bu konu iizerinde detayl ¢alismalar yapilarak
cift kutuplu metrik uzaylar teorisi gelistirilebilir ve metrik uzaylarda mevcut olan bir¢cok

farkli 6zellik bu uzaylarda da incelenebilir.
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