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Yiiksek Lisans Tezi

ikinci ve Uciincii Dereceden Lineer Olmayan Terimlere Sahip Diferansiyel
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Zeyyan OZTAS
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Fen Bilimleri Enstitiisii
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Danmisman: Dog¢. Dr. Ali KONURALP

Bu tezde, ikinci ve tglincii dereceden lineer olmayan terimlere sahip
diferansiyel denklemlerin g-Homotopi analiz doniisiim metodu (-HATM) yontemi ile
sayisal ¢oziimleri yapilmistir. g-Homotopi analiz metodu ile Laplace doéniisiim
metodunun birlestirilmesiyle olusan g-Homotopi analiz dontisiim metodu kismi ve adi
diferansiyel denklemlerin genis bir sinifina uygulanabilir.

Calismada oOncelikle g-Homotopi analiz doniisiim metodunun kullanim
alanlar1 ve tarihsel siirecinden bahsedilmistir. Ayrica q-Homotopi analiz doniisiim
metodunun, homotopi analiz metodu, g-Homotopi analiz metodu ve Laplace doniisiim
metodu ile arasindaki baglantilar agiklanmistir. Ardindan, g-Homotopi analiz
doniistim metodu ile ilgili temel kavramlardan, Ricatti diferansiyel denklemlerinden,
Fisher denklemlerinden, Burgers-Fisher denklemlerinden, Van der Pol-Duffing
denklemlerinden ve Klein Gordon denklemlerinden bahsedilmistir. Daha sonra -
Homotopi analiz doniisiim metodunun ikinci ve tigiincli dereceden lineer olmayan
terimlere sahip diferansiyel denklemlere uygulanma metodu agiklanmistir. Uygulanan
bu metot araciligiyla ikinci dereceden lineer olmayan terimlere sahip Ricatti
diferansiyel denklemler ile Fisher denklemlerinin yakinsak seri ¢oziimleri elde edilmis
ve {iglincii dereceden lineer olmayan terimlere sahip Burgers-Fisher denklemleri, Van
der Pol-Duffing denklemleri ve Klein Gordon denklemlerinin de ¢6ziimleri
bulunmustur. Son olarak 6nerilen metodun giivenilirligini gostermek i¢in hata analizi
yapilarak bulunan sonuglar grafikler ile gosterilmis ve yorumlanmistir.

Anahtar Kelimeler: g-Homotopi Analiz Doniisiim Metodu, Laplace Doniisiim
Metodu, Ricatti Diferansiyel Denklemleri, Fisher Denklemleri, Burgers-Fisher
Denklemleri, Van der Pol-Duffing Denklemleri, Klein Gordon Denklemleri

2019, 53 sayfa
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In this thesis deals with the solutions of differential equations having
quadratic and cubic nonlinearity obtained by the g-homotopy analysis transform
method (g-HATM). The g-HATM, combined by the g-homotopy analysis method and
Laplace transform method, can be applied to a wide class of the partial and ordinary
differential equations.

In study, firstly, the usage areas and the historical process of g-HATM are
examined. In addition, the connections between g-HATM, homotopy analysis method,
g-Homotopy analysis method and Laplace transformation method are explained.
Thereafter, the basic concepts of g-HATM, Ricatti differential equations, Fisher
equations, Burgers-Fisher equations, Van der Pol-Duffing equations and Klein Gordon
equations are mentioned. Then the method of applying the g-HATM for differential
equations with having quadratic and cubic nonlinearity terms is explained. Through
this method, convergent series solutions of Ricatti differential equations and Fisher
equations having quadratic nonlinearity and numerical solutions of Burgers-Fisher
equation and Van der Pol-Duffing equation having cubic nonlinearity are obtained.
Finally, in order to reliability of the g-HATM, error analysis are performed and the
results are shown and interpreted with graphs.

Keywords: g-Homotopy Analysis Transform Method, Laplace Transform
Method, Ricatti Differential Equations, Fisher Equations, Burgers-Fisher
Equations, Van der Pol-Duffing Equations, Klein Gordon Equations
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1. GIRIS

Diferansiyel denklemler matematik, miihendislik, biyoloji, mekanik, endiistri,
finans gibi bir¢ok alanda karsimiza ¢ikmaktadir. Yiizyillardir ¢alisilan diferansiyel
denklemlerin analitik ve niimerik c¢oziimlerine ulagmak icin farkli metotlar
uygulanmakta ve hesaplamalar yapilmaktadir. Uygulanan bu metotlar sayesinde bu
denklemlerin gerek genel ¢oziimlerine gerekse baslangic ve/veya smir deger sartlari
altinda Ozel ¢oziimlerine ulasilmaktadir. Matematiksel olarak modellenmis gercek
hayat problemlerinin lineer olmayan terimlere sahip oldugunu biliyoruz. Lineer
olmayan terimlere sahip diferansiyel denklemlerin bir¢ogunda analitik ¢dziim bulmak
olduk¢a zordur. Bu yiizden lineer olmayan diferansiyel denklemlerin sayisal

¢Oziimlerini bulmak igin literatiirde pek ¢ok metot bulunmaktadir.

Topolojide ve diferansiyel geometride karsimiza ¢ikan homotopi kavrami ile
diferansiyel denklemlerin sayisal ¢oziimlerini elde etmek i¢in homotopi analiz metodu
onerilmistir [1,2,3,4,5,6,7,8]. Bu metot ilk olarak 1992 yilinda Shi Jun Liao [1]
tarafindan ortaya atilmigtir. Homotopi analiz metodu, lineer veya lineer olmayan adi
veya kismi diferansiyel denklemlerin yari-analitik ¢ézlimlerine ulagmak i¢in homotopi
yapisi ile birlikte h gdmme parametresine bagl onerilen yaklagim serisinin gergek
¢Oziime yakinsamasini incelemektedir. Yaklasim serisinin ilk teriminin se¢imindeki

esneklik dolayisiyla kolay uygulanabilen bir metottur.

Son zamanlarda M. A. El-Tawil ve S. N. Huseen [9,10] tarafindan ortaya konulan
g-homotopi analiz metodunda [9,10,11,12] ise homotopi analiz metodunda bulunan h
parametresine ek olarak n parametresi de bulunmaktadir. Metotta bulunan ikinci
parametre sayesinde ¢oOziim serilerinin yakinsakligt daha genis bir bdolgede

incelenebilmektedir.

Lineer olmayan diferansiyel denklemlerin sayisal ¢dziimleri bulunurken bu
metotlarin yani sira uygulanan bir baska metot ise q-Homotopi analiz doniisiim
metodudur [13,14,15,16,17,18,19,20,21]. Aslinda g-Homotopi analiz doniisim
metodu; g-Homotopi analiz metodu ile Laplace doniisiim metodunun [22,23,24,25]

birlesmesiyle olusan yeni bir yaklagimdir. Laplace doniisiimii ilk olarak Pierre-Simon

1



Laplace tarafindan ortaya konulmustur. Baslangicta, miihendislik alanlarinda ortaya
¢ikan bazi sorunlarin giderilmesi i¢in matematiksel bir teori olarak ele alinmistir. Daha
sonradan Oliver Heaviside tarafindan 20.yiizyilin baslarinda Laplace doniistimleri ile
ilgili caligmalar baslatilmistir. Laplace doniisiim metodu ile diferansiyel denklemler,
adi diferansiyel denklem sistemleri, integro diferansiyel denklemler, fark denklemleri
gibi bir¢cok denklem tipi ¢oziilebilir. Ayrica miihendislik ¢aligmalarinda karsimiza
cikan elektrik devreleri ve sistemleri ile ilgili ¢alismalar i¢in de Laplace doniisiim

metodundan faydalanilmaktadir.

Son zamanlarda Singh ve arkadaglari [21] yeni bir homotopi teknigi olarak
kullanilacak olan g-Homotopi analiz doniisiim metodunu tanitip gelistirmeye basladi.
Bu c¢alismalar araciligiyla g-HATM sayesinde dogada ortaya ¢ikan lineer olmayan
problem iizerinde ¢alisilmaya basland1 [17,20]. q-HATM, Laplace doniisiimii ile

homotopi algoritmasinin kolay uygulanabilir bir metodudur.

Bu tezin amaci, q-Homotopi analiz doniislim metodunu kullanarak lineer
olmayan terimlere sahip ikinci ve ti¢lincii dereceden diferansiyel denklemlerin sayisal
¢oztimlerini elde etmektir. ¢-HATM ile Ricatti [26,27,28,29], Fisher [21,30,31,32,33],
Van der Pol-Duffing [34,35,36], Burgers-Fisher [38,39,40,41,42,43,44,45,46] ve
Klein-Gordon [47] denklemleri g6z Oniine alinip ¢oziimleri yapilmis, tablo ve

grafiklerle sonuglarin dogrulugu incelenmistir.



2. GENEL BILGILER

2.1 Temel Kavramlar

Tamim 2.1.1: X ve Y topolojik uzaylar, f, g: X — Y siirekli fonksiyonlar olmak
tizere; f siirekli fonksiyonundan g siirekli fonksiyonuna tanimli homotopi,

F:X x[0,1] = Y ve xeX olmak iizere
F(X,0) = f(x) ve F(X,1) = g(x)

seklinde tanimhdir. Buradaki F siirekli fonksiyondur. Eger bu esitlikler saglanirsa f
g’ye homotopiktir denir.

Tanmmm 2.1.2: t degiskenine bagimli bir u(t) fonksiyonunun reel ya da
kompleks s parametresine bagli Laplace donlisimii asagidaki genellestirilmis

integralin yakinsadigi tiim s degerleri i¢in

[ee]

G(s) = L[u(t)] = f e Stu(t) dt

0

seklindedir.

Tanmm 2.1.3: £(t), f'(t),... f® D (t) fonksiyonlari [0, o) iizerinde siirekli,
™, [0, o) iizerinde pargali siirekli ve bu fonksiyonlar1 tiimii @ mertebeden {istel

fonksiyonlar olsunlar. Bu durumda s > «a i¢in

L™ () } = STLF ) = smTHF0) = () — = fP(0)

esitligi saglanir.

2.2 Riccati Diferansiyel Denklemler

1720’1i yillarda Count Jacapo Francesco Riccati arkadasi Giovanni Rizetti’ye
yazdig1 mektubunda iki yeni diferansiyel denklemden bahsetmistir [26,27,28,29] Bu
denklemler su sekilde ifade edilmistir

D, = ax? + pt™ (2.1)



D, = ax? + Bt + yt? (2.2)

buradaki m bir sabit, t ise bagimsiz bir degiskendir. Giiniimiizde O6nemli bir
diferansiyel denklem tipi olan Ricatti diferansiyel denklemleri ile ilgili ortaya ¢ikan
ilk denklemler yukaridaki gibi olusturulmustur. Count Jacapo Riccati’nin ¢aligmalari
Olimiinden sonra oglu Giordano Riccati tarafindan 1765 yilinda kitap olarak
yaymlanmistir. Riccati diferansiyel denklemleri ile ilgili 1760 yillarinda Euler, 1840
yillarinda Jacques Liouville gibi isimler tarafindan bir¢ok caligma yapilmistir. 20.

yiizyilda yapilan ¢alismalar sonucunda
D,u = A(x)u?(x) + B(x)u(x) + C(x) (2.3)

(2.3) seklinde elde edilen diferansiyel denklemlere Riccati diferansiyel denklemler
denilmistir. Burada A(x) = 0 ise denklem lineer diferansiyel denklem, C(x) = 0 ise
denklem Bernoulli diferansiyel denklemdir. Ricatti diferansiyel denklemlerin
¢Oziimiinii bulmak icin genel bir yontem olmayip, farkli metotlar ile denklemin

¢Oziimlerine ulagilabilir.

2.3 Fisher Denklemleri

1937 yilinda Fisher, Kolmogorov, Petrovsky ve Piscounov sonsuz bir ortamda
viril bir geninin zamansal ve mekansal yayilimi i¢in Fisher-KPP denklemi olarak
adlandirilan bir model onerdiler [21,30,31,32,33,34]. Daha sonradan bu denklem
Fisher tarafindan gelistirilerek Fisher denklemi olarak bilinmeye baslandi. Bilim ve
miihendislik alaninda bir¢ok uygulama alanina sahip olan bu denklem ayni1 zamanda
en basit ve klasik haliyle reaksiyon difiizyon denklemi olarak bilinir. Genel olarak g €

N, a ve a reel sabitler olmak tizere
U (X, 1) = Upy + (1 —uf(x, ) (u(x, t) — a) (2.4)
formundadir.
2.4 Van der Pol-Duffing Denklemleri

Van der Pol-Duffing denklemleri [35,36.37,38] ilk olarak Van der Pol
tarafindan 1926 yilinda ortaya atilmistir. Denklemde gecen osilator (salingac) 6zellikle

miithendislik, fizik ve biyoloji konularinda karsimiza c¢ikan lineer olmayan
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denklemlerin ¢oziimiinde kullanilir. Son zamanlarda Van der Pol-Duffing denklemleri

Ji ve Zhang [35] tarafindan tartisilmis, ancak bulunan ¢oziimler kiiglik parametrelerle
sinirlt kalmistir. Genel olarak p > 0 gdmme parametresi, periyodu T = 2;” olacak

sekilde g(f,w,t) = fcos(wt) olmak iizere

d%x
dt?

—u(l—xz)%+ax+ﬁx3 =g(f,w,t) (2.5)

formundadir.

2.5 Burgers-Fisher Denklemleri

Burgers-Fisher  denklemleri  [39,40,41,42,43,44,45,46] sivi  dinamik
modellerinde kullanilmaktadir. Burgers-Fisher denklemleri reaksiyon, 1siyayim ve
difiizyon mekanizmalarinda kullanildig: icin yiiksek mertebeden lineer olmayan bir
denklemdir. Denlemin Burgers-Fisher olarak adlandirilmasinin temel nedeni
konvektif Ozelliklere sahip Burgers denklemleri ile diflizyon mekanizmalarinda
kullanilan Fisher denklemlerinin birlesimi ile olustugu i¢indir. Bu denklem 0 < x <

1 ve t = 0 kosullar1 altinda

MUy g% 8
5 T au’ — axz—/j’u(l u®) (2.6)

seklinde tanimlanmistir. Buradaki a, B ve § birer parametredir.

2.6 Klein-Gordon Denklemleri

Klein-Gordon denklemleri ilk olarak Oscar Glein ve Walter Gordon tarafindan
bulunmustur. Lineer olmayan Klein-Gordon denklemleri u(x,0) = f(x) ve

u:(x,0) = g(x) baslangic kosullar1 altinda
Upe — Uy + au + fu¥ = h(x,t) (2.7)

seklinde ifade edilir. Buradaki a ve B sabit, h(x,t) ve f(x) bilinen fonksiyonlar,
u(x, t) ise bilinmeyen bir fonksiyondur. y = 2 alindiginda ikinci dereceden, y = 3

alindiginda ise ticiincii dereceden lineer olmayan denkleme doniisiir.



3. MATERYAL VE YONTEMLER

3.1. Materyal

Tezde kullanilan materyal, ¢calismada ele alinan ikinci ve tglincii dereceden
lineer olmayan diferansiyel denklemler ile ilgili problemleri igeren makaleler ve

kitaplardan olusmaktadir.

3.2. Yontem

3.2.1. ikinci Dereceden Lineer Olmayan Terimlere Sahip Diferansiyel

Denklemler i¢cin g-Homotopi Analiz Doniisiim Metodu

3.2.1.1. Riccati Diferansiyel Denklemler i¢in q-Homotopi Analiz Doniisiim
Metodu

Bilindigi tizere Riccati diferansiyel denklemleri genel olarak
D,u=A)u?(x) + B()u(x) + C(x),u(0) =uy x9<x<x (3.1)

seklinde tanimlanir. Burada D,, x e gore tlirev operatorii olmak iizere D,u(x)’in
birinci tirev fonksiyonu, u(0) = u, ise baslangi¢c kosuludur. B(x)u(x) = R(u),
A(x)u?(x) = N(u) seklinde secildiginde, R lineer diferansiyel operatér, N ise lineer
olmayan diferansiyel operatér olarak adlandirilsin. Segilen operatorler (3.1)

denkleminde yerine koyulursa
D,u—N(u) — R(u) = C(x) (3.2)

denklemi operatér formunda elde edilir. Simdi diferansiyel denklemden cebirsel

denkleme ge¢mek i¢in Laplace doniisiimiinii (3.1) denklemine uygularsak
L{Dyu} — LIAG)U? ()} — LIB()u(x)} = L{C(x)}
sL{u} — u(0) — LIAMU* (1)} — LBu()} = L{C()}  (33)

denklemine ulasilir. (3.3) denklemi sadelestirilip s katsayisina bdliiniirse



L{u} — ~ug — - LA (@) + B@)u(x) + C(0)} = 0 (3.4)

denklemi bulunur. Burada u = ¢ (x, g), x ve g operatériine bagl yardime1 fonksiyon

olmak {izere, bu yardime1 fonksiyonu (3.4) denkleminde yerine yazarsak

N[p(x, q)] = L{p(x, )} — ~up — s L{AX)$2(x, 9) + B(x)$(x, @)} — - L{LC ()}
(35)

elde edilir. Burada g, n > 1 olmak sartiyla [O,%] araligindan alinan bir gdmme

parametresidir. Simdi (3.5) denklemine iliskin homotopiyi kuracak olursak, £ Laplace
operatorii, H (x) sifirdan farkli bir yardimei fonksiyon ve h da sifirdan farkli yardimci

parametre olmak tlizere
(1 —ng)L{¢p(x,q) — uo} = hqH(x)N(¢(x,9)) (3.6)

bulunur.g=0veqg = %degerleri (3.6) denkleminde yeri yazildiginda sirasiyla

$(x,0) = upve ¢ (x,3) = u(x) (3.7)

n

elde edilirken, g parametresinin 0 dan n > 1 igin %’e artisinda, ¢(x, g) fonksiyonu,

baslangi¢c degeri olan u, ile denklemin ¢oziimii olan u(x) arasinda bir degisim
gosterir. g gdomme parametresine gore MacLaurin serisine ¢ (x, g) fonksiyonu altinda

genisletilirse
P(x,q) = ug + Lin=1 Um ()G (3.8)
U (0) = —¢™ (xq)| _, =0 (3.9)

elde edilir. (3.7) ile ifade edilen serinin yakinsakligi, (3.6)’daki h, n parametreleri ve
H(x) yardimci fonksiyonunun uygun bir sekilde se¢imi ile genisletilebilir. g =%

alinmak tizere (3.7) deki u,,, vektorlerini

U = {Uo, 1 (%), Uz (%), -, Um ()} (3.10)

w() = Uy + Tiams i ) (2)” (3.11)

olarak yazabiliriz. Boylece (3.6) denklemi



1- nq)L{uo + z U (0)q™ — uo} = hqH(x)N (uo + z U (x)qm)

m=1 m=1

(1- nq)L{Z e, <x>qm}

m=1

C 1
= hgH (x)L{uy + z Uy, (x)qm} - ;uo

m=1

1 1
— - LAWP () + B @)} — S LC()

sekline doniistir.

(3.5) numarali denklemin m. mertebeden g’ya gore tiirevi alinip, g = 0 kosulu altinda

her iki taraf m!’e boliiniirse, m. dereceden deformasyon fonksiyonu
Lltm (x) = kypum-1(0)] = hH )Ry (Um-1) (3.12)

olarak elde edilir. (3.12) denkleminin her iki tarafinda ters Laplace doniisiim metodu

uygulanirsa
= __ 1 a™IN[p(x9)]
Ron(Um-1) = 5 5gm o (3.13)
olmak {izere (3.11) ¢6ziim serisini olusturan terimleri
Un (X) = KpUpm_1(x) + hL_l[H(x)ERm(ﬁm—l)] (3.14)

ile buluruz. Buradaki k,,, m > 1 oldugunda n degerine esit, diger durumlarda da

sifira esit olan bagka bir parametredir.

3.2.1.2 Fisher Denklemleri i¢cin q-Homotopi Analiz Doniisiim Metodu
Fisher denklemlerinin lineer difiizyon ve lineer olmayan biiyiime modellerine

uygulanmistir [18]. Bu denklemi ele alacak olursak
U (%, 1) = Uy, + a(1 — ubf (x, ) (u(x, t) — a) (3.15)

elde edilir. Burada a, 8 ve a sabit terimlerdir.



Eger (3.15) denkleminde a = 0, @« = 1 and 8 = 1 alinirsa lojistik biiyiime diflizyon

denklemi formuna doniistir.
U = U FuU(l—u), xeR, t >0 (3.16)
u(x,0) = uy(x) baslangi¢ kosulu altinda (3.16) denklemi elde edilir.

(3.16) denklemine Laplace doniisiim yontemi uygulanirsa elde edilen cebirsel denklem

asagidaki gibidir.
L{ug} = L{tg, +u(l —u)}
sL{u} —uy(x,0) = L{u,,} + L{u(1 —u)}

L{u} = 2ug(x,0) = = L{tyy} + = L{u(1 — u)} (3.17)

n > 1 kosulu altinda [0, %] araliginda bulunan q parametresi ve ¢(x,t; q) yardimei

fonksiyon ve

Uog

Nlp(x, t; )] = L{p(x, t; )} — (1 r- k—m)— — = L{ux (6, t:9) + . £ q)(1 —

N N

¢(x, t;9))} (3.18)

lineer olmayan operator olmak iizere,

(1 —qgn) L{p(x, t;9) —uo(x, 1)} = hgH(x, )N[¢(x, t; 9)] (3.19)

homotopi yapist olusturulsun. (3.19) denklemindeki £ Laplace operatorii, H(x)
sifirdan farkli yardimer fonksiyon ve h sifirdan farkli sabit olmak iizere m. dereceden

deformasyon denklemi

L{um (x,8) = knUm-1(x, )} = KR (Um—1) (3.20)
_ 1, Mt
Un(x,t) = —+ I (3.21)
ve
- 1 ™ IN[@(xt;q)
R (1) = gy e | (3.22)

q=0

seklinde bulunur. Bu denklemin kesilmis serisi



Sortn (60 (2)" (3.23)

u(x, t) i¢in uygun ¢oziimleri verir. Boylece

Ug 1

SRm(ﬁm—l) = L{um—l} - (1 - _) o _L{um—l - Z:ﬁBl Un—-1-i ui} (3-24)

N N

elde edilir. (3.24) denkleminde ters Laplace doniisiim yontemi uygulanirsa elde

edilecek vektor bilesenleri
U (2, 1) = kppy—1 (6, ) + RLTIR,, (Upp—1). (3.25)

seklindedir.

3.2.3 Uciincii Dereceden Lineer Olmayan Terimlere Sahip Diferansiyel

Denklemler icin q-Homotopi Analiz Doniisiim Metodu

u(x,0) = b ve u'(x, 0) = 0 baslangi¢ kosullar1 altinda tigiincii dereceden

lineer olmayan

d%u

ﬁ—y(l—uz)%+bu+ﬁu3 =g(f,w,t) (3.26)

Van der Pol-Duffing diferansiyel denklemini ele alalim [34,35,36]. Burada L(u) =

2
%a N(u) = ,uuz % + ,Bu3, R(u) = —'[,[(ji—zz + bu, g(f, w, t) = fCOSWt olarak
secilsin.

Lw)+Nw)+Rw) =g(f,w,t) (3.27)
(3.27) denkleminin her iki tarafina Laplace doniisiim metodu uygulandiginda

L{L(W) + N(w) + R(w)} = L{g(f,w, )}

d?u
L {W} + L{N (W)} + L{R(u)} = L{fcoswt}

s2u(s) — su(0) —u'(0) + LIN(w) + R(W)} = f —— (3.28)

s2+w?

elde edilir. (3.28) denkleminin her iki tarafin1 s2’ye bolersek
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1
s(s2+w?2)

u(s) = b+ LINW) + RW} = f

(3.29)

bulunur. u(x,t) = ¢(t, q), t ve g operatoriine bagli yardimer fonksiyon olmak {izere,

bu yardimci fonksiyonu (3.29) denkleminde yerine yazarsak
a(t,q)

Nip(t )] = L{p(t, D} = 2b + 5 L{ud?(t, ) 52 + B3 (L, q)} +

1

Se{-uB2 4 bo(t, ) - F s =0 (3.30)

s(s2+w?)
Simdi denklemlere u, = a baslangi¢ kosullar altinda homotopi metodunu uygularsak
(1 —ng)L{¢(t,q) — b} = hgH(x)N($(t, q)) (3.31)

bulunur. Buradaki £, Laplace operatorii, H (x) sifirdan farkli yardimci fonksiyon ve h

sifirdan farkli parametredir.

g=0vegq =% icin ¢(t,0) = u(x,0) =a ve ¢ (t,%) = u(x,t) olmak iizere g,
0’dan %’e giderken ¢ (t, q) fonksiyonu u(x, 0) baslangi¢c degerinden u(x, t) analitik

¢oziim fonksiyonuna gider.

Simdi ¢ (¢, q) yardimci fonksiyonunun g parametresine gére Maclaurin serisini alirsak
d(t,q) = up(x,t) + Xmeq Uy (x, )™ (3.32)

serisi elde edilir. Burada u,,(x, t) = %cpm (t, @) 4=0 ile belirlenir.

Uygun a, n, ve hsabitleri ile H(x) yardimci fonksiyonunun segimleri i¢in g =%

degerinde (3.32) yakinsak olup

e’ 1\™
u(x,t) = up(, £) + Tyt (5,0 (3 ) (3.33)
seklinde bulunur.

U,, elemanlarindan olusan vektor

Uy (x, 1) = {ug(x, t), uy (x,t), uy (x, t), ..., Uy (x, t)} (3.34)

ile gosterilir. Boylece (3.31) denklemi

11



[00] [o0]

(1- ng)L {b + Z Uy (x,t)g™ — b} = hqH(x)N (b + z U (x,t) (% >m>

m=1 m=1

halini alir. (3.33) esitligi bu son esitlikte yerine yazildiginda

(1- nq)L{Z t (x, t)qm}

m=1

= 1\") 1
= hgH(x)L b+Zum(x,t)(—> ——b
P n s
1 m-1m-1 m-1m-1
+ 5_213 U z U Uj—j(Up—1-j) + B Z Uy W j U1
=0 j=i i=0 j=i
m-—1

refn Y uf

i=0

elde edilir. Bu esitlik ile de ¢6ziim i¢in gerekli olan terimler belirlenir.
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4. ARASTIRMA BULGULARI VE TARTISMA

Bu béliimde g-Homotopi analiz doniisiim metodunun ikinci ve tiglincii dereceden
lineer olmayan diferansiyel denklemlere uygulamalari yapilmistir. Bulunan sonuglar

grafik tizerinde gosterilmis ve hata analizleri yapilmistir.

Ornek 4.1. [27,28,29] u(0) = 0 baslangic degeri ve u = 1+ +/2tanh [\/Ex +

%log

(\/7—1

\/§+1)] tam ¢Oziim olacak sekilde

D,u = —u?(x) + 2u(x) + 1 (4.1)
verilen Ricatti diferansiyel denklemini g-HATM ile ¢ozelim.
Verilen Ricatti diferansiyel denklem i¢in Laplace donilisiim metodu uygulanirsa

L{u} + = Lu? (0} -~ L{2u(0)} — = L{1} = 0 (4.2)

denklemi elde edilir. (4.2) denklemi icin u = ¢(x,q) Ve ge [o%] alimirsa lineer

olmayan N operatorii

N[p(,q)] = L{p(x, O} + - L{d% (x, )} — - L2 (e, P} — T L{1}  (43)

seklinde yazilir. (4.3) denkleminen > 1, H(x) = 1, h # 0 ve uy(x) = u(0) baslangig

kosulu altinda homotopi doniisiim metodunu uygularsak
(1 = nq)L{p(x,q) — uo} = hgH(x)N($(x, )

(1 - nq)L{p(x, q) — 1} = hgH () L{B(x, )} + = L{p?(x, )} — - LL2¢(x, @)} —

= £{1}) (4.4)

elde edilir. Bu problem i¢in m=7 olarak segcilirse 7. dereceden ¢oziimlere ulagilir.

Boylece m. mertebeden deformasyon denklemi

Llum (%) = kpm-1(x)] = RHO)Rp(Up-1), 0<m <7 (4.5)
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seklinde elde edilir. (4.5) denkleminin ters Laplace doniisiimii yapilirsa
um(x) = kmum—l(x) + h[*_l[mm(ﬁm—l)]' O=m<7 (4-6)
bulunur. Sonug olarak denklemin ilk 8 teriminin q-HATM seri ¢ozlimleri agagidaki
gibidir.
Up(x) =0
u(x) = —hx

Uy(x) = —hx(1+h +n — hx)

uz(x) = —%hx(S(l +n+n?) —3h(1+ 2n)(—1+ x) + h*(3 — 6x + x2))

1
uy(x) = —ghx (3(1 +n+n?+n3-3h(1+2n+3n?)(-1+x)

+h3(3—9x +3x? +x3) + 3h%(1 — 2x + n(3 — 6x + xz)))

1
us(x) = Ehx(—15(1 +n+n?2+n%+n*)+ 1501 + 2n + 3n? + 4n3) (-1

+ x) + h*(—15 + 60x — 30x2 — 20x3 + 7x*) — 5h%(3 + n(9
—18x) — 6x — x% + 6n2(3 — 6x + x2)) — 5h3(3(1 — 3x + x3)
+ 4n(3 — 9x + 3x2 + x3)))

1
ug(x) = _Ehx(%(l +n+n?+n3+n*+n5 —45h(1 + 2n + 3n? + 4n3

+5n*) (=1 + x) + h°(45 — 225x + 150x2 + 150x3 — 105x*

+ 7x5) + 15h%(3 + n?(18 — 36x) — 6x — 2x% + 10n3(3 — 6x

+ x?) — 3n(—3 + 6x + x?)) + 15A3(3 — 9x — 3x% + 5x3 + 12n(1
—3x +x3) + 10n?(3 — 9x + 3x% + x3)) — 3h*(—15 + 60x

— 60x3 + 14x* + 5n(—15 + 60x — 30x2 — 20x3 + 7x*)))

14



u;(x) = —h(1+n+n?+nd+n*+n°+n%x + h?2(1 + 2n + 3n? + 4n3 + 5n*

20x4+7 . 14x°
T

)+ h3x(—1+ 2x + x2 + 10n3(—1 + 2x) — 5n*(3 — 6x

+6n°)(—1+ x)x + h”(—x + 6x* — 5x3 —
53x7
315

+ x%) 4+ 2n2(=3 + 6x + x?) + n(=3 + 6x + 2x2)) — %h4x(3 — 9x

— 6x% + 7x3 +30n%(1 — 3x + x3) + 20n3(3 — 9x + 3x% + x3)

+ 4n(3 — 9x — 3x? + 5x3)) + ihsx(—15 + 60x + 30x2 — 100x3

15
+ 19x* + 15n%(—15 + 60x — 30x% — 20x3 + 7x*) + 5n(—15

1
+ 60x — 60x3 + 14x%)) — Eth(45 — 225x + 450x3 — 210x*

— x° 4+ 6n(45 — 225x + 150x2 + 150x3 — 105x* + 7x°)))

Bulunan bu ¢ozlimler sayesinde seri ¢oziimii su sekilde elde edilir.

m

Uy (1) = (1) + Z u ;)
i=1

Ty hx(315(1 + 2n + 3n? + 4n3 + 5n* + 6n° + 7n®)

— 315h(1 + 3n + 6n% + 10n3 + 15n* + 21n°)(—1 + x) + h®(315
—1890x + 1575x2 + 2100x3 — 2205x* + 294x°> + 53x9)
+105h2(—60n3(—1 + 2x) + 35n%(3 — 6x + x2) — 3(—1 + 2x

+ x%) — 10n%(=3 + 6x + x2) — 4n(—3 + 6x + 2x2)) + 105h3(3
—9x — 6x% + 7x3 + 45n2(1 — 3x + x3) + 35n3(3 — 9x + 3x?

+ x3) + 5n(3 — 9x — 3x? + 5x3)) — 21h*(—15 + 60x + 30x?
—100x3 4+ 19x* + 21n%(—15 + 60x — 30x2 — 20x3 + 7x*)

+ 6n(—15 + 60x — 60x3 + 14x*)) + 7h°(45 — 225x + 450x3
—210x* — x5 + 7n(45 — 225x + 150x? + 150x3 — 105x*
+7x°)))

Bu kesilmis serinin yakinsama bolgesini ayarlamak ve kontrol etmek i¢in q-Homotopi
analiz doniisim metodunda segilen iki parametre olan h = —4.219882 ve n = 12
alindiginda Sekil 4.1°den, yaklasik ¢oziimiin tam ¢6ziim ile neredeyse g¢akistigi

goriilmektedir. Sekil 4.2, uyq,(x) yaklasim fonksiyonu ile tam ¢oziim arasindaki

mutlak degeri ifade eden ey, (x) = lu(x) — Uyak (x)| hata fonksiyonunun davranisini

15



gostermektedir. Hatanin x’in araliginin sag ug tarafinda diger kisimlara nazaran biraz

daha biiyiimekte oldugu goriilmektedir.

12 /

10+
0.8+
0.6
0.4+

0.2+

.

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

X

Sekil 4.1. h = —4.219882751999999, n = 12 degerleri i¢in gergek ¢ozim ve
yaklasik ¢6ziim grafigi

0.207

0.15

0.10|

0.05¢

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6

Sekil 4.2. h = —4.2989 ve n = 12 i¢in hata grafigi

Aet

Ornek 4.2. [32,33,34] Bu o6rnekte analitik ¢oziimii u(x,t) = —

olan (3.16)
denkleminin g-HATM ile ¢oziimlerini inceleyecegiz.
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Alt baslik (3.3.2) de verilen ¢oziim yontemi ile (3.25) de verilen formiilii kullanirsak

U () = kppty—1(x) + RL7HR,,(Up1)], 0SmM <5 (4.7)

elde edilir.

(3.16) denkleminin g-HATM serisinin ilk 5 yaklasik ¢oziimleri asagidaki gibidir.
Upg(x,t)y =4

W (x,t) = ht(—1+ 1) A

Uy (x, ) = %ht(—l + DAn + h(2 + t(=1 + 22)))

1
us (6, 8) = 2 ht(=1+ DA(6n? + 6hn(2 + t(=1 + 20)) + h2(6 + 6t(~1 +21)

+t2(1 — 61 + 612)))

1
s (x, £) = 7 ht(=1+ DA(24n* + 36hn? (2 + t(~1+24)) + 12h%n(6 + 6¢(~1

+221) + t2(1 — 61 + 614%)) + h3(24 + 36t(—1 + 21) + 12t%(1
— 61+ 61%) + t3(—1 + 141 — 3612 + 2423)))

1
s (x, 1) = 5 ht(=1 + )A(120n* + 240hn* (2 + £(~1 +24)) + 120h2n?(6

+ 6t(—1+ 21) + t2(1 — 64 + 64%)) + 20h3n(24 + 36t(—1 + 21)
+ 12t2(1 — 64 + 64%) + t3(—1 + 141 — 3642 + 2423)) + h*(120
+ 240t(—1 4 22) + 120t2(1 — 64 + 64%) + 20t3(—1 + 1427
—36A% + 2423) + t*(1 — 304 + 15042 — 24023 + 1201%)))

Boylece (3.23) denkleminin kesilmis serisi
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m

Uyak (X, 1) = Up(x, 1) + 25: Ui (%, £) (%)

= 55 A(120n° + 600hn* (2 + t(~1 + 2)) + 600h?n’ (4

+ 2t(—3 4+ 51) + t2(1 — 31 + 212)) + 200h3n?(12 + 6t(—5

+ 131) + 6t2(2 — 91+ 84%) + t3(—1 + 74 — 1222 4+ 613))

+ 25h*n(48 + 24t(—7 + 251) + 36t%(3 — 191 + 221%) + 4t3(-5
+ 491 — 10812 + 6623) + t*(1 — 151 + 5042 — 6013 + 241*%))

+ h>(240 + 120t(—9 + 411) + 240t?(4 — 331 + 481?)

+ 40t3(—7 + 911 — 25212 + 18643) + 10t*(3 — 601 + 25012

— 36043 + 168A*) + t>(—1 + 311 — 18042 + 39013 — 3604*
+12025)))

seklindedir. Bu ¢6ziim fonksiyonunda bulunan h ve n parametre degerleri yakinsaklik
bolgesinin kontroliinii saglamak i¢in segilebilir. Eger h = —1 ve n = 1 segilirse, bu
taktirde problemin tam ¢oziimiiniin seri agiliminin ilk 6 terimini elde etmis oluruz.

A= t(=1+ DA+ St2A(1 = 31+ 24%) — - 3A(=1 + 74 — 1242 + 64°) +
—t4A(1 — 151 + 5042 — 60A° + 242*) — —t5A(~1 + 311 — 18042 + 3904° —

3601 + 12015).

Buldugumuz bu ¢6ziim fonksiyonu, Fourier doniisiim homotopi pertiirbasyon metodu

ile [32,34]’de elde edilen ¢ozlimler ile Ortiismektedir.

Ornek 4.3. [27,29] u(0) = %baslanglg degerive u = li:x tam ¢6ziim olacak sekilde
Dou =u?(x) —u(x) (4.8)

verilen Ricatti diferansiyel denklemini g-HATM ile ¢6zelim.

Verilen Ricatti diferansiyel denklem icin Laplace doniisiim metodu uygulanirsa

L{u} — %L{uz(x)} + %L{u(x)} =0 (4.9)

denklemi elde edilir. (4.9) denklemi i¢in u = ¢p(x,q) ve ge [O,ﬂ almirsa lineer

olmayan N operatorii

N[ (x, @] = L{p(x, )} — T L{p*(x, )} + £ L{p(x, 9} (4.10)
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seklinde yazilir. (4.10) denklemine n>1, H(x) =1, h# 0 ve uy(x) = u(0)

baslangi¢ kosulu altinda homotopi doniisiim metodunu uygularsak
(1 —ng)L{$(x,q) — uo} = hgH (X)N (¢ (x, 9))

(1 = n@)L{p(x, g) — uo} = hgH () L{B (x, @)} — T L{p*(x, )} + £ L{p(x, )}
(4.11)

elde edilir. Bu problem i¢in m=5 olarak seg¢ilirse 5. dereceden ¢oziimlere ulasilir.

Boylece m. mertebeden deformasyon denklemi
Ll (%) = kyptty—1 ()] = RH@ORp(lim—1), 0Sm <5 (4.12)

seklinde elde edilir. (4.12) denkleminin ters Laplace doniisiimii yapilirsa

U (X) = kppUm—1(x) + AL R, (Upoq)], 0SmM <5 (4.13)
bulunur. Sonug olarak denklemin ilk 6 teriminin g-HATM seri ¢oziimleri asagidaki
gibidir.

Up(x) =

ST Nie

w(x) =

1
Uy (x) = Zh(h +n)x
1 2 2 2
uz(x) = —Ehx(—24hn —12n° + h*(—12 + x°))
1 2 2 2
uy(x) = —1—6h(h + n)x(—8hn — 4n° + h*(—4 + x*))

us(x) = Lhx(480hn3 + 120n* — 60h%n2?(—12 + x?) — 120h3n(—4 + x?)
; 480

+ h*(120 — 60x2 + x%))

Bulunan bu ¢ozlimler sayesinde seri ¢oziimii su sekilde elde edilir.
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m

ey () = o () + i nes

2807 (240n° + 1200h*n3x + 600hn*x — 100h3n2x(—12
+ x2) — 150h*nx(—4 + x2) + h®x(120 — 60x? + x*))

Bu kesilmis serinin yakinsama bolgesini ayarlamak ve kontrol etmek i¢in qg-Homotopi
analiz doniisiim metodunda secilen iki parametre olan h = 2.28718 ve n = 16
alindiginda Sekil 4.3’ten, yaklasik ¢6ziim ile tam ¢éziimiin birbirine ¢ok yakin oldugu

goriilmektedir.

y
12,

10/
08/
06! e
0.4/

0.2}

| | | | — X
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 10

Sekil 4.3. h = 2.28718 ve n = 16 degerleri i¢in ger¢ek ¢oziim ve yaklasik ¢oziim
grafigi

Sekil 4.4, h = 0.280316ve n = 2 degerleri i¢in, Sekil 4.5, h = 1.82267 ve n = 13
degerleri i¢in ve Sekil 4.6, h = 2.2423 ve n = 16 degerleri igin uyq, (x) yaklasim
fonksiyonu ile tam ¢6ziim arasindaki mutlak degeri ifade eden eyq(x) =

lu(x) — Uyak (x)| hata fonksiyonlarinin davranislarini gdstermektedir.
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0.015¢

0.010+-

0.005

0.0 0.2 0.4 0.6

Sekil 4.4. . h = 0.280316 ve n = 2 i¢in hata grafigi

0.05¢
0.04 -
0.03 -
0.02 -

0.01+

0.8

1.0

0.0 0.2 0.4 0.6

Sekil 4.5. h = 1.82267 ve n = 13 i¢in hata grafigi
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0.01

\

0.0 0.2 04 0.6 0.8 1.0

Sekil 4.6. h = 2.2423 ve n = 16 i¢in hata grafigi

Ornek 4.4.[27,29] u(0) = 1 baslangi¢ degeri ve u = 1 — 4x tam ¢dziim olacak
sekilde

D,u = u?(x) + 8xu(x) + 16x2 — 5 (4.14)

verilen Ricatti diferansiyel denklemini g-HATM ile ¢ozelim.

Verilen Ricatti diferansiyel denklem i¢in Laplace doniisim metodu

uygulanirsa

Lu} = L{u? () } — s L{Bxu(x)} — T L{16x2} +=L{5} =0  (4.15)

denklemi elde edilir. (4.15) denklemi i¢in u = ¢p(x,q) ve ge [Oﬂ alinirsa lineer

olmayan N operatorii

N[ (x,q)] = L{p(x, O} — 1 L{$? (v, )} — - L{Bxp(x, @)} (4.16)

seklinde yazilir. (4.16) denklemine n>1, H(x) =1, h# 0 ve uy(x) = u(0)

baslangi¢ kosulu altinda homotopi doniisiim metodunu uygularsak
(1 —ng)L{$(x,q) — uo} = hgH (X)N (¢ (x, 9))
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(1= n@)L{p(x, @) — uo} = hgH () L{p (x, )} - L{>(x, )} — - L{8xe (x,9)}
(4.17)

elde edilir. Bu problem i¢in m=5 olarak seg¢ilirse 5. dereceden ¢oziimlere ulagilir.

Boylece m. mertebeden deformasyon denklemi
Lt (%) = kpty—1(x)] = hH(xX) R, (Um-1), 0 <M <5 (4.18)

seklinde elde edilir. (4.18) denkleminin ters Laplace doniisiimii yapilirsa

U (%) = kg (X) + L R (Tm-1)], 0 <M < 5 (4.19)

bulunur. Sonug olarak denklemin ilk 6 teriminin g-HATM seri ¢oziimleri asagidaki
gibidir.

up(x) =1

4
u; (x) = —§hx(—3 + 3x + 4x?%)

1
Uy (x) = Ehx(75 —80x2 — 20n(—3 + 3x + 4x2) + 4h(15 — 30x — 50x2

+ 40x3 + 32x%))

1
uz(x) = Ehx (—4h2(—315 + 945x + 1890x% — 3255x3 — 2436x* + 1904x°

+1088x°)
—105(—15 + 16x2 + 4n?(=3 + 3x + 4x2) + n(—15 + 16x?))
+ 21h(75 — 75x — 280x? + 40x> + 128x*

+8n(15 — 30x — 50x2 + 40x3 + 32x4)))

uy(x) = hx(4h3(2835 — 11340x — 26460x? + 71820x3 + 49518x*

2835
—96264x°> —42624x° + 35712x7 + 15872x8) — 945(—15
+ 16x2 + 4n3(—3 + 3x + 4x?) + n(—15 + 16x?%) + n?(—15
+16x2)) + 189h(75 — 75x — 280x% + 40x + 128x* + 12n2(15
—30x — 50x% + 40x3 + 32x*) + 2n(75 — 75x — 280x?% + 40x3
+128x%)) — 9h?(—1575 + 3150x + 13230x — 100803
—17808x* + 4256x° + 5632x° + 12n(—315 + 945x + 1890x?

— 3255x3 — 2436x* + 1904x° + 1088x°)))
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2835
+ 15n + 24n2) + h(5 + 10n + 15n% + 16n3))x — 2835(20h*
+ 4n* + h3(15 + 64n) + 2h%(5 + 15n + 36n?) + h(5 + 10n
+15n2 + 32n3))x? — 945(160h* + h3(226 + 448n) + h?(151
+ 378n + 432n2) + 8h(7 + 14n + 21n? + 20n3) + 16(1 + n + n?
+n3 +n*))x3 + 945h(600h3 + h?(339 + 1216n) + 24h(4 + 12n
+31n2) + 8(1 + 2n + 3n2 + 16n3))x* + 1512h(235h3 + h?(335
+ 524n) + 6h(21 + 53n + 58n?) + 16(1 + 2n + 3n? + 4n3))x°
— 504h?(76 + 2545h% + 228n + 816n? + 4h(203 + 764n))x®
— 288h2(1345h2 + 32h(45 + 74n) + 24(9 + 22n + 34n2))x7
+ 1152h3(109 + 896h + 496n)x® + 2048h3(50 + 145h

1415168h*x1° 5660672h*x'?
5 55

1
us(x) = —h<2835(5 + 4h* 4+ 5n + 5n% + 5n3 + 4n* + h3(5 + 16n) + h?(5

+ 124n)x° —

Bulunan bu ¢oziimler sayesinde seri ¢oziimii su sekilde elde edilir:
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m

e =060+ Y w0 (1)
i=1

=1

1

—————4h%x| —155925 + 779625 2079000x2 — 7796250x3 — 4885650x*
15592575 x( + X+ X X X

+ 17636850x° + 5326200x% — 14192640x” — 4083200x% + 3891712x°
+ 1415168x19)

hx(—15 + 16x? + 20n*(—3 + 3x + 4x2) + n(—30 + 32x2) + n?(—45 + 48x2) + n3(—60 + 64x2))
B 3nb

1
15n°
+ 32x*) + 3n(75 — 75x — 280x? + 40x3 + 128x*) + 6n%(75 — 75x — 280x2 + 40x3

+

h?x (75 — 75x — 280x2 + 40x3 + 128x* + 40n3(15 — 30x — 50x2 + 40x3

+ 128x%)) — h3x(—1575 + 3150x + 15855x2 — 10080x3 — 21168x* + 4256x°

315n°
+6912x° + 40n2(—315 +945x + 1890x2 — 3255x3 — 2436x* + 1904x5 + 1088x6)

+ 4n(—1575 + 3150x + 13230x2 — 10080x3 — 17808x* + 4256x° + 5632x°))

+ h*x (14175 — 42525x — 213570x% + 320355x3 + 506520x* — 409248x°

2835n°
— 414720x° + 125568x7 + 102400x8 + 20n(2835 — 11340x — 26460x2% + 71820x3

+ 49518x* — 96264x> — 42624x° + 35712x7 + 15872x8)>

1
() 1,1 5 .. 9 9 92
Ornek 4.5 [46] u(x,0) = [E + Etanh(alx)]s olmak {tizere 6—1; + au’ ﬁ - a—xl; =
Bu(1 — u®) seklinde tanimli Burgers-Fisher denklemini a; = % eS=q= B =

2(1+6)

1 kosullar1 altinda g-HATM ile ¢ozelim.

Verilen Burgers-Fisher denklemine (3.2.3)’de verilen q-HATM uygulanirsa
denklemin ilk 6 teriminin g-HATM serisinin ilk 6 ¢6ziimii asagidaki gibidir.

uy(x, t) = %(1 — tanh (g))

u(x,t) = — % htSech (%)
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uy(x,t) = %htSech (z)z <_8(h +1n) + 5htTanh (%))

1 x\ 4 5 5 5 X
us(x,€) = — 55> ShtSech (Z) 192hn + 96n2 + h2(96 + 25t2))Cosh (E)

X
+ 2(96hn + 48n? + h?(48 — 25t2) — 60h(h + n)tSinh (Z)>)

1
us(% ) = ga307

x 5
ShtSech (Z) <144(h + 1) (—64hn — 32n? + h?(—32
X
+ 25¢2))Cosh (Z) — 48(h + n)(64hn + 32n% + h?(32
3x
+ 25t2))Cosh (T) + 10ht(1152hn + 576n* + h?(576 — 125t?%)

2 2 2 E 1 f
+ (1152hn + 57612 + k(576 + 25t2))Cosh (2))Smh (4))

X 6
ShtSech (Z) (18432h4 + 73728030 + 110592h%n2

us(0,t) = — 2o

+ 73728hn3 + 18432n* — 28800h*t2 — 57600h3nt2
— 28800h%n2t? + 4125h*t* — 2(—49152hn? — 12288n*
+ 384h2n%(—192 + 25t2) + 768R3n(—64 + 25t2) + h*(—12288
X
+ 9600t + 1625t*))Cosh <§) + (24576hn3 + 6144n*
+ 768h3n(32 + 25t2) + 384h?n?(96 + 25t2) + h* (6144
X
+ 9600t + 125t*))Cosh(x) — 30720k*tSinh (Z)
— 92160h3ntSinh (f) — 92160h%n2tSinh (f)
2 2

_ 3rqinh (X 4:3¢inh (X

30720hn3tSinh (2) + 20000h*t3Sinh (2)

X

+ 20000h3nt3Sinh (E) — 15360h*tSinh(x) — 46080h3ntSinh(x)
— 46080h?n2tSinh(x) — 15360hn3tSinh(x) — 2000h*t3Sinh(x)

- 2000h3nt3Sinh(x))

Bulunan bu ¢ozlimler sayesinde seri ¢oziimii su sekilde elde edilir.
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5 m
1
Uy (o) = U (6,0 + )y (1) <z>
i=1

1 5htSech (%)2
—2° 7 16n

1 x\°
24 32 2 X
+ 1) <—64hn —32n2 4+ h*(—32 + 25t2))Cosh (Z) — 48(h

3x
+n)(64hn + 32n% + K*(32 + 25t2))COSh< 2

+576n% 4+ h*(576 — 125t2) + (1152hn + 576n% + h*(576

+ 25t2))Cosh G)) Sinh (%))

)+ 10ht(1152hn

1 4
2 2
< 3ShtSech( ) <192hn+96n +h*(96

+ 25¢2))Cosh (;) + 2(96hn +48n? + K2 (48 — 25t2) — 60h(h
+n) tSinh )) .~ —Tanh

ShtSech (%)2 (—8(h+n) + 5htTanh ()

+ 128n?

Bu kesilmis serinin yakinsama bolgesini ayarlamak ve kontrol etmek i¢in q-Homotopi
analiz doniisiim metodunda segilen iki parametre olan h = —1 ve n = 1 alindiginda
Sekil 4.7 ve h = —1.72 ve n = 2 alindiginda ise Sekil 4.8’den gercek ¢6ziim ve
yaklagik ¢oziim grafigi yaklasik ¢oziim ile tam ¢oziimiin birbirine ¢ok yakin oldugu

gostermektedir.
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0.0

1.0

Sekil 4.7 h = —1 ve n = 1 degerleri i¢in gercek ¢oziim ve yaklasik ¢6ziim grafigi
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10 0.0

Sekil 4.8. h = —1.72 ve n = 2 degerleri i¢in gergek ¢ozliim ve yaklagik ¢oziim
grafigi

Sekil 4.9, h = —3 ve n = 1 degerleri igin ve Sekil 4.10, h = —1 ve n = 2 degerleri
igin, Sekil 4.11 h = —5.23 ve n = 6 degerleri igin, Sekil 4.12 ise h = —0.92 ven =

1 degerleri igin  uyq,(x, t) yaklasim fonksiyonu ile tam ¢dziim arasindaki mutlak
degeri ifade eden ey(x,t) = |u(x, t) — Uyqr (X, t)| hata fonksiyonlarinin

davraniglarini gostermektedir.
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Sekil 4.9. h = —3 ve n = 1 degerleri i¢in hata grafigi

Sekil 4.10. h = —1 ve n = 2 degerleri i¢in hata grafigi
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0.0015

0.0010
0.0005+

0.0000}

Sekil 4.11. h = —5.23 ve n = 6 degerleri igin hata grafigi

0.0015
0.0010

0.0005
0.0000

10 0.0

Sekil 4.12. h = —0.92 ve n = 1 degerleri icin hata grafigi
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Ornek 4.6. [47] Baslangig sartlar1 @ = 3 g = —§u3, y =3, h(x,t) =0, u(x,0) =

RS

—sech(x) ve olan  wuy — Uy, + %u — %u3 = 0 Klein-Gordon denklemini g-HATM

ile ¢ozelim.

Verilen Klein-Gordon denklemine (3.2.3)’de verilen g-HATM uygulanirsa denklemin
ilk 6 teriminin g-HATM serisinin ilk 4 ¢6ziimii asagidaki gibidir.

Uy(x, t) = —Sech(x)
u(x,t) = %Sech(x)Tanh(x)

1
U, (x,t) = ESech(x)Tanh(x) (8h + 8n + 3ht? + 2ht?Sech(x)?

— 4ht?Tanh(x)?)

1
uz(x, t) = ﬁSech(x)Tanh(x)(384n2 + 96hn(8 + 3t2) + 3h%(128 + 96t>

+ 3t*) + 148h2t*Sech(x)* — 24ht*(16n + h(16 + t?))Tanh(x)?
+ 16h%t*Tanh(x)* + 4ht?Sech(x)?(48n + 3h(16 + t?)
+ 108Tanh(x) — 52ht?Tanh(x)?))

Bulunan bu ¢6ziimler sayesinde seri ¢6ziimii su sekilde elde edilir.

m

Uyai (X, £) = up(x, t) + 23: u; (1) (%)

= o Sech(x)(~768n° + (3(384n” + 48hn(8 + 3¢%) + h*(128

+ 96t2 + 3t*)) + 12ht?(24n + h(16 + t2))Sech[x]?

+ 148h%t*Sech[x]*)Tanh(x) + 432ht?Sech(x)?Tanh(x)?
— 8ht?(72n + 3h(16 + t?) + 26ht%Sech(x)?)Tanh(x)3
+ 16h2t*Tanh(x)")

Bu kesilmis serinin yakinsama bolgesini ayarlamak ve kontrol etmek i¢in g-Homotopi

analiz doniisiim metodunda segilen iki parametre olan h = —1 ve n = 1 alindiginda
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Sekil4.14 ve h = —100 ve n = 1 alindiginda gergek ¢oziim ve yaklasik ¢6ziim grafigi

yaklasik ¢6ziim ile tam ¢ézlimiin birbirine ¢ok yakin oldugu goriilmektedir.

1.000

0.995

0.990
0.00

0.00

0.10

Sekil 4.13. h = —100 ve n = 1 degerleri i¢in gercek ¢coziim ve yaklasik ¢oziim
grafigi

Sekil 4.14, h = —4.14026 ve n = 50 degerleri igin, Sekil 4.15, h = —6.8 ve n = 20
degerleri igin u3(x,t) yaklasim fonksiyonu ile tam ¢6ziim arasindaki mutlak degeri
ifade eden ey qr(x,t) = |u(x, t) — Uyar (%, t)| hata fonksiyonlarinin davraniglarini

gostermektedir.
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Sekil 4.14. h = —4.14026 ve n = 50 degerleri i¢in hata grafigi
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Sekil 4.15. h = —6.8 ve n = 20 degerleri i¢in hata grafigi
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5. SONUC VE ONERILER

g-homotopi analiz donlisim metodunu kullanarak Ricatti ve Fisher
denklemlerinin niimerik ¢éziimlerini basariyla elde ettik. Ricatti diferansiyel denklemi
ve bazi baslangi¢ kosullarina bagli lojistik biiyiime yayilma siirecini modelleyen
Fisher denkleminin ikinci dereceden dogrusal olmayan terimlere sahip olmalari
dolayisiyla g6z oniine alindi. Ayrica tiglincii mertebeden lineer olmayan terime sahip
Van der Pol-Duffing denklemleri, Burgers-Fisher denklemleri ve Klein-Gordon
denklemlerinin ¢6ztimleri incelendi. Elde edilen ¢6ziimler, ikinci ve ti¢lincii dereceden
lineer olmayan denklemlerin tam veya yaklasik olarak ¢oziilebilecegini gostermistir.
Yaklasik ¢oziimler yari analitik fonksiyon seklinde elde edilebilir. Bu ¢oziimlerde
bulunan h ve n (n > 1) parametrelerinin uygun sec¢imleri, ¢6ziim fonksiyonunun

yakinsadigi bolgenin genisletilmesine ve kontrol etmemize imkan vermektedir.
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