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OZET
Yiiksek Lisans Tezi

Carreau-Yasuda Akiskaninin Is1 Transferi Etkisi Altinda Simir Tabakasi
Davramisinin Incelenmesi
Kivan¢ SAMRA

Manisa Celal Bayar Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Makina Miihendisligi Anabilim Dah

Damgman: Dr. Ogr. Uyesi Yigit AKSOY

Bu calismada genellestirilmis bir Newtonyen akiskan modeli olan Carreau-
Yasuda formiilii bir plaka iizerinde gerceklesen akisa uyarlanmistir. Sonsuzdan
uniform hiz ve sabit sicaklikta gelen akiskan plaka ilizerine temas ettikten sonra
stirtinmeli akis dolayistyla iki boyutlu hiz ve sicaklik profiline sahip olmaktadir. Bu
profillerinn davranisini matematiksel olarak bulabilmek i¢in akisa ait momentum,
stireklilik ve enerji denklemleri elde edilmistir. Tiim denklemler matematiksel olarak
kapsamli, kismi ve dogrusal olmayan diferansiyel denklemdir. Bu denklemleri
basitlestirmek i¢in problemin fizigi ile uyumlu sinir tabakasi yaklagimi gelistirilmistir.
Sinir tabakas1 yaklasimai ile akis bolgesi oldukea daraltilmis ve denklemlerdeki 6nemli
terimler 6n plana ¢ikarilip bazi terimler ihmal edilmistir. Bu sayede genellikten kayip
olmaksizin denklemler {iizerindeki ¢6ziim i¢in gereken is yiikii azaltilmistir.
Basitlestirmeye ragmen eldeki denklemler kismi diferansiyel oldugu i¢in adi forma
indirgemek i¢in denklemlerin simetrileri hesaplanmistir. Son olarak indirgenmis adi
diferansiyel denklem sisteminin sayisal ¢oziimleri yapilmis. Bu analizden elde edilen
verilerden ¢izilen grafikler ile akiskan parametrelerinin sinir tabakasi igerisindeki
akisa etkisi incelenmistir. Sonug¢ olarak viskozite ile ilgili 6zelliklerimiz akis
yavaglatirken sinir tabakasini kalinlagtirdigi, power-law yasasina iligkin 6zelliklerin de
tam tersi etkilere yol ac¢tig1 bulunmustur.

Anahtar Kelimeler:( Newtonyen olmayan akiskan, genellestirilmis Newtonyen
akiskan, momentum smir tabaka, termal sinir tabaka, benzerlik doniisiimleri,
sayisal coziimler)
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ABSTRACT
M.Sc. Thesis
Boundary Layer Analysis of Carreau-Yasuda Fluid with Heat Transfer
Kivan¢ SAMRA

Manisa Celal Bayar University
Graduate School of Applied and Natural Sciences
Department of Mechanical Engineering

Supervisor: Assist. Prof. Yigit AKSOY

In this study, Carreau-Yasuda formula, a generalized Newtonian fluid model,
is adapted to the flow on a plate. After infinite uniform velocity and constant
temperature, the fluid comes into contact with the plate and therefore has a two-
dimensional velocity and temperature profile due to frictional flow. In order to find the
behavior of these profiles mathematically, momentum, continuity and energy
equations of the flow have been obtained. All equations are mathematically
comprehensive, partial and nonlinear differential equations. In order to simplify these
equations, a boundary layer approach compatible with the physics of the problem has
been developed. With the boundary layer approach, the flow region was narrowed and
important terms in the equations were brought to the fore and some terms were
neglected. Thus, the workload required for the solution of the equations without loss
of generality is reduced. In spite of the simplification, since the available equations are
partial differentials, the symmetries of the equations were calculated to reduce them to
ordinary form. Finally, numerical solutions of the system of reduced ordinary
differential equations are made. The graphs drawn from the data obtained from this
analysis examined the effect of fluid parameters on the flow in the boundary layer. As
aresult, it has been found that our viscosity properties thicken the boundary layer while
slowing down the flow, and the properties of power-law law have the opposite effects.

Keywords:( non-Newtonian fluid, generalized Newtonian fluid, momentum and
thermal boundary layer, similarity transformations, numerical solutions)

2019, 61 pages
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1.GIRIS

Hareket halindeki bir rijit cisimde iizerinde bir noktanin hizi bilindiginde
dinamik kurallar1 geregi iizerindeki tim noktalarin hizin1 hesaplayabiliriz. Cismin rijit
olmasi cismin {izerindeki noktalarin birbirine gére konumlarini higbir zaman
degistirmeyeceginden birbirlerine goére degisen hizlar1 olmayacaktir. Bu sayede
geometrik kisitlar ve belli bir noktadaki hiz, cismin hizin1 ve konumunu takip
etmemize olanak saglayacaktir. Akiskanlarda ise bdyle bir durum s6z konusu degildir.
Akiskan parcaciklarinin birbirlerine gore siirekli olarak konumlar1 farkli hizlar ile
degismektedir. Bu ylizden akiskan hizi zamandan ayr1 olarak da mekana gore de
degismektedir. Bu fark her akiskan parcaciginin farkli momentumlara sahip olacaginm
sOyleyebilir ve toplam akigkan kiitlesine Newton’ un ikinci yasasin1 uygulamay1

zorlagtirir.

Diger bir akiskan maddenin ayirt edilebilir 6zelligi ise sOyle tanimlanabilir;
akiskan, kat1 bir cismin aksine lizerine uygulanan bir kuvvet altinda, kuvvet ortadan
kalksa dahi, siirekli olarak deforme olur [1]. Kat1 cisimlerde ise kuvvet etkisi altinda
deformasyon olussa bile kuvvet ortadan kalktiginda nihai bir sekle ulasilir. Rijit
cisimler kat1 cisim olmakla birlikte her kat1 cisim rijit cisim degildir. Kat1 cisimlerde
deformasyondan bahsedilebilirken rijit cisimlerin seklini her tiirlii etki altinda
koruyabildigi kabul edilir. Akiskanlarda ise deformasyona neden olan etkenler ortadan
kalksa dahi seklen bir denge durumu s6z konusu degildir. Bu yiizden akigkanlara
tizerinde kayma gerilmesi tasiyamayan maddeler de denir. Her akma davranisi
gosteren maddeler akiskan olarak tanimlanmayabilir. Bunun nedeni etkiler ortadan
kalktiginda sekil itibari ile bir denge halinin yakalanacak olmasi olarak sdylenir. Kati
cisimlerde bu gozlemler uygulanan kuvvete bagli olarak elastik ve plastik
deformasyon olarak ayri1 ayri incelenir. Dolayisiyla katilarda bir akma davranis:
gozlemlense bile bunun kuvvet etkisi altinda oldugu s6ylenir. Akiskan maddelerde ise
boyle bir stirekli bir etkiye gerek yoktur. Kuvvetin biiytlikliigii ne olursa olsun akigkan
bu kuvveti lizerinde kayma gerilmesi olarak siirekli iletmeye calisarak deforme

olacaktir.



Akiskan deformasyonu kat1 cisimlerden farkli olarak siirekli gerceklestiginden
bu siirekli deforme olan hal bir denge durumu olarak diisiiniiliir ve deformasyon
miktar1 yerine deformasyon hiziyla ilgilenilir. S6z konusu deformasyon hizi ve kayma
gerilmesi arasindaki iligki Newton tarafindan dogrusal iliski kabulii ile asagidaki

sekilde tanimlanmustir [2].

T =y (1.1)

Burada T tim yonlerdeki akiskan parcacigi lizerindeki kayma gerilmelerini
iceren koordinat sisteminden bagimsiz bir tensorel biiyiikliiktiir. y ayn1 sekilde her
yondeki birim uzama (deformasyon) hizlarini iceren deformasyon hiz tensoriidiir.
Dikkat edilirse kayma gerilmeleri ve deformasyon hizlari arasindaki iligski dogrusal
olarak p sabiti ile tanimlanmustir. p akiskan tiirline 6zgii olmakla birlikte, viskozite
olarak bilinir. Viskozite kisaca akigkanin akmaya gosterdigi direng olarak belirtilebilir.
Denklem (1.1) ile verilen iliskiye uyan akigkanlara Newtonyen akiskan denir.
Newtonyen akiskanlarda viskozite sabit ve kayma gerilmesi deformasyon hizi iliskisi
dogrusaldir. Su basta olmak {izere gogu siv1 ve gazlar Newtonyen akiskan olarak kabul
edilse de bu kurala uymayan bir¢ok akiskan gézlemlenebilir. Uymayan tabiri ile
tizerinde durulmak istenen kayma gerilmesi ve deformasyon hizi arasindaki iligkinin
dogrusal olmadigidir. Bu durumda ilk olarak sabit viskozite yerine deformasyon hizi
ile degisen bir viskozite modeli Onerilmesi gerektigi sdylenmistir. Bu tanim
Newtonyen akiskan modelinden sapma gosterse de bu kural ile davranisi tahmin
edilebilen akigkanlara “Genellestirilmis Newtonyen Akiskan” ya da kisaca GNA denir
[3]. Akiskan cinsinden bagimsiz GNA kayma gerilmesi deformasyon hizi iligkisi

asagidaki ifade ile verilir.

©=u(vDy (1.2

Burada |y| , skaler bir biiyiiklik olup y tensoriiniin siddetidir. p(|y|) i¢in
goriiniir viskozite ya da viskozite fonksiyonu denir. Yapilan deneyler sonucu
viskozitenin deformasyon hizina gore ayirt edici degisimleri arastirmacilar tarafindan
cok farkli p(|y|) formiilleri ile tanimlanmustir. En ¢ok bilinen GNA formiilleri basinda
asagidaki Ostwald-de Waele ya da daha ¢ok kullanilan adiyla power-law akisan
modeli [4] gelir.



uy) =nlyl** (1.3)

Burada n akiskan sabiti ve n power-law indeksini temsil eder. Yukaridaki
ifade n = 1 durumu i¢in Newtonyen akiskan modelini saglamaktadir. Newtonyen
taniminin digina ¢ikan akiskanlarin ¢ogunda goriiniir viskozitenin artan deformasyon
hizlar ile azaldig1 veya tam tersi sekilde arttig1 sdylenebilir. Endiistriyel boyalar ve
baz1 organik sivilarin artan deformasyon hizlarinda daha akici duruma gectikleri
gozlemlenir. Bu davranis n < 1 power-law akigkan modeli ile tahmin edilebilirken bu
tarz akigkanlara incelen (shear thinning) akigskan denir. Misir nigastasi su karisimi gibi
bazi silispansiyonlarda artan deformasyon hizlar1 ile akiskan hamur haline gecip
sertlesir ve neredeyse kati madde gibi davranmaya baslar bu tarz akiskanlara kabaran
(shear thickening) akiskan denir ve power-law modelinde n > 1 ile temsil edilir.
Denklem (1.3)’ de bulunmayan limit viskoziteler sirasiyla sifira yakin deformasyon
hizlarinda y = 0 baslangi¢ viskozitesi |, ¢cok yiiksek deformasyon hizlarinda ise
limit viskozitedir p, . Bu yiizden Ostwald-de Waele ya da power-law formiili
viskozitenin limit degerlerinde dogru sonuglar vermemesi ile bilinmektedir. Incelen
bir akigkanin n < 1 goriinlir viskozitesi dikkate alindiginda deformasyon hizinin
paydada olacagi goriiliir. Paydadaki deformasyon hizi y = 0 iken goriiniir
viskozitenin baslangi¢ degerinde sonsuz p, — oo, limit degerinde ise sifir g, — 0
oldugu goriiliir. Ancak gercekte bir akiskanin viskozitesi ne sonsuz ne de sifir olabilir.
Bu sebeple power-law modelinin bu eksikligini gideren GNA modelleri
gelistirilmistir.  Cross akiskan modeli [5] incelen bir GNA icin goriiniir genis

deformasyon hiz1 aralifinda viskoziteyi asagidaki formiil vasitasi ile tahmin eder.

Ho — Moo

Dikkat edilirse yukaridaki ifade ile goriinilir viskozite egrisinin degistigi {i¢
bolge sirasiyla giris viskozite, power-law ve limit viskozite bolgesi bulunur. Buradaki
1 malzemeye 6zgii zaman sabitidir, power-law bolgesinin yapisina karar verir. Cogu

incelen GNA i¢in limit viskozite baslangi¢ viskozitesine gore oldukga kiiglik

kalmaktadir, py >> He. Ayrica ele alinan problemlerde yiiksek deformasyon hizlarinda



gerceklesir, |y| > 1. Bu durumda Cross akigkan modelinin karmasik yapisindan

dolay1 basitlestirilmis hali olan Sisko akigkan modeli [6] asagidaki sekilde onerilmistir.

Mo
nly|™

H(Y) = Moo + (1.5)

Cok distiik deformasyon hizlar1 hari¢ Sisko esitligi basitlik agisindan Cross
modeline gore tercih edilmektedir. GNA akiskanlarin ampirik formiilleri molekiiler
aglar veya gazlarin kinetigi gibi teorik kuramlar ile dogrulanmis ve daha gelismis
formiiller tiiretilmistir. Bunlarin basinda siirekli ortam mekanigine dahil olan
molekiilerin birbiri ile baglantisin1 modelleyen molekiiler ag teorisi ile asagidaki

Carreau akiskan modeli [7] gelistirilmistir.

M) = Moo + (o — 1) (141 [712) T (1.6)

Carreau akiskan modeli Cross ve Sisko akiskan modelinden farkli olarak
kabaran akigkanlar icin gegerli olsa da diisiik hiz deformasyon hizlar1 bdlgesinden
power-law davranisa gegis davranisi bu tip akigkanlar i¢in asagidaki Yasuda-Carreau

akiskan modeli [8] Onerilmistir.

M) = Moo + (o — ) (L 41 [71™) = (1.7)

Carreau modeli 4 parametreye sahipken, Yasuda-Carreau akiskan modeli 5
parametreye sahiptir. Bu parametre sayilarindaki artis saglatilabilecek akiskan cinsini
arttirirken analitik hesaplamalar zorlastirmaktadir. Yine de Cross ve Sisko akiskan
arasindaki iliskide oldugu gibi, yliksek deformasyon hizlarinda limit viskozitenin
tayini zor oldugundan her iki Carreau akigkan modelinde de p, = 0 kabul etmek
analitik hesaplamalar1 kolaylastiracaktir. Gazlarin kinetik teorisi kullanilarak
hiperbolik fonksiyonlara sahip GNA modelleri gelistirilmistir. Bunlardan en basta

gelen ve en onemlisi agagida verilen Powell-Eyring akiskanidir [9].

(1) = B+ grorarcsinh () 18
uy) =g BIYlarcsm c1y (1.8)



Burada i, B ve c; akiskan parametreleridir. Ozellikle hava Newtonyen akiskan
olarak kabul edilse de ozellikle ses tistii akislarda Newtonyen davranigin disina
cikmakta ve Powell-Eyring formiilii ile temsil edilmesi daha uygun goriilmektedir

[10].

Buraya kadar Newtonyen akigskanin sabit viskozitesin aslinda bazi 6zel
durumlar i¢in sabit olmamasi1 gerektiginin lizerinde durduk. Ancak s6z konusu ve
vurgulanmak istenen “akma” eylemi ise dogadaki tiim maddeler bir sekilde, ender
karsilagilan sartlar (cok yiiksek basing, sicaklik, ¢ok uzun zaman araligi) altinda
akmaktadir. Bu ylizden ¢ok ¢esitli akma mekanizmalari isin i¢ine dahil edildigi zaman
akiskan tanimindaki deformasyon hizi ile iligkili tanimlanmis viskozite tek bagina
yeterli olmamaktadir. Ornegin yogurt kati halde iken sabit devirli bir mikser ile
karistirlldiginda git gide daha akici hale gelecektir. Bu 6zellige sahip akiskanlara
tiksotropik akigskan [11] denir. Bu tip akiskanlar GNA altinda bahsi gecen incelen
akiskanlar ile karistirilir. GNA ¢atis1 altindaki incelen akigkanlar artan deformasyon
hiz1 ile daha akici hale gelirken, tiksotropik akigkan sabit deformasyon hizlarinda da
zamanla daha ince (akici) hale gelecektir. Baz1 durumlarda ise deformasyona neden
olan etkiler ortadan kalktiginda akiskan ilk haline geri doner. Bu davranisa materyal
hafizas1 demekle birlikte bu 6zellige sahip olan maddeler viskoelastik akigkan [12]
denir. Misir nisastasi ve su karisimindan olusan hamurdan daha 6nce kabaran akigkan
olarak bahsetmistik. Olugan hamuru karistirmay1 birakti§imiz zaman hizlica tekrar
stvilastigini veya hamur halinde karistirmaya devam ettigimiz zaman karistiricinin
bicaklarindan yukar1 dogru tirmandigini gozlemleriz. Bu iki davranmis GNA kabaran
akigskan kabulii ile agiklanamaz. Sabit devir ile karistirirken akiskanin akiciligim
kaybetmesi tiksotropik akigkan oldugunu gosterse de karigtiricinin bigaklarina
tirmanmasi tamamen kayma gerilmeleri lizerine insa edilmis akiskanlar mekanigine
uymamaktadir [13]. Akiskanin yukar1 yonli hareketini akis diizlemine dik normal
kuvvetler gerceklestirmektedir. Akis sirasinda diizlemlere dik kuvvetler elastik
polimerik zincirli yiiksek molekiiler agirliga sahip akiskanlarda ve kimyasal
slispansiyonlarda goriilir. Bu davramiglara sahip akigkanlarin davranisini tahmin
edebilecegimiz matematiksel modeller ileri seviye siirekli ortam mekanigi analizlerine
ihtiyag duyabilir. Ancak bu tarz elastik davraniglar tamamen kayma gerilmelerinin
etkin oldugu paralel plakalar arasinda gozlemlenmeyebilir. Hatta akiskan viskoelastik

olup sabit Newtonyen viskoziteye de sahipse bu tarz bir akis geometrisi i¢in sz
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konusu aykir1 davranisa sahip akigkanimizin Newtonyen akiskana doniisecektir [14].
Buradan karmasik bir akiskan modelinin igerdigi farkliliklarin ele alinan problem igin
ortaya ¢ikip ¢ikmayacagi onceden bilinmesi gerektigi ortaya ¢ikar. Bu sayede ele
almman akis geometrisinin ve akiskan modelinin analizden once ele alinip gerekli
degilse daha basit bir akiskan modeline gecilebilir. Bu sayede islem yiiki ve
hesaplama giiclinden ciddi anlamda tasarruf olacak, gereksiz islemlerden
kagimilacaktir. Bu konuda bir 6rnek daha vermek gerekirse incelen davranisa sahip
viskoelastik bir akiskan ele alinabilir. Kayma gerilmelerinin etkin oldugu ve normal
yonde akisin engellendigi bir problemde akiskan modelini viskoelastik kabul etmek
yerine GNA modeli segilmelidir [15]. Newtonyen olmayan akiskanlart GNA ve diger
tiptekiler olarak ikiye ayirdigimiz da bile aslinda ¢ogu oOzellikler i¢ ige gecmis
durumdadir. Hatta “digerleri” dedigimiz daha karmasik etkilere dahil olan grup bazi
Ozel sartlar altinda Newtonyen davranis gosterir. Hatta bazi arastirmacilar katilar1 dahi
dogrusal olmayan plastisite bilimi altinda bu ¢at1 altina sokabilir. Burada akigkanlar
mekanigi ve reoloji [16] yani akis bilimini birbirinden ayirabiliriz. Akiskanlar
mekanigi Newtonyen veya genellestirilmis teorisi altinda kuruldugu i¢in maddenin
akma davranisini inceleme konusuna kadar sinirlarini olusturmustur. Bu yiizden
giiniimiizde giincel akigkan modelleri ve bunlari ortaya atarken kullandigimiz stirekli
ortamlar mekanigi kurallar1 artik biiyiik 6l¢iide reoloji biliminin konusudur. Bu yiizden
bu calisma i¢in akiskanlar mekanigi ve daha biiyiik 6l¢ekte reoloji bilim dalini

ilgilendirir diyebiliriz.



2. GENEL BIiLGILER

2.1. Referans Calismalar

Bu calisma kapsaminda bir 6nceki boliimde bahsi gecen bir GNA’ nin 6zel bir
akis durumu incelenecektir. Oncelikle ele aldigimiz akiskan modelinin referans
alindig1 calismalara deginilecek. Daha sonra ise akis geometrimizi kullanan diger
akisgkan modelleriyle ilgili caligmalardan bahsedilecektir. Referans aldigimiz
calismalarimizin ¢ogunlugu kendi ¢alismamizda oldugu gibi teorik caligmalardir ve
GNA akiskan modellerinin 6nerildigi ilk ¢aligmalara miimkiin oldugu kadar referans
gosterilmeye calisilmistir. Daha 6nce bahsedildigi gibi heniiz tiim akiskanlar1 temsil
edecek bir matematiksel model olmadigindan akiskan davranislarina 6zgili basitten
genele oldukea fazla sayida akiskan modeli bulunmaktadir. Ozellikle énde gelen GNA
modellerin bir¢ogunun deneysel olarak viskometrik akislarda akiskan o6zelliklerini
sagladig bilinmektedir. Bu amagla yapilan calismalarda akiskan modelinin gercek
akis kosullarm ne kadar dogrulukla sagladigi gésterilmistir. Ozetle Newtonyen
olmayan akiskanlar ile ilgili calismalar 6ncelikle yeni bir akiskan modeli ve deneysel
sonuglarla uyumu ile ilgilidir ardindan ise dogrulugu ve uygulanabilirliginden emin
olunan bu modeller farkli akis kosullar1 ile teorik veya deneysel caligmalarda

kullanilir.

Bird tarafindan [17]" de Newtonyen olmayan akiskanlar iizerine modellerin
tanmitildig1 derleme bir ¢alisma sunulmustur. Bu calismada Newtonyen olmayan
ozelliklere deginilmis ve bunlara uygun matematiksel modeller iizerinde durulmustur.
Ayrica sistematik bir sekilde o tarihe kadar ortaya atilmis akiskan modellerini reoloji
bilimi ¢ergevesinde siniflandirmis ve bir model diyagraminda aralarindaki iliskiyi aac
dallar1 seklinde gostermistir. Bu diyagramda baslangiglar en genel modellerden
baslarken 6zelligin olmadig1 durumlar i¢in dallar olugmaktadir. Bu sayede en gelismis
ve genel modellerin basit modeller ile baglantis1 saglanmis ve tiim modellerin
Newtonyen akigkan ile baglantili olmas1 gerektigi gosterilmistir. Meter ve Bird
Newtonyen olmayan polimer soliisyonlarin boru igerisindeki tiirbiilansh akis1 i¢in
stirtlinme katsayist tayini [18] yapilmistir. Bir GNA modeli segilmis ve viskometrik
bir akis diizeneginden elde edilen deneysel sonuglari akigkana 6zgili olarak egri
uydurma teknikleri ile modele saglatilmistir. GNA akiskan modelleri genellikle

deneysel gozlemlere gore g¢ikarilmistir. Deneysel sonuglardan elde edilen kayma



gerilmesi deformasyon hizi grafiklerine arastirmacilarin Onerdigi matematiksel
formlar en az hata ile saglatilarak GNA modelleri sunulmustur. Bu tarz bir ¢alisma Al-
Zahrani [19] tarafindan incelen bir GNA olarak kabul edilen sondaj sivilari igin
yapilmistir. Geometrik olarak tiirettilen GNA modeli hiperbolik ve eliptik formlar igin
iki kisma ayrilmis ve deneysel ¢alismalar ile uyumlu oldugu gosterilmistir. Deneysel
calismalar genellikle 6zel tasarlanmis diizenekler ve viskometrik akislar iizerinden
yuriitiilmiistiir. Plastik enjeksiyon siirecindeki gibi nispeten daha karmasik geometriler
icin ise sayisal ¢alismalar yapilabilmektedir. Hem geometrinin hem de akigskanin
karmasik oldugu durumlarda miithendisler Ansys ve Comsol gibi sayisal analiz tabanl
ticari yazilimlar sayesinde hizli bir sekilde Ongoriilerde bulunabilirler. Polimer
akislarin1  6ngorebilmek icin tasarlanmis Moldflow yazilimi bu tarz bir akis
probleminde Koszkul ve Nabialek [20] tarafindan belli basli GNA modelleri
kullanilarak ~ smanmigtir. Bu ¢aligmada ayrica eriyik polimerlerin  akist
gerceklestiginden GNA modellerindeki parametrelerin sicakliga gore degisimleri
hesaba katilmis ve goriiniir viskozitenin sicaklikla azalmasi iStenmistir. Recine ve
solvent bazli polimerik akiskanlarin deneysel sonuglarini Raju ve ark. [21] tarafindan
Carreau, Ellis ve Cross akigkan modellerine saglatilip hangi modelin daha iyi sonuglar
verdigi gosterilmistir. Akiskan gesitliliginin farkli solventler ile saglandigi viskometrik
akislar yiiksek deformasyon hizlarinda da gerceklestirilmis olup Carreau ve Ellis
akigkan modelinin Cross formiiliine gore daha genis deformasyon hizi araliklarinda
gecerli oldugu belirtilmistir. Silikon dioksit ve solvent olarak polipropilen glikol
siispansiyonlart Newtonyen olmayan davranis gostermekle birlikte ayn1 anda hem
incelen hem de kabaran akiskan Ozelliklerine sahiptir. Bu akiskanlar diisiik
deformasyon hizlarinda Newtonyen davranis gosterirken artan deformasyon hizlari ile
once incelen daha sonra ise kabaran sonra tekrardan incelen davranis gosterirler. Bu
sayede GNA modellerinin sahip oldugu ii¢ bolge (baslangi¢ viskozite, power-law
bolgesi ve limit viskozite)’ den fazla viskozite bolgesine sahip olurlar. Galindo-
Rosales ve ark. [22] tarafindan bu bolgelere parcali fonksiyon tipindeki goriiniir
viskozite fonksiyonlar1 onerilmistir. Onerilen fonksiyonlar Cross akiskan modeline
oldukca benzer olup tiim bolgeler viskozite egrisinin siirekliligi bozulmadan en az hata
ile saglatilmistir. Petrol kuyularinin sondaj islemlerinde gesitli amaglar i¢in kullanilan
stvilar genelde Newtonyen olmayan akiskan olarak kabul edilir. Khalil ve ark. bu
akigkanlardan biri olan sondaj sonrasi kuyulara basilan tamamlama sivilarinin

davraniglarinin Sisko modeli ile basar1 ile tahmin edilebilecegini [23]” de deneysel
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sonugclar ile karsilastirarak gostermislerdir. Deneysel viskometrik akislar basitlestirici
kabulleri dolayistyla teorik hesaplarin dogrulugu i¢in calismalarda oldukga fazla tercih
edilir. Buna ragmen silindirik olmayan iki boyutlu kanallarda hiperbolik tipte bir GNA
modeli Mitsuishi ve Aoyagi [24] tarafindan Newtonyen olmayan davranisa sahip
karboksimetil seliilozun sulu soliisyonun akiginin analitik basing diislisii ve debi
formiillerinin ~ bulunmasinda kullanilmis ve sonuglar deneysel verilerle
karsilastirilmistir. Yine ayni akiskanin goriiniir viskozitesinin tayini i¢in Kazunori [25]
tarafindan Carreau akiskan modelinin degisken eleman sayil1 ¢cok noktali 6zel bir hali
kullanilmistir. Klasik Carreau akiskan modeli karboksimetil seliiloz konsantrasyonu
arttikca baglangi¢ ve limit bolgeler harig, viskozite deformasyon egrisinin power-law
kisminda basarisiz sonuclar verirken bu calismada Onerilen oldukca fazla sayida
parametreye sahip viskozite fonksiyonunun seri ¢arpim halinde verilen deformasyon
hiz1 iligkisinin eleman sayisi artarken ¢ok daha iyi sonuglar alindigi belirtilmistir.
Cross akiskan modeli de benzer olarak oldukga fazla sayida daha karmasik ve gelismis
GNA modellerine temel olusturmustur. Ancak yapist geregi Carreau akiskaninin
aksine Cross akiskan kabaran akiskan davraniglarini tahmin edememektedir. Bunun
nedeninin Cross formiilasyonunun akiskan pargaciklarinin Brownian hareketini goz
Ontiine alarak tiiretildigini sdyleyen Galindo ve ark. [26] tarafindan yine Cross temelli
ancak kabaran akiskanlar1 da kapsayan bir akiskan modeli onerilmistir. Aslinda daha
onceki ¢alismasindaki [22] temel alan bu ¢alismada benzer viskozite formiilasyonlari

Cross akiskan modelinin ilk ¢ikis noktasi ele alinarak tekrardan diizenlenmistir.

Buraya kadar belli bagli GNA modelleri ve neden tercih edilmeleri konusunda
cevap olacak nitelikteki deneysel ¢alismalarla iliski makalelere yer verilmistir. Bu
sekilde tizerinde c¢alisilmis GNA modellerinin  dogrulu ve uygulanabilirligi
tartisilmistir denilebilir ve daha genis kapsamli teorik analizlerde kullanilabilir hatta
ticari yazilimlara uyarlanabilir. Bu sayede daha karmasik deney diizeneklerine
dolayisiyla yiiksek maddi kaynaklara ihtiyag duymak yerine teorik ve sayisal
caligmalara giivenilebilir. Bu tarz ¢alismalardan birinde Matsuhisa ve Bird [27]
tarafindan Ellis modelinin kanal ve boru i¢i gibi temel akis geometrilerinde termal ve
isotermal durumlar i¢in verdigi analitik sonuglar hesaplanmistir. Power-law
akigkaninin eksiklerini gidermek i¢in kullanilan bu GNA modelinin analitik
sonuclarimin kendinden 6nce gelen ¢alismalar ile uyumlu oldugu gosterilmistir. Temel

geometriler i¢in yine benzer bir ¢alisma viskoplastik akiskanlar i¢in tercih edilen Phan-
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Thien-Tanner akigkan modeli kullanilarak Pinho ve Oliveira [28] tarafindan
gerceklestirilmistir. Is1 transferi etkilerinin dahil edildigi bu g¢aligmada akiskan
hareketinin 1s1 transferine olan etkisi analitik Nusselt sayisinin elde edilmesi ile tarif
edilmistir. Viskoplastik akiskanlarin incelen ve kabaran davranisinin da dahil edildigi
Robertson-Stiff modeli Filip ve David [29] Newtonyen olmayan bir akigkanin boru
icerisindeki hidrodinamik kararli, laminer ve isotermal akisinda kullanilmistir.
Damarlardaki kan akisimnin matematiksel olarak tasviri ile damarlardaki kolesterol
kaynakl1 tikanikliklar ve buna bagli tansiyon etkisi tizerinde daha derin bakis agis1 elde
edilmistir. Matematiksel modeller ne kadar ger¢ege yakin kurulmussa sonuglar o kadar
¢ok arastirmacinin isine yarayabilir. Ornegin, kan akiskan olarak Newtonyen olmayan
ozelliklere sahiptir, damar i¢i piiriizsiiz diimdiiz kilcal bir boru yerine elastik i¢inde
diizensiz dagilmis kolesterol parcalarina hatta kismen de bu parcalarin tikadigi kesit
alanlarina sahiptir. Bunun gibi kanin damar i¢indeki akigini bir boru igerisindeki su
akisindan ayirabilecek oldukga fazla sayida fark sayabiliriz. Bu konuda calisan
arastirmacilar bu 6zelliklerin bir kismini dahil ettikleri matematiksel modeller ile
ugrasmislardir. Bu ¢alismalardan birinde Dash ve ark. [30] kanin davranisinin Casson
akiskan modeline uygun olduguna karar vermis ve damari ise i¢cinde Darcy modelinin
gecerli oldugu bir gozenekli ortama sahip oldugunu kabul etmislerdir. Bu ¢alismada
damar tikanikligimin etkisini incelemek istediklerinden gdzenekli ortamin
gecirgenligini damar ¢ap1 boyunca degisken almislardir. Arastirmacilar bu ¢alisma
vasitast ile ortam gecirgenligi azaldi§i zaman damarlarin ceperlerinde olusacak
akiskan siirttinmesi kaynakli kayma geriliminin artacagini ve sonuglarinin koroner-
kalp damar hastaliklarinin tedavisinde kullanilabilir oldugunu rapor etmislerdir. Bu
sefer bagka bir ¢aligmada hem damarlarin egrisel olusu ve kalbi bir pompa gibi
diisiiniirsek kan basincin sinusoidal olmas1 Boyd ve Buick [31] tarafindan analizlere
dahil edilmistir. Kan akisin1 modelleyen Newtonyen olmayan akigkan modeli olarak
Casson akigkanina ilave olarak Carreau-Yasuda akigkani da secilmistir. Kanin incelen
bir akigkan olmasini sdyleyen bu c¢aligmada akiskanlar mekaniginde kullanilan
Eulerian yaklagimini temel alarak kurulan momentumun korunumu ilkesi, Lagrangian
prensiplere gore yazilmis ve Lattice-Boltzmann denklemleri elde edilmistir. Sayisal
olan ve Lattice-Boltzmann denklemleri geregi hayli bir hesaplama giiciine ihtiyag
duyulan analizler Casson akiskan modelinin Newtonyen davranistan daha uzak
sonuglar verdigini ve damarlarin i¢ yiizeyinde olusan gerilimin bu dogrultuda

artacagimi soyler. Kan akisi ile ilgili [31] referansli ¢alisma [30]” e gore biraz daha

10



gercege yakin davraniglart calismaya dahil etse de gozenekli ortam etkileri ihmal
edilmistir. Benzer seckilde Hakeem ve ark. [32] calismasinda ele alinan damar
elastikligini bir sekilde benzetebilecegimiz perisaltik hareket ile iliskilendirebiliriz.
S6z konusu ¢alismada basing gradyenine ilave olarak Carreau akiskani boru yiizeyinin

perisaltik hareketi ile deforme edilmis ve akis gerceklestirilmistir.

2.2. Tezin Amaci

Aerodinamik ve hidrodinamik gibi hareket halindeki akiskan ve kati cisimlerin
birbirlerine etkilerini ele alan akiskanlar mekaniginin 6zellestirilmis alt konularinda
genellikle hava ve su esas olarak Newtonyen akiskanlar iizerinde durulmustur. Bu
bilim dallarinda genellikle hareketli akiskanin kat1 cisim {izerindeki sekil degistirme
ya da yer degistirme etkileri ile ilgilenildigi gibi hareketli kat1 ylizeylerin akiskani nasil
ve ne sekilde hareket ettirdigi lizerinde de durulur. Biitlin bu etkiler biiylik oranda
akiskan siirtinmesi kaynaklidir. Akigskan siirtiinmesinin dahil edilmegi siirtiinmesiz
akiskan varsayimi ile olusturulan potansiyel teoriler mevcut ise de viskoz akigskan
teorisi gergege daha yakin sonuglar verecektir. Bu yiizden viskozite bu kadar 6nemli
iken Newtonyen olmayan akigskan davranisinda bahsettigimiz tiim &zellikler esasen
viskozitenin daha genel bir tanimi ile iligkilidir. Daha genel bir durumdan kasit
viskozitenin sabit durumda oldugu degil ne gibi etkilere gore degistiginin de hesaba
katilmasidir. S6z konusu problemleri tanimlayan denklemler Newtonyen akiskan igin
bile oldukca ugrastiricidir. Newtonyen olmayan etkiler dahil edildiginde ¢ok daha
karmasik durumlar ortaya cikmaktadir. Ozellikle Carreau-Yasuda akiskami gibi
oldukca fazla sayida parametreye bagli akiskan modelleri ise arastirmacilar i¢in bu
zorluklar1 daha ileri seviyeye tasimaktadir. Bu yiizden Newtonyen akigkan igin
oldukca detayli ¢alisilmis kati yiizeyler iizerindeki akis problemleri Newtonyen

akiskan modellerinin ¢ogu i¢in heniiz ¢ok yenidir.

Eger soz konusu goriinen viskozitenin deformasyon hizi degisimi ise bu
Ozellige sahip bir akiskan davranisi genellestirilmis bir viskozite modeli ile ele
alinmalidir. Detay1 bir sonraki kisimda verilecek bu tez kapsaminda ele alinacak GNA
probleminde Newtonyen davranistan farkli gézlemler olusmalidir. Bu farklari teorik
olarak ortaya koymak ve uygulama da bunlardan ne gibi fayda veya dezavantaj elde
edilebilecegi tartisilmalidir. Teorik ¢alismanin verdigi esneklik ile bazi parametrelerin

0zel halleri i¢in istenen veya istenmeyen durumlar ortaya c¢ikarilabilir. Bu yiizden
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deneysel calismalardan kesin yargilar ¢ikarilamazken teorik ¢aligmalar bize her tiirli

durumu 6zetleyebilir ve bazi gergekleri ispatlayabilir.

2.3. Problemin Tanimi

Sekil 2. 1 Siir Tabakas1 Temsili Gosterim

“Sekil (2.1)’ de problemimizin fiziksel gésterimi verilmistir. Buna gére diiz bir
plaka iizerine U hizi ile sonsuzdan gelen diizgiin dagilimli (uniform) Newtonyen
olmayan akiskan plakaya temas etmekte ve kaymama sarti geregi plakaya yapisip hiz
sifirlanmaktadir. Hareket halindeki akiskan iist iiste plakalar halinde hareket
edeceginden plakaya yapisan akiskan kendinden sonraki plakayr bir miktar
vavaslatacak, dolayisiyla y* koordinatinda yukar: dogru hareket ettikce plakalarin
hizi artacaktir. Bu artig y koordinatinda hiz U hizint buldugunda sonlanacaktir. Plaka
tizerindeki akiskanin hizimin tekrar U yakaladigi nokta 0* olsun. Yapilan gozlemler ve
deneyler sonucu plaka iizerinde x* koordinatinda ilerledikce bu 6* uzakhginda artis
gozlemlenmektedir. Bu o0* noktalarimi birlestirdigimizde bir 0*=0* (x*) egrisi
olusmaktadir. 0* ifadesine sumr tabakasi kalinlig1 denir ve x* koordinatina gore
degismektedir. Sekil (2.5)° den de dikkat edilirse 0* egrisi ve plaka arasinda kalan
bolge arasinda kalan bélgede akigkanin hizi degismektedir ve bu bélgeye sinir tabaka
bélgesi denir. Bu durum bize matematiksel olarak sadece degisimin oldugu bolgeyi
dikkate almamizi degisiminin olmadig1 bélgeyi ise bir sekilde goz ardi edebilecegimiz
fikrini verebilir. Riizgdr tiinellerinde akim ¢izgisi goriintiileme teknikleri ile bu 6*
kalimlhiginin ¢ok kiigiik bir yiikseklige sahip oldugu gozlemlenmistir, kisaca 6*<<1.
Hareketli akiskan kiitlesinden adeta bir parca kati yiizeye yapismakta ve ¢ok kiigtik bir
mesafede de diger parcalari etkilemektedir. Bu kalinhigin disinda ise akiskan

davramginin uniform akistan bir farki kalmamaktadir.”, Stimer [33].
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Viskometrik akislarin paralel plakalar arasindaki akis varsayiminda oldugu
gibi, akigkanlar mekaniginin ¢ogu probleminde geometrik olarak daha basit akis
durumlarina bazi kabuller ile indirgenebilir. Benzer sekilde Sekil 2.1° de verilen plaka
tizerindeki akis problemi daha karmasik bir yiizeyi yaklasik olarak temsil edebilir.
Dolayisiyla problem geometrimiz ne kadar basit segilirse se¢ilsin daha genis kapsamli

bir problem i¢in ciddi 6n goriilerde bulunmamizi saglayacaktir.

Ele alinan problemde akisin viskoz olmasindan dolay1 plaka iizerinde akiskan
tarafindan bir kayma gerilmesi olusacaktir. Bu kayma gerilmeleri tim plaka alani
tizerinden siirliklenme kuvvetine neden olur. Siirliklenme kuvveti 6zellikle akigkan
icerisinde hareket eden ya da hareketli bir akiskan icerisinde akisa gore goreceli hiza
sahip cisimlerin lizerinde akis dogrultusunda (veya kati cisim hareketine ters) olusan
fazladan kuvvettir. Cisim akisa gore sabit durabilmesi ya da hareket edebilmesi igin
bu kuvveti yenmesi gerekir. Newtonyen akiskanda bu kuvvet baslica viskozite ile
iliskili iken Carreau-Yasuda akiskanm1 icin bu c¢alisma kapsaminda etkiler
arastirilacaktir. Etkilerden kasit Carreau-Yasuda akigskanina ait goriiniir viskozite

fonksiyonundaki sabitlerden dolayidir.

Bir sonraki boliimde detayl bir sekilde Boliim 1°de verilen farkli akiskanlara
gore viskozite fonksiyonlarinin kayma gerilmesi ile iligkisi biinye denklemi tizerinden
verilecektir. Kayma gerilmesi viskozite gibi akiskanin 6zelligi ile ilgili oldugu gibi
akigskanin deformasyon hizi ya da kisaca hizi ile iligkilidir. Akiskan hiz1 akiskan
icerisinde de farkliliklar gosterecegi igin hesaplanmak istenen kayma gerilmesinin
oldugu yerde akiskan hizinin da bilinmesi gerekir. Akiskan hiz1 akiskan parcaciginin
lizerine momentumun korunum yasast uygulanarak bulunabilir. Bir akiskan
parcacigina Newton’ un ikinci yasasi ya da diger bir deyisle momentumun korunumu
uygulanirsa ortaya c¢ikan esitlik hizlar cinsinden bir kismi diferansiyel denklem
olacaktir. S6z konusu akiskan bu denklemlere Navier-Stokes denklemleri denir.
Dogrusal olmayan ve kismi diferansiyel tiirevler iceren bu Navier-Stokes
denklemlerinin heniiz tam ¢6ziimii bulunamadig1 gibi sayisal ¢oziimleri de glinlimiiziin
giiclii bilgisayarlarinda yapilmaktadir. Newtonyen olmayan akigkanlar da ise bu zor
durum Katlanarak artmaktadir. Momentum denklemlerini ¢dzebilmek igin gesitli
kabuller yapilabilmektedir. Sinir tabakasi teorisi [34] bu kabullerin sistematik olarak

uygulandig bir yaklasimdir. Smir tabakasi teorisi ya da yaklasimi sadece akigskanlar
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mekanigi problemlerine 6zgii olmamakla birlikte 1s1l sinir tabaka, konsantrasyon sinir
tabaka, momentum siir tabaka gibi farkli uygulama alanlar1 bulunur. Akigkanlar
mekanigi i¢in bu yaklasim aslinda bir momentum sinir tabakasi1 olmakla birlikte sadece
degisimin gerceklestigi bolgeye odaklanir. Ornegin plaka iizerindeki bdlgede akiskan
plakaya yapistiktan sonra hizi sifirlanir ve sonsuzdan gelen akiskan hizin
yakalayincaya kadar hizi artmaya devam eder. Bu degisimin ger¢eklestigi bolge ¢cok
dardir, kisaca akigkan maksimum hizini ¢ok kisa bir mesafe sonra yakalar. Sinir
tabakasi teorisi tam olarak bu dar bolgeye odaklanir ve disarida kalan bolgede
degisimin olmadig1 i¢in bakilmamasi gerektigini soyler. Ayrica bu dar bolgenin
olusabilmesi icin akis sirasinda degisen ozelliklerin hangisinin birbirine gore daha
onemli oldugunu soyler ve ilave etkileri birbirlerine gore karsilastirip bizlere ihmal
etme olanagi sunar. Bu dar bolge yiiziinden ihmal edilen terimler genellikten bir
saptirma yapmayacagi gibi denklemlerin boyutsal olarak biytikliiglinii ciddi olarak
kiigiiltiir ve ¢6ziimiinii daha kolay hale getirir. Sinir tabakasinin ¢ok dar olmasinin
getirdigi kabuller bir sonraki boliimde detayli olarak anlatilacaktir. Sinir tabakasi
yaklagimindan sonra momentum denklemleri biiyiik oranda basitlestirilmis olsa da son
hali hala kismi diferansiyel denklem formundadir. Kismi diferansiyel denklemler adi
diferansiyel denklemlere gore ¢oOziimleri analitik ya sayisal olarak oldukca
zorlayicidir. Ancak bu denklemler her ne kadar kismi olsa da g¢ogunlukla adi
diferansiyel denkleme indirgenebilir ve bu denklemler ¢oziilebilir. Bu denklemler,
kismi denklemlerin adi formda benzerleridir ve ¢dziimlerine benzerlik ¢oziimleri
denir. Adi diferansiyel denklemlere doniisiim i¢in 6zel yeni degiskenler tanimlanmasi
gerekir. Akiskanlar mekanigi denklemleri i¢in bu yeni degiskenler ya da benzerlik
dontistimleri literatiirde siklikla bilindik halleri ile kullanilsa da biz bu ¢alismada Lie
gruplarinin 6zel bir doniisimden yola ¢ikarak sistematik bir sekilde bu yapilar
tanimlayacagiz. Diferansiyel denklemlerin degiskenlerine 6zel bir doniisim
uygulandiginda yeni degiskenler cinsinden denklem yazildiginda denklem ilk halini
tekrar veriyorsa diferansiyel denklem bu doniisiimler altinda degismez (invaryant)
denir. Bu 6zel doniisiime ait parametrelere ise diferansiyel denklemin simetrileri denir.
Kisaca bu yeni parametreler cinsinden 6zel doniisiimler kullanilmis degiskenleri
denkleme yerlestirdigimizde denklemin yapisinda bir degisiklik olmuyorsa
diferansiyel denklem bu doniistimler altinda simetriktir denir. Lie gruplari teorisi bu
simetrilerin bulunmasindan kullanilan bir yaklasimdir. Teori bize bir sistemin kabul

ettigi tim simetrileri bulmamizi saglasa da biz bu ¢alismada Lie gruplarindan ortaya
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¢ikmis hazir dontisiimler iizerinde duracagiz. Lie gruplari ile tanimlanabilecek
simetrilerin teorik fizikte olduk¢a fazla kullanim alani olsa da bizim kullanma
amacimiz kismi diferansiyel denklemin adi diferansiyel denkleme indirme i¢indir. Bu
ylzden simetriler kullanilarak ortaya ¢ikan kismi diferansiyel sinir tabakasi denklemi

yeni degiskenler cinsinden adi diferansiyel denkleme indirgenecektir.

Bu ¢alismada ele alinan problem ve ¢oziim yollariin benzerlerine literatiirde
farkli akigkanlar icin karsilasilabilir. Genellikle simetri analizleri ile beraber benzer
yaklagimlar Aksoy ve ark. tarafindan viskoelastik Oldroyd ve Maxwell akigkanlari
[35,36], viskoelastik ve power-law 6zellige sahip ikinci derece akigkanlar [37,38],
GNA olarak Sisko [39], Williamson [40], Powell-Eyring [41] akiskanlarinin sinir

tabakasi igerisindeki davraniglarina uygulanmistir.
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3. MATERYAL VE YONTEMLER

3.1 Momentumun Korunumu

Sadece dis kuvvet olarak basing gradyeni etkisi altinda laminer, sikistirilamaz
ve siirekli bir akista Newton’ un ikinci yasasi bir akiskan pargacigi i¢in yazilirsa,
koordinat sisteminden bagimsiz olarak asagidaki vektorel formdaki momentum

denklemi elde edilir.

pu.Vu = —-VP* + V.1 (3.1)

Burada p yogunluk, u hiz verktorii, P basing ve V gradyeni operatoriidiir. T daha
once belirttigimiz gibi akigkan tipine 6zel, kayma gerilmelerini igeren bir tensorel
biytikliktir. Ele aldigimiz probleme uygun olarak Denklem (3.1) kartezyen

koordinatlar i¢in x* koordinatinda,

a .0 aP* ?

plu P +v 3y ut=— P +%1:XX +a—y*‘txy (3.2)
ve y* koordinati igin;
d 0 op 0 9]
= — (3.3)

plu 6x*+v dy" v = 6y*+%TXy+6_y*Tyy

seklinde yazilir. Burada sirastyla u* ve v*, x* ve y* dogrultusundaki hizlardir. Ayrica
kayma gerilmesi ifadelerindeki ilk indis diizlemi, ikinci indisin de dogrultuyu
gosterdigi sdylenmelidir. Yukaridaki Denklem (3.2) ve Denklem (3.3) akiskan
modelinden bagimsiz momentum denklemleridir. Cross akiskanini temsil etmesi i¢in
denklemlerdeki kayma gerilmeleri ifadesi Denklem (1.8) kullanilarak hesaplanmalidir.
Deformasyon hizlarin1 ya da birim uzama hizlarini igeren y tensorii agsagidaki hiz

vektoriiniin gradyeninin Vu, kendisinin transpozu (Vu)' ile toplamidir, yani

Y =Vu+ (Vu)T (3.4)
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. . b B
Kartezyen koordinatlar igin V= eq —te s veu= u*eq + v'e, olur. Burada

d ay*
e Ve e,, sirastyla X” ve y* yoniindeki birim vektorlerdir. Skaler bir biiyiikliik olarak ¥

tensorlinlin siddeti asagidaki sekilde hesaplanir.

= e @5)

tr ya da tracert operatorii y.y carpimi ile ortaya ¢ikan tensoriiniin diyagonal

elemanlarinin toplamini ifade eder. Kartezyen koordinatlar i¢in bu ifade,

1
2 2

ou*\2 ov* ov*  ou*\?
o] - (3.6)
vl (2 (ij*) +2 <6y*) y <6X* i 0y*> )

olarak hesaplanir ve Denklem (1.7)’ ye yerlestirilirse Carreau-Yasuda akiskani igin

gortliir viskozite;

H(Y) = Nwo + (ﬂo - nOO)
2\ ™ 3.7
<1+Am<2(‘;—;f)2+2(3—;:)2+(‘;—‘yf+‘;—;)2)2> S

olarak elde edilir. Yukaridaki Carreau-Yasuda akigskanina 6zel goriiniir viskozite
Denklem (1.2) ye yerlestirilirse Carreau-Yasuda denklemi i¢in biinye denklemi elde

edilir.

n-1

— (et Gom (1427 (2(25) +2(22) + (252 ) )y em
T = Moot (0 = 1e0) dx* dy* dy*  ox* 14 '
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2

Biinye denklemlerinin bilesenleri hesaplanirken t° ve y nin kartezyen

koordinatlardaki asagidaki formlar1 kullanilmalidir.

ou* av* ou*

«  [Txx  Txy . ax* ax*  0y*
T =ty Tl VY= 6w o ov*
yx vy VM
Ix* ay* ay*

Boylece Denklem (3.2) ve (3.3)” deki kayma gerilmeleri asagidaki sekilde elde edilir.

m
2

2 m

n-1
i ( m Ju ov Ju oJdv \au
Txx=2\noo+(no-noo) 1+A™| 2 I +2| =] +|z=+=—=

oy ay*  ox" / ox*

2

. / - ou’
Txy=knoo+(n0_noo) 1+A7m| 2 Fred +2

. ou”
ryy:Z T‘|00+(T'|0'T'|oo) 1+7\m<2<§> +2| =—

Burada tensoriin simetrik olmasi gerektiginden Ty, = Tyx olmasi gerektigi
soylenmelidir. Yukarida hesaplanan kayma gerilmesi ifadeleri Denklem (3.2) ve
Denklem (3.3)’ e yerlestirildiginde Carreau-Yasuda akiskaninin hareketini temsil eden
momentum denklemleri elde edilir.

Sinir tabakasi ile alakali referans caligmalara dikkat edildiginde sinir tabakasi
kabullerinin momentum denklemlerinin son haline uygulandig: gériilecektir. Biz bu
calismada sadelik agisindan momentum denklemlerinin nihai halinden ziyade kayma

gerilmeleri iizerinde yaklasimlar1 yapip sinir tabakasi denklemlerine ulasacagiz.
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3.2 Simir Tabakasi Yaklasimi

Sinir tabakas1 daha once degindigimiz gibi degisimin gergeklestigi dar bir
bolgeyi temsil etmektedir. Bu degisimin gergeklestigi dar bolgeye iliskin kabuller
GNA modelleri i¢in devasa biiyiikliikteki momentum denklemlerini ciddi sekilde
basitlestirir. Kisaca bu kabuller ve iliskili matematiksel hallerine deginelim. Sinir

tabakas1 kalinlig1 oldukea kiigiik bir biiytikliiktiir;

0" K1

Bu nedenle y* koordinati da §* mertebesindedir, yani ¢ok kiigiik olmalidir;

y*~0(8")

Plaka yoniindeki koordinat kii¢iik olmamasina karsin 1 degerindedir;

x*~0(1)

Kiitlenin korunumu prensibi geregi siireklilik denklemi su sekildedir;

ou” N ov* B
ax*  dy*

0 (3.10)

Stireklilik denklemindeki terimler, kiitlenin korunumu geregi aym1 mertebede

olmalidirlar bu yiizden;
u*~0(1) ve v ~0(8")

olmalidir. Bu yapilan kabuller ile 6nceki kisimdaki ifadelerin igerisindeki hiz

gradyenlerinin mertebeleri hakkinda asagidaki sekilde bilgi sahibi olabilir;

ou”*
—~0(1
T €Y)

ou* o ( 1)
ay* &5+
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*

V05
ox*

! > 1> 6"
6*

olarak mertebe hiyerarsisi geregi en biiyiik terim tutulup diger terimler elimine edilirse

goriiniir viskozite;

n-1

m>T (3.11)

ou”*
*

ady

L) =N + (Mo — Nwo) (1 +7\m|

olarak basitlestirilir. Bu ifade sinir tabakasi igerisindeki goriiniir viskozitedir. Ayni

sekilde Denklem (3.9) ile verilen kayma gerilmeleri sinir tabakasi icin diizenlenirse;

=2 Mw+( ) 1+Am|au*m% -
Txx = Neo Mo ~ Nwo ay* ox*

. o ou ™ = ou*
Tey = [ Noo + (Mo = M) | 1 +2 |ay* ay"

; +( )<1 +Am |a“* m>n% oV
T = o) — N % *

yy = | Mee ™ o1 dy dy (3.12)

elde edilir. x* momentum denklemi de benzer olarak:

NEE R I SO
Pl ax ™7 ay* YT T 6y*TXy

(3.13)

mertebe hiyerarsisi geregi sinir tabakasi igin basitlegir. Denklem (3.12)° deki Ty

ifadesi yukaridaki denkleme konur ve tiirevler hesaplanirsa;
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n-1

Lou Lou o 9% ouT| "\ ™ 92"
P(U Y a_y*> ='§+T]ooy+(ﬂo-noo) <1+A oy ) oy +
m w m
A" (MoNw) (n-1) (1+Am Lk )m o az—“z (3.14)
dy ay'l oy

Dikkat edilirse yukaridaki denklemde daha dnceden yaptigimiz mertebe hiyerarsisine

uymamakla birlikte denklemin sol tarafindaki terimler ve sag taraf basin¢ gradyeni

0(1) iken diger tiim viskoz terimlerin é ve

o mertebelerinde oldugu fark
edilmelidir. Daha sistematik bir sekilde denklemdeki mertebe karmasasini ortadan
kaldirmak igin Sinir tabakasi kalinligi §*” y1 plaka uzunluguna boélerek boyutsuz sinir

tabakasi 6 asagidaki sekilde tanimlayalim.
§=— (3.15)

L~0(1) ve & ifadesi boyutsuz oldugundan &* mertebesi terimler olan hizin dikey
bileseni v* ve yine plakaya dik koordinat y*’ yi asagidaki sekilde 6l¢ekleyelim.

v = 80" vey* = 8§ (3.16)

Incelen akiskanlar igin genelde n, >» 1., oldugundan 1., ~ 0 kabulii ile dl¢ekledigimiz

yeni degiskenleri Denklem (3.14)’ e yerlestirip diizenleyelim.

n-1
m Tazu*
) 0y"*

au*
oy*

<*6u* N$6u*> oP* n0<1 Am

Yo TV o5 ox Te\ T

14 AT m A™ ou”
82 om |0y*

Yukaridaki esitligin sol ve sag tarafindaki tiim terimlerin birbirlerine gore baskin

+ (n—1)

n-m-1
m

ou*
av*

10 0%u*

82 9+2

(3.17)

olmamasi gerektiginden tiim terimlerin mertebeleri ayni olmak zorundadir. Bu yiizden

ng A"

52~ 5~ 0 (3.18)
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olmalidir. Mertebe hiyerarsisini bozmamak i¢in 1, ve A y1 asagidaki sekilde

Olcekleyelim.

No = &%y veA = ™A (3.19)

Bu ifadeleri Denklem (3.17)’ ye yerlestirdigimizde tiim ifadenin O(1) oldugu
asagidaki sekilde gortilecektir.

n—1
ou* ou* dP - [ou*™\ ™ 9%u* -
* ~ % — —~ 1 m _ 1 mo-—
p<u ox* +v ay*> ox* +n0 < +}\ ay* ) ay*z + (1’1 ))\ No
n-m-1
* M m * , M 2., .%
(el ) " B e (317)
9y ay*l oy

Basitlik acisindan yukaridaki denklemlerdeki ~ aksanlarini kaldirip boyut analizi i¢in

asagidaki boyutsuz biiyiikliikleri tanimlayalim.

v \ s P U
V’X__X’y__oy’P_pV VeU_V (3.18)

Yukaridaki ifadelerde dikkat edilmesi gereken onemli bir husus boyutsuzlastirma
islemlerinde kullandigimiz referans hiz V’nin sonsuzdan gelen akiskan hizi1 U*’ dan
farkl bir biiyiikliik olarak tanimlanmasidir. Her ne kadar su ana kadar referans hiz V
i¢in bir fiziksel iliski kurulamamis olsa da ileriki kisimlarda U* hiz1 ve referans hiz V
arasinda bir bagin olmas1 gerektigi analitik olarak gosterilecektir. Simdi Denklem
(3.18)’ de verilen esitliklerdeki boyutlu terimleri asagidaki sekilde ¢ekelim.

* * *_11_0 *_11_0 — 2D* *
u=Vuv' =Vy,x —pVX,y —pvy,P pV<P* ve U VU

Bu ifadeler Denklem (3.17) de yerine konur ve diizenlenirse
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n—1
m> m
mUZm au|m

§ (3.19)

Jdu
ay

ou du 8p+62u Ampmy2m
ox Vay_ ox  dy?

u—+
o'

ATpMUEM 0u
m a
Mg y
1+ (n - 1) 1+;memU2m ou

ng 19y

ApU?

No

elde edilir. Yukaridaki denklemdeki

ifadesi Newtonyen olmayan akiskanlara

2
0zgli Deborah sayisidir. De = 200 sayisi cinsinden Denklem (3.19) asagidaki sekilde

No
boyutsuz haline indirgenir.
ou ou dp = 0%u du|™ %il |De%§rn
u$+va—y——a+a—}ﬂ(1+|Dea ) 1+(n—1)w (320)

Burada basitlik acisindan Deborah sayis1 her zaman pozitif bir say1 olacagindan hiz
gradyeni ile beraber mutlak deger igerisine alinmistir. X* momentum denkleminin
tizerinde uygulanan sinir tabakasi kabullerinden gelen n0~0(8*2), nm~0(5*2) ve
A~0 (S*m) sonuglar1 geregi y* yoniindeki momentum denkleminin boyutsuz son hali

asagidaki sekilde elde edilir

dp _
=0 (3.21)

Buradan hareketle basincin plaka yoniinde degistigini soyleyebiliriz veya kisaca
p = p(x)’ dir. Potansiyel teori geregi Bernoulli denkleminden sonsuzdaki akis igin

basing hesaplanir.
P = —~U? + sabit (3.22)

Bu ifadenin x’ e gore tiirevi alinirsa:

dp _ _du

™ - (3.23)

hesaplanir. Bu ifade Denklem (3.20)’ ye yerlestirilirse sinir tabakasi igerisindeki x

dogrultusundaki boyutsuz momentum denklemi elde edilir
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n-1 ou|™
du ou _ dU | 92u ou|™\ m \De@|
u—+v—y—UE+a—yz(1+|Dea—y ) <1+(n—1)—m (324)

ox " "9 1+[pe

Boyutsuz siireklilik denklemi ise;

du ov

=0 (3.25)

olur. Denklem (3.24) ve (3.25)’ i ¢6zmek i¢in gerekli sinir sartlari; plaka lizerinde

akiskanin hiz bilesenleri kaymama kosulu geregi sifirdir.
u'(x5,0) =v'(x,0)=0 (3.26)

Ayrica yeteri kadar plakadan yukarda akigkan hizinin x* bileseni sonsuzdan gelen

akisin hizina esittir.
u*(x*,0) = U* (3.27)

Son olarak bu sartin gerceklesmesi ile alakali olarak akigskan hizinin y* bileseni

yoniindeki artisin sifirlanmasi,
au* .
a—y*(x ,0) =0 (3.28)

olarak yazilabilir. Bu sartlar Denklem (3.18)’ de verilen boyutsuz degiskenler

cinsinden tekrar yazilabilir:
u(x,0) = v(x,0) = 0, u(x, ) = U ve Z—;(x, ®) =0 (3.29)

Momentum denklemlerinin ¢dziimlerinin bir diger ihtiyag duyuldugu kisim ise
akigskanin kat1 cisimler iizerinde olusturdugu kayma gerilmesi ve buna bagli olarak
ortaya c¢ikan akisa paralel ve aymi yonde siirliklenme kuvvetidir. Akiskan igine

daldirilmig kat1 cisim hareketinde ise bu kuvvet harekete ters yonde ortaya ¢ikacaktir.
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Bu ylizden potansiyel yani siirtiinmesiz akis teorisinden farkli olarak momentum
denklemlerinin ¢oziimlerinden sonra bu kuvvetin hesabinda yiizey iizerindeki kayma
gerilmesinin biiylikligi bilinmelidir. n,, = 0 oldugunu hatirlayarak Denklem (12) vasitasi

ile plaka iizerindeki kayma gerilmesi asagidaki sekilde bulunur.

n-1

OINEENG (3:30)

Ty (0) = mo (142"

Denklem (3.18)’ de verilen ilgili boyutsuz parametreler yukaridaki ifadeye yerlestirilir

ve esitlikteki biiytikliiklerin tamamen boyutsuz hale getirmek icin gerekli islemler

yapildiginda
A
_ ‘E;‘(y _ a_u m a_u
Ty (0) = =2 (O)—(1+|Deay(0)| ) =0 (3.31)

halinde plaka tizerindeki kayma gerilmesi boyutsuz olarak hesaplanabilir. Bu kisimda
simir tabakasi igerisindeki akisi tanimlayan boyutsuz kismi diferansiyel formda
Denklem (3.24) ve (3.25), Denklem (3.29)’ da ki sinir sartlar1 altinda elde edilmistir.
Bundan sonraki kisimda bu denklemlerin degismez kaldig1 yeni benzerlik degiskenleri
tizerinden adi diferansiyel denklem formlarinin elde edilip edilemeyecegi tartisilacak
ve bu denklemlerin ¢Oziimlerinin de kullanildig1 enerji denklemi iizerinde

durulacaktir.

3.3 Momentum Denklemlerin Simetrileri ve Adi Diferansiyel Formlar

Bir denklemin simetrileri, orjinal denkleme yerlestirildiginde denklemin
degismez (invaryant) kalmasini saglayan yeni degiskenleridir. Hazir simetrik yapilar
Oteleme, Ol¢ekleme, spiral doniisiimler oldugu gibi Lie grubu analizleri ile denklemin
kabul ettigi tiim simetrik yapilar elde edilebilir. Adi diferansiyel denklemlerde bu
simetriler denklemin kanonik formda ¢6zmemize olanak tanirken kismi diferansiyel

denklemlerde adi denklemlere indirgemede kullanilir.

Bu calisma kapsaminda sadece sinir tabakasi denklemlerinin kabul ettigi
olgekleme doniisiimleri incelenecektir. Olgekleme déniisiine uygun olarak asagidaki

yeni degiskenlerimizi tanimlayalim.
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X=e x> x=e%

y=ely > y=ey

i=eu—> u=-e‘u (3.30)
—-d d=

Yukaridaki denklemlerde okun sol tarafi yeni degiskenlerimizi, sag tarafi ise
sinir tabakasit denklemlerine yerlestirecegimiz orijinal degiskenlerimizin yeni
degiskenler cinsinden esitini verir. Burada a,b,c,d,f olgekleme doniisiimiine ait
parametrelerdir. Simetriler i¢in a, b, ¢, d, f parametrelerinin hangi 6zel degerlerinde
Denklem (3.30)° da verilen degiskenler orijinal denklemlere yerlestirildiginde
denklemler degismez kalacak sorusunu arastiracagiz.

Denklem (3.24)’ ii Denklem (3.30)’ da verilen degiskenler cinsinden tekrar

yazip ve sol taraftaki ilk terimin katsayisi 1 olacak sekilde diizenlersek;

n-1
ot ot _dU 0%u ou™\ m
=_ —cta+d-bg _~ _ ,—-2f-2cj __ —c—2b+a c-b .
ua)_(+e va}_, e Ud)_(+e —a}_,2<1+e Dea}_,| )
ec-opey”
1+(n—-1) —ya,m (3.31)
1+|eC—bDe£|

elde edilir. Ayni degiskenler cinsinden siireklilik denklemi yani Denklem (3.25)

diizenlenirse;
S sa-c+d-b‘;—; =0 (3.32)

bulunur. Dikkat edilirse yukaridaki denklemlerin orijinal denklemlere doniisebilmesi
icin e’ ifadelerinin katsayilarinin 1’e¢ esit olmasi gerekmektedir. Dolayisiyla
katsayilarda bulunan e ifadelerinin tistlerinin sifir olmasi gerekmektedir. Bunun i¢in

momentum denkleminden;

a—c+d—b=0
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—2c+2f=0
a—2b—c=0 (3.33)
(c=b)=0

ve streklilik denkleminden;

a—c+d—-b=0 (3.34)
Yukaridaki siireklilik denkleminden gelen ifade momentum denkleminden ilki ile
aynidir. Tim parametreleri yukaridaki sistemden bulmak miimkiin degildir,

dolayistyla sistem lineer bagimlidir denir. Ancak tek bir parametre cinsinden diger

simetri parametrelerini bulabiliriz. C cinsinden diger parametreler su sekilde bulunur:

f=c
b=c

_ 3 (3.35)
d=—c

Simetriler ve orijinal degiskenler arasinda asagidaki diferansiyel formlarin esitligi

yazilabilir.

dx dy du dv dU

=== — = — 3.36
ax by cu dv fU (3:36)
Aksanlar basitlik agisindan kaldirip yukaridaki ifadeye Denklem (3.35) deki
degerler yerlestirilir ve ¢’ ler sadelestirilirse:
dx dy du dv dU
= _7_" (3.37)

3x y u -v U
Yukaridaki ifadeden kismi diferansiyel denklemleri adi denkleme indirgemek i¢in
gerekli benzerlik degiskeni ve benzerlik fonksiyonlari elde edilir. Benzerlik degiskeni

i¢cin
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dx dy
—=— 3.38
Xy (3.38)

ele alalim. Her iki tarafinda integrali alindiginda integral sabiti benzerlik degiskenimiz

olsun

1
Inxs + In§ = Iny (3.39)
Sol taraf tek In fonksiyonu i¢inde toplayalim.
1
In¢x3 = lny (3.40)
Icler esitlenip benzer degiskeni & gekilirse;
y
I (3.41)

&=

1
X3

bulunur. Benzer sekilde Denklem (3.37)’ den ilk benzerlik fonksiyonumuzu bulalim.

dx _ du (3.42)

3x u

Her iki tarafinda integralini alirsak u ile iliskili ilk benzerlik fonksiyonumuz integral

sabitinden gelecektir. Buradan;

f(§) = (3.43)

bulunur. v ile iliskili benzerlik fonksiyonu i¢in Denklem (3.37)’ nin asagidaki kismini

I E=

alalim.
dv E
~ = (3.44)

Her iki tarafin integrali alinir ve integral sabiti olarak son benzerlik fonksiyonumuz
cekilirse;
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g(E) = x5V (3.45)

Son olarak U fonksiyonuna ait benzerlik degiskenimiz asagidan bulunur.

dx_d_U
® U (3. 46)

Buradan gelecek son benzerlik fonksiyonumuz;

h(®) = (3.47)

Hel =

Yukarida buldugumuz tiim yeni benzerlik degiskeni ve benzerlik fonksiyonlar1 kismi
diferansiyel denklemin adi denkleme indirgedikten sonra icerecegi fonksiyonlar ve
degiskenler olacaktir. Ozetle Denklem (3.24) ve (3.25)’de bulunan degiskenleri

benzerlik fonksiyonu ve benzerlik degiskeni cinsinden yazarsak;

u = (%)
v =x75g(®) .
U = x3h(®)

U = U(x) olmast gerektiginden ¢’ nin y bagimlihigindan dolayr h = h(%) yerine
h = sabit olmas1 gerekmektedir. Bu yilizden genellikten kayip olmaksizin U ile iligkili
benzerlik fonksiyonu h(%) =1 alalim. Denklem (3.24) ve (3.25) i¢in tiirev
operatorleri de benzerlik degiskeni ve fonksiyonlari cinsinden yazilmalidir. Oncelikle

benzerlik degiskeninin tiirevlerini asagidaki sekilde hesaplayabiliriz.

—lx_g ve Z=x
3 y 0y_

98 _
ax

wlR

(3.49)

Tiirev operatorleri ise su sekilde hesaplanir
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o9 020t 1
= ——3X

0x 0&0x

4+ 0
3ya—E

d E)GE 10

X —
dy  9tdy i3 (3.50)
9% 0%\ _2 92
—_— | — =X 3—
dy? (By) FI FI

Bu operatorlerin yardimi ile sinir tabakasi igerisindeki terimleri hesaplayalim

1 e Lo df
ox 3% T —3x ydE

du _ df

dy  dg

9%u 1 d2f

— =X —_—

dy? dg? (3.51)

av 2dg

_— 3 —

dy de

U du 1 _:
_——=— 3
dx 3 X

Denklem (3.24)’ iin tiim terimleri buraya kadar simetri parametreleri ile hesaplanan
benzerlik degiskeni ve fonksiyonlar: cinsinden bulunmugstur. Hesaplanan terimler

Denklem (3.24)’ e yerlestirilirse;

iy (510 = 2y ) + 57500 © = 21 47

n-t (n-1)|Def’ ()|
(1 + [Def’ (E)|m) ( W) (3.52)
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1
Denklemin her iki tarafin1 3x3 ile ¢arpalim ve sol taraftaki ikinci terimde kalan

degisken katsayilarinin benzerlik degiskenine esit oldugunu dikkat ederek;

F2(8) — EHO © +3g®F ®) = 1+ 36" © (L + [Def ©™) =

(n—1)|Def (&)™
(1 T er@m ) (3.53)

Ayni iglemler siireklilik denklemine de uygulanirsa;

f®) —&'(§) +3g'(®) =0 (3.54)
elde edilir. Dontistliriilmiis sinir sartlar ise;

f(0)=0
g(0)=0
ng(OO) =U
f'(0) =0

(3.55)

olarak bulunur. Sondan bir onceki ifadedeki X§ katsayisi bu sartin benzerlik
fonksiyonlar1 ve degiskenleri cinsinden basarili bir doniisim olmadigini gosterir.
Bagarili bir benzerlik doniisiimii icin tiim eski bagimli ve bagimsiz degiskenler
denklemler ve sinir sartlarinda bulunmamasi gerekir. Daha 6nceden tanimladigimiz ve
U ile iligkilendirebilecegimiz V bu sikintiy1 ortadan kaldirmak i¢in kullanabiliriz. Son

sart1 boyutlu hizlar cinsinden tekrar yazip ifadeyi asagidaki sekilde diizenleyelim.

* 1

f(0) = UVX_E (3.56)

1 1
Dikkat edersek U*x "3 terimini sadelestirebilmek i¢in V = x 3U* hizim1 tanimlarsak

son sart istenen sekilde agsagidaki hale gelir

f(o0) =1 (3.57)
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Son olarak Denklem (3.31)’ de verilen kayma gerilmesi ifadesine de Denklem (3.51)’

de verilen ilgili tiirevin benzerlik fonksiyonlar1 cinsinden esiti uygulandiginda

Ty (0) = (1 + [Def ()™= £/(0) (3.58)

seklinde benzerlik fonksiyonlar1 cinsinden es degeri elde edilir. Su andan itibaren adi
diferansiyel forma indirgenmis momentum sinir tabaka ve siireklilik denklemimiz
dontistiiriilmiis sartlar altinda sayisal ¢6ziime uygun haldedir. Bundan sonraki kisimda
benzer yaklagimlar sinir tabakasi i¢erisindeki sicaklik profilini bulmamizi saglayacak

enerji denklemine uygulanacaktir.
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3.4.Akiskan Icerisinde Sicakhk Dagilimi

Bu kisimdaki analizler ile plaka lizerinde akiskan sicakliginin malzeme
parametrelerine gore nasil degistigini bulacagiz. Ele alinan problemin termal kismi
Sekil 3.1.” de verilmistir. Buna gore plaka sabit Tw sicakliginda tutulurken {izerinden
T sicakliginda Newtonyen olmayan akiskan gegiyor. Akiskanin plakaya temas eden
ylzeyi Tw sicakligini alirken ylizeyden diisey yonde ilerlerken akiskan T sicakligina
tekrar ulasiyor. Sicaklik degisimi momentum sinir tabakasina benzer sekilde dar bir
bolgede degisir. Bu bolgeye termal sinir tabaka denir. Tiim bdlgede asagidaki sicaklik

degisimini bulabilecegimiz enerji denklemi gecerlidir.

AR
t 1 S &
* B — — —s
y + P 'y + Y
+ P
b = — >
* Ty '
X =5 - .44444444,4flh
Ll L LLALLT CLLL LA AL LAl A PALLLT FlLTL LA LR LELTLLLLLT LT

Sekil 3. 1 Termal Sinir Tabakas1 Temsili GOsterim

L OT* £ 0T o%T*  9%T*

u §+V ay a(m-l- W) (3.58)

k , N
Burada a = — 1s1 yayilim katsayisi olmak tizere ¢, akiskanin 6zgiil 1s1s1 ve k
PCp p

akigskanin 1s1 iletim katsayisidir. Momentum denklemine benzer sekilde 1s1 sinir

tabakas1 yaklasimi uygulanip sag taraftaki parantez icindeki ilk terim ikinci terime

CpNo

gore ithmal edilir ve denklem boyutsuzlastirilirsa Pr = Prandtl sayis1 cinsinden

u 9
r(x) 0x

-1 0%T

aT
(rx)T) + Vo = Pr 752

(3.59)

olarak termal sinir tabaka denklemi elde edilir. Yukaridaki ifade boyutsuz sicaklik

olarak asagida verilen 6zel bir boyutsuzlastirma kullanilmistir.
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T= (ﬂ) L (3.60)

Tw—Toeo/ r(x)

Genellikten kayip olmaksizin burada r(x) fonksiyonu termal smir sartlarinin
benzerlik denklemine saglatilabilmesi i¢in yapay olarak tanimlanmig boyutsuz bir
ifadedir. Termal problemimiz i¢in sinir sartlarimiz ilk olarak temas yiizeyinde akiskan

plaka sicakligini alacagindan
T"(x*,0) =T,

ve yeteri kadar plakaya diisey uzaklikta akigkan sicakliginin sonsuzdan gelen havanin

sicakligina esit olmasi gerektiginden
T*(X*) OO) = Too
yazilir. Bu sartlara boyutsuzlastirma siirecimiz uygulanirsa

T(x,0) = %ve T(x,) =0 (3.60)

elde edilir. Denklem (3.58) ve (3.60) esitliklerinin simetrileri i¢in Denklem (3.30)

simetri doniisiimlerine asagidaki ek doniisiimler ilave edilir.

Bu ifadeler ve Denklem (3.30)’ dan ilgili olan terimler Denklem (3.58)’ e

yerlestirilirse
— _ T 27
;—X)%(F(X)T) + e‘c+a+d‘b\73—; = Pr-le-zb-m%f (3.61)

Esitligi elde edilir. Bu esitligin Denklem (3.58) ile verilen ifadeye esit olmasi ya da
invaryant (degismez) kalabilmesi icin e’ I1 ifadeler 1’ e esit olmali. Bu ylizden
asagidaki esitlikler yazilmalidir.

—c+a+d—-b=0
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—2b—c+a=0

f—2b=0

Dikkat edilirse yukaridaki cebirsel denklemler momentum denkleminden gelen
katsayilar1 saglasa da enerji denklemi ile ilgili h ve g katsayilar ile ilgili bir deger
vermemektir. Ancak bu eksiklik h ve g’ nin her degeri i¢in doniisiimiin
gergeklesecegini soylemektedir. Bu yilizden h ve g’ yi keyfi olarak asagidaki sekilde

secelim.

g=1veh=A

A burada keyfi bir sabittir. Simdi Denklem (3.37)’ yi ayni1 sekilde tekrar diizenleyelim.

Ay _ IOV _ AU g dr
ax_by_cu_dv_eU_fT_gr

Bulunan sabitleri g = A alarak yerine koyalim ve ¢’ leri sadelestirirsek

dx _dy _du_dv_dU_dT _dr (3.62)

elde edilir. Boyutsuz sicaklik olan T fonksiyonu ile ilgili benzerlik fonksiyonumuz

icin yukaridaki ifadeden

dx dT

"= (3.63)
cekilirse;

T = x52(8) (3.64)
ve r fonksiyonu ile ilgili benzerlik fonksiyonumuz

dx dr

[fadesinden
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r = x5w(d) (3.66)

hesaplanir

Ancak r = r(x) olacagindan w(&) = B gibi keyfi bir sabit olmalidir. Buradan B = 1
i¢in
r=x

(3.67)

olarak alinabilir. Denklem (3.61)’ deki her bir terim Denklem (3.50)’ de verilen

operatorler kullanilarak asagidaki sekilde hesaplanabilir.

6 T _A ﬂ—l X? _—2 -1 14
—(r(T) = 3% 3 z<z)+?<xsz<a—x yz(z))
oT

5= 7®

0%T

57 =7

Bu ifadeler Denklem (3.43) ve (3.45) ile birlikte 8 11 terimlerin 1’¢ esit olmasi
gerektigini dikkate alarak Denklem (3.61)’ e yerlestirirsek

1

f(®) (3 o) +5 (720 <y Z’@)> +x7g(D) 20 = Protx 2 () (3.68)

1 1
Elde edilir. Her iki tarafi x3 garparsak § = x™ 3y Olmas1 gerektigi ile 1s1l sinir tabaka

denkleminin benzerlik degiskenleri cinsiden son hali

2@ +Pr(*2 - () 2/ () + L Prf®)2(5) = 0 (369)

3

seklini alir. Denklem (3.60)’ da verilen sinir sartlar1 da benzer doniisiimlere maruz

birakilirsa, ilk sart i¢in
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T(x,0) = x32(0) = (3.70)

>('<Jlil>| =

yazilir. Saglikli bir benzerlik ya da simetri doniisimii i¢in x ° gore terimleri
sadelestirmemiz gerekir. Bu konuda bize daha 6nce keyfi sabitler olarak biraktigimiz

A parametresi isimize yarayacaktir. Bu ylizden

X3 =X3 (3.71)

esitliginin gecerli olabilmesi i¢cin A = —1 olarak keyfi sabitimiz belirlenir. Bu sayede
Denklem (3.70)

2(0) = 1 (3.72)

halini alir. Denklem (3.60)’ 1n ikinci sart1 ise herhangi bir isleme gerek kalmadan

2(0) = 0 (3.73)

seklinde basar1 ile doniisiir. Ayrica Denklem (3.69) ile verilen adi diferansiyel forma

indirgenmis enerji denklemi A = —1 tekrar diizenlenirse asagidaki daha yalin bir hale
kavusacaktir.

1) f 4
2@ +Pr (2 g®)7® =0 (374)

Yukaridaki enerji denklemine sayisal ¢6ziim uygulanirlen Denklem (3.72) ve (3.74)’
deki sartlar uygulanmalidir. Akigkanin tizerindeki sicaklik dagilimi 1s1 transferi yolu
ile degisiklik gostermektedir. Sicak plakadan daha diisiik sicakliktaki havaya siirekli
11 transferi mevcuttur. Hareket halindeki akigkana kati bir yiizey tarafindan birim
zamanda transfer edilen enerji akis1 ya da diger bir deyisle plakadan akiskana olan 1s1

transfer akis1 asagidaki tasinim formiili ile verilir.

q = h(Ty - Te) (3.75)
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Burada h ortamdaki 1s1l tasinim katsayisidir. Bu 1s1 transfer miktari ayrica taginimdan
once kat1 yiizeye yapismis yani hizi olmayan akigkan tabakasina iletim yolu génderilir.
Bu durum plaka {izerindeki sicaklik gradyeni cinsinden Fourier yasasi ile su sekilde
yazilir.

a *

4=~k (0) (3.76)

Denklem (3.75) ve (3.76) birbirine esitlenir ve daha 6nceki analizlerde kullanilan

boyutsuz parametreler ifadeye yerlestirilirse

h(T;, — Ta) = —k 222 (0) (3.77)
Mo y

1 1
elde edilir. r(x) = x3 ve V = x3U" oldugunu hatirlar ve her iki tarafi plaka boyu L ile

carparsak
hL _ _ cMERF
k w oy O (3.78)

bulunur. Burada % ifadesi taginim ile ilgili problemlerde olduk¢a 6nemli olan Nusselt

sayisina esit olmakla birlikte evL boyutsuz terimi Reynolds sayisidir, kisaca
o

aT
Nu = —Re - (0) (3.79)

olarak ifade edilir. Momentum denklemi ile iligkili sinir tabaka denklemimiz ve bu
kisimda tiirettigimiz enerji denklemimiz hiz ve sicaklik profilleri geregi beraber
¢Oziilmelidir. Bu denklemler bir denklem sistemini olusturmaktadir. Momentum
denklemini olugturan akigkan hiz profil fonksiyonlari yani u ve y ayni zamanda enerji
denkleminde de bulundugundan denklem sistemi esleniktir (coupled) ve birbilerine
baglantili sekilde sayisal veya analitik olarak ¢oziilmelidir. Biz bu ¢alismada ¢oziimler
i¢in sayisal bir yaklasim uygulayacagiz. Yalniz sayisal ¢oziimlere gegmeden 6nce tiim
denklemlerin tekrar ele alinip sayisal yaklasima uygun olan birinci mertebe

diferansiyel denklem formuna indirgenmesi gerekmektedir.
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3.5. Sayisal Coziimler

Ozet olarak belirtmemiz gerekirse sayisal olarak ¢ozmemiz gereken
tizerlerinde benzerlik doniisiimleri gerceklestirilmis Denklem (3.53) momentum sinir
tabaka denklemi, Denklem (3.54) siireklilik denklemi ve Denklem (3.69) 1s1l sinir
tabaka denklemidir. Bu denklemlerin sayisal ¢oziimlerine gegmeden Once birinCi
mertebe denklem sistemi cinsinden gdsterilmeleri gerekmektedir. Oncelikle asagidaki

yeni degiskenlerimizi tanimlayalim.

f(®) = £1(8) (&) = £,() g(&) = £3(5),2(8) = f4(§) vez'(§) = () (3.75)

Yukaridaki ifadeyi bir kez tlirevini alalim.

F®) = £1(9), () = ) veg' () = £3(8),2'()) = 1(D.2" ) =1f:(8))  (3.76)

Dikkat edilirse yukaridaki yeni degiskenler sayesinde Denklem (3.53), (3.54) ve 1s1l
sinir tabaka denklemi Denklem (3.69) asagidaki birinci mertebe diferansiyel denklem

sistemi haline indirgenir.

f{ = fz

o (2 — &fyf, + 3f3f, — 1)

2 = n-1 (n—1)|Defy|m
3(1 + |Defz|™)m (1 ety m )

P

3 -3

fi = f5

Sinir sartlarimiz ise;

f;(0)=0
fi(0) =1
f3(0) =0
f,(0) =1
f4(0) =0 (3.78)

Denklem (3.58)’ de verilen diferansiyel denklem sistemi Denklem (3.59) sartlari

altinda Matlab ortaminda programlanmis sonlu farklar sayisal yaklagimi temelli bvp4c
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alt komutu kullanilarak ¢oziilmiistiir. S6z konusu komut sinir tabakasi denklemlerinde
sayisiz defa kullanilmig ve giivenilirligini ispatlamistir. Sonsuzdaki sartlar sayisal
denklemlere orjinden yeteri kadar uzakliktaki bir noktanin sayisal degeri verilerek
saglatilmis ve bu noktalarda ¢oziimlerin kararli duruma gegip sonsuzdaki sartlari

sagladig gosterilmistir.
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4. ARASTIRMA BULGULARI VE TARTISMA

Bu kisimda, diferansiyel denklemlerin niimerik ¢éziimleri sonucu olusturulmus
grafikler vasitasi ile Carreau-Yasuda akigkan modelinin sinir tabakasi igerisindeki
davranig1 yorumlanacaktir. Yapilan boyutsuzlagtirma yaklasimi ile akiskan modelinin
ozellikleri power-law parametreleri ve Deborah sayisi ile analitik formiilasyonlar
tizerinden temsil edilmistir. Deborah sayis1 Newtonyen olmayan akiskanlara 6zgii bir
parametre olup Carreau-Yasuda ve Newtonyen model arasindaki baslica farki
olusturmaktadir. Momentum sinir tabakasina ek olarak benzer kabiiller ile enerji
denkleminden 1s1l sinir tabaka denklemi elde edilmis. Tim denklemler kismi
diferansiyel denklem olup denklemlerin simetrilerinden elde edilen benzerlik
doniistimleri ile denklemler adi diferansiyel denklemlere indirgenmis ve sayisal
teknikler bu denklemlere uygulanmistir. Akiskanin 6zelliklerin yorumlar1 Matlab
ortaminda bvp4c komutunun verdigi sayisal ¢iktilarin kullanilarak c¢izildigi grafikler
vasitast ile yapilmistir. S0z konusu komut smir deger diferansiyel denklem

problemleri i¢in sonlu fark temelli bir algoritmay1 kullanmaktadir.

0.8 De=0, 1, 10, 100, 1000
- 0.6 ’.‘" —

0.4/ -

0.2 fjf

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
£

Sekil 4. 1 Benzerlik fonksiyonu f’ nin farkli Deborah sayilari igin & benzerlik
degiskenine gore degisimi

Sinir tabakasi problemlerinde kabiiller geregi akiskan hizinin dikey bileseni
yatay bilesenine gore oldukga kiiciik kabul edildiginden momentum denklemlerinin

coziimlerinde genellikle yatay bilesen ile ilgilenilir. Bu nedenle akiskan hizim
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tartisilan bolimlerde sadece hizin yatay bileseni ile ilgili benzerlik fonksiyonunun f(€)
¢oziimi bulunacak ve sinir tabakasi davranisi benzerlik fonksiyonu f(§) tizerinden
degerlendirilecektir. Ancak yatay bilesen ile alakali benzerlik fonksiyonumuz g(g)’
nin basta f(§) olmak iizere diger bilesenler iizerindeki etkisi goz ard1 edilemez. Buna
gore Sekil 4.1° de smir tabakasmin davranisini inceleyebilecegimiz hizin yatay
yondeki bileseni ile ilgili benzerlik degiskeninin farkli Deborah sayilarinda davranisi
betimlenmistir. Deborah sayis1 akiskan problemindeki karakteristik zamanlarin orani
olmakla birlikte Newtonyen akiskanin zaman sabiti ile iligkili dogru orantilidir. Diger
bir deyisle Deborah sayis1 depoladiklari elastik enerjiyi sontimlemesi ile gegen siire
(relaxation time) ile gézlem siiresi gibi bir karakteristik zamanin oran1 da denebilir. Bu
yiizden yiiksek zaman sabitine sahip akiskanlar yiiksek Deborah sayilari ile temsil
edilebilecegi gibi akmaya kars1 daha yiiksek diren¢ gostereceklerdir. Bu gézlemleri
dogrulayan davraniglar Sekil 4.1’de f(§)’ in & benzerlik degiskenine gore farkl
Deborah sayilarinda yapilmis ¢oziimlerinde verilmistir. Sekilden goriildigl tizere
Deborah sayisi arttikca akiskanin davranisi Newtonyen kabulden uzaklasip ve akmaya
kars1 gosterdigi direng artmistir. Benzerlik degiskenimiz § plakanin tizerindeki yatay
koordinat ile iligkili oldugundan akiskan hizinin §’ nin artan degerleri i¢in biiyilik
Deborah sayilarinda akigkanin maksimum hizin1 yakalamak icin plaka iizerinde kat
etmesi gereken mesafe artacaktir. Bu durum plaka {izerinde yiiksek siirtiinmeli ancak
daha diistik bir akigkan hizina ve dolayistyla daha kalin bir sinir tabakasina igaret eder.
Dikkat edilirse Newtonyen akiskan ve diisilk Deborah sayilarinda siirtiinmesi ideal
akis durumuna daha yakin olunmakla birlikte sinir tabakasi incelecektir. Siirtiinmesiz
akis durumunda sonsuzdan gelen akigkan hizinin plaka iizerinde hicbir zaman

degismeyecegi ve sinir tabakasinin olugsmayacagi hatirlatilmalidir.
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Sekil 4. 2 Benzerlik fonksiyonu f* nin farkli n degerleri icin & benzerlik degiskenine
gore degisimi ( m=2 , De=10).

Benzerlik degiskeni f i¢in diger bir benzer davranis ise geleneksel power-law
sabiti n igin Sekil 4.2.” den gozlemlenebilir. Newtonyen akiskan igin n = 1 iken,
n > 1 durumunda akicilik azalir, n <1 oldugunda ise akiskan daha akici hale
gelecektir. Dolayisiyla n <1 icin daha kolay akan bir akiskan ideal akisa yakin
davranig ¢izer ve dar bir smir tabaka kalinligina gotiiriir. Bu olay Sekil 4.2.” de
gbzlemlendigi gibi, tam tersi durumda n >1 i¢in gdzlemlenir ve sinir tabakasinin daha

belirgin olup kalinlagtig1 soylenebilir.
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Sekil 4. 3 Benzerlik fonksiyonu f* nin farkli n degerleri icin & benzerlik degiskenine
gore degisimi ( n=1.5 , De=10)

Deformasyon hizinin ve bu sayede akiskan davramisinin kolaylikla
degistirilebildigi diger bir power-law sabiti olan m dikkat edilirse akiskan modelinde
n degerine gore paydada olup, benzer akiskan modellerinde m = 2 degerini alir. Bu
sayede m = 2 degeri civarinda artan ve azalan degerler bir 6nceki sekilde tartisilan n
degerlerine gore tam tersi bir etki gdstermelidir. Bu husus belirtildigi gibi Sekil 4.3.°
de goriilebilir. Ancak dikkat edilirse m = 0.5 degerinden sonra artan m degerleri igin
akiskanlar arasinda ¢ok biiyiik bir davranis farki gdzlemlenememistir. Sonug olarak
geleneksel modellerde kullanilan m = 2’ nin {izerlerindeki degerlerde ¢ok bir fark
ortaya konulamayacag1 ancak m’ in ¢ok kiiciik degerlerinin akigkan hizin1 6nemli

Olciide azaltip sinir tabakasini ciddi oranda kalinlagtiracagi asikardir.
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Sekil 4. 4 Benzerlik fonksiyonu z’ nin farkli Deborah sayilari i¢in & benzerlik
degiskenine gore degisimi (n=1.5, m=2,Pr=1).

Te sicakliginda sonsuzdan gelen akiskani farkli sicakliktaki plakaya temas
ettikten sonra hizinda oldugu gibi sicakliginda da degisim olacaktir. Bu degisim
akigkanin plakaya temas ettigi yerdeki plaka sicakligi Ty, ile Tg, arasinda olacaktir. Ty,
ile T, arasindaki gegis akiskan modeli ve akis tipine bagli oldugu gibi aslen plaka ve
akiskan arasindaki sicaklik farkindan ortaya ¢ikan 1s1 transferinin bir nedenidir. Bu
nedenle akiskan igerisinde sicaklik degisimi dikkatlice incelenmelidir. Sekil 4.4.” de
farkli Deborah sayilarinda akigkan sicakligi ile ilgili benzerlik degiskeni z’ nin, plaka
tizerindeki yatay koordinat ile iligkili & benzerlik degiskenine goére degisimi
gosterilmistir. Sekilde plaka sicakligt Ty, > To, durumu ele alinmig olup akiskanin
plakaya temas ettikten sonra Ty, sicakligin1 alip plaka {izerinde diisey koordinatta
ilerledigimiz zaman dar bir mesafede tekrar sicakliginin Tg,” a diismesi gerekir. Bu dar
mesafe plaka iizerindeki yatay koordinatta degismekte olup 1sil sinir tabakayi
olusturmaktadir. Momentum sinir tabakasinda oldugu gibi bu sinir tabakanin da
kalinligindan bahsedilebilir. Kalin smir tabaka degisimin ©6nemli oldugunu
vurgularken, 1s1l sinir tabaka inceldik¢e bu degisim ¢ok daha dar bir diisey eksende
degistigini vurgular. Dolayisiyla diisey yonde sicaklik gradyeninin 1sil smir
tabakasimin daralabilmesi i¢in artmasi1 gerekmektedir. Sekilden anlasilacagi iizere
diisitk Deborah sayilarinda akiskan kendi sicakligini plaka dogrultusunda daha erken

yakaladig1 sdylenir. Bu daha dar 1s1l sinir tabakaya isaret eder. Tam tersi durumda ise
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sicaklik gradyeni azalacagindan diisey yondeki degisim daha genis bir diisey

dogrultudaki aralikta gézlemlenmistir.

Sekil 4. 5 Benzerlik fonksiyonu z’ nin farkli n degerleri i¢in & benzerlik degiskenine
gore degisimi (m=2, De=10, Pr=1)

Sekil 4.5 de ise sicaklik degisimini degerlendirebilecegimiz benzerlik
fonksiyonu z’ nin farkli geleneksel power-law sabiti n degerlerinde benzerlik
degiskeni &’ ye gore degisimi verilmistir. Dikkat edilirse diisey yonde yiiksek sicaklik
gradyeni hizli sogumaya igaret etmekle birlikte 1s1l sinir tabakanin incelmesine neden
olur. Plaka iizerinde hareket ettikge de sabit bir n degerinde sicaklik gradyeninin
diistiigli ve lokal olarak sinir tabakasinin kalinlastigi sdylenmelidir. Momentum
denklemindeki ¢oziimleri de gz oniine aldigimizda daha akici bir akiskanin plaka
tizerindeki hiz ve sicaklik degisimleri ¢ok dar bir bolgeye hapsolmakla birlikte hem

momentum hem 1si1l sinir tabaka daha ince olacaktir.
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Sekil 4. 6 Benzerlik fonksiyonu z’ nin farkli m degerleri i¢in & benzerlik degiskenine
gore degisimi (n=1.5, De=10,Pr=1).

Momentum denklemleri ile iliski kisimdaki ¢oziimlere benzer olarak Sekil
4.6’da da n ve m arasindaki ters oranti 1sil sinir tabaka degisiminde de
gbzlemlenmistir. Buna gore m degerlerinin artmasi ile akiskan deformasyon hizi
azalmakta dolayisiyla daha kalin bir sinir tabakaya isaret eder. Benzer durum sekilden
anlasilacagi lizere 1s1l sinir tabakada da goriilebilir. Yiiksek m degerine sahip olan
akiskanlar plakaya daha ¢ok yapisacagi i¢in plaka hizini aldiktan sonra tekrar
sonsuzdaki sicakliklarini yakalamalar: diisey koordinata gére daha uzun bir mesafe

alir denebilir.
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Sekil 4. 7 Benzerlik fonksiyonu z’ nin farkli Prandtl sayilari i¢in § benzerlik
degiskenine gore degisimi (n=1.5, m=2 De=10).

Sekil 4.7.” de farkli Prandtl sayilari i¢in benzerlik degiskeni z’ nin benzerlik
degiskeni & ye gore degisimi verilmistir. Prandtl sayisi akiskanin momentum iletim
kabiliyetinin 1s1l iletim kabiliyetine orani denebilir. Basta civa (Pr = 0.03) olmak
tizere sivi metaller gibi yiiksek 1s1l iletim kabiliyetine sahip akiskanlarin Prandtl
sayilar1 diisiik olmakla birlikte momentum yani hareket kabiliyetleri diisliktiir ve
olduke¢a viskozdurlar. Bu tarz akigkanlar sogutmanin dolayisiyla 1s1l iletkenligin ¢ok
onemli oldugu niikleer santrallere ait 6zel sogutma c¢evrimlerinde kullanilir. Sekilden
anlasilacag: lizere yliksek Prandtl sayisina sahip akiskan 1sil iletim kabiliyeti diisiik

ancak akicilig1 yiiksek olacaktir bu da 1s1l sinir tabakasinda kalinlagmaya yol agar.
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Sekil 4. 8 Nusselt sayisinin farkli n degerleri icin Deborah sayisina gore degisimi
(m=2,Re=10).

Nusselt sayis1 taginim ile aktarilan 1s1 transfer hizinin, iletim yolu ile
gerceklesene oranidir. Sistemde anlik olarak taginim yolu ile 1s1 transferi miktari,
iletim yolu ile gerceklesen 1s1 transfer miktarina gore arttikga Nusselt sayisi
biiyliyecektir. Is1 transfer performansinin taginim yolu ile arttirmak istenilen
sistemlerde Nusselt say1s1 miimkiin oldugunca arttirilmalidir. Bundan dolay1 Carreau-
Yasuda akiskaninin 1s1 transfer ozellikleri Sekil 4.8.” de Nusselt sayisi {izerinden
tartisilacaktir. Bu sekilde farkli n degerleri icin Nusselt sayisinin Deborah sayisina
gore degisimi ¢izilmistir. Nusselt sayisinin Deborah sayisina gore ii¢ farkli davranigi
vardir. Bu davraniglar power-law sabitimiz ile dogrudan iligkili oldugu goriilebilir.
Oncelikle akiskan modelinden de dikkat edilirse n = 1 durumu ayn1 zamanda
Newtonyen durumu isaret ettigi i¢in Deborah sayisi ile ilgili tim terimler yok
olmaktadir. Bunun sonucunda sekilden de goriildiigii tizere Nusselt sayis1 ve Deborah
sayist arasinda bir iliski bulunmamaktadir. Akiskanin Newtonyen akiskana gore daha
akic1 hale geldigi n < 1 durumlarinda ise Nusselt sayis1 artan Deborah sayisi ile
artmakta bu da 1s1 transferinin biiyiik oranda tasgmim ile gergeklestigini soyler.
Onceden azalan n degerlerinde sinir tabakasinin kalinlastigina isaret etmistik. Isil sinir
tabakasin baslica olusum nedeni tasinim etkisidir. Dolayistyla sicaklik degisiminin
daha net gozlemlendigi kalin bir 1s1l sinir tabakada tasinim etkileri daha baskin olarak
bu durumda Nusselt sayisinin artmasina neden olacaktir. Ayrica n > 1 durumunda ise

akigkanin akiciligi Newtonyen akiskana gore zorlasacagindan toplam 1s1 transferinde
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iletim etkileri 6n plana ¢ikmis ve artan Deborah sayilarinda Nusselt sayisinda bir diisiis

gbzlemlenmistir.
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Sekil 4. 9 Nusselt sayisinin farkli m degerleri i¢in Prandtl sayisina gére degisimi
(n=0.5, De=10,Re=10)

Daha Onceki analizlerden ve grafiklerin yorumlanmasindan power-law
sabitleri m ve n’ nin birbirlerine gore ters etki gosterdiginin sonucu ¢ikarilmisti. Yine
bu gozleme dogrulamakla birlikte bir dnceki sekil 4.8 ve Sekil 4.9 arasinda benzer
iligki bulunmaktadir. Bu sefer grafikten anlasilacagi izere n parametresinin etkilerinin
aksine artan m degerlerinde 1s1 transferinde tasinim etkileri artmakta Nusselt sayisi
buna bagli olarak yiikselmektedir. Ayrica Prandtl sayisindaki artis momentum transfer
kapasitesinin arttigini ve bundan dolay1 taginim etkilerinin artisini isaret eder. Bunu
dogrular bir bicimde benzer etkiler Prandtl sayis1 lizerinden Nusselt sayisindaki artis

ile Sekil 4.9. lizerinden gozlemlenebilir.
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Sekil 4. 10 Plaka iizerindeki boyutsuz kayma gerilmesinin farkli n degerleri i¢in
Deborah sayisina gore degisimi (m=2, Pr=1,Re=10).

Newtonyen akiskan n = 1 referans alindiginda artan n degerleri icin akiskan
daha viskoz hale gelecegi icin akiskan tarafindan plaka yiizeyine uygulanan kayma
gerilmesi artacaktir. Tam tersi durumda ise bir nevi plaka ve akiskan arasindaki temas
direnci azaldig1 ve kayma gerilmesinde buna bagli olarak azaldigi Sekil 4.10.” un da
destekledigi sekilde soylenir. Sekil 4.11.” dan fark edilmesi gereken farkli bir davranis
ise kayma gerilmesinin Deborah sayisina gore farkli degisim durumlarinin olmasidir.
Daha Once belirtildigi gibi n=1 durumunda Deborah sayisinin etkisi
kaybolacagindan artan Deborah sayilarinda kayma gerilmesinin degisimi
olmayacaktir. Ayrica sekilden n > 1 durumunda kayma gerilmesinin artan Deborah
sayisi ile ciddi sekilde artacagi diger durumda ise yani n < 1 oldugunda bu iliskinin

tam tersine dondiigli (kayma gerilmesi artan Deborah sayisi ile azalir) gozlemlenebilir.
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Sekil 4. 11 Plaka iizerindeki boyutsuz kayma gerilmesinin farkli m degerleri i¢in
Deborah sayisina gore degisimi (n=0.5, Pr=1,Re=10).

Son olarak Sekil 4.11.’de boyutsuz kayma gerilmesinin Deborah sayisina gore
farkli m degerleri i¢in degisimi verilmistir. Boyutsuz kayma gerilmesi artan m
degerleri i¢in artmaktadir. Ancak bu artis m degerinin paydada bulunmasindan dolay1
bir noktaya kadar goriilmekte ( m = 1.5) sonraki egrilerde herhangi bir fark
bulunmamaktadir. Ilave olarak yine sekilden artan Deborah sayilarinda kayma
gerilmesinin azaldig1 sdylense de bu durum n = 0.5 durumundan kaynaklandig:

hatirlatilmalidir.
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5. SONUC VE ONERILER

Tez kapsaminda tiniform hizli Newtonyen olmayan bir akiskanin, akisa paralel
ince bir plaka iizerindeki kararli, laminer, siirtlinmeli ve iki boyutlu akist incelenmistir.
Plaka tizerinde ¢ok dar bolgede akisa ait degisimlerin gerceklestigi, dis bolgede ise
akisin siirtinmesiz ve potansiyel akis teorisine uydugu kabul edilmistir. ilk olarak
probleme uygun kartezyen koordinatlarda Carreau-Yasuda akiskan modelinin kayma
gerilmeleri hesaplanmistir. Plaka tizerinde gerceklesen akista degisimler neredeyse
plakaya yapisik ¢ok dar bir akigkan filmi i¢erisinde gergeklestigi kabulii sinir tabakasi
teorisinin temelini olusturmaktadir. Sonsuzdan gelen tiniform hizdaki akigkan plakaya
temas ettikten sonra ¢ok dar bolgede kaymama sartindan hizi sifirdan sonsuzdaki
hizina kadar bir degisim gosterir. Bu hiz degisimini veren fonksiyonlar akiskanin hiz
profili olup momentum denklemlerinin siireklilik denklemi ile ¢ézliimii ile bulunur.
Ancak Newtonyen akigkana ait momentum ya da bilinen adiyla Navier-Stokes
denklemlerinin bile tam ¢6ziimleri heniliz bulunamamis ve sayisal ¢oziimleri oldukca
zorlayictyken Newtonyen olmayan akiskanlari tanimlayan modellerden tiiretilen
momentum denklemlerinin ¢oziimii ¢ok daha zordur. Bu yiizden sinir tabakasi
teorisinden gelen kabuller ile momentum denklemlerindeki bazi terimler mertebe
sirasina gore birbirlerine gore ihmal edilip basitlestirilmis sinir tabaka denklemleri
elde edilir. Bu calismada sinir tabakasi kabulleri momentum denklemlerinden daha
once kayma gerilmelerine uygulanmis ve en genel momentum denklemleri elde
edilmeden once sinir tabakasi denklemleri elde edilmistir. Ardindan bu denklemlerin
boyutsuz halleri elde edilmistir. Calismanin bu adimdan sonraki kisimlarinda
momentum denkleminin genel hali kullanilmayacagr ig¢in tiiretilmesi gerek
goriilmemistir. Momentum sinir tabakast denklemleri ile siireklilik denklemi kismi
diferansiyel denklem oldugu i¢in sayisal ¢oziim teknikleri adi diferansiyel denklem
formlarima uygulanmak istenmistir. Bu yilizden momentum ve siireklilik
denklemlerinin invaryant yani degismez kaldig1 simetrileri bulunmustur. Bu simetriler
vasitas ile benzerlik degiskeni ve fonksiyonlari bulunmustur. Orijinal degiskenleri
benzerlik degiskenleri cinsinden denklemlere yerlestirdigimizde adi diferansiyel
denklem yapisina indirgeme tamamlanir. Hiz alanlarmin sayisal denklemlerine
gegmeden Once ayni silire¢ sicaklik profillerinin  veren enerji denklemine
uygulanmistir. Benzerlik degiskenleri ve adi diferansiyel denklem sistemine indirgeme

enerji denklemine de uygulanmis olup, son halde elimizde benzerlik doniisiimleri
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yapilmis momentum, siireklilik ve enerji denklemi bulunmaktadir. Daha sonra bu
denklemler sayisal ¢oziimlere en uygun form olan birinci mertebe adi diferansiyel
denklem sistemi halinde temsil edilmistir. S6z konusu birinci mertebe diferansiyel
denklem sistemini ¢6zmek i¢cin Matlab biinyesinde smir deger problemleri icin
gelistirilmis bvp4c komutu kullanilmistir. Sayisal ¢éziimlerden elde edilen veriler ile
sekiller cizdirilmis ve yorumlanmistir. Akis davranigini gorebilecegimiz sekilde
boyutsuz parametrelerin degisimine gore tiim benzerlik degiskenlerin davraniglar
sekiller vasitasi ile gosterilmistir. Tiim davranisalar Newtonyen olmayan akigkana ait
power-law sabitleri ve Deborah sayisi cinsinden yorumlanmistir. Ayrica enerji
denkleminde ortaya ¢ikan Prandtl sayis1 ve Nusselt sayisinin tizerinde sekiller vasitasi
ile bulunulmustur. Sekillerden elde edilen sonuclarin fiziki karsiliklar1 belirtilmekle

birlikte analitik sonuclarin da iligkileri lizerinde durulmustur.

Calisma kapsamindan elde edilen sonuglara kisaca asagidaki sekilde madde madde

deginelim.

o Akiskan hiz1 plaka {izerinde sabit noktada artan Deborah sayisi ile azalmakta
ve sonsuzdaki hizin1 yakalamasi i¢in kat etmesi gereken mesafe plaka ucuna dogru
kaymaktadir

o Ayni etki durum akigkanin daha az akici hale gelmesine neden olan artan
geleneksel power-law sabitinin etkisinden de kaynaklanmaktadir.

o Paydada bulunan ikincil power-law sabitimiz arttik¢a akigkan hizimiz artar ve
akis tiniform hiza yakin bir davranig gosterir.

. Akiskanin akmaya kars1 gosterdigi direng arttikca akis daha viskoz olurken
sinir tabakasi daha kalin hale gelir.

. Akicilig1 ve akigkan hizini arttiran tiim etkiler akiskan davranisini ideal akisa
yaklastirir ve sinir tabakasi gittikge incelir.

o Artan Deborah sayisi ile akigkan sicakligi daha diisiik hale gelir ya da plaka
sicakligindan sonsuzdaki akigkan sicakligini yakalamasi daha dar bir bolgede
gerceklesir.

o Geleneksel power-law sabitimiz artan degerlerinde sinir tabakasi igerisindeki

sabit bir noktanin sicaklig artar.
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o Paydadaki ikincil power-law sabitinin artan degerlerinde akiskanin sicakligi
azalacaktir.

. Artan sicaklik 1s1l sinir tabakay1 kalinlastirirken sinir tabakasi igerisindeki bir
noktanin sicakliginin azalmasi 1s1l sinir tabakanin darlastigini gosterir.

. Momentum sinir tabakasini kalinlagtiran yani akiskan hizini diisiiren tim

etkiler sicakligi arttirirken 1s1l sinir tabakay1 da kalinlastirir.

. Azalan Prandtl sayis1 ile akigkan 1s1l sinir tabaka incelirken akigskan sicakligi
diser.
o Deborah sayisinin artmasi ile taginim etkilerinin arttigini gosteren artan Nusselt

sayisi sadece Newtonyen akiskan referans alindiginda daha akici olan Carreau-Yasuda
akiskanlarinda gozlemlenir.

o Newtonyen akiskana gore daha az akici ya da daha viskoz Carreau-Yasuda
akiskanlarinda tasinim etkileri artan Deborah sayilari ile azalir. Dolayisiyla Nusselt
sayis1 da azalacaktir.

o Ikincil power-law sabitimizin artan degerlerinde Nusselt sayis1 azalirken
Prandtl sayisinin artan degerlerinde Nusselt sayisi artar.

o Sadece Newtonyen akigskana gore daha az akici olan akigkanlarda plaka
tizerindeki kayma gerilmesi artan birincil power-law sabiti ve Deborah sayisi ile artar.
o Sadece Newtonyen akigskana gore daha az akici olan akiskanlarda plaka
tizerindeki kayma gerilmesi artan birincil power-law sabiti ve Deborah sayisi ile artar.
. Newtonyen akiskana daha az viskoz ya da akici olan bir Carreau-Yasuda
akiskaninin plakaya uyguladig1 kayma gerilmesi artan Deborah sayisi ile azalir.

. Ikincil power-law sabitinin artan degerleri plaka {izerindeki kayma gerilmesini

arttirmaktadir.

Calismanin devami niteligindeki fikirler oldukca fazla sayidadir. Ancak bu
calismaya ilave edilecek birka¢ husus asagidaki maddeler ile verilebilir.
. Akisin siirekli oldugu kabulii zamana bagimli degiskenler ile degistirilebilir.
. Plaka iizerindeki akisa neden olan sonsuzdan gelen {iniform akis etkisi yerine

hareketli plaka durumu incelenebilir.

. Akiskanda nano parcacik ve manyetik alan etkileri goz oniine alinabilir.
. Gozenekli plaka durumu ve farkl tipteki momentum sinir tabaka denklemleri
incelenebilir.
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o Tiim akigkan 6zellikleri sicakliga bagh kabul edilebilir.

. Enerji denkleminde siirtinmeye baglh 1sinma etkileri kisaca viskoz 1sinma
sonuclari ¢alisilabilir.

o Radyasyon gibi farkli 1s1 transferi mekanizmalar1 denklemlere ilave edilebilir.
o Geleneksel olmayan sonlu farklar yoOntemleri denklemler igin

programlanabilir.

Bu calisma neticesinde sunulan yorumlarin biiyiik kismi sayisal ¢oziimlerin
grafikleri vasitasi ile yapilmig olup, analitik ¢oziimler ile desteklenebilir. Ancak
denklemlerin yapis1 geregi analitik sonuglarin yaklagik ¢oziimler olabilme ihtimalleri

oldukga yiiksektir.
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EK
MATHLAB KODU

tic
clear all
global m n De Pr
n=0.5;
m=2;
De=10;
Pr=1;
Re=10;
solinit = bvpinit(linspace(0,50,100),[1 0 0 0 O]);
range=0:0.1:100;
form=[0.511.522.5]

i=0;
for De=range

i=i+1;
sol = bvp4c(@blp,@fsbc,solinit);
X = sol.x;
y =sol.y;
% plot(x,y(4,:));
% K(i)=y(2,1);
stress(i)=((1+abs(De*y(2,1))*m)"((n-1)/m))*y(2,1);
% Nu(i)=-Re*y(5,1);
% hold on
end
plot(range,stress)
hold on
end
toc

function fprime= blp(x,f)
global m n De Pr
fprime=[ f(2)

(F(L)A2-x*F(L)*F(2)+3*F(3)*F(2)-1)/(3*((1+abs(De*f(2)) m)™((n-
1)/m))*(L+(((n-1)*abs(De*f(2))m)/(L+abs(De*f(2))*m))))

(f(1)-x*f(2))/-3

f(5)

f(5)*Pr*(f(3)-1/3*x*f(1))];
end

function res = fsbhc(fa,fb)
res = [fa(1)

fa(3)

fb(1)-1

fa(4)-1

fo(4)];
end
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