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1.  GİRİŞ 

 

Dalgacık analizinin fikri Fourier analizine dayanır. Fourier dönüşümü 19. 

yüzyılda Fransız matematikçi Jean-Baptiste Fourier tarafından bulunan bir 

yöntemdir. Fourier‟in teorisine göre bir sinyal çeşitli genlik ve frekanslardaki sinüs 

ve kosinüs dalgalarının toplamı cinsinden yazılabilir [1]. Burada sinyal, fiziksel bir 

büyüklüğü veya değişkeni matematiksel olarak ifade eden bir fonksiyondur. Genel 

olarak bir sinyal zaman veya uzay tanım kümesinde ifade edilir. Verilen bir sinyalin 

taşıdığı bilgilerin analizinin yapılabilmesi için frekans tanım kümesine taşınması 

gerekir. Fourier dönüşümü sayesinde zaman tanım kümesinden frekans tanım 

kümesine geçiş sağlanır. Dönüşüm yoluyla sinyal farklı genlik ve fazlara sahip sinüs 

ve kosinüs temel fonksiyonlarına ayrışır. Frekans tanım kümesinde bu temel 

fonksiyonların her birisinin sinyalin oluşumundaki katkısı ifade edilir. 

 

Fourier dönüşümü, başta sinyal ve görüntü işleme olmak üzere mühendisliğin 

ve bilimin birçok alanında kullanılan etkili bir yöntem olmasına rağmen bazı 

dezavantajlara da sahiptir. Bunlardan birisi, dönüşüm uygulandıktan sonra zaman 

çözünürlük bilgisinin kaybolmasıdır. Bir başka deyişle, Fourier dönüşümü sinyalin 

sahip olduğu tüm frekans bilgisini elde etse de bu frekansların zamanın neresinde 

varolduğunu tespit edemez. Fourier dönüşümünün bu konudaki eksikliğine yönelik 

ilk çalışma 1946 yılında Macar asıllı İngiliz fizikçi Dennis Gabor tarafından 

yapılmıştır. Gabor‟ın “Kısa Zamanlı Fourier Dönüşümü (STFT)” yöntemi ile bir 

sinyal yeterli büyüklükteki parçalara ayrılır ve sinyalin ayrılan her bir parçasının da 

durağan olduğu farz edilir [2]. Bu ayırma işlemi, zaman göre yerleştirilmiş bir 

pencere yardımı ile yapılır. Burada bütün olarak göz önüne alınan bir sinyalin 

analizinde boyutu sabit tek bir pencere kullanılır. Bu yüzden ayrılan parçaların 

boyutu kullanılan pencere ile aynıdır. Her bir pencerelenmiş parça için Fourier 

dönüşümü uygulanır ve bu sayede her parça için zaman-frekans bilgisi elde edilir. 

STFT ile sinyal, zaman ve frekansın iki boyutlu bir fonksiyonuna eşlenir [3]. 

 

Fourier dönüşümünde olduğu gibi, STFT‟de de bazı yetersiz durumlar söz 

konusudur. 1970‟lerin sonlarında, Fransız jeofizik mühendisi olan Jean Morlet, kısa 

zaman aralıklı çok yüksek frekans bileşenlerine ve uzun zaman aralıklı çok düşük 

frekans bileşenlerine sahip sinyalleri analiz etme problemi ile karşılaşmıştır [4]. Bir 
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başka deyiş ile sinyalin sahip olduğu bütün frekanslar için boyutu değişmeyen bir 

zaman penceresi kullanılmış ve bu durum zaman-frekans analizi için en kesin 

sonuçları vermediği gözlemlenmiştir. 1982 yılında Morlet ve çalışma arkadaşları, 

durağan olmayan sinyal analizi için dalgacık (wavelet) dönüşümünü 

tanımlamışlardır. Dalgacık dönüşümü, bir sinyalin zaman-ölçek analizini yapabilmek 

için kullanılmaktadır. Dalgacık analizinde, Fourier analizinde olduğu gibi bir sinyalin 

çeşitli frekanslardaki sinüs ve kosinüs dalgalarına ayrıştırılmasından farklı olarak bir 

sinyal, “mother wavelet” yani “ana dalgacık” denilen bir fonksiyonun ölçeklenmiş ve 

ötelenmiş versiyonuna ayrıştırılır. Ölçekleme, dalgacığın genişletilip daraltılmasına 

verilen addır. Öteleme ise dalgacığın zaman ekseni üzerinde kaydırılmasıdır. 

STFT‟de kullanılan pencere fonksiyonunun görevini burada dalgacık fonksiyonları 

yerine getirir [5]. Dalgacık dönüşümünde STFT‟de olduğu gibi belirli bir boyuttaki 

pencere fonksiyonunun aksine boyutu değişebilen pencere fonksiyonu kullanılır. Bu 

da frekans çözünürlüğünün ayarlanabilmesi açısından oldukça önemlidir.  

  

 Dalgacık kavramının kaynağı, 20.yüzyılın başlarında Alfred Haar‟ın yaptığı 

çalışmalara dayanmaktadır. Haar dalgacıkları, dalgacıklar ailesinin en basit dalgacık 

örneği olarak kabul edilmektedir. 1982 yılında Morlet‟in yaptığı çalışmaların 

akabinde, 1984 yılında Morlet ve Grossman kuantum fiziği bağlamında dalgacıkları 

geniş anlamda yeniden tanımlamışlardır [6]. 1985 yılında Fransız matematikçi olan 

Yves Meyer, ortogonal dalgacık baz fonksiyonlarını çok iyi zaman ve frekans 

lokalizasyonunu ile tanımlamış ve Haar dalgacıklarından sonra ikinci ortogonal 

dalgacık olarak kabul edilen Meyer dalgacıklarını oluşturmuştur [4]. Haar 

dalgacıklarının sürekli olmayıp bu yüzden de türevlenebilir olmamalarına karşın 

Meyer dalgacıkları sürekli türevlenebilir dalgacıklardır. Fakat bu dalgacıklar ise 

kompakt dayanaklı değildir. 1988 yılında, Belçika‟lı bir kadın matematikçi olan 

Ingrid Daubechies, kompakt dayanaklı ortogonel dalgacıkları inşa etmenin sistematik 

bir yöntemini bulmuştur [7]. Yine aynı yıl içerisinde Meyer ve Mallat, ayrık dalgacık 

dönüşümü için uygulanan Çoklu Çözünürlük Analizi‟ni (MRA) geliştirmiştir. 1992 

yılında Mallat, çoklu çözünürlük analizinin özelliklerinden elde edilen Hızlı 

Dalgacık Dönüşümü‟nü (FWT) öne sürmüştür [8]. Daha sonraki yıllarda, başka 

dalgacık tabanlı fonksiyonlardan ve MRA algoritması üzerinde yapılan 

değişikliklerden yararlanılarak, dalgacık analizi üzerinde yapılan çalışmalara devam 

edilmiştir. 
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 Son yıllarda ise birçok farklı türde denklem ve probleme Legendre dalgacık 

metodu uygulanarak nümerik çözümler elde edilmiştir. Bu yöntem, tekillik içeren 

problemlerde oldukça etkili olduğu için son yıllarda yaygın olarak kullanılmıştır. 

2000-2010 yılları arasındaki çalışmalara bakıldığında, Razzaghi ve ark. [9] 

varyasyonel problemlerin çözümünde Legendre dalgacıklarını kullanarak doğrudan 

hesaplamalı bir metot bulmuş ve Legendre dalgacıklarının kullanımının ısı iletimi 

problemleri için gerçek çözüm sağlayabildiğini göstermişlerdir. Zhang ve ark. [10] 

Legendre dalgacıklarının öteleme özelliğini kullanarak genişletilmiş Legendre 

dalgacıklarını türetmiş ve lineer bir denklem için yaklaşık çözüm hesaplayarak 

gerçek çözüme çok yakın sonuçlar bulmuşlardır. Aghazadeh ve ark. [11] Legendre 

dalgacık metodunu tekil integral-diferansiyel denklemlerine uygulamış ve elde 

ettikleri sonuçlarla literatürde yer alan diğer Galerkin metotlarının kıyaslamasını 

yapmışlardır. Yousefi ve ark. [12] lineer olmayan Volterra-Fredholm integral 

denklemleri için daha doğru yaklaşık çözümler elde edebilmek için Gauss 

integralleme metodundan yararlanarak Legendre dalgacık yaklaşımını 

kullanmışlardır. Daha sonra Yousefi [13] integral operatörü yardımıyla Lane-Emden 

denklemlerini integral denklemlerine dönüştürmüş ve bu denklem tipini içeren 

başlangıç değer problemlerine Legendre dalgacık yöntemini uygulamıştır. 

 

 Daha sonraki yıllarda ise Mohammadi ve ark. [14] Legendre dalgacık 

metodunun lineer olmayan Riccati diferansiyel denklemlerinin çözümünde Adomian 

ayrıştırma metodu (ADM), homotopi pertürbasyon metodu (HPM) ve varyasyonel 

iterasyon metoduna (VIM) kıyasla çok daha iyi sonuçlar verdiğini göstermiştir. Bu 

yazar ve arkadaşları ileriki çalışmalarında, yeni bir Legendre dalgacık türevleme 

matrisi tanımlamış, bu matrisin lineer ve lineer olmayan diferansiyel denklem içeren 

başlangıç ve sınır tekil değer problemlerinde basit ve anlaşılır biçimde 

uygulanabileceğini ortaya koymuşlardır [15]. 2011 yılında ise bu yazarın Mohyud-

Din ile beraber yaptıkları çalışmalarında türevleme matrisinin Caputo anlamında 

kesirli mertebeden türeve sahip denklemler için genellemesini tanıtmışlar ve 

devamında ise Bagley-Torvik kesirli mertebeden sınır değer problemleri üzerinde de 

ayrıca çalışmışlardır [16]. 

 

 Legendre dalgacıkları ile yapılan hesaplamaları geliştirebilmek adına Yin ve 

ark. [17] Legendre dalgacık metodunu Picard iterasyon metodu ile birleştirerek elde 
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ettikleri bu metodu (LWPIM) lineer olmayan başlangıç değer problemlerinin 

çözümünde de kullanmışlardır. Aynı şekilde Dizicheh ve ark. [18] Legendre dalgacık 

spektral metoduna dayalı bir algoritma geliştirerek metotlarını salınımlı başlangıç 

değer problemlerine uygulamışlardır. 

 

 Literatürde Legendre dalgacık metodu sadece belirli koşullar altında ele 

alınan bir diferansiyel denkleme değil, aynı zamanda farklı türden denklem 

sistemlerine de uygulanmıştır. Ahmad ve ark. [19] lineer ve lineer olmayan adi 

diferansiyel denklem sistemlerinin çözümünde küçük boyutlarda oluşturulan 

türevleme matrisi ile yüksek doğrulukta sonuçlar elde etmişlerdir. Aynı şekilde 

Kumar ve ark. [20] Legendre dalgacık sıralama metodunu lineer ve lineer olmayan 

gecikmeli diferansiyel denklem sistemine uygulayarak en düşük değerde hesaplama 

ile yüksek doğruluk derecesine ulaşmışlardır. 2018 yılında ise Seçer ve ark. [21] 

Legendre ve ötelenmiş Legendre polinomlarının önemli özelliklerini kullanarak bazı 

belirli koşullar altında tanımladıkları kesirli türevli operasyon matrisini, kesirli 

diferansiyel denklem sistemine uygulamış ve ele alınan metodun etkili ve 

uygulanabilir olduğunu doğrulamışlardır. 

 

 Bu tezde ise Legendre dalgacık metodu, orantılı gecikmeli nötr diferansiyel 

denklemlere ve yüksek mertebeden lineer olmayan değişken ve orantılı gecikmeli adi 

diferansiyel denklemlere uygulanmıştır. Nötr diferansiyel denklemler, fonksiyonel 

diferansiyel denklemlerin önemli bir alt konusudur. Popülasyon dinamiklerinin ve 

bulaşıcı hastalıkların modellenmesinde, salınım teorisinde, elektrodinamik, astrofizik 

gibi bilim dallarında bu tip denklemler yaygın olarak kullanılmaktadır. Literatürde 

nötr diferansiyel denklemler üzerine birçok nümerik metot uygulanmıştır. Chen ve 

ark. [22] varyasyonel iterasyon metodunu, Gheneai ve ark. [23] modifiye edilmiş 

varyasyonel metodunu, Abolhasani ve ark. [24] yeni bir homotopi pertürbasyon 

metodunu ve Padé yaklaşımını, Sakar [25] ve Biazar ve ark. [26] homotopi 

pertürbasyon metodunu, Rebenda ve ark. [27] Taylor yaklaşımını, Bhrawy ve ark. 

[28] Legendre Gauss sıralama metodunu (LGCM), Ghomanjani ve ark. [29] Bezier 

kontrol noktaları metodunu, Lv. ve ark. [30] çekirdek doğurucu Hilbert uzayı 

metodunu (RKHSM), Ibis ve ark. [31] Hermite polinomlarına dayalı sıralama 

metodunu, Bellen ve ark. [32] birinci mertebeden iki adımlı Runge-Kutta metodunu, 

Wang ve ark. [33] One-leg θ metodunu, Yüzbaşı ve ark. [34] ötelenmiş Legendre 
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metodunu, Sedaghat ve ark. [35] ise Chebyshev polinomlarını kullanarak nötr 

diferansiyel denklemlerin yaklaşık çözümleri için nümerik yaklaşımlarda 

bulunmuşlardır. 

 

 Doğada gerçekleşen birçok süreç gecikme içerir. Mühendislik, fizik, tıp, 

biyoloji, ekonomi ve finans gibi birçok alanda karşılaşılan problemlerin büyük bir 

kısmında gecikme söz konusudur ve bu problemlerin gerçekçi modellemelerinin 

yapılabilmesi için geçmiş durumların da hesaba katılması gerekir. Geçmiş 

durumlardan bağımsız bir şekilde oluşturulan modeller genellikle adi diferansiyel 

denklemler (ADD) ile ifade edilir. Bu tarz modellerdeki değişim oranı geçmişe bağlı 

olmayıp sadece o andaki zamana bağlıdır. Fakat bu süreçlerde çok küçük gecikme 

miktarları bile çok önem arz etmektedir. Çünkü en ufak bir gecikme mevcut sistemde 

çok büyük değişikliklere neden olabilmektedir. Bu tarz gecikmeleri dikkate alarak 

oluşturulan modeller ise gecikmeli diferansiyel denklemler (GDD) ile ifade edilir 

[36]. GDD‟ler sabit gecikmeli, orantılı gecikmeli veya değişken gecikmeli olabilirler. 

 

 Sabit ve kesirli gecikmeli lineer olmayan diferansiyel denklemlerin yaklaşık 

çözümlerini bulabilmek için literatürde birçok nümerik metot uygulanmıştır. Bu 

metotlara, Aboodh dönüşüm metodu (ATM) [37], Adomian ayrıştırma metodu 

[38,39,40], kuvvet serileri metodu [41], ayrıştırma metodu [42], diferansiyel 

dönüşüm metodu [43], varyasyonel iterasyon metodu [44], Spektral metodu [45], 

yarı lineerizasyon tekniği [46], Runge-Kutta-Fehlberg metodu [47], Homotopi 

pertürbasyon metodu [48], varyasyonel yaklaşım [49], ötelenmiş Legendre 

polinomları [34,50] ve First Boubaker polinom yaklaşımı [52] örnek olarak 

verilebilir.  

 

 Diğer taraftan, değişken gecikmeli lineer olmayan diferansiyel denklemler 

üzerine de literatürde bazı çalışmalar bulunmaktadır. Benhammouda ve ark. [53] 

diferansiyel dönüşüm metodunun (DTM) modifiyeli versiyonu ile birleştirdikleri 

çoklu basamak metodunu ileri sürmüşlerdir. Wang ve ark. [54] bu tip değişken 

gecikmeli diferansiyel denklemlerin yaklaşık çözümleri için Legendre-Gauss 

sıralama metodunu tanıtmışlardır. Ismail ve ark. [55] Hermite interpolasyonunu 

kullanarak Runge-Kutta metodunu uygulamışlardır. Gümgüm ve ark. [56] değişken 

gecikmeli integral-diferansiyel denklemlerin çözümünde Lucas polinomlarını 
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kullanarak yeni bir matris sıralama tekniğini ele almışlardır. Vanani ve ark. [57] 

tarafından bu tip denklemlerin çözümünde Kuvvet ve Padé seri metodu 

kullanılmıştır. Literatürde, Legendre dalgacıkları Kumar ve ark. [20] tarafından 

belirli başlangıç ve sınır değerleri altında birinci mertebeden lineer ve lineer olmayan 

sabit gecikmeli diferansiyel denklem sistemlerine uygulanmıştır. Hafshejani ve ark. 

[59] ise bu metodu birinci mertebeden kesirli gecikmeli denklemlerin çözümünde ele 

almışlardır.  

 

 Bu çalışmada, ayrıca ayrık dalgacıklardan biri olan Legendre dalgacıkları 

metodu kullanılarak, lineer ve lineer olmayan denklem tiplerinin her ikisine de 

uygulanmıştır. Legendre dalgacıklarının oluşumunda kullanılan Legendre 

polinomlarının tercih edilmesinin en önemli sebebi, polinomun ortonormal yapısının 

sayısal hesaplamaların maliyetinde ve işleyiş süresinde oldukça önemli bir düşüş 

sağlamasıdır. Legendre dalgacık metodu ile yüksek mertebeden denklemler, önce 

cebirsel denklem sistemine dönüştürülür, daha sonra bu denklem sisteminden elde 

edilen katsayılarla fonksiyon yaklaşımı kullanılarak yaklaşık çözüm elde edilir. 

Denklem sisteminin çözümünde ötelenmiş Legendre polinomlarının kökü 

kullanılmaktadır. Bunun sebebi ise ele aldığımız bu kökler ile yeterli doğrulukta 

yaklaşık çözümlerin bulunmasıdır.  Elde edilen sonuçlar, grafikler ile desteklenmiş 

ve ele alınan problemler literatürdeki diğer nümerik metotlar ile karşılaştırılması 

yapılarak mutlak hata tabloları oluşturulmuştur. 

 

1.1. Tezin Planı 

 Bu tez çalışması beş bölümden ibarettir. Birinci bölümde, Fourier analizinden 

dalgacık analizine kadar geçen sürede sinyal analizinde uygulanan yöntemlerden ve 

daha sonrasında da dalgacık kavramı çerçevesinde yapılan çalışmalardan 

bahsedilmiştir. İkinci bölümde, Legendre polinomları ele alınmıştır. Üçüncü 

bölümde, dalgacıklar ve dalgacık dönüşümlerinden bahsedilmiş ve dalgacıkların bazı 

önemli özellikleri verilmiştir. Dördüncü bölümde, çeşitli denklem tipleri içeren 

başlangıç değer problemlerine Legendre dalgacık metodu uygulanmış, sonuçlar 

grafik ve mutlak hata tabloları ile desteklenmiştir. Beşinci bölümde ise elde edilen 

sonuçlara dayanılarak metodun ele alınan problemlere uygunluğundan 

bahsedilmiştir. 
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2.  GENEL BİLGİLER 

 

2.1. Legendre Polinomları 

Legendre diferansiyel denklemi 

 

      
   

   
   

  

  
                                                       

 

biçiminde ikinci mertebeden,    noktalarında kaydırılabilir tekilliğe sahip bir 

diferansiyel denklemdir [60]. Bu denklemin çözümünden n. dereceden Legendre 

fonksiyonları elde edilir. Denklemin genel çözümü 

 

                            

 

biçiminde ifade edilir. Burada       birinci tür Legendre fonksiyonlarını ifade eder 

ve  

 

      
 

    

  

   
                                                            

 

şeklinde temsil edilir.       ise ikinci tür Legendre fonksiyonlarını ifade eder ve  

 

      
 

 
        

   

   
     

 

biçiminde tanımlanır. n=0,1,2,...değerleri için       Legendre polinomları olarak 

adlandırılır ve (2.1.2) denklemi ile gösterilen ifade Rodrigues formülü olarak bilinir. 

 

(2.1.1) denklemi ile gösterilen Legendre diferansiyel denkleminin genel 

çözümü Frobenius yöntemi kullanılarak elde edilebilir.   , (2.1.1) denkleminin bir 

düzgün tekil noktası olmak üzere (2.1.1) denkleminin  
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ile ifade edilen bir çözümü olduğunu kabul edelim. Bu taktirde     için yukarıdaki 

serinin açılımı 

 

      
 

 

   

  

 

denklemi ile ifade edilir. Buradan da türevleri    ve     

 

        
   

 

   

  

 

              
   

 

   

  

 

biçiminde elde edilir. Elde edilen bu denklemler (2.1.1) denkleminde yerine yazılırsa 

 

                
   

 

   

        
   

 

   

           
 

 

   

     

 

bulunur. Bu denklemin düzenlenmesi ile  

 

          
   

 

   

           
 

 

   

       
 

 

   

           
 

 

   

   

                 

olduğu görülür. Burada indis kaydırması yapılarak 

 

                
 

 

   

           
 

 

   

       
 

 

   

           
 

 

   

                                                                           

 

elde edilir. (2.1.3) denkleminin yeniden düzenlenmesi ile 
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ve 

 

                 

 

   

                          
 

 

   

               

 

dolayısı ile de  

 

                                                          

 

denklemine ulaşılır. Şimdi de (2.1.4) denkleminden 

 

     
             

          
    

 

  
              

          
    

 

biçimindeki tekrarlama bağıntısı elde edilir. Katsayıların bir kısmı 

 

    için     
      

   
    

 

    için     
          

   
        

                    

       
    

 

    için     
          

   
        

                              

           
    

 

biçiminde  ‟nın çift değerleri için    keyfi sabiti cinsinden bulunur. Genel hali ile 

çift çözümler ise  
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denklemi ile ifade edilir. Aynı şekilde geriye kalan katsayılar ise 

 

    için     
          

     
    

 

    için     
          

   
        

                        

         
   

 

    için     
          

   
        

                                  

             
   

          

biçiminde  ‟nın tek değerleri için    keyfi sabiti cinsinden bulunur. Genel hali ile tek 

çözümler    

 

          

       
 

   

                                        

       
      

 

denklemi ile temsil edilir. Sonuçta bütün katsayılar 

 

      
            

     
 

 

   

      

 

seri açılımında yerine konulursa 
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olduğu görülür. Böylece (2.1.1) denkleminin genel çözümü 

 

                     

 

olarak elde edilir. Eğer n çift bir sayı ise         ıraksar ve         ,  ‟in çift 

kuvvetleri cinsinden ifade edilen n. dereceden bir polinom halini alır. Eğer n tek bir 

sayı ise          ıraksar ve        ,  ‟in tek kuvvetleri cinsinden ifade edilen 

n.dereceden bir polinom şekline dönüşür. Böylece elde edilen bu          ve         

lineer bağımsız çözümleri,       aralığında yakınsak,       aralığında ve 

     noktalarında ise ıraksaktır. [60]. 

 

Tekrarlama bağıntısı kullanılarak 

 

        
    

   
       

 

   
        

 

biçiminde yüksek dereceden Legendre polinomları kolaylıkla temsil edilebilirdir. 

Aynı zamanda, (2.1.2) denklemi ile ifade edilen Rodrigues formülünü kullanılarak 

elde edilen ilk bir kaç Legendre polinomu 

 

        

        

      
 

 
        

      
 

 
         

      
 

 
              

      
 

 
                

      
 

  
                      

 

biçimindedir.  

 



12 

 

 

Şekil 2.1.1. Birinci tür Legendre polinomlarının grafiği 

 

n. dereceden Legendre polinomunun toplam formülü 

 

        
             

               
 

 

   

       

 

şeklindedir [61]. Burada n çift alınır ise   
 

 
, n tek alınır ise   

     

 
 olarak ifade 

edilir.  

 

Legendre polinomları, [-1,1] aralığı üzerinde        ağırlık fonksiyonuna 

göre ortogoneldir. Ortogonellik 

 

           

 

  

   
 

    
                      

 

bağıntısı ile gösterilir. Burada    , Kronecker delta‟dır ve  

 

     
          
          

     

 

ile tanımlanır. Buradan da Rodrigues formülü kullanılarak 
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integrali alınır. Yukarıdaki denklemde     alınırsa  

 

 
  

   

 

  

                            

 

  

 
     

    
          

 

  

    

        

 

denklemi elde edilir. Burada     
     

       
       polinomunun başkatsayısıdır. 

(2.1.5) denkleminde n=0,1,2,… değerleri için        olarak alınır ise  

 

          

 

  

              
 

  

                   

 

 

                      
              

        
 
          

       
 

 

olduğu görülür. Dolayısı ile buradan 

 

        
 

 

  

   
     

        
          

       
 

 

    
               

 

denklemi bulunur. Bu da ortogonellik bağıntısını doğrulamış olur.  

 

Legendre polinomları [-1,1] aralığında tanımlıdır. Legendre denkleminin 

tekilliğini ortadan kaldırabilmek için öteleme işlemi uygulanır. Bu polinomların  

 

     1    

 

öteleme fonksiyonu ile [0,1] aralığında ötelenmiş Legendre polinomları tanımlanır ve  

 

                

 

ile ifade edilir. Aynı şekilde bu polinomlar da [0,1] aralığında ortogoneldir. 
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biçiminde gösterilir. Ötelenmiş Legendre polinomları için Rodrigues formülü ise 

 

       
 

  

  

   
                                                     

 

biçiminde tanımlanır. Bu polinomlardan ilk birkaçı  

 

         

            

                

                       

                             

                                     

                                              

 

şeklindedir ve elde edilen bu polinomlarda tekillik ortadan kalkmaktadır. 
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3.DALGACIKLAR VE LEGENDRE DALGACIKLARI 

 

3.1. Dalgacıklar ve Dalgacık Dönüşümü 

 (t) ana dalgacık olmak üzere, dalgacıklar 

 

            
 

    
   

 
                                                         

 

şeklinde tanımlanır [62]. Burada   ölçekleme parametresi,   ise öteleme 

parametresidir. Başka bir deyiş ile dalgacık, seçilen bir ana dalgacığa 

 

1)                        

2)                     

 

biçiminde işlemlerin uygulanması ile elde edilen fonksiyonlar ailesidir. Ölçekleme 

parametresi frekans ile ters ilişkilidir. Burada       alınır ise dalgacık genişletilir 

ve bu sebeple düşük frekans elde edilir. Buradan dalgacıkların frekansa göre adapte 

edilebilir zaman genişleme özelliğine sahip oldukları anlaşılır [62]. 

 

3.1.1. Sürekli Dalgacık Dönüşümü 

Sürekli dalgacık dönüşümü (CWT) kısa zamanlı Fourier dönüşümünde 

yaşanan problemlere alternatif olarak geliştirilmiştir. CWT‟de dalgacık fonksiyonu, 

sinyal süresi boyunca kaydırılıp bir ölçek ile çarpıldıktan sonra zaman alanı boyunca 

toplanır. Matematiksel olarak CWT 

 

               
 

        
   

 
 

            
 

  

    

 

biçiminde tanımlanır. Burada  , karesi integrallenebilir bir fonksiyon,   
   

 

       
   

kompleks eşlenik ve         ise normalleştirme çarpanıdır. Bu noktada,     ‟nin, ters 

sürekli dalgacık dönüşümü ile birlikte ortaya çıkan yeni oluşumundan 

bahsedilmelidir.              olmak üzere 
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biçiminde tanımlanan bu sabitin değerinin bilinmesi gerekmektedir. Burada         

     fonksiyonunun Fourier dönüşümünü,   ise pencere fonksiyonunu temsil 

etmektedir. Bu sabitin sonluluğu koşulu “kabul edilebilirlik” koşulu olarak 

bilinmektedir ve dalgacık olarak kullanılabilecek       fonksiyonlarının sınıfını 

sınırlandırır. Kabul edilebilirlik koşulu 

 

               

 

gerektirir. Bunun anlamı,     ‟nin Fourier dönüşümü sıfır sıklıkta iken kaybolur. Bir 

başka deyişle, zaman tanım kümesindeki dalgacığın ortalama değeri sıfır olmalıdır.  

 

        

 

  

   

 

Bu durumda     ‟nin    sabiti ile birlikte yeniden gösterimi 

 

      
 

  
                   

 
 

    
   

 
  
    

  

 

  

 

  

           

 

biçiminde ifade edilir [63]. 

 

3.1.2. Ayrık Dalgacık Dönüşümü 

Sürekli dalgacık dönüşümü, “ ” ölçekleme parametresi tarafından pencere 

genişliği kontrol edilebilen yapısıyla avantaja sahip olsa da sinyalin tüm özelliklerini 

belirleyebilmek için gereğinden fazla hesaplama yapması açısından dezavantaja 

sahiptir. Bu fazlalığı en aza indirgeyebilmek için ise ayrık dalgacık dönüşümü 

(DWT) geliştirilmiştir. Burada ayrık dalgacıklar sürekli olarak değil, ayrık 

aralıklarda ölçeklenir ve ötelenir. 
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DWT, dönüşüm alanında sayılabilen katsayılar kümesini verir [64].     
  

       olmak üzere             ve        için ölçek parametresi        
  

olarak seçilen DWT, 

 

         
 

   
 
        

       
 

  
    

 

  

 

 

                       
 
 

           
          

 

  

 

 

           

 

biçiminde ifade edilir. Eğer      ve       olarak alınır ise 

 

          
 

                                                  

 

olduğu görülür. Bu ise       üzerinde ortonormal dalgacık bazını ifade eder. 

 

3.1.3. Çoklu Çözünürlük Analizi 

Çoklu çözünürlük analizi (MRA), ölçekleme fonksiyonlarının ve 

dalgacıkların oluşturulmasında önemli bir yere sahiptir. Burada bir fonksiyonun 

çeşitli çözünürlüklerdeki durumları incelenir. Ele alınan bu fonksiyon, daha karmaşık 

bir yapıdan daha basit bir yapıya ayrıştırılır ve ayrıştırılan her parça ayrı ayrı analiz 

edilir. Bunun için aşağıdaki tanımlar verilir. 

 

Tanım 3.1.3.1.[66] Çoklu çözünürlük analizi Lebesgue uzayının,      , alt 

uzaylarının oluşturduğu bir seri         olarak tanımlanır ve aşağıdaki özellikler 

sağlanır. 

 

            

            uzayının gerilimi         
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                 sisteminde    ortonormal bir baz olacak şekilde bir      vardır 

ve bu   fonksiyonu ölçekleme fonksiyonu olarak adlandırılır. 

 

Tanım 3.1.3.2.[66]      olmak üzere, öteleme operatörü    

 

                                                                        

 

ile tanımlanır. 

 

Tanım 3.1.3.3.[66]     olmak üzere, diyadik ölçekleme operatörü   , 

 

                

 

biçiminde gösterilir. 

 

Önerme 3.1.3.1.     Her     için    operatörü       üzerinde bir izometridir. 

                                Her     için        operatörü de       üzerinde yine bir 

izometridir.  

 

Önerme (3.1.3.1) kullanılarak veya değişken değiştirme uygulanarak Tanım 

(3.1.3.1)‟de yer alan ve      ile belirtilen özellik aşağıdaki gibi ifade edilebilirdir: 

 

      Her bir     için   
 

          
   

 sistemi    üzerinde bir ortonormal bazdır. 

 

Diğer yandan Riesz bazları,          alt uzayı için 
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biçiminde elde edilir. Burada  . seviyede bir çözümleme ifade edilmektedir. Bu 

şekilde      ölçekleme fonksiyonu tarafından oluşturulan      ‟nin iç içe geçmiş 

alt uzaylarının dizisi   sonsuza giderken       „ye yaklaşma eğilimi gösterir. 

 

    uzayındaki herhangi bir      fonksiyonu, bu uzayın bazları ile ifade 

edilebilirdir.         ve          olmak üzere    ve    uzaylarındaki herhangi 

bir fonksiyon      uzayının bazları ile temsil edilebilirdir. Matematiksel olarak 

 

                                                                      

 

ile ifade edilir. Bir başka deyiş ile      uzayındaki bir fonksiyon, biri    ve diğeri    

uzayı içinde olmak üzere iki farklı fonksiyon şeklinde yazılabilir. 

 

Dalgacık analizinde bir fonksiyon, dalgacık fonksiyon katsayıları ve 

ölçekleme fonksiyonu yardımıyla iki farklı fonksiyona ayrıştırılır.             

      ve        olmak üzere      uzayındaki herhangi bir      fonksiyonu 

 

          
 

    
   

                                                  

 

şeklinde       uzayındaki bazların lineer kombinasyonu biçiminde ifade edilebilir 

[65]. (3.1.3.2) denklemi vasıtası ile (3.1.3.3) denklemi yeniden 

 

           

 

                  
 

                 

 

şeklinde  ifade edilir. Buradan  

 

                                                                 

         

elde edilir. Diğer yandan       fonksiyonu ise 

 



20 

 

                   
 

  
         

 

  
           

 

veya 

 

      

 

                                                       

  

şeklinde ifade edilebilir. Burada      normalleştirme çarpanıdır ve (3.1.3.8) 

denklemi ölçekleme denklemi olarak adlandırılır. Genelleme yapmak için   yerine 

      yazılır ise 

 

              

   

   

                 

 

      

   

   

                 

 

elde edilir. Burada        olarak alınır ise 

 

                 

      

    

                                    

 

bulunur. Bu da bize uzayların iç içe bir yapıda olduğunu ifade eder. Elde edilen 

(3.1.3.6) denklemi (3.1.3.4) denkleminde yerine yazılırsa  

 

              

      

    

                            

 

denklemine ulaşılır Buradan 
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ve 

 

                  

      

    

     

 

olduğu görülür. Bu ayrıştırma işlemi    ve    elde edilinceye kadar sürdürülür. 

Böylece bir fonksiyon farklı çözünürlüklerde incelenmiş olur.  

 

3.1.4. Dalgacıkların Bazı Önemli Özellikleri 

-Ortogonellik: Fonksiyonların ortogonel açılımları dalgacık analizinde önemli bir rol 

oynar.        olmak üzere,     fonksiyonunun            ortonormal kümesi 

cinsinden açılımı 

 

        

 

    

 

 

ile ifade edilir [8]. Burada    katsayıları, fonksiyon ile ilgili bazın iç çarpımı ile göz 

önüne alındığında  

 

                          

 

  

                         
 

    

 

  

   

 

        

 

    

    

 

biçiminde bulunur. 

-Kompakt Dayanaklılık: Dalgacıklar ve ölçekleme fonksiyonunun kompakt 

dayanaklı olması, hızlı dalgacık dönüşümündeki toplama işlemlerini sonlu kılar. 
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-Simetri: Ölçekleme fonksiyonu ve dalgacıkların simetrik olmaması durumu faz 

bozukluğuna neden olabilir. 

-Rasyonel Katsayılar: Katsayıların rasyonel veya diyadik rasyonel olması bilgisayar 

hesaplamaları için oldukça faydalıdır. 

-Düzgünlük (Smoothness): Dalgacıkların düzgünlüğü özellikle görüntü sıkıştırma 

uygulamalarında oldukça önemlidir. Dalgacıkların düzgün olmadığı durumda 

görüntüdeki hata kolay bir şekilde tespit edilebilirdir [66]. 

-Kaybolan Anlar (Vanishing Moments): Bir dalgacık 

 

                            

 

  

 

 

koşulunu sağlıyorsa bu taktirde bu dalgacık m. dereceden kaybolan anlara sahiptir 

denir. Bu konuyu daha iyi açıklayabilmek için aşağıdaki önerme verilir. 

 

Önerme 3.1.4.1. ψ,   üzerinde bir fonksiyon olsun. Öyle ki 

 

  
 

          
   
   

  

         

bazı       üzerinde ortonormaldir. Farz edelim ki           için  ,    nin bir 

sınıfı olsun ve             için bütün türevler       ile ifade edilsin. Aynı 

zamanda ψ ,   üzerinde sınırlı olsun. Yani 

 

        
 

        
              

 

olduğunda 

 

   
 

  

                          

 

dır. 
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3.2. Legendre Dalgacıkları 

Legendre dalgacıkları      ,           ve              olmak 

üzere dört argumanlı                  Legendre polinomlarından elde edilir 

ve 

 

           
 

 
 
   

   
                    

 

  
   

   

  

                                                                           

                  

 

biçiminde tanımlanır [15]. Burada   
     m.dereceden        aralığında        

ağırlık fonksiyonuna göre ortogonal olan Legendre polinomudur. Bu polinomlar 

  
       ve   

       olmak üzere 

 

    
      

    

   
    

      
 

   
     

                       

 

tekrarlama bağıntısını sağlar [18]. Ayrıca (3.2.1) denkleminde yer alan   

normalleştirilmiş zamandır ve    
 

 
   katsayısı ise ortonormallik için gereken 

katsayıdır.     alınarak hesaplanan ilk birkaç Legendre dalgacığı aşağıda 

listelenmiştir. 

 

         

                

       
  

 
             

       
  

 
                   

       
 

 
                        

       
   

 
                               

 

Ötelenmiş Legendre polinomları,       aralığında tanımlı olup        

değişken değişimi uygulanarak elde edilir ve 
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biçiminde gösterilir. Bu polinomların analitik formdaki gösterimi ise  

 

               
        

           

 

   

     

 

şeklindedir [67].  

 

Ötelenmiş Legendre polinomları ile bu polinomların türevleri arasında bir 

bağıntı vardır. Bu bağıntı aşağıda Teorem 3.2.1. ile verilir. 

 

Teorem 3.2.1.[15]             aralığında ötelenmiş Legendre polinomları olsun. O 

halde 

  
                  

   

   

 

 

İspat 3.2.1. [15] Farz edelim ki      fonksiyonunun Legendre açılımı 

 

         

 

   

                                                          

 

olsun. O halde       fonksiyonu 

 

          
   

 

   

                                                        

 

biçiminde yazılır. Burada    
   

 fonksiyonu  
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ile tanımlıdır. (3.2.2) denkleminde            olarak seçilir ise,     için 

      ve       olur. Sonuç olarak 

 

   
   

  
                   

                                          
  

 

elde edilir. Böylece (3.2.3) denklemi  

 

  
                 

   

   
       

                                         

 

şeklini alır. (3.2.4) denkleminde        alınır ise  

 

  
                  

   

   
       

 

 

elde edilir. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



26 

 

4.NÜMERİK METOTUN UYGULANMASI 

 

4.1. Fonksiyon Yaklaşımı 

 Tanım kümesi       olan bir      fonksiyonunun Legendre dalgacıkları 

cinsinden sonsuz seri açılımı 

 

                

 

   

 

   

                                               

 

biçiminde ifade edilir. Burada                                
 

 
 biçiminde 

tanımlı bilinmeyen katsayılardır. Eğer (4.1.1) ile gösterilen seri kestirilirse  

 

                                                        

 

   

    

   

 

 

elde edilir. Burada   ve    

 

                                                         
 

                      

            

        

                                                                
          

     

ile tanımlanan           tipinde matrislerdir [68]. 

 

4.2. Türevleme Matrisi 

Denklem (4.1.4) ile tanımlanan      vektörünün n. dereceden türevi  

 

  

   
                                                                           

 

biçimindedir [15]. Burada   
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şeklinde tanımlanan                   boyutundaki matrisin n. dereceden 

türevini ifade eder [15].    matrisinde köşegenlere yerleştirilmiş olan    

           boyutundaki   matrisi ise 

 

   

    

0 0 0 0 0 0

3 0 0 0 0 0

0 5 3 0 0 0 0

7 0 7 5 0 0 0

0 9 3 0 9 7 0 0

2 1 0 2 1 5 0 2 1 2 1 0M M M M

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
     

     (4.2.3) 

 

formunda tanımlanır. Bu   matrisinin elemanları 

 

         

  
                                                          

                                          
  

                 (4.2.4) 

koşulu altında oluşturulur [15]. Burada, seçilen bir   sayısı için  ‟nın değişen 

durumlarına göre   matrisinin boyutu ve doğal olarak kullanılan   matris sayısı 

değişkenlik göstermektedir.      durumu için   matrisi ile   matrisinin boyutları 

aynı olur. Aynı zamanda,   matrisinin bir alt üçgen matris olması, çözümün belli bir  

koşula bağlı olmasından çıkmaktadır. 

 

Sonuç: (4.2.1) ve (4.2.2) ile ifade edilen denklemde   ,   matrisinin n. dereceden 

kuvvetidir [69]. 
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4.3. Türevleme Matrisinin Uygulaması 

Bu kısımda türevleme matrisinin, yüksek mertebeden lineer olmayan 

gecikmeli diferansiyel denklemlere ve orantılı gecikmeli nötr lineer diferansiyel 

denklemlere nasıl uygulandığı gösterilecektir. 

 

4.3.1. Lineer Adi Gecikmeli Nötr Diferansiyel Denklemler 

      ve     ,       aralığında p kez türevlenebilen fonksiyonlar olsun.          

        ve    belirli sabitler ve        olmak üzere 

 

              
   

               
    

   

   

                             

 

biçiminde ifade edilen orantılı gecikmeli nötr diferansiyel denklemi 

 

     
         

   

   

                                                  

 

başlangıç koşulu ile verilsin [70]. Burada amaç (4.3.1.1) ve (4.3.1.2) denklemleri ile 

ifade edilen başlangıç değer problemine Legendre dalgacıkları kullanılarak yaklaşık 

bir çözüm üretmektir.      fonksiyonunun dalgacık bazları cinsinden genişletilmiş 

halinin 

 

                       

 

   

    

   

                                     

 

olduğunu kabul edelim. Burada    ‟ler bilinmeyen katsayıları,       ‟ler ise 

Legendre dalgacıklarını temsil etmektedir. (4.2.1) denklemi kullanıldığında      

fonksiyonunun p. dereceden türevi  
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olarak bulunur. Şimdi ise (4.3.1.3) ve (4.3.1.4) denklemleri (4.3.1.1) denkleminde 

yerine yazılırsa  

 

                                 
       

   

   

                    

 

elde edilir. Burada    ile ifade edilen bilinmeyen katsayıları bulmak için         

tane denkleme ihtiyaç vardır. Bu denklemlerden ilk       tanesi için (4.3.1.2) ile 

ifade edilen başlangıç koşulu kullanıldığında 

 

       
                                                         

   

   

 

 

olduğu görülür. Geriye kalan               adet denklem ise          

ötelenmiş Legendre polinomunun ilk               kökü, (4.3.1.5) 

denkleminde yerine konularak bulunur. Böylece         adet lineer denklem 

sistemi     katsayıları için çözülür ve sonuçta elde edilen    vektörü (4.3.1.3) 

denkleminde yerine yazılarak      dalgacık vektörü ile çarpılır. Böylece ele alınan 

bu başlangıç değer problemi için yaklaşık çözüm hesaplanır. 

 

4.3.2. Lineer Olmayan Adi Gecikmeli Diferansiyel Denklemler 

                    ve        fonksiyonları       aralığında sürekli 

fonksiyonlar olmak üzere  

 

         
                       

     
   

 
   

 
   

 
         

          

                                                                                                                                

                

denklemini  
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başlangıç koşulları ile ele alalım [68]. Burada        değişken gecikmeleri     ve 

    sabitleri ise orantılı gecikmeleri ifade eder. Burada amaç, Legendre 

dalgacıklarını kullanarak  (4.3.2.1) ve (4.3.2.2) ile belirtilen başlangıç değer 

problemine yaklaşık bir çözüm elde etmektir. Bunun için      fonksiyonunun 

dalgacık bazları cinsinden açılımının 

 

                                                            

 

   

    

   

 

 

biçiminde olduğunu kabul edelim. O halde      fonksiyonunun çeşitli mertebeden 

türevleri (4.2.1) ve (4.2.2) denklemleri kullanılarak 

 

                                                                         

 

biçiminde bulunur. Elde edilen bu denklemde   yerine             ve      

konulursa (4.3.2.1) denklemi 

 

         
     

 

   

 

   

             

         

 

   

 

   

               
                                     

 

biçiminde yeniden ifade edilir. Burada bilinmeyen     katsayılarını elde etmek için 

        tane denkleme ihtiyaç vardır. İlk   adet denklem başlangıç koşulları 

kullanılarak elde edilir. 

 

            

                         

 

Geriye kalan           adet denklem ise          ötelenmiş Legendre 

polinomunun ilk             kökünün (4.3.2.5) denkleminde yerine 

yazılmasıyla bulunur. Böylece bu lineer olmayan denklem sistemi, bilinmeyen     
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katsayıları için MATLAB kullanılarak çözülür ve sonuç olarak (4.3.2.3) ile ifade 

edilen      yaklaşık çözümü hesaplanır. 

 

4.4. Problemler 

Bu kısımda Legendre dalgacık metodu, 3‟ü lineer ve 5‟i lineer olmayan 

diferansiyel denklemle ifade edilen 8 farklı başlangıç değer problemine 

uygulanacaktır. Ele alınan metodun nasıl işlediğini gösterebilmek için her iki 

denklem tipine ait analitik çözümler önce bulunur, elde edilen analitik ve nümerik 

çözümlerle literatürdeki diğer nümerik çözümler kıyaslayarak Legendre dalgacık 

metodunun verimliliği gösterilir. Bulunan sonuçların kıyaslaması yapılırken mutlak 

hata tabloları kullanılır. Denklem sistemlerinin çözümünde ise MATLAB paket 

programından yararlanılır. Elde edilen çözümler ise grafiklerle de desteklenir. 

 

Problem 1.  

 

       
 

 
       

 

 
     

 

 
  

 

 
    

 

 
                               

 

biçiminde ikinci dereceden orantılı gecikmeli nötr diferansiyel denklemini 

 

                                                                           

 

başlangıç koşulları ile ele alalım. Bu başlangıç değer probleminin gerçek çözümü 

        şeklindedir. Burada         olarak seçilir ve (4.3.1.3) denklemi göz 

önüne alınırsa, bu takdirde bilinmeyen      fonksiyonu yaklaşık olarak 

 

                         

00

01

02







 
 
 
  

              

2

1

3[(2 -1)]

5
[3(2 -1) -1]

2

t

t
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biçiminde elde edilir. Burada amaç bilinmeyen                katsayılarını bularak 

     yaklaşık çözümünü elde etmektir. Yukarıdaki (4.4.3) denkleminde matris 

çarpımı yapılırsa 

 

                        
  

 
                                         

 

denklemi bulunur. Bunun yanında (4.4.4) denkleminde   yerine 
 

 
 yazılırsa   

 

 
  

denklemini 

 

  
 

 
                    

  

 
                                         

 

olduğu görülür.      fonksiyonunun birinci ve ikinci türevlerini bulmak için 3x3 

boyutundaki   ve    matrisleri 

 

  

0 0 0

2 3 0 0

0 2 15 0

 
 
 
 
 

    ve       

0 0 0

0 0 0

12 5 0 0

 
 
 
 
 

                   

        

 

formunda ele alınır. Bu taktirde       ve        türev fonksiyonları 

 

                           

0 0 0

2 3 0 0

0 2 15 0

 
 
 
 
  2

1

3[(2 -1)]

5
[3(2 -1) -1]

2

t

t
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0 0 0

0 0 0

12 5 0 0

 
 
 
 
  2

1

3[(2 -1)]

5
[3(2 -1) -1]

2

t

t

 
 
 
 
 
 
  

 

 

                                                                                       

 

biçiminde elde edilir. (4.4.7) ve (4.4.8) denklemlerinde   yerine 
 

 
 yazılırsa  

 

   
 

 
                                                                   

 

ve 

 

    
 

 
                                                                                    

 

olduğu görülür. Bulunan bu yaklaşık fonksiyonları (4.4.1) denkleminde yerine 

konulursa 

 

        
 

 
                    

  

 
                           

                    
  

 
            

                      
 

 
                

                

 

bulunur. Burada     aldığımızda             bilinmeyen katsayılarını bulmak 

için           adet denkleme ihtiyaç olduğu bilinir. İlk 2 denklem, başlangıç 

değerleri kullanılarak 
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şeklinde elde edilir. Üçüncü denklemi elde edebilmek için 4.4.11 denkleminde   

yerine     3. derece ötelenmiş Legendre polinomunun ilk kökü olan         

yazılır ve 

 

          
 

 
                                          

                                                   

                            
 

 
                    

                                                                                                  

 

bulunur. Böylece (4.4.12) – (4.4.14) denklemleri ile 3x3 tipinde lineer denklem 

sistemi elde edilir. Bu lineer denklem sistemi MATLAB paket programı kullanılarak 

çözüldüğünde 

 

                                                                    

 

biçimindeki bilinmeyen katsayıları bulunmuş olur. Böylece ele alınan başlangıç 

değer probleminin yaklaşık çözümü 

 

                                        

2

1

3[(2 -1)]

5
[3(2 -1) -1]

2

t

t

 
 
 
 
 
 
  

      

                                             
  

 
              

(4.4.16) 
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olarak elde edilir. Bulunan bu sonuç gerçek çözüm ile aynıdır. Probleme ait nümerik 

çözümün analitik çözüme ne kadar yaklaştığını gösteren grafik ise aşağıda 

verilmiştir. 

 

Bu problem birinci mertebeden iki adımlı (two-stage order-one) Runge-Kutta 

metodu [32], One-leg   metodu [33], varyasyonel iterasyon metodu [22], Homotopi 

pertürbasyon metodu [26], çekirdek doğurucu Hilbert uzayı metodu [30], Legendre-

Gauss sıralama metodu [28] ve Homotopi analizi metodu [25] gibi birçok metotla ele 

alınarak çözülmeye çalışılmıştır. Burada ise Legendre dalgacık metotu kullanılarak 

gerçek çözüm elde edilmiştir. Bu sebeple ele alınan bu metodun, kıyaslanan nümerik 

metotlara göre daha etkin olduğu gözlemlenmiştir. Bu metot uygulanarak elde edilen 

mutlak hata tablosu ise aşağıda verilmiştir. Tablodan da anlaşılacağı gibi, bu 

problemde düşük   değerlerine rağmen uygulanan metot, diğer metotlara göre daha 

etkili sonuçlar vermiştir. 

 

 Tablo 4.4.1. Uygulanan nümerik metot ile diğer nümerik metotların 

 mutlak hatalarının kıyaslaması

One-leg-θ VIM RKHSM HPM HAM LCM
RKM [32]

Metodu [33] n=6 [22] n=100 [30] n=6 [26] n=6 [25] N=10 [28]

3.43 11 1.73 18 6.10 03 1.00 03 1.67 04 9.57 06 1.67 04 2.25 08 6.59 17

7.

Nümerik Nümerik

Metot Metot

M=2 M=4

0.1

0.2

i

e

t

e e e e e e e e        

79 11 6.94 18 2.58 02 2.02 03 7.15 04 1.95 04 7.15 04 9.81 08 1.37 17

1.98 10 2.78 17 6.47 02 3.07 03 1.73 03 2.94 04 1.72 03 2.44 07 5.67 18

3.26 10 2.78 17 1.37 01 4.17 03 3.

0.3

0.4 30 03 3.93 04 3.30

e e e e e e e e e

e e e e e e e e e

e e e e e e

        

        

      03 4.90 07 6.98 17

4.62 10 2.81 01 5.34 03 5.55 03 4.92 04 5.55 03 8.69 00.5 2.1 170 7 3

e e e

e e e e e e e e
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Şekil 4.4.1.     için gerçek çözüm ve nümerik çözüm grafiği 

 

Problem 2.  

 

                
 

 
      

 

 
  

 

 
     

 

 
     

   

 
 
 

 
                     

        

biçimindeki üçüncü derece orantılı gecikmeli nötr diferansiyel denklemini 

 

                                                        

 

başlangıç koşulları ile ele alalım. Problemin gerçek çözümü         dir. Gerçek 

çözüm dördüncü dereceden bir polinom ifade ettiği için     alınarak beşinci 

derece Legendre polinomu burada kullanılır. O halde         alındığında      

yaklaşık fonksiyonu  

 

                                 

00

01

02

03

04
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2

3

4 2

1

3(2 1)

5
[3(2 1) 1]

2

7
[5(2 1) 3(2 1)]

2

3
[35(2 1) 30(2 1) 3]

8

t

t

t t

t t

 
 
 
 

 
 
  
 
 
   
 
 
    
 

                                      

         

 

biçiminde bulunur. Daha açık biçimde 

 

                        
  

 
            

    
  

 
                       

 

 
           

                                                                                                 

 

yazılabilir.      fonksiyonunun birinci, ikinci ve üçüncü mertebeden türevlerini 

bulabilmek için 5x5 boyutundaki  ,    ve   matrislerin 

 

  

0 0 0 0 0

2 3 0 0 0 0

0 2 15 0 0 0

2 7 0 2 35 0 0

0 6 3 0 6 7 0

 
 
 
 
 
 
 
  

,     

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

12 5 0 0 0 0

0 20 21 0 0 0

120 0 84 5 0 0

 
 
 
 
 
 
 
  

 

 

   

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

120 7 0 0 0 0

0 840 3 0 0 0

 
 
 
 
 
 
 
 

                                  

 

formunda olduğu görülür.  Bu taktirde       ,        ve         fonksiyonları 
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0 0 0 0 0

2 3 0 0 0 0

0 2 15 0 0 0

2 7 0 2 35 0 0

0 6 3 0 6 7 0
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0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

120 7 0 0 0 0

0 840 3 0 0 0
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biçiminde elde edilir. (4.4.22) denkleminde   yerine 
 

 
,  (4.4.23) denkleminde   yerine 

 

 
 ve 4.4.24 denklemlerinde   yerine 

 

 
 yazılırsa 

 

   
 

 
                                            

                                                                   

 

               
 

 
                  

  

 
                                       

               
  

 
   

 

                                                     

 

     
 

 
                    

 

 
                                          

 

bulunur. Şimdi ise bu yaklaşık fonksiyonları (4.4.17) denkleminde yerine yazılırsa 
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4 2[35(2 1) 30(2 1) 3]t t     

                                            

                                 

                  
  

 
                          

               
  

 
   

 

     

 
 

 
                   

 

 
         

  

 
 
 

 
      

                                                                                                                   

 

elde edilir.                     bilinmeyen katsayılarını bulmak için           

adet denkleme ihtiyaç vardır. İlk üç denklem, başlangıç şartları kullanılarak 

 

                                                            

                                                             

                                                               

 

biçiminde bulunur. Geriye kalan iki adet denklemi elde etmek için (4.4.28) 

denkleminde   yerine      5. derecen ötelenmiş Legendre polinomunun ilk iki kökü 

olan           ve           alınarak 
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elde edilir. Böylece (4.4.29) – (4.4.33) denklemleri ile 5x5 tipinde lineer denklem 

sistemi bulunur. Bu lineer denklem sistemi MATLAB programını kullanılarak 

çözülürse 

 

                                                                         

 

şeklinde bilinmeyen katsayılar elde edilir. Böylece bu başlangıç değer probleminin 

yaklaşık çözümü 
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biçimindedir.  

 

 Bu problem daha önce Biazar ve Ghanbari [26] tarafından Homotopi 

pertürbasyon metodu, Chen ve Wang [22] tarafından varyasyonel iterasyon metodu 

ve Sakar [25] tarafından Homotopi analizi metodu kullanılarak çözülmüştür. 

Aşağıdaki mutlak hata tablosunda, ele alınan bu metotlarla belirli şartlar altında 

yazarların elde ettikleri hatalar verilmektedir.  

 

Tablo 4.4.2. Uygulanan nümerik metot ile diğer nümerik metotların 

mutlak hatalarının kıyaslaması 

             

Nümerik
HPM VIM HAM

Method
6[26] 6[22] 6[25]

4

0.1 1.36 - 20 3.90 -12 9.09 -12 1.20 -13

0.2 2.17 -19 6.40 -10 2.98 -10 2.00 -12

0.3 5.20 -18 2.32 - 08 2.33 - 09 1.10 -11

0.4 3.47 -18 1.07 - 07 1.01 - 08 3.00 -11

0.5 0 2.70 -

it
n n n

M

e e e e

e e e e

e e e e

e e e e

e

  


07 3.20 - 08 1.00 -10

0.6 0 5.78 - 07 8.24 - 08 2.00 -10

0.7 8.33 -17 1.10 - 06 1.85 - 07 5.00 -10

0.8 5.55 -17 1.94 - 06 3.76 - 07 7.00 -10

0.9 1.11 -16 3.22 - 06 7.09 - 07 1.10 - 09

1 0 5.09 - 06 1.26 - 06 1.60 - 09

e e

e e e

e e e e

e e e e

e e e e

e e e
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 Yukarıdaki tablodan da görülebileceği gibi ele alınan başlangıç değer 

problemini çözmek için uygulanan bu metodun kıyaslanan nümerik metotlara göre 

daha iyi sonuç verdiği söylenebilirdir. Uygulanan nümerik çözüm ile analitik çözüme 

ait grafik ise aşağıda verimiştir. 

 

Şekil 4.4.2.     için gerçek çözüm ve nümerik çözüm grafiği 

 

Problem 3.  

 

                                                                      

 

birinci derece orantılı gecikmeli nötr diferansiyel denklemi 

 

                                                                             

 

başlangıç koşulu ile ele alınmış olsun. Problemin gerçek çözümü ise           

biçimindedir. İlk iki problemden farklı olarak bu problemde gerçek çözüm polinom 

formunda değildir. Bu sebeple   değerini çok yüksek bir sayı almamak koşulu ile 

    olarak seçilsin. Burada seçilen   değeri yeterli gelmez ise bu değer artırılarak 

gerçek çözüme daha yakın bir sonuç elde etmeye çalışılır.         alındığında 

     çözüm fonksiyonunun yaklaşık değeri 
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şeklinde ifade edilir. Bu taktirde       fonksiyonu 

 

                        
  

 
             

    
  

 
                  

    
 

 
                                                                  

 

olarak bulunur. Yukarıdaki (4.4.37) denkleminde   yerine      alınırsa 

 

                             
  

 
               

    
  

 
                      

    
 

 
                                                                

 

olduğu görülür. Diğer yandan 4.4.21 denklemindeki   matrisi kullanılarak 
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olarak elde edilir. Yukarıdaki (4.4.39) denkleminde    yerine      yazılırsa 

 

                                                         

                                                          

 

elde edilir. Sonuçta bulunan bu değerler (4.4.34) denkleminde yerine konularak 

 

                                             

                                      

                     
  

 
                 

  

 
          

            
 

 
                                            

      
  

 
                   

  

 
                       

   
 

 
                                                       

                                                        

                                                                                               

 

bulunur. Burada                     bilinmeyen katsayılarını bulmak için      

     adet denkleme ihtiyaç vardır. İlk denklem, başlangıç değeri kullanılmak 

sureti ile  

 

                                                          

 

biçiminde elde edilir. Geriye kalan dört denklem, (4.4.41) denkleminde   yerine     

5. derece ötelenmiş Legendre polinomunun ilk dört kökü olan          , 

         ,        ve            değerleri alınarak elde edilir. Böylece 5x5 

tipinde lineer denklem sistemi elde edilir. Bu lineer denklem sistemi MATLAB 
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programı kullanılarak çözüldüğünde      bilinmeyen katsayıları bulunur. Böylece 

bulunan bu katsayılarla probleme ait yaklaşık çözüm elde edilmiş olur.  

 

 Tablo (4.4.3),     ile ele aldığımız nümerik metoda ve literatürdeki bu 

problemin çözümünde kullanılan bazı metotlardan olan One-leg   metodu [33], 

birinci mertebeden iki adımlı Runge- Kutta metodu [32], varyasyonel iterasyon 

metodu [22], çekirdek doğurucu Hilbert uzayı metodu [30] ve Homotopi 

pertürbasyon metoduna [26] ait mutlak hataları göstermektedir. İlgili tablodan da 

anlaşılacağı gibi uygulanan metot, ilgili aralıktaki her bir noktada diğer metotlara 

göre daha küçük bir hataya sahiptir. Bu da metodun dördüncü dereceden 

denklemlerde dahi daha doğru ve etkili sonuçlar verdiğini göstermektedir. 

 

Tablo 4.4.3. Uygulanan nümerik metot ile diğer nümerik metotların 

mutlak hatalarının kıyaslaması 

Two-stage

Nümerik One-leg -θ order-one  VIM RKHSM  HPM

Metot 4 metodu [33] Runge-Kutta  6 [22]  100 [30]  6 [26]

Metodu [32]

0.1 1.19 - 05 4.65 - 03 8.68 - 04 1.30 - 03 1.42 - 04 1.06 - 03

0.2 2.01 - 05 1.45 - 02 1.49 - 03

it
M n n n

e e e e e e

e e e

   

2.14 - 03 1.17 - 04 1.35 - 03

0.3 2.40 - 05 2.57 - 02 1.90 - 03 2.63 - 03 9.45 - 04 1.18 - 03

0.4 2.15 - 06 3.60 - 02 2.16 - 03 2.84 - 03 7.59 - 04 7.61 - 04

0.5 2.76 - 05 4.43 - 02 2.28 - 03 2.83 - 03 6.03 - 04 2.32 - 04

0.6 2.13 - 05 5.03 - 02 2.31

e e e

e e e e e e

e e e e e e

e e e e e e

e e - 03 2.67 - 03 4.73 - 04 2.98 - 04

0.7 1.88 - 05 5.37 - 02 2.27 - 03 2.39 - 03 3.64 - 04 7.64 - 04

0.8 4.03 - 05 5.47 - 02 2.17 - 03 2.04 - 03 2.75 - 04 1.12 - 03

0.9 8.69 - 05 5.35 - 02 2.03 - 03 1.64 - 03 2.03 - 04 1.37 - 03

1 5.90 - 04 5.03 - 02 1.

e e e e

e e e e e e

e e e e e e

e e e e e e

e e 86 - 03 1.22 - 03 1.43 - 04 1.50 - 03e e e e

  

 

Sonuç olarak aşağıda ele alınan probleme ait gerçek çözüm ile nümerik 

çözüm arasındaki farkı gösteren grafik ve mutlak hata tablosu yer almaktadır. 
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Şekil 4.4.3.     için analitik çözüm ve nümerik çözüm grafiği 

 

Problem 4.  

 

                                                               

 

birinci dereceden lineer olmayan değişken gecikmeli diferansiyel denklemi 

 

                                                                         

 

başlangıç koşulu ile birlikte verilsin. Bu başlangıç değer probleminin değişken 

gecikmesi    , gerçek çözümü ise       ‟dir. Metodun lineer olmayan 

denklemlerde de gerçek çözümü bulabilme yetisi olduğunu göstermek için düşük 

dereceden denkleme sahip olan bu problemi         alarak çözelim.      

fonksiyonu önce 

 

                     
00

01





 
 
 

          
1

3[(2 -1)]t

 
 
 

                   

 

olarak yazılır. Bunun açık bir biçimde ifadesi ise 
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şeklindedir. Yukarıdaki (4.4.46) denkleminde   yerine      yazılırsa 

 

                                                          

 

bulunur. Daha sonra   matrisi kullanılarak  

 

                        
0 0

2 3 0

 
 
 

00

01





 
 
 

                          

 

denklemi ifade edilir. Bulunan bu değerler (4.4.43) denkleminde yerine konulursa 

 

 

                                                 
 
      

                                                                                                                                                 

 

denklemi elde edilir. Burada         bilinmeyen katsayılarını bulabilmek için 

          adet denkleme ihtiyaç vardır. Birinci denklem için         

başlangıç değeri kullanılırsa 

 

                                                                

 

olduğu görülür. Geriye kalan diğer denklem için ise (4.4.49) denkleminde   yerine 

    2. derece ötelenmiş Legendre polinomunun ilk kökü olan         değeri 

alınırsa 
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denklemi bulunur. Böylece (4.4.50) ve (4.4.51) denklemleri ile 2x2 tipinde lineer 

olmayan denklem sistemi elde edilmiş olur. Bu lineer denklem sistemi çözüldüğünde 

 

                           

 

katsayıları elde edilir. Sonuç olarak  

                        
1

3[(2 -1)]t

 
 
 

 
 

                            

 

                                                                          

 

bu çözüm ile gerçek çözümün aynı olduğu görülür. Bu da uygulanan metodun kolay 

ve etkili olduğunu göstermektedir. 

 

Problem 5.  

 

                      
 

 
         

 
          

        
 
    

  

                                                                          

 

ikinci dereceden lineer olmayan değişken gecikmeli diferansiyel denklemi 

 

                                                                        

 

başlangıç şartları ile verilsin. Burada değişken gecikmeleri    ve  
 

 
‟dir. Problemin 

gerçek çözümü ise        dir. Bu başlangıç değer problemine     alarak ikinci 

dereceden bir polinom ile yaklaşıldığında problemin gerçek çözümüne yeterli 

düzeyde bir yaklaşmanın olmadığı tespit edilmiştir. Bu sebeple   değerini artırılarak 

    ve     değerleri alınmıştır.    alındığında yeterli bir yaklaşım 

sağlandığından,   değerinin daha fazla artırılmasının önemsiz olduğu 
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düşünülmüştür. Bu yüzden problemin çözümü için         alınmıştır. 

Böylece      fonksiyonu 
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biçiminde ifade edilir. Diğer yandan (4.4.55) denkleminde   yerine    
 

 
 yazılırsa 
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olduğu görülür. Bunun yanında       ve        fonksiyonlarını elde etmek için 

 

  

0 0 0 0 0 0

2 3 0 0 0 0 0

0 2 15 0 0 0 0

2 7 0 2 35 0 0 0

0 6 3 0 6 7 0 0

2 11 0 2 55 0 6 11 0
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120 0 84 5 0 0 0

0 56 33 0 36 77 0 0

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

   

 

6x6 tipindeki   ve    matrisleri kullanılarak 
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ve 
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denklemleri elde edilir. Şimdi ise (4.4.57) denkleminde   yerine      konularak 
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denklemi bulunur.  Bulunan bu fonksiyon değerleri (4.4.53)  denkleminde yerine 

yazılırsa 
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denklemi elde edilir. Diğer yandan                          bilinmeyen katsayılarını 

bulmak için           adet denkleme ihtiyaç vardır. İlk iki denklem, başlangıç 

değerleri kullanılarak 

 

                                                              

                                                               

 

biçiminde bulunur. Geriye kalan dört adet denklemi elde etmek için (4.4.60) 

denkleminde   yerine      6. derece ötelenmiş Legendre polinomunun ilk dört kökü 

olan          ,                                     değerleri yerine 

yazılarak elde edilir. Böylece 6x6 tipinde lineer olmayan denklem sistemi bulunur. 

Bu lineer olmayan denklem sistemi MATLAB programı kullanılarak çözüldüğünde 

    bilinmeyen katsayıları elde edilmiş olur.  
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Problemin         ve     durumları için mutlak hatanın 

karşılaştırma tablosu ise aşağıdaki gibidir. 

 

Tablo 4.4.5.         ve     için mutlak hata tablosu 

 

2 3 5

0.1 0.0003700607 2.681857 - 05 3.759234 - 08

0.2 0.0007611571 1.770104 - 05 1.250407 - 07

0.3 1.000193 - 05 7.705389 - 05 8.144094 - 08

0.4 0.0031690362 0.0001848035 3.440118 - 07

0.5 0.0101967998 9.769431 - 05 4.761915

it E E E

e e

e e

e e e

e

e e - 07

0.6 0.0226435623 0.0005415589 4.774446 - 07

0.7 0.0422447445 0.0022553881 1.197968 - 06

0.8 0.0709182830 0.0057487414 5.626756 - 06

0.9 0.1107838255 0.0119282777 3.901048 - 05

1 0.1641839450 0.0219235813 0.000137395

e

e

e

e

  

 

Aşağıdaki grafikte     alınarak bulunan nümerik çözümün grafiği ile 

gerçek çözümün grafiğinin birbirinin üzerine çakıştığı görülmektedir. 

 

 

Şekil 4.4.5.     için gerçek çözüm ve nümerik çözüm grafiği 
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Problem 6.  

 

                     
  

 
                 

  

 
                     

 

ikinci dereceden lineer olmayan değişken gecikmeli diferansiyel denklemi 

 

                                                                         

 

başlangıç koşulları ile verilmiş olsun. Bu başlangıç değer probleminin gerçek 

çözümü           dir. Şimdi bu problemi         alarak çözelim. Bunun 

için      fonksiyonu 
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biçiminde ifade edilir. Buradan da (4.4.65) denkleminde   yerine  
  

 
  yazılırsa 
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(4.4.66) 

 

denklemi elde edilir. Bunun yanında        başlangıç koşulunda       fonksiyonunu 

elde etmek için  
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7x7 tipindeki D matrisi kullanılarak 
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denklemi bulunur. Benzer şekilde        başlangıç fonksiyonunu elde etmek için ise   
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7x7 boyutundaki    matrisi kullanılarak 
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denklemi elde edilir. Bulunan bu fonksiyon değerleri (4.4.63) denkleminde yerine  

yaazılarak 

 

                                               

                                           

                             

 
  

 
                             

                      
5

2
             

    
  

 
                  

    
 

 
                       

    
   

 
                              

    
   

  
                                      

                     
5

2
             

    
  

 
                  

    
 

 
                       

    
   

 
                              

    
   

  
                                     

 

 



62 

 

                                        
  

 
       

5

2
    

  

 
   

 

   

    
  

 
   

  

 
   

 

   
  

 
    

    
 

 
    

  

 
   

 

    
  

 
   

 

   

    
   

 
    

  

 
   

 

    
  

 
   

 

    
  

 
    

    
   

  
     

  

 
   

 

     
  

 
   

 

     
  

 
   

 

    

                
  

 
                                                                  

 

olduğu görülür. Diğer yandan                             bilinmeyen katsayılarını 

bulmak için           adet denkleme ihtiyaç duyulur. İlk iki denklem, (4.4.64) 

denklemi kullanılarak 

 

                                                         

                                                                                                                                               

 

                                                 

                                                                                                                                               

 

biçiminde bulunur. Geriye kalan 5  denklemi elde etmek için (4.4.69) denkleminde   

yerine     7. derece ötelenmiş Legendre polinomunun ilk beş kökü olan   

       ,                                           değerleri yerine 

konulur. Böylece 7x7 tipinde lineer olmayan denklem sistemi bulunmuş olur. Bu 

lineer olmayan denklem sistemi MATLAB programı yardımıyla çözüldüğünde      

bilinmeyen katsayıları elde edilmiş olur. Sonuç olarak bulunan bu değerler ile 

yaklaşık çözüm fonksiyonu bulunmuş olur.  
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Aşağıda ise     ve     değerleri için gerçek çözüm ile nümerik çözüm 

arasındaki farkı gösteren mutlak hata tablosu yer almaktadır. Tablodan da 

anlaşılacağı gibi   değeri sıfıra yaklaştıkça nümerik çözüm gerçek çözüme 

yaklaşmakta,    değeri bire yaklaştığında ise nümerik çözüm gerçek çözümden 

uzaklaşmaktadır. 

 

Tablo 4.4.6.     ve     için mutlak hata tablosu 

5 6

0.1 8.963065387 - 09 3.389353381 -10

0.2 2.720358344 - 08 3.618011279 - 09

0.3 2.394278514 - 08 3.060617093 - 09

0.4 6.937304025 - 08 7.998320783 - 09

0.5 1.053035117 - 07 7.465058682 - 09

0.6 1.310158346 - 07 1.884611267

it E E

e e

e e

e e

e e

e e

e - 08

0.7 4.027837364 - 07 2.564863577 - 08

0.8 9.757849775 - 07 3.424606509 - 08

0.9 8.700010081 - 06 6.393175213 - 07

1 3.267790566 - 05 3.926144182 - 06

e

e e

e e

e e

e e
 

 

Problem 7.  

 

              
 

 
                                                       

 

üçüncü dereceden lineer olmayan orantılı gecikmeli diferansiyel denklemi 

 

                                                                          

 

başlangıç şartları ile verilmiş olsun. Bu problemin gerçek çözümü           dir. 

Eğer burada         alınırsa      fonksiyonu 
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      (4.4.74) 

biçiminde elde edilir. Diğer yandan başlangıç koşulundaki          fonksiyonunu elde 

edebilmek için 
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0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

120 7 0 0 0 0 0 0

0 840 3 0 0 0 0 0

840 11 0 504 55 0 0 0 0

0 1512 39 0 792 91 0 0 0

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  

 

 

biçiminde olan 7x7 tipindeki    matrisi kullanılarak 
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denklemi bulunur. Şimdi ise (4.4.74) denkleminde   yerine 
 

 
 yazılır ve elde edilen 

(4.4.75) denklemi ile beraber problemde yerine konulursa 
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denklemini elde edilir. Diğer yandan                             bilinmeyen 

katsayılarını bulabilmek için           adet denkleme ihtiyaç vardır. (4.4.74) 

denkleminden ve D matrisi kullanılarak yazılan başlangıç koşullarından 

yararlanılarak 

  

                                                        

    

 

                                                

                                                                                                

 

                                                         

                                                                                                                    

 

denklemleri bulunur. Geriye kalan 4 denklemi elde edebilmek için 4.4.76 

denkleminde   yerine     7. derece ötelenmiş Legendre polinomunun ilk dört kökü 

olan          ,                                 değerleri sırası ile yerine 
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yazılır. Böylece 7 adet lineer olmayan denklem sistemi elde edilir. Bu lineer olmayan 

denklem sistemi MATLAB programı yardımıyla çözüldüğünde     katsayıları 

bulunmuş olur ve bu katsayılar da yerine konularak      yaklaşık çözümü elde 

edilmiş olur.  

 

Bu problemin     ve     değerleri ile hesaplanan yaklaşık çözümleri, 

13. derecen polinom kullanılarak uygulanan ayrıştırma metodu [42] ile ve 9. derece 

polinom alınarak hesaplanan Adomian ayrıştırma metodu [39] ile kıyaslaması 

yapılmış ve mutlak hata tablosu ise aşağıdaki gibi verilmiştir. 

 

Tablo 4.4.7. Mutlak hata tablosu 

5 6 13

9

Adomian
Nümerik Nümerik Ayrıştırma

Ayrıştırma
Metot,  Metot,  Metodu,  [42]

Metodu,  [39]

0.1 2.54 - 09 5.37 -10 0.0 1.02 -15

0.2 3.24 - 09 1.39 - 09 0.0 5.28 -13

0.3 2.11 - 08 1.59 - 09 0.0 2.02 -11

0.4 1.44 - 08 7.06 - 09 0

it
E E E

E

e e e

e e e

e e e

e e .0 2.69 -10

0.5 1.21 - 07 3.52 - 09 2.61 - 09 2.00 - 09

0.6 1.42 - 07 3.27 - 08 1.04 - 08 1.03 - 08

0.7 2.48 - 06 6.05 - 08 4.07 - 08 4.12 - 08

0.8 1.11 - 05 1.05 - 06 1.38 - 07 1.36 - 07

0.9 3.47 - 05 5.08 - 06 4.00 - 07 3.92 - 07

1 8.87 - 05 1.67 -

e

e e e e

e e e e

e e e e

e e e e

e e e e

e e 05 1.03 - 06 1.00 - 06e e
 

 

Tablodan da anlaşılacağı gibi düşük   değerleri alınarak uygulanan bu metot 

ile aynı başlangıç değer probleminde yüksek polinomlar alınmak sureti ile uygulanan 

metodun hemen hemen aynı hata oranına sahip olduğu gözlemlenmiştir. Bu yüzden, 

Legendre polinomları kullanılarak uygulanan dalgacık metodu, kıyaslanan her iki 

metottan da etkili olduğu söylenebilirdir. 
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Problem 8.  

 

            
 

 
                           

 

altıncı dereceden lineer olmayan orantılı gecikmeli diferansiyel denklemi 

 

                                    

                                                                           

 

başlangıç koşulları ile ele alınsın. Problemin gerçek çözümü           dir ve 

çözüm olarak         olarak ele alınsın. Bu problem altıncı mertebeden bir 

denklem içerdiğinden dolayı 7x7 boyutundaki               ve    matrislerinin 

oluşturulması gerekmektedir. 7x7 boyutundaki   ,    ve    matrisleri önceki 

problemlerde elde edilmiştir. Aynı boyuttaki        ve     matrisleri ise   

 

   

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

5040 0 0 0 0 0 0

0 5040 33 0 0 0 0 0

20160 13 0 11088 65 0 0 0 0

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  

 

 

   

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

30240 11 0 0 0 0 0 0

0 110880 39 0 0 0 0 0
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0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

665280 13 0 0 0 0 0 0

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

şeklinde bulunur. Bu taktirde      ve         fonksiyonları için  
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denklemleri bulunur. 4.4.80 ile ifade edilen başlangıç koşulları kullanılarak ise 

 

            

                                                       

                 (4.4.83) 
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      (4.4.85) 

 

                 

                                                                

 

                 

                                                             

 

                 

                                                               

 

denklemleri elde edilir. (4.4.81) ve (4.4.82) denklemleri (4.4.79) denkleminde yerine 

yazılırsa  
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denklemi bulunur. Diğer yandan                             bilinmeyen 

katsayılarını bulmak için           adet denkleme ihtiyaç duyulur. İlk altı 

denklem (4.4.83) – (4.4.88) denklemlerinden elde edilir. Geriye kalan bir adet 

denklem ise (4.4.89) denkleminde   yerine     7. derece ötelenmiş Legendre 
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polinomunun ilk kökü olan           değeri yerine yazılarak elde edilir. Böylece 

yedi adet lineer olmayan denklem sistemi elde edilmiş olur. Elde edilen bu denklem 

sistemi MATLAB programı yardımıyla çözülür ise      yaklaşık fonksiyonu için 

gerekli olan bilinmeyen     katsayılarını bulunur. 

 

Aşağıdaki tabloda problemin gerçek çözümü, nümerik çözümü ve her iki 

çözüm arasındaki mutlak hata değerleri yer almaktadır. Tablodan da anlaşılacağı gibi 

altıncı dereceden bir probleme altıncı dereceden bir polinomla yaklaşıldığında bile 

noktadan sonra en az beş basamağa kadar gerçek çözüm ile nümerik çözüm aynı 

değeri almaktadır. Bu ise uygulanan metodun yüksek mertebeden lineer olmayan 

denklemlerin çözümü için dahi çok daha iyi sonuç verdiğini göstermektedir. 

 

Tablo 4.4.8. Gerçek çözüm ile nümerik çözümün karşılaştırılması 

Gerçek Çözüm Nümerik Çözüm Mutlak Hata

6 6 6

0.1 0.995004165278026 0.995004165278227 2.01616501271928 -13

0.2 0.980066577841242 0.980066577806563 3.46787043525865 -11

0.3 0.955336489125606 0.955336487827882 1.

it
M M M

e

e

  

29772448342891 - 09

0.4 0.921060994002885 0.921060979620032 1.43828530196899 - 08

0.5 0.877582561890373 0.877582472305420 8.95849524562564 - 08

0.6 0.825335614909678 0.825335220984428 3.93925250197213 - 07

0.7 0.764842

e

e

e

e

187284489 0.764840818192666 1.36909182280043 - 06

0.8 0.696706709347165 0.696702695682056 4.01366510993650 - 06

0.9 0.621609968270664 0.621599626525754 1.03417449105470e-05

1 0.540302305868140 0.540278227546903 2.407

e

e

83212364093 - 05e
 

 

4.5. Yakınsaklık Analizi 

     , Hilbert uzayını temsil etmek üzere      ve      , [0,1] aralığında     

                  
 

 
 iç çarpımı ile tanımlanan bu uzaydaki herhangi iki 

fonksiyon olsun. (3.1.2.1) denkleminden de bilindiği üzere          
 

        

   fonksiyonu       üzerinde ortonormal dalgacık bazını ifade etmektedir [63]. Bu 

da [0,1] kapalı aralığında tanımlı herhangi bir      fonksiyonunun (4.3.1.3) ve 

(4.3.2.3) denklemindeki gibi dalgacık bazlarının sonsuz seri açılımı ile 
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genişletilebileceğini göstermektedir. Diğer yandan                  ,      

için iç çarpımı temsil etmek üzere  

 

               

 

   

 

 

ifadesinin (4.3.1.1) ve (4.3.2.1) ile ifade edilen denklemlerin bir çözümü olsun.   , 

kısmi toplamlar dizisi olmak üzere serinin     ‟ye yakınsadığını gösterebilmek için 

   dizisinin Hilbert uzayı üzerinde bir Cauchy dizisi olduğunu göstermek 

gerekmektedir. Bunu ispat etmek için 

 

             ve                 olarak alalım. Bunun yanında  

     olmak üzere 

 

           

 

   

                                 

 

   

                           

 

biçiminde ifade edilen kısmi toplam dizileri olsun. Bu taktirde  

 

                          

 

   

             

 

   

        

       

 

   

       
 

 

   

 

 

şeklinde yazılır. Öte yandan (4.5.1) denkleminden 

              

 

   

         

 

   

         

 

     

 

 

olur. Bu eşitliğin her iki yanının normu alınırsa 
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denklemi elde edilir. Bessel eşitsizliğini kullanarak,     iken      
  

      

dizisinin yakınsaması nedeni ile     dizisinin, Hilbert uzayında yakınsak bir dizi 

olduğu açıkça görülür ve bu dizi bir   toplamına yakınsar. Böylece 

 

                                               
   

             

    
   

                 
   

         

 

   

          

    
   

   

 

   

                    
   

           

 

olduğu görülür. Sonuç olarak                  ‟dır ve buradan        elde 

edilir. Diğer bir deyişle              
 
    olarak yazılır [51,68]. 

 

4.6. Hata Sınırı 

Lemma 4.6.1.               ile tanımlı m kez türevlenebilen bir fonksiyon 

olduğunu kabul edelim. Bu taktirde                    
   

    
    yaklaşımı 

     fonksiyonu ile birlikte göz önüne alındığında 

 

           
 

     
   
       

                                                 

 

biçiminde bir ortalama hata sınırına sahiptir [58]. 

 

İspat 4.6.1. [58] [0,1] kapalı aralığını  
 

  
 
   

  
  biçiminde çok küçük aralıklara 

bölelim. Burada     , bu alt aralıklardaki minimum ortalama hataya sahip 

m.dereceden        polinomu vasıtası ile yaklaşık olarak hesaplanır. Bu taktirde 
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maksimum hata tahmini,      fonksiyonunu interpole eden bu polinom için 

kullanılır. Böylece 

 

                             

 

 

                   

 
   

  

 

  

    

   

                  

   

  

 

  

    

   

    
 

     
   
       

          

 

  

   

  

 

  

    

   

 

   
 

     
   
       

          

 

  

 

 

  
 

     
   
       

          

 

                

 

elde edilir. Burada      ,      ‟nin m.dereceden bir interpolasyonudur. Sonuçta 

(4.6.2) denkleminin her iki tarafının karekökünü alınırsa (4.6.1) denklemi bulunmuş 

olur. 
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5. SONUÇ 

 

Bu çalışmada Legendre metodu, lineer ve lineer olmayan gecikmeli 

diferansiyel denklem tiplerinin her ikisine de uygulanmıştır. Legendre dalgacık 

türevleme matrisi kullanılarak, ele alınan problemlerdeki diferansiyel denklem ve 

başlangıç koşulları ile cebirsel denklem sistemi elde edilmiş ve bu denklem sistemi 

bilinmeyen     katsayıları için çözülmüştür. Denklem sistemlerinin çözümünde 

MATLAB programından yararlanılmıştır. Elde dilen bu çözümler, önceden 

tanımlanan çözüm fonksiyonunda yerine konularak yaklaşık çözümler elde 

edilmiştir. 

 

İlk üç problemde orantılı gecikmeli nötr diferansiyel denklemler ele 

alınmıştır. Sonuçlar hem analitik çözümlerle hem de literatürdeki diğer nümerik 

çözümlerle kıyaslanmıştır. İlk iki problemde, uygulanan nümerik metodun, polinom 

formunda çözüme sahip problemler için analitik çözüme eğilim gösterdiği 

gözlemlenmiştir. Üçüncü problemde ise sadece dördüncü mertebeden polinom 

kullanılarak yüksek doğrulukta sonuçlar bulunmuştur.  

 

Son beş problemde ise Legendre dalgacık metodu, yüksek mertebeden lineer 

olmayan orantılı ve değişken gecikmeli diferansiyel denklemlere uygulanmıştır. 

Metodun yeterliliğini gösterebilmek adına denklemler altıncı dereceye kadar 

incelenmiştir. Yüksek mertebeden denklemlerin nümerik çözümleri için oldukça 

küçük   değerleri kullanılarak düşük hata payına sahip nümerik sonuçlara 

ulaşılmıştır. 

 

Dolayısı ile Legendre dalgacık metodu, ele alınan bu denklem türlerine kesin 

ve yaklaşık çözümler üretebilmek için oldukça etkili, pratik ve uygun bir 

yaklaşımdır. Literatürdeki diğer metotlarla kıyaslandığında ise ele alınan bu metodun 

daha verimli olduğu gözlemlenmiştir. 
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