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Bu tez, lineer ve lineer olmayan adi gecikmeli diferansiyel denklem tiplerini
iceren baglangic deger problemlerini ¢6zmek i¢in Legendre dalgacik metodunu
sunmustur. Legendre dalgacik metodu ile tiirevleme matrisi kullanilarak ele alinan
diferansiyel denklem ve baslangi¢ kosullari cebirsel denklem sistemine dondistiiriiliip,
daha sonra bu denklem sisteminden elde edilen katsayilarla fonksiyon yaklagimi
yapilarak yaklagik ¢6ziim elde edilmektedir.

Bu yontem, bir¢cok gecikmeli diferansiyel denklem tipine uygulanmustir.
Sonuglar, grafikler ile desteklenmis ve ¢oziimler analitik ¢oziimle ve literatiirdeki

diger niimerik ¢ozlimler ile kiyaslanarak mutlak hata tablolar1 olusturulmustur.

Uygulanan metodun, incelenen bu denklem tiplerine kesin ve yaklasik
cozlimler tiretebilmek i¢in oldukga etkili ve uygun bir yaklagim oldugu goriilmiistiir.

Anahtar Kelimeler: Legendre Dalgaciklar, Notr Diferansiyel Denklemler,
Lineer Olmayan Adi Diferansiyel Denklemler, Degisken Gecikme, Kesirli
Gecikme.
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This thesis presents the Legendre wavelet method to solve initial value
problems involving linear and nonlinear ordinary delay differential equations. The
differential equations together with the given initial conditions are transformed into a
system of algebraic equations by using operational matrix of differentiation. Then the
approximate solution is obtained from the function approximation with the
coefficients obtained from this system of equations.

This method is applied to several types of delay differential equations. The
results are presented in terms of graphs. The solutions are compared with the
analytical solution and numerical solutions in the literature when available.

It is observed that the proposed method is a very effective and suitable

approach in order to obtain either the exact or the approximate solutions to indicated
types of differential equations.
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1. GIRIS

Dalgacik analizinin fikri Fourier analizine dayanir. Fourier doniisiimii 19.
yizyilda Fransiz matematik¢i Jean-Baptiste Fourier tarafindan bulunan bir
yontemdir. Fourier’in teorisine gore bir sinyal cesitli genlik ve frekanslardaki siniis
ve kosiniis dalgalarinin toplami cinsinden yazilabilir [1]. Burada sinyal, fiziksel bir
buytikligl veya degiskeni matematiksel olarak ifade eden bir fonksiyondur. Genel
olarak bir sinyal zaman veya uzay tanim kiimesinde ifade edilir. Verilen bir sinyalin
tasidigr bilgilerin analizinin yapilabilmesi i¢in frekans tanim kiimesine taginmasi
gerekir. Fourier donilistimii sayesinde zaman tanim kiimesinden frekans tanim
kiimesine ge¢is saglanir. Doniisiim yoluyla sinyal farkli genlik ve fazlara sahip siniis
ve kosiniis temel fonksiyonlarina ayrisir. Frekans tanim kiimesinde bu temel

fonksiyonlarmn her birisinin sinyalin olusumundaki katkisi ifade edilir.

Fourier doniisiimii, basta sinyal ve goriintii isleme olmak {izere miihendisligin
ve bilimin birgok alaninda kullanilan etkili bir yontem olmasina ragmen bazi
dezavantajlara da sahiptir. Bunlardan birisi, doniisiim uygulandiktan sonra zaman
¢oziinlirliik bilgisinin kaybolmasidir. Bir bagka deyisle, Fourier doniisiimii sinyalin
sahip oldugu tiim frekans bilgisini elde etse de bu frekanslarin zamanin neresinde
varoldugunu tespit edemez. Fourier doniisiimiiniin bu konudaki eksikligine yonelik
ilk calisma 1946 yilinda Macar asilli Ingiliz fizik¢i Dennis Gabor tarafindan
yapilmistir. Gabor’in “Kisa Zamanli Fourier Doniisimii (STFT)” yontemi ile bir
sinyal yeterli biiylikliikteki parcalara ayrilir ve sinyalin ayrilan her bir parcasinin da
duragan oldugu farz edilir [2]. Bu ayirma islemi, zaman gore yerlestirilmis bir
pencere yardimi ile yapilir. Burada biitiin olarak g6z Oniine alinan bir sinyalin
analizinde boyutu sabit tek bir pencere kullanilir. Bu yiizden ayrilan pargalarin
boyutu kullanilan pencere ile aynidir. Her bir pencerelenmis parca igin Fourier
doniistimii uygulanir ve bu sayede her parga i¢in zaman-frekans bilgisi elde edilir.

STFT ile sinyal, zaman ve frekansin iki boyutlu bir fonksiyonuna eslenir [3].

Fourier doniisiimiinde oldugu gibi, STFT’de de bazi yetersiz durumlar s6z
konusudur. 1970’lerin sonlarinda, Fransiz jeofizik miihendisi olan Jean Morlet, kisa
zaman aralikli ¢ok yiiksek frekans bilesenlerine ve uzun zaman aralikli ¢ok diistik

frekans bilesenlerine sahip sinyalleri analiz etme problemi ile karsilasmistir [4]. Bir



baska deyis ile sinyalin sahip oldugu biitiin frekanslar i¢in boyutu degismeyen bir
zaman penceresi kullanilmis ve bu durum zaman-frekans analizi i¢in en kesin
sonuglart vermedigi gozlemlenmistir. 1982 yilinda Morlet ve ¢alisma arkadaslari,
duragan olmayan sinyal analizi i¢in dalgacik (wavelet) doniisiiminii
tanimlamiglardir. Dalgacik doniisiimii, bir sinyalin zaman-6lgek analizini yapabilmek
icin kullanilmaktadir. Dalgacik analizinde, Fourier analizinde oldugu gibi bir sinyalin
cesitli frekanslardaki siniis ve kosiniis dalgalarina ayristirilmasindan farkli olarak bir
sinyal, “mother wavelet” yani “ana dalgacik™ denilen bir fonksiyonun 6l¢eklenmis ve
otelenmis versiyonuna ayristirilir. Olgekleme, dalgacigm genisletilip daraltilmasina
verilen addir. Oteleme ise dalgacigin zaman ekseni iizerinde kaydirilmasidir.
STFT’de kullanilan pencere fonksiyonunun gorevini burada dalgacik fonksiyonlari
yerine getirir [5]. Dalgacik doniisiimiinde STFT’de oldugu gibi belirli bir boyuttaki
pencere fonksiyonunun aksine boyutu degisebilen pencere fonksiyonu kullanilir. Bu

da frekans ¢oziiniirliiglinlin ayarlanabilmesi agisindan olduk¢a énemlidir.

Dalgacik kavraminin kaynagi, 20.yilizyilin baslarinda Alfred Haar’in yaptigi
caligmalara dayanmaktadir. Haar dalgaciklari, dalgaciklar ailesinin en basit dalgacik
ornegi olarak kabul edilmektedir. 1982 yilinda Morlet’in yaptig1 calismalarin
akabinde, 1984 yilinda Morlet ve Grossman kuantum fizigi baglaminda dalgaciklar
genis anlamda yeniden tanimlamiglardir [6]. 1985 yilinda Fransiz matematik¢i olan
Yves Meyer, ortogonal dalgacik baz fonksiyonlarini ¢ok iyi zaman ve frekans
lokalizasyonunu ile tanimlamis ve Haar dalgaciklarindan sonra ikinci ortogonal
dalgacik olarak kabul edilen Meyer dalgaciklarini olusturmustur [4]. Haar
dalgaciklarinin siirekli olmayip bu yiizden de tiirevlenebilir olmamalara karsin
Meyer dalgaciklar siirekli tiirevlenebilir dalgaciklardir. Fakat bu dalgaciklar ise
kompakt dayanakli degildir. 1988 yilinda, Belgika’li bir kadin matematik¢i olan
Ingrid Daubechies, kompakt dayanakli ortogonel dalgaciklari insa etmenin sistematik
bir yontemini bulmustur [7]. Yine ayn1 yil igerisinde Meyer ve Mallat, ayrik dalgacik
dontigiimii i¢in uygulanan Coklu Coziiniirliik Analizi’'ni (MRA) gelistirmigtir. 1992
yilinda Mallat, ¢oklu c¢oziiniirliik analizinin 6zelliklerinden elde edilen Hizli
Dalgacik Dontigiimii’nti (FWT) o6ne stirmiistiir [8]. Daha sonraki yillarda, baska
dalgacik tabanli fonksiyonlardan ve MRA algoritmas1 {iizerinde yapilan
degisikliklerden yararlanilarak, dalgacik analizi {izerinde yapilan caligmalara devam

edilmistir.



Son yillarda ise birgok farkli tiirde denklem ve probleme Legendre dalgacik
metodu uygulanarak niimerik ¢ézlimler elde edilmistir. Bu yontem, tekillik iceren
problemlerde oldukga etkili oldugu i¢in son yillarda yaygin olarak kullanilmustir.
2000-2010 wyillar1 arasindaki ¢alismalara bakildiginda, Razzaghi ve ark. [9]
varyasyonel problemlerin ¢oziimiinde Legendre dalgaciklarini kullanarak dogrudan
hesaplamali bir metot bulmus ve Legendre dalgaciklarinin kullaniminin 1s1 iletimi
problemleri i¢in ger¢ek ¢6ziim saglayabildigini gostermislerdir. Zhang ve ark. [10]
Legendre dalgaciklarinin oOteleme 6zelligini kullanarak genisletilmis Legendre
dalgaciklarini tiiretmis ve lineer bir denklem icin yaklasik ¢6ziim hesaplayarak
gercek ¢oziime ¢ok yakin sonuglar bulmuslardir. Aghazadeh ve ark. [11] Legendre
dalgacik metodunu tekil integral-diferansiyel denklemlerine uygulamis ve elde
ettikleri sonuglarla literatiirde yer alan diger Galerkin metotlarmimn kiyaslamasini
yapmuglardir. Yousefi ve ark. [12] lineer olmayan Volterra-Fredholm integral
denklemleri i¢in daha dogru yaklasik c¢coziimler elde edebilmek igin Gauss
integralleme  metodundan  yararlanarak  Legendre dalgacik  yaklagimim
kullanmiglardir. Daha sonra Yousefi [13] integral operatorii yardimiyla Lane-Emden
denklemlerini integral denklemlerine doniistiirmiis ve bu denklem tipini igeren

baslangic¢ deger problemlerine Legendre dalgacik yontemini uygulamistir.

Daha sonraki yillarda ise Mohammadi ve ark. [14] Legendre dalgacik
metodunun lineer olmayan Riccati diferansiyel denklemlerinin ¢6ziimiinde Adomian
ayristirma metodu (ADM), homotopi pertiirbasyon metodu (HPM) ve varyasyonel
iterasyon metoduna (VIM) kiyasla ¢cok daha iyi sonuglar verdigini gostermistir. Bu
yazar ve arkadaslari ileriki caligmalarinda, yeni bir Legendre dalgacik tiirevleme
matrisi tanimlamis, bu matrisin lineer ve lineer olmayan diferansiyel denklem iceren
baslangic ve smir tekil deger problemlerinde basit ve anlasilir bi¢imde
uygulanabilecegini ortaya koymuslardir [15]. 2011 yilinda ise bu yazarin Mohyud-
Din ile beraber yaptiklari ¢alismalarinda tiirevleme matrisinin Caputo anlaminda
kesirli mertebeden tlireve sahip denklemler icin genellemesini tanitmislar ve
devaminda ise Bagley-Torvik kesirli mertebeden sinir deger problemleri iizerinde de

ayrica ¢alismiglardir [16].

Legendre dalgaciklar ile yapilan hesaplamalar1 gelistirebilmek adma Yin ve

ark. [17] Legendre dalgacik metodunu Picard iterasyon metodu ile birlestirerek elde
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ettikleri bu metodu (LWPIM) lineer olmayan baslangic deger problemlerinin
¢oziimiinde de kullanmislardir. Ayni sekilde Dizicheh ve ark. [18] Legendre dalgacik
spektral metoduna dayali bir algoritma gelistirerek metotlarini salinimli baglangig

deger problemlerine uygulamislardir.

Literatiirde Legendre dalgacik metodu sadece belirli kosullar altinda ele
alman bir diferansiyel denkleme degil, aym1 zamanda farkli tiirden denklem
sistemlerine de uygulanmistir. Ahmad ve ark. [19] lineer ve lineer olmayan adi
diferansiyel denklem sistemlerinin ¢6ziimiinde kiiclik boyutlarda olusturulan
tirevleme matrisi ile yiiksek dogrulukta sonuglar elde etmislerdir. Ayni sekilde
Kumar ve ark. [20] Legendre dalgacik siralama metodunu lineer ve lineer olmayan
gecikmeli diferansiyel denklem sistemine uygulayarak en diisilk degerde hesaplama
ile yiiksek dogruluk derecesine ulagmiglardir. 2018 yilinda ise Seger ve ark. [21]
Legendre ve 6telenmis Legendre polinomlarinin 6nemli 6zelliklerini kullanarak bazi
belirli kosullar altinda tanimladiklar1 kesirli tiirevli operasyon matrisini, kesirli
diferansiyel denklem sistemine uygulamis ve ele aliman metodun etkili ve

uygulanabilir oldugunu dogrulamislardir.

Bu tezde ise Legendre dalgacik metodu, orantili gecikmeli notr diferansiyel
denklemlere ve yiiksek mertebeden lineer olmayan degisken ve orantili gecikmeli adi
diferansiyel denklemlere uygulanmistir. Notr diferansiyel denklemler, fonksiyonel
diferansiyel denklemlerin 6nemli bir alt konusudur. Popiilasyon dinamiklerinin ve
bulasici hastaliklarin modellenmesinde, salinim teorisinde, elektrodinamik, astrofizik
gibi bilim dallarinda bu tip denklemler yaygin olarak kullanilmaktadir. Literatiirde
notr diferansiyel denklemler {izerine birgok niimerik metot uygulanmistir. Chen ve
ark. [22] varyasyonel iterasyon metodunu, Gheneai ve ark. [23] modifiye edilmis
varyasyonel metodunu, Abolhasani ve ark. [24] yeni bir homotopi pertiirbasyon
metodunu ve Padé yaklasimini, Sakar [25] ve Biazar ve ark. [26] homotopi
pertiirbasyon metodunu, Rebenda ve ark. [27] Taylor yaklagimini, Bhrawy ve ark.
[28] Legendre Gauss siralama metodunu (LGCM), Ghomanjani ve ark. [29] Bezier
kontrol noktalar1 metodunu, Lv. ve ark. [30] ¢ekirdek dogurucu Hilbert uzayi
metodunu (RKHSM), Ibis ve ark. [31] Hermite polinomlarina dayali siralama
metodunu, Bellen ve ark. [32] birinci mertebeden iki adimli Runge-Kutta metodunu,

Wang ve ark. [33] One-leg 6 metodunu, Yiizbasi ve ark. [34] 6telenmis Legendre
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metodunu, Sedaghat ve ark. [35] ise Chebyshev polinomlarini kullanarak nétr
diferansiyel denklemlerin yaklasik ¢oziimleri igin niimerik yaklagimlarda

bulunmuslardir.

Dogada gerceklesen birgok silire¢ gecikme igerir. Miihendislik, fizik, tip,
biyoloji, ekonomi ve finans gibi bir¢ok alanda karsilasilan problemlerin biiyiik bir
kisminda gecikme s6z konusudur ve bu problemlerin ger¢ek¢i modellemelerinin
yapilabilmesi i¢in ge¢mis durumlarin da hesaba katilmasi gerekir. Gegmis
durumlardan bagimsiz bir sekilde olusturulan modeller genellikle adi diferansiyel
denklemler (ADD) ile ifade edilir. Bu tarz modellerdeki degisim oran1 gegmise bagl
olmayip sadece o andaki zamana baghdir. Fakat bu siireclerde ¢ok kiigiik gecikme
miktarlar bile ¢ok 6nem arz etmektedir. Ciinkii en ufak bir gecikme mevcut sistemde
¢ok biiyiik degisikliklere neden olabilmektedir. Bu tarz gecikmeleri dikkate alarak
olusturulan modeller ise gecikmeli diferansiyel denklemler (GDD) ile ifade edilir

[36]. GDD’ler sabit gecikmeli, orantili gecikmeli veya degisken gecikmeli olabilirler.

Sabit ve kesirli gecikmeli lineer olmayan diferansiyel denklemlerin yaklasik
¢oziimlerini bulabilmek icin literatiirde bir¢ok niimerik metot uygulanmistir. Bu
metotlara, Aboodh doniisim metodu (ATM) [37], Adomian ayristirma metodu
[38,39,40], kuvvet serileri metodu [41], ayristirma metodu [42], diferansiyel
doniisim metodu [43], varyasyonel iterasyon metodu [44], Spektral metodu [45],
yarl lineerizasyon teknigi [46], Runge-Kutta-Fehlberg metodu [47], Homotopi
pertiirbasyon metodu [48], varyasyonel yaklagim [49], Otelenmis Legendre
polinomlar1 [34,50] ve First Boubaker polinom yaklagimi [52] 6rnek olarak

verilebilir.

Diger taraftan, degisken gecikmeli lineer olmayan diferansiyel denklemler
tizerine de literatiirde bazi ¢alismalar bulunmaktadir. Benhammouda ve ark. [53]
diferansiyel doniisiim metodunun (DTM) modifiyeli versiyonu ile birlestirdikleri
coklu basamak metodunu ileri slirmiislerdir. Wang ve ark. [54] bu tip degisken
gecikmeli diferansiyel denklemlerin yaklasik ¢oziimleri i¢in Legendre-Gauss
siralama metodunu tanitmiglardir. Ismail ve ark. [55] Hermite interpolasyonunu
kullanarak Runge-Kutta metodunu uygulamislardir. Giimgiim ve ark. [56] degisken

gecikmeli integral-diferansiyel denklemlerin ¢6ziimiinde Lucas polinomlarmni
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kullanarak yeni bir matris siralama teknigini ele almiglardir. Vanani ve ark. [57]
tarafindan bu tip denklemlerin ¢oziiminde Kuvvet ve Padé seri metodu
kullanilmustir. Literatiirde, Legendre dalgaciklari Kumar ve ark. [20] tarafindan
belirli baglangi¢ ve siir degerleri altinda birinci mertebeden lineer ve lineer olmayan
sabit gecikmeli diferansiyel denklem sistemlerine uygulanmigtir. Hafshejani ve ark.
[59] ise bu metodu birinci mertebeden kesirli gecikmeli denklemlerin ¢oziimiinde ele

almislardir.

Bu c¢alismada, ayrica ayrik dalgaciklardan biri olan Legendre dalgaciklari
metodu kullanilarak, lineer ve lineer olmayan denklem tiplerinin her ikisine de
uygulanmistir. Legendre dalgaciklarinin  olusumunda kullanilan  Legendre
polinomlariin tercih edilmesinin en 6nemli sebebi, polinomun ortonormal yapisinin
sayisal hesaplamalarin maliyetinde ve isleyis siiresinde olduk¢a onemli bir diisiis
saglamasidir. Legendre dalgacik metodu ile yiiksek mertebeden denklemler, dnce
cebirsel denklem sistemine donistiriilir, daha sonra bu denklem sisteminden elde
edilen katsayilarla fonksiyon yaklasimi kullanilarak yaklasik ¢oziim elde edilir.
Denklem sisteminin ¢oziimiinde oOtelenmis Legendre polinomlarnin  kokii
kullanilmaktadir. Bunun sebebi ise ele aldigimiz bu kokler ile yeterli dogrulukta
yaklagik ¢oziimlerin bulunmasidir. Elde edilen sonuglar, grafikler ile desteklenmis
ve ele alinan problemler literatiirdeki diger niimerik metotlar ile karsilagtirilmasi

yapilarak mutlak hata tablolar1 olugturulmustur.

1.1. Tezin Plam

Bu tez calismasi bes boliimden ibarettir. Birinci boliimde, Fourier analizinden
dalgacik analizine kadar gegen siirede sinyal analizinde uygulanan yontemlerden ve
daha sonrasinda da dalgacik kavrami c¢ergevesinde yapilan caligmalardan
bahsedilmistir. Ikinci béliimde, Legendre polinomlart ele alinmistir. Ugiincii
boliimde, dalgaciklar ve dalgacik doniistimlerinden bahsedilmis ve dalgaciklarin bazi
onemli Ozellikleri verilmistir. Dordiincli boliimde, cesitli denklem tipleri igeren
baslangi¢c deger problemlerine Legendre dalgacik metodu uygulanmis, sonuglar
grafik ve mutlak hata tablolar1 ile desteklenmistir. Besinci boliimde ise elde edilen
sonuglara  dayanilarak metodun ele almman problemlere uygunlugundan

bahsedilmistir.



2. GENEL BIiLGILER

2.1. Legendre Polinomlari

Legendre diferansiyel denklemi

d’y dy
— 2y 2 _ - =
1=-x)=5—-2x—+nn+1Dy=0, n>0, [x[]<1 (2.1.1)

bi¢iminde ikinci mertebeden, +1 noktalarinda kaydirilabilir tekillige sahip bir
diferansiyel denklemdir [60]. Bu denklemin ¢6ziimiinden n. dereceden Legendre

fonksiyonlar1 elde edilir. Denklemin genel ¢6ziimii

y =pP(x) +q0,(x), Ix[<1

bi¢ciminde ifade edilir. Burada P, (x) birinci tiir Legendre fonksiyonlarini ifade eder

ve

dar
2
znn!W(x - 1)11 (212)

Pn(x) =

seklinde temsil edilir. Q,,(x) ise ikinci tiir Legendre fonksiyonlarini ifade eder ve

040 = 5 PuC)In (1= )

bigiminde tanimlanir. n=0,1,2,...degerleri i¢in B,(x) Legendre polinomlar1 olarak

adlandirilir ve (2.1.2) denklemi ile gosterilen ifade Rodrigues formiilii olarak bilinir.

(2.1.1) denklemi ile gosterilen Legendre diferansiyel denkleminin genel
¢ozimii Frobenius yontemi kullanilarak elde edilebilir. x,, (2.1.1) denkleminin bir

diizgiin tekil noktas1 olmak iizere (2.1.1) denkleminin

©o
y = xTZ agx®

k=0



ile ifade edilen bir ¢6ziimii oldugunu kabul edelim. Bu taktirde r = 0 igin yukaridaki

serinin agilimi

y = a,xk

1)
k=0

denklemi ile ifade edilir. Buradan da tiirevleri y' ve y"

y" = > k(k - Dagr*?

k=0

bigiminde elde edilir. Elde edilen bu denklemler (2.1.1) denkleminde yerine yazilirsa
(1-x?) Z k(k — Dagx*2 - 2x z kayx*t+nn+1) Z axk=0
k=0 k=0 k=0
bulunur. Bu denklemin diizenlenmesi ile

Z k(k — 1Da,x*? — Z k(k — Dagx® —2 Z ka,x* + n(n + 1) Z apx® =0
k=0 k=0 k=0 k=0

oldugu goriiliir. Burada indis kaydirmasi yapilarak

Z(k +2)(k + Dag,x* — Z k(k — Dagx* —2 Z ka,x®
k=0 k=0 k=0

+n(n+1) Z agx® =0 (2.1.3)
k=0

elde edilir. (2.1.3) denkleminin yeniden diizenlenmesi ile



Z[(k + 2)(k + D]agspxd — Y [k(k — 1) + 2k — n(n + D]agxk = 0

o
k=0 k=0

ve
Z[(k + 2)(k + D]ag,, x¥ + Z[—k(k — 1) = 2k + n(n + D]agxk
k=0 k=0
=0 (2.1.13)
dolayist ile de
(k+2)(k + Dagys + (—k(k+ 1D +n(n+ 1))a, =0 (2.1.4)

denklemine ulasilir. Simdi de (2.1.4) denkleminden

_k(k+1)—nn+1)
T2 =T D (k+2) Ok

[n+ (k+ D](n—k)
e+ Dk+2) *

bicimindeki tekrarlama bagintisi elde edilir. Katsayilarin bir kismi

k=0igina, = —""Hq,

P __ @=2)m+3) 5 [(=2)n][(n+1)(n+3)]
k=2igina, = -——"—a,=(-1) 1x2X3x4
k=4 1(;11’1 Ag = _—(n—4)(n+5) a, = (_1)3 NG GAs) MM GAR] Ao

5%6 1X2X3X4X5%X6

bigiminde k’nin ¢ift degerleri igin a, keyfi sabiti cinsinden bulunur. Genel hali ile

cift ¢oziimler ise



Veire(x) =1

O =2k +2) . (n=2)n][(n + D(n +3) ... (n + 2k — 1)]
+kz=1(—1) a0 X2k

denklemi ile ifade edilir. Ayn1 sekilde geriye kalan katsayilar ise

.. (n-1)(n+2)
k=1 1¢1n a5 = —Wal

.. (n-3)(n+4) [(m-3)(n—-D)][(n+2)(n+4)]
k=3iginas = - axs B3 T (=1)? 1X2X3X4X5 a
k =5icina, = — (n-5)(n+6) ag = (_1)3 [(n-5)(n—-3)(n—-D)][(n+2)(n+4)(n+6)] a;

6X7 1X2X3X4X5X6X7

bi¢ciminde k’nin tek degerleri i¢in a; keyfi sabiti cinsinden bulunur. Genel hali ile tek

¢Oziimler
ytek(x) =X
= A =2k+1) ...(n=3)n— DI +2)(n+4) .. (n+20)] ...
+;(_1) 2k + 1)! e

denklemi ile temsil edilir. Sonugta biitiin katsayilar

oo
— k — 2 3
y = apx” = ag +a;x + ax° +azx” + -
=0

seri agiliminda yerine konulursa

1 — 2 D(n+3
y = ag [1 _ n(nz-!l- )] e (n )n(n4-!|- )(n )x4
_ ("—4><n—2>n(n6'+ DOEDOES)
+ay [x (- 1)3('n +2) o (=3)n- 1)5('71 + D@+

]
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oldugu goriiliir. Boylece (2.1.1) denkleminin genel ¢éziimii
y(x) = ao¥eire + A1Yeex

olarak elde edilir. Eger n ¢ift bir say1 ise Ve (x) 1raksar ve ygr(x), x’in gift
kuvvetleri cinsinden ifade edilen n. dereceden bir polinom halini alir. Eger n tek bir

sayl ise Yip(x) 1raksar ve Yo (x), x’in tek kuvvetleri cinsinden ifade edilen
n.dereceden bir polinom sekline doniisiir. Boylece elde edilen bu y ;¢ (x) Ve yier (x)

lineer bagimsiz ¢ozimleri, |x| <1 araliinda yakinsak, |x| > 1 araliginda ve

x = %1 noktalarinda ise iraksaktir. [60].

Tekrarlama bagintist kullanilarak

2n+1
Pn+1(x): n+1

n
xPn(x) - n—-l-lpn_l(x)

biciminde yiiksek dereceden Legendre polinomlar1 kolaylikla temsil edilebilirdir.
Ayni1 zamanda, (2.1.2) denklemi ile ifade edilen Rodrigues formiiliinii kullanilarak

elde edilen ilk bir kag Legendre polinomu

Py(x) =1
Pi(x) =x

1
Py(x) = §(3x2 -1
1
Py(x) = 5 (5x3 — 3x)
Py(x) = %(35964 —30x2% + 3)

1
Ps(x) = 5(63x5 — 70x3 + 15x)

1 6 4 2
Pg(x) = E(Zle —315x* 4+ 105x* — 5)

bi¢imindedir.

11



Psix)

Py Py

-1

Sekil 2.1.1. Birinci tiir Legendre polinomlarinin grafigi

n. dereceden Legendre polinomunun toplam formiilii

o (—DF@r-2k)!
P"(x)=kz=o[k!(n—2k)!(n—k)!]x *

seklindedir [61]. Burada n ¢ift alinir ise N = 2’ n tek alinir ise N = (nz;l) olarak ifade

edilir.

Legendre polinomlari, [-1,1] araligi {izerinde w(x) = 1 agirlik fonksiyonuna

gore ortogoneldir. Ortogonellik

1

f P,(x)B,(x) dx =

-1

mé‘mn m,n e {0,1,2, }

bagintisi ile gosterilir. Burada &,,,, Kronecker delta’dir ve

ile tanimlanir. Buradan da Rodrigues formiilii kullanilarak

1

me(x)Pn(x) dx = Sl

-1 -1

dn
f—Pm(x)(l — x?2)dx
dxm

12



integrali alinir. Yukaridaki denklemde m = n alinirsa

1 1 1
dn (2n)!
2 _ 2\ g — 2
,fdx" P,(x)(1 — x*)"dx = a,n! f(l —x%)dx = il f(l —x*)"dx
-1 -1 -1

(2.1.5)

(2n)!

denklemi elde edilir. Burada a, = TN

P,(x) polinomunun bagkatsayisidir.

(2.1.5) denkleminde n=0,1,2,... degerleri i¢gin 1 — x = 2t olarak alinir ise

j(l — x?)dx = j(l —2)"(1+x)"dx = J(Zt)"(z — 2t)"2dx
-1 -1 0

Fn+ DI(n+1) 22" (n!)?
I'(2n + 2) - (2n+1)!

— 22n+1B(n + 1,Tl L 1) — 22n+1
oldugu goriiliir. Dolaysi ile buradan

f e @m) 2?2
_JI(P"(")) D= a2 @t D Znt 1

n=2012..

denklemi bulunur. Bu da ortogonellik bagintisint dogrulamis olur.

Legendre polinomlart [-1,1] araliginda tanmimhidir. Legendre denkleminin

tekilligini ortadan kaldirabilmek i¢in 6teleme islemi uygulanir. Bu polinomlarin

x > 2x —1

Oteleme fonksiyonu ile [0,1] araliginda 6telenmis Legendre polinomlar1 tanimlanir ve

P,(x) =B,(2x - 1)

ile ifade edilir. Ayni1 sekilde bu polinomlar da [0,1] araliginda ortogoneldir.

13



1
— ~ 1
fpm (x)Pn(x)dx = m(smn
0

bigiminde gosterilir. Otelenmis Legendre polinomlari igin Rodrigues formiilii ise

bigiminde tanimlanir. Bu polinomlardan ilk birkagi

P(x) =1

Pi(x)=2x—1

Py(x) = 6x% —6x + 1

P3(x) = 20x% —30x? + 12x — 1

P,(x) = 70x* — 140x3 + 90x? — 20x + 1

Ps(x) = 252x5 — 630x* + 560x3 — 210x2 + 30x — 1

Po(x) = 924x° — 2772x5 + 3150x* — 1680x> + 420x% — 42x + 1

seklindedir ve elde edilen bu polinomlarda tekillik ortadan kalkmaktadir.
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3.DALGACIKLAR VE LEGENDRE DALGACIKLARI

3.1. Dalgaciklar ve Dalgacik Doniisiimii
(1) ana dalgacik olmak iizere, dalgaciklar

Y5, () = Isl‘%w(tTT), seR", TR, (3.1.1)

seklinde tanmimlanir [62]. Burada s Olgekleme parametresi, T ise Oteleme

parametresidir. Baska bir deyis ile dalgacik, secilen bir ana dalgaciga

1) olgekleme: Y(t) - Y(2t)
2) oteleme:Y(t) - P(t +1)

bigiminde islemlerin uygulanmasi ile elde edilen fonksiyonlar ailesidir. Olgekleme
parametresi frekans ile ters iliskilidir. Burada |s| < 1 alinir ise dalgacik genisletilir
ve bu sebeple diisiik frekans elde edilir. Buradan dalgaciklarin frekansa gore adapte

edilebilir zaman genigleme 6zelligine sahip olduklar1 anlagilir [62].

3.1.1. Siirekli Dalgacik Doniigiimii

Stirekli dalgacik dontisimii (CWT) kisa zamanli Fourier doniisiimiinde
yasanan problemlere alternatif olarak gelistirilmistir. CWT de dalgacik fonksiyonu,
sinyal stiresi boyunca kaydirilip bir 6l¢ek ile ¢arpildiktan sonra zaman alani boyunca

toplanir. Matematiksel olarak CWT
-1 ( t—1
(Wur )0 =181 [ reow () de

bigiminde tanimlanir. Burada f, karesi integrallenebilir bir fonksiyon, w(t;—f)

kompleks eslenik ve |s|~1/? ise normallestirme garpanidir. Bu noktada, f(t)’nin, ters
strekli dalgactk doniistimii ile birlikte ortaya ¢ikan yeni olusumundan

bahsedilmelidir. y(t) € L?(R) olmak iizere
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- 2
Cy = flwl(:l)l dw < oo

bigiminde tanimlanan bu sabitin degerinin bilinmesi gerckmektedir. Burada {(w),
Y(t) fonksiyonunun Fourier doniisimiini, w ise pencere fonksiyonunu temsil
etmektedir. Bu sabitin sonlulugu kosulu “kabul edilebilirlik” kosulu olarak
bilinmektedir ve dalgacik olarak kullanilabilecek L,(R) fonksiyonlarinin simifini

sinirlandirir. Kabul edilebilirlik kosulu

[P w=o =0

gerektirir. Bunun anlami, 1 (t) ’nin Fourier doniisiimii sifir siklikta iken kaybolur. Bir

baska deyisle, zaman tanim kiimesindeki dalgacigin ortalama degeri sifir olmalidir.

foow(t)dt =0

Bu durumda £ (t) nin C,, sabiti ile birlikte yeniden gosterimi

t— T)} dsdt

= fel®)

o= jm jm (W03 st 7

bigiminde ifade edilir [63].

3.1.2. Ayrik Dalgacik Doniisiimii

Stirekli dalgacik doniistimii, “s” 6l¢ekleme parametresi tarafindan pencere
genisligi kontrol edilebilen yapisiyla avantaja sahip olsa da sinyalin tiim 6zelliklerini
belirleyebilmek icin gereginden fazla hesaplama yapmasi acisindan dezavantaja
sahiptir. Bu fazlaligi en aza indirgeyebilmek icin ise ayrik dalgacik doniisimii
(DWT) gelistirilmistir. Burada ayrik dalgaciklar siirekli olarak degil, ayrik

araliklarda 6lgeklenir ve Otelenir.
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DWT, déniisiim alaninda sayilabilen katsayilar kiimesini verir [64]. W,,: L* —

12(Z?%) olmak iizere s, > 1, 7o > 0 ve m,n € Z igin dlgek parametresi T = ntysy

olarak se¢ilen DWT,

1 — nzysf
W@ﬂmm)=J?I]fﬁhPG—§%int

=s0* [ @ wissme - nwae

=< f'wm,n >

bi¢ciminde ifade edilir. Eger s, = 2 ve 1y, = 1 olarak alinir ise

Pma(t) = 272927t —n) (3.1.2.1)
oldugu goriiliir. Bu ise L?(R) iizerinde ortonormal dalgacik bazini ifade eder.

3.1.3. Coklu Coziiniirliik Analizi

Coklu ¢ozinirlik analizi (MRA), Olgekleme fonksiyonlarinin ve
dalgaciklarin olusturulmasinda onemli bir yere sahiptir. Burada bir fonksiyonun
cesitli ¢oziintirliiklerdeki durumlari incelenir. Ele alinan bu fonksiyon, daha karmagik
bir yapidan daha basit bir yapiya ayristirilir ve ayristirilan her parga ayri ayri analiz

edilir. Bunun igin asagidaki tanimlar verilir.

Tamm 3.1.3.1.[66] Coklu ¢oziiniirliik analizi Lebesgue uzaymm, L*(R), alt

uzaylarmin olusturdugu bir seri (V})] € Z olarak tanimlanir ve asagidaki ozellikler

saglanir.

i.Vjch

+

1
il. Ujez Vj uzaymn gerilimi = L, (R)

iii. Njeg V; = {0}
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iv. f(x) eV, & f(277x) eV
v. feVyo f(x—k) eV, vk e Z
vi. {o(t — k)}rez Sisteminde V; ortonormal bir baz olacak sekilde bir v € V|, vardir

ve bu v fonksiyonu 6lgekleme fonksiyonu olarak adlandirilir.
Tamm 3.1.3.2.[66] T € R olmak iizere, teleme operatorii T
T.(f)(x) = f(x — 1) (3.1.3.1)
ile tanimlanir.
Tamm 3.1.3.3.[66] s € Z olmak {izere, diyadik 6l¢ekleme operatorii J,
Js(F)(x) = f(2°x)

bi¢ciminde gosterilir.
Onerme 3.1.3.1. i. Her T € Rigin T, operatorii L?(R) iizerinde bir izometridir.

ii. Her s € Z igin 25/2], operatorii de L?(R) iizerinde yine bir

izometridir.

Onerme (3.1.3.1) kullanilarak veya degisken degistirme uygulanarak Tanim

(3.1.3.1)’de yer alan ve vi. ile belirtilen 6zellik agsagidaki gibi ifade edilebilirdir:
vi*. Her bir j € Z igin {2%<p(21’x - k)} sistemi V; iizerinde bir ortonormal bazdir.

kel

Diger yandan Riesz bazlari, V, € L?(R) alt uzayi i¢in

Pjr(x) = 2//2¢(2/x — k)
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bi¢iminde elde edilir. Burada j. seviyede bir ¢oziimleme ifade edilmektedir. Bu
sekilde ¢ (x) dlgekleme fonksiyonu tarafindan olusturulan L?(R)’nin i¢ ice geg¢mis

alt uzaylarinin dizisi j sonsuza giderken L?(R)‘ye yaklasma egilimi gosterir.

V; uzayindaki herhangi bir f(t) fonksiyonu, bu uzaymn bazlan ile ifade
edilebilirdir. V; c V., ve W; C V;,; olmak iizere V; ve W; uzaylarindaki herhangi

bir fonksiyon V. ; uzayinin bazlar ile temsil edilebilirdir. Matematiksel olarak
Viqi=V, W (3.1.3.2)

ile ifade edilir. Bir baska deyis ile V;,; uzayindaki bir fonksiyon, biri V; ve digeri W;

uzayi i¢inde olmak tizere iki farkli fonksiyon seklinde yazilabilir.

Dalgacik analizinde bir fonksiyon, dalgacik fonksiyon katsayilart ve

Olgekleme fonksiyonu yardimiyla iki farkli fonksiyona ayristirilir. vj,q € Vjyq,

v; € V; ve w; € W; olmak iizere V;,, uzaymdaki herhangi bir f (x) fonksiyonu

f(x) = Z Vit (k)ZHTl (27 x — k) (3.1.3.3)

k

seklinde V;,; uzayindaki bazlarin lineer kombinasyonu bigiminde ifade edilebilir

[65]. (3.1.3.2) denklemi vasitasi ile (3.1.3.3) denklemi yeniden

f) =) vik) 202 p(2x—k)+ ) w; (k)27/2 p(2/x — k)
Z / zk: j

k

seklinde ifade edilir. Buradan

v;(k) = ff(x)zf/zq)(zfx — k)dt (3.1.3.4)

elde edilir. Diger yandan ¢(x) fonksiyonu ise
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1 1
px) =pR2x)+pR2x—-1) = ﬁ\/z p(2x) + ﬁﬁ p(2x—1)

veya

- z h(k)VZ p(2x — k) (3.1.3.5)
k

seklinde ifade edilebilir. Burada h(k) normallestirme c¢arpamidir ve (3.1.3.8)
denklemi 6l¢ekleme denklemi olarak adlandirilir. Genelleme yapmak igin x yerine

2/x — k yazilir ise

p(Zx—k) = > hVZ 9(2(2/x ~ k) — )
n=0

=

-1

h(n) V2 @(2/+1x — 2k — n)
0

S
1l

elde edilir. Burada 2k + n = m olarak alinir ise

2k+N-1

p(2/x — k) = Z h(m = 2k) V2 @(2/1x — m) (3.1.3.6)

m=2k

bulunur. Bu da bize uzaylarin i¢ i¢e bir yapida oldugunu ifade eder. Elde edilen
(3.1.3.6) denklemi (3.1.3.4) denkleminde yerine yazilirsa

2k+N-1

v;(k) = z h(m — 2k)ff(x) 2U+D/2 (27 — m)dt

m=2k

denklemine ulasilir Buradan
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2k+N-1

)= ) h(m =20V (m)

m=2k
ve

2k+N-1

w0 = > glm =20V (m)

m=2k

oldugu goriiliir. Bu ayristirma islemi vy ve w, elde edilinceye kadar siirdiiriiliir.

Boylece bir fonksiyon farkli ¢oziintirliikklerde incelenmis olur.

3.1.4. Dalgaciklarin Bazi Onemli Ozellikleri
-Ortogonellik: Fonksiyonlarin ortogonel agilimlar dalgacik analizinde 6nemli bir rol
oynar. f(x) € L?olmak iizere, f(x)fonksiyonunun {¢@ (x)}xez ortonormal kiimesi

cinsinden ag¢ilimi1

(o]

z kP (x)

k=—o0

ile ifade edilir [8]. Burada cy katsayilari, fonksiyon ile ilgili bazin i¢ ¢arpimi ile goz

oniine alindiginda

<fo>= [fonGd= [ Y an@e

—00 l:—oo

co

= Z C101k = Ck

l=—00

bigiminde bulunur.
-Kompakt Dayanaklhilik: Dalgaciklar ve Olgekleme fonksiyonunun kompakt

dayanakli olmasi, hizli dalgacik doniisiimiindeki toplama islemlerini sonlu kilar.
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-Simetri: Olgekleme fonksiyonu ve dalgaciklarin simetrik olmamasi durumu faz
bozukluguna neden olabilir.

-Rasyonel Katsayilar: Katsayilarin rasyonel veya diyadik rasyonel olmasi bilgisayar
hesaplamalar1 i¢in oldukc¢a faydalidir.

-Diizgiinlitk (Smoothness): Dalgaciklarin diizgiinligii 6zellikle goriintii sikistirma
uygulamalarinda oldukca Onemlidir. Dalgaciklarin diizgiin olmadigi durumda
goriintiideki hata kolay bir sekilde tespit edilebilirdir [66].

-Kaybolan Anlar (Vanishing Moments): Bir dalgacik

(0]

f x5P(x)dx =0, s=0,1,..,m—1

— 00

kosulunu sagliyorsa bu taktirde bu dalgacik m. dereceden kaybolan anlara sahiptir

denir. Bu konuyu daha iyi agiklayabilmek igin asagidaki 6nerme verilir.

Onerme 3.1.4.1. y, R iizerinde bir fonksiyon olsun. Oyle ki

{Z%go(zjx - k)}keZ
JEL

baz1 L?(R) iizerinde ortonormaldir. Farz edelim ki [ = 0,1,2, ... i¢in ¥, C* nin bir
smift olsun ve s =0,1,2,...,1 i¢in biitiin tirevler Y°(x) ile ifade edilsin. Ayni

zamanda y , R iizerinde sinirli olsun. Yani

< —, >1+1
oldugunda
f x5S YP(x)dx=0, s=0,1,..,1
dir.
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3.2. Legendre Dalgaciklar:
Legendre dalgaciklar1 k,M e N, m =0,1,..,M ven = 0,1, ..., 2¥ — 1 olmak
lizere dort argumanli Y,,,, = Y, (k,n, m,t) Legendre polinomlarindan elde edilir

ve

/ 1 k+1 n n+1
T * k+1

0 ,aksi taktirde

bigiminde tanimlanir [15]. Burada L;,(t) m.dereceden [—1,1] araliginda w(t) = 1
agirlik fonksiyonuna gore ortogonal olan Legendre polinomudur. Bu polinomlar

Ly(t) = 1 ve Li(t) = t olmak iizere

2m+1

m
L (6) = (m T ) L, () — (m—-l-l) L (), m=123,..

tekrarlama bagintisin1  saglar [18]. Ayrica (3.2.1) denkleminde yer alan t

normallestirilmis zamandir ve ’m +% katsayisi ise ortonormallik i¢in gereken

katsayidir. k = 0 alinarak hesaplanan ilk birkag Legendre dalgacigi asagida

listelenmistir.

Poo(t) =1

o1 (1) = V3(2t - 1)

Yo (1) = ?[3(21: -1?-1]

Yo3(t) = g [5(2t — 1)° —3(2t — 1)]

Yos(t) = 2[35(2t —1D* =302t — 1) + 3]

PYos(t) = g [63(2t — 1)°> — 70(2t — 1)® + 15(2t — 1)]

Otelenmis Legendre polinomlari, [0,1] araliginda tanimli olup t = 2x — 1

degisken degisimi uygulanarak elde edilir ve
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Lyy(x) = Lyp(2x = 1)

bigiminde gosterilir. Bu polinomlarin analitik formdaki gosterimi ise

(m + k)! x*
m — k)! (k!)?

Ln() = ) ("
k=0

seklindedir [67].

Otelenmis Legendre polinomlari ile bu polinomlarin tiirevleri arasinda bir

bagint1 vardir. Bu bagint1 asagida Teorem 3.2.1. ile verilir.

Teorem 3.2.1.[15] B, (x), [0,1] araliginda 6telenmis Legendre polinomlar1 olsun. O
halde

m—1

P! (x) = 2 Z (2k + 1P, (x)
k=0
Ispat 3.2.1. [15] Farz edelim ki u(x) fonksiyonunun Legendre agilim1
u(x) = Z 2 Lo (%) (3.2.2)

k=0

olsun. O halde u'(x) fonksiyonu

o

W (x) = Z 2 L (x) (3.2.3)

k=0

bi¢ciminde yazilir. Burada ﬁ,(cl) fonksiyonu

80 =@k+1) Y @, k20

p=k+1
p+k tek

24



ile tanimlidir. (3.2.2) denkleminde u(x) = L,,(x) olarak segilir ise, i # m igin

~

i, = 1 ve 1; = 0 olur. Sonug olarak

ﬁ(l)—{2k+1’ m + k tek, k<m-1
ko 0, aksi taktirde

elde edilir. Boylece (3.2.3) denklemi
m—1
L@ = ) @k+ DL
k=0
m+k tek

seklini alir. (3.2.4) denkleminde x = 2t — 1 alinir ise

P (t) = 2 Z (2k + P (£)
k=0

m+k tek

elde edilir.
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4 NUMERIK METOTUN UYGULANMASI

4.1. Fonksiyon Yaklasim
Tanim kiimesi [0,1] olan bir f(t) fonksiyonunun Legendre dalgaciklari

cinsinden sonsuz seri agilimi

£ = i

(0]

Cnmlpnm(t) (4'1'1)

m=

bi¢iminde ifade edilir. Burada c,,,, = ( f(), lpnm(t)) = fol f () Ynm(t)dt biciminde

tanimli bilinmeyen katsayilardir. Eger (4.1.1) ile gosterilen seri kestirilirse

2k-1 M
FO=D D camtbum(® = CTHO (412)
n=0 m=0
elde edilir. Burada C ve ¢
T
C = [COO’ . CO(M+1)! C10) =+ Cl(M+1)i ey C(Zk—l)O’ ey C(Zk—l)(M+1)] (4‘13)

Yo
= [0 (0 s Yors (O, W10(O), s 1 (©)s s Wik _1)0 (O W yprn (O] T (4:1.4)

ile tanimlanan 2% (M + 1)x1 tipinde matrislerdir [68].

4.2. Turevleme Matrisi

Denklem (4.1.4) ile tanimlanan y(t) vektoriiniin n. dereceden tiirevi

n

() = DMY(D (42.1)

bigimindedir [15]. Burada D
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F - 0
SN ] (4.2.2)

seklinde tamimlanan 2¥(M + 1) x 2¥(M + 1) boyutundaki matrisin n. dereceden
tirevini ifade eder [15]. D matrisinde kosegenlere yerlestirilmis olan (M +
1) x (M + 1) boyutundaki F matrisi ise

F =
[0 0 0 0 0 0]
J3 0 0 0 0 0
0 J53 0 0 0 0
A N 0 J7B 0 0 0| (423
0 93 0 NENF© 0
V2M+1 0 2M+B o 0 - 2M+1V2M -1 0

formunda tanimlanir. Bu F matrisinin elemanlari

Frs
{2"“\/(27" -1D@2s—-1) ,r=2,..,.(M+1),s=1,..,(r—1) ve r + s tektir
0, aksi taktirde

(4.2.4)
kosulu altinda olusturulur [15]. Burada, segilen bir M sayisi i¢in k’nin degisen
durumlarina gére D matrisinin boyutu ve dogal olarak kullanilan F matris sayisi
degiskenlik gostermektedir. k = 0 durumu i¢in D matrisi ile F matrisinin boyutlari
ayni olur. Ayni zamanda, F matrisinin bir alt iiggen matris olmasi, ¢éziimiin belli bir

kosula bagli olmasindan ¢ikmaktadir.

Sonug: (4.2.1) ve (4.2.2) ile ifade edilen denklemde D™, D matrisinin n. dereceden
kuvvetidir [69].
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4.3. Tiirevleme Matrisinin Uygulamasi
Bu kisimda tiirevleme matrisinin, yiiksek mertebeden lineer olmayan
gecikmeli diferansiyel denklemlere ve orantili gecikmeli notr lineer diferansiyel

denklemlere nasil uygulandig gosterilecektir.

4.3.1. Lineer Adi Gecikmeli Notr Diferansiyel Denklemler

Q;j(t) ve g(t), 0 < t < 1 araliginda p kez tiirevlenebilen fonksiyonlar olsun.

c,d, a;j ve A; belirli sabitler ve 0 < a,, < 1 olmak lizere

p—1

() )
(y(t) + cy(apt)) b +dy(t) + Z(Qj(t)y(f)(ajt)) =g(t),0<t<1(43.11)
=0

biciminde ifade edilen orantili gecikmeli nétr diferansiyel denklemi

p—1

z a;yP(0) =24, i=01,..,p—1 (4.3.1.2)
j=0

baslangi¢ kosulu ile verilsin [70]. Burada amag (4.3.1.1) ve (4.3.1.2) denklemleri ile
ifade edilen baslangi¢ deger problemine Legendre dalgaciklari kullanilarak yaklagik
bir ¢éziim tretmektir. y(t) fonksiyonunun dalgacik bazlari cinsinden genisletilmis

halinin

2k_1 M

YO =D Cuntham(® = CTHO (4.3.1.3)

n=0 m=0

oldugunu kabul edelim. Burada c,,, ’ler bilinmeyen Kkatsayilari, i, (t) ’ler ise
Legendre dalgaciklarini temsil etmektedir. (4.2.1) denklemi kullanildiginda y(t)

fonksiyonunun p. dereceden tiirevi

y®(t) = CTDPY(t) (4.3.1.4)
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olarak bulunur. Simdi ise (4.3.1.3) ve (4.3.1.4) denklemleri (4.3.1.1) denkleminde

yerine yazilirsa

p—1

CT( DPY(Y) + cDPY(ayt) + dg(t) + Z Q;(ODY(ajt) | =G() (43.1.5)
j=0

elde edilir. Burada CT ile ifade edilen bilinmeyen katsayilar1 bulmak igin 2%(M + 1)
tane denkleme ihtiya¢ vardir. Bu denklemlerden ilk (p — 1) tanesi igin (4.3.1.2) ile
ifade edilen baslangi¢ kosulu kullanildiginda

p—1

cT Z a;;DIP(0) = ; (4.3.1.6)

j=0

oldugu goriilir. Geriye kalan 2(M + 1) — (p — 1) adet denklem ise L,k y,s)
otelenmis Legendre polinomunun ilk 2*¥(M +1) — (p —1) kokii, (4.3.1.5)

denkleminde yerine konularak bulunur. Boylece 2¥(M + 1) adet lineer denklem
sistemi c,,, katsayilar1 icin ¢oziiliir ve sonucta elde edilen CT vektorii (4.3.1.3)
denkleminde yerine yazilarak Y(t) dalgacik vektorii ile carpilir. Boylece ele alinan

bu baslangi¢ deger problemi icin yaklasik ¢6ziim hesaplanir.
4.3.2. Lineer Olmayan Adi Gecikmeli Diferansiyel Denklemler

P;;(t), Ryq(t), g(t) ve 7;(t) fonksiyonlar1 0 < t < 1 araliginda siirekli

fonksiyonlar olmak iizere

i6=0 Z§=o Pij(t)y(i) (t — Tij (t)) + Zgzazo ZZ:O Rpq (t)y(p) ( apqt)y(q) (ﬁpq t) =

g@®), J<6 (4.3.2.1)
denklemini

y®(0)=2;,i=01,..,5 (4.3.2.2)
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baslangi¢ kosullar ile ele alahm [68]. Burada 7;;(t) degisken gecikmeleri a,, ve
Ppq sabitleri ise orantili gecikmeleri ifade eder. Burada amag, Legendre
dalgaciklarin1 kullanarak  (4.3.2.1) ve (4.3.2.2) ile belirtilen baslangic deger
problemine yaklagik bir ¢oziim elde etmektir. Bunun igin y(t) fonksiyonunun

dalgacik bazlari cinsinden agiliminin

2k_1 M

YO= D Cuntham(® = CTHO (43.2.3)

n=0 m=0

bi¢iminde oldugunu kabul edelim. O halde y(t) fonksiyonunun ¢esitli mertebeden
tiirevleri (4.2.1) ve (4.2.2) denklemleri kullanilarak

y@ () = cTDW(t), i=12,..,6 (4.3.2.4)

bigiminde bulunur. Elde edilen bu denklemde t yerine ¢t —t;j, apqt Ve Bpqt

konulursa (4.3.2.1) denklemi

6
2. D PP (e — 7y () +

i=0 j=0

2 P
£ Ry (€TDP(2pq1)) (CTD@U(Bpqt)) = 9(®), [ <6 (4325)
q=0

p=0

bigiminde yeniden ifade edilir. Burada bilinmeyen c,,, katsayilarini elde etmek igin
2%(M + 1) tane denkleme ihtiya¢ vardir. ilk 6 adet denklem baslangi¢c kosullari

kullanilarak elde edilir.

y(0) = CTy(0)
y®(0) = CTDY(0), i=1,..,5

Geriye kalan 2*(M + 1) — 6 adet denklem ise Pk, Otelenmis Legendre
polinomunun ilk (2¥(M + 1) — 6) kokiiniin (4.3.2.5) denkleminde yerine

yazilmasiyla bulunur. Bdylece bu lineer olmayan denklem sistemi, bilinmeyen ¢,
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katsayilar1 i¢in MATLAB kullanilarak ¢oziiliir ve sonug olarak (4.3.2.3) ile ifade
edilen y(t) yaklasik ¢6ziimii hesaplanir.

4.4, Problemler

Bu kisimda Legendre dalgacik metodu, 3’1 lineer ve 5°i lineer olmayan
diferansiyel denklemle ifade edilen 8 farkli baslangic deger problemine
uygulanacaktir. Ele alinan metodun nasil isledigini gdsterebilmek icin her iki
denklem tipine ait analitik ¢6ziimler 6nce bulunur, elde edilen analitik ve niimerik
coziimlerle literatlirdeki diger niimerik c¢oziimler kiyaslayarak Legendre dalgacik
metodunun verimliligi gosterilir. Bulunan sonuglarin kiyaslamasi yapilirken mutlak
hata tablolar1 kullanilir. Denklem sistemlerinin ¢oziimiinde ise MATLAB paket

programindan yararlanilir. Elde edilen ¢oztimler ise grafiklerle de desteklenir.

Problem 1.

t 1 t

y'"'(t) = %y(t) +y<%) +y' <§> +§y” <§> —t?—t+1 0<t<1 (441

bigiminde ikinci dereceden orantili gecikmeli nétr diferansiyel denklemini

y(0) =0, y'(0)=0 (4.4.2)

baslangi¢ kosullar ile ele alalim. Bu baslangic deger probleminin ger¢ek ¢oziimii
y(t) = t? seklindedir. Burada k = 0, M = 2 olarak segilir ve (4.3.1.3) denklemi goz

Ontine alinirsa, bu takdirde bilinmeyen y(t) fonksiyonu yaklasik olarak

1
Yoo
y(@) = CTY(t) = [coo o1 Cozl|{¥ar | = [Coo Co1 Co2] ‘/5[(2t'1)] (4.4.3)
Ve ?[3@ J1)?2-1]
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bi¢ciminde elde edilir. Burada amag bilinmeyen cy, o1 Ve Cg, katsayilarimi bularak
y(t) yaklasik ¢oziimiinii elde etmektir. Yukaridaki (4.4.3) denkleminde matris

carpimi Yyapilirsa

S

y(t) = coo + co1V3[2t — 1] + Coz [3(2t — 1)% — 1] (4.4.4)

denklemi bulunur. Bunun yaninda (4.4.4) denkleminde t yerine % yazilirsa y(%)

denklemini

V5
y (g) = Coo + Co1V3[t — 1] + coz—[3(t — 1)2 —1] (4.4.5)

oldugu goriiliir. y(t) fonksiyonunun birinci ve ikinci tiirevlerini bulmak igin 3x3

boyutundaki D ve D? matrisleri

0 0 0 0 00
D=|2J3 0 0| ve D?’=| 0 0 0 (4.4.6)
0 215 0 125 0 0

formunda ele alinir. Bu taktirde y’(t) ve y'’(t) tiirev fonksiyonlar1

0 0 0 1
y'(t) = CTDY(L) = [cop Co1 Coal| 24/3 0 0 ﬁ[(Zt'l)]
0 25 0 ?[e;(zt-n2 1]
= ¢p12V3 + ¢,6V5(2t — 1) (4.4.7)
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0 00 1
y'"'(t) = C"D*P(t) = [coo o1 Co2]| O 0 0 \/§[(2t'1)]
1245 0 0 §[3(2t-1)2 1]
= ¢ 12V5 (4.4.8)

bi¢iminde elde edilir. (4.4.7) ve (4.4.8) denklemlerinde t yerine % yazilirsa

y' (%) = ¢012V3 + ¢y,6V5(t — 1) (4.4.9)
ve
y" (%) = ¢y;12V5 (4.4.10)

oldugu goriilir. Bulunan bu yaklagik fonksiyonlari (4.4.1) denkleminde yerine

konulursa

€o212V5 —2<c00 + co1V3[2t — 1] + cpp g [3(2t — 1) — 1])

- (Coo + co1V3[t — 1] + coy g [3(t-1)? - 1])

1
- (C012\/§ + C026\/§(t - 1)) - E (Cozlz\/g) + tz +t—-1

=0 (44.11)

bulunur. Burada M = 2 aldigimizda cy, co1, €92 bilinmeyen katsayilarini bulmak
icin 2¥(M + 1) = 3 adet denkleme ihtiya¢ oldugu bilinir. ilk 2 denklem, baslangic

degerleri kullanilarak
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y(0) = coo + co1(—V3) + co2V5 =0  (4.4.12)
¥'(0) = ¢912V3 + ¢z (—6V5) = 0 (4.4.13)

seklinde elde edilir. Uciincii denklemi elde edebilmek icin 4.4.11 denkleminde t
yerine P; — 3. derece oOtelenmis Legendre polinomunun ilk kokii olan ¢t = 0.113

yazilir ve

3
Co212V/5 — 7 (€00 + €01(—1.34060732) + ¢ (1.26052814))

- (COO + COl(_153632906) + COZ (2150834‘21))

1
— (c012V3 + €92(—11.90035377)) — > (co212V5) + (0.012769)

+(0113)-1=0 (4.4.14)

bulunur. Boylece (4.4.12) — (4.4.14) denklemleri ile 3x3 tipinde lineer denklem
sistemi elde edilir. Bu lineer denklem sistemi MATLAB paket programi kullanilarak

¢oziildiigiinde
CT = [cop Co1 Co2] = [0.333333 0.288675 0.074535] (4.4.15)

bi¢imindeki bilinmeyen katsayilari bulunmus olur. Boylece ele alinan baglangig

deger probleminin yaklagik ¢oziimii

1
y(t) = CTw(t) = [0.333333 0.288675 0.074535]|  3[(2t-1)]

N3

B0

y(t) = (0.333333) + (0.288675)V3[2t — 1] + (0.074535)? [3(2t — 1)% — 1]

(4.4.16)
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olarak elde edilir. Bulunan bu sonug gergek ¢6ziim ile aynidir. Probleme ait niimerik
¢ozlimiin analitik ¢oziime ne kadar yaklastigini gosteren grafik ise asagida

verilmistir.

Bu problem birinci mertebeden iki adimli (two-stage order-one) Runge-Kutta
metodu [32], One-leg 6 metodu [33], varyasyonel iterasyon metodu [22], Homotopi
pertiirbasyon metodu [26], ¢ekirdek dogurucu Hilbert uzayr metodu [30], Legendre-
Gauss siralama metodu [28] ve Homotopi analizi metodu [25] gibi bir¢ok metotla ele
alinarak ¢6ziilmeye calisilmistir. Burada ise Legendre dalgacik metotu kullanilarak
gercek ¢oziim elde edilmistir. Bu sebeple ele alinan bu metodun, kiyaslanan niimerik
metotlara gore daha etkin oldugu gozlemlenmistir. Bu metot uygulanarak elde edilen
mutlak hata tablosu ise asagida verilmistir. Tablodan da anlasilacagi gibi, bu
problemde diisiik M degerlerine ragmen uygulanan metot, diger metotlara gore daha

etkili sonuglar vermistir.

Tablo 4.4.1. Uygulanan niimerik metot ile diger niimerik metotlarin

mutlak hatalarmin kiyaslamasi

Nimerik | Niimerik
One-leg-6 VIM RKHSM HPM HAM LCM
t | Metot Metot RKM [32]
M=2 M=4 Metodu [33] n=6[22] | n=100[30] | n=6[26] | n=6[25] | N=10 [28]

0.1]343-11|173¢-18 | 6.10e-03 |1.00e-03 |1.67e-04 | 9.57e-06 |1.67e-04 | 2.25¢-08 | 6.5% -17

0.2|7.7%-11|6.94e-18 | 2.58e-02 |2.02e-03 |7.15¢-04 | 1.95e-04 | 7.15¢-04 | 9.81e-08 | 1.37e-17

0.3]198e-10|2.78¢-17 | 6.47e-02 |3.07e-03 | 1.73e-03 | 2.94e-04 | 1.72e-03 | 2.44e-07 | 5.67e-18

0.4|3.26e-10 | 2.78e-17 | 1.37e-01 |4.17e-03 |3.30e-03 | 3.93e-04 |3.30e-03 | 4.90e-07 | 6.98e-17

0.5 4.62e-10 0 2.81e-01 |5.34e-03|555e-03 | 492e-04 | 5.55¢-03 |8.69%-07 | 2.13¢-17
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Sekil 4.4.1. M = 2 icin gergek ¢6ziim ve nlimerik ¢oziim grafigi

Problem 2.

"R =y@) + ’(t)+ "(t>+1 (t) t* b 4t2+21t 4417

bigimindeki ligiincii derece orantili gecikmeli nétr diferansiyel denklemini
y(0) =0, y'(0) =0, y"'"(0)=0 0<t<1 (4.4.18)
baslangi¢ kosullari ile ele alalim. Problemin gercek ¢oziimii y(t) = t* dir. Gergek

¢Oziim dordiincii dereceden bir polinom ifade ettigi icin M = 4 alinarak besinci

derece Legendre polinomu burada kullanilir. O halde k = 0, M = 4 alindiginda y(t)

yaklasik fonksiyonu
Voo |
Yo
y(t) = CTY(t) = [coo Co1 Coz Co3 Cosl | Voz
Vo3
Vo
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N

2

N3

= [coo Co1 Co2 Co3 Coal 7

1

J3(2t-1)

bi¢ciminde bulunur. Daha a¢ik bi¢imde

[3(2t -1)* 1]
[5(2t —1)° —3(2t-1)]

g[ss(m ~1)* ~30(2t~1)? +3]

y(t) = coo + co1V3[2t — 1] + Coz? [3(2t - 1)? - 1]

+ cmg [5(2t—1)3-3QR2t—-1D] + 604% [35(2t — 1)*

—30(2t — 1)2 + 3]

(4.4.19)

(4.4.20)

yazilabilir. y(t) fonksiyonunun birinci, ikinci ve tgiincii mertebeden tiirevlerini

bulabilmek igin 5x5 boyutundaki D, D? ve D3matrislerin

"0 0 0 0 0] 0
23 0 0O 0 0 0
p=|0 2iIL 0 o0 of p2=|125
2d7 0 23 0 0 0
|0 63 0 67 0] 120
0 0 0

0 0 0

pi=| 0 0 0

1207 0 0

0 840V3 0

formunda oldugu goriiliir. Bu taktirde y'(t), y"(t) ve y"'(t) fonksiyonlari
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y'(t) = C"DY()

[0 0 0 0 0
23 0 0 0 0
= [Coo Co1 Co2 Co3 Coal X | 0 2415 0 0 O
2d7 0 23 0 0
0 63 0 67 0]
1
J3(2t-1)
J5

7[3(2t —-1)? -1]
Nl
2
2[35(2t ~1)* —30(2t-1)* +3]

[5(2t —1)° —3(2t -1)]

= 012V3 + €026V5(2t — 1) + ¢o3(2V7 + 5V7[3(2t — 1)2 — 1])
+ ¢4 (18(2t — 1) + 21[5(2t — 1)3 = 32t — D] (4.4.22)

y"(t) = CTD*Y(t)

0 0 0 0 0] L
0 0 0 00 J3et-1)
= [€o0 Co1 Co2 Co3 Co4] 12% 0 0 00 @[3(3—1)2 -1
0 20@ 0 00 g[S(Zt —1)° —3(2t -1)]
120 0 845 0 0],
" | glese ~1)* —30(2t —1)* + 3]

= Co212V5 + cp360V7 (2t — 1) + €04 (120 + 210[3(2t — 1)2 —1])  (4.4.23)

y'"'(t) = CTD3y(D)
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[0 0 0 0 0]
0 0 000
= [co0 Co1 Coz Co3 Coal X 0 0 000
1207 0 0 0 0
0 8403 0 0 0]
1
J3(2t-1)
X §[3(2t —1%-1]
g[S(Zt ~-1)° -3(2t-1)]
2[35(2t _1)* ~30(2t—1)? +3]
= C3120V7 + co4(2520(2t — 1)) (4.4.24)

bigiminde elde edilir. (4.4.22) denkleminde t yerine % (4.4.23) denkleminde t yerine

% ve 4.4.24 denklemlerinde ¢t yerine i yazilirsa

y' (%) = 012V3 + c26V5(t — 1) + co3(2V7 + 5V7[3(t — 1) — 1])

+coa(18(t — 1) + 21[5(t — 1) = 3(t — D]) (4.4.25)

t 2t
y” (_) = COZ 12\/§ + C0360\/7 (? - 1)

3
2t z
+ ¢oq [ 120 + 2103 (? - 1) -1 (4.4.26)
nr t t
y (Z) = C93120V7 + ¢4 | 2520 (E - 1) (4.4.27)

bulunur. Simdi ise bu yaklasik fonksiyonlari (4.4.17) denkleminde yerine yazilirsa
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Co3120V7 + ¢04(2520(2t — 1))

- (coo + co1V3[2t — 1] + cozg [3(2t — 1)2 — 1]

+ cmg [5(2t — 1)3 — 3(2t — 1)]
4 c04§ [35(2t -1 ~30(2t -1 +3])
- (c012\/§ + o26V5(t — 1) + co3(2V7 + 5V7[3(t — 1)2 — 1])

+ Coa(18(t — 1) + 21[5(¢ — 1)* = 3(t — D))

2t
— | c0212V5 + ¢4360V7 (; — 1)

2t z
+ cou 120 + 210 3(?—1) _1
1 t , 4
- Co3120V7 + o4 2520(5—1> +tt oot 20t
=0 (4.4.28)

elde edilir. cqg, Co1, Coz, Co3» Coa bilinmeyen katsayilarmi bulmak i¢in 2¥(M + 1) = 5

adet denkleme ihtiyac vardir. Ilk ii¢ denklem, baslangi¢ sartlar1 kullanilarak

y(O) = Copo + COl(_\/g) + Coz\/g + C03(_\/7) + C043 =0 (4429)
¥'(0) = c012V3 + coz(—6V5) + c312V7 + €4 (—60) = 0 (4.4.30)
¥"(0) = 0212V5 + o3 (—60V7) + €04540 = 0 (4.4.31)

bi¢iminde bulunur. Geriye kalan iki adet denklemi elde etmek igin (4.4.28)
denkleminde t yerine P; — 5. derecen otelenmis Legendre polinomunun ilk iki koki
olant = 0.04691 ve t = 0.23077 alinarak
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€03120V7 + ¢04(2520(2(0.04691) — 1))

- (coo + €91 V3[2(0.04691) — 1]

+ cozg [3(2(0.04691) — 1)% — 1]

+ Co3 g [5(2(0.04691) — 1)% — 3(2(0.04691) — 1)]
+ c04§ [35(2(0.04691) — 1)* — 30(2(0.04691) — 1)2 + 3])

— (€012V3 + €026V5((0.04691) — 1)

+ co3(2V7 + 5V7[3((0.04691) — 1)2 — 1])
+ ¢04(18((0.04691) — 1)

+21[5((0.04691) — 1)* — 3((0.04691) — 1)]) )

2(0.04691
— <00212\/§ + ¢0360V7 ((T) = 1)

+ Coa (120 + 210 [3 (w - 1) h 1]))

_ %<c03120\/7 + Cos (2520 ((0'04691) - 1))) + (0.04691)*

2

(0.04691)3 4 )
+ = +3(0.04691)% — 21(0.04691) = 0 (4.4.32)

ve
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€03120V7 + ¢04(2520(2(0.23077) — 1))

- (coo + ¢91V3[2(0.23077) — 1]

+ cozg [3(2(0.23077) — 1)% — 1]
+ cmg [5(2(0.23077) — 1)% — 3(2(0.23077) — 1)]
+ c04§ [35(2(0.23077) — 1)* — 30(2(0.23077) — 1) + 3])

— (€012V3 + €026V5((0.23077) — 1)

+ co3(2V7 + 5V7[3((0.23077) — 1)2 — 1])
+ ¢04(18((0.23077) — 1)

+21[5((0.23077) — 1)* - 3((0.23077) = D)D) )

2(0.23077)
0.

+ Coa (120 + 210 [3 (w - 1) h 1]))

1 0.23077
-5 C03120V7 + g4 (2520 <¥ — 1))

, . (0.23077)3 4
+(0.23077)* + ————+3

—( cop12V5 + 60360\/7(

(0.23077)%2 — 21(0.23077) = 0 (4.4.33)

elde edilir. Boylece (4.4.29) — (4.4.33) denklemleri ile 5x5 tipinde lineer denklem
sistemi bulunur. Bu lineer denklem sistemi MATLAB programint kullanilarak

¢Oziiliirse
CT = [coo Co1 Coz Co3 Coa) = [0.333333 0.288675 0.127775 0.037796 0.004761]

seklinde bilinmeyen katsayilar elde edilir. Boylece bu baslangi¢c deger probleminin

yaklagik ¢oziimii
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y(®) = CTY(D)

1
Y32t-1
[3(2t -1)2 -1]

N3

=[0.333333 0.288675 0.127775 0.037796 0.004761] -

V7
2
g[ss(m ~1)* —30(2t —1)? + 3]

[5(2t —1)° —3(2t —1)]

= (0.333333) + (0.288675)V3[2t — 1] + (0.127775)? [3(2t — 1) — 1]
+ (0.037796)? [5(2t — 1)% — 3(2t — 1)]
+ (0.004761)%[35(2t —1)*=30(2t — 1)% + 3]

bi¢imindedir.

Bu problem daha o6nce Biazar ve Ghanbari [26] tarafindan Homotopi
pertiirbasyon metodu, Chen ve Wang [22] tarafindan varyasyonel iterasyon metodu
ve Sakar [25] tarafindan Homotopi analizi metodu kullanilarak ¢oziilmiistiir.
Asagidaki mutlak hata tablosunda, ele alinan bu metotlarla belirli sartlar altinda

yazarlarin elde ettikleri hatalar verilmektedir.

Tablo 4.4.2. Uygulanan niimerik metot ile diger niimerik metotlarin

mutlak hatalarinin kiyaslamasi

Numerik
Method
M =4

HPM
n = 6[26]

VIM
n =6[22]

HAM
n = 6[25]

0.1

1.36e-20

3.90e-12

9.09e-12

1.20e-13

0.2

2.17e-19

6.40e-10

2.98e-10

2.00e-12

0.3

5.20e-18

2.32e-08

2.33e-09

1.10e-11

0.4

3.47e-18

1.07e-07

1.01e-08

3.00e-11

0.5

0

2.70e-07

3.20e-08

1.00e-10

0.6

o

5.78e-07

8.24e-08

2.00e-10

0.7

8.33e-17

1.10e-06

1.85e-07

5.00e-10

0.8

5.55e-17

1.94e-06

3.76e -07

7.00e-10

0.9

1.11e-16

3.22e-06

7.09e -07

1.10e-09

0

5.09e -06

1.26e-06

1.60e-09
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Yukaridaki tablodan da goriilebilecegi gibi ele alinan baslangic deger
problemini ¢6zmek i¢in uygulanan bu metodun kiyaslanan niimerik metotlara gore
daha iyi sonug verdigi sdylenebilirdir. Uygulanan niimerik ¢6ziim ile analitik ¢6ziime

ait grafik ise agsagida verimistir.

*  Gergek Cdzim
0.8} MNimerik Cdzim

0.6

0.4

02T

02
Sekil 4.4.2. M = 4 i¢in gergek ¢6ziim ve nlimerik ¢oziim grafigi

Problem 3.
y'(t) = —y(t) + 0.1y(0.8t) + 0.5y'(0.8t) + (0.32t — 0.5)e %8 + et (4.4.34)
birinci derece orantili gecikmeli notr diferansiyel denklemi

y(0)=0 (4.4.35)
baslangi¢ kosulu ile ele alinmis olsun. Problemin gergek ¢oziimii ise y(t) = te™t
bigimindedir. Ilk iki problemden farkli olarak bu problemde gergek ¢oziim polinom
formunda degildir. Bu sebeple M degerini ¢ok yiiksek bir sayr almamak kosulu ile
M = 4 olarak segilsin. Burada segilen M degeri yeterli gelmez ise bu deger artirilarak

gercek ¢oziime daha yakin bir sonug elde etmeye ¢alisilir. k = 0, M = 4 alindiginda
y(t) ¢oziim fonksiyonunun yaklagik degeri
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Yoo
Yo
y(t) = CTY(t) = [Coo Co1 Coz Co3 Coal| Ve
Vo3
Vos |

1
J3(2t-1)
NG

= [Coo Co1 Co2 Co3 Coa] 7[3(2t -1)*-1] (4.4.36)
Nid
2
2[35(2t -1)* -30(2t-1)* +3]

[5(2t —1)° —3(2t -1)]

seklinde ifade edilir. Bu taktirde y(t) fonksiyonu

[3(2t — 1)2 — 1]

V5
y(t) = coo + co1V3[2t — 1] + C027

+ cwg [5(2t —1)3 — 32t — 1)]

[35(2t — 1)* — 30(2t — 1)? + 3] (4.4.37)

| w

+ Co4
olarak bulunur. Yukaridaki (4.4.37) denkleminde t yerine 0.8t alinirsa
\/g 2
y(0.8t) = cqo + co1V3[1.6t — 1] + Coz [3(1.6t —1)2 —1]

+ co3 g [5(1.6t — 1) — 3(1.6t — 1)]

[35(1.6t — 1)* — 30(1.6t — 1) + 3] (4.4.38)

| w

+ Coq

oldugu goriiliir. Diger yandan 4.4.21 denklemindeki D matrisi kullanilarak
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Y'(£) = c012V3 + c26V5(2t — 1) + ¢o3(2V7 + 5vV7[3(2t — 1)2 — 1])
+ 00, (18(2t — 1) + 21[5(2t — 1)3 = 3(2t — 1)]) (4.4.39)

olarak elde edilir. Yukaridaki (4.4.39) denkleminde t yerine 0.8t yazilirsa

y'(0.8t) = c12V3 + c26V5(1.6t — 1) + co3(2V7 + 5V7[3(1.6t — 1)? — 1])
+ o, (18(1.6t — 1) + 21[5(1.6t — 1)3 —3(1.6t — 1)])  (4.4.40)

elde edilir. Sonugta bulunan bu degerler (4.4.34) denkleminde yerine konularak

(c012\/§ + c026V5(2t — 1) + co3(2V7 + 5V7[3(2t — 1)? — 1])
+ coa(18(26 — 1) + 21[5(2¢ — 1)* — 32t — D))
+(coo + corV3I2t = 1] + ¢, B 32t-1)2—1]+ cos Y Y502t — 1) —
32t —1)] + Cosg 2[35(2t — D* —30(2t — 1)? + 3]) - 0.1 (coo + co1V3[1.6t —
1]+ cp 2 [3(L6t = 1)? — 1] + co3 L [5(1.6¢ — 1)* — 3(L.6¢ — )] +
Cos 2 [35(1.6¢ — 1)* = 30(L6t — 1)* +3]) = 0.5 (4,23 + c26v5 (168 — 1) +
co3(2V7 + 5V7[3(1.6t — 1)? — 1]) + ¢, (18(1.6t — 1) + 21[5(1.6t — 1)% —

3(1.6t — 1)])) — (0.32t — 0.5)e™08t — =t = (4.4.41)

bulunur. Burada cqg, €91, Coz, Co3, Cos bilinmeyen katsayilarmi bulmak igin 2%(M +
1) =5 adet denkleme ihtiyag vardir. Ilk denklem, baslangic degeri kullanilmak

sureti ile

y(O) = Coo + COl(_\/g) + COZ\/g + C03(_\/7) + C043 =0 (4‘4‘4‘2)
bi¢iminde elde edilir. Geriye kalan dort denklem, (4.4.41) denkleminde t yerine Py —
5. derece otelenmis Legendre polinomunun ilk dort kokii olan t = 0.04691 ,

t =0.23077,t = 0.5 vet =0.76923 degerleri alinarak elde edilir. Boylece 5x5

tipinde lineer denklem sistemi elde edilir. Bu lineer denklem sistemi MATLAB
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programi kullanilarak ¢oziildiigiinde c,,, bilinmeyen katsayilari bulunur. Boylece

bulunan bu katsayilarla probleme ait yaklasik ¢6ziim elde edilmis olur.

Tablo (4.4.3), M = 4 ile ele aldigimiz niimerik metoda ve literatiirdeki bu
problemin ¢6ziimiinde kullanilan bazi metotlardan olan One-leg & metodu [33],
birinci mertebeden iki adimli Runge- Kutta metodu [32], varyasyonel iterasyon
metodu [22], ¢ekirdek dogurucu Hilbert uzayr metodu [30] ve Homotopi
pertiirbasyon metoduna [26] ait mutlak hatalar1 gdstermektedir. ilgili tablodan da
anlasilacag1 gibi uygulanan metot, ilgili araliktaki her bir noktada diger metotlara
gore daha kiiclik bir hataya sahiptirr Bu da metodun dordiincii dereceden

denklemlerde dahi daha dogru ve etkili sonuglar verdigini gostermektedir.

Tablo 4.4.3. Uygulanan niimerik metot ile diger niimerik metotlarin

mutlak hatalarinin kiyaslamasi

Two-stage
Nimerik One-leg -6 | order-one VIM RKHSM HPM
' | Metot M =4 | metodu [33] | Runge-Kutta | n=6[22] | n =100 [30] | n=6 [26]
Metodu [32]
0.1| 1.19-05 4.65e-03 8.68e-04 1.30e-03 | 1.42e-04 | 1.06e-03
02| 20l-05 1.45e-02 1.49e-03 2.14e-03 | 1.17e-04 1.35e-03
0.3| 2.40e-05 2.57e-02 1.90e-03 2.63e-03 | 9.45e-04 | 1.18e-03
04| 2.15e-06 3.60e-02 2.16e-03 | 2.84e-03 | 7.59e-04 | 7.61le-04
05| 2.76e-05 4.43e-02 2.28e-03 2.83¢-03 | 6.03e-04 | 2.32e-04
06| 2.13e-05 5.03e-02 2.31e-03 2.67e-03 | 4.73e-04 | 2.98e-04
0.7 | 1.88e-05 5.37e-02 2.27e-03 | 2.39%e-03 | 3.64e-04 | 7.64e-04
0.8 | 4.03e-05 5.47e-02 2.17e-03 | 2.04e-03 | 2.75e-04 | 1.12e-03
09| 8.69-05 5.35e-02 2.03e-03 | 1.64e-03 2.03e-04 | 1.37e-03
1 5.90e-04 5.03e-02 1.86e-03 1.22e-03 | 1.43e-04 1.50e-03

Sonu¢ olarak asagida ele alinan probleme ait gergek ¢Oziim ile niimerik

¢Ozlim arasindaki farki gosteren grafik ve mutlak hata tablosu yer almaktadir.
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Sekil 4.4.3. M = 4 i¢in analitik ¢6zlim ve niimerik ¢6ziim grafigi
Problem 4.
y (@) +ty(t—t>)+ty?(t) =1+t> 0<t<1 (4.4.43)
birinci dereceden lineer olmayan degisken gecikmeli diferansiyel denklemi
y(0)=0 (4.4.44)
baslangic kosulu ile birlikte verilsin. Bu baslangi¢ deger probleminin degisken
gecikmesi t2 , gercek c¢oziimii ise y(t) =t ’dir. Metodun lineer olmayan
denklemlerde de gergek ¢Oziimii bulabilme yetisi oldugunu gdstermek i¢in diisiik

dereceden denkleme sahip olan bu problemi k = 0, M = 1 alarak ¢ozelim. y(t)

fonksiyonu 6nce

1

G _1)]} (4.4.45)

y(@) = CTY(t) = [coo Co1l [ZOO} = [coo Co1]{

olarak yazilir. Bunun agik bir bigimde ifadesi ise
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y(t) = coo + co1V3[2t — 1] (4.4.46)
seklindedir. Yukaridaki (4.4.46) denkleminde t yerine t — t? yazilirsa
y(t —t2) = co + co1V3[2(t — t2) — 1] (4.4.47)

bulunur. Daha sonra D matrisi kullanilarak

0 0
y'(t) = CTDY(t) = [coo Cor ][2\5 0} {ZZ?} = ¢012V3 (4.4.48)

denklemi ifade edilir. Bulunan bu degerler (4.4.43) denkleminde yerine konulursa

c012V3 + t(coo + co1V3[2(t — t2) — 1]) + t(coo + co1V3[2t — 1])2 —1—t2
=0 (4.4.49)

denklemi elde edilir. Burada cy,cy; bilinmeyen Kkatsayilarin1 bulabilmek igin
2%(M + 1) = 2 adet denkleme ihtiya¢ vardir. Birinci denklem icin y(0) =0

baslangic degeri kullanilirsa
y(0) = co + co1(—V3) =0 (4.4.50)
oldugu goriiliir. Geriye kalan diger denklem igin ise (4.4.49) denkleminde t yerine

P, — 2. derece otelenmis Legendre polinomunun ilk kokii olan t = 0.211 degeri

alinirsa

c012V3 + (0.211)(cqp + o1 V3[2((0.211) — (0.211)%) — 1])

+(0.211)(cgo + €01V3[2(0.211) — 1])2 —1-1(0.211)2
=0 (4.4.51)
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denklemi bulunur. Boylece (4.4.50) ve (4.4.51) denklemleri ile 2x2 tipinde lineer

olmayan denklem sistemi elde edilmis olur. Bu lineer denklem sistemi ¢oziildiigiinde
CT = [COO C01] == [05 02887]

katsayilar1 elde edilir. Sonug olarak

1
y(t) = CTY(®) = [0.50.2887] { \/§[(2t-1)]}

= 0.5 + (0.2887)(1.7321)(2t — 1)
=05+052t—1) =t (4.4.52)

bu ¢6ziim ile ger¢ek ¢oziimiin ayni oldugu goriiliir. Bu da uygulanan metodun kolay

ve etkili oldugunu géstermektedir.

Problem 5.

y" (&) +y'(t —t2) -ty (t + %) + (') -y ©y®

3t

=el+el"" —t2e2 t €[0,1] (4.4.53)
ikinci dereceden lineer olmayan degisken gecikmeli diferansiyel denklemi
y(0)=y'(0)=1 (4.4.54)

baslangi¢ sartlar1 ile verilsin. Burada degisken gecikmeleri t* ve —%’dir. Problemin
gergek ¢oziimii ise y(t) = e'dir. Bu baslangi¢ deger problemine M = 2 alarak ikinci
dereceden bir polinom ile yaklasildiginda problemin ger¢ek ¢oziimiine yeterli
diizeyde bir yaklagsmanin olmadigi tespit edilmistir. Bu sebeple M degerini artirilarak
M =3 ve M =5 degerleri alinmistir. M =5 alindiginda yeterli bir yaklagim

saglandigindan, M degerinin daha fazla artirnlmasinin Onemsiz oldugu
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distiniilmiistiir. Bu ylizden problemin ¢oziimi i¢in k =0, M =5 alinmistir.

Boylece y(t) fonksiyonu

_‘//oo_
Va
T Yo
y(t) = C"P(t) = [cop Co1 Coz Co3 Co4 Cos]
Vs
Vo
| Vs |
_ 1 _
J3(2t-1)
?[B(Zt -1)°-1]
= [coo Co1 Coz €03 Co4 Cosl ﬁ[5(2t —1)*-3(2t-1)]

2
3[35(2t ~1)*~30(2t -1) +3]

Ji1

'8

[63(2t —1)° —70(2t —1) *+15(2t —1)]

N

= Coo + Co1V3[2t — 1] + €02~ [3(2t — 1) —1]

+ cmg [5(2t —1)3 —3(2t — 1)]
+ 6042 [35(2t — 1)* — 30(2t — 1)2 + 3]

+ cosg[63(2t —1)°> =702t —1)3 + 152t — 1)] (4.4.55)

bi¢iminde ifade edilir. Diger yandan (4.4.55) denkleminde t yerine t + % yazilirsa

y(t + %) = Cgo + Co1V3[3t — 1] + cozg [3(3t —1)% —1]

+ cwg [5(3t —1)% — 33t —1)]

[35(3t — 1)* — 30(3t — 1)2 + 3]

| w

+ Co4
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+c05g[63(3t —1)°> =703t —1)%+ 153t —1)]

(4.4.56)

oldugu goriiliir. Bunun yaninda y’(t) ve y''(t) fonksiyonlarini elde etmek igin

0 0 0 0 0 0
23 0 0 0 0 0
5 0 2415 0 0 0 0
l2d7 0 235 0 0 o0
0 63 0 67 0 0
211 0 255 0 611 0]
0 0 0 0 0 0]
0 0 0 0 00
125 0 0 0 00
2
D"=1"0 20y o 0 00
120 0 8 0 00
0 5633 0 3677 0 0
6x6 tipindeki D ve D? matrisleri kullanilarak
y'(t) = C"DY(b)
_ . .
0 0 0 0 0 Be-y
23 0 0 0 0 0 ﬁ[s(m —1)2-1]
2
0 2415 o0 0 0 0 N
[C0 Cu Co Cus Cos Cos) Zﬁ 0 2,\/:% 0 0 0 7[5(2’[—1)3—3(2'[—1)]
0 6B 0 67 0 0 3[35(2t ~1)* —30(2t —1)* + 3]
211 0 255 0 611 0 8
g[GS(Zt —1)° —70(2t —1) *+15(2t —1)]
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= 012V3 + €026V5(2t — 1) + ¢o3(2V7 + 5v7[3(2t — 1)2 — 1])
+ s (18(2t — 1) + 21[5(2t — 1)3 —= 32t — 1))

+ Cos (2\/H 4+ 5V11[3(2t — 1)2 —1]

+ %\/ﬁ[SS(Zt —1D*—302t - 1)% + 3]) (4.4.57)

ve

y"(t) = CTD*Y()

0 0 0 0 00
0 0 0 0 00

126 0 0 0 00

“low G @ oG @l X| o 00 0 0 00
120 0 85 0 00

0 5633 0 36477 0 0

1
YBet-1)
[3(2t-1)*-1]

5
2
X g[s(zt ~1)* -3(2t -1)]

2[35(2t ~1)* —30(2t —1)> +3]

Vit

'8

[63(2t —1)° —70(2t —1)*+15(2t —1)]

= €02 12V5 + €360V7(2t — 1) + ¢4, (120 + 210[3(2¢t — 1)% — 1])
+ co5(168V11(2t — 1)
+ 126V11[5(2t — 1)3 — 3(2t — 1]) (4.4.58)

denklemleri elde edilir. Simdi ise (4.4.57) denkleminde t yerine ¢t — t2 konularak
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y'(t — t2) = cp12V3 + ¢, 6V5(2(t — t2) — 1)
+ co3(2V7 + 5V7[3(2(t — t?) — 1) — 1])
+ s (182t —t2) — 1)
+21[5Q2(t —-t?) —1)3 = 3R>t —-t*) - 1]

+ Cos (2\/H + 5V11[3(2(t — t?) — 1)2 — 1]

+ Z\/ﬁ[BS(Z(t —t2) —1)*—3002(t —t?) — 1)% + 3]) (4.4.59)

denklemi bulunur. Bulunan bu fonksiyon degerleri (4.4.53) denkleminde yerine

yazilirsa

(co212V5 + c036087(2t — 1) + €04(120 + 210[3(2t — 1) — 1])

+ cos(168VIT(2¢ — 1) + 126VIT[5(2¢ — 1)* — 32t — 1)]) )
+ ( C012V3 + 026V5(2(t — t2) — 1) + co3(2V7 + 5V7[3(2(t — £2) — 1)? — 1])

+cos(18(2(t — t2) — 1)
+21[5Q(t -t - 1)3-3R(t-t>)-1)

+ Cos (2\/ﬁ +5V11[3(2(t — t2) — 1) — 1]

+ z\/H[SS(Z(t —t2) —1)*—30(2(t — t?) — 1)% + 3]))
—t2 (eoo +¢o1V3[3t — 1] + c02§ [3(3t —1)2 — 1]

+ cmg [5(3t — 1) - 33t — 1)]

+ cm% [35(3t — 1)* — 30(3t — 1) + 3]

+ cosg[63(3t —1)5 - 703t — 1)3 + 15(3¢ — 1)])
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+ <c012\/§ +co26V5(2t — 1) + c3(2V7 + 5V7[3(2t — 1)% — 1])

+ 04 (18(2t — 1) + 21[5(2t — 1)3 = 32t — 1)])

T Cos (2«/H + 5VIT[3(2t — 1)2 — 1]
2
+ %\/ﬁ[SS(Zt —1D*-3002t — 1% + 3]))

- <c012\/§ +co26V5(2t — 1) + co3(2V7 + 5V7[3(2t — 1)? — 1])

+ s (18(2t — 1) + 21[5(2t — 1)3 =32t — 1))

+ Cos (zvﬁ 4+ 5V11[3(2t — 1)2 —1]
+ %\/ﬁ[SS(Zt —1)*-30(2t —1)2 + 3])) <c00 + co1V3[2t — 1]
+ c02§ 32t —1)2 —-1] + cmg [5(2¢t — 1)3 — 3(2t — 1)]

3 Vi1

3t

—70(2t — 1)3 + 15(2t — 1)]) —et—et™t 4122 =0

(4.4.60)

denklemi elde edilir. Diger yandan cyg, Co1, Co2, Co3z, Coar Cos bilinmeyen katsayilarini
bulmak igin 2¥(M + 1) = 6 adet denkleme ihtiyac vardir. ilk iki denklem, baslangic

degerleri kullanilarak

¥(0) = coo + co1(—V3) + co2V5 + co3(—V7) + €043 + co5(—VI1D) =1 (4.4.61)
¥'(0) = cg12V3 + coa(—6V5) + €o312V7 + €04 (—60) + cos30VI1 =1 (4.4.62)

bi¢iminde bulunur. Geriye kalan dort adet denklemi elde etmek igin (4.4.60)
denkleminde t yerine P, — 6. derece 6telenmis Legendre polinomunun ilk dort koki
olan t =0.03377, t=0.16940, t = 0.38069, t=0.61931 degerleri yerine
yazilarak elde edilir. Boylece 6x6 tipinde lineer olmayan denklem sistemi bulunur.
Bu lineer olmayan denklem sistemi MATLAB programi kullanilarak ¢oziildiigiinde

Cnm bilinmeyen katsayilar1 elde edilmis olur.
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Problemin M = 2, M = 3 ve M = 5 durumlari i¢in mutlak hatanin

karsilastirma tablosu ise asagidaki gibidir.

Tablo4.45. M =2, M = 3 ve M =5 i¢in mutlak hata tablosu

t

E,

E,

E,

0.1

0.0003700607

2.681857e-05

3.759234¢-08

0.2

0.0007611571

1.770104e - 05

1.250407e-07

0.3

1.000193e - 05

7.705389¢e - 05

8.144094¢e - 08

0.4

0.0031690362

0.0001848035

3.440118e-07

0.5

0.0101967998

9.769431e-05

4.761915e-07

0.6

0.0226435623

0.0005415589

4.774446e-07

0.7

0.0422447445

0.0022553881

1.197968e - 06

0.8

0.0709182830

0.0057487414

5.626756e-06

0.9

0.1107838255

0.0119282777

3.901048e-05

1

0.1641839450

0.0219235813

0.000137395

Asagidaki grafikte M = 5 alinarak bulunan niimerik ¢Ozimiin grafigi ile

gercek ¢ozlimiin grafiginin birbirinin tizerine ¢akistigi gériilmektedir.

2.8

286

*  Numerik Gézlim

Gergek Cozim

24T

227

18T

16T

147

1271

1%

0.8

Sekil 4.4.5. M = 5 i¢in gergek ¢6ziim ve niimerik ¢oziim grafigi

0.4

0.5 0.6
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Problem 6.

3 3

y'(t) +2y(t) —y?(t) +y (%) = sint — sin® t + sin <%> (4.4.63)

ikinci dereceden lineer olmayan degisken gecikmeli diferansiyel denklemi

y(0)=0, y'(0)=1

baslangi¢ kosullar1 ile verilmis olsun. Bu baslangi¢ deger probleminin gergek

¢oziimil y(t) = sint dir. Simdi bu problemi k = 0, M = 6 alarak ¢6zelim. Bunun

icin y(t) fonksiyonu

y(®) = CTY(t) = [coo Co1 Coz Co3 Coa Cos Coe)

= [Coo Co1 Co2 Co3 Coa Cos Cosl

J13

L 16

V11

'8

Yoo
Yo
Vo
Yos
Yo
Yos
Vs |

1
J3(2t-1)

[3(2t —1)% ~1]

5

2

Nid

2
2[35(2t ~1)* —30(2t—1)? + 3]

[5(2t —1)° —3(2t ~1)]

[63(2t —1)° — 70(2t —1) *+15(2t — 1]

[231(2t —1)° —315(2t —1)* +105(2t —1)> -5
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5

= oo+ CorV3[2t — 1] 4 oy — > [3(2t — 1)%2 —1]

+ Cos V7 [5(2t —1)3 — 32t —1)]
+ c04§ [35(2t — 1)* —30(2t — 1)2 + 3]  (4.4.65)
+cosg[63(2t —1)°> =702t — 1) + 15(2t — 1)]

V13
+ cos ¢ [231(2t = 1)° - 315(2¢ — 1)* + 105(2¢ — 1)* — 5]

bigiminde ifade edilir. Buradan da (4.4.65) denkleminde t yerine ( ) yazilirsa

8

V71, t3
+ o3 = ——1 _3<Z_1>

3 £3 : £3 2
+ Coqm [35(——1) _30<1_1> +3
+ m63t31570t313+15t31
05 7g 4 4 4

+ ‘/1_3231 v 16 315 e 14+105 e 12 5
€06 76 4 4 4

(4.4.66)

y<ﬁ>—c00+601\/—l —1 +c02J_[ ——1 —1]

denklemi elde edilir. Bunun yaninda y'(t) baslangi¢ kosulunda y'(t) fonksiyonunu

elde etmek i¢in

[0 0 0 0 0 0 0]

23 0 0 0 0 0 0

0 215 0 0 0 0 o0
D=|2d7 0 235 0 0 0 0
0 63 0 67 0 0 0

211 0 255 0 611 0 0

| 0 239 0 21 o0 2143 0]
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7Xx7 tipindeki D matrisi kullanilarak

y'(t) = C"DY(t)

[0 0 0 0 0 0 0]
23 0 0 0 0 0 0
0 215 0 0 0 0 0
= [ Cu € C Co Cos Cos] X 27 0 235 0 0 0 0 X
0 63 0 67 0 0 0
2it 0 255 0 611 0 0O
| 0 23 0 21 o0 2143 0]

1
J3@t-1)

[3(2t -1 -1]

ﬁ

2

Nid

2
g[ss(m —1)* —30(2t —1)2 + 3]

[5(2t —1)* —3(2t ~1)]

@[63(3 —1)° - 70(2t —1)°+15(2t -1)]
%[231@ —1)°® —315(2t —1)* +105(2t —1)> -5

= 12V3 + €026V5(2t — 1) + ¢o3(2V7 + 5V7[3(2t — 1)2 — 1])
+ c0a(18(2t — 1) + 21[5(2t — 1)3 =32t —1)])

+ Cos (zvﬁ +5V11[3(2t — 1)2 —1]
+ z\/H[SS(Zt —1*-30(2t — 1% + 3])
+ Cos (6\/E(2t —1) +7v¥13[5(2t — 1)3 — 3(2t — 1)]

+ %\/ﬁ[63(2t —1)5 —70(2t — 1)3 + 15(2t — 1)]) (4.4.67)

denklemi bulunur. Benzer sekilde y''(t) baslangi¢ fonksiyonunu elde etmek i¢in ise
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0 0 0 0 0 00
0 0 0 0 0 00

125 0 0 0 0 00

pD*=| 0 20J21 0 0 0 00
120 0 845 0 0 00

0 5633 0 3677 0 00

0 0

8413 0 7265 0 13213

7x7 boyutundaki D? matrisi kullanilarak

y"(t) = CTD*Y()

0 0 0 0 0 00
0 0 0 0 0 00

126 0 0 0 0 00

= [cw Cn G G Cu G Cu] X | O 20§21 0 0 0 00
120 0 8 0 0 00

0 5633 0 3677 0 00

18413 0 7265 0 13213 0 0]

1
J3(2t-1)

[3(2t—1)2 1]

V5
2
x N7

2
2[35(2t _1)*—30(2t—1) + 3]

[5(2t —1)° —3(2t —1)]

@[63(3 -1)° - 70(2t -1)°+15(2t - 1)]
§[Z31(2t —1)® —315(2t —-1)* +105(2t —-1)* -5

= 2 12V5 + ¢p360V7 (2t — 1) + ¢04(120 4+ 210[3(2t — 1)% — 1])
+ co5(168V11(2t — 1) + 126V11[5(2t — 1)% — 3(2t — 1)])

+ Cos (84\/E + 180V13[3(2t — 1)2 — 1]

+ 2 V3[35(2t ~ 1)* — 302t — 1) +3]) (4.4.68)
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denklemi elde edilir. Bulunan bu fonksiyon degerleri (4.4.63) denkleminde yerine

yaazilarak

<c0212\/§ + ¢0360V7(2t — 1) + ¢0,(120 + 210[3(2t — 1)2 — 1])

+ cos(168V11(2t — 1) + 126vV11[5(2t — 1)% — 32t — 1)])

+ Cog (84\/E +180V13[3(2t — 1)2 — 1]

+ ?\/ﬁ[35(2t - D* =302t - 1)* + 3])>
J5

+2 <C00 + coyV3[2t — 1] + c027 [3(2t —1)? —1]
+ c03§[5(2t —1)3 - 3(2t - 1)]
+ c04§[35(2t —1D*—-3002t —1)? + 3]
+ cosg[63(2t —1)> =702t —1)3 + 152t — 1)]

V13
+ cos g [231(2 = 1)° = 315(2¢ — 1)* + 105(2¢ — 1)* — 5]

- (Coo + co1V3[2t — 1] + COZ? [3(2t —1)% —1]

+ cwg [5(2t —1)3 — 32t — 1)]

3
+Coag [35(2t — 1)* —30(2t — 1)* + 3]
Vi1
+ Cos g~ [63(2t — 1)° —70(2¢t — 1)3 + 15(2¢t — 1)]

Vi3 ?
+ Cos T [231(2t — 1) — 315(2t — 1)* + 105(2t — 1)? — 5])
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t3
+ <C00+C01\/§<Z_1 +C02x/_ [ —1]

\/— t3
——1 —3(=—-1

+c03 3<4 )

3 3\ 3\’
+C04§ 35(1-1) —30<Z—1> + 3

vit[ /e 3\’ ¢3
+C057 63(1-1) —70<Z—1> +15<Z—1>

viz[ /8 \° 3 \* 3\’
+CO6? 231(1-1) —315<Z—1> +105<Z—1> -5

£3
— sint + sin? t — 31n< ) =0 (4.4.69)

8

oldugu goriiliir. Diger yandan cg, Co1, Co2, Co3, Coar Cos, Coe bilinmeyen katsayilarini
bulmak igin 2*¥(M + 1) = 7 adet denkleme ihtiya¢ duyulur. Ilk iki denklem, (4.4.64)

denklemi kullanilarak

¥(0) = coo + co1(—V3) + co2V5 + co3(—V7) + €043 + co5(—V11) + co6(V13)
=0 (4.4.70)

¥'(0) = c12V3 + o2 (—6V5) + c9312V7 + ¢4 (—60) + c530V11
=1 (4.4.71)

bi¢iminde bulunur. Geriye kalan 5 denklemi elde etmek i¢in (4.4.69) denkleminde t
yerine P, — 7. derece otelenmis Legendre polinomunun ilk bes kokii olan t =
0.02545, t=0.12923, t=10.29708, t =0.5 t =0.70292 degerleri Yyerine
konulur. Boylece 7x7 tipinde lineer olmayan denklem sistemi bulunmus olur. Bu
lineer olmayan denklem sistemi MATLAB programi yardimiyla ¢oziildiigiinde ¢,
bilinmeyen katsayilar1 elde edilmis olur. Sonug¢ olarak bulunan bu degerler ile

yaklasik ¢6ziim fonksiyonu bulunmus olur.
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Asagida ise M = 5 ve M = 6 degerleri igin gercek ¢dziim ile niimerik ¢oziim
arasindaki farki gosteren mutlak hata tablosu yer almaktadir. Tablodan da
anlagilacagr gibi t degeri sifira yaklastikca niimerik ¢6ziim gergcek ¢oziime
yaklasmakta, t degeri bire yaklastiginda ise niimerik ¢Oziim gergek ¢oOziimden

uzaklagsmaktadir.

Tablo 4.4.6. M =5 ve M = 6 i¢in mutlak hata tablosu

t

Es

E

0.1

8.963065387e-09

3.389353381e-10

0.2

2.720358344e-08

3.618011279¢-09

0.3

2.394278514e-08

3.060617093e-09

0.4

6.937304025¢ - 08

7.998320783e-09

0.5

1.053035117e-07

7.465058682¢ - 09

0.6

1.310158346¢-07

1.884611267e-08

0.7

4.027837364e-07

2.564863577e-08

0.8

9.757849775¢-07

3.424606509¢ - 08

0.9

8.700010081e - 06

6.393175213e-07

1

3.267790566€ - 05

3.926144182¢-06

Problem 7.

t

tigtincii dereceden lineer olmayan orantili gecikmeli diferansiyel denklemi

y(@ =0 y'(0)=1 y"(0)=0

baslangi¢ sartlari ile verilmis olsun. Bu problemin gercek ¢oziimii y(t) = sint dir.

Eger burada k = 0, M = 6 alinirsa y(t) fonksiyonu
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Yoo
VYo
Vo2
y(t) = CTY(t) = [coo Co1 Coz Co3 Cos Cos Coel | Wos
Vo
Vos
Yos |

1
J3(2t-1)

[3(2t-1)? 1]

5

2

Nid

2
2[35(2t ~1)* —30(2t —1)2 + 3]

= [€o0 Co1 Co2 Co3 Co4 Cos Cosl [5(2t-1)° —3(2t -1)]

J11
'8
V13

" 1231t ~1)°® —315(2t —1)* +105(2t —1)> -5

[63(2t —1)° — 70(2t —1) *+15(2t —1)]

N3

= oo+ CcorV3[2t — 1] + o2~ [3(2t — 1)%2 — 1]

+ cwg [5(2t —1)3 — 32t — 1)]

+ 604% [35(2t — 1)* —30(2t — 1)? + 3]
+ cosg[63(2t - 1)° =702t —1)3 + 152t — 1)]
V13

+ Cos Tg [231(2t — 1)® — 315(2t — 1)* + 105(2t — 1)? — 5]

(4.4.74)
bigiminde elde edilir. Diger yandan baslangi¢ kosulundaki y'"’(t) fonksiyonunu elde

edebilmek i¢in
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0 0 0 0 000

0 0 0 0 000

0 0 0 0 000

D3 = | 12047 0 0 0 000
0 8403 0 0 000
840+/11 0 50455 0 0 0 O
000

0 1512+/39 0 792491

biciminde olan 7x7 tipindeki D3 matrisi kullanilarak

y'"'(t) = CTD3Y(b)

) 0 0 0 00 0]

0 0 0 0 000

0 0 0 0 000

= [Coo Co1 Coz Co3 Cos Cos5 Cos] X 1207 0 0 0 000
0 84043 0 0 000

840+/11 0 50455 0 0 0 0

0 151239 0 79291 0 0 O]

1
J3(2t-1)

[3(2t—1)2 -1]

5

2

J7

2
S[SS(Zt ~1)* ~30(2t -1)* + 3]

[5(2t —1)° —3(2t ~1)]

Vi1
8
NE

1—63[231(2t -1)° -315(2t -1)* +105(2t -1)* -5

[63(2t —1)° —70(2t —1) *+15(2t —1)]

= C3120V7 + €042520(2t — 1) + co5(840V11 + 1260vV11[3(2t — 1)? — 1])
+ co6(4536V13(2t — 1)
+2772V13[5(2t — 1)3 — 3(2t — 1)]) (4.4.75)
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denklemi bulunur. Simdi ise (4.4.74) denkleminde ¢t yerinegyazﬂlr ve elde edilen

(4.4.75) denklemi ile beraber problemde yerine konulursa

(Co3120V7 + €942520(2t — 1) + co5(840V11 + 1260vV11[3(2t — 1)? — 1])
+ co6(4536V13(2t — 1) + 2772V13[5(2t — 1)* — 32t — D]) + 1

-2 (coo +coV3[t— 1] + COZ? [3(t—1)*—-1]+ cogg [5(t—1)*-3(t—1)]
+ c04%[35(t —1D*—=30(t —1)% + 3]

+ cosg[&(t —-1)°>=70(t — 1)+ 15(t — 1)]

+ 606\/1163[231(1: —1)% —315(t — 1)* + 105(t — 1)? — 5])2

=0 (4.4.76)

denklemlnl elde edilir. Diger yandan Co0,Co1,Co2,Co3, Cos, Cos, Cop bl“nmeyen
katsayilarmi bulabilmek igin 2¥(M + 1) = 7 adet denkleme ihtiyag vardir. (4.4.74)
denkleminden ve D matrisi kullanilarak yazilan baslangic kosullarindan

yararlanilarak

¥(0) = coo + co1(—V3) + co2V5 + co3(—V7) + €043 + co5(—V11) + co6(V13)
=0

¥'(0) = c912V3 + ¢z (—6V5) + €9312V7 + €44 (—60) + cs30V11
+ cos(—42V13) = 1 (4.4.77)

¥"(0) = co212V5 + co3(—60V7) + c04540 + co5(—420V11) + coe(840V13)
=0 (4.4.78)

denklemleri bulunur. Geriye kalan 4 denklemi elde edebilmek igin 4.4.76
denkleminde t yerine P, — 7. derece Gtelenmis Legendre polinomunun ilk dort kokii
olan t = 0.02545, t =0.12923, t = 0.29708, t = 0.5 degerleri siras1 ile yerine
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yazilir. Boylece 7 adet lineer olmayan denklem sistemi elde edilir. Bu lineer olmayan
denklem sistemi MATLAB programi yardimiyla ¢6ziildiigiinde c,,, katsayilari
bulunmus olur ve bu katsayilar da yerine konularak y(t) yaklasik ¢6ziimii elde

edilmis olur.

Bu problemin M = 5 ve M = 6 degerleri ile hesaplanan yaklasik ¢oziimleri,
13. derecen polinom kullanilarak uygulanan ayristirma metodu [42] ile ve 9. derece
polinom alinarak hesaplanan Adomian ayristirma metodu [39] ile kiyaslamasi

yapilmis ve mutlak hata tablosu ise agsagidaki gibi verilmistir.

Tablo 4.4.7. Mutlak hata tablosu

N o Adomian

Numerik | Numerik | Ayristirma
t, Ayristirma

Metot, E, | Metot, E, | Metodu, E,,[42]

Metodu, E,[39]

0.1 | 2.54e-09 | 5.37e-10 0.0 1.02e-15
0.2 | 3.24e-09 | 1.39%-09 0.0 5.28e-13
0.3 | 2.11e-08 | 1.59¢e-09 0.0 2.02e-11
0.4 | 1.44e-08 | 7.06e-09 0.0 2.69%e-10
0.5 1.21e-07 | 3.52e-09 2.61e-09 2.00e-09
0.6 | 1.42e-07 | 3.27e-08 1.04e-08 1.03e-08
0.7 | 2.48e-06 | 6.05e-08 4.07e-08 4.12e-08
0.8 | 1.11e-05 | 1.05e-06 1.38e-07 1.36e-07
0.9 | 3.47e-05 | 5.08e-06 4.00e-07 3.92e-07
1 | 8.87e-05 | 1.67e-05 1.03e-06 1.00e-06

Tablodan da anlasilacag: gibi diisiik M degerleri alinarak uygulanan bu metot
ile ayn1 baglangic deger probleminde yiiksek polinomlar alinmak sureti ile uygulanan
metodun hemen hemen ayni hata oranina sahip oldugu gézlemlenmistir. Bu yiizden,
Legendre polinomlar1 kullanilarak uygulanan dalgacik metodu, kiyaslanan her iki

metottan da etkili oldugu sdylenebilirdir.
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Problem 8.

t
y6(t) — 1 + 2y2 (E) =0 0<t<1 (44.79)

altinci dereceden lineer olmayan orantili gecikmeli diferansiyel denklemi

y(o) = 1’ y’(O) = 0’ y”(O) = _1' y”,(o) = 0;
yPO) =1, y®0) =0 (4.4.80)

baslangic kosullar ile ele alinsin. Problemin ger¢ek ¢oziimii y(t) = cost dir ve
¢oziim olarak k = 0, M = 6 olarak ele alinsin. Bu problem altinci mertebeden bir
denklem igerdiginden dolay1 7x7 boyutundaki D, D2, D3, D*, D ve D® matrislerinin
olusturulmas1 gerekmektedir. 7x7 boyutundaki D, D? ve D3 matrisleri onceki

problemlerde elde edilmistir. Ayn1 boyuttaki D*, D> ve D® matrisleri ise

0 0 0 0000
0 0 0 0000
0 0 0 0000
pt=| 0 0 0 0000
5040 0 0 0000
0 5040+/33 0 0000
12016013 0 1108865 0 0 0 O]
[0 0 0000 0]
0 0 00000
0 0 00000
pS=| 0 0 00000
0 0 00000
30240411 0 00000
0 110880439 0 0 0 0 O]
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o O O O o

0

0
0
0
0
0
0
665280413 0

O O O O O o o
O O O O o o o
O O O O o o o
O O O O O o o

seklinde bulunur. Bu taktirde y(t) ve y(®)(t) fonksiyonlari igin
t t
V=T —
Y (2) cv (2)

N3

= coo + o1 V3[t — 1] + 0027 [3(t —1)* — 1] + co3 g [5(t—1)°=3(-1)]
+ C04§ [35(t — 1)* —30(t — 1)? + 3]
+ cosg[63(t —15=70(t—1)3+15(t — 1]

+ 606%[231@ —1)6 = 315(t — 1D* + 105(t — 1)? — 5] (4.4.81)

y©(t) = CTDY(t)
= xs665280V13 (4.4.82)

denklemleri bulunur. 4.4.80 ile ifade edilen baslangi¢ kosullar1 kullanilarak ise

y(0) = CTy(0)
= Coo + Co1(—V3) + co2V5 + co3(—V7) + c0a3 + cos(—VI1) + ce(V13) = 1
(4.4.83)
y'©@ = CTDY(0)
= C012V3 + o2 (—6V5) + €0312V7 + c4(—60) + cos30V1T + coe(—42V13)
=0 (4.4.84)
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y"(0) = CTD*Y(0)
= 02125 + co3(—60V7) + 04540 + cos(—420V11) + o6 (840V13) = —1
(4.4.85)

y"'(0) = C"D3Y(0)
= Co3120V7 + 94 (—2520) + €453360V11 + ce(—10080v13) =0 (4.4.86)

y®(0) = C"D*Y(0)
= 045040 + co5(—15120V11) + ¢4675600V13 = 1 (4.4.87)

y®(0) = C"Dy(0)
= €0530240V11 + coe(—332640v13) = 0 (4.4.88)

denklemleri elde edilir. (4.4.81) ve (4.4.82) denklemleri (4.4.79) denkleminde yerine

yazilirsa

C06665280vV13 — 1

+2 (coo + o V3[t — 1] + cozg [3(t —1)2 —1]

+ cmg [5(t —1)3—3(t —1)]

+ c04§[35(t —1)*—=30(t — 1)? + 3]
+ cosg[63(t —1D5=70(t—1)3+15(t — 1]
2
+ 606\/1£63[231(t —1)% —315(t — 1)* + 105(t — 1)? — 5])
=0 (4.4.89)

denklemi  bulunur. Diger yandan cyg, Co1,Co2, Co3» Coar Coss Cog  DIliNMeyen
katsayilarmm bulmak igin 2¥(M + 1) = 7 adet denkleme ihtiya¢ duyulur. ilk alt1
denklem (4.4.83) — (4.4.88) denklemlerinden elde edilir. Geriye kalan bir adet

denklem ise (4.4.89) denkleminde t yerine P, — 7. derece Otelenmis Legendre
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polinomunun ilk kokii olan t = 0.02545 degeri yerine yazilarak elde edilir. Boylece

yedi adet lineer olmayan denklem sistemi elde edilmis olur. Elde edilen bu denklem

sistemi MATLAB programi yardimiyla ¢oziiliir ise y(t) yaklasik fonksiyonu igin

gerekli olan bilinmeyen c,y,,, katsayilarini bulunur.

Asagidaki tabloda problemin gercek ¢Ozliimii, niimerik ¢6ziimii ve her iki

¢Ozlim arasindaki mutlak hata degerleri yer almaktadir. Tablodan da anlasilacag: gibi

altinci dereceden bir probleme altinc1 dereceden bir polinomla yaklasildiginda bile

noktadan sonra en az bes basamaga kadar ger¢ek ¢6ziim ile niimerik ¢éziim ayni

degeri almaktadir. Bu ise uygulanan metodun yiiksek mertebeden linecer olmayan

denklemlerin ¢6zlimii i¢in dahi ¢ok daha iyi sonug¢ verdigini gostermektedir.

Tablo 4.4.8. Gergek ¢6ziim ile niimerik ¢oziimiin Karsilastirilmasi

Gercek Cozum
M =6

Nimerik C6zum
M =6

Mutlak Hata
M=6

0.1

0.995004165278026

0.995004165278227

2.01616501271928e-13

0.2

0.980066577841242

0.980066577806563

3.46787043525865¢e -11

0.3

0.955336489125606

0.955336487827882

1.29772448342891e - 09

0.4

0.921060994002885

0.921060979620032

1.43828530196899 - 08

0.5

0.877582561890373

0.877582472305420

8.95849524562564¢ - 08

0.6

0.825335614909678

0.825335220984428

3.93925250197213e - 07

0.7

0.764842187284489

0.764840818192666

1.36909182280043¢ - 06

0.8

0.696706709347165

0.696702695682056

4.01366510993650€ - 06

0.9

0.621609968270664

0.621599626525754

1.03417449105470e-05

0.540302305868140

0.540278227546903

2.40783212364093e - 05

4.5. Yakinsakhik Analizi

L*>(R), Hilbert uzayini temsil etmek iizere u(t) ve v(t), [0,1] araliginda

<u,v>= fol u(t)v(t)dt i¢ ¢arpimi ile tanimlanan bu uzaydaki herhangi iki

fonksiyon olsun. (3.1.2.1) denkleminden de bilindigi tizere Y, (t) = 2 2 (27™t —

n) fonksiyonu L?(R) iizerinde ortonormal dalgacik bazini ifade etmektedir [63]. Bu

da [0,1] kapali araliginda tanimli herhangi bir y(t) fonksiyonunun (4.3.1.3) ve

(4.3.2.3) denklemindeki

gibi

dalgacik bazlarinin
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genisletilebilecegini gostermektedir. Diger yandan c¢;; =< y(t),y;(t) >, k=1

i¢in i¢ ¢arpimi temsil etmek tizere

M

y(©) = ) ci(®)

=1

ifadesinin (4.3.1.1) ve (4.3.2.1) ile ifade edilen denklemlerin bir ¢dziimii olsun. T,,,
kismi toplamlar dizisi olmak {izere serinin y(t)’ye yakinsadigini gdsterebilmek igin
T, dizisinin Hilbert uzay1 {iizerinde bir Cauchy dizisi oldugunu gdstermek

gerekmektedir. Bunu ispat etmek igin

Y0 =yY@) ve a; =<y(t),P(t) > olarak alahm. Bunun yaninda

n = m olmak lzere

T, = z a(t), T, = Z a(t) (4.5.1)
j=1 j=1

bigiminde ifade edilen kismi toplam dizileri olsun. Bu taktirde

n n
j=1 j=1
— 2
= Z“J’“j = Z|“j|

j=1 j=1

seklinde yazilir. Ote yandan (4.5.1) denkleminden
n m n
Tn =T = Z ap(t;) = Z () = Z ()
j=1 j=1 j=m+1

olur. Bu esitligin her iki yaninin normu alinirsa

72



2
n n

”Tn — Tm”2 = Z C(]ll}(t]) =< Z ail/)(ti)' Z a]l/j(t]) >
j=m+1 i=m+1 j=m+1

n

= Z Zn: @@ <P(t),¥(t) > = z L

j=m+1

denklemi elde edilir. Bessel esitsizligini kullanarak, n — oo iken Z;‘=m+1|aj|2
dizisinin yakinsamasi nedeni ile T,, dizisinin, Hilbert uzayinda yakinsak bir dizi

oldugu agikga goriiliir ve bu dizi bir T toplamina yakinsar. Boylece

<T-y®,¥) >=<T, ;) >—-<y@®),Pt;) >=< 1111_1){)10 To, Y(t) > —a;

n
= lim < Tn,l/)(tl') > —a; = lim < z a]l/)(t]),l/)(tl) > —q;
n—oo n—-oo
j=1

n
lim » a; <y(t),¥(t;) > —a; = lim(a; —a;) =0
n—-oo n—o
j=1

oldugu goriiliir. Sonug olarak < T — y(t),¥(t;) > = 0’dir ve buradan T = y(t) elde
edilir. Diger bir deyisle y(t) = X724 aj¢(tj) olarak yazilir [51,68].

4.6. Hata Sinir1
Lemma 4.6.1. y(t):[0,1] = R ile tanimli m kez tiirevlenebilen bir fonksiyon

oldugunu kabul edelim. Bu taktirde $256! M _ . comtbnm(t) = CTY(t) yaklasimu

y(t) fonksiyonu ile birlikte g6z oniine alindiginda

ly = CTy@Il < z%pl]|y(m) ®)| (4.6.1)

ml 2mk t
bi¢iminde bir ortalama hata siniria sahiptir [58].

Ispat 4.6.1. [58] [0,1] kapali araligini [2—7;,712—21] biciminde cok kiigiik araliklara
bolelim. Burada y(t), bu alt araliklardaki minimum ortalama hataya sahip

m.dereceden CTy(t) polinomu vasitas: ile yaklasik olarak hesaplanir. Bu taktirde
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maksimum hata tahmini, y(t) fonksiyonunu interpole eden bu polinom ig¢in

kullanilir. Boylece

n+1

1 k_q 2k

ly — CTy@|? = f [y(6) = CTY(O]2de =

N
|

[y() — CTY(D)]*dt

] Ae—

0 n=0
nt1 nt1
_ k 1 5k . 5
t t sz:fl su (m)tldt
Zf @ -y OPas Y | [ b0
I O

2 2
Sf[ ! ~ sup |y(m)(t)|l dtzl ! = Sup |y(m)(t)|l (4.6.2)
m! 2™M¢ telo,1] m! 2™k er01]

elde edilir. Burada y*(t), y(t) ’nin m.dereceden bir interpolasyonudur. Sonugta
(4.6.2) denkleminin her iki tarafinin karekokiinti alinirsa (4.6.1) denklemi bulunmus

olur.
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5. SONUC

Bu calismada Legendre metodu, lineer ve lineer olmayan gecikmeli
diferansiyel denklem tiplerinin her ikisine de uygulanmistir. Legendre dalgacik
tiirevleme matrisi kullanilarak, ele alman problemlerdeki diferansiyel denklem ve
baslangi¢ kosullari ile cebirsel denklem sistemi elde edilmis ve bu denklem sistemi
bilinmeyen c,,,, katsayilar1 igin ¢oziilmiistiir. Denklem sistemlerinin ¢dziimiinde
MATLAB programindan yararlanilmistir. Elde dilen bu ¢oziimler, Onceden
tanimlanan ¢oziim fonksiyonunda yerine konularak yaklasik c¢oziimler elde

edilmistir.

Ilk ii¢ problemde orantili gecikmeli nétr diferansiyel denklemler ele
alimmistir. Sonuglar hem analitik ¢ozlimlerle hem de literatiirdeki diger niimerik
¢oziimlerle kiyaslanmistir. ilk iki problemde, uygulanan niimerik metodun, polinom
formunda ¢0ziime sahip problemler i¢in analitik c¢oziime egilim gosterdigi
gozlemlenmistir. Ugiincii problemde ise sadece dérdiincii mertebeden polinom

kullanilarak yiiksek dogrulukta sonuglar bulunmustur.

Son bes problemde ise Legendre dalgacik metodu, yiiksek mertebeden lineer
olmayan orantili ve degisken gecikmeli diferansiyel denklemlere uygulanmistir.
Metodun yeterliligini gosterebilmek adina denklemler altinci dereceye kadar
incelenmistir. Yiiksek mertebeden denklemlerin niimerik ¢oziimleri i¢in oldukca
kiicik M degerleri kullanilarak diisiik hata payma sahip nilimerik sonuclara

ulasilmistir.

Dolayisi ile Legendre dalgacik metodu, ele alinan bu denklem tiirlerine kesin
ve yaklagik ¢oziimler iretebilmek icin oldukga etkili, pratik ve uygun bir
yaklasimdir. Literatiirdeki diger metotlarla kiyaslandiginda ise ele alinan bu metodun

daha verimli oldugu gézlemlenmistir.
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