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Makine Miihendisligi Anabilim Dah

Danmisman: Dog. Dr. Bozkurt Burak OZHAN

Bu c¢alismada hareketli kiitle etkisi altindaki kiris ve plaklarin dogrusal
olmayan (nonlineer) titresimleri analitik ve sayisal olarak incelenmistir. Hareketli
kiitle etkisi altindaki Euler Bernoulli, fonksiyonel derecelendirilmis ve viskoelastik
kiris modelleri ile Kirchhoff, fonsiyonel derecelendirilmis ve viskoelastik plak
modelleri ele alinmistir. Kiris ve plak yapilarin hareketini temsil eden diferansiyel
denklemler (Hareket denklemleri) Lagrange yontemi ile bulunmustur. Galerkin ve
Cok Zaman Olgekli Perturbasyon yontemi kullanilarak yapilan analitik ¢oziimler ile
Sonlu Elemanlar ve Tiirevsel Karelestirme yontemleri kullanilarak yapilan sayisal
¢oziimler karsilastirilmistir. Analitik ve sayisal ¢oziimlerin uyumlu sonuglar verdigi
gosterilmistir.

Anahtar Kelimeler: Euler-Bernoulli kirisi, Fonksiyonel derecelendirilmis Kiris,
Hareketli kiitle, Nonlineer titresimler, Perturbasyon Yoéntemi, Sonlu Elemanlar,
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Vibrations of Beams and Plates Under Moving Mass Effect
Mehmet KIR

Manisa Celal Bayar University
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Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Bozkurt Burak OZHAN

In this study, nonlinear vibrations of beam and plate structures under moving
mass effect are investigated by using analytical and numerical methods. Euler
Bernoulli, functionally graded and viscoelastic beam models and Kirchoff,
functionally graded and viscoelastic plate models are investigated. Equations of
motion for the beam and plate structures are obtained by Lagrange Method.
Analytical solutions are found by Galerkin Method and the Method of Multiple
Scales (a Perturbation Method). Numerical solutions are obtained by Finite Element
Method and Differential Quadrature method. It is shown that the results of analytical
and numerical methods give high convergence.

Anahtar Kelimeler: Euler-Bernoulli beam, Functionally graded beam, Moving
mass, Nonlinear vibrations, Perturbation method, Finite Element Method,
Differential Quadrature Method, Viscoelastic beam.
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1. GIRIS

1.1. Genel Bilgiler ve Yapilmis Calismalar

Hareketli kiitle etkisi altindaki yapilarla mithendislik uygulamalarinda yaygin
olarak karsilagilmaktadir. Koprii, viyadiik, tren yollari, makine parcalari, tagima
sistemi halatlar1 hareketli kiitle etkisi altindaki sistemlere 6rnek olarak verilebilir. Bu
sistemlerde olusan yer degistirmeler, sistemin statik ve diisiik hizli hareketli kiitle
etkisine maruz kalmasiyla olusan yer degistirmelerden daha fazladir. Deforme
olmamis, duragan haldeki bir yapiya ani bir yiik etki ettirildiginde bu iki durum
arasindaki fark kolaylikla gozlemlenebilir. Denge konumu etrafinda zorlamali olarak
titresen bu gibi bir yapida olusan ¢okme degeri, statik ¢okme degerinin neredeyse iki
katina esittir. Hareketli kiitle probleminde, sisteme ani olarak etki eden hareketli
kiitle sistem iizerinde bir zorlama kuvveti olusturur. Eger yiik gecisi belli bir
frekansta (sistemin dogal frekansinda) periyodik olarak gerceklesirse, ¢okme miktari

artar.

Sekil 1.1: Hareketli kiitle etkisi altindaki bir yap1 [1]

Hareketli kiitle etkisi altindaki kiris yapilarinda en biiyiik (maksimum) ¢6kme
miktar1 hiza bagli olarak -kirig boyu L olmak iizere- 0.5L ile 0.7L noktalar1 arasinda
meydana gelir. Sabit parametreler altinda sistem ftizerinde maksimum ¢6kmeyi
olusturan hiz degerine kritik hiz adi verilir. Yapmin direngli olmas1 gereken ve
istenmeyen ¢okme degerlerini belirleyen unsurlardan biri de kritik hizdir [1].

1



Hareketli kiitle problemlerinin dinamik analizine gecilmeden once dikkat
edilmesi gereken ilk ve en 6nemli husus smiflandirmanin iyi yapilmasidir. Hareketli
kiitle problemleri Sekil 1.2’deki gibi ¢esitli sekillerde modellenebilir. En basit durum
Sekil 1.2 a’da gosterilmistir. Bu durumda hareketli kiitlenin agirligi direkt olarak
yapiya etki eder ya da kiitle bir salinici ile yapiya baglanabilir (Kiitlenin salinici ile
bir yapiya etkimesine Ornek olarak otomobil gdvdesinin siispansiyon sistemiyle
birlikte hareketi verilebilir [13]) Bu durumda sistemin dinamik davranisinda agirlik
kuvveti etkisi goriilmesine ragmen, atalet etkisi goriilmez. Salinici1 ya da salmicilar
belirli hizlar igin sistemin genlik degerlerinde artirict veya azaltici etkide bulunabilir.
Sekil 1.2b’de gosterilen modelde sadece hareketli kiitlenin atalet etkileri dikkate
almir. Sekil 1.2c’deki modelde ise 1.2b’ye ek olarak hareketli kiitlenin agirligi da

dikkate alinir. Bu ii¢ modelde hareketli kiitleden kaynaklanan etkiler 0<t S%

araliginda sistem ¢iktisini etkiler[1]. Burada L yapinin (kiris ya da plak) boyunu, V
ise kiitlenin hizin1 temsil etmektedir.

Sekil 1.2: Hareketli yiik tiirleri [1]

Literatiirde hareketli yiik ile ilgili ¢ok c¢esitli caligmalar bulunmaktadir. Yapilan ilk
caligmalarda hareketli kiitlenin olusturdugu dinamik etkiler ithmal edilmistir. Bu tip
problemler i¢in analitik ¢ozlimler iiretilebilir. H.Saller hareketli yiikiin (agirligin)
olusturdugu dinamik etkileri dikkate alan ilk kisidir. Cesitli basitlestirmeler yaparak
yapinin dinamik davranisi tizerindeki hareketli kiitle etkisini ortaya koymustur. 1930
yillarinda hareketli yiik problemi alaninda iki 6nemli ¢alisma ortaya konulmustur.
Bunlardan biri C.E. Inglis’in yaptig1 ivme terimi agilimidir. Bu agilimda hareketli
kiitlenin yer degistirmesini temsil eden bagimli degisken, kiris yer degistirmesini
2



temsil eden bagimli degisken cinsinden yazilmistir (ileride bahsedilecek olan
malzeme tlirevi kullanilmistir). Digeri ise A.Schallenkamp’m yaptigi trigonometrik
seri acgilimidir. Schallenkamp’in yaklasiminda bagimli deg§isken Fourier (siniis)
serisine a¢ilir. Fakat smir sartlar1 bu ac¢ilima tabi tutulmaz. Onerilen trigonometrik
fonksiyon sinir sartlarini saglar. Hareketi tanimlayan diferansiyel denklem, Lagrange
yontemi kullanilarak genellestirilmis koordinatlarda ifade edilmistir. Genellestirilmis
kuvvet de sanal is prensibinden tiiretilir. Schallenkamp’in yaklasimi karisik

olmasiyla birlikte, kullanilan serinin 6zelliginden dolay1 yakinsamasi da yavastir[1]

Bir dinamik sistemin analiz edilebilmesi i¢in Oncelikle sistemin hareketini
temsil eden denklemin bulunmasi gerekir. Dinamik bir sistemin hareket denklemi
farkli yontemlerle bulunabilir. Ercan [2], ¢alismasinda dinamik sistemlerin hareket
denkleminin Lagrange enerji metodu ile nasil bulunacagini detayli bir sekilde ele

almistir.

Fryba[3], hareketli yiik ve hareketli kiitle problemine ait temel bir ¢calismay1
ortaya koymustur. Bu calismada kiris ve plak titresimlerinin modellenmesi ve
¢oziimleri detayli bir sekilde ele alinmistir. Fryba’nin bu c¢aligmasi hareketli kiitle

ve/veya yiik tastyan modellerle ilgili en temel kaynaklardan biridir.

Ouyang[4] ,tarama makalesinde hareketli kiitleye sahip bir¢ok uygulamaya
deginmis, bu tiir problemler i¢in yapilan kabulleri ve bu kabullere gore elde edilen
sonuglar tartigmigtir. Hareketli yiik problemini hem analitik hem de sayisal olarak

ele almistir.

Hareketli yiike maruz kiriglerin modellenmesinde hangi sekil degistirme
teorisinin kullanildig1 da ayrica 6nem arz eden bir durumdur. Sekil degistirme
teorisinin degismesi ile dinamik davranis degismektedir. Wang ve ark.[5] kiris ve
plak yapilart i¢in Euler-Bernoulli, Timoshenko ve Reddy-Bickford sekil degistirme
teorilerine ve bu teorilerde yapilan kabuller ile teorilerin matematiksel olarak nasil
ifade edildigine deginmislerdir. Cesitli sinir ve yiikkleme kosullar1 altindaki kiris ve
plak yapilarini ele alarak sekil degistirme teorileri arasindaki iliskileri agik bir sekilde

ortaya koymuslardir.



Hareketli yiik altindaki yapilarin dinamik davranigi analitik veya sayisal
olarak incelenebilir. Dinamik davranig, Perturbasyon Metodu ile analitik, sonlu
elemanlar yontemi ile de sayisal olarak analiz edilebilir. Nayfeh[6, 16] her biri
konusunda temel kaynak niteliginde olan kitaplarinda boyut analizini ve
perturbasyon metodlarmi ele almistir. Reddy[7] matematiksel modelleme ve sonlu
elemanlar yontemleri konusunda temel bagvuru kaynagi niteliginde olan kitabinda bir
ve iki boyutlu, statik ve dinamik sistemlerin matematiksel olarak modellenmesini ve
bu matematiksel modellerin sonlu elemanlar yontemleri ile ¢6ziimlerini gostermistir.
Matematiksel modellerin sayisal ¢oziimiinde tek bir yonteme bagli kalmayip bir¢ok
matematiksel yontem kullanilmigtir. Farkli yontemler ile elde edilen sonuglar

karsilastirilmis ve yontemlerin etkinligi tartisilmistir.

Malzeme yapist bakimindan da farkli kiris tiirleri mevcuttur. Fonksiyonel
derecelendirilmis kiris bu tiirlerden birisidir. Khalili ve ark.[8], Rayleigh-Ritz (RR)
ve tiirevsel Karelestirme (DQ) metotlarin1 kullanarak hareketli yiik altindaki kirig
problemini sayisal olarak ¢6zmiislerdir. Denklemin zaman c¢oziimiiniin tiirevsel
karelestirme metodu ile yapilmasinin nedeni olarak Newmark ve Wilson metotlarina

gore daha dogru sonuglar vermesi gosterilmistir.

Plaklar da hareketli yiik uygulamalarinda genis yer bulan yapilardir. Song ve
ark.[9] keyfi smir sartlarina bagl bir plak yapinin sayisal ¢oziimiinii yapmislardir.
Tipkt kirislerde oldugu gibi plaklarda da malzeme yapis1 bakimindan farkli plak
tirleri vardir. Malekzadeh ve ark.[10] fonksiyonel derecelendirilmis bir plak yapinin

dinamik davranisini incelemislerdir.

Sekil degistirebilen cisimler mekanigi icerisinde analizler, malzeme
acisindan, bir takim ideal cisim kabulleri ile yapilir. Bu kabullerden birisi de
viskoelastik cisim kabuliidiir. Bu kabule gore cisim yay ve soniim elemanindan

olusur|[11].

Lineer problemlerden farkli olarak nonlineer problemlerin sayisal ¢oziimiinde

birtakim yakinsama tekniklerinin kullanilmasi gerekmektedir. Reddy[12] nonlineer



problemlerin modellenmesi ve ¢esitli yakinsama teknikleri ile nonlineer problemlerin
¢Oziimlerini gostermistir.

Eftekhari[17] Dirichlet ve Neuman smir sartlarina sahip kiris ve plak
yapilarin serbest ve zorlamali titresim uygulamalarini Tirevsel Karelestirme metodu

ile incelemistir.

Xing ve ark.[18] Tiirevsel Karelestirme metodunu zamanin sayisal analizinde
kullanmustir (DQTEM). Adi diferansiyel denkleme uygulanan bu metodun, direkt
integrasyon metoduna (Sayisal analizde) gore daha az sayida zaman elemaniyla daha

dogru sonuglar verdigini gostermistir.

Sheng ve ark.[19] hareketli yiikk altindaki viskoelastik bir Kirisi
incelemislerdir. Hareketli yiik direkt olarak yapiya etki ettirilmemistir. Hareketli yiik
ile kiris arasma ara¢ siispansiyonu (lineer) ve tekerlekten olusan dort serbestlik

dereceli bir yap1 eklenerek kirisin dinamik davranisi incelenmistir.

Do ve ark.[20] hareketli tasit altindaki kiris yapilarinin dinamik davraniglarini

izogeometrik Euler-Bernoulli formiilasyonu ile incelemislerdir.

Simgek[21] zamana bagli olarak degisen yiikk altindaki fonksiyonel
derecelendirilmis nonlineer kirisi, Timoshenko kiris teorisine gore ele alarak bu
yapinin dinamik davranisini incelemistir. Problemin incelenmesinde Von-Karman

nonlineeriligi dikkate alinmustir.

Calim[22] viskoelastik zemin {izerine yerlestirilmis eksenel olarak
fonksiyonel derecelendirilmis bir kirisin serbest ve zorlamali titresimlerini Laplace
yontemi ve Durbin prosediirii ile incelemistir. Farkli tiir problemler i¢in bu
cozlimlere yer vermis ve bulgularin literatiirdeki ¢aligmalar ile uyumlu oldugunu

gostermistir.

Nguyen ve ark.[23] hareketli kiitle etkisi altindaki Winkler-Pasternak

temeline oturtulmus kiris probleminin dinamik analizini yapmuslardir. Lineer ve



nonlineer Winkler parametresi dikkate alinarak ¢oziimler yapilmistir. Coziim metodu

olarak Sonlu elemanlar ve Newmark yontemleri kullanilmistir.

Koh ve ark.[24] demir yolu raylarmin dinamik davranisini sayisal olarak
incelemislerdir. Demir yolu viskoelastik bir temel {izerine oturtulmus kiris olarak

modellenmis ve problemin analizinde hareketli eleman metodu kullanilmistir.

Esen[25] hareketli kiitle altindaki plak problemini sayisal olarak analiz
ederken 16 serbestlik dereceli plak elemanin noktasal kuvvet ve noktasal yer
degistirmesi arasindaki iliskileri kullanarak kiitle, soniim ve yay matrislerini

olusturarak problemin sayisal analizini yapmuistir.

Song ve ark.[26] hareketli kiitle etkisi altindaki fonksiyonel derecelendirilmis
plak probleminin dinamik analizini Rayleigh-Riz ve Tirevsel Karelestirme

metotlarini kullanarak incelemislerdir.

Foyouzat ve ark.[27] hareketli kiitle altindaki Winkler temelli viskoelastik
plak problemini ele almislardir. Ilgilenilen problemde hareketli kiitle dogrusal bir
yolda degil egrisel bir yoriingede hareket etmektedir.

Kocatiirk ve ark.[28] eksantrik olarak yiliklenmis ve hareketli kiitle etkisine
maruz bir bir ucundan basit, diger ucundan kayar mesnetli kirigsin dinamik
davranisini incelemislerdir. Mesnetlerden etki eden eksantrik basi kuvveti, eksenel

bir kuvvet ve bir moment olarak modellenmistir.

Amini ve ark.[29] elektromekanik bir yap1 olan piezoelektrik sistemle tekrarli
yiike maruz kiris yapidan enerji iiretimini modellemislerdir. Titresimleri enerjiye
ceviren bu sistemin hangi sartlarda fayda saglayacagini tartismiglardir. Kirigin
hareket denklemi analiz edilerek titresim genligi ve frekansin enerji kazanci lizerine

etkileri ortaya konmustur.



Nayfeh[30] eserinde mekanigin temelini olusturan konular1 ele almustir.
Elastisite, kirig ve plak teorileri, enerji metodlari, kompozit malzemeler, frekans

analizi vb. konulara deginerek bu konusar hakkinda genis bilgiler vermistir.

1.2. Bu Cahsmadaki Yaklasim

Bu ¢alismada hareketli kiitle etkisi altindaki gesitli tiirlerde kiris ve plak
yapilarinin hareket denklemleri analitik ve sayisal olarak ¢dziilmiistiir. Oncelikle her
bir modelin (problemin) hareketini temsil eden diferansiyel denklemler (hareket
denklemleri) Lagrange yontemi ile elde edilmistir. Analitik ¢6ziim i¢in Galerkin
Yéntemi ve bir Perturbasyon teknigi olan Cok Zaman Olgekli Metot, sayisal
¢oziimde ise sonlu elemanlar yontemi ile Tirevsel Karelestirme Yontemi

kullanilmustir.

Galerkin yontemi ile ayristirilan kismi diferansiyel denklem yapisindaki
hareket denklemine Cok Zaman Olgekli Metod uygulanarak problemin zaman
¢Oziimii bulunmustur. Perturbasyon teknikleri yar1 analitik ¢6ziim metotlar1 olarak
tanimlanir. Ozellikle tam olarak ¢6ziimii bulunamayan dogrusal olmayan (nonlineer)
problemler i¢in yaklasik ¢oziimler tiretebilmektedir. Coziimlerin elde edilmesi de
baz1 gecerlilik kriterlerinin saglanmasina baghdir. Belirlenen kriterleri saglayan

Perturbasyon ¢oztimleri de sistemin ger¢ek davranisina yakin sonuglar vermektedir.

Problemlerin sayisal ¢éziimiinde ise Sonlu Elemanlar Yontemi kullanilmistir.
Ik olarak ¢dziim alanlar1 sonlu elemanlara boliinmiistiir. Sonlu elemanlarm tiiriine
gore (¢ubuk veya plak eleman) enine yondeki yer degistirmenin elde edilmesi i¢in
interpolasyon fonksiyonlar1 6nerilmistir. Sekil fonksiyonlar1 kullanilarak elde edilen
¢Ooziim fonksiyonu hareket denkleminde yerine konulmustur. Ardindan kismi
diferansiyel yapida olan hareket denklemi Galerkin Yontemi kullanilarak adi
diferansiyel denklemlere ¢evrilmistir. Elde edilen adi diferansiyel denklemlere

Tiirevsel Karelestirme Y ontemi uygulanmistir.

Elde edilen sonuglar kullanilarak analitik ve sayisal ¢oziimler karsilagtirilmig

ve yorumlanmustir.



2. HAREKETLI KUTLE ETKIiSI ALTINDAKI KIRISLERIN
TITRESIMLERI

Bu boliimde hareketli kiitle etkisi altindaki Euler-Bernoulli, fonksiyonel
derecelendirilmis ve viskoelastik kiris problemlerinin hareket denklemleri
cikarilacaktir. Yer degistirme alanlari yazilirken lineer olmayan (nonlineer) Von-

Karman modeli dikkate almacaktir.

Sekil 2.1: Hareketli kiitle etkisi altindaki kiris

Sekil 2.1’de gosterilen hareketli kiitle etkisi altindaki kiris modelinde X ve z
kartezyen koordinatlar olmak iizere U ve W sirasiyla X ve z yoniindeki yer
degistirmeleri temsil etmektedir. Boyutsal biiyiikliikler L,b ve h sirasiyla kirigin
boyunu, kiris kesit alanin genigligini ve kesit alanin yiiksekligini gostermektedir.

Hareketli cismin kiitlesi M, kiitlenin sabit hiz1 v, ve hareketli cismin herhangi bir
anda bulundugu noktanin X koordinati da X, sembolii ile temsil edilmektedir.

Sekilde gorildigl tizere kiris sol ucundan basit, sag ucundan da kayar mesnet ile

mesnetlenmistir.
2.1. Euler-Bernoulli Kirisi
2.1.1. Hareket Denkleminin Lagrange Enerji Metodu Ile Bulunmasi

Lagrange enerji metodu sistem {iizerindeki is ve enerji terimleri kullanilarak

hareket denkleminin elde edilmesini saglayan bir yontemdir. Bunun i¢in 6ncelikle



sistem iizerine yapilan is, sistemin potansiyel ve kinetik enerjileri kullanilarak sistem
Lagrangian’1 yazilir [9].

L=T-V-W (2.1)

Kirigin hareketinden kaynaklanan kinetik enerjisi, elastik sekil degisiminden

dolay1 kiris tizerinde depolanan potansiyel enerji ve hareketli kiitlenin yaptigi is

terimleri sirasiyla asagidaki gibi hesaplanir.
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(2.3)
Hareketli kiitlenin yaptig1 isin bulunabilmesi i¢in hareketli kiitlenin konumu

matematiksel olarak ifade edilmelidir. Hareketli kiitlenin herhangi bir andaki

konumu Dirac Delta fonksiyonu ile tanimlanabilir[3].

5(x—xm)—>{0 : (2.4)



Dirac Delta fonksiyonunun i¢inde yer alan ve hareketli kiitlenin bulundugu noktanin

koordinati asagidaki gibidir.
X, =Vt (2.5)

Bu esitlikte zamana bagli olarak X, degeri degismektedir. Bundan dolay:r Dirac

Delta fonksiyonunun degerini 1 yapan X koordinati da degismektedir. Bu da kiitlenin
kiris lizerinde etki ettigi noktanin zamanla degistigini dolayisiyla kiitlenin hareket

halinde oldugunu gosterir.

Bunun yaninda hareketli kiitlenin enine yer degistirmesi Vv(x,t) ile
gosterilmistir. Sekil 1.2¢ ile verilen model dikkate alindigindan, hareketli kiitle ve
kiris yer degistirme fonksiyonlar1 arasinda

v(x,t)=w(x,,t) (2.6)

iliskisi mevcuttur[4]. Bu iliskiye dayanarak hareketli kiitlenin yaptig1 is asagidaki
gibi hesaplanir.

WzTM[g +Zt—2\2/}w(xm,t)5(x—xm)dx (2.7)

Hesaplanan is ve enerji terimleri kullanilarak Denklem (2.1)’e gore sistem

Lagrangian’1 yazilir[2].

1k ow)’ owY EA(ow)' . 8’
=31 (% = [ SR T 5 ot e o

(2.8)

Denklem 2.8’¢,
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ﬁ(%)—%w (29)
ot\ow /) ow

esitligi uygulanarak hareket denklemi elde edilir.

OX

o’w o*w 3EA(awj2 o’w ( BRY
OX? M

pA G HEI—r = g+¥J5(x—Xm)=0 (2.10)

Elde edilen bu hareket denklemindeki hareketli kiitlenin ivmesini temsil eden

2
ﬁterlml malzeme tiirevi operatorii kullanilarak kiris yer degistirme fonksiyonu

(w) cinsinden yazilabilir[4].

d_2.v 2 2.11)
dt ot OX

Malzeme tiirev operatorii kullanilarak elde edilen ivme ifadesi asagidaki gibidir.

oV o°w o'w  , 0w

— = +2V +V 2.12

atZ atZ 0 8X8t 0 aXZ ( )
o*w o*w , O*wW

Burada W’ZV ve V°6_2 terimleri sirastyla yerel ivme, Coriolis ivmesi ve
X

° oxot

merkezcil ivmedir[11].

2.1.2. Hareket Denkleminin Boyutsuzlastiriimasi
Hareket denkleminin analitik ¢6ziimiinde karisikliga neden olmamak adina
boyutlu hareket denklemi, baslangic ve smir sartlar1 sirasiyla asagidaki gibi

diizenlenmistir.
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2= 4 — _ 2 A2 —
AW g OW, 3 EA[aW(X’t)j 0 W():'t) +Mgs(X-X,)
ot oxXx® 2 OX OX
O*W _ o'W _, 0'W o
+M| — +2V, —— Vi, — o(X-X)=0 2.13
[at‘2 "at‘ai‘x_ P ox’, (X=%,) (2.13)
ow(x,0
W(x,0)= é_ ):o (2.14)

o'w(0,t) _o'w(L.t)

= =0 (2.15)

w(0,t)=w(L,t)=

Hareket denklemi, baslangi¢ ve sinir sartlariin boyutsuzlagtirilmasi i¢in kullanilacak

olan boyutsuz durum degiskenleri ve parametreler asagida verildigi gibidir.

W=ﬂ,X=£,t=t—,V0:TO,TO=% ﬁ, Xm:2;/0\2/ ﬁt (2.16)
L L T, v n“z \f3E n“z \ASE

Hesaplanan boyutsuz terimler, boyutlu hareket denkleminde yerine yazilarak

nonlineer hareket denklemi asagidaki gibi elde edilir.

dw, 4l w2 (@)262W+ Mg 2wV [p
ot 3n'z*AL* ox*  n*z*lox) ox* 3n*z'EA n’z® \ 3E
~ 2 ~
49| 2aY /ﬁ OW ] x— 2o /ﬁt (2.17)
e n“z° \3E Jatox| _, n“z \3E
~ 2 2 ~
LU /ﬁ gl | x— 2 /ﬁt -0
PAL |\ n°z° N3E ) ox*| _ n°z° \ 3E

Problemin boyutsuz baslangi¢ ve sinir sartlar1 da sirasiyla asagida verildigi gibidir.

M [ow
PAL| at’

=0 (2.18)
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82W(O,t) 82W(1,t)
o2 ox

w(0,t)=w(Lt)= =0 (2.19)

2.1.3. Hareket Denkleminin Perturbasyon Yéntemi ile Céziimii

Bu boliimde Euler-Bernoulli kirisine ait (2.17) denkleminin yari analitik
¢oziimii yapilacaktir. Ik olarak denklemin ¢oziimiinii temsil eden bir fonksiyon
Onerilerek problemin mekan ve zaman c¢Oziimleri yapilacaktir. Mekan ¢oziimii
analitik olarak bulunacak ve Galerkin metodu[7] uygulanarak, kismi diferansiyel
denklem adi diferansiyel denkleme doniistiiriilecektir. Elde edilen adi diferansiyel

denklem Cok Olgekli Metot[6] ile ¢oziilecektir.

Hareket denkleminin genel ¢6ziimii olarak,
w(x ) =30, (x)q, (1) (2:20)
n=1

fonksiyonu dnerilebilir[4]. Genel ¢6ziimde yer alan mekan fonksiyonu (¢, ) i¢in

@, (X)=c, cos(Bx)+c, sin(Sx)+c, cosh(Sx)+c,sinh(Bx) (2.21)

fonksiyonu Onerilir ise 6nerilen fonksiyonun sabit katsayilari, problemin sinir sartlari

yardimi ile agagidaki gibi bulunnur.

?,(0)=0 - ¢+c,=0 (2.22)

¢, (1)=0 — ¢, cos(B)+c,sin(B)+c,cosh(S)+c,sinh(B) (2.23)

2
TPl _0 & —p(e+c,)=0 (2.24)

2
OX o
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0° ) )
axgoz” X:1:0 - p*(-c.cos(B)-c,sin(B)) .25

+ % (—c, cos(B)—c,sin(B))=0

Denklem (2.22)-(2.25)’e dayanarak c,, c,,c, ve ¢, katsayilarinin hepsi sifir
olarak segilebilir. Bu basit ¢6ziimdiir. Bu durumda mekan fonksiyonu i¢in ¢, =0

esitligi elde edilir. Bu esitlik sistemin duragan oldugu anlamina gelir. Fakat
ilgilenilen sistem dinamik bir sistemdir. Bu yiizden bdyle bir se¢im yapilamaz. Basit
olmayan ¢oziimii aramak gerekir. Onerilen denklemde c,, ¢, ve c, katsayilari sifir
ve n pozitif tamsayi olmak iizere = nz olarak secilir ise (2.22)-(2.25) denklemleri

saglanir ve daha uygun bir mekan fonksiyonu elde edilir. Yapilan bu se¢im ile mekan

fonksiyonu
@, (x)=c,sin(nz) (2.26)

olarak bulunur. Mekan fonksiyonunda yer alanc, katsayisi, mekan fonksiyonu
normalize edilerek belirlenebilir[13].

21
(p,) dx=1 — jc sin” (nzx) =C—2.[1 cos(2nzx))dx
0

5 2
c2 sm(2n7zx) ' 2.27)
1 L] B SR
2 2nr .

Mekan ¢oziimiindeki sabit katsayinin +J2 olarak secilmesiyle birlikte

O ey

c2
G
2

problemin mekén ¢dziimii bulunur.
¢n(X)=\/§Sin(nﬂ'X) , n=12,. (2.28)

Mekan fonksiyonunun elde edilmesinin ardindan Galerkin  metodu
uygulanarak zaman ve mekana bagl kismi diferansiyel denklem, zamana bagh adi

diferansiyel denkleme dondistiiriiliir.
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w(x,t) = x/fisin(nﬂx)qn (t) (2.29)

Bunun i¢in dncelikle (2.29)’daki genel ¢6ziim (2.17)’de yerine yazilmalhdir.

0

‘/_Z[ddgn Si:_zjsm(nzzx) 4&;@03 (nzx)sin(nzx)q; )
L 2m

qu”sin 2VoV /£t§x ZVV/pt
pAL < dt? nz \3E 3E
_ﬁMZ 2vvf Qs 2v0v ﬂﬁtéx vvfpt (2.30)
PAL 3E nzr \3E 3E
22M

N 2 Z2v0vf 2vvf 2vv t
pAL =\ nx 3E

+—iM4g o) X— ZVV,/’O t|=0

3"z EA 3E

Galerkin metoduna gore (2.30) numarali denklem bir agirlik fonksiyonu ile

carpilmali ve geometri sinirlart boyunca integre edilmelidir. Bu agirlik fonksiyonu,
> V2sin(mzx) , m=12,.. (2.31)

olarak segilerek (2.30) numarali denklem asagidaki gibi diizenlenir.

15



0 2 1
ZZ[d_ifw 4l qn]jsin(mﬁx)sin(nnx)dx

L\ dt?  3AL°

m,n=1

oM > d (j” sin| 2YoV |2 jsin(m;zx)& X — —ZVV t [dx
pAL & dt o V3 )} \f3E
. o 2 - 1 -
_2M > ZVOV‘/ﬁ g, sin 2VyV /ﬁt .[sin(mfrx)ﬁ 2;/0\2/ /ﬁt dx
pAL =4 nr \3E nr \3E )y n“z° \3E
o ~ ~ 1
M > 2V°V,fﬁ cos| 2oV ,/ﬁ jsin (mzx)s 2VV f
pAL .~ nr \3E nz \3E 3E

2, 42Mg | 2v, v\/7
Z‘?m“ﬁ“E _[sm (mzx) ( jd (2.32)

Bulunan bu denklemde yer alan integral ifadeleri ¢oziilerek zamana bagl bir adi

8y (qn [ cos? n;zx)sm(n;zx)sm(mfzx)dx]

diferansiyel denklem elde edilir. 11k olarak

stin(mnx)sin(nyzx)dx (2.33)

0

integrali ele alinir ise bu integralin degeri i¢in

stin(m x)sin(nzx)dx — 1om=n (2.34)
. " " 0 m=n '

sonuglari elde edilir. ikinci olarak nonlineer terimin éniindeki integralin degeri igin

1
1 —_ =
J.cos2 (nzx)sin(nzx)sin(mzx)dx — 1 8 m=n (2.35)

0 0 m=#n

sonuglar1 bulunur.

16



Diferansiyel denklemde yer alan diger integral de Dirac Delta fonksiyonunun yer

aldig1

1 ~
!sin (mﬁx)d(x— i;’;‘z’ /3% tde (2.36)
integralidir. Bu integralin degeri,
jf(x)&(x—a)dx=f(a) (2.37)

tanimlamasina gore hesaplanir[3]. Bu tanimlamaya gore Denklem (2.36)’nin

integrali

1 ~ ~
J.sin(mzrx)é X_2;/0\2/ ’ﬁt dx =sin M"ﬁt (m=n) (2.38)
5 n“z° \3E nz \3E

olarak bulunur. Hesaplanan integraller Denklem (2.32)’de yerine yazilarak zamana

gore ikinci mertebe bir adi diferansiyel denklem elde edilir.

2 2 . 2 -
d(gn+ 4|2qn—q§+ 2M dcin_ 2V, fﬁ sin? 2v,V ,ﬁt
dt® 3AL PAL|| dt nz \3E nz \3E
N 2M [ 2v,V fﬁ sin 4v v fﬁt N 4\{5:49 sin 2v,V fﬁt 0
pAL{ nz \3E nz \3E 3n"7"EA nz \3E

Yukaridaki adi diferansiyel denklemin boyutsuz hali ve baslangi¢ sartlar

(2.39)

dzqn 2 3 dzqn 2 =2 dqn H H
o T %G te F_Q‘q“ sin (Qnt)+EQn5|n(ZQnt)+fnsm(th) =0

(2.40)

17



dg
0)=—n| —g 2.41
g, (0) at). (2.41)

seklinde diizenlenebilir. Denklem (2.40)’da ¢ boyutsuz kiigiik perturbasyon
parametresidir. Denklem (2.40)’daki boyutsuz katsayilar EK-1’de gésterilmistir.

Bu diferansiyel denklemin Cok Zaman Olgekli Metot kullanilarak

¢Oziilebilmesi i¢in
qn = gqnl + gzan + gzan"' (242)

¢Oziimii dnerilebilir. Ug terimli ¢dziim dnerisine dayanarak tiirev operatdrii ve zaman

Olcekleri de sirastyla,
d 2
EZDO+8D1+8 D, +... (2.43)

t=T, , st=T, , &t=T, (2.44)

olarak tanimlanir[16]. Burada T, hizli, T, yavas ve T, ¢ok yavas zaman &lcegidir.

Denklem (2.42)-(2.44) g6z Oniinde bulundurularak mertebe ayristirmasina

gidilmeden once problemin baglangi¢ sartlarinin

g, (0)=£q,,(0)+&%9,,(0)+&°q,,(0)=0 (2.45)

da,
EI:O = Danl (O)+8(D0qn2 (O)+ qunl(o)) (2.46)

+&° (Dylys (0)+ Dy, (0)+ D,0,, (0)) +O(£°) =0

seklinde diizenlenmesi gerekir. Baslangi¢ sartlarinin diizenlenmesinin ardindan {i¢

terimli ¢6ziim Denklem (2.40)’da yerine yazilarak
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ngqnl + 8a)§qn1 + 82D()2qn2 + 826!)5(:]“2 +& fn Sin (anTO) + 2‘C"ZDO qunl

+‘92 ( D(fqnl - gznzqnl)s’in2 (anTO ) + ngzn Danl Sin (2g2hT0)

2.47

_2‘93D0D1qn2_‘93(D12+2D0D2)qn1+53qr311_53Qn Sin(ZQnTo)(Doqnz‘*'qunl) (247
—¢&°sin? (QnTo)(Dozqnz + 2D0D1qn1 _anqnl)"'gDozqns +€a)02qn3 +O(€4) =0
denklemi elde edilir ve bu denklem asagidaki gibi mertebelerine ayrilir.
O(‘C") : DOanl + wgqm =—f,sin (QhTo) v O (O) = Doy (0) =0
0(82) . DqunZ + a)gqnz = _2DOD1qnl _Sin2 (glnTO )( D02qnl _g)nzqnl)

_Qn sin (ZQnTo) Danl

G (0) = ( Dya,, + qunl)(o) =0

(2.48)

0(53) : Dozqn3 + a)gan =-2D,D,0,, _(D12 4 2D0D2)qn1 N qgl
-0,5in(20T,)(D,4,+ D)
—sin? (QﬂTO )( Dozunz +2D,Du,, —Qﬂzunz)
Gz (0) = (Dyln; + DiGly, + D, )(0) =0

Yukaridaki denklemlerin basindaki O harfi ingilizcedeki order kelimesinin bas

harfidir ve mertebeyi gosterir. Ornegin O(¢) ifadesi ¢ mertebesi anlamindadir.

& mertebesinde ikinci mertebe homojen olmayan adi bir diferansiyel
denklem mevcuttur. Bu sebepten 6tiirli problemin homojen ve 6zel ¢oziimlerinin

yapilmasi gereklidir. Oncelikle denklemin homojen ¢dziimii igin,
Upor =€ (2.49)
fonksiyonu &nerilir ve dnerilen bu fonksiyon diferansiyel denklemde yerine yazilarak
e (s’ +@5)=0 (2.50)
esitligi elde edilir. Buradan s katsayist,
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s = tim, (2.51)

olarak bulunur ve birinci mertebe denklemin homojen ¢oziimii asagidaki gibi elde

edilir.
O =2, (T, T, )sin (T, + B, (T, 7)) (2.52)
Homojen ¢oziimiin bulunmasiyla birlikte 6zel ¢6ziim i¢in
O = Cra SIN(QT,)+C,, cos(QT,) (2.53)

denklemi onerilerek diferansiyel denklemin homojen kisminda yerine yazilir ve 6zel

¢ozliim fonksiyonunun belirsiz katsayilar1 hesaplanir.
Co (@ = )sin(QT,)+C,, (0 —QF cos(QT,) =T, sin(QT,)  (2.54)

Denklem (2.54)’den C,;, ve C, katsayilari,

Cnl = a)g _ng%z ' Cn2 = 0 (255)

olarak bulunur. Ozel ¢oziimiin katsayilarinin bulunmasiyla birlikte birinci mertebe

diferansiyel denklemin genel ¢oziimii,

O =2, (T, T,)sin (@, Ty + B, (T, T,)) - f“ sin(QT,) (2.56)
),

22
0

seklinde elde edilmis olur. Genel ¢oziimdeki sabit katsayilar diferansiyel denklemin

baslangig sartlar1 kullanilarak bulunur.

0, (0)=0 — a,(0)sin(3,(0))=0 (2.57)
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D,d,,(0)=0 — a,(0)a,cos(4,(0))- foh (2.58)

Denklem (2.57) ve (2.58)’den,

£,(0)=0 (2.59)

QO f,
0)=a,=——1" 2.60
a,(0)=a, o[t —57) (2.60)

sonuglar1 elde edilir. Sabit katsayilarin bulunmasiyla birinci mertebe diferansiyel

denklemin genel ¢6zliimii bulunur.

0

0y =a,sin(a,T, + B) - anan sin(Q,T,) (2.61)
()

Birinci mertebe icin elde edilen genel ¢oziim kullanilarak &> mertebe

denklemi,

O(&*): D3, + @3d,, =—2w,Dja, sin (T, + 5,) +(2ana)o DS, +%(0)§ + O )jcos(a)OTO +8,)
2
-a, (@j sin( (e, +29,)T, + 5,)

_a, [@j sin (@, —20,)T, + 5, )

—ﬁ(sm(ﬂn)_sm(x}ﬂ%))

(2.62)
seklinde diizenlenir. Denklemin homojen olmayan kisminda yer alan sekiiler

terimlerin yok edilebilmesi,

20,D,a, =0 (2.63)
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2a3,D,f3, +%(a)§ +Q?)=0 (2.64)

esitliklerin saglanmasina baglidir. Bu esitlikler g6z 6niinde bulundurularak Denklem

(2.63)’den
Da,=0 — a,=a, (2.65)

ve Denklem (2.64)’den de

Dﬁ;—% > £.(0)=0 - ﬂﬁﬂ:—%n (2.66)

esitligi elde edilir. Sekiiler terimlerin yok edilmesinin ardindan geriye kalan

denklemin homojen ¢6ziimii & mertebe ¢oziimii ile ayn1 adimlar izlenerek ¢oziiliir.

&% mertebesi denkleminin homojen kismi
Ohzn = b, (T,)sin (e, T, + B, (T,) ) (2.67)

olarak bulunur. Denklemin 6zel ¢6ziimii i¢in

Ops = Cnssin((a)o +20)T,+8,)+C,, sin((a)o —20,)T, +ﬂn)

. . (2.68)
+C,sSin(Q T, )+C6sin(3QT,)

fonksiyonu onerilir ve onerilen fonksiyon, Denklem (2.62)’nin homojen kisminda

yerine yazilarak belirsiz katsayilar bulunur. Bulunan katsayilar EK-1’de verilmistir.

Denklem (2.62)’nin genel ¢6ziimii, homojen ve 6zel ¢6ziimiin toplamiyla bulunur.
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ano(a)o +§2n)

=b (T,)si T T,
qn2 n( 1)S|n(a)0 O+ﬂn( l))+ 169

sin((a, +2Q,)T, + B, (T,))

_ano—(laégg‘)sin((wo—2%)T0+ﬁn(T1))—%sm(QhTo) (2.69)
anoa)ogn H
+ ( _QQZ)SII’](3QHTO)

Genel ¢oziimde yer alan sabit katsayilar da baslangi¢ sartlarinin uygulanmasiyla

bulunur.

Dy0y, (0)+D,q,, (0)=0 — b, (0)a, + 3y (0 + Zizé)(a)o +Q) (220_,0222)
Gho (a)o _ ZQ)(COO _Q) + 3a‘noa)OQn2
16 (5 -99%7) (2.70)
+ anO (Dlﬁn )(0) = 0
b — _3an0 + a‘nogln2 _ 3an0g2nz + a‘no ((002 +§2nz)

T o) (o) A

Ik iki mertebeden elde edilen sonuclar kullanilarak {iciincii mertebede yer alan

diferansiyel denklem asagidaki gibi diizenlenir.

3

DOanl’: + a)()zqns = (zanwODZﬂn +3%JCOS(wOTO +ﬂn)

o, (48a%, -90° ) -} (50 — 2037
+a,
20} Y
—2w,(D,a,)sin(w,T, + 3,)+S.OT.

]cos(a)OT0 +4,) (2.71)

Uciincii mertebe diferansiyel denklemde yer alan sekiiler terimlerin yok edilmesi,

2a,D,a, =0 (2.72)

2 @) (48a%, —90% ) - O (5a) —20)°
Za)oDzﬁn+3an+ o( no )ZQZn( o Qn)
4 320,

23
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esitliklerinin saglanmasina baglidir. Denklem (2.72)’deki esitlikten

D,a, =0 — a,=a, (2.74)

ve Denklem (2.73)’deki esitlikten de

33 [ @ (483 —90% )-Q* (5] — 200
il (Tz)——{SZ)O +[ 5 64)@392( 0 ) T, (2.75)
0 0

degerleri elde edilir. Son mertebedeki sekiiler terimlerin yok edilmesiyle hareketli

kiitle etkisi altindaki nonlineer Euler-Bernoulli kirigine ait boyutsuz hareket denklemi

w(xt)= i{(%(Qsin (coot + . (gt,gzt))—a)o sin (Qt))j

+g{dn0 sin (et + 3, (t, %))+ Cyy sin (@, +20, )t + 3, (et, £t
+C,,sin ((a)o —20)t+ 4, (gt,gzt))+cn5 sin(Qt)
+C,55in (30,1)} V2 sin (n7x)
(2.76)

olarak bulunur. Elde edilen bu ¢6ziimiin gegerliligi

|qnl| > g|qn2| (277)

kriterinin saglanmasina baglidir.

2.1.4. Hareket Denkleminin Sayisal Coziimii
Hareket denkleminin sayisal ¢6ziimiinde iki yontemden faydalanilacaktir.
Mekan ¢6ziimii Sonlu Elemanlar Yontemi, zaman ¢oziimii de Tirevsel Karelestirme

(DQ) Yontemi ile yapilacaktir.
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Sonlu Elemanlar Yo6ntemi ile ¢éziimde, ilgilenilen yap1, kendisini temsil eden
alt elemanlara boliiniir (meshing). Elde edilen bu elemanlar, olusturduklar1 yapi ile

ayni karakteristige sahiptir[7].

Sekil 2.2: Sonlu elemanlara boliinmiis kiris

Euler-Bernoulli kirisi Sekil 2.2°deki gibi ¢ubuk elemanlara boliinebilir.
Cubuk elemanlarin boylar1 ayni olabilecegi gibi farkli da olabilir. Fakat mekanik
ozellikler bakimindan Euler-Bernoulli Kirisi ile 6zdestirler. Sekilde goriilen x, ve X,
terimleri, sonlu sayida elemana boliinmiis kiris tizerindeki e . elemanin baslangic ve

bitis noktalarindaki diigiim noktalarinin global x eksenindeki koordinatlarini; h, ise

secilen €. elemanin boyunu temsil etmektedir.

(=R

3

Af A O
A; A 2 oA

(@) (b)

Sekil 2.3: (a) Genellestirilmis yer degistirmeler, (b) Genellestirilmis kuvvetler

Cubuk elemanin genellestirilmis yer degistirme ve genellestirilmis kuvvetleri

sirastyla Sekil 2.3 (a) ve (b)’de gosterilmistir. Sekil 2.3a’da A; ve A] sembolleri
elemanimn ug¢ noktalarindaki yer degistirmeleri temsil ederken, A5 ve A; sembolleri

bulunduklar1 noktalarin egimlerini temsil etmektedir. Bununla birlikte Sekil 2.3b’de
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Q ve Q; diigim noktalarndaki kesme kuvvetlerini, Q; ve Q, de digim

noktalarindaki egilme momentlerini temsil eder[7].

Sonlu Elemanlar yontemi ile yapilacak olan ¢oziimde oncelik, problemi
temsil eden diferansiyel denklemin zayif formunun elde edilmesidir. Zayif form,

hareket denkleminin bir agirlik fonksiyonu ile ¢arpilarak eleman smnirlar1 boyunca

integre edilmesi ile bulunur. Agirlik fonksiyonu v = f (X) olmak iizere Denklem

(2.10)’un zay1f formu asagidaki gibi elde edilir.

o a2 Lox
a (2.78)
2 2 3 2
My(x,)| LW op, TV, vza—W | En Y g QoW "o
ot oot ox

Xy 2 2 2
ijAvaW+EI d” v8w+3EA (awj ZX ]dx+Mgv( )

ox® dx ox®

Yukaridaki zayif formda yer alan genellestirilmis kuvvetler

. o*w ] o°w . o*w ; o°w
Q=BT Q=BG @ET a-ETH @
olarak tanimlanirsa Denklem (2.78) asagidaki gibi diizenlenir.
%o 2 2 2 42
ijva‘;V+E|dV8W 3EA (aw]a_\gvdx
% ot dx* ox* 2 oX ) OX
o*w o*w  , 0°w
+MV (X, )| — +2Vy ———+V;—5 2.80
( “‘)( o> Cexat  °ox (2.80)

=-Mgv(x,)+Vv(x,)Q _(3_\0

XaQs— (%)Q; + ( J Q;

Zayif formu elde edilen hareket denkleminin ¢6ziimii i¢in temsili bir yer degistirme
ve agirlik fonksiyonunun belirlenmesi gereklidir. Her bir elemanin yer degistirmesini

temsil eden yer degistirme fonksiyonu

26



W(x,t)zvvﬁ(x,t)=i_lA§ (1), (x) (2.81)

olarak onerilebilir [7]. Onerilen bu fonksiyondaki ¢, (x)sekil fonksiyonlar: EK-2"de

verilmektedir. Interpolasyon fonksiyonu w(x,t) ve agirlik fonksiyonu ¢, Denklem

(2.80)’de yerine yazilarak

24){ Mgg (X, )+ (%) Qf [M)J

i=1

(2.82)

denklemi elde edilir. Eleman hareket denklemini temsil eden diferansiyel denklem

e d2Ae e dA® e e e e . .
[M ]{ e }+[B ]{ o }+[K ]{A }+[KN (A )]{A }:{F } (2.83)

seklinde yazilabilir. Buradaki eleman matrisleri ve kuvvet vektorii EK-2’deki gibi
tanimlanmaktadir. Elde edilen bu denklem kiris iizerindeki her bir elemanin
hareketini temsil etmektedir. Kiris hareket denklemi; her bir alt elemanin hareketini
temsil eden adi diferansiyel denklemlerin birlestirilmesi (ortak diigiim noktalarinin
birlestirilmesi) ile olusturulur. Eleman matrisleri (kiitle, soniim, yay) ve kuvvet
vektorii kullanilarak sistem matrisleri ve sistem kuvvet vektorii sirasiyla asagida

gosterildigi gibi olusturulur.
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oK. KL K 0
Ky Kp Ky K 0
[K]: K%’:l K;Z K§3+K121 K134+K122 0 (2 84)
K Ko Ktk KitKs 0
0 : : .
|0 0 0 0 K
Fll
R
F+F
{F} = F31 Flz (2.85)
4 + 2
R

Sistem matrislerinin ve kuvvet vektoriiniin olusturulmasiyla Euler-Bernoulli kirisinin

hareket denklemi
S22 o) 8 (286)

olarak diizenlenir.
Denklem (2.86)’deki zamana bagh tiirev ifadeleri Tiirevsel Karelestirme yontemi

uygulanarak ayriklastirilabilir. Tiirevsel Karelestirme yontemine gore bir bagimsiz

degiskenin t, noktasindaki r. mertebe tiirevi,

dr

A ti S r
dt(, )=§AjA(tj) (2.87)

formiiliine gore hesaplanir. Buradaki t, t;,m ve A; terimleri sirasiyla zaman

noktalari, toplam zaman noktasi sayis1 ve agirlik katsayilaridir. Formiilde yer alan

zaman noktalari ve A; agirlik katsayilari ise sirastyla asagidaki gibi hesaplanr.
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p:I{LcmeDi=o¢z ..... m (2.88)
2 m

1 lﬂ[ t—t,
tj _ti k=1,k=i, tj _tk

k

1

:;ﬂ ti _tk

i,j=0,12,...,m (2.89)

Denklem (2.88)’de yer alan T sembolii hareketli kiitlenin kiris lizerinde kaldigi

toplam siireyi temsil etmektedir. Denklem (2.89)’a gore A degiskeninin zamana gore

birinci ve ikinci mertebe tiirevleri matris formunda asagidaki gibi yazilabilir.

Ay,
ar_|
dt | . 0

_AmO

[ Ay,
g | P

_AmO

Ay
Ay
A,
A

ml

A
As
Ay

ml

Abz"'
A12"'
Azz...

A

m2

A\)Z'”
A12'”
AZZ"'

m2

Aom
A
Ao

A

mm _|

A
Ao

mm _|

(2.90)

(2.91)

Euler-Bernoulli kirisinin baslangi¢ sartlari géz Oniine almarak (2.90) ve (2.91)

denklemleri su sekilde diizenlenir.
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i Aoo A01 Aoz A\)m ] 0 I An A12 A13 Aim ] A(tl)
dA AiO A11 A12 Aim A(tl) A21 Azz A23 AZm A(tz)
E: Azo "6‘21 Azz Ao A(.tz) = Ay "0‘32 A33 Asn A('ts)
L Amo Aml Amz Amm | A (tm ) L Aml Amz Ams Amm n A (tm )
(2.92)
0
A A A AL T[IA A A A AT (A
G | A A A A dAd(tt) A A P Ay | |A(L)
di =l A Ay Ay Ay 2L = Ay Ay Agee A A(ta)
: . . : dt . . . . :
L Aml Amz Am3 Amm 41 dA (tm ) L Aml Am2 Am3 Amm i A (tm )
dt
(2.93)

[leride yapilacak islemlerde kolaylik saglamast icin

An A12 A13 "' Aim
A21 Azz A23 T AZm
G=lAy A, Ay Ay (2.94)
_Aml Amz Ama Amm a

ve Ozel bir matris ¢arpim algoritmasi (®) tanmimlanabilir[9]. Tamimlanan bu

algoritmaya gore iki matris asagidaki gibi ¢arpilir

albl ale a'2 bl a‘Z b2

|:a1 a‘2:|®|:bl b2:|: a1b3 alb4 a2b3 a2b4 (295)
% a,] [b b] jab ap, ab ab

aabs aebA a4b3 a4b4
Yapilan bu iki tanimlamaya gére Denklem (2.86)
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(G*6IM]+GO[B]+[K]+[K, ]){A} = {F} (2.96)

olarak diizenlenir. Ayriklastirilmis nonlineer hareket denkleminin sayisal ¢éziimii
Direkt iterasyon yontemi ile yapilabilir[12]. Direkt iterasyon yontemi ile ¢oziimde,
ilgilenilen denklem

(A} =(G*eIM] + GOIBI+[K]+ Ky (A)]) {F) , r=123 . (297)

olarak diizenlenir. Bu denklemde yer alan r sembolii, iterasyon numarasini temsil
etmektedir. Iteratif ¢oziimiin baslatilabilmesi icin bir {A}lvektérﬁnﬁn onerilmesi

gerekir. Bu vektér Denklem (2.96)’nin lineer ¢6ziimii olarak onerilebilir.
(A} =(G*©[M]+GO[B] +[K]) " {F) (2.98)

Baslangi¢ vektoriiniin belirlenmesinin ardindan iterasyon numarasi birer
arttirlarak  ¢oziim gerceklestirilir. Iterasyonlar tekrarlanirken {A}r ve {A}Hl

vektorleri arasinda hata analizi yapilir. Her bir iterasyondan sonra yapilan hata
analizinde ortaya ¢ikan en biiyiik mutlak hata %]1’den kiiciik ise iteratif ¢oziim

sonlandirilir. Eger mutlak hata %1’den biiyiik ise iteratif ¢6ziime devam edilir.

2.1.5. Euler Bernoulli Kirisine Ait Uygulamalar

Bu boliimde hareketli kiitle etkisi altindaki nonlineer Euler-Bernoulli kirisinin

E=200 GPa, p=7850 k—g3, L=6m, b=0.03m, h=0.05m ve V0:10m degerleri
m SN

kullanilarak yapilan analitik ve sayisal ¢ozlimleri, Song ve ark.[9] tarafindan
kullanilan yontemler ile elde edilen sonuglar ile karsilastirilmistir. Sonuglarin
tutarlilig1 gésterilmis ve farkli kiitle oranlar i¢in Euler-Bernoulli kiriginin analitik ve

sayisal ¢oziimleri karsilastirilmistir.
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analitik
#* sayisal
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1 X :
% HEBBpee®
\ i
= \
= 1.5 X 4
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2F 4
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25f R & ]
B o
B ®
0 01 02 0.3 04 05 06 0.7 08 09 1
4

Sekil 2.4: Lineer Euler-Bernoulli kirisinin orta noktasinin hareketi

(M=3 kg, & = 0.085)

Coziim metotlarinin  karsilastirildigi yukaridaki grafige bakildiginda tiim
cozliimlerin birbirleri ile tutarlt sonuclar verdigi gorilmektedir. Yukaridaki grafikte
yer alan RR (Rayleigh-Ritz) olarak tanimlanan grafik Song ve ark.[9] kullandig1

yontem ile elde edilen sonuglar1 gostermektedir.
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\ analitik
\'\ — — sayisal /.’
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a4t \ ”
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X /
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X

Sekil 2.5 Lineer Euler-Bernoulli kirisinin mod yapist (M=3 kg,t = 0.5, = 0.085)

Sekil 2.5°de lineer Euler-Bernoulli kiriginin analitik ve sayisal analizi ile elde

edilen mod yapist yer almaktadir. Boyutsuz zamanin 0.5 oldugu anda kirisin mod

yapisini veren analitik ve sayisal ¢oziimlerin ¢akistigi goriilmektedir.

W

Sekil 2.6: Nonlineer Euler-Bernoulli kirisi i¢in yakinsama analizi
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Yukaridaki sekil sayisal analizde kullanilan eleman sayisina bagh olarak kirisin orta
noktasinin hareketinin nasil degistigini gostermektedir. Eleman sayisinin artmasiyla

¢Oziimlerin belirli bir egriye yaklastig1 gériilmektedir.

-3
%10
% analitik
X — — sayisal
_05 r .'\,’ A
/
/
AT A
\ o= g
-~ 15} '.‘\ //
/,
2t /,"’
\
\ /
25 \‘-\ //
.\\’_/ s

Sekil 2.7: Nonlineer Euler-Bernoulli kirisinin orta noktasinin hareketi

(M =3kg, & =0.085)
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analitik /
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Sekil 2.8: Nonlineer Euler-Bernoulli kiriginin mod yapisi

(M =3kg,t =0.5,5 = 0.085)

analitik
\ — — sayisal

AF \ A
A5 \\ L / 1

e

at
\IL
35} /

\\
4 \ /
\ /
45} \
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l

Sekil 2.9: Nonlineer Euler-Bernoulli kirisinin orta noktasinin hareketi

(M =5kg, s =0.14)
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analitik
— — sayisal

w

Sekil 2.10: Nonlineer Euler-Bernoulli kiriginin mod yapisi

(M=5kg,t =0.5,5 =0.14)

x1073

\ analitik
— — sayisal

aF 7

2t /

- P 4

- /
4 \ /
5t \ /

Sekil 2.11: Nonlineer Euler-Bernoulli kirisinin orta noktasinin hareketi
(M=7kg,e=0.2)
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W

Sekil 2.12: Nonlineer Euler-Bernoulli kirisinin mod yapisi

(M=7kg,t=05,5=0.2)

Farkli kiitle oranlar1 i¢in yapilan analitik ve sayisal c¢oziimlerin
karsilastirildigr Sekil 2.7-2.12 grafiklerine bakildiginda, kiigiik kiitle oranlari i¢in
analitik ve sayisal ¢oziimlerin birbiri ile uyumlu sonuglar verdigi goriilmektedir.
Bunun yaninda kiitle oraninin artmasiyla analitik ve sayisal ¢ozlimler birbirinden

uzaklagsmaktadir.

2.2. Fonksiyonel Derecelendirilmis Kiris

Fonksiyonel derecelendirilmis kiris modelinde, kiris yliksekligi boyunca
mekanik ve fiziksel 6zellikler degismektedir. Fonksiyonel derecelendirilmis Kkiris
probleminde, yogunluk ve elastisite modiiliiniin kesit yiiksekligi boyunca degisimini

temsil eden fonksiyonlar sirasiyla asagida verilmistir[10].

p:(pT ~ P8 )[%"'%j +Ps (2.99)
E=(E -E, )(%%) +E, (2.100)



Bu denklemlerde yer alan p;, pg,E; ve E; sirasiyla kirigin iist yiizeyindeki
malzemenin yogunlugunu, alt yilizeyindeki malzemenin yogunlugunu, iist
yiizeyindeki malzemenin elastisite modiilii ve alt yiizeyindeki malzemenin elastisite

modiilini temsil etmektedir.

b

Sekil 2.13: Fonksiyonel derecelendirilmis kirisin kesiti boyunca degisen mekanik
ozelliklerin dagilimu (k =1)

Sekil 2.13°deki b ve h sembolleri sirasiyla kiris kesitinin genisligini ve yiiksekligini

tamsil etmektedir.

2.2.1. Hareket Denkleminin Lagrange Enerji Metodu ile Bulunmasi

Fonksiyonel derecelendirilmis kirise ait hareket denkleminin Lagrange enerji
metodu ile bulunabilmesi i¢in is ve enerji terimlerinin hesaplanmasi gerekir. Kirigin
hareketinden kaynaklanan kinetik enerjisi, kiris tizerinde depolanan potansiyel enerji

ve dis kuvvetin yaptigi is sirastyla su sekilde hesaplanir.
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e I gl AR
(pTZEkaf;)) AI{ %)Z dx (2.101)

ow 1fow)) z 1)
[{ZWJrE(&j ] ((ET—EB )(HJFE] EBJdedydz (2.102)

Kirig tizerinde depolanan potansiyel enerjiyi veren yukaridaki denklemin z bagimsiz

degiskenine gore integralinin alinabilmesi igin

z 1
u :(E+§j (2.103)

degisken doniigiimii yapilabilir. Yapilan bu doniisiime gore integralin siirlari

h 1
I=—— —> U=——+—=0
2h 2 (2.104)
h h 1
Z=— - U=—+—=1
2 2h 2

olarak belirlenir. Yapilan degisken doniisiimiine gore potansiyel enerji denklemi

asagidaki gibi diizenlenir.

:E“b![( ( 2 )a_):gv*g(gj ] ((Er ~Eq )u +EB)Jdudxdy (2.105)

Diizenlenen bu integralin degeri asagidaki adimlar izlenerek bulunur.
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b

2

dudx

b

|25 43 e e

T T—_—

% ifi}ZkiZ§)+Ez'J(ii“z”ﬂdx

il L ((1<E+Tz)(E 31) W (Z_YJZ%(%NW (2199

Hareketli kiitlenin yaptig1 iste herhangi bir degisiklik olmadigindan bu terim

O ey

Denklem (2.7)’deki  gibidir. Enerji  terimleri  kullanilarak  fonksiyonel

derecelendirilmis kirise ait sistem Lagrangian’1 Denklem (2.1)’e gore yazilir.

_( r +k B)AL ow\? 3(ET ) (k2+k+2 L
‘%!(Ej dx_[ 2(k+3)(k+2)(k+1 ]!( J

_T ) Akh 5%w (GWJ2+(ET+kEB)A(aWT i
0 k+2 k+1)6x X 8(k+1) \ox

—TM(g +Zt—2\2/}w(xm,t)5(x—xm)dx (2.107)

Denklem (2.9) uygulanarak fonksiyonel derecelendirilmis kiris probleminin hareket

denklemi asagidaki gibi bulunur.

(pr +kpy ) A 82w £3(ET—EB )|(|<2+|<+2)+ IJy_W

(k1) ot | (k+3)(k+2)(k+1) x
(6 E )0 o, (] ) AEHE MY (0]
(k+2(k+1) ox® ox | ox 2(k+1)  ox*\ ox '

(g+—j§(x X, )dx =0
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2.2.2. Hareket Denkleminin Boyutsuzlastirilmasi
Bu boliimde hareketli kiitle altindaki fonksiyonel derecelendirilmis kirise ait
hareket denklemi boyutsuz hale getirilecektir. Boyutlu hareket denklemi asagidaki

gibi diizenlenmistir.

=l

X4

(pT+k'DB)AaZV_V+£3(ETEB)I(k2+k+2)+E IJ@“
(k+1) ot* (k+3)(k+2)(k+1) o | =

oX

(B —E )AKh( *wom (o'W 2 3(ET+kEB)A(8Wj252_W
(k+2)(k+1) | x° ox | &x? 2(k+1) ox°

2\ 2\

o0°W _, O°W
M| 0+— —
& ot

+2V, —— +V
. ° oxot G

X=%, X=%,

]5(%—@) =0 (2.109)

X=%p,

Denklemin boyutsuzlastirilmasi i¢in kullanilacak durum degiskenleri ve sistem

parametreleri Denklem (2.16)’daki gibidir (T, hari¢). Denklem (2.109)’da, zaman

degiskeninin boyutsuz hale getirilmesinde kullanilan keyfi zaman sabiti

2L or +K
= | LrT (2.110)
n?z? \|3(E; +kE, )

olarak secilmistir. Denklem (2.16)’daki boyutsuz degiskenler ve Denklem (2.110)
kullanilarak Denklem (2.109) agagidaki gibi diizenlenir.
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o*w [ 3(E —Eg )I(k2+k+2) 4(k+1) o'w
ot +Eg 4 4 2 Auh
ot (k+3)(k+2)(k+1) 3n‘z* (E; +kE; ) AL? Ox

akh(E, —E, ) (a%\/@{azwjz} 2 (aw]z ow

Tan'nt (k+2)(E +KE, )L o€ ox (o ) | nintlax ) o
2
M(k+1) 8\;v S(Xx=x.)
(pr +kpg )AL ot e
“ 2
. 2M(k+1) 20V | prtkpy [0 5(x-x.)
(pr +kpg JAL| n*7* \[3(E; +kE; ) oxat o
2
e Mk [f2v¥ [ prrkpy | (W) g0
(pr +kpg )AL || n*2% \[3(E; +KEy ) | | ox? o "

4Mg (k +1)
3n‘z* (E; +kEg )A

o(x—x,)=0

(2.111)

Baslangi¢ ve sinir sartlarinin boyutsuz halleri sirasiyla Denklem (2.18) ve (2.19)’daki

gibidir.

2.2.3. Hareket Denkleminin Perturbasyon Yéntemi Ile Céziimii

Bu boliimde fonksiyonel derecelendirilmis kirise ait hareket denkleminin

Perturbasyon metodu ile ¢oziimii yapilacaktir. Bu ¢oziimiinde izlenecek adimlar

Euler-Bernoulli kiriginin ¢éziimiinde uygulanan adimlar ile aynidir.

Kiris modellerinde sinir sartlart ayni oldugundan Euler-Bernoulli kirisi igin

elde edilen Denklem (2.28)’deki mekan ¢oziimii fonksiyonel derecelendirilmis kiris

problemi i¢in de kullanilabilir. Bununla birlikte fonksiyonel derecelendirilmis kiris

probleminin genel ¢oziimii olarak Denklem (2.29) onerilebilir. Galerkin metodu

uygulanarak Denklem (2.111)’den asagidaki adi diferansiyel denklem elde edilir.
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22 ddtqn jsm (mzx)sin (nzx)dx

AE i eked) ) sy <
(k+3)(k+2)(k+1) +Egl 3(E, +E, ) AL mznzlqnj'sm mzx)sin (nzx)dx
82 (E;

+3(k+2) (E +kE mz:;lqﬁi(sinz(n;zx)—cosz(nnx))sin(mﬁx)dx

o 1
-8y qﬁjsin(mﬁx)sin(nﬂx)cosz(n;rx)dx

m,n=1 0

2M(k+1) & d%q, . :

€ +l£p )?AL Zl o sin(mzx,, )sin(nzx,,)
T B m,n=
4M (k +1) LZVO\? or +kpg ]i

(pr +kpg )AL 3(E; +kEg )

_2M(k+1) [2v ¥ | pr+kp, 2
(pr +kpg )AL n*7* \(3(E; +KE; )

4+ 2M k 1 2
V2Mg (k+ Zsm (mzx,)=0 (2.112)
37 (E, +kE, ) A5

" sin(mzx,, )cos(nzx,, )

m,n

Z q, sin(mzx,, )sin(nzx,)

m,n=1

Yukaridaki denklemde yer alan integral ifadelerinin bir tanesi hari¢ digerleri
onceki boliimlerde hesaplanmisti. Denklem (2.112)’da ikinci dereceden (kuadratik)

nonlineer terimin oniinde yer alan integral su sekilde ¢oziiliir.

O e

(sin? (nzx) - cos* (nzx))sin (mzx)dx

2 (2n+m)(2n-m)x (2.113)

1((2n—m)cos((2n+m)ﬂ)—(2n+m)cos((2n—m)ﬁ)+2mJ
Denklem (2.113)’tin paydasinda yer alan 2n—m teriminin sifira esit olmasi halinde
integralin ¢oziimii sonsuza gitmektedir. Bundan dolayr pratik bir ¢oziim elde

edilememektedir. Fakat tek mod ¢6ziimii dikkate alinarak pratik bir ¢oziim elde

edilebilir[13]. Tek mod ¢oziimii dikkate alindiginda bu integralin degeri
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1-(-1)°
3nz

(2.114)

olarak bulunur. Boylelikle fonksiyonel derecelendirilmis kirisin ~ zaman

fonksiyonunu belirleyecek olan boyutsuz adi diferansiyel denklem

d?q,

2
—=t+ &g, + K0, — 0, +8£(M—

dt?

o Qﬂzqn]Sinz(Qnt)Jr%Qn sin(2Q,t)+ f, sin(th)]=0

(2.115)

olarak diizenlenebilir. Yukaridaki denklemde yer alan boyutsuz katsayilar EK-1’de

gosterilmektedir.

Fonksiyonel derecelendirilmis nonlineer kiris probleminin zaman fonksiyonu
Denklem (2.115)’nin ¢6ziilmesi ile bulunur. Zaman fonksiyonunun ¢oziimii olarak
Denklem (2.42) onerilebilir. Onerilen bu denklem, (2.115)’de yerine yazilarak

mertebe ayristirmasi yapilir ve asagidaki denklemler elde edilir.

O(&):Dgy, + @30y =—f,sin(QT,) , 6, (0)=D,0,,(0)=0
0(&): D3a,, + @4, =—2D,D,q,, —sin* (QT, )(Dja,, - )
=03, 5in (2975 ) DGy — K0
0,2 (0)=Dyq,, (0)+Dgq,, (0)=0
O(&%): D3y, + @Gy, =—2D,Dyq,, — (D} + 2D, D, ) gy, + a5, —sin (2T, ) (Dya,, + D0y, )
—sin® (Q.T,)(D34,, + 2D, Dyby, — 70, ) — 25,0y,
0,5 (0) = Dy0,5(0)+D,a,,(0)+D,q,, (0)=0 (2.116)

Yapilan mertebe ayrigtirmast sonucu ilk mertebede yer alan denklemin

¢ozlimii, Denklem (2.48)’in ilk mertebe ¢6ziimii ile aynidir. Bu yiizden

a.=

Y. | RS S (2.117)
Yoa(e-af) T (e -9)

olmak iizere & mertebesinin ¢oziimii,
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Oy =2, (T, T, )sin (T, + B, (T, T,) )+ C,ysin(QT,) (2.118)

seklindedir. Elde edilen & mertebe c¢oziimiinden vyararlanilarak s> mertebe

diferansiyel denklemi asagidaki gibi diizenlenir.

2 2
0(&’):D3a,, + @30, =—2w,Dja, sin (T, + ) +4, (w” ;Q“ + Za)ODl[;’njcos(a)OT0 +5,)
2
-a, (@j sin((, +2Q,)T, + 3,)

_a, (@j sin (@, —2Q)T, + 3,
+Cyi,a, (Cos((a, + )T, + B,)—cos((@, — )T, + 3,))

+ KnTaﬁcos(z(ono + 5, )) +Cy (Sin (QTo)—sin (30T, ))

+%cos(2@To)—%(c§1+a§) (2.119)
Ikinci mertebede yer alan sekiiler terimlerin yok edilmesi,

Dlﬁn :_M:ﬂn (T1):_MT1 (2.120)

4o, 4w,

Da,=0=a,(T,)=0 (2.121)

esitliklerinin saglanmasi ile miimkiindiir. Sekiiler terimlerin belirtilen esitlikler
yardimiyla yok edilmesinin ardindan ikinci mertebe denklemin homojen ve 6zel

¢ozlimlerinin bulunmasi gerekir. Denklemin homojen ¢éziimi,
Onzp =0, Sin (@, Ty + B, (T, T,) ) +€, cos(eg T, + B, (T, T,)) (2.122)

formundadir. Ozel ¢6ziim i¢in,
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Onzs = Ca SIN((@ +29,)T, + B, )+ C,p, sin (@, —20,)Ty + B, ) +C s cos (@, + )Ty + B,)
+Cp €0S( (a0, = )Ty + B, ) +C,; €05(2(@,Ty + 3,)) + Cpg SIN(QT, )+ C 68N (3QT, )
+C,40008(2Q,T,)+C,,y

(2.123)

seklinde bir ¢oziim onerilerek ¢° mertebesindeki diferansiyel denklemin homojen
kisminda yerine yazilir ve 6zel ¢oziimiin sabit katsayilar1 bulunur. Bulunan katsayilar
EK-1’de  verilmektedir. Ozel ¢bziimiin katsayillarmin  bulunmasiyla &

mertebesindeki q,, fonksiyonunun genel ¢6ziimii,

Gy, =d, sin(a,T, + B, ) +e, cos(w,T, +ﬂn)+wsin((a)o +2Q)T, +5,)

16Q,

n 0 . Cnl n%n
_%Qngh)sm((a)o—2(4)T0+ﬁn)—mcos((a)o+Qh)T0+,Bn)
—%cos((m0 QT+ 8,)- K 0”2 cos(2( e, T, + 3,))

_(a:OCi)Ogg)hZﬂ)Sln(gth) (a)mc_()—ngogg:)SIn(qu) z(a)2—4n£)hCOS(2§2hTo)

0

2’; g (c +a?) (2.124)

olarak bulunur. Baslangi¢ sartlar1 uygulanarak genel ¢oziimde yer alan d ve e

katsayilart bulunur.

C.x,a C.K,a K%

0)=0 0)- n-n0 _ nl™n~n0 n-n0

% (0)=0 — &,(0) Q,20,+Q) Q2w0,-Q,) 6}
Clx, K

+2( i 26;5 (Ch+a})=0

e (O) — — 4Cn1Knanoa)0 i Kq (3C§1 + 4a§0) _ Cr?lK
" "0 (20, + Q) (20, - ) 6} 2( a5 —40%)
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— __3an a‘nq _ 3an g)ﬂZ ano(a)g—{_q)
O ) ) e

(2.126)

IIk iki mertebeden elde ¢oziimler kullanilarak &° mertebesindeki diferansiyel
denklem asagidaki gibi diizenlenir.

a’ (101{5 + 96002) a x’a’ (66002 —Qﬁ)

nn>~n0

262 O (405 -2}

DOanS + wgqn3 = {Zana)o Dzﬂn +

a, (5 (48a%, -9} ) - 0} (505 — 20} )

32ng§ sin (a)oT0 + /i’n)

—+

—2a,D,a, cos(w,T, + ,)+S.OT. (2.127)

&® mertebe adi diferansiyel denklemde sadece sekiiler terimler acgik olarak
yazilmigtir. Bunun nedeni genlik ve faz terimlerinin zaman bagimliliklari belirlemek
ve gereksiz islemlerden kaginmaktir. Denklem (2.127)’de kosiniis teriminin yok

edilmesi,

D,a, =0 (2.128)

n

sartimin saglanmasina baghdir. Bu sart a  bagimli degiskeninin T, Zzaman

bagimliliginin olmadig1 gostermektedir. Dolayisiyla,

a,=a, (2.129)

n

esitligi yazilabilir. Diger sekiiler terimin yok edilmesi
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a’ (101{5 + 9(05) ax’a’, (Ga)g - )

120 ’ o’ (4(05 —Qﬁ)
a (a)g (4882, -907 ) - O} (509 — 2022 ))
320 Y

2a,0,D, B, +
(2.130)

=0

+

sartinin saglanmasma baghdir. Bu sartin saglanmasi ile faz teriminin T, zaman

bagimlinin olup olmadig: belirlenir.

a (10/(5 +9a)§) 2N (48a§O —9th)—§2§1 (5a)§ —ZQhZ) K2, (6a)§ —th)

Do == 24, - 64w Y 20, (40)02 —Qf)
- al (101(5 +9a)§) N (48a§0 —QQf)—Qh“ (5605 —2th) K‘a’, (6(05 —Qf) .
A= 0y 2000 (0 —00) [
(2.131)

Bu esitlikte faz teriminin T, bagimliliginin oldugu goriilmektedir. Son mertebedeki

sekiiler terimlerin yok edilmesiyle nonlineer kiris probleminin genel ¢oziimii
asagidaki gibi bulunur.

:i{(anosin(wouﬂn (8t,gzt))+Cn18in(th))
o{d, sn (T, e cos(04T, )
+Cysin((@, +2Q)T, + 5, )+Coysin (@, ~20)T,+ 4,)  (2.132)
+Cn5008((w0+9n)T +B,)+Crs €08 ((@, — )Ty + 5,)
+C,; €05(2(a,Ty + 3,)) +Cpe5in(QT, ) +C o Sin (30T, )
(

+C_, COS ZQhT )+Cn11}}«/_gsm(n7zx)

Bulunan ¢oztiimiin gegerliligi (2.77)’deki gecerlilik kriterinin saglanmasina baglidir.

2.2.4. Hareket Denkleminin Sayisal Coziimii

Fonksiyonel derecelendirilmis kiris elemanin (Sekil 2.2°deki sonlu eleman
modeli) yer degistirme fonksiyonu Denklem (2.81) ve ¢,(X) agirlik fonksiyonu

olmak iizere, Denklem (2.108)’in zayif formu asagidaki gibi bulunur.
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idzA?[(pT'l'kpB j¢i¢dX+M¢( )¢( )

o dt? (k+1)
3(ET—EB)I(k2+k+2) 4 hd2g dg,
+[ (k=3)(k=2)(k<1) |];1ij[ o de

4
+MV2 Z A ¢ (%) i~

i,j=1

om0 i 2

= U \E X ~ X
+—3<E£<tii3“§fii (35
14 4 [ddi’ Xxm]+Mg¢.(Xm)
{3((iT+_3§Ek)l(:)z(;EI)Z)+E '},,Zf{ (ja?j Z_i%] o

Elde edilen zayif form matrisel yapida yazilabilir.

" ]{d AE}JF[BQ]{d(f}HKe]{Ae} K5 (A () ]{a) = (7'} 2139)

Yukaridaki denklemde yer alan eleman matrisleri ve kuvvet vektorii EK-2’de
verilmistir. Eleman matrisleri Denklem (2.84)’deki gibi birlestirilerek sistem
matrisleri, eleman kuvvet vektorleri de Denklem (2.85)’deki gibi birlestirilerek
sistemin kuvvet vektorii elde edilir. Bununla birlikte birinci ve ikinci tiirevlerin
Denklem (2.92) ve (2.93)’deki acilimlart kullanilarak (2.134) numarali denklem

asagidaki hale indirgenir.
(GZ®[I\/I]+G®[B]+[K]{A} +[ K, (A(t))]){A} ={F} (2.135)
Ayriklastirilmis nonlineer denklem ile (2.96) numarali denklem ayni yapida olup

Direkt iterasyon yontemi ile ¢oziilebilir.
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2.2.5. Fonksiyonel Derecelendirilmis Kirise Ait Uygulamalar
Bu boliimde fonksiyonel derecelendirilmis lineer ve nonlineer Kirig

probleminin g¢esitli yontemler ile elde edilen sonuglar1 karsilastirilacaktir.

[lk olarak parametreleri E,=390 GPa, E_=210GPa, p,=3960 k—%
m

m
sn’

Lz =7800 k—% v, =197 L=20m, b=04m, h=09m ve P=100kN olan
m

hareketli yiik etkisi altindaki basit-basit smir sartlarina sahip fonksiyonel
derecelendirilmis lineer kirisin sonlu elemanlar ve Rayleigh-Ritz metodlar ile

¢oziimleri karsilastirilacaktir[8].

103

0 e .
k.

Sonlu elemanlar
057 N #* Rayleigh Ritz

At \.
A5} R

5l %

W

25} \

3l ! #

3561

Sekil 2.14: Sonlu elemanlar ve Rayleigh-Ritz yontemlerinin karsilagtirilmasi

Yukaridaki grafikte parametreleri verilen fonksiyonel derecelendirilmis kirisin
dinamik analiz sonuglari1 gosterilmistir. Problemin zaman ¢6ziimii i¢in tiirevsel
karelestirme metodu kullanilmistir. Mekan ¢o6ziimii i¢cin Sonlu Elemanlar ve
Rayleigh-Ritz metodu kullanilarak her iki ¢6ziim karsilastirilmis ve ¢oOziimlerin

birbirine yakin sonuglar verdigi gosterilmistir.
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Ikinci olarak hareketli kiitle etkisi altindaki fonksiyonel derecelendirilmis

nonlineer kirisin E,=200 GPa, E,=70GPa, p,=7850 k—gs pe=2770 k—%
m m

A =2om, L=5m, b=0.04m ve h=0.05m igin elde edilen analitik ve sayisal
sn

¢oztimleri farkli kiitle oranlar1 i¢in karsilastirilmistir.

o} analitik |
— — saysal| /

W
&
/

Sekil 2.15: Fonksiyonel derecelendirilmis lineer kirisin orta noktasinin hareketi

(M=2 kg, = 0.075)
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analitik
\ — — sayisal| /
Y /

A /

At

w

A2t

Sekil 2.16: Fonksiyonel derecelendirilmis lineer kirigsin mod yapis1

(M=2kg,t = 0.5, =0.075)

¢ 10.4
ot analiti | /1
— — sayisal /
0 —\..,_\_%\ y
/

W
&
\\\

i \ /
-10 \ /

12+ /

A4 ‘ /

Sekil 2.17: Fonksiyonel derecelendirilmis nonlineer kirigin orta noktasinin hareketi

(M=2kg, & = 0.075)
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w

Sekil 2.18: Fonksiyonel derecelendirilmis nonlineer kirigin mod yapist

W

Sekil 2.19: Fonksiyonel derecelendirilmis nonlineer kirigin orta noktasiin hareketi

0
\
analitik
\ — — sayisal
02} \ /
04
06 \
08 \ /
AF /
42} /
",
\"\-, B
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09
X

(M=2kg,t = 0.5, = 0.075)

x 1073
analitik
— — sayisal
0= =
i 8
\
W
X f
05} \ /
\
HLF
/
\
15 \
2 \
e s
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09
t

(M=3kg, & =0.113)
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w

Sekil 2.20: Fonksiyonel derecelendirilmis nonlineer kirisin mod yapist

Sekil 2.21: Fonksiyonel derecelendirilmis nonlineer kirigin orta noktasinin hareketi

analitik
— — sayisal

/

/

(M=3kg,t=0.5,& = 0.113)

%1073
| P analitik] /|
= — — sayisal | //
05
/
/.'
A F /!
4
15} //
2r /1
l,
25 /
3
-35
4r =
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
t

(M=5kg, & =0.19)
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Sekil 2.22: Fonksiyonel derecelendirilmis nonlineer kirisin mod yapisi

Nonlineer

perturbasyon parametreleri(g) icin analitik ve sayisal ¢Oziimlerin birbirine yakin

sonuglar verdigi goriilmektedir. Fakat perturbasyon parametresinin artmasiyla

analitik ve sayisal ¢oziimler birbirinden uzaklagmaktadir.

2.3. Viskoelastik Kiris

Sekil degistiren cisimlerin analizinde ¢dzlimleri kolaylastirmak icin ideal
cisim kabulleri yapilir. Viskoelastik malzeme kabuliinde, malzemenin elastik
0zelliginin yaninda sontiim 6zelligi de dikkate alinir. Literatiirde Kelvin, Maxwell vb.

cesitli viskoelastik cisim kabulleri mevcuttur. Bu ¢alisma kapsamindaki viskoelastik

05

151

25T

<103

analitik |
\ — — saysal| /
\ y
\ /
\ /
\ /
\ ¥
/
/
\ /
N\ Y
'\‘\ ,,f;f‘/
\ : VA
N
01 02 0.3 04 05 06 0.7 08 09

(M=5kg,t=0.5,& =0.19)

¢oziimlerin  karsilastirildigi

grafiklere

kiris problemi i¢in Kelvin-Voight modeli referans alinmistir[11].
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O 4+—0—

Sekil 2.23: Kelvin-Voight modeli [11]
Sekil 2.23’de n sembolii viskozite katsayisidir.

2.3.1. Hareket Denkleminin Lagrange Enerji Metodu ile Bulunmasi
Viskoelastik kirise ait hareket denkleminin Lagrange metoduyla bulunmasi,
elastik kirise gore farklilik gostermektedir. Viskoelastik kirigin hareket denklemi,
Denklem (2.9) kullanilarak bulunamaz. Viskoelastik kirise ait hareket denkleminin
Lagrange metodu ile bulunabilmesi i¢in Denklem (2.9)’da asagidaki gibi bir
degisiklik yapilmasi gerekir[2].
o(oL) oL
—| = |-—= 2.136
ot (GW) ow Q ( )
Denklem (2.136)’in sag tarafinda yer alan Q terimi korunumsuz kuvveti (viskoz

kuvvet) ifade eder ve su sekilde hesaplanir.

? (o 0w z(owY )| o ow 1(ow) |ow
— | = ==+ — +—| Z—+=| — | | |dxdydz
oX“ | ot oX° 2\ oX ot ox° 2\ 0oX OX

o’ , 0w _owow) 0 o*w  ow 0°w \ow
—| =t t—|| =t — | |dxdydz
OX ox“ot OX Oxot ) oOx OX°0t  OX oxot ) ox

— T
N | T
S

O
I
|
O ey

I

| =

N | T o
S

—_— i,

I
|
O ey
|
v
|

N

—— N T
N | T

, O°W o*w o*'w  ow o'w
N 2" —=+1| —; +—— dxdydz
ox"ot OX® Oxot  ox ox’ot

Il

|
O ™
k=3

| =

T N
e T N
S

o'w ow o*w o°w OW O*°W 0°W aw (awY
l———tIl—H———5+t2l——; tI—=| — dxdydz
ox°ot ox OX“ot ox OX OX° oOxot oxX“ot \ ox

|
[ S—
|
N | o
|

N o
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2

5 (22w Z2(dwdtw  ow o'w
=—Iny 2 Aaia T A3 T A
3oxot 2 0x® oxot ox ox’ot ) )

| n

< 22 o'w ow 22 &w o'w . owdwow _ Sw (awjz
— —t———+27— +2 —
2 Ox%0t Ox 2 Ox°0t ox? OX ox* oxot  ox%ot\ ox

12 ox*ot OX Ox? oxot  oxPot\ ox

0

L 3 A5 2 2 3 2
(h W, ow W o haw(awj]dx

L 5 2 2 3 2
{m OW 5y p\WOW W ow (a""j de (2.137)

+ — +nA —
ot T ok oxt axat T axtat\ ox

Sistem Lagrangian’t korunumlu is ve enerji terimlerini igerdiginden
viskoelastik kirigin sistem Lagrangian’i, Euler—Bernoulli kirisininki ile aynidir.
Sistem Lagrangian’t ve korunumsuz kuvvetler kullanilarak Denklem (2.136)
uygulanir ve hareketli kiitle etkisi altindaki viskoelastik kirise ait hareket denklemi

asagidaki gibi bulunur.

Al o®w o*w ow 0*w o°w o*w (ow) 3EA*w(ow\’
PA—+nl ——+El —+2nA——; TNA—=| — | t+————| —
ot ox ot OX OX OX° oxot OX“ot \_ oX 2 ox° \ oOx
o*w oW , O°W
+M| g+— + 2V Vi — o(x—=x)=0 2.138
[g ot | “oxat| " ox7| (=) (2.138)

2.3.2. Hareket Denkleminin Boyutsuzlastirilmasi

Viskoelastik kirise ait hareket denkleminin perturbasyon yontemi ile
¢Ooziimiine gecmeden Once hareket denklemi boyutsuzlastirilacaktir. Durum
degiskenlerinin boyutsuzlastirilmis halleri ve boyutsuzlastirma i¢in kullanilan

parametreler (T, hari¢) Denklem (2.16)’da verilmektedir. Keyfi zaman sabiti de,

2
T - 2pL

= 2.139
* 3pn'rt ( )
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olarak secilmistir. Viskoelastik kirigin hareketini temsil eden boyutlu hareket

denklemi asagidaki gibi diizenlenmistir.

O*W O°W o'W oW O°W O°W aw (ow) 3EAW(owY
— 4‘77' — —+ El — +2 o 2 __4‘77/\ = —= +‘—————'——7? -
ot ox*ot OX OX OX? oxot ox2ot \ ox 2 ox?\ ox
O*W O*W O*W
+M| g+—| +2V.—— vi-— o(X-X 2.140
{g at 2 . 0 876t . 0 672 . } ( m) ( )

Denklem (2.16)’daki durum degiskenleri, Denklem (2.139)’deki zaman sabiti ve
boyutsuz tiirev terimleri kullanilarak viskoelastik kirise ait harcket denklemi

asagidaki gibi diizenlenir.

o°w 21 o°w 4pEl  o'w 4 owo'w o'w
2 Tt a2 Aaa T 288 Aud T add Ay A2
ot® 3n"z AL ox'ot 9An°n°z” ox”  3n"z" Ox Ox° oxot
2w (ow) 2pEL? ®w(ow) M 4gp3L
+TT(—) t s aa | A |t A o rs 0 (X X)
3n"z" ox“ot\ ox nn°z ox~ \ ox PAL I n°x
M [ o°w
+ 2
pAL| ot

3nn*z* oxot 3n'zt ) ox?

o 2 gl ) A2
+4pV0VL 0 W| +[ZPV0VLJ 0 W| ]5(X_Xm)_0 (2.141)

X=X, X=Xm

2.3.3. Hareket Denkleminin Perturbasyon Yéntemi ile Céziimii

Viskoelastik kiris hareket denkleminin genel ¢oziimii olarak Denklem (2.29)
onerilebilir. Onerilen bu fonksiyon kullanilarak Galerkin metodu uygulanir ve
hareket denkleminin mekan bagimliligi ortadan kaldirilarak zamana bagh adi

nonlineer diferansiyel denklem elde edilir.
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> 4l

22 d’q, Ism nzx)sin(mzx) dx+mn_13A

A dt? da, | jsm nzx)sin (mzx)dx

+§;% qnfsin (nzx)sin(mzx)dx

2 1
_82 [dq" €E4L4 qnjj.sm (nzx)cos® (nzx)sin (mzx)dx

m,n=1 nnr (2.142)
213 » 1 ® 2 ’
M 4\/_295!: stin(mﬁx)dx+ﬂz dq jsm nzx,)sin(mzx)dx
PAL 91°n m=1 pAL ;7 dt®
~ 1
M z 2pV3V|3' aa, J.sin(nnxm)sin(mzzx)dx
PAL ;54 3pn°z® dt
_M > 2V, VL qum X, )sin(mzx)dx =0
PAL S\ 3nn’n
qun 2' dqn 4:0E| dqn 2 IOELZ 3
2 T 2 204 4 n 527
dt?  3AL% dt  9Az™n dt " p’n'z
213 2 ~1 2
M 4«/_29,80 i_ . 2pV%V|; (),.2M d° (1 i 2pV%V|; t
pAL 9n°n 3nn°xz pAL dt 3nn°z
A (2.143)
N 2M 2pv,VL dq, sin 4pv VL i
pAL 3pn’z® dt 3nn’z’
_2M (2pv,iL 2q [ 22Y% v|_2
pAL\ 3yn’z® ) ™ 3’z
Denklem (2.143) boyutsuz olarak asagidaki gibi diizenlenebilir.
d’q dq 2 dg, 3 .
“ta—"+wq,——=q, —«.q +&f sin(QQt
2 T g T~ — G + ey sin(Qt)
(2.144)

2
+g((d 9
dt

7 —qunjsinz(mh%@n sin(Zth)]:

Yukaridaki boyutsuz denklemde yer alan boyutsuz katsayillar EK-1’de

gosterilmektedir.
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Problemin zaman ¢6ziimii i¢cin Denklem (2.42)’deki gibi bir ¢dziim Onerilir
ve Onerilen ¢oziim Denklem (2.144)’de yerine yazilarak asagidaki iic mertebe elde

edilir.

O(¢&):D;0,, +aDyqy, +®:q, =—f,sin(QT,) , 6,(0)=Dyq,,(0)=0
O(&): D3, + @Dy, + ®:0,, =-2D,D,d,, - ,Dyq,, — Q, sin (2Q,T, ) Dyg,,
—sin®(Q,T,)(D5a,, - a,,)
0,2 (0) = Dyq,, (0)+ D,q,, (0) =0
O(&°): D30y + @Dyl + @70, = —2D,Dyq,, —(Df +2D,D, )y, (2.145)
—a, (DG, + D,0, )+ 02 (Dol ) + 2,0
—sin®(Q.T,)(D;d,, +2D,D,q,, — ¥, )
-0, sin (2T, ) (D40, + Dyl )
Oys (0) = Dy@,5(0) + Dy, (0)+ D,q,, (0) =0

Gorildigi tizere ilk mertebe denklemi homojen olmayan adi bir diferansiyel

denklemdir. Denklemin homojen ¢6ziimii igin,
Gy =€ (2.146)

seklinde bir ¢dziim &nerilir. Onerilen ¢oziim, diferansiyel denklemin homojen

kisminda yerine yazilarak s katsayilari asagidaki gibi bulunur.

—ai«/az — 4
e (57 +as, + ) ) =0=>5,, = " (2.147)

2

Bulunan s, katsayilari igin a® —4@’ <0 kabulii yapilir ve

2 2
a ) ‘a —4dw;
A=—— |, @ =ti—7-——
2

> (2.148)

tanimlamalar dikkate alinir ise s, katsayilari,
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5., =Atio, (2.149)

olarak yazilabilir. Boylelikle birinci mertebe diferansiyel denklemin homojen

¢Oziimii asagidaki gibi bulunur.
O =€ (&, (T, T, )5iN (90T, ) +b, (T, T, )OS (@, T, ) ) (2.150)
Birinci mertebe denklemin 6zel ¢6ziimii olarak da,
Ous = Cr SIN(QT,)+C,, cos(QT,) (2.151)

denklemi onerilir ve 6nerilen bu ¢6ziim diferansiyel denklemin homojen kisminda

yerine yazilarak C_ katsayilar1 bulunur.

(Cnl (a)r? _g)hz)_cnzagzn )Sin(qTO)_'_(Cnl (a)rf _§2r12)+ CnZngw )COS(QTO) == fn sin (gznTO)
(2.152)

Denklem (2.152) matris formunda yazilarak sabit katsayilar kolaylikla bulunabilir.

{wf—ﬂf —aQ), chl}:{—fn} (2.153)
aQn a)r?_gznz Cn2 0
e R
Coof " (wf ) +(aq f L —00  wf-0%]] 0

Cp=— G _?” ), (2.155)

C,= A Ty (2.156)



Ozel ¢oziimiin katsayilarmin bulunmasiyla birlikte & mertebesindeki diferansiyel

denklemin genel ¢oziimii,

Oy =€ (a, (T, T, )sin(@,,T, ) +b, (T, T, ) cos(@,eT, ) )+ Cyy SiN (T, ) +C,, cOS (T, )
(2.157)

olarak elde edilir. Baslangi¢ sartlari kullanilarak genel ¢6ziimdeki bilinmeyen

katsayilar asagidaki gibi bulunur.

0,.(0)=0=b,(0)+C,,=0=b,(0)=b,,=-C, (2.158)
/1Cn2 _Cnl

a)n 0

D9, (0)=0=-4C,,+a,(0)w,,+C,,=a,(0)=a, = (2.159)

& mertebe ¢oziimii kullanilarak &* mertebesindeki diferansiyel denklem

asagidaki gibi diizenlenir.

DZq,, + @Dyq,, + @q,, = %(4a)nolen +8, (@l + O — 1) - ab,w,e™™ )sin (a,T, )

n~’n0

+%(_4a)n0Dlan +b, (a)fo +Q? —/12)+aa o, )cos(a)oTO)

n~’n0
+S.0T.
(2.160)
Sekiiler terimlerin yok edilebilmesi i¢in
W’y +Q° — 17
Dlan—bn( : )—aa":O , a,(0)=a,
4o, 4
( : /12) (2.161)
@5+ € —
len +an no . abn =0 , bn (0) — bno
4o, 4

denklem sisteminin ¢oziilmesi gerekir. Elde edilen diferansiyel denklem sisteminde,
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@:% L @ =G (2.162)

tanimlamalar1 yapilarak Denklem (2.161)

Da, +b,®,—a,4 =0, a,(0)=

2.163
len —a,0, _bnﬂ'l =0 J bn (0) ( )

anO
bn 0

olarak diizenlenir. Denklem (2.163)’lin ¢6zlimii igin bagimh a, ve b, degiskenlerini

temsil eden
a,=A." , b =A." (2.164)
denklemleri onerilebilir. Onerilen bu denklemlerde yer alan A ,A, Ve o sabit

katsayilardir. Bu denklemler Denklem (2.163)’de yerine yazilarak asagidaki iki

denklem elde edilir.

(Ao-Ao-AL)e™ =0, (Ao+ Ao ~Al)e™ =0 (2.165)

Bu iki denklem matris formunda

(a)_/’il) Wy }Aﬂeaﬁl _{0}
{ 0, (0-4) {A]Zewn}_ 0 (2.166)

olarak yazilabilir. Denklem (2.165)’deki lineer denklem sisteminin basit ve basit

olmayan iki ¢6ziimii mevcuttur.

(0-4) @y ‘ N {7&0 , (A, =A, =0, basitcdziim)

=0 , (basitolmayan ¢tzim)

} (2.167)
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Denklem (2.167)’de yer alan determinantin sifira esit olmamasi durumu statik

problemi temsil etmektedir. Bu yiizden ikinci durum dikkate alinarak @ katsayilari

VY R Y Y 1%
& =20+ A +@; =0 — a)lzzﬂlir\/ 4 ;1 O = ti|w,| (2.168)

olarak bulunur. @ katsayilarinin bulunmasiyla birlikte a, ve b, bagiml degiskenleri

ve baslangi¢ sartlar1 asagidaki gibi yazilabilir.

a, = et (Amei‘wnlm + Aﬂzeii‘wnlm) y & (0) =y

N » (2.169)
bn — eﬂﬂl (Aﬁle‘ T + A122e ‘ nl‘T1) . bn (0) — bnO

Denklem sisteminin ¢6ziimiiyle dort bilinmeyenli iki denklem elde edilir. Burada
yine denklem sayisi ile bilinmeyen sayisinin uyumsuzlugu soz konusudur Fakat

coziimlerdeki A, genlikleri arasinda birtakim bagimliliklar s6z konusu olur ise

denklem sisteminin bir ¢oziimii bulunabilir. Bu bagimliliklar @ ‘nin farkli degerleri

icin su sekilde gosterilir.

a, ve b, denklemlerinde w=A+i|w,| i¢in A, ve A, arasindaki iliski asagidaki

gibidir

Ty Allon T H 11 1
e T (A (4 +il@nl) = Aol - Auk) - 2_:? (2.170)

21

Yine ayn1 denklemlerde a):l—i|a)nl| icin A, ve A ,, arasindaki iligki,

eAlTleiaﬁTl(Azz(ﬂi_i|a)1|)_A12|w1|_A21ﬂ1) - %:_% (2.171)

seklinde gosterilebilir. Denklem (2.170) ve (2.171)‘den elde edilen sonuglar

kullanilarak a, ve b, katsayilar1 matris formunda

64



a,] [1 . 1 |
{b"} = {i } A e el +{ i} A8 e (2.172)

seklinde yazilir. Denklem (2.172)’de A, ve A,, belirsiz katsayilardir. Bu belirsiz

katsayilar baslangi¢ sartlar1 kullanilarak bulunabilir.

a,| [1 1 a,] [T 17(Au
et <14 2
-G 2R
AL 2i|—-1 1 ||b,| 2|a,+ib,

Bulunan katsayilar Denklem (2.172)’de yerine yazilarak a, ve b, denklemleri

(2.173)

asagidaki gibi diizenlenir.

a, _ 1 ano—ibno eziTlei\wm\Tl_i_ 1_ an0+ibn0 eﬂiTle’i“""lm (2.174)
bn i 2 —I 2

Elde edilen bu denklemler trigonometrik esitlikler seklinde yazilabilir.

(2.175)

{an} o {ano cos (|eay|T,)+h,,sin (|a)1|Tl)}

b b, cos(|a)1|Tl)—an0sin(|a)1|T1)

Boylelikle a, ve b, genliklerin T, zaman bagimliliklar1 hesaplanarak sekiiler terimler

yok edilmistir. Sekiiler terimlerin yok edilmesiyle Denklem (2.160) diizenlenerek

homojen ve 6zel ¢oziim bulunabilir.
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2 2 _
DO qn2 +aD0qn2 + a)nan -

b Ty o
8 10| sin( (o, + 22T
B an4a (0,0+9,) oMo COS((a)no +2Qn)To)

b ATy o

(1,0, o sin( (-2,
a o

~ 5% (w0 -, ) |67 cos((@,, —20,)T, )

4

+0? (C,sin(QT,)+C,, cos(QT,))

~?(C,ysin(3Q,T,)+C,,cos(3QT,))

(2.176)

Ikinci mertebe diferansiyel denklemin homojen ¢dziimii dogrudan,

Onzo =€ (d, (T, T, )sin(2,,Ty ) +€, (T, T, ) cos (9, Ty )

yapisindadir. Ozel ¢oziim icin de

(2.177)

Onzs = Cos€™™ SIn(( @0 + 293, )T, ) +C, 8" cos(( @y, +29Q,)T,)

+C,e" ™ sin((@,, — 20 )T, )+ Coee™™ cos((@,, — 20, )T, )

(2.178)

+C,,sin(Q,T,)+C, c0s(Q,Ty ) +C,e5in(3Q,T, ) +C,yo €S (3T,

denklemi o6nerilebilir. Onerilen 6zel ¢dziim ikinci mertebenin homojen kisminda

yerine yazilarak bilinmeyen C_ katsayilar1 bulunur (EK-1).

Homojen ve 0zel ¢oziimlerin bulunmasiyla birlikte ikinci mertebe diferansiyel

denklemin genel ¢oziimii,
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0y = €7 (d, 5in(@,,T, )+, €05 (@,T, ) +C ™ sin (@, + 20, )T,
+Cn4e”° c0S((@,g + 203, )T, )+ C o€’ sin (@, — 20 )T,)

+Cse”™ €08 ((, — 2, )Ty )+ C,y SiN(QT, )+ C g cOS (T, )
+C,osin(3Q,T,)+C,c0s(3QT,)

(2.179)

olarak bulunur. Genel ¢oziimde yer alan d ve e, katsayilar1 ikinci mertebe

diferansiyel denklemin baslangi¢ sartlar1 kullanilarak bulunur.

0,,(0)=0 — €,(0)+(C,,+C,)(0)+C,s+C,y, =0
— ¢,(0)=e,,=—(C,, +Cys)(0)-C,s —Ciso (2.180)
D,4,, (0)+ qunl(0)=0—>en0/1+ﬂ(Cn4 +Cn6) O) d, (O)a)no
+Cp5(0) (9,0 +29,)+C 5 (0) (@, —29,)
+Q,C, +30Q,C, +(Db,)(0)=0 (2.181)
dn(O):dn0=_a”°w”1_ byoA + A(Cpg +Cpio ) — (@0 +29,) C,5(0)
Wno
. ~(@,-29,)C,s(0)-Q,C,, -30,C,
2%

Ik iki mertebeden elde edilen ¢dziimler son mertebede yerine yazilarak &°

mertebesindeki diferansiyel denklem asagidaki gibi diizenlenir.
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1 1}[w:o+q+z4s<zzwso :oemzfzf)]
Rn Sn

DOan3 + aDanS + a)r?qn3 =14, {(_+_ 16

AT+ Q) =30, + 6% W}, 2270 Q (3/( JJ](CZ C2)
160} "2

+ i_ n0£2h +£2na)n0 _3(0n01’2
Rn Sn
3
b, i+ 1\ A0}, - Vo n0+3/1a)
Rn Sn

N 08— ﬂﬁQh +30)Q,
R s

dn (a):0+g2r12_
2
+e,A@,, + 28,0,,D,8,} " sin(w,,T,)

n-’n0

cz+cz)

) +2w,,D,b, +2m,,D.€,

R S 16

n n

b, {( > ]lw:o+Qﬂ4+i4_6(/12“’50‘@50(%2“12%2)J

4 4 4 2.2 22 2
240 3a)n0+62/1 @y —2°); _&+(MJ(C,§1+C§2)
16w;, 8 2

+ i_i a)g)g)h +g2:)a)n0 _Sa)noﬂ’zg)h
RS 4

n

3,3
+a i_'_i ﬂ“a)no A Do +3ﬂ“a)n0g2n _ Wno (Crfl +C§2)
R S 4 2

n n

_%{i_ij(mf‘ﬂ% +3m§0§zﬂ}
Sn

2 R 4

e, (w407 2
2
+2b,@,,D,13,} e cos(@,,T,)+S.OT. (2.182)

n--no0

) +2w,,D,a, +20,,D,d, +d 1w,

Diizenlenen bu denklemde sadece sekiiler terimler agik olarak yazilmistir.

Bunun nedeni genlik ve faz terimlerinin zaman bagimliliklarini belirlemektir.

Denklem (2.182)’deki R, ve S_ katsayilar1 agsagidaki gibi tanimlanmistir.

R, = @b — (@, +20,) =27 | S, =’ —(@,,—29Q,) — 22 (2.183)

n
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D,B,=0 kabulii ile son mertebenin sekiiler terimleri asagidaki iki esitligin

saglanmasi ile yok edilebilir.

+
R, S 16

n n

0 {( 1 1j[w:o+sz:+ﬂ—e(%wso—wsoszf+m:)J

4 4 4 2.2 22 2
N 1 _'_g)n 3a)n0 +621 @ho 21 g2h _&+(MJ(C§1+C§2)
16w, 8 2

{ 11 J(wéwfz:wno—s%m j}

R S 4

n

n

3 93 2
+2an {(Ri+sij[/la)no A a)n2+32.a)nanj_/lc;)no _%(Crfl-i_cﬁz)
a)nO

n n

L1 A0 -2’0 + 310, 0,
R, S 4

e (0, +Q°— A7
- (%t )+D2an+D1dn+d;/1:0

(2.184)

4o,

R, S

n n

a {(i iJLa):O POl 424 —6( 270, — 02 +/129ﬂ2)]
16

4 4 4 2.2 22 2
A 30}, +60] 24@_&{@)(%&@)
16w, 8 2

n i_i a)r?0£2h+g2hza)n0_3a)n0ﬂ“2§2n
R S 4

n n

(2.185)

3 43
N b, i+i AWy =AW +300,0Q | Ay @y (anl +C§2)
20, [\ R, S 4 2 2

n n

N 2 -21°Q +310 .,
R, S 4

n

n

d(h 0 -2)

+D,b, + Dse, +M:0
4a,, 2

Sekiiler terimleri yok etmek icin saglanmasi gereken (2.184) ve (2.185)

denklemlerinde asagidaki tanimlamalar yapilabilir.
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Wy =~

R 'S 16

2a)nO n n

1 {[1 1j£w;‘o+f¥‘+i“—6(lzw§o— ﬁonMfo)J

. AP+ Q) -30), +6 17w}, - 22°C) _&2+ 3K, + A
167, 8 2

{i ij(wanehwswm}

j(Cﬁﬁ-anz) (2.186)

R S 4

n n

ﬂ’nZ = — 1 {[i+i)(ﬂa):o _ﬂ“sa)no +32’wr$0£2h j_ ﬂ’a)no _ a)no (Crfl +Cr122)
2

20, IR S, 4 2
(2.187)
L1 1)( 29820, +310,0
R, S, 4
Denklemler sirastyla asagidaki gibi diizenlenir.
DZan _anﬂ’nZ +bna)n2 —€,0, + Dldn _dnﬂ’nl =0 v a, (O)ZanO’dn (O)Zdno 2188
Dan - bn/an - ana)nz + Dlen - enﬁ’nl + dna)nl =0 ’ bn (O) ~ bnO ’ en (O) = enO ( . )

Denklem (2.188)’de verilen denklem sisteminde T, ve T, ‘ye gore tiirevler
mevcuttur. Dolayisiyla zaman bagimhiliklarmin ayri ayri ¢oziilmesi gerekir. T, ve

T, zaman bagimhiliklarinin bulunabilmesi i¢in

Dd -d i -ewm =0, d (0)=d,
' ! ! (0)=d (2.189)
De, —€,4, +d,@, =0 , e (0)=e,
D,a, -a,4,+bw,=0 , a,(0)=a,
2 ? ? (0)=3 (2.190)

Dan _bnﬂ’nz _ana)nz =0 ) bn (0) = bn0

denklem sistemlerinin ¢oziilmesi gerekir. Her iki denklem sistemi de Denklem
(2.163) ile benzer yapidadir. Dolayisiyla Denklem (2.163)’iin ¢6ziimii i¢in izlenen
yol ile Denklem (2.189) ve (2.190)’nin ¢oziimii i¢in izlenecek yol aynidir. Yapilan

¢oziimlerile d, (T,), €,(T;), &,(T,) ve b, (T,) genlikleri asagidaki gibi bulunur.
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d,(T,) _ o Ao €S (|| T, ) + €, Sin (|| T, ) (.100)
e,(T) €, €08 (|@,y|T,) = d, o Sin(|agy| T, )
a, (Tz) :ezﬂTz COS(|a)n2|T2)+S?n(|a)n2|T2) (2.192)
b, (T,) cos(|@,,|T, ) —sin(|@,,|T,)

Son mertebedeki sekiiler terimlerin yok edilmesiyle birlikte hareketli kiitle etkisi
altindaki boyutsuz nonlineer viskoelastik kiris probleminin genel ¢oziimii agagidaki

gibi elde edilmis olur.

w(x,t)= i{e‘t (a, sin(@,ot)+b, cos(w,t))+C,,sin(Qt)+C,, cos(Qt)

+ g{e(“g‘”t (d, sin(@,t)+e, cos(@,t))+C,qe™ sin((w,, +2Q)t)
+C,e" cos (e, + 20, )t)+C e sin((,, - 2)t)
+C,qe™ cos((@,, — 20, )t)+C,, sin(Qt)+C,, cos(Qt)
+C SIN (3021)+C cos(BQHt)}} V2gsin(nzx)
(2.193)

Elde edilen bu ¢oziimiin gegerliligi (2.77)’de yer alan gegerlilik Kriterinin

saglanmasina baghdir.

2.3.4. Hareket Denkleminin Sayisal Coziimii
Bu boliimde viskoelastik kiris problemine ait hareket denkleminin sayisal

¢ozimii yapilacaktir. Viskoelastik kiris Sekil 2.2’deki gibi ayriklastirilabilir.
Denklem (2.81)’deki yer degistirme ve ¢;(X) agirlik fonksiyonu kullanilarak

Denklem (2.138)’in zayif formu asagidaki gibi bulunur.
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2 e xh Ae Xy
/? ;;; ;%;_____J.¢
. 3EA el o 0g;
+E|I;A .,z_lA j [Z} — j J
OAS %[ (& 0g . 29, 09,
+277A;1 = [( A_l&Aj)(; e~ LAS }zﬁ, & jdx

Xa

Ae Xp a¢ ¢
+nA . - | dX
U ;?; {(J — 6X JJ 6 2 J
ﬁAe

4 % d’g, | dg, 47, oA
+M o(x—x_)dx I
ggi[ﬂ (%) J{n "o o T ok a )
6, o g 489, L O°AT R
7{ e EIddZA Z ;[ ) S (x=x,)dx

o(x—x,,)dx

X=Xy

NG RV
+2Mv, Y —L ¢[—'j
°§1 at J ox

S(X—x )dx+Mv22Aej¢[az¢ ]

X—X

(2.194)

Elde edilen zayif formda,

d’g, d’g, oA d’g, d’p. OA°

ax® ! d ot ax® ! ¢ ot -

d%g, d%p. oA d%g, d%p, oA

o Bl AT+l — 2L | Q=| El =LA 4yl —oh L
Q. ( T e o . Qs o T e o -

(2.195)

tanimlamalari yapilarak Denklem (2.194) asagidaki gibi diizenlenir.
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Zexb dAexhd d
pAZ | 559,

2
i,j=1 i,j=1 Xa d dX

+EIZAE]E%¢25 dx¢' dx + BEAZA"j[

i,j=1 i,j=1 Xa

L dx

5L dg
(Zld—n
dAS [ (& dg, )& d% ) dg,
+277A;1 " H _zlaAj](g‘ i~ Aj]ﬂ ™ de

Xa

mAZdAeTMzddi ,-] ¢,¢IJ

i,j=1 % Uit

+Mz AT 2 )S(X—X )dx+2Mvoz dte ]Egzi( j S(x—x,)dx
ij=1 ij=1
+MVOZAGJ.¢( / ] 5(x—xm)dx+Mgz4:XJ9¢i§(x—xm)dx
+hQ —gQ - L+ d¢' $4q; - (2.196)

Diizenlenen bu denklem matris formunda yazilabilir.

[Me]{d;f}{[Be]{mﬂ{dd—f}{[w]{KeNﬂ{Ae}={Fe} (2.197)

Eleman matrisleri ve kuvvet vektori EK-2’deki gibi tanimlanmaktadir. Kirig
tizerindeki herhangi bir eleman i¢in elde edilen bu denklem kullanilarak Denklem
(2.84) ve (2.85)’deki gibi sistem matrisleri ve kuvvet vektorii olusturulur. Sistem
matrislerinin ve kuvvet vektoriiniin elde edilmesiyle, viskoelastik kiris probleminin

hareketini temsil eden denklem,

SRl el =7 ease

olarak yazilabilir. Yukaridaki denklemde zamana gore birinci ve ikinci tiirev ifadeleri
yer almaktadir. Bu denklemin ¢6ziilebilmesi i¢in zamana gore tiirev ifadelerinin

cozililmesi gerekir. Zamana gore birinci ve ikinci tlirev ifadeleri Tirevsel
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Karelestirme yoOntemine gore (baslangic kosullar1 dikkate alinarak) sirasiyla
Denklem (2.92) ve (2.93)’deki gibi hesaplanir. Denklem (2.94)’deki matris

tanimlamasina gore Denklem (2.198) asagidaki gibi diizenlenir.
| G*0[M]+GO[[B]+[B, ]]+[[K]+[K\]] [{A} = {F} (2.199)

olarak yazilir. Ayriklagtirilmis bu denklem ile (2.96) numarali denklem benzer

yapidadir. Dolayisiyla iki denklemin ¢oziimii de benzerdir.

2.3.5. Viskoelastik Kiris Problemine Ait Uygulamalar

Bu bolimde hareketli kiitle etkisi altindaki nonlineer viskoelastik Kkirisin

E=200GPa, p=7850 *%, ;=4.10° ~9 v, =15™ L=6m, b=0.025m ve
m msn sn

h=0.05m degerleri kullanilarak bulunan analitik ve sayisal ¢oziimler farkli kiitle

oranlari i¢in karsilagtirilmigtir.

<10

analitik| /|
— — sayisal| /

W

A0t /

A2

Sekil 2.24: Lineer viskoelastik kirisin orta noktasinin hareketi (M =1kg, & =0.034)
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Sekil

0f ;
\ — /
\ analitik /
'\\ — — sayisal ,
02 \ ;
\ ‘/
\ /
\\. ; /
04 \‘\. /
\ /
\ /
\ Vs
- 06 '\.\ //
= \ /
\ /
\ /
¥ /
08 X /
/
\\ /
/
At /
-12¢r \\». 5 /’/
e ————
0 0.1 02 0.3 04 05 06 0.7 08 09 1
X

Sekil 2.25: Lineer viskoelastik kirisin mod yapis1 (M =1kg, & =0.034)

W

8

A0t

271

2.26:

(M =1kg, & =0.034)
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analitik
— — sayisal
e
N
\ /
/
\ /
\ /
/
%
\ /
\ /
\._/
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t
Nonlineer viskoelastik  kirisin ~ orta  noktasinin

hareketi.



0f :
\'-‘ analitik /.-‘/
\\\ — — sayisal : /’
021 \
\ /
% (./
) /
04r \\\. ,//
v.\\ /v"
\ /
.. 06 \\.‘ /
= \ /
\ /
08 \ ,/
N /

s N /

A2t Y P

Sekil 2.27: Nonlineer viskoelastik kirisin mod yapis1 (M =1kg,t =0.5, & =0.034)

x10°3

analitik /)
05t — — sayisal| // |

Sekil 2.28: Nonlineer viskoelastik kirisin orta noktasmnin hareketi (M =3kg, & =0.1)
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%1073

analitik| /
_0.5.\ ——saylsal/.

W
[N

X V4
35T \ / 1

0 0.1 02 03 04 05 06 0.7 08 09 1
X

Sekil 2.29: Nonlineer viskoelastik kirisin mod yapis1 (M =3kg,t=0.5,&=0.1)

x10°3

analitik
1t — — sayisal /]

W

Sekil  2.30: Nonlineer viskoelastik  kirisin  orta  noktasinin  hareketi

(M =5kg,&=0.17)
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analitik |/
\ — — sayisal | /

\ )
\ /
2\ /

/

W

.l \ /

Sekil 2.31: Nonlineer viskoelastik kirisin mod yapis1 (M =5kg,t =0.5,£ =0.17)

Nonlineer ¢oziimlerin karsilastirildigi grafiklere bakildiginda kiiglik perturbasyon

parametreleri (8) icin analitik ve sayisal ¢oziimlerin birbirine yakin sonuglar verdigi

gorilmektedir. Fakat perturbasyon parametresinin artmasiyla analitik ve sayisal

¢Oziimler birbirinden uzaklagmaktadir.
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3. HAREKETLI KUTLE ETKIiSi ALTINDAKI PLAKLARIN TITRESIMIi

Bu boliimde hareketli kiitle etkisi altindaki ¢esitli plak tiirlerinin dinamik
davraniglar1 analitik ve sayisal olarak incelenecektir. Plak hareket denklemleri burada
da Lagrange yontemi kullanilarak hesaplanacak ve bulunan hareket denklemlerin
analitik ve sayisal c¢oziimleri yapilacaktir. Plak problemlerinin ¢oziimiinde, kiris

problemlerinin ¢6ziimiinde kullanilan yontemler kullanilacaktir.

Sekil 3.1: Hareketli kiitle etkisi altindaki plak modeli

Sekil 3.1°de hareketli kiitle etkisi altindaki plak modeli gosterilmektedir.

Kiris modelinde oldugu gibi burada da v, sabit hizi temsil etmektedir. Sirasiyla

L,W ,h sembolleri plak boyunu, genisligini ve plak kalinligin1 temsil etmektedir.
Sekilde goriildiigii tizere plak yapmin her bir kenarma bir numara verilmistir. Bu
numaralar sinr  sartlarmin  gdsterilmesinde  kullanilacaktir. Ilgilenilen plak
modellerinin timiinde 1,2,3 ve 4 numarali kenarlar basit mesnetlidir ve plaklar
baslangigta hareketsiz haldedir. Plak problemlerinin baslangic ve sinir sartlari

matematiksel olarak su sekilde ifade edilir.
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=0 (3.1)

w(0,y,t)=w(Ly,t)=w(x0,t)=w(x,W,t)=0
axz B axz Lyt B 6)/2 x,0,t B 8y2

0 (3.2)

X, Wt

0,y.t

Plak problemlerinde birim sekil degistirmeler yazilirken Von-Karman nonlineerligi
dikkate aliacagindan iki boyutlu plak eleman igin gerilme ve birim sekil degistirme

bagmtilar1 asagidaki gibi gosterilir [15].

Ew = VA axz +E

o'W 1(@)2 0w ifaw) o dw JLowaw o
ox) 7 oy ) ¥ axay 2 X oy
3.1. Kirchhoff Plag:

3.1.1. Hareketli Denkleminin Lagrange Enerji Metodu Ile Bulunmasi
Kirchhoff plagin hareketini temsil eden diferansiyel denklemin Lagrange
enerji metodu ile bulunabilmesi igin sistem Lagrangian’min yazilmasi gerekir.

Bunun i¢in gerekli i ve enerji terimleri asagidaki sekilde hesaplanir [9].

[,{(Z Jz]dxdydz%ﬁv{ ( dedy (3.5)

N | T

1
2

O e ™

?

N | =
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h
Jz'(axxgxx+20 gy to,.& )dxdydz

Xy=xy woyy

((gfx +208,8,, + &, ) +2(1-v)e;, ) dxdydz

Il

N
—_—

[N

[ |m
c

N
~
O e
O t— =

L

! (3.6)
—BJL-\'/[V 82_W 2+2 o'w 2+ 62_W 2+21) azwazw_ ow ) dxd
S 243 L ax? oxey ) oy’ ox? oy | oxoy d
A A5 5o
4 5o 1Lox ox ) \ oy oy
—=M”{g +%jw(xm,ym,t)é(x—xm)é(y—ym)dxdy (3.7)

Is ve enerji terimlerinin hesaplanmasiyla birlikte Denklem (2.1)‘e gore sistem
Lagrangian’i,

ﬁ:ﬁ{%h@—vtvjz_M(g+Zt_zjjw(xm,ym,t)a(x-xm)a(y-ym)]dxdy
(R R E Sl
S AZ) G5 o

olarak yazilir. Sistem Lagrangian’t kullanilarak Denklem (2.9) uygulanir ve

Kirchhoff plagina ait hareket denklemi asagidaki gibi bulunur.
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oh o’w (84w o*w a“w]

+ +2 +
ot? oxt  oxPoy?  oy!
o*w o*w 2 azwj

+M| g+ +2v

8t2 06X6"[ 0 axz 5(X_Xm)5(y_ym) (39)

oo 2 (5] Jorac o5 {@f]az_w}o
OX oy ) | ox OX OXoy oy oy ox ) |oy?

Hareket denkleminde yer alan D ve H sabitleri asagidaki gibi

tanimlanmaktadir.

=D, ——=H (3.10)

3.1.2. Hareket Denkleminin Boyutsuzlastirilmasi
Bu bolimiinde Kirchhoff plagma ait hareket denklemi boyutsuz hale
getirilecektir. Karigikliga sebep olmamasi agisindan Kirchhoff plaginin boyutlu

hareket denklemi asagidaki gibi diizenlenmistir.

oW [64v_v o'W o'W

h—+D + +
p at 2 874 aKZGVZ 874

2 2 2
+M a_vzv +2V, a_V\i +V] 8_v2v
ot OXot OX

J+Mg5(i—¥m)5(7—7m)

S5(X=%X,)8(Y-Vn)

+H[£3(@) (2 ]6_w48_w ow a_w[:{a_wj (3 Jaz"?}o @11
oX oy oX OX OX0y oy oy oX oy

Hareket denklemini boyutsuz hale getirmek i¢in kullanilan parametreler ve boyutsuz

durum degiskenleri

W X y t X,
W:_a X:_a y:_at:_a Xm:_;
L L W', L
y v ph (m?n? 9L%n* om*)" (.42
=Jdm oy =0 T = + + m,n=12,...
ym W 0 v 0 H7T4 (ZWZ 4w4 4L2j ( )
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seklinde tanimlanmaktadir. Bu tanimlamalara gore Denklem (3.11), baslangic ve
sinir sartlart agagida gosterildigi gibi yazilir.

*w D (mkn? on* om*) (10w 2 o'w 1 o'w
2 T 4 7 T T 14 +
o2 Hzt\2w? | aw?® 4L

+
L* ox*  LPW? oxPoy?  W* oy’
Mg (mzn2 9L’n*  9m*

+ + o(xX—x_)o(y—
' HWL { 2w? - 4w* 4._2] (X=X )5 (Y= Yn)
M [ 0*w
+ — o(x—x_)o(y—
phWL( ot JXX - (X=%4)8(Y=Yn)
-1
2Mv,V [ ph (m?n* 9L’n* 9m* aZW
+ + + O(x—=x_)o(y—
phWLZJ (sz 4w4 4 2 ey ( m) (y ym)
MViV?  ph (( m*n? 9L2 p
+ —X_)Jo(y—
WL Hz' | 2W 4 n)S(Y=Yn)
1 (m’n® 9L%n* 9m* aw L oaw))o2w 4L ow 82w ow
+ 4 2 + 4 + 2 —| 3| — r—— 3 + T -
7L\ 2W 4w 410 a W&y ox’ W2 Ox xdy oy
1 (m%n? o%n* om*) " |_ L 5W 2 8w %W
+— >+ t—— 3 —— —j — |=0 (3.13)
7L\ 2W 4\W 41 W ay 0 oy
w(xy.0) =2 =0 (3.14)
at X,Y,0

w(0,y,t)=w(Lyt)=w(x,0,t)=w(x,1t)=0
o'w|  o'w|  O'w

OX? ox? » oy?

_o'w
o 2
i Y

0 (3.15)

x, 1t

0,y,t

3.1.3. Hareketli Denkleminin Perturbasyon Yéntemi Ile Coziimii

Bu boliimde Denklem (3.13)’de yer alan diferansiyel denklemin (3.14) ve

(3.15)* deki baslangi¢c ve simir sartlarina gore ¢oziilecektir. Diferansiyel denklemin

genel ¢6ziimii olarak

w(x,y.t)= Y0, (%), (1)

(3.16)
n=1
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denklemi 6nerilebilir[3]. Genel ¢6ziim olarak onerilen Denklem (3.16); bir mekan ve
bir zaman fonksiyonundan olusmaktadir. Mekan ¢oziimii i¢in bir 6nerme yapilarak
siir sartlar1 uygulanirsa genel ¢oziimiin mekan fonksiyonu bulunmus olur. Mekan

fonksiyonu

@, (X, y)=c,sin(Bx)sin(By)+c,sin(Bx)cos(By)+c,cos(Bx)sin(Ay)
+¢, cos( Bx)cos(By)+csinh(Bx)sinh(By)+c,sinh(Bx)cosh(BY)

+¢, cosh (Bx)sinh( By)+c, cosh(Bx)cosh(By) (3.17)

olarak &nerilebilir. Onerilen bu denklemdeki sabit katsayilar, smir sartlari

kullanilarak asagidaki gibi bulunur.

¢, (0,y)=c,sin(gy)+c, cos(By)+c,sinh(By)+c,cosh(By)=0

o, (Ly)=csin(By)sin(S)+c,cos(By)sin(B)+c,sin(By)cos(S)
+¢, cos(By)cos(f)+cssinh(By)sinh(S)+c,cosh(By)sinh ()
+¢, sinh (Sy)cosh () +c, cosh(Sy)cosh(£)=0

@, (x,0) =c,sin( Bx)+c, cos(Bx)+c,sinh(Bx)+c,cosh(Sx)=0

@, (x,1)=c,sin(Bx)sin(B)+c,sin(Sx)cos(B)+c,cos(Sx)sin(B)
+¢, cos( Bx)cos(B)+cgsinh (Bx)sinh(S)+c, cosh(B)sinh(Sx)
+¢, sinh(B)cosh (Sx)+c, cosh(Bx)cosh(3)=0

% = B(—c,sin(By)—c, cos( By)+c, sinh(By)+c, cosh(By))=0
aafz” = % (=c,sin(By)sin(B)—c,cos(By)sin(B)—c,sin(By)cos(B))

+ 3% (—c, cos( By ) cos(B)+ ¢, sinh ( By)sinh ( B) +¢, cosh ( By)sinh(8))
+ 3% (c, sinh(By)cosh(B)+c, cosh(By)cosh(B)) =0

84



7l = (~c,sin(8) o, c05( )+, 5x) -, cosh (£)) =0

6;;02” 1 = B (—c,sin(Bx)sin(B)—c,sin(Bx)cos(B)—c, cos( Bx)sin(B))

+ B (—c, cos(Bx)cos( B) + ¢, sinh (Bx)sinh ( B) + ¢, cosh ( B)sinh ( Bx))
+ % (c, sinh ( ) cosh ( 8x) + ¢, cosh ( Bx ) cosh (5)) =0 (3.18)

Sinir sartlar1 kullanilarak elde edilen Denklem (3.18)’den,

1 82(0n B . B
0.0+ 55 G| =2(e, s v oo (5)) =0
. (L y)+iazﬂ = 2sinh(B)(c, sinh(By)+c, cosh(By))

n - ﬁz 8X2 h, 5 6
2 +2cosh()(c, sinh(By)+c;cosh(By))=0 (3.19)

?, (X,O)+—286y¢2n = 2(c, sinh(Bx)+c, cosh(Bx)) =0

1 0p . .
0, (%,1)+—= 8y2n = 2sinh(x)(c, sinh () +¢, cosh ()

+2cosh (Bx)(c, sinh(B)+c,cosh(B))=0

esitlikleri bulunur. Bu esitlikler daha sade bir halde asagidaki gibi yazilir.
¢, sinh(By)+cscosh(By)=0 , cgsinh(By)+cgcosh(By)=0 3.0
¢, sinh(8x)+c, cosh(Bx)=0 , c,sinh(B)+c,cosh(S)=0 (3.2

Elde edilen bu denklemlerin saglanmasi igin C, =C; =C, =C, =0 olarak secilebilir.

Bu sec¢imlere dayanarak Denklem (3.18)’deki esitlikler su sekilde diizenlenir.

c;sin(By)+c,cos(By)=0

sin(By)(c,sin(B)+c,cos(B))+cos(By)(c,sin(B)+c,cos())

c,sin(Bx)+c,cos(fx)=0

sin(Bx)(c,sin(B)+c,cos(B))+cos(Bx)(c,sin(B)+c,cos(B))=0
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Denklem (3.21)’de c, sabitinin sifir segilmesiyle, ¢, ve ¢, katsayilar1 sifir olarak

bulunur. Yapilan se¢imler ve bulunan sabit katsayilara gére Denklem (3.21)
c,sin(B)sin(pBx)=0 , ¢;sin(B)sin(Ly)=0 (3.22)

olarak diizenlenir. Bu iki denklemde c, =0 veya g=nr (n:L2...) secilebilir.

Sabit katsay1 sifir olarak secilirse mekan fonksiyonu (o(x, y)=0 olarak bulunur.

Elde edilen bu denklem statik durumu temsil etmektedir. Oysa ilgilenilen problem

dinamik karaktere sahiptir. g =nz durumu dikkate alindiginda mekan fonksiyonu
P (X, ¥)=c;sin(mzx)sin(nzy) olarak bulunur[3]. Mekan fonksiyonunun bu

sekilde belirlenmesi dinamik davranisin karakteristigine uygundur. Mekan
fonksiyonunda sabit bir katsayr bulunmaktadir. Bu sabit katsay1, mekan fonksiyonu

normalize edilerek belirlenebilir[13].

H (Dmn dXdy 1—>c”sm m;zx)sm (nny)dxdy 1
00

C2 1
ej! (1-cos(2nzy )[

O ey

(1—cos(2m;zx))de dy

1

< y+sin(2n;zy) X+sin(2m7rx) _>i:1:> ¢ =42
4 2nzr ), 2mz 4
0
(3.23)

Sabit katsayinin +2 olarak secilmesi ile hareket denkleminin mekan fonksiyonu,
@un (X, ¥) = 2sin(mzx)sin(nry) (3.24)

olarak bulunur. Mekan ¢6ziimiiniin bulunmasi ile Denklem (3.16),

w(X, y,t)=2i sin(mzx)sin(nzy)a,, (t) (3.25)

m,n=1
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olarak diizenlenir. Hareket denkleminin zaman fonksiyonunun belirlenebilmesi igin
genel ¢oziim olarak onerilen Denklem (3.25), hareket denkleminde yerine yazilmali
ve mekan degiskenleri yok edilmelidir. Meckan degiskenleri Galerkin Metodu
yardimiyla yok edilebilir. Galerkin metodunun uygulanabilmesi ig¢in bir agirlik

fonksiyonunun se¢ilmesi gerekir. Bu agirlik fonksiyonu,

2 (X% y)= Zisin(izx)sin(jﬂy) (3.26)

i,j=1

olarak segilebilir. Galerkin metodunun uygulanmasi sonucu elde edilen boyutsuz adi

diferansiyel denklem ve baslangi¢ sartlari sirasiyla asagidaki gibidir.

(3.27)
+e, (dg%%n sin(2Q,.t) + f,, sin (ant)j =0
_ | _
O (0) = " t:O—O (3.28)

Boyutsuz denklemde yer alan @, Q.,, ¢,ve f., katsayilari EK-1’de verilmistir.

Hareketli kiitle etkisi altindaki nonlineer plak probleminin zaman ¢6ziimiiniin
elde edilecegi diferansiyel denklem, Denklem (3.27)’de goriildigii gibidir. Plak
probleminin smir sartlar1 degismedigi i¢in diferansiyel denklemin mekan ¢oziimii
Denklem (3.24), diferansiyel denklemin genel ¢oziimii de Denklem (3.25)’de
goriildiigii gibidir. Nonlineer Kirchhoff plak probleminin zaman fonksiyonunu
belirleyecek olan Denklem (3.27) ile Denklem (2.40) benzer yapidadir. Dolayisiyla

her iki denklemin de ¢6zlim asamalar1 benzerdir. a ,,ve S, katsayilari,

mn0
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gzmn fmn

a =
mn0 a)mn (a)rin - Qﬁn )
(3.29)
ﬂ =—-& Mt _ 52 3ar?1n0 + a):m (48a§1n0 _gg)rin ) _Qin (Swrfm - 2(2;1) t
" ’ 460’“” " 8a)mn 64(0;:‘]”(2};

olmak {izere boyutsuz nonlineer plak probleminin genel ¢6ziimii

w(xy.t)= 3 {(%(Qmsin(wmnuﬂmn)—wmnsin@mt))j

n

+ gn {dmno Sin (a)mnt + ﬁmn ) + Cmn3 Sin ((a)mn + Zan )t + ﬂmn) (330)
+ Cpna SIN (@) =29, )+ By )+ Crs SIN(Qt)
+C.06 sin(Bant)}} 2¢, sin(mzx)sin(nzy)

olarak bulunur. Genel ¢oziimde yer alan sabit katsayilar EK-1’de verilmistir.

3.1.4. Hareket Denkleminin Sayisal Coziimii
Kirchhoff plak probleminin sayisal analizinde yine Sonlu Elemanlar ve
Tiirevsel Karelestirme metotlart kullanilacaktir. Sonlu Elemanlar metodu ile

¢oziimde plak yapisi asagida gosterildigi gibi sonlu sayida elemana boliinebilir
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\
Lo

Sekil 3.2: Sonlu elemanlara bdliinmiis plak

Sekil 3.2°de goriildiigii tizere problemin sonlu elemanlar ¢oziimiinde iKi

boyutlu plak eleman kullanilacaktir. Sekilde goriilen X,,X,,y, ve Yy, sembolleri

herhangi bir plak elemanin global koordinatlarin1 temsil eder ve bu koordinatlar

arasimnda

X, =X, +h, (3.31)

Yo =VYat+h, (3.32)

bagintilar1 mevcuttur. Buradaki h, ve h sembolleri sirasiyla plak elemanin X ve
y dogrultusundaki boyunu, N, ve N, de swrasiyla L ve W uzunluklarinimn

boliindiigl parca sayisini temsil etmektedir.
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Sekil 3.3: Genellestirilmis yer degistirmeler

<o,

Sekil 3.4: Genellestirilmis kuvvetler

Probleminin sonlu elemanlar ¢6ziimiinde kullanilacak olan plak elemanin

genellestirilmis yer degistirme ve kuvvetleri sirasiyla Sekil 3.3 ve Sekil 3.4°de

gosterilmektedir.
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Problemin sonlu elemanlar yontemi ile ¢oziilebilmesi i¢in hareketi temsil
eden diferansiyel denklemin (hareket denklemi) zayif formunun elde edilmesi

gerekir. Galerkin metodu uygulanarak bu denklemin zayif formu elde edilir. Zayif

formu elde etmek i¢in v=Ff (X, y) agirlik fonksiyonu segilir ve yontem uygulanirsa

Xy Yo 2 4 4 4
J‘J‘(phva ZV+ Dv[a \2V+2 82W2 +8 \:Vdedy
- ot OX ox“oy® oy

+H]”fv {@j () (P, o oW oW (3.33)
OX oy ) |ox*  0Ox oxoy oy

Xa Ya

X Y 2 2\ 42 2 2 2
+H_Hv 3 ow +(@j 8—\;vdxdy+M v g+a\£v+2voaw+v§avzv =0
- oy OX oy ot oxot OX -
denklemi elde edilir. Elde edilen bu denklemde yiiksek mertebe tiirev iceren
X5 Yo 4 4 4
Djjv[a W, o 0W 0 ‘i"]dxdy (3.34)
- OX ox“oy® oy

terimi mevcuttur. Bu terim kismi integrasyon ile daha diisiik mertebeli tiirevler

-
dx] (3.35)

Ya

cinsinden asagidaki gibi ifade edilir.

% (v GSW]Xb % av(a3w o’w
;[ OX OX . ;[ oy\ oy OX“oy
Yo 3 3 % Xp 3
+D j[v(é_\/3v+28_wzj] dy+'|.(va—vsvj
;. OX OXoy . . oy
Xy Yb 2 2 2 2 2 2
DI 8\2/6\2v+28v aw+a\2/8v2v d
OX° OX OXoy Oxoy oy° oy

Xa Ya

Kismi integrasyon ile hesaplanan Denklem (3.35)’de
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Q.009) =0 S8+ %)+ @ulx) =0 S D (xy)

L L e
Qy(x,yb)=D[WV3V+axgyJ(x ¥s) » Q(xy.)=D [% 7 ayJ(X Ya)

esitlikleri mevcuttur. Bu esitlikler kullanilarak hareket denkleminin zayif formu

i o*w o°’volw  d°v o*w  d%v dPw
.[I phV—+D| ——+2 +—— | dxdy
OX” OX OXoy oxoy oy oy
2
ow o°'w awl dxdly

Xy Yo 2
+HIJV 3(@j + ow —VZV
g OX oy OX ax OXoy oy
X5 Yo 2 2 2
+HJ.J.V 3 . +(@j a—vzvdxdy
. oy OX oy
2 2 2
+M| v g+a—\;v+2v 8W+v§a
ot oxot ox’ .

H((vQ, )% ¥0) = (vQ, ) (x. ¥ )dx+J Q) (%, ¥)~(vQ,)(X.. y) )y

ov Mxy 8V|V| _UM xy aVMy_UMX
_J 5(1_0) 8x (1 U) Xb’yt)dy—l_-"{ 1 l)) Ox (1_Uz> J(Xa’y't)dy
N

MXy aVM —UM a\/MX—UM

_I ax(l—u) Py - U) xyb,t)dx+j[ a le)) oy (1

y}(x, Y, t)dx=0

(3.37)

olarak diizenlenebilir. Zayif formun ¢6ziimii igin her bir elemanin yer degistirmesini

temsil eden fonksiyonu
w(X,y,t) =W (X, y,t) ZAe (3.38)

olarak onerilebilir[12]. Buradaki ¢(x,y) sekil fonksiyonlar: EK-2’de verilmistir.

@ (x, y) agirlik fonksiyonu olmak tizere Denklem (3.37) asagidaki gibi diizenlenir.
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iTT(PhM = A(az’”ﬂ”wzaz”"ﬁ kA ¢DdXdy

ISR g oxC OX oxoy oxoy oy’ 0
+HZAeTT¢[ ( ¢JA9] [Za¢ ]Jaidxdy

W xva =l

Xy Yp 12 a¢
+4HZA9J'J'¢( }[ JAeJ_dxdy
Xy Yp 82¢
H AS JAe i
{5 5] (B fopeo
12 12 82 e a¢j GA? 282¢j ;

+|\/|9IZ:1:(¢|) x, +M|;l( ( ; 2V0 x ot +V, axz A]]J _ _
+; I((VQy)(X, yb)_(VQy)(X, ya))dx+ J((VQX)(xb, y)-(vQ,)(%., y))dy]
_12 ¥y % M,, %My_UMx

;J 5Y(1—U)+8x (1-0%) (%, ¥, t)dy

S a¢ Mx 6¢i M —UM
+Z 99 (%, y,t)y

- VI ¥ o) o 1) (3.39)
_12 X, % M,, %MX_UMy

2 e )

2504 My 3¢ M,—uM
+iz=1: j ox (1- U)+6_y (1—02)y (X Yart)dx | =0

Diizenlenen bu denklem sade bir sekilde yazilabilir.

e d2Ae e dA® e e e o . .
v ]{ - }+[B]{ : }+[K]{A}+[KN(A Nial=(F)  @ao

Yazilan bu denklem ayriklastirilmis plak yapinin her bir alt elemanmnin hareketini
temsil etmektedir. Bu denklemde yer alan eleman matrisleri ve kuvvet vektorii EK-

2’deki gibi tanimlanmistir. Bu denklemdeki eleman kiitle, soniim ve yay matrisleri
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kullanilarak, global kiitle, soniim ve yay matrisleri asagida gosterilen [K]matrisi,

kuvvet vektori de {F} vektorii gibi olusturulur.

Ky  Kg 0 Ki  Ki 0
Ka Kp+Ki Kg Ku Kut+Ki K 0
0 Ki Ky = 0 Ka K
[K]: K;l K312 0 - Kés K;A, 0 0 (3.41)
Kil Kiz"'Ks?l Ks?z Ki3 Ki4+K§3 K324 0
0 Kjl Kfz 0 Kfa Kj4 0
: : : .. : : : . Ksl:l1
0 0 0 0 0 0 KN KN
Fl1
F+F’
F22
{Fl=< F (3.42)
F,+F;
Ff
F4N

Buradaki N, plagin béliindiigii eleman sayisidir. [Ki‘j],{Fie } (i, j =1,2,3,4) matris

ve vektorii de EK-2’deki gibi tanimlanmaktadir.

[M]{%if}ﬂB]{%—?}ﬂK]{A} Ky (8)]{8) = {F) (343

Bununla birlikte Tiirevsel Karelestirme yontemine gore hiz ve ivme ifadeleri de

(3.43)’de yerine yazilarak

(G*eIMI+GOIB]+[K]+[ K, (A)]){A} ={F} (3.44)
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ayriklagtiritlmig denklemi elde edilir. Elde edilen bu denklem
(K (a)J{a}={F} (3.45)

olarak yazilabilir. Buradaki |[Ky(A)] matrisi plak probleminin nonlineer

direngenlik matrisini temsil etmektedir.

Denklem (3.45) nonlineer terim igerdiginden iteratif olarak ¢oziilebilir.

[teratif ¢oziimdeki amag

IR

0 (3.46)

R=[K, () [{a}-{F}
esitligini saglayacak {A} vektoriiniin bulunmasidir. Burada {A} vektorii Newton-

Raphson metodu ile bulunabilir. Newton-Raphson metodu uygulanirken her bir

iterasyondaki {A} vektorii

(A7 ={A) +5{A) (3.47)

formiilii ile hesaplanir[12]. Buradaki r iterasyon numarasini, OA" ise T.

iterasyondaki degisimi temsil etmektedir. Newton-Raphson metoduna gére bu deger

5{A}r_[KN]{A}r_{F} (3.48)

formiilii ile hesaplanir. Denklem (3.48)’nin pay kismu r. iterasyondaki R artik
vektoriinii , paydast da tanjant matrisini temsil etmektedir. Paydada yer alan tanjant

matrisi

OR
T =—> 3.49
oA (3.49)
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olarak verilir ve Denklem (3.46)’ya gore tanjant matrisi

oA, & 0K, 2 oK,
T. =K -+ A, =Ky + A 3.50
ij Nij aA] ; 8AJ m Njj ; 8A m ( )

seklinde hesaplanir[12].

[teratif ¢oziimiin baslatilabilmesi icin bir {A}l vektoriiniin onerilmesi gerekir.

Baslangi¢ vektorii, problemin lineer ¢oOziimiinden elde edilen vektor olarak

Onerilebilir. Problemin lineer ¢oziimii

(A} =(G°6[M]+GO[B]+[K]+[K, ])" (1) {F} (3.51)

seklinde elde edilir. Hesaplanan {A}l vektorii kullanilarak (3.47) numarali denklem
uygulanir. [teratif ¢oziimiin sonlanabilmesi i¢in gerekli yakinsama kriteri olarak
o {A}r degisim vektoriiniin en biiyiik mutlak degerli elemaninm 10™° ’degerinden

kiigiik olmasi istenmektedir.

3.1.5. Kirchhoff Plak Problemine Ait Uygulamalar
Bu boliimde lineer ve nonlineer Kirchhoff plaginin farkli ¢6ziim metotlar: ile

elde edilen ¢oziimleri karsilagtirilacaktir.

Oncelikle mesnetleri basit-serbest-basit-serbest olan Kirchhoff plag: i¢in bu
caligmada uygulanan sonlu elemanlar yontemi ve [9] yayimninda verilen Rayleigh Ritz
yontemiyle bulunan mekan ¢dziimleri karsilastirilacaktir. iki yaklasimda da zaman

¢oziimi i¢in Tirevsel Karelestirme Yontemi kullanilmustir. Analiz edilen plak igin
parametrelerin sayisal degerleri E=200 GPa, p=7850 k_g Vv, =10m v=0.29,
m sn

L=1m, W=0.5m ve h=0.01m olarak alinmistir[9].
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A
Sonlu elemanlar /F'
Y * RayleighRitz | # |
N
b3 /
5 ¥
-1t '\..
3 kS
\ /
. /
// \\\ /
I X / W ¥
-5 \ ¥
A P
o

Sekil 3.5: Lineer Kirchhoff plagmmm farkli mekan ¢6ziimleri igin iki yOntemin

karsilastirilmasi

Yukaridaki sekilde de goriildiigii Sonlu elemanlar ve Rayleigh metodlari ile yapilan
¢oziimler tutarli sonuglar vermektedir. Bu c¢alismada ele alinan sonlu elemanlar
metodunun plak probleminin ¢6ziimiinde etkin bir sekilde kullanilabilecegini

gostermektedir.

Ikinci olarak E=200 GPa, p=7850 k—%, A :15m v=0.3, L=m
m sSn

W=4.5m ve h=0.0145m degerleri i¢in nonlineer Kirchhoff plagmin analitik ve

sayisal ¢Oziimleri farkli kiitle oranlari i¢in karsilastirilacaktir.
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analitik ﬁ
* saysal @
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Sekil 3.6: Lineer Kirchhoff plaginin orta noktasinin hareketi
(M=15kg, s, =0.023)

Sekil 3.6’da lineer Kirchhoff plaginin analitik, sayisal ve Song ve ark.[9] kullandig1
metot ile elde edilen sonuglar karsilastirilmistir. Gortildiigl iizere iic metod ile elde

edilen sonuglar birbirleriyle uyumlu sonuglar vermistir.

<104

0 01 02 03 04 05 06 0.7 08 09 1

Sekil 3.7: Kirchhoff plagi i¢in yakinsama analizi

Sekil 3.7°de nonlineer Kirchhoff plaginin sayisal analizinde kullanilan parga sayisina

gore plagin orta noktasinin zaman igerisindeki hareketi gosterilmektedir. Sekilde de

98



goriildiigi lizere eleman sayisinin artmasiyla plak probleminin sayisal ¢éziimii belirli

bir egriye yaklagmaktadir.

Y == analitik

W
.

| \\‘\ / |

\ §
10} Ny P

Sekil 3.8: Nonlineer Kirchhoff plaginin orta noktasinin hareketi

(M=15kg,|z,| =0.023)
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Sekil 3.9: Nonlineer Kirchhoff plaginin orta noktasinin hareketi

(M=25kg |z, =0.04)

%1073

0 — e By

\ analitik
o5t : — — sayisal f
/
1 /i
157+ ;'/_:'I 1

Sekil 3.10: Nonlineer Kirchhoff plaginin orta noktasinin hareketi

(M=50kg,|z,], =0.078)
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Sekil 3.11: Nonlineer Kirchhoff plagmin mod yapisi (a) t=0.25, (b) t=0.5,
(c) t=0.75,(d) t=1, (|¢,]|,, =0.023)

Sekil 3.8-3.10 de gosterilen ¢oziimlerin karsilagtirilldigir  grafiklere

bakildiginda Perturbasyon parametresinin (8) kiigiik degerleri i¢in analitik ve sayisal

¢ozlimlerin birbirine yakin sonuglar verdigi goriilmektedir. Fakat perturbasyon
parametresinin artmastyla analitik ve sayisal ¢oziimler birbirinden uzaklagmaktadir.
Bu beklenen bir durumdur. Cilinkii nonlineer terim ¢ok yavas zaman Olcegi

mertebesinde goriilmektedir (zayif nonlineer durum).

3.2. Fonksiyonel Derecelendirilmis Plak

Fonksiyonel derecelendirilmis kiris probleminde oldugu gibi fonksiyonel
derecelendirilmis plak probleminde de enine eksen (z ekseni) boyunca degisen
fiziksel o6zellikler mevcuttur. Bu ozelliklerin degisimini temsil eden fonksiyonlar

asagida verilmistir[10].
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P :(pT A )(E+_j + Pz (3.52)

E=(E -E, )(%%) +E, (3.53)
z 1Y
v=(v; —U; )(HJFEJ + Uy (3.54)

Ornegin; fonksiyonel derecelendirilmis plak modelinde plagm alt yiizeyi gelik
ozelligi gosterirken {ist yiizeyi aliiminyum ozelligi gosterebilir. Alt ve iist yiizey

arasinda ise aliiminyum ve ¢elik karisiminin fiziksel ve mekanik 6zellikleri goriiliir.

3.2.1. Hareket Denkleminin Lagrange Enerji Metodu ile bulunmasi
Sistem Lagrangian’min yazilabilmesi i¢in gerekli enerji terimleri asagidaki

gibi hesaplanir.

((,oT - Ds )[%+%)k +pBJ(%T dxdydz = gI

N[

O

O t—— =
N T

w 2
J‘(pT + kpB j(a_wj dxdy
oL k+1 ot

(3.55)

N o
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Lo (aw Y (ow)  [ow)
+T-([-([£(&j +2(6xj (E] J{Ej ]dxdydz (3.56)

0
LW( A2 2 2 2 2
+D5”- _VZV w _25W@@+6_\/2v(@j dxdy
5o OX7 oy OXoy ox oy oy” \ ox
Potansiyel enerji esitliginde yer alan D, ( k=1,2,3,4,5,6) sabitleri EK-3’de

gosterilmigtir. Hareketli kiitle ilizerinde bir degisiklik yapilmadigindan dolay:

kiitlenin yaptig1 is Denklem (3.7)’de hesaplandig1 gibidir. Is ve enerji terimleri
kullanilarak sistem Lagrangian’i,
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owY _(ow) (o*w
(5] oo 2] o5 Jo
X oxoy oy?

LW azw(asz O'W owow oW anz

D, [[| LY X, CW WA, TW W xdy

Zu(axz X OXoy ox oy oy’

|
515 oo

_DSJ‘J‘[Z_\Q/(@j _9 o*w @@4_82_\/!(@} dedy
HEAC axdy ox ay  oy? | ax

—MI\I(Q +—2Jw(xm, Y t) S (X=X, )8 (y—Y, )dxdy

(3.57)

olarak yazilir ve Denklem (2.9) kullanilarak fonksiyonel derecelendirilmis plak
probleminin hareket denklemi asagidaki gibi bulunur

LW pT+kpB h6 W
i

LW 4
J'J‘( o'W aWjdXdy
00 8Xﬁy ay
3
+ 6_\/3v+ ow _Jow dxdy
ox®  oxoy® X

2 2 2 2 2
> (@J +48W%@+ 38\/2v+av2v a—W dxdydz
OX OXoy ox oy oy. oX oy
) 5

2

dxdy +2(D, + Dy .ﬁv Wa
00
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kel ot Xy oy
[(as a?’wJaw (a?’w o°w jaw (asz [azwﬂ
+4D 3 | — | ==t Sl = | t| =%
oy> oOx°oy)oy |\ OXx® oxoy® )ox | OX oy
+D3[(38W aw}(@j g 0w owow [38\/! aw)(mn
ox> oy’ OXoy OX oy oy ox* )\ oy
+(6D2—2D5)(82Wj +2(D,+D,) MW
oxdy o oy

M{g+2t—2\2/J5(x—xm)5(y—ym)=0 (3.58)

k h A2 4 4 4
(pr +kpg )h &*w D((Zw+2 ow__ o'w ]dxdy
X

Hareket denkleminde yer alan D, sabitleri analitik olarak

hesaplanamamaktadir. Fakat sayisal analiz ile bu integraller hesaplanabilir[14].

x10°
13
D, D (2)
0 \\
0 h
_% 0 é
h h h h

Sekil 3.12: D, grafigi

Sekil 3.12°de D, tanimlamasindaki integrali almmacak olan fonksiyonun grafigi
gosterilmektedir. Yatay eksen(z) plak kalnligini, dikey eksen de D, integralindeki

fonksiyonun degerini gostermektedir. D, integralinin sayisal degeri, D,(z)

fonksiyonunun altinda kalan alana esittir. Grafigin altinda kalan alan sonlu sayida alt

alana boliinerek bulunabilir. Bu alt alanlar farkli geometrik sekillerde olabilir.
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Yapilacak olan ¢oziimde alt alanlar yamuk dikdortgen (Trapez) olarak segilmistir.

Ornek olarak sekildeki fonksiyonun altinda kalan alan dért parcaya boliinmiistiir.
Olusturulan her bir yamugun yiiksekligi h sembolii ile temsil edilirse bu deger h = 2

seklinde hesaplanir ve dort adet yamuk alanmin toplami

5 _p[Pu(0)+D,(h) D,(h)+D,(2h) D,(2h)+D,(3n)) . (D,(3)+D,(4h)
[P A AR B

= h[(Dl(h)+ D, (2h)+ Dl(3h))+WJ

(3.59)

olarak bulunur. Sekilde de goriildiigii tlizere secilen alanlar bazi bolgelerde
fonksiyonun iizerine ¢ikmaktadir. Bu da hataya sebep olmaktadir. Bu hatanin ortadan
kaldirilabilmesi i¢in fonksiyonun altinda kalan alan, daha kiigiik alt alanlara

boliinmelidir. n alt alan sayis1 olmak iizere s6z konusu integralin altinda kalan alan

Z > (3.60)

seklinde hesaplanir. Her bir n i¢in alan hesaplamasi yapilir ve fark analizi yapilarak
uygun n degeri bulunur. Bu sayisal hesaplama D,,D,,D,,D. ve D, integralleri igin

de yapilir. D integralleri hesaplanirken %0.1 hata pay1 dikkate alinarak n degerleri

bulunmustur.

3.2.2. Hareket Denkleminin Boyutsuzlastirilmasi
Fonksiyonel derecelendirilmis plak problemine ait hareket denkleminin
boyutsuzlastirma islemi yapilirken karisikliga neden olmamak amaciyla hareket

denklemi asagidaki gibi yazilmistir.
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+k h 2= 4= 4= 4=
(pr +kpa) 8_v2v+Dl 8_\2v+ ow_ oW dxdy
k+1 ot X ox’oy° 67

o[ 255 a5

e e )

0*W O°W
+(6D,-2D 5)((9? ]+2(D2 Ds)ﬁxzﬁ
O*W o*W O*W o _
Mo et ,, o), ., [P T)=0
X=Xn,Y=Ym X=Xn,Y=Ym X=Xn,Y=Ym

(3.61)

Buradaki iist ¢izgi degiskenlerin boyutlu oldugunu gostermektedir. Denklem (3.12)
"de

_ AL°W* (p; +kpg )h

T, = 3.62
y \/D3(9W4n4+2L2W2n2i2+9L4i4)(k+1)7z4 (362

olmak tizere (3.12)’deki parametreler ve boyutsuz durum degiskenleri dikkate

alinarak (3.61) numarali denklem asagidaki gibi diizenlenir.
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1 o*w

aw
OX

:

W Oxdy

%))

*w DT/ (k+l)(10'w 2 o'w 1 o'w
2 T 7 aud YT Aviaz T e Ad
o (pr +kpg )N L ' PW? ooy’ W* oy
D,(k+1) T2((L&w 1 &wlLow (18w 1 &w
( K 3 A8 T 2 WA T T2 A Tz 2
pr+kpg)h L ULWE ay° LW ooy JW oy | L2 a¢°  W? axdy
Dy (k+1) T2 gazw L o*w (awjz 4L 3*w aw ow
(PT +kpg)h L (L ox? v oy’ \ox) W2 axdy ox oy
Dy(k+1) T7(3L &w 10w)(L aw)  (6D,~2D;)(k+1)T;
(pr +kpg)h L AW? gy* L ox* )\ W oy (pr+kpg)h L
2(D, +D,)(k+1) TZ &*w *w _ 4D, (k+1) TZ[( 1w 2+ L o*w
(pr +kpg)hW? L ox* oy? (pT+kpB)h LlLoax W2 9y
M(k +1 2 2 5°
ab ( : ) 0 \;V| +(VO—TOJ a_vzv 5(X_Xm)5(y_ym):0
( or +Kpg ) hLW eyl L OX i

M (k+1)

+

(or +kpg ) LW

3.2.3. Hareket Denkleminin Perturbasyon Yéntemi fle Céziimii

AR o°w|

L

oxat|

X=Xm 1 Y=Ym

]5(x—xm)§(y—ym)

0

(3.63)

Ugiincii béliimde ele alman plak problemlerinin hepsinde simir sartlart ayni

oldugu i¢in fonksiyonel derecelendirilmis plak probleminin ¢6ziimii i¢in Denklem

(3.25)’deki gibi bir ¢oziim &nerilebilir. Onerilen ¢dziim ile birlikte (3.26)’daki agirlik

fonksiyonu kullanilarak Galerkin metodu uygulanir ve (3.63)’daki kismi diferansiyel

denklem zamana bagl adi diferansiyel denkleme doniistiiriilir.
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d%q,, D,T¢(k+1)~* m* 2m’n® n'
at? (o +kpo)h (L CWE wE )

64D, (k+1)Toz* > +W?m? (' m  n m 2

8(6D, —2D;) Ty (k+1)mnz* ((-1)" -1)((-2)" -1

9(pr +kpg ) LW?h "
16T, (k+1)7* (D, + Dg)m*n’L*W? no\2 "\ n . ,
-1)" 1) ((-1)"-1) ((-1)" +2)((-1)" +2
9(:0T +k,05)h an3W4 ( ) ) (( ) ) (( ) + )(( ) + )qmn

3277 (k+1) 7% Dy (L' +m'W*) e e R
-1) -1) ((-1) —-1) ((-1) +2])((-1 2
+9(pT +kpB)h mnL:wW* (( ) )(( ) )(( ) + )(( ) + )qmn
D, (k+1)Tyz" [ 9W*m*+2L°W’°m°n” +9L°n" | ,
(pr +kpg)h 4L°wW* "
2 - 2
aM(k+) [ d q;“"—(VOVTOmﬂj O |SIN* (M7X, )Sin® (n7zY,,)
(por +kpg )hLW{  dt L
4AM (k +1) [VO\NITOITVZ' da,,
(pr +kpg)hLW Lt

jsin(Zm;rxm)sinz(nﬂym)

2M (k +1) T2
(pr +kpg ) LPW

sin(mzx,, )sin(nzy, )=0 (3.64)

Yukaridaki diferansiyel denklem boyutsuz halde

d? d? _
d?zmn + a)nzwnqmn +Kmnqrin _qr?m té, (ﬁ_qnqanSInz (ant)
(3.65)

+e, (an dg%sin (2Q,,t) + f,, sin (ant)j =0

seklinde yazilir. Denklemde yer alan boyutsuz katsayilar EK-1’deki gibi

tanimlanmaktadir.
Fonksiyonel derecelendirilmis nonlineer plak probleminin zaman fonksiyonu

Denklem (3.65) ¢oziilerek elde edilir. Denklem (3.65) ve (2.115) benzer yapida

oldugundan her iki denklemin ¢6zlimii de benzerdir.
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w(x,y,t)= i {(amno sin (a)mnt +B. (gnt,g,ft))+cmnlsin (th))

m,n=1

+e&, {dmn SIN (@t + B ) + € COS (@t + B )
+Cna SIN (@ + 29, )t + By )+ Con SN (@ — 29, )t + B,
+Cns €OS (@ + )t + B )+ Crang €08 (@ = )t + B )
+Co7 €05(2(, Ty + By )) + Copng SIN(Qpt ) + g SIN (30 1)
+ Coooto €08 (22t + oy} 22, sin (mzx)sin (nry)

(3.66)

3.2.4. Hareket Denkleminin Sayisal Coziimii

Fonksiyonel derecelendirilmis nonlineer plak problemine ait hareket

denklemi Denklem (3.58) ile verilmistir. v= f (x,y) agirlik fonksiyonu olmak iizere

hareket denkleminin zayif formu su sekilde elde edilir.

X Yb k h 4 4 4
[V o G2 5 oo
) k+l ot ox* T ox’oy? oy

X, Yo 3 3 3 3
+4D, [ [v a"sv ow |ow [ow, ow 8‘” [y
ox%oy ) oy e 8xay

Xa Ya

%o Vp 2 2 2 2
e e e L
8 OX OXoy ox oy oy® oX oy

Xy Yp

o*'w o*w &*w
+ (6D2—2D5)v[ j +2(D, +Dg)v ]d dy
JJ oxoy oy
% Yo 82W 2 aZW 2
+JJ 4D,v (yj +(W} +Mgvo(x—x,)o(y—y,) (dxdy
% Yo 2 2 2
MV : 2 Oa_w éa—vzv S(X=X,)o(y—Y,)dxdy =0 (3.67)
Xa Ya X=X ax X=X 8X X=Xp
Dordiincti mertebe tiirev iceren
X Yo 4 4 4
D, | Iv(a . azwz + \ivjdXdy (3.68)
wy. \OX ox“oy~ oy



terimi denklem (3.35)’deki gibi kismi integrasyon metodu ile ikinci mertebe tiirevler
cinsinden yazilabilir. Hareket denkleminin mekéan ¢6ziimii i¢in kullanilacak plak
eleman Sekil 2.2°de gosterilmis ve eleman hareket denkleminin ¢6ziimii igin

Denklem (3.38)’de gosterilen yer degistirme fonksiyonu onerilmistir. Onerilen yer

degistirme ve v=g¢(x,y) aguhk fonksiyonu kullanilarak Galerkin metodu

uygulanir ise hareket denkleminin mekan bagimlilig1 ortadan kaldirilir.

12 % Yo 0 2 52
ZJ-J.(/OMWJ atz DA [aéaj 28¢ 9, 5¢ ¢J]dxdy

FEM ooy oxdy | oy oy
o aflo{oB ] (§ ] [Shom
+4D. ;Aj :j:¢ [ 121 aff(‘ Ae][i aayglj’ Aeja a;,dxdy
ool o{E 5] (5] 52

a0, S 1[5 2% o[£ 20 B oy
z” (¢ s (32 B L ey
+4D ;AJ:I (iiﬁ’ iy aaf (12:‘6 ¢' A‘”’J af J(/ﬁ,dxdy
+(6D, —2D;) .;Aejﬂigxgy J@ g;/¢idxdy

+2(D, + Ds)iéAjII[[i ‘?;ij Aﬁ.D aazﬁ" dxdy

12 aer o, 0N O, .
+Mgi§(¢l)| - Z[ ( : +2V, axj atl +V2 ale AJD

i,j=1

X=Xm 'y=ym

+Z[Xf (90,06 3) (92,6 v o+ (V@) 0 ¥) (0, ), y))dy}

Ya
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12 [ Y% o Mx b M —UMX
_Z J' 9 My +ﬁ y (%5, y, t)dy
Y,

oy (1-v)  ox (1—02)

i=1
12

o M, o4 M, -uM
Loy (1-0) ax (1-07)

= |(%a v t)dy

=1

12 [ %

— a¢ M Xy %MX_UMy
Iz—llj- OX (1 U)+ay (1_02) (X’yb’t)dx

3

>

12

ag M, Jr%MX—UMy
ox (1- u) o (1-0%)

(X, ¥,,t)dx |=0 (3.69)

i=1

<

Denklem (3.69), sonlu sayidaki her bir elemanin hareketini temsil eder. Bu

kX

seklinde yazilabilir. Eleman matrisleri ve kuvvet vektorii EK-2’deki gibi

denklem

SR E TSR RS R D

tamimlanmaktadir. Eleman matrisleri Denklem (3.41) ve eleman kuvvet vektorii

Denklem (3.42)’deki gibi birlestirilerek sistemin hareket denklemi olusturulur.

M e S k= e

Indirgenmis denklemde yer alan hiz ve ivme terimlerinin Tiirevsel
Karelestirme yontemine goére Denklem (2.92) ve (2.93) ile verilen agilimlar

kullanilarak Denklem (3.71) asagidaki gibi diizenlenir.
(G*0[M]+GO[B]+[K]+[K, (a)]){A} ={F} (3.72)

Elde edilen bu denklem, Denklem (3.44) ile ayn1 yapidadir. Dolayisiyla her
iki denklem de ayni yolla ¢oziilebilir.
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3.2.5. Fonksiyonel Derecelendirilmis Plak Problemine Ait Uygulamalar
Bu bolimde hareketli kiitle etkisi altindaki fonksiyonel derecelendirilmis
nonlineer plak probleminin farkli kiitle oranlar1 i¢in analitik ve sayisal ¢oziimleri

karsilastirilacaktir. incelenen plak yapmm mekanik &zelikleri E,=200 GPa,

E;=70GPa, p,=7850 k_gs, P =2770 k_g3’ v =0.3, vy =0.33, geometri Olgiileri
m m

Olciileri L=5m, W=4 m, h=0.015m ve hareketli kiitlenin hiz1 v, :15m ’dir.
SN

<10

analitik
1 b — — sayisal |/

W
&

Sekil 3.13: Fonksiyonel derecelendirilmis lineer plak orta noktasinin hareketi

(M =10kg,|s,],,. =0.025)
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2T analitik /
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Sekil 3.14: Fonksiyonel derecelendirilmis nonlineer plak orta noktasinin hareketi
(M=10kg,|z,| ., =0.025)

x10% . '
[ analitik
2t — — sayisal / |
| Y
/
}

W
» &

21

14t

161

Sekil 3.15: Fonksiyonel derecelendirilmis nonlineer plak orta noktasinin hareketi

(M =20kg,|5,] =0.05)
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Sekil 3.16: Fonksiyonel derecelendirilmis nonlineer plak orta noktasinin hareketi

(M=40kg,|¢,| .. =0.1)
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Sekil 3.17: Fonksiyonel derecelendirilmis nonlineer plagin mod yapisi (a) t =0.25,
(b) t=05,(c) t=0.75, (d) t=1(M=10kg |5,| . =0.025)

Nonlineer ¢oziimlerin karsilastirildigi grafiklere bakildiginda perturbasyon
parametresinin (8) kiiciik degerleri i¢in analitik ve sayisal ¢oziimlerin birbirine

yakin sonuglar verdigi goriilmektedir. Fakat perturbasyon parametresinin degerinin

artmastyla analitik ve sayisal ¢oziimler birbirinden uzaklagmaktadir.
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3.3. Viskoelastik Plak

Viskoelastik plak probleminde malzemenin i¢i yapisini temsil eden model
olarak tipki viskoelastik kiris modelinde oldugu gibi Kelvin-Voight modeli esas
almacaktir. Bu modelde plak yapinin bir yay ve bir soniim elemanindan olustugu

kabul edilir. Esas alinan model Sekil 2.23’de gosterildigi gibidir.

3.3.1. Hareket Denkleminin Lagrange Enerji Metodu ile Bulunmasi

Sistem Lagrangian’t yazilirken korunumlu kuvvetler dikkate alinir (yay
kuvveti, kiitle ataleti vb.). Fakat Kelvin-Voight modelinde korunumlu olmayan bir
viskoz etki (kuvvet) soz konusudur. Denklem (2.136)’daki korunumsuz kuvvetleri

temsil eden Q ise asagidaki sekilde hesaplanir.

h SY(aw) o®w _owd wd*w . owdwow (aw) o'w
Q=- 77 - II (—] —t2—— 2 — — >— |dxdy
(1-0%)50(\ox) oot~ ox ox* axat oy oy ayat oy ) dy’et

LW 2 2 3 2 2
__n;h ” avzv@anrZ@@ o’w +8V2V@8dedy
2(1-v) g9\ Oy? dx xdt ax Oy axdyat  ax* oy dyat
LW 2 3 2 A3
_ 77h J'J- a_W 82W +(@] 82W dxdy
2(1+o) 33 Loy ) axPat \ax ) ay’et
h(3— LW A2 2 2
_ 'j)HaW W OW O TW (3.73)
2(1-0%) 55 Xy | Ox dyot oy oxat

Viskoelastik plak denklemi i¢in elde edilecek olan sistem Lagrangian’i,

Denklem (3.8)’de Kirchhoff plagi i¢in elde edilen sistem Lagrangian’1 ile aynidir.

Sistem Lagrangian’i ve korunumsuz kuvvetler Denklem (2.136)’da yerine
yazilarak hareketli kiitle etkisi altindaki viskoelastik plak probleminin hareket

denklemi asagidaki gibi bulunur.

oh o*'w  ER® [84w o*w a“wJ nh [asw o°w a5wj

+ +2 + + +2 +
o 12(1-0°) ' oyt oyt ) 12(1-v%)\ax‘et  oxPey’at oy'at
Eh (awjz (awT W ow 8w ow (MJZ (awjz GRY
|3 = | | = | | == t4— —+ 3= | = | |==
2(102)[( X oy ) | ox OX OXBy oy oy ox ) |oy
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nh @ W owdwow L owd'wdtw (aw) ow
o ax e Cox o oot oy oy oyt \ oy ) oy

2waw o'W, ,oWow O'w  0'wow o'w
7 ox oxet ax oy oxoyot  ox> oy oyot

awj2 Ow | nh(3-v) dw(ow o'w ow o’w
ax o dy’ot ) 2(1-v%) oxdy | ox oyat  dy oxat

+M (g+—j y ym): (3.74)

3.3.2. Hareket Denkleminin Boyutsuzlastirilmasi

Yapilacak olan islemlerde karisikliga neden olmamak adina boyutlu hareket
denklemi asagidaki gibi diizenlenebilir.

=

3

O*W En’® (o° o'W a“ 85W
PN~ + 2 T 4 4
ot 12(1-0*)\ X* Xy ay 12 axat axayat ayat
Eh ow\ (ow) |o*w W oW o°W
eI = g MO W —7
2(1-0%) X oy ) |ox X X0y ay oy
7h (@T W, OWO'W W oWo'w o'W (W) o'W
(1-v?)(\ox ) ax’ot ~ox ox* oxet oy oy” oyet oyt

L nh (Owow o'W  ,oWoW o'W | O'WowW o'W
2(1-v)\ oy* ox oxot  ox oy oxoyot  ox* oy oyot

+
+

y

2 2
Lonh [(ow) o'W +(a_v—vj o’w | nh(3-v) o'W (om oW oW oW
2(1+v)| oy ) ex’et \ox ) oy’ot 2(1_02) %y | ox ayot W oxot

2—
+M g+gtTV;I J&(Y—Ym)5(7—7m)
X=X, Y=Y
ol oy O , O'W S5(X~%,)5(Y~¥,)=0 (3.75)
0 oxot X=Xy, Y=Y, i X X=Xn.,y=Y, ' : |

Diizenlenen boyutlu hareket denklemi, Denklem (3.12)’deki parametreler (T,

harig) ve boyutsuz durum degiskenleri kullanilarak asagidaki gibi diizenlenir.
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azw Eh’T? 1 a“w+ 2 o'w . 1 o'w
ot? 12(1 v*)phL" ox* W2 axoy® ~ W* ay*

nh’T, 1 o°w 2 o°w 1 o°w
+ T4 ALl 2\ A /2 2,2 + 4 4
12(1-0*) ph( L ot Cw ox’oy’ot - W* oy‘at

L BT |1 3{@j2 L aw) O'w AL ow o'w ow
2(1-0v*)phL| L{ {ox W ay ) |ox* W2 ox axdy oy

EhT? L ( L awj (awjz o*w
+ 3 — | |
2(1-0%) phL|{ W* { W oy ox ) |oy?

nT, { 1 (8WT Pw 26owdiw oPw 2L ow d*w d*w L [awjz ow J

ooy Ay 2 T A Av2 T A A2 T A 2
p(1-v*)L| L ox) ax’et L ox ox* axat W* oy oy® oyt W*( oy ) ay*ot
LT 82W6‘_W82W+28W8W o*w 6W@82W
2p(1-v)W?| oy® ox oxot  ox Oy oxoyot rY dy oyét
LTy @263_W+(8_Wj dw | n(3-0)T, &w(owdw ow o'w
2p(1+v)W? (L oy ) ox’at \ox ) oy’et 2,3(1—02)w2 oxoy | ox ayot oy oxot
2 2 2 2

M 8_\;v 2T, O*w +£V0TO) a\iv 5(x=%,)5(y—Y,)
phWL| ot?| = L oxot| L ) ol .

X=X+ Y=Ym X=X ,Y=Ym X=X Y=Ym
MgT;
+ o(x—x_)o(y— =0 3.76
WL (X=%) (Y~ V) (3.76)

3.3.3. Hareket Denkleminin Perturbasyon Yéntemi fle Céziimii

Viskoelastik plak denkleminin ¢6ziimii olarak Denklem (3.25)’deki gibi bir
¢oziim Onerilebilir. Galerkin metodunda kullanilacak olan agirlik fonksiyonu da
Denklem (3.26)’daki gibidir. Bu iki denklem kullanilarak Galerkin metodunun

uygulanmasi sonucu
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d’q,, . #h°Tz* (m* 2m'n* m‘)\dq, Eh°Tiz%q, (m* 2m‘n* m*
2+ 2 IEYVIRRYYE + 2 Tt o T
dt 12(1-0%)ph( L LW W*) dt  12(1-0%)ph( L*  L'W* W

__EhTgz'as, (9H4L4+2n2m2L2W2+9m4W4]

2(1-0%) phL 64LW*
4 4, 4 4 4 2,2 2
A : 9(n'L +m4W .m rl dq,, Q@ 2MgT02 sin(n—”jsin(mﬁxm)
32p(1-0?){ L 2LW w2 ) dt phWL 2
2 ~ 2
M sinz(n—ﬁjsinz(mﬁxm) d qzr""— VoVTomz A
PhWL 2 dt L
M sinz(n—”Jsin(Zmﬁxm)ZVOVTOmﬁ St (3.77)
p,hWL L dt

denklemi elde edilir. Elde edilen bu denklemde

320(1-0° 4y 4 A\psh 2.2\
,0( : ) 9(n'L +m4W .m 2 (3.78)
nrx L 2LW w
olmak iizere, denklemin kendisi asagidaki gibi yazilabilir.
d’q ddy, , o 3 _ Aoy, o .
ALl ™+ o —-K ——m +¢. f_sin t
dt2 mn dt mnqmn mnqmn dt qmn n -mn (£2mn )
2 (3.79)
d-q,, 2 . dq,, . B
e | g Q¢ q,, |sin (th)+Tansm(2th) =0

Diizenlenen bu denklemdeki boyutsuz katsayilar EK-1’de gosterilmektedir.
Problemin boyutsuz baslangi¢ sartlar1 da Denklem (3.28)’deki gibidir.

Hareketli kiitle etkisi altindaki nonlineer viskoelastik plak probleminin zaman

fonksiyonu Denklem (3.79)’un ¢oziilmesi ile elde edilir. Bu, Denklem (2.144) ile

benzer yapida oldugundan ¢6ziim i¢in izlenecek yollar da aynidir.
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o0

w(xy,t)= > {e‘rnnt (@ SiN (t) + by, COS (@t ))

m,n=1

+C ot SIN (e t) + Cprpp €OS (1)
+gn{e“m"*“m"l (lpy SIN (@0t ) + €, COS (9,
+Cn™™ 8IN (@ +20, )t) + C g™ cos(( @y, +29,,)t)
+Cps€”™™ sin (@, — 2, ) 1)+ C, 7™ cos (@, — 20, )1)
+C 7 SIN( Q) +Cpg 05 (1) +C g SIN(3Q2,1)
+C 0 €08 (3Q,.)} | 25, sin (mx)sin (nzy)

(3.80)

Genel ¢ozlimde yer alan sabit katsayilar EK-1’de gosterilmektedir.

3.3.4. Hareket Denkleminin Sayisal Coziimii

Viskoelastik plak probleminin sayisal ¢éziimii igin Denklem (3.38) onerilir.
Onerilen ¢oziim hareket denkleminde yerine yazilarak ¢ (x, y) agirlik fonksiyonu
kullanilarak Galerkin metodu uygulanir ve elde edilen denklemdeki yiiksek mertebe

tirevler Denklem (3.35)’deki gibi zayif formda yazilir. Bu islemlerin uygulanmasi

ile viskoelastik plak probleminin zayif formu asagidaki gibi bulunur.

51 o 2 o

ij=lx,y,

_h &G, 40 0, % 09, ' %,
+12(1—02)i;£y[&&"+" dt j o ok ooy oxty oy oy Dd ay

+z<1+u>.,2iw+ﬂd—ﬁyf¢ (Bt {§ %] |24

Xa Ya

% Yo 12 a¢ 12 a¢l . ¢
a5 e

¥a Ya =1

h 12 . di % Yo 2 a¢j . 2 12% . 2 52¢j
+—z<1-u>zim o MES (B 5
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12 dAe 2% 12 0. 0°
+ .[¢ ﬂAe. ¢2 dxdy
(lu .,1o|tle Sox ') ox
12 dAexzyz 12 A 128
N 2nh J'¢ ﬂAEj Z ¢, A ¢J dxdy
(1-0?) .J_l dt 55 (5= ox Sox’ ) ex
12 dAe X2 Yp 12 7 12 a
+ 27 II;}A 4 —A% D ¢’ A %; dxdy
(1_U Ij—l dt % j=1 ay j=1 ay
12 dAe 2% 12 0 2 92
II;}A ﬁA ) 2 dxdy
(1 U |J_1 dt X Vi j=1 ay
dAe %y Yp 2
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(1 v) ,,,1 dt ;5

12 dAE X3 ¥p 12 a¢ e 12 a¢ ¢J
) Wi( ox j( 2y ja Y
dAe X3 ¥z

$OT[aZh S % o

hi=t X Y1

ph & dA® 2% og, Y 0%,
+2(1+U)Z dt IM[[Z 'J o

nh(3 v) 2 dAS %%

2(1— .,1 dt H¢{2

XY

oy

j=1

2, 04, %
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j[i a;’ Aej %, dxdy

MgS (9, z( o e

Xy

Yo % Mxy +%My_UMX
oy (1-v) ox (1-0%)

(X, Y, t)dy

oS —,

Yo % Mxy +%My—UM
oy (1-v) ox (1-0%)

_12 X % MXy %MX—UMy
Z_;J- OX (1—U)+ay (1_02)

= (X, Y, t)dy

<
®

(X, Yy, t)dx

<
o5

ag M, +%MX—UMY
g OX (1 l)) ay (1—02)
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3 Sy X
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)

F((v0,)3)=(42, )5 v s T (@) 5 y)~(v2

o°g,
Y atJ dxdy

X=X Y=Ym

)(Xa, y))O'V]
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Elde edilen zayif formdaki denklem

'] {d;tA;H[BeHB; (Ae)ﬂ{dd_f}{[w]{m (e)]]ia={F) @e2)

olarak diizenlenebilir. Bu denklemdeki matrisler ve kuvvet vektorii EK-2’deki gibi
tanimlanmaktadir. Yukaridaki denklemde yer alan tiirev ifadelerinin Tiirevsel
Karelestirme metoduna gore agilimlari yerine yazilarak yari indirgenmis hareket

denklemi asagidaki gibi diizenlenir.

[GZ®[M9]+G®[[B‘*]+[B§ (a) ]|+ [ ]+ s (Ae)]ﬂ{Ae} —{F} (383)

Elde edilen bu denklem sonlu sayidaki her bir elemanin hareketini temsil etmektedir.
Sistemin hareketini temsil eden denklem ise her bir elemanin hareket denklemi

birlestirilerek bulunur. Sistem matrisleri Denklem (3.41), kuvvet vektori ise

Denklem (3.42)’deki gibi olusturulur.

[G*0[M]+Go|[B]+[By (a)]]+[[K]+[K, (A)]][{a}={F}  (3.84)

Problemin hareketini temsil eden yukaridaki Denklem (3.45)-(3.50) ifadeleri

arasmdaki islem sirasi1 izlenerek Newton-Raphson metodu ile ¢dziilebilir. Iteratif
¢Oziimiin baglatilabilmesi i¢in gerekli {A}l vektorli, problemin lineer kisminin

¢Ozlmii olarak Onerilebilir.
(A} =([G*0[M]+GO[B+B, (A)]+[K+K, (A)]])"(-D{F}  (3.85)

3.3.5. Viskoelastik Plak Problemine Ait Uygulamalar
Bu boliimde hareketli kiitle etkisi altindaki nonlineer viskoelastik plagin

farkl1 kiitle oranlar i¢in analitik ve sayisal ¢oziimleri karsilastirilacaktir. Incelenecek

olan plagmm mekanik ozellikleri E=200 GPa, p=7850 k_gs, 77=2.108 k_g’
m msn
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geometrik degerleri L=5m, W=4m, h=0.016 mve hareketli kiitlenin hiz1

m
V,=10 — olarak alinmistir.
SN

analitik
— — sayisal /

0 01 02

\ /
\ /
\ /
\\
0.3 04 0.5

l

/
06 07 08 09 1

Sekil 3.18: Lineer viskoelastik plagin orta noktasinin hareketi

(M=30kg, |z,].,, =0.05)
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0F—=
\‘ analitik
\ — — sayisal /
2r \\ ‘5} E
\
\ //

4t "\ N /
\ /’ o

W

A0

Sekil 3.19: Nonlineer viskoelastik plagin orta noktasinin hareketi

(M=30kg,|z,| .. =0.05)

analitik
ot \ — — sayisal /_

W

A0}

A2}

A4t

Sekil 3.20: Nonlineer viskoelastik plagin orta noktasinin hareketi

(M=40kg, |z, .., =0.06)
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analitik |
— — sayisal /
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5 \ //

\ /
\ /"_~_ _—_/
¥

107

S,

Sekil 3.21: Nonlineer viskoelastik plagin orta noktasinin hareketi

(M=50kg, |z,|,.., =0.08)
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Sekil 3.22: Nonlineer viskoelastik plagin mod yapis1 () t=0.25, (b) t=0.5, (c)
t=0.75, (d) t=1, (|,],,, =0.05)

n|m

Nonlineer ¢oziimlerin  karsilastirildignr  grafiklere bakildiginda  kiigiik

perturbasyon parmetreleri(a) icin analitik ve sayisal ¢ozlimlerin birbirine yakin

sonuglar verdigi goriilmektedir. Fakat perturbasyon parametresinin artmasiyla

analitik ve sayisal ¢ozlimler birbirinden uzaklagsmaktadir.
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4. SONUC VE ONERILER

Bu c¢alismada hareketli kiitle etkisi altindaki c¢esitli kiris ve plak probleminin
analitik ve sayisal ¢oziimleri yer almaktadir. Problemlerin hareketini temsil eden
diferansiyel denklemler VVon-Karman nonlineer etkisi dikkate alinarak elde edilmis
ve analiz edilmistir.

Bu ¢alismada :

1- Hareket denklemlerinin gecerlilik kriterini saglayan analitik ve sayisal

¢oziimlerin farkl kiitle oranlar1 i¢in tutarli sonuglar verdigi gosterilmistir.

2- Yapilan analitik ve sayisal ¢oziimler literatiirde yer alan c¢oziimler ile

karsilastirilarak ¢oztimlerin sonuglari dogrulanmustir.

3- Cok Zaman Olgekli Perturbasyon metodunun hareketli kiitle problemlerinin

coziimiinde etkin olarak kullanilabilecegi gosterilmistir.

Bu calisma bir¢ok yonden gelistirilebilir:

1- Farkli Perturbasyon teknikleri kullanilarak biiyiik kiitle oranlari i¢in ¢oziimler

yapilarak sayisal ¢oziimle karsilastirilabilir.

2- Sayisal ¢oziim i¢in yapilan kodlamalar kullanilarak gorselligi olan bir paket

program olusturulabilir.
3- Farkli smir sartlar1 igin analitik ve sayisal ¢6ziimler yapilabilir. Bir ucu
ankastre mesnetli diger ucu serbest kirig, karsilikli iki kenar1 basit diger iki

kenar1 ankastre plak bu problemlere 6rnek olarak verilebilir.

4- Analitik ve sayisal ¢oziim teknikleri kullanilarak hareketli kiitle etkisi

altindaki yapilarmn frekans analizi yapilabilir.
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Nonlineer problemlerin sayisal ¢oziimiinde farklt yontemler kullanilabilir
(Perturbasyon Iterasyon Y&ntemleri, Varyasyon Iterasyon Yontemi,

Homotopi Perturbasyon Yo6ntemi gibi).

Plak problemlerinin sonlu eleman analizinde farkli tip elemanlar kullanilarak

en hizli ve en iyi yakinsamay1 veren eleman tipi belirlenebilir.

Ayni teknikler kullanilarak farkli kiris ve plak modelleri (lamina, laminat,

sandvi¢ vb.) i¢cin dinamik analizler yapilabilir.

Perturbasyon yonteminde daha yiiksek mertebeli ¢oziimler Onerilebilir. Bu

tarz bir Oneri 6zellikle nonlineer problemlerdeki yakinsamay1 arttiracaktir.
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EKLER

EK-1: PERTURBASYON COZUMUNDE KULLANILAN KATSAYILAR VE
TANIMLAMALAR

Euler-Bernoulli kirisinde yapilan tanimlamalar

oMM g 2w oy 22p0l
3AL PAL nr \3E 3n"7'E

Lineer Euler-Bernoulli kiris probleminin &° mertebesinin 6zel ¢oziimiine ait sabit

katsayilar
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Fonksiyonel derecelendirilmis kiris i¢in yapilan tanimlamalar
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Fonksiyonel derecelendirilmis lineer kiris probleminin &° mertebesinin 6zel

¢Oziimiine ait sabit katsayilar
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Viskoelastik kiris i¢in yapilan tanimlamalar
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Lineer viskoelastik kiris probleminin &® mertebesinin 6zel ¢dziimiine ait sabit

katsayilar
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Kirchhoff plagi i¢in yapilan tanimlamalar
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Kirchhoff plak probleminin &° mertebesinin 6zel ¢oziimiine ait sabit katsayilar
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Fonksiyonel derecelendirilmis plak problemi i¢in yapilan tanimlamalar
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Fonksiyonel derecelendirilmis lineer plak probleminin &” mertebesinin dzel

¢ozlimiine ait sabit katsayilar
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Viskoelastik plak problemi i¢in yapilan tanimlamalar
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Lineer viskoelastik probleminin & mertebesindeki diferansiyel denklemin o6zel

¢Oziimiine ait katsayilar
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Lineer viskoelastik probleminin &* mertebesindeki diferansiyel denklemin o6zel
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EK-2. SAYISAL COZUMDE KULLANILAN SEKIL FONSIiYONLARI VE
MATRIS TANIMLAMALARI

Euler-Bernoulli kirisinin sayisal ¢6ziimii i¢in 6nerilen sekil fonksiyonlari
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Euler-Bernoulli kirisinin sayisal ¢oziimii i¢in yapilan matris ve vektor tanimlamalari

[Me]=i[?p%(x)@(x)dﬂhﬂwwj(xm>]

=1\ x,

(o] -2wm ) 407

i,j=1

X=Xy

[Ke]—i[TEl 0 () d2¢j(X)dx+MV§¢.(Xm)[d2¢j(X)j

dx? dx? dx?

X=Xp J

[K]=225 T(ﬂ(x)[imxm w)] ol (t)de

e
3
Xa

{F) ZAZ{—MM (%,)+4 (%) ;_(dﬂd_)(:()j

Fonksyonel derecelendirilmis kirisin sayisal ¢6ziimii i¢cin yapilan matris ve vektor

tanimlamalari
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Viskoelastik kiris probleminin sayisal ¢oziimii igin yapilan matris ve kuvvet vektorii

tanimlar1
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Kirchhoff plak probleminin sayisal ¢oziimii i¢in kullanilan sekil fonksiyonlari
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Kirchhoff plak probleminin sayisal ¢ézliimii i¢in yapilan matris ve kuvvet vektorii

tanimlar1
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Plak problemlerindeki eleman matrislerinin birlestirilmesi

140



Ke

e
Kll

e
13

e
21

e
KZS

e
31

e
KSS

e
41

e
11

e
KZl
e
KSl
e
K41
e
K51
e
K61
e
I‘<71
e
81

e
K91

e
101

e
Klll

e
L KlZl

e
Kll

e
KZl

e
31

(e
Kl7

e

27

e
F Kar

e
Ka

e

51

e
L Ke

(e
K47

e
K57

e
67

(e
K7l

e

81

e
L Koy

Mee
K77

e
K87

e
97

Mee
KlOl
e

111

e
L Ki

e
12

e
K22
e
K32
e
K42
e
52

e
K62
e
K72
e
82

e
K92

e
102

e
I<112

e
K122

e

Klz
e

K22
e
32

e
K18
e
28
e
K38
e

42

e
52

e
K62

e

K48
e

K58
e
68

e
K72

e

82

e
K92

e
K78

e
K88

e
98

e
K102

e

112

e
K122

e
13

e
Ky

e
Kas

e
K

e
53

e
K63
e
K73

e
83

e
K93
e
103
e
KllS
e
K123

=
K

e
Kz

e

33 |

e
K19

e
29

e
Kao i

o
K43

e
53

e
Kss_

e

K49
e

K59
e
69

e
K73

e

83

e
K93

e
K79

e
K89

e
99

e
K103

e

113

e
K123

e
14

e
K24
e
K34
e
K44
e
K54
e
K64
e
K74
e
K84
e
K94
e
104

e
I<114

e
K124

e
15

e
Kys

e
Kas

e
Kas

e
56

e
K65
e
K75

e
85

e

K95
e

105

e
KllS

e
I‘<125

e _
Kl4_

e
22

e
32

e J—
K34 =

e
42

e
16

K
Kss
Ko
Ks;
Kes
K7

e
86

e

K96
e

106

e
KllG

e
K126

(e
Kl4

e
Kas

e

34

e
KllO

e

210

e
L Kazo

e
K

e

54

e

L K64

e
K410

e
K510

e

| Me10

e
K74

e

84

e
K94

e
I<710

e
KBlO

e
910

e
I<104

e

114

e
K124

141

e
17

e
K27
e
K37
e
K47
e
58

e
K67
e
K77
e
87

e
K97

e
107

e
Kll7

e
K127

e

KlS
e

KZS
e
35

e
|‘<lll

e

211

e
KSll

e
K45

e

55

e
K65

e
K411

e
K511

e
611

e
K75

e

85

e
K95

e
I<711

e
I<811

e
911

e
K105

e

115

e
K125

e
18

e
K28
e
K38
e
K48

e
59

e
K68

e
K78

e
88

e

K98
e
108

e
Kll8

e
K128

e

K16
e

K 26
e
36

e
K112

e

212

e
K312
e
46

e
56

e
K66

e
K412

e
I<512

e
612

e
K76

e

86

e
K96

e
K712

e
K812

e

012 |

e
KlOG
e

116

e
K26

e
19

e
Kae

e
Kao

e
Kao

e
510

e
K69
e
K79

e
89

e

K 99
e

109

e
K119

e
K129

e
110

e
K210
e
K310

e
K410
e
K511
e
KGlO

e
K710

e
810

e
K910
e
1010

e
KlllO

e
K1210

e
111

e
K211

e
K3ll

e
K411

e
512

e
KGll
e
I‘<711
e
811

K e
911
e
1011

e
Kllll

e
Klle

e
112

e
I<212

e
K312

e
K412

e
513

e
K612
e
K712
e
812

K e
912
e
1012

e
K1112

e
K1212 a




e

K107

e _ e
K43 - Kll7
e

K127

Ki
K
K
K

K® =

e
K108

e
K118

e
K128

Ky,
K>
K3
K

e
I‘<109

e
K119

e
I<129

Kis
K
K
K

e

|<1010
e _ e
K44 - KlllO

e
KlZlO

e e
KlOll KlOlZ
e e
Kllll K1112

e e
K1211 K1212

Fonksiyonel derecelendirilmis plak probleminin sayisal ¢dziimii i¢in yapilan matris

ve kuvvet vektorl tanimlari

W]= 3 | [ (ohig, ey <MY (4

|,j=1xa Va

[Be]:2Mv0i

ij=1
12 % Yp

(K ]=20]

I'j=:|'xa Ya

12
+ MV

i,j=1

!
’

[#2)

i,j=1

X=Xm Y=Ym

X=Xn

Y=Ym

0', 0’9, , 0 O 3¢ T,

0
0

ox* ox®

2
4
NG

|

OX0y oxoy

X:Xm ’y:ym

142

dxd
oy? ayz]]xy



-0 8 ol £ (5] [t

o T £50] £35S
SIP (3% Ae] I NJ J GEw
o 811§ ) (530 e
+4Dzjj 2‘27“ e (jZiZfAJaf ]ﬂdxdy
+(6D, — 2D, )ﬁ:jif( 1: Sng Ja g;/¢idxdy

12 X Y 12 9
D, +Dy) >4 | [Z i AD af‘ by

L=l xy, j=1

{Fe} - _Mgilz:m ) X=X Y=Y _ilZ_zl: j((ﬁQy)(x’ yb)_(ﬂQy)(X’ ya))dXJ

—Z yf(((/%Qx)(vay)—(éQx)(xa.y))dyJ

2| % a¢i Mxy +8¢, My_UMx

+i§‘ -[ a_y(l—u) x (1—02)

Ya

(Xb,y,t)dy

& Y og M, o9¢g M, —uM,
2 6’y(1—u)+6x (1-v7) (%;,y.t)ly

5 —

" o4, M, %Mx—uMy
OX (l—u)+8y (1—02) (¥ )i

x
o

& 8 o¢, M, %MX—uMy
Z;[ OX (1—U)+8y (1—02) (X, ya. e
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EK-3. FONKSIYONEL DERECELENDIRILMiS PLAK PROBLEMININ
POTANSIYEL ENERJISI ICIN YAPILAN TANIMLAMALAR
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