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SİMGELER VE KISALTMALAR DİZİNİ 

 

A    : Kesit alanı  

b     : Kesit genişliği (kiriş) 

,n mna a    : Kiriş ve plak genlikleri  

Be      : Eleman doğrusal (lineer) sönüm matrisi 

 B    : Sistem doğrusal (lineer)  sönüm matrisi 

Be

N
      : Elemanın doğrusal olmayan (nonlineer) sönüm matrisi 

 BN    : Sistemin doğrusal olmayan (nonlineer) sönüm matrisi 

,n mnC C   : Kiriş ve plak için özel çözüme ait katsayılar  

, ,dx dy dz   : Diferansiyel boyuttaki elemana ait uzunluklar 

E    : Elastisite modülü 

 Fe     : Eleman kuvvet vektörü 

 F    : Sistemin kuvvet vektörü 

,n mnf f    : Kiriş ve plak için boyutsuz kuvvetler 

g    : Yer çekimi ivmesi 

 h     : Kesit yüksekliği 

I    : Atalet momenti  

k    : Fonksiyonel derecelendirilmiş yapı ile alakalı katsayı  

L    : Kiriş veya plak boyu 

   : Lagrangian 

Ke      : Elemanın doğrusal (lineer) rijitlik (yay) matrisi  

 K    : Sistemin doğrusal (lineer) rijitlik (yay)  matrisi 

Ke

N
      : Elemanın doğrusal olmayan (nonlineer) rijitlik (yay) matrisi 

 KN    : Sistemin doğrusal olmayan (nonlineer) rijitlik (yay) matrisi 

M     : Moment 

Me       : Eleman kütle matrisi 

 M    : Sistem kütle matrisi 
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( )nq t    : Zamana bağlı çözüm fonksiyonu 

eQ    : Genelleştirilmiş kuvvet 

r     : İterasyon numarası 

S.O.T              : Seküler olmayan terimler 

T    : Kinetik enerji 

0T    : Hızlı zaman ölçeği 

1T    : Yavaş zaman ölçeği 

2T    : Çok yavaş zaman ölçeği 

V    : Potansiyel enerji 

v     : Ağırlık fonksiyonu 

0v    : Sabit hız 

( , , )v x y t    : Hareketli kütlenin enine yer değiştirmesi fonksiyonu 

     : Poisson oranı 

W    : Kesit genişliği (plak) 

W    : Hareketli kütlenin yaptığı iş 

( , )w x t    : Kiriş yer değiştirme fonksiyonu 

( , , )w x y t   : Plak yer değiştirme fonksiyonu 

x     : Mekân değişkeni 

ax    : Elemanın orijine yakın olan tarafındaki düğüm noktasının x

     koordinatı 

bx    : Elemanın orijine uzak olan tarafındaki düğüm noktasının x

     koordinatı 

mx     : Hareketli kütlenin bulunduğu noktanın x  koordinatı 

y     : Mekân değişkeni 

ay    : Elemanın orijine yakın olan tarafındaki düğüm noktasının y

     koordinatı 

by    : Elemanın orijine yakın olan tarafındaki düğüm noktasının y

     koordinatı 

my     : Hareketli kütlenin bulunduğu noktanın y  koordinatı 

     : Yoğunluk 
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    : Boyutsuz sönüm katsayısı 

,n mn     : Faz terimleri 

     : Genelleştirilmiş koordinat 

     :Özel olarak tanımlanmış bir çarpma işlemi 

( , )n x t   : Kiriş probleminin çözümü için önerilen mekân fonksiyonu 

( , , )mn x y t   : Plak probleminin çözümü için önerilen mekân fonksiyonu 

j     : Şekil fonksiyonları 

, n   : Kiriş ve plak için küçük boyutsuz parametreler 

,xx yy     : Birim şekil değiştirmeler 

xy     : Birim kayma şekil değiştirmesi 

,xx yy     : Normal gerilmeler 

xy    : Kayma gerilmesi 

    : Dirac Delta 

0     : Boyutsuz tabii (doğal) frekans (sabit) 

,n mn    : Boyutsuz tabii (doğal) frekanslar 

,n mn     : Boyutsuz zorlama frekansları 

d

dt
   : Zamana göre adi (tam) türev 

t




   : Zamana göre kısmi (parçalı) türev 

,
d d

dx dy
  : Mekâna göre adi (tam) türevler 

,
x y

 

 
  : Mekâna göre kısmi (parçalı) türevler 
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1. GİRİŞ 

 

1.1. Genel Bilgiler ve Yapılmış Çalışmalar 

Hareketli kütle etkisi altındaki yapılarla mühendislik uygulamalarında yaygın 

olarak karşılaşılmaktadır. Köprü, viyadük, tren yolları, makine parçaları, taşıma 

sistemi halatları hareketli kütle etkisi altındaki sistemlere örnek olarak verilebilir. Bu 

sistemlerde oluşan yer değiştirmeler, sistemin statik ve düşük hızlı hareketli kütle 

etkisine maruz kalmasıyla oluşan yer değiştirmelerden daha fazladır. Deforme 

olmamış, durağan haldeki bir yapıya ani bir yük etki ettirildiğinde bu iki durum 

arasındaki fark kolaylıkla gözlemlenebilir. Denge konumu etrafında zorlamalı olarak 

titreşen bu gibi bir yapıda oluşan çökme değeri, statik çökme değerinin neredeyse iki 

katına eşittir. Hareketli kütle probleminde, sisteme ani olarak etki eden hareketli 

kütle sistem üzerinde bir zorlama kuvveti oluşturur. Eğer yük geçişi belli bir 

frekansta (sistemin doğal frekansında) periyodik olarak gerçekleşirse, çökme miktarı 

artar. 

 

 

 

Şekil 1.1: Hareketli kütle etkisi altındaki bir yapı [1] 

 

Hareketli kütle etkisi altındaki kiriş yapılarında en büyük (maksimum) çökme 

miktarı hıza bağlı olarak -kiriş boyu L olmak üzere- 0.5L ile 0.7L noktaları arasında 

meydana gelir. Sabit parametreler altında sistem üzerinde maksimum çökmeyi 

oluşturan hız değerine kritik hız adı verilir. Yapının dirençli olması gereken ve 

istenmeyen çökme değerlerini belirleyen unsurlardan biri de kritik hızdır [1]. 
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Hareketli kütle problemlerinin dinamik analizine geçilmeden önce dikkat 

edilmesi gereken ilk ve en önemli husus sınıflandırmanın iyi yapılmasıdır. Hareketli 

kütle problemleri Şekil 1.2’deki gibi çeşitli şekillerde modellenebilir. En basit durum 

Şekil 1.2 a’da gösterilmiştir. Bu durumda hareketli kütlenin ağırlığı direkt olarak 

yapıya etki eder ya da kütle bir salınıcı ile yapıya bağlanabilir (Kütlenin salınıcı ile 

bir yapıya etkimesine örnek olarak otomobil gövdesinin süspansiyon sistemiyle 

birlikte hareketi verilebilir [13]) Bu durumda sistemin dinamik davranışında ağırlık 

kuvveti etkisi görülmesine rağmen, atalet etkisi görülmez. Salınıcı ya da salınıcılar 

belirli hızlar için sistemin genlik değerlerinde artırıcı veya azaltıcı etkide bulunabilir. 

Şekil 1.2b’de gösterilen modelde sadece hareketli kütlenin atalet etkileri dikkate 

alınır. Şekil 1.2c’deki modelde ise 1.2b’ye ek olarak hareketli kütlenin ağırlığı da 

dikkate alınır. Bu üç modelde hareketli kütleden kaynaklanan etkiler 
L

0
V

t   

aralığında sistem çıktısını etkiler[1]. Burada L yapının (kiriş ya da plak) boyunu, V 

ise kütlenin hızını temsil etmektedir. 

 

 

 

Şekil 1.2: Hareketli yük türleri [1] 

 

Literatürde hareketli yük ile ilgili çok çeşitli çalışmalar bulunmaktadır. Yapılan ilk 

çalışmalarda hareketli kütlenin oluşturduğu dinamik etkiler ihmal edilmiştir. Bu tip 

problemler için analitik çözümler üretilebilir. H.Saller hareketli yükün (ağırlığın) 

oluşturduğu dinamik etkileri dikkate alan ilk kişidir. Çeşitli basitleştirmeler yaparak 

yapının dinamik davranışı üzerindeki hareketli kütle etkisini ortaya koymuştur. 1930 

yıllarında hareketli yük problemi alanında iki önemli çalışma ortaya konulmuştur. 

Bunlardan biri C.E. Inglis’in yaptığı ivme terimi açılımıdır. Bu açılımda hareketli 

kütlenin yer değiştirmesini temsil eden bağımlı değişken, kiriş yer değiştirmesini 
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temsil eden bağımlı değişken cinsinden yazılmıştır (İleride bahsedilecek olan 

malzeme türevi kullanılmıştır). Diğeri ise A.Schallenkamp’ın yaptığı trigonometrik 

seri açılımıdır. Schallenkamp’ın yaklaşımında bağımlı değişken Fourier (sinüs) 

serisine açılır. Fakat sınır şartları bu açılıma tabi tutulmaz. Önerilen trigonometrik 

fonksiyon sınır şartlarını sağlar. Hareketi tanımlayan diferansiyel denklem, Lagrange 

yöntemi kullanılarak genelleştirilmiş koordinatlarda ifade edilmiştir. Genelleştirilmiş 

kuvvet de sanal iş prensibinden türetilir. Schallenkamp’ın yaklaşımı karışık 

olmasıyla birlikte, kullanılan serinin özelliğinden dolayı yakınsaması da yavaştır[1]  

 

Bir dinamik sistemin analiz edilebilmesi için öncelikle sistemin hareketini 

temsil eden denklemin bulunması gerekir. Dinamik bir sistemin hareket denklemi 

farklı yöntemlerle bulunabilir. Ercan [2], çalışmasında dinamik sistemlerin hareket 

denkleminin Lagrange enerji metodu ile nasıl bulunacağını detaylı bir şekilde ele 

almıştır.  

 

Fryba[3], hareketli yük ve hareketli kütle problemine ait temel bir çalışmayı 

ortaya koymuştur. Bu çalışmada kiriş ve plak titreşimlerinin modellenmesi ve 

çözümleri detaylı bir şekilde ele alınmıştır. Fryba’nın bu çalışması hareketli kütle 

ve/veya yük taşıyan modellerle ilgili en temel kaynaklardan biridir. 

 

Ouyang[4] ,tarama makalesinde hareketli kütleye sahip birçok uygulamaya 

değinmiş, bu tür problemler için yapılan kabulleri ve bu kabullere göre elde edilen 

sonuçları tartışmıştır. Hareketli yük problemini hem analitik hem de sayısal olarak 

ele almıştır.  

 

Hareketli yüke maruz kirişlerin modellenmesinde hangi şekil değiştirme 

teorisinin kullanıldığı da ayrıca önem arz eden bir durumdur. Şekil değiştirme 

teorisinin değişmesi ile dinamik davranış değişmektedir. Wang ve ark.[5] kiriş ve 

plak yapıları için Euler-Bernoulli, Timoshenko ve Reddy-Bickford şekil değiştirme 

teorilerine ve bu teorilerde yapılan kabuller ile teorilerin matematiksel olarak nasıl 

ifade edildiğine değinmişlerdir. Çeşitli sınır ve yükleme koşulları altındaki kiriş ve 

plak yapılarını ele alarak şekil değiştirme teorileri arasındaki ilişkileri açık bir şekilde 

ortaya koymuşlardır. 
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 Hareketli yük altındaki yapıların dinamik davranışı analitik veya sayısal 

olarak incelenebilir. Dinamik davranış, Perturbasyon Metodu ile analitik, sonlu 

elemanlar yöntemi ile de sayısal olarak analiz edilebilir. Nayfeh[6, 16] her biri 

konusunda temel kaynak niteliğinde olan kitaplarında boyut analizini ve 

perturbasyon metodlarını ele almıştır. Reddy[7] matematiksel modelleme ve sonlu 

elemanlar yöntemleri konusunda temel başvuru kaynağı niteliğinde olan kitabında bir 

ve iki boyutlu, statik ve dinamik sistemlerin matematiksel olarak modellenmesini ve 

bu matematiksel modellerin sonlu elemanlar yöntemleri ile çözümlerini göstermiştir.  

 Matematiksel modellerin sayısal çözümünde tek bir yönteme bağlı kalmayıp birçok 

matematiksel yöntem kullanılmıştır. Farklı yöntemler ile elde edilen sonuçlar 

karşılaştırılmış ve yöntemlerin etkinliği tartışılmıştır. 

 

Malzeme yapısı bakımından da farklı kiriş türleri mevcuttur. Fonksiyonel 

derecelendirilmiş kiriş bu türlerden birisidir. Khalili ve ark.[8], Rayleigh-Ritz (RR) 

ve türevsel Kareleştirme (DQ) metotlarını kullanarak hareketli yük altındaki kiriş 

problemini sayısal olarak çözmüşlerdir. Denklemin zaman çözümünün türevsel 

kareleştirme metodu ile yapılmasının nedeni olarak Newmark ve Wilson metotlarına 

göre daha doğru sonuçlar vermesi gösterilmiştir. 

 

Plaklar da hareketli yük uygulamalarında geniş yer bulan yapılardır. Song ve 

ark.[9] keyfi sınır şartlarına bağlı bir plak yapının sayısal çözümünü yapmışlardır. 

Tıpkı kirişlerde olduğu gibi plaklarda da malzeme yapısı bakımından farklı plak 

türleri vardır. Malekzadeh ve ark.[10] fonksiyonel derecelendirilmiş bir plak yapının 

dinamik davranışını incelemişlerdir. 

 

Şekil değiştirebilen cisimler mekâniği içerisinde analizler, malzeme 

açısından, bir takım ideal cisim kabulleri ile yapılır. Bu kabullerden birisi de 

viskoelastik cisim kabulüdür. Bu kabule göre cisim yay ve sönüm elemanından 

oluşur[11]. 

 

Lineer problemlerden farklı olarak nonlineer problemlerin sayısal çözümünde 

birtakım yakınsama tekniklerinin kullanılması gerekmektedir. Reddy[12] nonlineer 
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problemlerin modellenmesi ve çeşitli yakınsama teknikleri ile nonlineer problemlerin 

çözümlerini göstermiştir. 

Eftekhari[17] Dirichlet ve Neuman sınır şartlarına sahip kiriş ve plak 

yapıların serbest ve zorlamalı titreşim uygulamalarını Türevsel Kareleştirme metodu 

ile incelemiştir.  

 

Xing ve ark.[18] Türevsel Kareleştirme metodunu zamanın sayısal analizinde 

kullanmıştır (DQTEM). Adi diferansiyel denkleme uygulanan bu metodun, direkt 

integrasyon metoduna (sayısal analizde) göre daha az sayıda zaman elemanıyla daha 

doğru sonuçlar verdiğini göstermiştir. 

 

Sheng ve ark.[19] hareketli yük altındaki viskoelastik bir kirişi 

incelemişlerdir. Hareketli yük direkt olarak yapıya etki ettirilmemiştir. Hareketli yük 

ile kiriş arasına araç süspansiyonu (lineer) ve tekerlekten oluşan dört serbestlik 

dereceli bir yapı eklenerek kirişin dinamik davranışı incelenmiştir. 

 

Do ve ark.[20] hareketli taşıt altındaki kiriş yapılarının dinamik davranışlarını 

izogeometrik Euler-Bernoulli formülasyonu ile incelemişlerdir. 

 

Şimşek[21] zamana bağlı olarak değişen yük altındaki fonksiyonel 

derecelendirilmiş nonlineer kirişi, Timoshenko kiriş teorisine göre ele alarak bu 

yapının dinamik davranışını incelemiştir. Problemin incelenmesinde Von-Karman 

nonlineeriliği dikkate alınmıştır. 

 

Çalım[22] viskoelastik zemin üzerine yerleştirilmiş eksenel olarak 

fonksiyonel derecelendirilmiş bir kirişin serbest ve zorlamalı titreşimlerini Laplace 

yöntemi ve Durbin prosedürü ile incelemiştir. Farklı tür problemler için bu 

çözümlere yer vermiş ve bulguların literatürdeki çalışmalar ile uyumlu olduğunu 

göstermiştir. 

 

Nguyen ve ark.[23] hareketli kütle etkisi altındaki Winkler-Pasternak 

temeline oturtulmuş kiriş probleminin dinamik analizini yapmışlardır. Lineer ve 
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nonlineer Winkler parametresi dikkate alınarak çözümler yapılmıştır. Çözüm metodu 

olarak Sonlu elemanlar ve Newmark yöntemleri kullanılmıştır. 

 

Koh ve ark.[24] demir yolu raylarının dinamik davranışını sayısal olarak 

incelemişlerdir. Demir yolu viskoelastik bir temel üzerine oturtulmuş kiriş olarak 

modellenmiş ve problemin analizinde hareketli eleman metodu kullanılmıştır. 

 

Esen[25] hareketli kütle altındaki plak problemini sayısal olarak analiz 

ederken 16 serbestlik dereceli plak elemanın noktasal kuvvet ve noktasal yer 

değiştirmesi arasındaki ilişkileri kullanarak kütle, sönüm ve yay matrislerini 

oluşturarak problemin sayısal analizini yapmıştır. 

 

Song ve ark.[26] hareketli kütle etkisi altındaki fonksiyonel derecelendirilmiş 

plak probleminin dinamik analizini Rayleigh-Riz ve Türevsel Kareleştirme 

metotlarını kullanarak incelemişlerdir. 

 

Foyouzat ve ark.[27] hareketli kütle altındaki Winkler temelli viskoelastik 

plak problemini ele almışlardır. İlgilenilen problemde hareketli kütle doğrusal bir 

yolda değil eğrisel bir yörüngede hareket etmektedir. 

 

Kocatürk ve ark.[28] eksantrik olarak yüklenmiş ve hareketli kütle etkisine 

maruz bir bir ucundan basit, diğer ucundan kayar mesnetli kirişin dinamik 

davranışını incelemişlerdir. Mesnetlerden etki eden eksantrik bası kuvveti, eksenel 

bir kuvvet ve bir moment olarak modellenmiştir. 

 

Amini ve ark.[29] elektromekanik bir yapı olan piezoelektrik sistemle tekrarlı 

yüke maruz kiriş yapıdan enerji üretimini modellemişlerdir. Titreşimleri enerjiye 

çeviren bu sistemin hangi şartlarda fayda sağlayacağını tartışmışlardır. Kirişin 

hareket denklemi analiz edilerek titreşim genliği ve frekansın enerji kazancı üzerine 

etkileri ortaya konmuştur. 
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Nayfeh[30] eserinde mekaniğin temelini oluşturan konuları ele almıştır. 

Elastisite, kiriş ve plak teorileri, enerji metodları, kompozit malzemeler, frekans 

analizi vb. konulara değinerek bu konuşar hakkında geniş bilgiler vermiştir. 

 

1.2. Bu Çalışmadaki Yaklaşım 

Bu çalışmada hareketli kütle etkisi altındaki çeşitli türlerde kiriş ve plak 

yapılarının hareket denklemleri analitik ve sayısal olarak çözülmüştür. Öncelikle her 

bir modelin (problemin) hareketini temsil eden diferansiyel denklemler (hareket 

denklemleri) Lagrange yöntemi ile elde edilmiştir. Analitik çözüm için Galerkin 

Yöntemi ve bir Perturbasyon tekniği olan Çok Zaman Ölçekli Metot, sayısal 

çözümde ise sonlu elemanlar yöntemi ile Türevsel Kareleştirme Yöntemi 

kullanılmıştır. 

 

Galerkin yöntemi ile ayrıştırılan kısmi diferansiyel denklem yapısındaki 

hareket denklemine Çok Zaman Ölçekli Metod uygulanarak problemin zaman 

çözümü bulunmuştur. Perturbasyon teknikleri yarı analitik çözüm metotları olarak 

tanımlanır. Özellikle tam olarak çözümü bulunamayan doğrusal olmayan (nonlineer) 

problemler için yaklaşık çözümler üretebilmektedir. Çözümlerin elde edilmesi de 

bazı geçerlilik kriterlerinin sağlanmasına bağlıdır. Belirlenen kriterleri sağlayan 

Perturbasyon çözümleri de sistemin gerçek davranışına yakın sonuçlar vermektedir. 

 

Problemlerin sayısal çözümünde ise Sonlu Elemanlar Yöntemi kullanılmıştır. 

İlk olarak çözüm alanları sonlu elemanlara bölünmüştür. Sonlu elemanların türüne 

göre (çubuk veya plak eleman) enine yöndeki yer değiştirmenin elde edilmesi için 

interpolasyon fonksiyonları önerilmiştir. Şekil fonksiyonları kullanılarak elde edilen 

çözüm fonksiyonu hareket denkleminde yerine konulmuştur. Ardından kısmi 

diferansiyel yapıda olan hareket denklemi Galerkin Yöntemi kullanılarak adi 

diferansiyel denklemlere çevrilmiştir. Elde edilen adi diferansiyel denklemlere 

Türevsel Kareleştirme Yöntemi uygulanmıştır.  

 

Elde edilen sonuçlar kullanılarak analitik ve sayısal çözümler karşılaştırılmış 

ve yorumlanmıştır. 
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2. HAREKETLİ KÜTLE ETKİSİ ALTINDAKİ KİRİŞLERİN 

TİTREŞİMLERİ 

Equation Chapter (Next) Section 2 

Bu bölümde hareketli kütle etkisi altındaki Euler-Bernoulli, fonksiyonel 

derecelendirilmiş ve viskoelastik kiriş problemlerinin hareket denklemleri 

çıkarılacaktır. Yer değiştirme alanları yazılırken lineer olmayan (nonlineer) Von-

Karman modeli dikkate alınacaktır. 

 

 

 

Şekil 2.1: Hareketli kütle etkisi altındaki kiriş 

 

Şekil 2.1’de gösterilen hareketli kütle etkisi altındaki kiriş modelinde x  ve z  

kartezyen koordinatlar olmak üzere u  ve w  sırasıyla x  ve z  yönündeki yer 

değiştirmeleri temsil etmektedir. Boyutsal büyüklükler L,b  ve h  sırasıyla kirişin 

boyunu, kiriş kesit alanın genişliğini ve kesit alanın yüksekliğini göstermektedir. 

Hareketli cismin kütlesi M , kütlenin sabit hızı 0v  ve hareketli cismin herhangi bir 

anda bulunduğu noktanın x  koordinatı da mx  sembolü ile temsil edilmektedir. 

Şekilde görüldüğü üzere kiriş sol ucundan basit, sağ ucundan da kayar mesnet ile 

mesnetlenmiştir. 

 

2.1. Euler-Bernoulli Kirişi 

 

2.1.1. Hareket Denkleminin Lagrange Enerji Metodu İle Bulunması 

Lagrange enerji metodu sistem üzerindeki iş ve enerji terimleri kullanılarak 

hareket denkleminin elde edilmesini sağlayan bir yöntemdir. Bunun için öncelikle 
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sistem üzerine yapılan iş, sistemin potansiyel ve kinetik enerjileri kullanılarak sistem 

Lagrangian’ı yazılır [9]. 

 

 T V W     (2.1) 

 

Kirişin hareketinden kaynaklanan kinetik enerjisi, elastik şekil değişiminden 

dolayı kiriş üzerinde depolanan potansiyel enerji ve hareketli kütlenin yaptığı iş 

terimleri sırasıyla aşağıdaki gibi hesaplanır. 
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            

        
                 

    

   

  (2.2) 

 

b
2 2 4L 2 22 2

2

2 2

0

2 2

b
2 22 4L 3 2 2 22

2 2

b0

2 2

2
3 2

2

1 1
V

2 4

2 3 2 4

2 12 4

h

b h

h

h

w w w w
E z z dxdydz

x x x x

E z w z w w z w
dxdy

x x x x

E yh w h w

x x

 

 

                             

        
                 

  
  

  

  

 

b

224 4L L 2

2

0 0b

2

1

2 12 4

EI w EA w
dx dx

x x


       
                  
 

 

(2.3) 

 

Hareketli kütlenin yaptığı işin bulunabilmesi için hareketli kütlenin konumu 

matematiksel olarak ifade edilmelidir. Hareketli kütlenin herhangi bir andaki 

konumu Dirac Delta fonksiyonu ile tanımlanabilir[3].  

 

  
1

0

m

m

m

x x
x x

x x



  


  (2.4) 
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Dirac Delta fonksiyonunun içinde yer alan ve hareketli kütlenin bulunduğu noktanın 

koordinatı aşağıdaki gibidir. 

 

 0vmx t   (2.5) 

 

Bu eşitlikte zamana bağlı olarak mx  değeri değişmektedir. Bundan dolayı Dirac 

Delta fonksiyonunun değerini 1 yapan x  koordinatı da değişmektedir. Bu da kütlenin 

kiriş üzerinde etki ettiği noktanın zamanla değiştiğini dolayısıyla kütlenin hareket 

halinde olduğunu gösterir.  

 

Bunun yanında hareketli kütlenin enine yer değiştirmesi ( , )v x t  ile 

gösterilmiştir. Şekil 1.2c ile verilen model dikkate alındığından, hareketli kütle ve 

kiriş yer değiştirme fonksiyonları arasında  

 

    , ,mv x t w x t   (2.6) 

  

ilişkisi mevcuttur[4]. Bu ilişkiye dayanarak hareketli kütlenin yaptığı iş aşağıdaki 

gibi hesaplanır. 

 

  
L 2

2

0

W M , ( )m m

v
g w x t x x dx

t


 
   

 


 

(2.7) 

 

Hesaplanan iş ve enerji terimleri kullanılarak Denklem (2.1)’e göre sistem 

Lagrangian’ı yazılır[2]. 

 

 
22 4L L2 2

2 2

0 0

1
, ( )

2 4
m m

w w EA w v
A EI dx M g w x t x x dx

t x x t
 
            
                         
 

   (2.8) 

 

Denklem 2.8’e, 

 



11 

 

 0
t w w

   
  

   
  (2.9) 

  

eşitliği uygulanarak hareket denklemi elde edilir. 

 

 

22 4 2 2

2 4 2 2

3
M ( ) 0

2
m

w w EA w w v
A EI g x x

t x x x t
 

      
       

       
  (2.10) 

 

Elde edilen bu hareket denklemindeki hareketli kütlenin ivmesini temsil eden 

2

2

v

t




terimi malzeme türevi operatörü kullanılarak kiriş yer değiştirme fonksiyonu 

( w ) cinsinden yazılabilir[4]. 

 

 
0v

dv

dt t x

 
 
 

  (2.11) 

 

Malzeme türev operatörü kullanılarak elde edilen ivme ifadesi aşağıdaki gibidir. 

 

 
2 2 2 2

2

0 02 2 2
2v v

v w w w

t t x t x

   
  

    
  (2.12) 

 

Burada 
2

2

w

t




,

2

02v
w

x t



 
 ve 

2
2

0 2
v

w

x




 terimleri sırasıyla yerel ivme, Coriolis ivmesi ve 

merkezcil ivmedir[11]. 

 

2.1.2. Hareket Denkleminin Boyutsuzlaştırılması 

Hareket denkleminin analitik çözümünde karışıklığa neden olmamak adına 

boyutlu hareket denklemi, başlangıç ve sınır şartları sırasıyla aşağıdaki gibi 

düzenlenmiştir. 
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22 4 2

2 4 2

3 ( , ) ( , )
M ( )

2
m

w w w x t w x t
A EI EA g x x

t x x x
 

    
    

    
  

 
2 2 2

2

0 02 2
M 2v v ( ) 0

m m m

m

x x x x x x

w w w
x x

t t x x


  

   
     
    
 

  (2.13) 

 

  
 ,0

,0 0
w x

w x
t


 


  (2.14) 

 

    
   2 2

2 2

0, t L, t
0, L, 0

w w
w t w t

x x

 
   

 
  (2.15) 

 

Hareket denklemi, başlangıç ve sınır şartlarının boyutsuzlaştırılması için kullanılacak 

olan boyutsuz durum değişkenleri ve parametreler aşağıda verildiği gibidir. 

 

 0 0
0 0 2 2 2 2

0

v 2v v2L
, , , v = ,T , =

L L T v 3 3
m

w x t
w x t x t

n E n E

 

 
      (2.16) 

 

Hesaplanan boyutsuz terimler, boyutlu hareket denkleminde yerine yazılarak 

nonlineer hareket denklemi aşağıdaki gibi elde edilir. 

 

22 4 2

0

2 4 4 2 4 4 4 2 4 4 2 2

2 2

0 0

2 2 2 2 2

2
2

0

2 2 2

2v v4 2 4M

3 L 3 3

2v v 2v vM
2

AL 3 3

2v vM

AL 3

m m

m

x x x x

x x

w I w w w g
x t

t n A x n x x n EA n E

w w
x t

t n E t x n E

w

n E x




   

 


  



 

 



     
             

     
                

  
     

0

2 2

2v v
0

3
x t

n E






  
       

  (2.17) 

 

Problemin boyutsuz başlangıç ve sınır şartları da sırasıyla aşağıda verildiği gibidir. 

 

  
 

0

,
,0 0

t

w x t
w x

t



 


  (2.18) 
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    
   2 2

2 2

0, 1,
0, 1, 0

w t w t
w t w t

x x

 
   

 
  (2.19) 

 

2.1.3. Hareket Denkleminin Perturbasyon Yöntemi İle Çözümü 

Bu bölümde Euler-Bernoulli kirişine ait (2.17) denkleminin yarı analitik 

çözümü yapılacaktır. İlk olarak denklemin çözümünü temsil eden bir fonksiyon 

önerilerek problemin mekân ve zaman çözümleri yapılacaktır. Mekân çözümü 

analitik olarak bulunacak ve Galerkin metodu[7] uygulanarak, kısmi diferansiyel 

denklem adi diferansiyel denkleme dönüştürülecektir. Elde edilen adi diferansiyel 

denklem Çok Ölçekli Metot[6] ile çözülecektir. 

 

Hareket denkleminin genel çözümü olarak, 

 

    
1

( , ) n n

n

w x t x q t




   (2.20) 

 

fonksiyonu önerilebilir[4]. Genel çözümde yer alan mekân fonksiyonu ( n ) için  

 

          1 2 3 4cos sin cosh sinhn x c x c x c x c x          (2.21) 

 

fonksiyonu önerilir ise önerilen fonksiyonun sabit katsayıları, problemin sınır şartları 

yardımı ile aşağıdaki gibi bulunnur. 

 

   1 30 0 0n c c       (2.22) 

 

          1 2 3 41 0 cos sin cosh sinhn c c c c           (2.23) 

 

  
2

2

1 32

0

0 0n

x

c c
x







    


  (2.24) 
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    

    

2
2

1 22

1

2

1 2

0 cos sin

cos sin 0

n

x

c c
x

c c


  

  




   



   

  (2.25) 

 

Denklem (2.22)-(2.25)’e dayanarak 1c , 
2c ,

3c  ve 
4c  katsayılarının hepsi sıfır 

olarak seçilebilir. Bu basit çözümdür. Bu durumda mekân fonksiyonu için 0n   

eşitliği elde edilir. Bu eşitlik sistemin durağan olduğu anlamına gelir. Fakat 

ilgilenilen sistem dinamik bir sistemdir. Bu yüzden böyle bir seçim yapılamaz. Basit 

olmayan çözümü aramak gerekir. Önerilen denklemde 1c , 
3c  ve 

4c  katsayıları sıfır 

ve n   pozitif tamsayı olmak üzere n   olarak seçilir ise (2.22)-(2.25) denklemleri 

sağlanır ve daha uygun bir mekân fonksiyonu elde edilir. Yapılan bu seçim ile mekân 

fonksiyonu 

 

    2 sinn x c n    (2.26) 

 

olarak bulunur. Mekân fonksiyonunda yer alan 2c  katsayısı, mekân fonksiyonu 

normalize edilerek belirlenebilir[13]. 

 

 

      

 

1 1 12
2 2 2 2

2

0 0 0

1
2 2

2 2
2

0

1 sin 1 cos 2
2

sin 2
1 2

2 2 2

n

c
dx c n x dx n x dx

n xc c
x c

n

  





   

 
      

 

  
  (2.27) 

 

Mekân çözümündeki sabit katsayının 2  olarak seçilmesiyle birlikte 

problemin mekân çözümü bulunur. 

 

    2 sin , 1,2,...n x n x n     (2.28) 

 

Mekân fonksiyonunun elde edilmesinin ardından Galerkin metodu 

uygulanarak zaman ve mekâna bağlı kısmi diferansiyel denklem, zamana bağlı adi 

diferansiyel denkleme dönüştürülür.  
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    
1

( , ) 2 sin n

n

w x t n x q t




    (2.29) 

 

Bunun için öncelikle (2.29)’daki genel çözüm (2.17)’de yerine yazılmalıdır.  

 

      
2

2 3

2 2
1 1

2

0 0

2 2 2
1

2

0 0 0

2 2
1

4
2 sin 4 2 cos sin

3 L

2v v 2v v2M
sin

L 3 3

2v v 2v v 2v v2M
sin

L 3 3 3

2

n
n

n n

n

n

n

n

d q I
n x n x n x q

dt A

d q
t x t

A dt n E n E

q t x t
A n E n E n E

  

 


  

  


   

 

 









 
  

 

   
       

   

     
           

     



 





0 0 0

2 2
1

0

4 4 2 2

2v v 2v v 2v v2M
cos

L 3 3 3

2v v4M
0

3 3

n

t x t
A n E n E n E

g
x t

n EA n E

  


   




 





     
          

     

 
    

 



  (2.30) 

 

Galerkin metoduna göre (2.30) numaralı denklem bir ağırlık fonksiyonu ile 

çarpılmalı ve geometri sınırları boyunca integre edilmelidir. Bu ağırlık fonksiyonu, 

 

  
1

2 sin , 1,2,...
m

m x m




   (2.31) 

 

olarak seçilerek (2.30) numaralı denklem aşağıdaki gibi düzenlenir. 
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   

     

 

12

2 2
, 1 0

1

3 2

, 1 0

12

0 0

2 2 2
, 1 0

2

0

, 1

4
2 sin sin

3 L

8 cos sin sin

2v v 2v v2M
sin sin

L 3 3

2v v2M

L 3

n
n

m n

n

m n

n

m n

n

m n

d q I
q m x n x dx

dt A

q n x n x m x dx

d q
t m x x t dx

A dt n E n E

q
A n E

 

  

 
 

  



 

















 
 

 

 
  

 

   
       

   

 
   

 

 

 

 

  

 

1

0 0

2 2

0

1

0 0 0

2 2
, 1 0

2v v 2v v
sin sin

3 3

2v v 2v v 2v v4M
cos sin

L 3 3 3m n

t m x x t dx
n E n E

t m x x t dx
A n E n E n E

 
 

 

  
 

   





   
      

   

     
           

     



 

 

 
1

0

4 4 2 2
1 0

2v v4 2M
sin 0

3 3m

g
m x x t dx

n EA n E


 

 





 
    

 
    (2.32) 

 

Bulunan bu denklemde yer alan integral ifadeleri çözülerek zamana bağlı bir adi 

diferansiyel denklem elde edilir. İlk olarak  

 

    
1

0

2 sin sinm x n x dx    (2.33) 

 

integrali ele alınır ise bu integralin değeri için 

 

    
1

0

1
2 sin sin

0

m n
m x n x dx

m n
 


 


   (2.34) 

 

sonuçları elde edilir. İkinci olarak nonlineer terimin önündeki integralin değeri için 

 

      
1

2

0

1

cos sin sin 8

0

m n
n x n x m x dx

m n

  




 
 

   (2.35) 

 

sonuçları bulunur.  

 



17 

 

Diferansiyel denklemde yer alan diğer integral de Dirac Delta fonksiyonunun yer 

aldığı 

 

  
1

0

2 2

0

2v v
sin

3
m x x t dx

n E


 



 
  

 
   (2.36) 

 

integralidir. Bu integralin değeri, 

 

      f fx x a dx a




    (2.37) 

 

tanımlamasına göre hesaplanır[3]. Bu tanımlamaya göre Denklem (2.36)’nın 

integrali 

 

    
1

0 0

2 2

0

2v v 2v v
sin sin

3 3
m x x t dx t m n

n E n E

 
 

 

   
        

   
   (2.38) 

 

olarak bulunur. Hesaplanan integraller Denklem (2.32)’de yerine yazılarak zamana 

göre ikinci mertebe bir adi diferansiyel denklem elde edilir. 

 

 

2
2 2

3 20 0

2 2 2

0 0 0

4 4

2v v 2v v4 2M
sin

3 L L 3 3

2v v 4v v 2v v2M 4 2M
sin sin 0

L 3 3 3 3

n n
n n

d q d qI
q q t

dt A A dt n E n E

g
t t

A n E n E n EA n E

 

  

  

    

     
                  

     
            

     

 (2.39) 

 

Yukarıdaki adi diferansiyel denklemin boyutsuz hali ve başlangıç şartları  

 

     
2 2

2 3 2 2

02 2
sin sin 2 sin 0n n n

n n n n n n n n n

d q d q dq
q q q t t f t

dt dt dt
 

  
            

  
  

  (2.40) 
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  
0

0 0n
n

t

dq
q

dt 

    (2.41) 

 

şeklinde düzenlenebilir. Denklem (2.40)’da   boyutsuz küçük perturbasyon 

parametresidir. Denklem (2.40)’daki boyutsuz katsayılar EK-1’de gösterilmiştir.  

 

Bu diferansiyel denklemin Çok Zaman Ölçekli Metot kullanılarak 

çözülebilmesi için  

 

 2 2

1 2 3...n n n nq q q q      (2.42) 

 

çözümü önerilebilir. Üç terimli çözüm önerisine dayanarak türev operatörü ve zaman 

ölçekleri de sırasıyla, 

 

 2

0 1 2 ...
d

D D D
dt

      (2.43) 

 

 2

0 1 2, ,t T t T t T     (2.44) 

 

olarak tanımlanır[16]. Burada 0T  hızlı, 1T  yavaş ve 2T  çok yavaş zaman ölçeğidir. 

Denklem (2.42)-(2.44) göz önünde bulundurularak mertebe ayrıştırmasına 

gidilmeden önce problemin başlangıç şartlarının 

 

        2 3

1 2 30 0 0 0 0n n n nq q q q        (2.45) 

 

 
      

        

0 1 0 2 1 1

0

2 3

0 3 1 2 2 1

0 0 0

0 0 0 0

n
n n n

t

n n n

dq
D q D q D q

dt

D q D q D q O



 



  

    

  (2.46) 

 

şeklinde düzenlenmesi gerekir. Başlangıç şartlarının düzenlenmesinin ardından üç 

terimli çözüm Denklem (2.40)’da yerine yazılarak  
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 

     

    

  

2 2 2 2 2 2 2

0 1 0 1 0 2 0 2 0 0 1 1

2 2 2 2 2

0 1 1 0 0 1 0

3 3 2 3 3 3

0 1 2 1 0 2 1 1 0 0 2 1 1

3 2 2 2 2 2

0 0 2 0 1 1 1 0 3 0

sin 2

sin sin 2

2 2 sin 2

sin 2

n n n n n n n

n n n n n n n

n n n n n n n

n n n n n n

D q q D q q f T D D q

D q q T D q T

D D q D D D q q T D q D q

T D q D D q q D q

      

 

   

  

     

     

       

       4

3 0nq O  

  (2.47) 

 

denklemi elde edilir ve bu denklem aşağıdaki gibi mertebelerine ayrılır. 

 

       

    
 
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2

0

: sin , 0 0 0

: 2 sin

sin 2

0 0 0

: 2 2

sin 2

sin

n n n n n n

n n n n n n n

n n n

n n

n n n n n

n n n n

n

O D q q f T q D q

O D q q D D q T D q q

T D q

q D q D q

O D q q D D q D D D q q

T D q D q

T

 

 

 

     

     

 

  

     

  

   
    

2 2

0 2 0 1 1 2

3 0 3 1 2 2 1

2

0 0 0

n n n n

n n n n

D u D D u u

q D q D q D q

 

   

  (2.48) 

 

Yukarıdaki denklemlerin başındaki O  harfi ingilizcedeki order kelimesinin baş 

harfidir ve mertebeyi gösterir. Örneğin  O   ifadesi   mertebesi anlamındadır.  

 

  mertebesinde ikinci mertebe homojen olmayan adi bir diferansiyel 

denklem mevcuttur. Bu sebepten ötürü problemin homojen ve özel çözümlerinin 

yapılması gereklidir. Öncelikle denklemin homojen çözümü için,  

 

 0

0

sT

n hq e   (2.49) 

 

fonksiyonu önerilir ve önerilen bu fonksiyon diferansiyel denklemde yerine yazılarak 

 

  0 2 2

0 0
sT

e s    (2.50) 

 

eşitliği elde edilir. Buradan s  katsayısı, 
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 0s i    (2.51) 

 

olarak bulunur ve birinci mertebe denklemin homojen çözümü aşağıdaki gibi elde 

edilir. 

 

     1 1 2 0 0 1 2, sin ,n h n nq a T T T T T     (2.52) 

 

Homojen çözümün bulunmasıyla birlikte özel çözüm için  

 

    1 1 0 2 0sin cosn ö n n n nq C T C T      (2.53) 

 

denklemi önerilerek diferansiyel denklemin homojen kısmında yerine yazılır ve özel 

çözüm fonksiyonunun belirsiz katsayıları hesaplanır. 

 

          2 2 2 2

1 0 0 2 0 0 0sin cos sinn n n n n n n nC T C T f T           (2.54) 

 

Denklem (2.54)’den 1nC  ve 2nC  katsayıları, 

 

 
1 22 2

0

, 0n
n n

n

f
C C




 


  (2.55) 

 

olarak bulunur. Özel çözümün katsayılarının bulunmasıyla birlikte birinci mertebe 

diferansiyel denklemin genel çözümü, 

 

       1 1 2 0 0 1 2 02 2

0

, sin , sinn
n n n

n

f
q a T T T T T T 


   


  (2.56) 

 

şeklinde elde edilmiş olur. Genel çözümdeki sabit katsayılar diferansiyel denklemin 

başlangıç şartları kullanılarak bulunur.  

 

       1 0 0 0 sin 0 0n n nq a      (2.57) 
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       0 1 0 2 2

0

0 0 0 cos 0 n n
n n n

n

f
D q a  




  


  (2.58) 

 

Denklem (2.57) ve (2.58)’den, 

 

  0 0n    (2.59) 

 

  
 0 2 2

0 0

0 n n
n n

n

f
a a

 


 


  (2.60) 

 

sonuçları elde edilir. Sabit katsayıların bulunmasıyla birinci mertebe diferansiyel 

denklemin genel çözümü bulunur. 

 

    1 0 0 02 2

0

sin sinn
n n n

n

f
q a T T 


   


  (2.61) 

 

Birinci mertebe için elde edilen genel çözüm kullanılarak 2  mertebe 

denklemi, 

 

       

 

 

 
    

2 2 2 2 2

0 2 0 2 0 1 0 0 0 1 0 0 0

2

0
0 0

2

0
0 0

2

0 02 2

0

: 2 sin 2 cos
2

sin ( 2 )
2

sin ( 2 )
2

sin sin 3

n
n n n n n n n n

n
n n n

n
n n n

n n
n n

n

a
O D q q D a T a D T

a T

a T

f
T T

         


 


 



 
        

 

 
    

 

 
    

 


   



                            (2.62) 

şeklinde düzenlenir. Denklemin homojen olmayan kısmında yer alan seküler 

terimlerin yok edilebilmesi, 

 

 0 12 0nD a    (2.63) 
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 2 2

0 1 0

1
2 0

2
n nD                             (2.64) 

 

eşitliklerin sağlanmasına bağlıdır. Bu eşitlikler göz önünde bulundurularak Denklem 

(2.63)’den 

 

 1 00n n nD a a a     (2.65) 

 

ve Denklem (2.64)’den de 

 

    
2 2 2 2

0 0
1 1 1

0 0

0 0
4 4

n n
n n nD T T

 
  

 

 
         (2.66) 

 

eşitliği elde edilir. Seküler terimlerin yok edilmesinin ardından geriye kalan 

denklemin homojen çözümü   mertebe çözümü ile aynı adımlar izlenerek çözülür. 

2  mertebesi denkleminin homojen kısmı 

 

     2 1 0 0 1sinn h n nq b T T T         (2.67) 

 

olarak bulunur. Denklemin özel çözümü için 

 

     

   

2 3 0 0 4 0 0

5 0 6 0

sin 2 sin 2

sin sin 3

n ö n n n n n n

n n n n

q C T C T

C T C T

          

   
           (2.68) 

 

fonksiyonu önerilir ve önerilen fonksiyon, Denklem (2.62)’nin homojen kısmında 

yerine yazılarak belirsiz katsayılar bulunur. Bulunan katsayılar EK-1’de verilmiştir.  

 

Denklem (2.62)’nin genel çözümü, homojen ve özel çözümün toplamıyla bulunur. 

 



23 
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       (2.69) 

 

Genel çözümde yer alan sabit katsayılar da başlangıç şartlarının uygulanmasıyla 

bulunur. 
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  (2.70) 

 

İlk iki mertebeden elde edilen sonuçlar kullanılarak üçüncü mertebede yer alan 

diferansiyel denklem aşağıdaki gibi düzenlenir. 
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Üçüncü mertebe diferansiyel denklemde yer alan seküler terimlerin yok edilmesi, 

  

 0 22 0nD a    (2.72) 
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eşitliklerinin sağlanmasına bağlıdır. Denklem (2.72)’deki eşitlikten  

 

 2 00n n nD a a a     (2.74) 

 

ve Denklem (2.73)’deki eşitlikten de 
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                   (2.75) 

 

değerleri elde edilir. Son mertebedeki seküler terimlerin yok edilmesiyle hareketli 

kütle etkisi altındaki nonlineer Euler-Bernoulli kirişine ait boyutsuz hareket denklemi 
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         (2.76) 

 

olarak bulunur. Elde edilen bu çözümün geçerliliği  

 

 1 2n nq q   (2.77) 

 

kriterinin sağlanmasına bağlıdır. 

 

2.1.4. Hareket Denkleminin Sayısal Çözümü 

Hareket denkleminin sayısal çözümünde iki yöntemden faydalanılacaktır. 

Mekân çözümü Sonlu Elemanlar Yöntemi, zaman çözümü de Türevsel Kareleştirme 

(DQ) Yöntemi ile yapılacaktır.  
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Sonlu Elemanlar Yöntemi ile çözümde, ilgilenilen yapı, kendisini temsil eden 

alt elemanlara bölünür (meshing). Elde edilen bu elemanlar, oluşturdukları yapı ile  

aynı karakteristiğe sahiptir[7]. 

 

 

 

Şekil 2.2: Sonlu elemanlara bölünmüş kiriş 

 

Euler-Bernoulli kirişi Şekil 2.2’deki gibi çubuk elemanlara bölünebilir. 

Çubuk elemanların boyları aynı olabileceği gibi farklı da olabilir. Fakat mekanik 

özellikler bakımından Euler-Bernoulli kirişi ile özdeştirler. Şekilde görülen ax  ve bx  

terimleri, sonlu sayıda elemana bölünmüş kiriş üzerindeki e . elemanın başlangıç ve 

bitiş noktalarındaki düğüm noktalarının global x  eksenindeki koordinatlarını; eh  ise 

seçilen e . elemanın boyunu temsil etmektedir. 

 

 

 

(a)                                                                    (b) 

Şekil 2.3: (a) Genelleştirilmiş yer değiştirmeler, (b) Genelleştirilmiş kuvvetler 

 

Çubuk elemanın genelleştirilmiş yer değiştirme ve genelleştirilmiş kuvvetleri 

sırasıyla Şekil 2.3 (a) ve (b)’de gösterilmiştir. Şekil 2.3a’da 
1

e  ve 
3

e  sembolleri 

elemanın uç noktalarındaki yer değiştirmeleri temsil ederken, 
2

e  ve 
4

e  sembolleri 

bulundukları noktaların eğimlerini temsil etmektedir. Bununla birlikte Şekil 2.3b’de 
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1

eQ  ve 
3

eQ  düğüm noktalarındaki kesme kuvvetlerini, 
2

eQ  ve 
4

eQ  de düğüm 

noktalarındaki eğilme momentlerini temsil eder[7].  

 

Sonlu Elemanlar yöntemi ile yapılacak olan çözümde öncelik, problemi 

temsil eden diferansiyel denklemin zayıf formunun elde edilmesidir. Zayıf form, 

hareket denkleminin bir ağırlık fonksiyonu ile çarpılarak eleman sınırları boyunca 

integre edilmesi ile bulunur. Ağırlık fonksiyonu  v f x  olmak üzere Denklem 

(2.10)’un zayıf formu aşağıdaki gibi elde edilir. 

 

 

 

22 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 3 2
2
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v 3
v v M v

2

v
Mv 2v v v 0

b
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b
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x

m

x

x

m

xx x

w d w EA w w
A EI dx g x

t dx x x x

w w w w d w
x EI EI

t x t x x dx x





     
          

       
        

        


  (2.78) 

 

Yukarıdaki zayıf formda yer alan genelleştirilmiş kuvvetler  

 

 
3 2 3 2

1 2 3 43 2 3 2
, , ,

a a b b

e e e e

x x x x

w w w w
Q EI Q EI Q EI Q EI

x x x x

   
   

   
      (2.79) 

 

olarak tanımlanırsa Denklem (2.78) aşağıdaki gibi düzenlenir. 

 

 

     

22 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2
2

0 02 2

1 3 2 4

v 3
v v

2

Mv 2v v

v v
M v v v

b

a

m

a b

x

x

m

x x

e e e e

m a b

x x

w d w EA w w
A EI dx

t dx x x x

w w w
x

t x t x

d d
g x x Q Q x Q Q

dx dx





     
         

   
   

    

   
        

   



  (2.80) 

 

Zayıf formu elde edilen hareket denkleminin çözümü için temsili bir yer değiştirme 

ve ağırlık fonksiyonunun belirlenmesi gereklidir. Her bir elemanın yer değiştirmesini 

temsil eden yer değiştirme fonksiyonu 
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        
4

1

, ,e e

h j j

j

w x t w x t t x


     (2.81) 

 

olarak önerilebilir [7]. Önerilen bu fonksiyondaki  j x şekil fonksiyonları EK-2’de 

verilmektedir. İnterpolasyon fonksiyonu  ,w x t  ve ağırlık fonksiyonu i , Denklem 

(2.80)’de yerine yazılarak 

 

   
     

 

     
 
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j e
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dt dx dx
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x x t t dx
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d t d x d t
x x

dt dx dt

d x
x t

dx
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
 
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
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 
   

 

  
    
   

  
   

 


 



 

 



   
 

 
 

4

, 1

4 4

1 3 2 4

1 1

M

m

a b

i j
x x

i ie e e e

i m i a i b

i i
x x

d x d x
g x x Q Q x Q Q

dx dx

 
  




 


  



      
            
         



 

 

   (2.82) 

 

denklemi elde edilir. Eleman hareket denklemini temsil eden diferansiyel denklem 

 

        
2

2
[M ] [B ] [K ] K F

e e
e e e e e e e e

N

d d

dt dt

    
            

   
  (2.83) 

 

şeklinde yazılabilir. Buradaki eleman matrisleri ve kuvvet vektörü EK-2’deki gibi 

tanımlanmaktadır. Elde edilen bu denklem kiriş üzerindeki her bir elemanın 

hareketini temsil etmektedir. Kiriş hareket denklemi; her bir alt elemanın hareketini 

temsil eden adi diferansiyel denklemlerin birleştirilmesi (ortak düğüm noktalarının 

birleştirilmesi) ile oluşturulur. Eleman matrisleri (kütle, sönüm, yay) ve kuvvet 

vektörü kullanılarak sistem matrisleri ve sistem kuvvet vektörü sırasıyla aşağıda 

gösterildiği gibi oluşturulur. 



28 

 

  

1 1 1 1

11 12 13 14

1 1 1 1

21 22 23 24

1 1 1 2 1 2

31 32 33 11 34 12

1 1 1 2 1 2

41 42 43 21 44 22

N

44

K K K K 0

K K K K 0

K K K +K K +K 0
K

K K K +K K +K 0

0

0 0 0 0 K

 
 
 
 

  
 
 
 
  

  (2.84) 

 

  

1

1

1

2

1 2

3 1

1 2

4 2

N

4

F

F

F F
F

F F

F

 
 
 
 

 
  

 
 
 
  

  (2.85) 

  

Sistem matrislerinin ve kuvvet vektörünün oluşturulmasıyla Euler-Bernoulli kirişinin 

hareket denklemi 

 

       
2

2
[M] [B] [K] K FN

d d

dt dt

   
        

  
  (2.86) 

 

olarak düzenlenir.  

 

Denklem (2.86)’deki zamana bağlı türev ifadeleri Türevsel Kareleştirme yöntemi 

uygulanarak ayrıklaştırılabilir. Türevsel Kareleştirme yöntemine göre bir bağımsız 

değişkenin it  noktasındaki r. mertebe türevi, 

 

 
 

 
r

r

r
0

m
i

ij j

j

d t
A t

dt 


    (2.87) 

 

formülüne göre hesaplanır. Buradaki it , jt , m  ve ijA  terimleri sırasıyla zaman 

noktaları, toplam zaman noktası sayısı ve ağırlık katsayılarıdır. Formülde yer alan 

zaman noktaları ve
ijA  ağırlık katsayıları ise sırasıyla aşağıdaki gibi hesaplanır.  
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 1 cos   0,1,2,.....,
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  
    
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  (2.88) 
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 
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  



 










  (2.89) 

 

Denklem (2.88)’de yer alan T  sembolü hareketli kütlenin kiriş üzerinde kaldığı 

toplam süreyi temsil etmektedir. Denklem (2.89)’a göre   değişkeninin zamana göre 

birinci ve ikinci mertebe türevleri matris formunda aşağıdaki gibi yazılabilir. 

 

 

 

 
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      

  (2.90) 
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   
     
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   
   
    

 
 
  

  (2.91) 

 

Euler-Bernoulli kirişinin başlangıç şartları göz önüne alınarak (2.90) ve (2.91) 

denklemleri şu şekilde düzenlenir. 
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  (2.92) 
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   (2.93) 

 

İleride yapılacak işlemlerde kolaylık sağlaması için  
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ve özel bir matris çarpım algoritması    tanımlanabilir[9]. Tanımlanan bu 

algoritmaya göre iki matris aşağıdaki gibi çarpılır  
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 

              
 
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  (2.95) 

 

Yapılan bu iki tanımlamaya göre Denklem (2.86) 
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      2 [M] [B] [K] K FNG G         (2.96) 

 

olarak düzenlenir. Ayrıklaştırılmış nonlineer hareket denkleminin sayısal çözümü 

Direkt İterasyon yöntemi ile yapılabilir[12]. Direkt İterasyon yöntemi ile çözümde, 

ilgilenilen denklem 

 

       
1r 1 2 r[M] [B] [K] K F , r 1,2,3,........NG G


             (2.97) 

 

olarak düzenlenir.  Bu denklemde yer alan r  sembolü, iterasyon numarasını temsil 

etmektedir. İteratif çözümün başlatılabilmesi için bir  
1

 vektörünün önerilmesi 

gerekir. Bu vektör Denklem (2.96)’nın lineer çözümü olarak önerilebilir.  

 

      
11 2 [M] [B] [K] FG G


        (2.98) 

 

 Başlangıç vektörünün belirlenmesinin ardından iterasyon numarası birer 

arttırılarak çözüm gerçekleştirilir. İterasyonlar tekrarlanırken  
r

  ve  
r+1

  

vektörleri arasında hata analizi yapılır. Her bir iterasyondan sonra yapılan hata 

analizinde ortaya çıkan en büyük mutlak hata %1’den küçük ise iteratif çözüm 

sonlandırılır. Eğer mutlak hata %1’den büyük ise iteratif çözüme devam edilir. 

 

2.1.5. Euler Bernoulli Kirişine Ait Uygulamalar 

Bu bölümde hareketli kütle etkisi altındaki nonlineer Euler-Bernoulli kirişinin 

3
E=200 GPa, =7850 ,

kg

m
  L=6 , m  b=0.03 ,m =0.05 h m  ve 0v =10

m

sn
 değerleri 

kullanılarak yapılan analitik ve sayısal çözümleri, Song ve ark.[9] tarafından 

kullanılan yöntemler ile elde edilen sonuçlar ile karşılaştırılmıştır. Sonuçların 

tutarlılığı gösterilmiş ve farklı kütle oranları için Euler-Bernoulli kirişinin analitik ve 

sayısal çözümleri karşılaştırılmıştır. 
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                 Şekil 2.4: Lineer Euler-Bernoulli kirişinin orta noktasının hareketi 

 M=3 , 0.085kg    

 

Çözüm metotlarının karşılaştırıldığı yukarıdaki grafiğe bakıldığında tüm 

çözümlerin birbirleri ile tutarlı sonuçlar verdiği görülmektedir. Yukarıdaki grafikte 

yer alan RR (Rayleigh-Ritz) olarak tanımlanan grafik Song ve ark.[9] kullandığı 

yöntem ile elde edilen sonuçları göstermektedir. 
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Şekil 2.5: Lineer Euler-Bernoulli kirişinin mod yapısı  M=3 , 0.5, 0.085kg t    

 

Şekil 2.5’de lineer Euler-Bernoulli kirişinin analitik ve sayısal analizi ile elde 

edilen mod yapısı yer almaktadır. Boyutsuz zamanın 0.5 olduğu anda kirişin mod 

yapısını veren analitik ve sayısal çözümlerin çakıştığı görülmektedir. 

 

 

Şekil 2.6: Nonlineer Euler-Bernoulli kirişi için yakınsama analizi 
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Yukarıdaki şekil sayısal analizde kullanılan eleman sayısına bağlı olarak kirişin orta 

noktasının hareketinin nasıl değiştiğini göstermektedir. Eleman sayısının artmasıyla 

çözümlerin belirli bir eğriye yaklaştığı görülmektedir. 

 

 

 

            Şekil 2.7: Nonlineer Euler-Bernoulli kirişinin orta noktasının hareketi 

 M 3 , 0.085kg    
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                        Şekil 2.8: Nonlineer Euler-Bernoulli kirişinin mod yapısı 

 M 3 , 0.5, 0.085kg t     

 

 

 

             Şekil 2.9: Nonlineer Euler-Bernoulli kirişinin orta noktasının hareketi 

 M 5 , 0.14kg    
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                      Şekil 2.10: Nonlineer Euler-Bernoulli kirişinin mod yapısı 

 M 5 , 0.5, 0.14kg t     

 

 

 

            Şekil 2.11: Nonlineer Euler-Bernoulli kirişinin orta noktasının hareketi 

 M 7 , 0.2kg    
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                        Şekil 2.12: Nonlineer Euler-Bernoulli kirişinin mod yapısı   

 M 7 , 0.5, 0.2kg t     

 

Farklı kütle oranları için yapılan analitik ve sayısal çözümlerin 

karşılaştırıldığı Şekil 2.7-2.12 grafiklerine bakıldığında, küçük kütle oranları için 

analitik ve sayısal çözümlerin birbiri ile uyumlu sonuçlar verdiği görülmektedir. 

Bunun yanında kütle oranının artmasıyla analitik ve sayısal çözümler birbirinden 

uzaklaşmaktadır. 

  

2.2. Fonksiyonel Derecelendirilmiş Kiriş 

Fonksiyonel derecelendirilmiş kiriş modelinde, kiriş yüksekliği boyunca 

mekanik ve fiziksel özellikler değişmektedir. Fonksiyonel derecelendirilmiş kiriş 

probleminde, yoğunluk ve elastisite modülünün kesit yüksekliği boyunca değişimini 

temsil eden fonksiyonlar sırasıyla aşağıda verilmiştir[10]. 
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Bu denklemlerde yer alan , ,T B TE   ve BE  sırasıyla kirişin üst yüzeyindeki 

malzemenin yoğunluğunu, alt yüzeyindeki malzemenin yoğunluğunu, üst 

yüzeyindeki malzemenin elastisite modülü ve alt yüzeyindeki malzemenin elastisite 

modülünü temsil etmektedir.  

 

 

 

Şekil 2.13: Fonksiyonel derecelendirilmiş kirişin kesiti boyunca değişen mekanik 

özelliklerin dağılımı  1k   

 

Şekil 2.13’deki b  ve h  sembolleri sırasıyla kiriş kesitinin genişliğini ve yüksekliğini 

tamsil etmektedir. 

 

2.2.1. Hareket Denkleminin Lagrange Enerji Metodu İle Bulunması 

Fonksiyonel derecelendirilmiş kirişe ait hareket denkleminin Lagrange enerji 

metodu ile bulunabilmesi için iş ve enerji terimlerinin hesaplanması gerekir. Kirişin 

hareketinden kaynaklanan kinetik enerjisi, kiriş üzerinde depolanan potansiyel enerji 

ve dış kuvvetin yaptığı iş sırasıyla şu şekilde hesaplanır. 
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Kiriş üzerinde depolanan potansiyel enerjiyi veren yukarıdaki denklemin z  bağımsız 

değişkenine göre integralinin alınabilmesi için  
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  (2.103) 

 

değişken dönüşümü yapılabilir. Yapılan bu dönüşüme göre integralin sınırları 
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  (2.104) 

 

olarak belirlenir. Yapılan değişken dönüşümüne göre potansiyel enerji denklemi 

aşağıdaki gibi düzenlenir. 
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Düzenlenen bu integralin değeri aşağıdaki adımlar izlenerek bulunur. 
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Hareketli kütlenin yaptığı işte herhangi bir değişiklik olmadığından bu terim 

Denklem (2.7)’deki gibidir. Enerji terimleri kullanılarak fonksiyonel 

derecelendirilmiş kirişe ait sistem Lagrangian’ı Denklem (2.1)’e göre yazılır. 
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Denklem (2.9) uygulanarak fonksiyonel derecelendirilmiş kiriş probleminin hareket 

denklemi aşağıdaki gibi bulunur. 
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2.2.2. Hareket Denkleminin Boyutsuzlaştırılması 

Bu bölümde hareketli kütle altındaki fonksiyonel derecelendirilmiş kirişe ait 

hareket denklemi boyutsuz hale getirilecektir. Boyutlu hareket denklemi aşağıdaki 

gibi düzenlenmiştir. 
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Denklemin boyutsuzlaştırılması için kullanılacak durum değişkenleri ve sistem 

parametreleri Denklem (2.16)’daki gibidir ( 0T  hariç). Denklem (2.109)’da, zaman 

değişkeninin boyutsuz hale getirilmesinde kullanılan keyfi zaman sabiti 
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olarak seçilmiştir. Denklem (2.16)’daki boyutsuz değişkenler ve Denklem (2.110) 

kullanılarak Denklem (2.109) aşağıdaki gibi düzenlenir. 
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Başlangıç ve sınır şartlarının boyutsuz halleri sırasıyla Denklem (2.18) ve (2.19)’daki 

gibidir. 

 

2.2.3. Hareket Denkleminin Perturbasyon Yöntemi İle Çözümü 

Bu bölümde fonksiyonel derecelendirilmiş kirişe ait hareket denkleminin 

Perturbasyon metodu ile çözümü yapılacaktır. Bu çözümünde izlenecek adımlar 

Euler-Bernoulli kirişinin çözümünde uygulanan adımlar ile aynıdır. 

 

Kiriş modellerinde sınır şartları aynı olduğundan Euler-Bernoulli kirişi için 

elde edilen Denklem (2.28)’deki mekân çözümü fonksiyonel derecelendirilmiş kiriş 

problemi için de kullanılabilir. Bununla birlikte fonksiyonel derecelendirilmiş kiriş 

probleminin genel çözümü olarak Denklem (2.29) önerilebilir. Galerkin metodu 

uygulanarak Denklem (2.111)’den aşağıdaki adi diferansiyel denklem elde edilir. 
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Yukarıdaki denklemde yer alan integral ifadelerinin bir tanesi hariç diğerleri 

önceki bölümlerde hesaplanmıştı. Denklem (2.112)’da ikinci dereceden (kuadratik) 

nonlineer terimin önünde yer alan integral şu şekilde çözülür. 
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  (2.113) 

 

Denklem (2.113)’ün paydasında yer alan 2n m  teriminin sıfıra eşit olması halinde 

integralin çözümü sonsuza gitmektedir. Bundan dolayı pratik bir çözüm elde 

edilememektedir. Fakat tek mod çözümü dikkate alınarak pratik bir çözüm elde 

edilebilir[13]. Tek mod çözümü dikkate alındığında bu integralin değeri 
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3

n
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 
  (2.114) 

 

 olarak bulunur. Böylelikle fonksiyonel derecelendirilmiş kirişin zaman 

fonksiyonunu belirleyecek olan boyutsuz adi diferansiyel denklem  
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   (2.115) 

 

olarak düzenlenebilir. Yukarıdaki denklemde yer alan boyutsuz katsayılar EK-1’de 

gösterilmektedir. 

 

Fonksiyonel derecelendirilmiş nonlineer kiriş probleminin zaman fonksiyonu 

Denklem (2.115)’nin çözülmesi ile bulunur. Zaman fonksiyonunun çözümü olarak 

Denklem (2.42) önerilebilir. Önerilen bu denklem, (2.115)’de yerine yazılarak 

mertebe ayrıştırması yapılır ve aşağıdaki denklemler elde edilir. 
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Yapılan mertebe ayrıştırması sonucu ilk mertebede yer alan denklemin 

çözümü, Denklem (2.48)’in ilk mertebe çözümü ile aynıdır. Bu yüzden 
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olmak üzere   mertebesinin çözümü, 
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       1 1 2 0 0 1 2 1 0, sin , sinn n n n nq a T T T T T C T       (2.118) 

 

şeklindedir. Elde edilen   mertebe çözümünden yararlanılarak 2  mertebe 

diferansiyel denklemi aşağıdaki gibi düzenlenir.  
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İkinci mertebede yer alan seküler terimlerin yok edilmesi, 

 

  
2 2 2 2

0 0
1 1 1

0 04 4

n n
n nD T T

 
 

 

 
       (2.120) 

 

  1 10 0n nD a a T     (2.121) 

 

eşitliklerinin sağlanması ile mümkündür. Seküler terimlerin belirtilen eşitlikler 

yardımıyla yok edilmesinin ardından ikinci mertebe denklemin homojen ve özel 

çözümlerinin bulunması gerekir. Denklemin homojen çözümü, 
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formundadır. Özel çözüm için, 
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şeklinde bir çözüm önerilerek 2  mertebesindeki diferansiyel denklemin homojen 

kısmında yerine yazılır ve özel çözümün sabit katsayıları bulunur. Bulunan katsayılar 

EK-1’de verilmektedir. Özel çözümün katsayılarının bulunmasıyla 2  

mertebesindeki 2nq  fonksiyonunun genel çözümü, 
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olarak bulunur. Başlangıç şartları uygulanarak genel çözümde yer alan nd  ve 
ne  

katsayıları bulunur. 
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İlk iki mertebeden elde çözümler kullanılarak 3  mertebesindeki diferansiyel 

denklem aşağıdaki gibi düzenlenir. 
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3  mertebe adi diferansiyel denklemde sadece seküler terimler açık olarak 

yazılmıştır. Bunun nedeni genlik ve faz terimlerinin zaman bağımlılıkları belirlemek 

ve gereksiz işlemlerden kaçınmaktır. Denklem (2.127)’de kosinüs teriminin yok 

edilmesi, 

 

 2 0nD a    (2.128) 

 

şartının sağlanmasına bağlıdır. Bu şart 
na  bağımlı değişkeninin 2T  zaman 

bağımlılığının olmadığı göstermektedir. Dolayısıyla, 

 

 0n na a   (2.129) 

 

eşitliği yazılabilir. Diğer seküler terimin yok edilmesi 
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şartının sağlanmasına bağlıdır. Bu şartın sağlanması ile faz teriminin 
2T  zaman 

bağımlının olup olmadığı belirlenir. 
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Bu eşitlikte faz teriminin 2T  bağımlılığının olduğu görülmektedir. Son mertebedeki 

seküler terimlerin yok edilmesiyle nonlineer kiriş probleminin genel çözümü 

aşağıdaki gibi bulunur. 
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Bulunan çözümün geçerliliği (2.77)’deki geçerlilik kriterinin sağlanmasına bağlıdır. 

 

2.2.4. Hareket Denkleminin Sayısal Çözümü 

 Fonksiyonel derecelendirilmiş kiriş elemanın (Şekil 2.2’deki sonlu eleman 

modeli) yer değiştirme fonksiyonu Denklem (2.81) ve  i x  ağırlık fonksiyonu 

olmak üzere, Denklem (2.108)’in zayıf formu aşağıdaki gibi bulunur. 
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Elde edilen zayıf form matrisel yapıda yazılabilir. 

 

         
2

2
[M ] [B ] [K ] K F

e e
e e e e e e e e

N

d d
t

dt dt

    
            

   
  (2.134) 

 

 Yukarıdaki denklemde yer alan eleman matrisleri ve kuvvet vektörü EK-2’de 

verilmiştir. Eleman matrisleri Denklem (2.84)’deki gibi birleştirilerek sistem 

matrisleri, eleman kuvvet vektörleri de Denklem (2.85)’deki gibi birleştirilerek 

sistemin kuvvet vektörü elde edilir. Bununla birlikte birinci ve ikinci türevlerin 

Denklem (2.92) ve (2.93)’deki açılımları kullanılarak (2.134) numaralı denklem 

aşağıdaki hale indirgenir. 

 

         2 [M] [B] [K] K FNG G t             (2.135) 

 

Ayrıklaştırılmış nonlineer denklem ile (2.96) numaralı denklem aynı yapıda olup 

Direkt İterasyon yöntemi ile çözülebilir. 
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2.2.5. Fonksiyonel Derecelendirilmiş Kirişe Ait Uygulamalar 

Bu bölümde fonksiyonel derecelendirilmiş lineer ve nonlineer kiriş 

probleminin çeşitli yöntemler ile elde edilen sonuçları karşılaştırılacaktır.  

 

İlk olarak parametreleri E =390 GPa,T  E =210 GPa,B  
3

 =3960 ,T

kg

m
  

3
 =7800 ,B

kg

m
 0v 197 ,

m

sn
  L=20 , m b=0.4 ,m =0.9 h m  ve 100P kN  olan 

hareketli yük etkisi altındaki basit-basit sınır şartlarına sahip fonksiyonel 

derecelendirilmiş lineer kirişin sonlu elemanlar ve Rayleigh-Ritz metodları ile 

çözümleri karşılaştırılacaktır[8]. 

 

 

 

Şekil 2.14: Sonlu elemanlar ve Rayleigh-Ritz yöntemlerinin karşılaştırılması 

 

Yukarıdaki grafikte parametreleri verilen fonksiyonel derecelendirilmiş kirişin 

dinamik analiz sonuçları gösterilmiştir. Problemin zaman çözümü için türevsel 

kareleştirme metodu kullanılmıştır. Mekân çözümü için Sonlu Elemanlar ve 

Rayleigh-Ritz metodu kullanılarak her iki çözüm karşılaştırılmış ve çözümlerin 

birbirine yakın sonuçlar verdiği gösterilmiştir. 
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İkinci olarak hareketli kütle etkisi altındaki fonksiyonel derecelendirilmiş 

nonlineer kirişin E =200 GPa,T  E =70 GPa,B  
3

 =7850 ,T

kg

m
  

3
 =2770 ,B

kg

m
  

0v 20 ,
m

sn
  L=5 , m b=0.04 m  ve =0.05 h m  için elde edilen analitik ve sayısal 

çözümleri farklı kütle oranları için karşılaştırılmıştır. 

 

 

 

Şekil 2.15: Fonksiyonel derecelendirilmiş lineer kirişin orta noktasının hareketi 

 M=2 , 0.075kg    
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               Şekil 2.16: Fonksiyonel derecelendirilmiş lineer kirişin mod yapısı 

 M=2kg, 0.5, 0.075t    

 

 

 

Şekil 2.17: Fonksiyonel derecelendirilmiş nonlineer kirişin orta noktasının hareketi 

 M=2 , 0.075kg    
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Şekil 2.18: Fonksiyonel derecelendirilmiş nonlineer kirişin mod yapısı 

 M=2 , 0.5, 0.075kg t    

 

 

 

Şekil 2.19: Fonksiyonel derecelendirilmiş nonlineer kirişin orta noktasının hareketi  

 M=3 , 0.113kg    
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Şekil 2.20: Fonksiyonel derecelendirilmiş nonlineer kirişin mod yapısı 

 M=3 , 0.5, 0.113kg t    

 

 

 

Şekil 2.21: Fonksiyonel derecelendirilmiş nonlineer kirişin orta noktasının hareketi 

 M=5 , 0.19kg    
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Şekil 2.22: Fonksiyonel derecelendirilmiş nonlineer kirişin mod yapısı 

 M=5 , 0.5, 0.19kg t    

 

Nonlineer çözümlerin karşılaştırıldığı grafiklere bakıldığında küçük 

perturbasyon parametreleri    için analitik ve sayısal çözümlerin birbirine yakın 

sonuçlar verdiği görülmektedir. Fakat perturbasyon parametresinin artmasıyla 

analitik ve sayısal çözümler birbirinden uzaklaşmaktadır. 

 

2.3. Viskoelastik Kiriş 

Şekil değiştiren cisimlerin analizinde çözümleri kolaylaştırmak için ideal 

cisim kabulleri yapılır. Viskoelastik malzeme kabulünde, malzemenin elastik 

özelliğinin yanında sönüm özelliği de dikkate alınır. Literatürde Kelvin, Maxwell vb. 

çeşitli viskoelastik cisim kabulleri mevcuttur. Bu çalışma kapsamındaki viskoelastik 

kiriş problemi için Kelvin-Voight modeli referans alınmıştır[11]. 
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Şekil 2.23: Kelvin-Voight modeli [11] 

 

Şekil 2.23’de   sembolü viskozite katsayısıdır. 

 

2.3.1. Hareket Denkleminin Lagrange Enerji Metodu İle Bulunması 

Viskoelastik kirişe ait hareket denkleminin Lagrange metoduyla bulunması, 

elastik kirişe göre farklılık göstermektedir. Viskoelastik kirişin hareket denklemi, 

Denklem (2.9) kullanılarak bulunamaz. Viskoelastik kirişe ait hareket denkleminin 

Lagrange metodu ile bulunabilmesi için Denklem (2.9)’da aşağıdaki gibi bir 

değişiklik yapılması gerekir[2].  

 Q
t w w

   
  

   
  (2.136) 

 

Denklem (2.136)’in sağ tarafında yer alan Q  terimi korunumsuz kuvveti (viskoz 

kuvvet) ifade eder ve şu şekilde hesaplanır. 
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Sistem Lagrangian’ı korunumlu iş ve enerji terimlerini içerdiğinden 

viskoelastik kirişin sistem Lagrangian’ı, Euler–Bernoulli kirişininki ile aynıdır. 

Sistem Lagrangian’ı ve korunumsuz kuvvetler kullanılarak Denklem (2.136) 

uygulanır ve hareketli kütle etkisi altındaki viskoelastik kirişe ait hareket denklemi 

aşağıdaki gibi bulunur. 
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  (2.138) 

 

2.3.2. Hareket Denkleminin Boyutsuzlaştırılması 

Viskoelastik kirişe ait hareket denkleminin perturbasyon yöntemi ile 

çözümüne geçmeden önce hareket denklemi boyutsuzlaştırılacaktır. Durum 

değişkenlerinin boyutsuzlaştırılmış halleri ve boyutsuzlaştırma için kullanılan 

parametreler ( 0T hariç) Denklem (2.16)’da verilmektedir. Keyfi zaman sabiti de, 

 

 
2

0 4 4

2 L
T

3 n



 
  (2.139) 
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olarak seçilmiştir. Viskoelastik kirişin hareketini temsil eden boyutlu hareket 

denklemi aşağıdaki gibi düzenlenmiştir.  
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                          (2.140) 

 

Denklem (2.16)’daki durum değişkenleri, Denklem (2.139)’deki zaman sabiti ve 

boyutsuz türev terimleri kullanılarak viskoelastik kirişe ait hareket denklemi 

aşağıdaki gibi düzenlenir. 
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  (2.141) 

 

2.3.3. Hareket Denkleminin Perturbasyon Yöntemi İle Çözümü 

Viskoelastik kiriş hareket denkleminin genel çözümü olarak Denklem (2.29) 

önerilebilir. Önerilen bu fonksiyon kullanılarak Galerkin metodu uygulanır ve 

hareket denkleminin mekân bağımlılığı ortadan kaldırılarak zamana bağlı adi 

nonlineer diferansiyel denklem elde edilir.  
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  (2.143) 

 

Denklem (2.143) boyutsuz olarak aşağıdaki gibi düzenlenebilir. 
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  (2.144) 

 

Yukarıdaki boyutsuz denklemde yer alan boyutsuz katsayılar EK-1’de 

gösterilmektedir. 
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Problemin zaman çözümü için Denklem (2.42)’deki gibi bir çözüm önerilir 

ve önerilen çözüm Denklem (2.144)’de yerine yazılarak aşağıdaki üç mertebe elde 

edilir. 
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 (2.145) 

 

Görüldüğü üzere ilk mertebe denklemi homojen olmayan adi bir diferansiyel 

denklemdir. Denklemin homojen çözümü için, 

 

 0

1
ns T

n hq e   (2.146) 

  

şeklinde bir çözüm önerilir. Önerilen çözüm, diferansiyel denklemin homojen 

kısmında yerine yazılarak 
ns  katsayıları aşağıdaki gibi bulunur.  
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Bulunan ns  katsayıları için 2 24 0n    kabulü yapılır ve 

 

 

2 2

0

4
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n

n i
 

 
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      (2.148) 

tanımlamaları dikkate alınır ise ns  katsayıları, 

 



61 

 

 12 0n ns i     (2.149) 

 

olarak yazılabilir. Böylelikle birinci mertebe diferansiyel denklemin homojen 

çözümü aşağıdaki gibi bulunur. 

 

         0

1 1 2 0 0 1 2 0 0, sin , cos
T

n h n n n nq e a T T T b T T T
      (2.150) 

 

Birinci mertebe denklemin özel çözümü olarak da, 

 

    1 1 0 2 0sin cosn ö n n n nq C T C T      (2.151) 

 

denklemi önerilir ve önerilen bu çözüm diferansiyel denklemin homojen kısmında 

yerine yazılarak nC  katsayıları bulunur. 
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   (2.152) 

 

Denklem (2.152) matris formunda yazılarak sabit katsayılar kolaylıkla bulunabilir. 
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  (2.153) 
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  (2.154) 
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Özel çözümün katsayılarının bulunmasıyla birlikte   mertebesindeki diferansiyel 

denklemin genel çözümü, 

 

            0
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   (2.157) 

 

olarak elde edilir. Başlangıç şartları kullanılarak genel çözümdeki bilinmeyen 

katsayılar aşağıdaki gibi bulunur. 
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  mertebe çözümü kullanılarak 2  mertebesindeki diferansiyel denklem 

aşağıdaki gibi düzenlenir. 
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  (2.160) 

 

Seküler terimlerin yok edilebilmesi için  
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  (2.161) 

   

denklem sisteminin çözülmesi gerekir. Elde edilen diferansiyel denklem sisteminde,  
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tanımlamaları yapılarak Denklem (2.161)  
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  (2.163) 

 

olarak düzenlenir. Denklem (2.163)’ün çözümü için bağımlı 
na ve nb  değişkenlerini 

temsil eden  

 

 1 1

1 2,
T T

n n n na A e b A e 
    (2.164) 

 

denklemleri önerilebilir. Önerilen bu denklemlerde yer alan 1 2,n nA A  ve   sabit 

katsayılardır. Bu denklemler Denklem (2.163)’de yerine yazılarak aşağıdaki iki 

denklem elde edilir. 
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Bu iki denklem matris formunda  
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  (2.166) 

 

olarak yazılabilir. Denklem (2.165)’deki lineer denklem sisteminin basit ve basit 

olmayan iki çözümü mevcuttur. 
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Denklem (2.167)’de yer alan determinantın sıfıra eşit olmaması durumu statik 

problemi temsil etmektedir. Bu yüzden ikinci durum dikkate alınarak   katsayıları  
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olarak bulunur.   katsayılarının bulunmasıyla birlikte 
na  ve nb  bağımlı değişkenleri 

ve başlangıç şartları aşağıdaki gibi yazılabilir.   
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  (2.169) 

 

Denklem sisteminin çözümüyle dört bilinmeyenli iki denklem elde edilir. Burada 

yine denklem sayısı ile bilinmeyen sayısının uyumsuzluğu söz konusudur Fakat 

çözümlerdeki 
nA  genlikleri arasında birtakım bağımlılıklar söz konusu olur ise 

denklem sisteminin bir çözümü bulunabilir. Bu bağımlılıklar  ‘nın farklı değerleri 

için şu şekilde gösterilir.  

 

na  ve nb  denklemlerinde 1ni     için 11nA  ve 21nA  arasındaki ilişki aşağıdaki 

gibidir 
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Yine aynı denklemlerde 1ni     için 12nA  ve 22nA  arasındaki ilişki, 
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şeklinde gösterilebilir. Denklem (2.170) ve (2.171)‘den elde edilen sonuçlar 

kullanılarak 
na  ve nb  katsayıları matris formunda  
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  (2.172) 

 

şeklinde yazılır. Denklem (2.172)’de 11nA ve 21nA  belirsiz katsayılardır. Bu belirsiz 

katsayılar başlangıç şartları kullanılarak bulunabilir. 
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Bulunan katsayılar Denklem (2.172)’de yerine yazılarak 
na  ve nb  denklemleri 

aşağıdaki gibi düzenlenir. 
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Elde edilen bu denklemler trigonometrik eşitlikler şeklinde yazılabilir. 
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  (2.175) 

 

Böylelikle na  ve nb genliklerin 1T  zaman bağımlılıkları hesaplanarak seküler terimler 

yok edilmiştir. Seküler terimlerin yok edilmesiyle Denklem (2.160) düzenlenerek 

homojen ve özel çözüm bulunabilir. 
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İkinci mertebe diferansiyel denklemin homojen çözümü doğrudan, 
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yapısındadır. Özel çözüm için de  
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denklemi önerilebilir. Önerilen özel çözüm ikinci mertebenin homojen kısmında 

yerine yazılarak bilinmeyen nC  katsayıları bulunur (EK-1). 

 

Homojen ve özel çözümlerin bulunmasıyla birlikte ikinci mertebe diferansiyel 

denklemin genel çözümü, 
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olarak bulunur. Genel çözümde yer alan nd  ve 
ne  katsayıları ikinci mertebe 

diferansiyel denklemin başlangıç şartları kullanılarak bulunur. 
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İlk iki mertebeden elde edilen çözümler son mertebede yerine yazılarak 3  

mertebesindeki diferansiyel denklem aşağıdaki gibi düzenlenir. 
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Düzenlenen bu denklemde sadece seküler terimler açık olarak yazılmıştır. 

Bunun nedeni genlik ve faz terimlerinin zaman bağımlılıklarını belirlemektir. 

Denklem (2.182)’deki nR  ve nS  katsayıları aşağıdaki gibi tanımlanmıştır. 

 

    
2 22 2 2 2

0 0 0 02 , 2n n n n n n n nR S                 (2.183) 
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2 0nD    kabulü ile son mertebenin seküler terimleri aşağıdaki iki eşitliğin 

sağlanması ile yok edilebilir. 
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Seküler terimleri yok etmek için sağlanması gereken (2.184) ve (2.185) 

denklemlerinde aşağıdaki tanımlamalar yapılabilir. 
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Denklemler sırasıyla aşağıdaki gibi düzenlenir. 
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Denklem (2.188)’de verilen denklem sisteminde 1T  ve 2T ‘ye göre türevler 

mevcuttur. Dolayısıyla zaman bağımlılıklarının ayrı ayrı çözülmesi gerekir. 1T  ve 

2T zaman bağımlılıklarının bulunabilmesi için 
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denklem sistemlerinin çözülmesi gerekir. Her iki denklem sistemi de Denklem 

(2.163) ile benzer yapıdadır. Dolayısıyla Denklem (2.163)’ün çözümü için izlenen 

yol ile Denklem (2.189) ve (2.190)’nın çözümü için izlenecek yol aynıdır. Yapılan 

çözümler ile  1nd T ,  1ne T ,  2na T  ve  2nb T  genlikleri aşağıdaki gibi bulunur. 
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Son mertebedeki seküler terimlerin yok edilmesiyle birlikte hareketli kütle etkisi 

altındaki boyutsuz nonlineer viskoelastik kiriş probleminin genel çözümü aşağıdaki 

gibi elde edilmiş olur. 
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Elde edilen bu çözümün geçerliliği (2.77)’de yer alan geçerlilik kriterinin 

sağlanmasına bağlıdır. 

 

2.3.4. Hareket Denkleminin Sayısal Çözümü 

Bu bölümde viskoelastik kiriş problemine ait hareket denkleminin sayısal 

çözümü yapılacaktır. Viskoelastik kiriş Şekil 2.2’deki gibi ayrıklaştırılabilir. 

Denklem (2.81)’deki yer değiştirme ve  i x  ağırlık fonksiyonu kullanılarak 

Denklem (2.138)’in zayıf formu aşağıdaki gibi bulunur. 
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   (2.194) 

 

 

Elde edilen zayıf formda, 
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  (2.195) 

 

tanımlamaları yapılarak Denklem (2.194) aşağıdaki gibi düzenlenir. 
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 (2.196) 

 

Düzenlenen bu denklem matris formunda yazılabilir.  

 

    
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d d
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   
  (2.197) 

 

Eleman matrisleri ve kuvvet vektörü EK-2’deki gibi tanımlanmaktadır. Kiriş 

üzerindeki herhangi bir eleman için elde edilen bu denklem kullanılarak Denklem 

(2.84) ve (2.85)’deki gibi sistem matrisleri ve kuvvet vektörü oluşturulur. Sistem 

matrislerinin ve kuvvet vektörünün elde edilmesiyle, viskoelastik kiriş probleminin 

hareketini temsil eden denklem,   

 

              
2
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M B B K K FN N

d d

dt dt
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              

  
  (2.198) 

 

olarak yazılabilir. Yukarıdaki denklemde zamana göre birinci ve ikinci türev ifadeleri 

yer almaktadır. Bu denklemin çözülebilmesi için zamana göre türev ifadelerinin 

çözülmesi gerekir. Zamana göre birinci ve ikinci türev ifadeleri Türevsel 
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Kareleştirme yöntemine göre (başlangıç koşulları dikkate alınarak) sırasıyla 

Denklem (2.92) ve (2.93)’deki gibi hesaplanır. Denklem (2.94)’deki matris 

tanımlamasına göre Denklem (2.198) aşağıdaki gibi düzenlenir. 

 

              2 M B B K K FN NG G                  (2.199) 

 

olarak yazılır. Ayrıklaştırılmış bu denklem ile (2.96) numaralı denklem benzer 

yapıdadır. Dolayısıyla iki denklemin çözümü de benzerdir. 

 

2.3.5. Viskoelastik Kiriş Problemine Ait Uygulamalar 

Bu bölümde hareketli kütle etkisi altındaki nonlineer viskoelastik kirişin 

E=200 GPa,  
3

 =7850 ,
kg

m
  8=4.10  ,

kg

msn
 0v 15

m

sn
  L=6 , m b=0.025 m  ve 

=0.05 h m  değerleri kullanılarak bulunan analitik ve sayısal çözümler farklı kütle 

oranları için karşılaştırılmıştır. 

 

 

 

Şekil 2.24: Lineer viskoelastik kirişin orta noktasının hareketi  M 1 , 0.034kg    
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Şekil 2.25: Lineer viskoelastik kirişin mod yapısı  M 1 , 0.034kg    

 

 

 

Şekil 2.26: Nonlineer viskoelastik kirişin orta noktasının hareketi. 

 M 1 , 0.034kg    
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Şekil 2.27: Nonlineer viskoelastik kirişin mod yapısı  M 1 , 0.5, 0.034kg t     

 

 

 

Şekil 2.28: Nonlineer viskoelastik kirişin orta noktasının hareketi  M 3 , 0.1kg    
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Şekil 2.29: Nonlineer viskoelastik kirişin mod yapısı   M 3 , 0.5, 0.1kg t     

 

 

 

Şekil 2.30: Nonlineer viskoelastik kirişin orta noktasının hareketi 

 M 5 , 0.17kg    
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Şekil 2.31: Nonlineer viskoelastik kirişin mod yapısı  M 5 , 0.5, 0.17kg t     

 

Nonlineer çözümlerin karşılaştırıldığı grafiklere bakıldığında küçük perturbasyon 

parametreleri    için analitik ve sayısal çözümlerin birbirine yakın sonuçlar verdiği 

görülmektedir. Fakat perturbasyon parametresinin artmasıyla analitik ve sayısal 

çözümler birbirinden uzaklaşmaktadır. 
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3. HAREKETLİ KÜTLE ETKİSİ ALTINDAKİ PLAKLARIN TİTREŞİMİ 

Equation Section (Next) 

Bu bölümde hareketli kütle etkisi altındaki çeşitli plak türlerinin dinamik 

davranışları analitik ve sayısal olarak incelenecektir. Plak hareket denklemleri burada 

da Lagrange yöntemi kullanılarak hesaplanacak ve bulunan hareket denklemlerin 

analitik ve sayısal çözümleri yapılacaktır. Plak problemlerinin çözümünde, kiriş 

problemlerinin çözümünde kullanılan yöntemler kullanılacaktır.  

 

 

 

Şekil 3.1: Hareketli kütle etkisi altındaki plak modeli 

 

Şekil 3.1’de hareketli kütle etkisi altındaki plak modeli gösterilmektedir. 

Kiriş modelinde olduğu gibi burada da 0v  sabit hızı temsil etmektedir. Sırasıyla 

L , W , h  sembolleri plak boyunu, genişliğini ve plak kalınlığını temsil etmektedir. 

Şekilde görüldüğü üzere plak yapının her bir kenarına bir numara verilmiştir. Bu 

numaralar sınır şartlarının gösterilmesinde kullanılacaktır. İlgilenilen plak 

modellerinin tümünde 1,2,3 ve 4 numaralı kenarlar basit mesnetlidir ve plaklar 

başlangıçta hareketsiz haldedir. Plak problemlerinin başlangıç ve sınır şartları 

matematiksel olarak şu şekilde ifade edilir. 
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  (3.2) 

 

Plak problemlerinde birim şekil değiştirmeler yazılırken Von-Karman nonlineerliği 

dikkate alınacağından iki boyutlu plak eleman için gerilme ve birim şekil değiştirme 

bağıntıları aşağıdaki gibi gösterilir [15]. 
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  (3.4) 

 

3.1. Kirchhoff Plağı 

 

3.1.1. Hareketli Denkleminin Lagrange Enerji Metodu İle Bulunması 

Kirchhoff plağın hareketini temsil eden diferansiyel denklemin Lagrange 

enerji metodu ile bulunabilmesi için sistem Lagrangian’ının yazılması gerekir. 

Bunun için gerekli iş ve enerji terimleri aşağıdaki şekilde hesaplanır [9]. 

 

2 2L W L W2 22

2 2

0 0 0 0

2

1 1
T=

2 2

h

h

w w
dxdydz h dxdy

t t
 



       
                

       (3.5) 
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İş ve enerji terimlerinin hesaplanmasıyla birlikte Denklem (2.1)‘e göre sistem 

Lagrangian’ı, 

 

     
2L W 2

2

0 0

2 2 2 2L W 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

0 0

M , ,
2

2 2
2

m m m m

h w v
g w x y t x x y y dxdy

t t

D w w w w w w
dxdy

x x y y x y x y


 



    
             

                                                 

 

 

2 44 2L W

0 0

2
4

H w w w w
dxdy

x x y y

          
                     

                         (3.8) 

  

olarak yazılır. Sistem Lagrangian’ı kullanılarak Denklem (2.9) uygulanır ve 

Kirchhoff plağına ait hareket denklemi aşağıdaki gibi bulunur. 
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  (3.9) 

 

Hareket denkleminde yer alan D  ve H  sabitleri aşağıdaki gibi 

tanımlanmaktadır. 
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3.1.2. Hareket Denkleminin Boyutsuzlaştırılması 

Bu bölümünde Kirchhoff plağına ait hareket denklemi boyutsuz hale 

getirilecektir. Karışıklığa sebep olmaması açısından Kirchhoff plağının boyutlu 

hareket denklemi aşağıdaki gibi düzenlenmiştir. 
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  (3.11) 

 

Hareket denklemini boyutsuz hale getirmek için kullanılan parametreler ve boyutsuz 

durum değişkenleri 
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şeklinde tanımlanmaktadır. Bu tanımlamalara göre Denklem (3.11), başlangıç ve 

sınır şartları aşağıda gösterildiği gibi yazılır. 
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  (3.13) 
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3.1.3. Hareketli Denkleminin Perturbasyon Yöntemi İle Çözümü 

Bu bölümde Denklem (3.13)’de yer alan diferansiyel denklemin (3.14) ve 

(3.15)’ deki başlangıç ve sınır şartlarına göre çözülecektir. Diferansiyel denklemin 

genel çözümü olarak 
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denklemi önerilebilir[3]. Genel çözüm olarak önerilen Denklem (3.16); bir mekân ve 

bir zaman fonksiyonundan oluşmaktadır. Mekân çözümü için bir önerme yapılarak 

sınır şartları uygulanırsa genel çözümün mekân fonksiyonu bulunmuş olur. Mekân 

fonksiyonu 
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olarak önerilebilir. Önerilen bu denklemdeki sabit katsayılar, sınır şartları 

kullanılarak aşağıdaki gibi bulunur. 
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Sınır şartları kullanılarak elde edilen Denklem (3.18)’den, 
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  (3.19) 

 

eşitlikleri bulunur. Bu eşitlikler daha sade bir halde aşağıdaki gibi yazılır.  
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Elde edilen bu denklemlerin sağlanması için 5 6 7 8 0c c c c     olarak seçilebilir. 

Bu seçimlere dayanarak Denklem (3.18)’deki eşitlikler şu şekilde düzenlenir. 
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Denklem (3.21)’de 4c  sabitinin sıfır seçilmesiyle, 2c  ve 3c  katsayıları sıfır olarak 

bulunur. Yapılan seçimler ve bulunan sabit katsayılara göre Denklem (3.21)  
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olarak düzenlenir. Bu iki denklemde 1 0c   veya  1,2...n n    seçilebilir. 

Sabit katsayı sıfır olarak seçilirse mekân fonksiyonu  , 0x y   olarak bulunur. 

Elde edilen bu denklem statik durumu temsil etmektedir. Oysa ilgilenilen problem 

dinamik karaktere sahiptir. n   durumu dikkate alındığında mekân fonksiyonu 
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şekilde belirlenmesi dinamik davranışın karakteristiğine uygundur. Mekân 

fonksiyonunda sabit bir katsayı bulunmaktadır. Bu sabit katsayı, mekân fonksiyonu 

normalize edilerek belirlenebilir[13]. 
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  (3.23) 

 

Sabit katsayının 2  olarak seçilmesi ile hareket denkleminin mekân fonksiyonu, 

 

      , 2sin sinmn x y m x n y     (3.24) 

 

olarak bulunur. Mekân çözümünün bulunması ile Denklem (3.16), 
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olarak düzenlenir. Hareket denkleminin zaman fonksiyonunun belirlenebilmesi için 

genel çözüm olarak önerilen Denklem (3.25), hareket denkleminde yerine yazılmalı 

ve mekân değişkenleri yok edilmelidir. Mekân değişkenleri Galerkin Metodu 

yardımıyla yok edilebilir. Galerkin metodunun uygulanabilmesi için bir ağırlık 

fonksiyonunun seçilmesi gerekir. Bu ağırlık fonksiyonu, 
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olarak seçilebilir. Galerkin metodunun uygulanması sonucu elde edilen boyutsuz adi 

diferansiyel denklem ve başlangıç şartları sırasıyla aşağıdaki gibidir.  
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Boyutsuz denklemde yer alan 2

mn , mn , n ve mnf  katsayıları EK-1’de verilmiştir. 

 

Hareketli kütle etkisi altındaki nonlineer plak probleminin zaman çözümünün 

elde edileceği diferansiyel denklem, Denklem (3.27)’de görüldüğü gibidir. Plak 

probleminin sınır şartları değişmediği için diferansiyel denklemin mekân çözümü 

Denklem (3.24), diferansiyel denklemin genel çözümü de Denklem (3.25)’de 

görüldüğü gibidir. Nonlineer Kirchhoff plak probleminin zaman fonksiyonunu 

belirleyecek olan Denklem (3.27) ile Denklem (2.40) benzer yapıdadır. Dolayısıyla 

her iki denklemin de çözüm aşamaları benzerdir. 0mna ve mn katsayıları, 
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 (3.29) 

 

olmak üzere boyutsuz nonlineer plak probleminin genel çözümü 
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  (3.30) 

 

olarak bulunur. Genel çözümde yer alan sabit katsayılar EK-1’de verilmiştir. 

 

3.1.4. Hareket Denkleminin Sayısal Çözümü 

Kirchhoff plak probleminin sayısal analizinde yine Sonlu Elemanlar ve 

Türevsel Kareleştirme metotları kullanılacaktır. Sonlu Elemanlar metodu ile 

çözümde plak yapısı aşağıda gösterildiği gibi sonlu sayıda elemana bölünebilir  
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Şekil 3.2: Sonlu elemanlara bölünmüş plak 

 

Şekil 3.2’de görüldüğü üzere problemin sonlu elemanlar çözümünde iki 

boyutlu plak eleman kullanılacaktır. Şekilde görülen ax , bx , ay  ve by  sembolleri 

herhangi bir plak elemanın global koordinatlarını temsil eder ve bu koordinatlar 

arasında  

 

 hb a xx x    (3.31) 

 

 hb a yy y    (3.32) 

 

bağıntıları mevcuttur. Buradaki h x ve h y
sembolleri sırasıyla plak elemanın x  ve 

y doğrultusundaki boyunu, N x  ve N y
 de sırasıyla L  ve W  uzunluklarının 

bölündüğü parça sayısını temsil etmektedir. 
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Şekil 3.3: Genelleştirilmiş yer değiştirmeler 

 

 

 

Şekil 3.4: Genelleştirilmiş kuvvetler 

 

Probleminin sonlu elemanlar çözümünde kullanılacak olan plak elemanın 

genelleştirilmiş yer değiştirme ve kuvvetleri sırasıyla Şekil 3.3 ve Şekil 3.4’de 

gösterilmektedir.  
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Problemin sonlu elemanlar yöntemi ile çözülebilmesi için hareketi temsil 

eden diferansiyel denklemin (hareket denklemi) zayıf formunun elde edilmesi 

gerekir. Galerkin metodu uygulanarak bu denklemin zayıf formu elde edilir. Zayıf 

formu elde etmek için  v= ,f x y  ağırlık fonksiyonu seçilir ve yöntem uygulanırsa  
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 (3.33) 

 

denklemi elde edilir. Elde edilen bu denklemde yüksek mertebe türev içeren  
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    (3.34) 

 

terimi mevcuttur. Bu terim kısmi integrasyon ile daha düşük mertebeli türevler 

cinsinden aşağıdaki gibi ifade edilir. 
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  (3.35) 

 

Kısmi integrasyon ile hesaplanan Denklem (3.35)’de  
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  (3.36) 

 

eşitlikleri mevcuttur. Bu eşitlikler kullanılarak hareket denkleminin zayıf formu 
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olarak düzenlenebilir. Zayıf formun çözümü için her bir elemanın yer değiştirmesini 

temsil eden fonksiyonu 
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     (3.38) 

 

olarak önerilebilir[12]. Buradaki  ,x y  şekil fonksiyonları EK-2’de verilmiştir. 

 ,i x y  ağırlık fonksiyonu olmak üzere Denklem (3.37) aşağıdaki gibi düzenlenir. 

 



93 

 

2 2 2 22 2 212

2 2 2 2 2
, 1

2 2 212 12 12

2
, 1 1 1

h 2

3

4

b b

a a

b b

a a

x y e

j j j je i i i
i j j

i j x y

x y

j j je e e

j i j j

i j j jx y

e

j i

D dxdy
t x x x y x y y y

H dxdy
x y x

H

    
 

  






  

        
                 

      
        
       

 

  

   

 

212 12 12

, 1 1 1

2 2 212 12 12

2
, 1 1 1

212

02
1

3

Mg M 2v

b b

a a

b b

a a

m

x y

j j je e

j j

i j j jx y

x y

j j je e e

j i j j

i j j jx y

e e

j j j

i i jx x
i

dxdy
x y x y

H dxdy
y x y

t x

  

  



  

  

  




    
   

     

      
        
       

   
  

 

   

   



              

   
 

   

212
2

0 2
, 1

,

12

1

12

2
1

2

v

v , v , v , v ,

, ,
1 1

1 1

m m

b b

a a

b

a

j e

j

i j
x x y y

x y

y b y a x b x a

i x y

y

xy y xi i
b

i y

xy y xi i

t x

Q x y Q x y dx Q x y Q x y dy

M M M
x y t dy

y x

M M M

y x



 

 

 

 


 





  
        

 
    

 
 

   
   

     
  

 
 

   



  

 

 

   
 

   
 

12

1

12

2
1

12

2
1

, ,

, ,
1 1

, , 0
1 1

b

a

b

a

b

a

y

a

i y

x

xy x yi i
b

i x

x

xy x yi i
a

i x

x y t dy

M M M
x y t dx

x y

M M M
x y t dx

x y

 

 

 

 







  
  

  
  

   
   

     
  

   
    

     
  

 

 

 

  (3.39) 

 

Düzenlenen bu denklem sade bir şekilde yazılabilir. 
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  (3.40) 

 

Yazılan bu denklem ayrıklaştırılmış plak yapının her bir alt elemanının hareketini 

temsil etmektedir. Bu denklemde yer alan eleman matrisleri ve kuvvet vektörü EK-

2’deki gibi tanımlanmıştır. Bu denklemdeki eleman kütle, sönüm ve yay matrisleri 
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kullanılarak, global kütle, sönüm ve yay matrisleri aşağıda gösterilen  K matrisi, 

kuvvet vektörü de  F  vektörü gibi oluşturulur. 
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Buradaki N , plağın bölündüğü eleman sayısıdır.    , , 1,2,3,4e e

ij iK F i j     matris 

ve vektörü de EK-2’deki gibi tanımlanmaktadır. 

 

        
2

2
[M] [B] [K] K FN

d d

dt dt

   
            

  
  (3.43) 

 

Bununla birlikte Türevsel Kareleştirme yöntemine göre hız ve ivme ifadeleri de 

(3.43)’de yerine yazılarak 

 

      2 [M] [B] [K] K FNG G             (3.44) 
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ayrıklaştırılmış denklemi elde edilir. Elde edilen bu denklem  

 

      FNK        (3.45) 

 

olarak yazılabilir. Buradaki  NK     matrisi plak probleminin nonlineer 

direngenlik matrisini temsil etmektedir.  

 

Denklem (3.45) nonlineer terim içerdiğinden iteratif olarak çözülebilir. 

İteratif çözümdeki amaç  

 

      F 0NR K         (3.46) 

 

eşitliğini sağlayacak    vektörünün bulunmasıdır. Burada    vektörü Newton-

Raphson metodu ile bulunabilir. Newton-Raphson metodu uygulanırken her bir 

iterasyondaki    vektörü 

 

      
1r r r




       (3.47) 

 

formülü ile hesaplanır[12]. Buradaki r  iterasyon numarasını, r  ise .r  

iterasyondaki değişimi temsil etmektedir. Newton-Raphson metoduna göre bu değer 

 

  
    

 

F
r

r NK

T


 
    (3.48) 

 

formülü ile hesaplanır. Denklem (3.48)’nin pay kısmı .r  iterasyondaki R  artık 

vektörünü , paydası da tanjant matrisini temsil etmektedir. Paydada yer alan tanjant 

matrisi 

  

 
ij

j

R
T





  (3.49) 
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olarak verilir ve Denklem (3.46)’ya göre tanjant matrisi 

 

 
12 12

1 1

im im

ij ij

N Ni
ij N m N m

m mj j j

K K
T K K

 

 
     

  
    (3.50) 

 

şeklinde hesaplanır[12]. 

 

İteratif çözümün başlatılabilmesi için bir  
1

  vektörünün önerilmesi gerekir. 

Başlangıç vektörü, problemin lineer çözümünden elde edilen vektör olarak 

önerilebilir. Problemin lineer çözümü 

 

       
1 2 [M] [B] [K] K ^ ( 1) FNG G          (3.51) 

 

şeklinde elde edilir. Hesaplanan  
1

  vektörü kullanılarak (3.47) numaralı denklem 

uygulanır. İteratif çözümün sonlanabilmesi için gerekli yakınsama kriteri olarak  

 
r

   değişim vektörünün en büyük mutlak değerli elemanının 1010 ’değerinden 

küçük olması istenmektedir. 

 

3.1.5. Kirchhoff Plak Problemine Ait Uygulamalar 

Bu bölümde lineer ve nonlineer Kirchhoff plağının farklı çözüm metotları ile 

elde edilen çözümleri karşılaştırılacaktır. 

 

Öncelikle mesnetleri basit-serbest-basit-serbest olan Kirchhoff plağı için bu 

çalışmada uygulanan sonlu elemanlar yöntemi ve [9] yayınında verilen Rayleigh Ritz 

yöntemiyle bulunan mekân çözümleri karşılaştırılacaktır. İki yaklaşımda da zaman 

çözümü için Türevsel Kareleştirme Yöntemi kullanılmıştır. Analiz edilen plak için 

parametrelerin sayısal değerleri E=200 GPa,  
3

 =7850 ,
kg

m
  0v 10

m

sn
  0.29,   

L=1 , m  W=0.5 m  ve 0.01h m  olarak alınmıştır[9]. 
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Şekil 3.5: Lineer Kirchhoff plağının farklı mekân çözümleri için iki yöntemin 

karşılaştırılması 

 

Yukarıdaki şekilde de görüldüğü Sonlu elemanlar ve Rayleigh metodları ile yapılan 

çözümler tutarlı sonuçlar vermektedir. Bu çalışmada ele alınan sonlu elemanlar 

metodunun plak probleminin çözümünde etkin bir şekilde kullanılabileceğini 

göstermektedir. 

 

İkinci olarak E=200 GPa,  
3

 =7850 ,
kg

m
  0v 15

m

sn
  0.3,    L = 5  ,  m  

W=4.5 m  ve =0.0145 h m  değerleri için nonlineer Kirchhoff plağının analitik ve 

sayısal çözümleri farklı kütle oranları için karşılaştırılacaktır. 
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                        Şekil 3.6: Lineer Kirchhoff plağının orta noktasının hareketi 

 max
M 15 , 0.023nkg    

 

Şekil 3.6’da lineer Kirchhoff plağının analitik, sayısal ve Song ve ark.[9] kullandığı 

metot ile elde edilen sonuçlar karşılaştırılmıştır. Görüldüğü üzere üç metod ile elde 

edilen sonuçlar birbirleriyle uyumlu sonuçlar vermiştir. 

 

 

 

Şekil 3.7: Kirchhoff plağı için yakınsama analizi 

   

Şekil 3.7’de nonlineer Kirchhoff plağının sayısal analizinde kullanılan parça sayısına 

göre plağın orta noktasının zaman içerisindeki hareketi gösterilmektedir. Şekilde de 
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görüldüğü üzere eleman sayısının artmasıyla plak probleminin sayısal çözümü belirli 

bir eğriye yaklaşmaktadır. 

  

 

 

                   Şekil 3.8: Nonlineer Kirchhoff plağının orta noktasının hareketi 

 max
M 15 , 0.023nkg    
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                  Şekil 3.9: Nonlineer Kirchhoff plağının orta noktasının hareketi 

 max
M 25 , 0.04nkg    

 

 

 

                Şekil 3.10: Nonlineer Kirchhoff plağının orta noktasının hareketi 

 max
M 50 , 0.078nkg    
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                                (a)                                                           (b) 

  

                               (c)                                                            (d) 

 

Şekil 3.11: Nonlineer Kirchhoff plağının mod yapısı (a) 0.25t  , (b) 0.5t  ,                

(c) 0.75t  , (d) 1t  ,  max
0.023n   

 

Şekil 3.8-3.10 de gösterilen çözümlerin karşılaştırıldığı grafiklere 

bakıldığında Perturbasyon parametresinin    küçük değerleri için analitik ve sayısal 

çözümlerin birbirine yakın sonuçlar verdiği görülmektedir. Fakat perturbasyon 

parametresinin artmasıyla analitik ve sayısal çözümler birbirinden uzaklaşmaktadır. 

Bu beklenen bir durumdur. Çünkü nonlineer terim çok yavaş zaman ölçeği 

mertebesinde görülmektedir (zayıf nonlineer durum). 

 

3.2. Fonksiyonel Derecelendirilmiş Plak 

Fonksiyonel derecelendirilmiş kiriş probleminde olduğu gibi fonksiyonel 

derecelendirilmiş plak probleminde de enine eksen ( z  ekseni) boyunca değişen 

fiziksel özellikler mevcuttur. Bu özelliklerin değişimini temsil eden fonksiyonlar 

aşağıda verilmiştir[10]. 
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  
1

2

k

T B B

z

h
   

 
    

 
  (3.52) 

 

  
1

2

k

T B B

z
E E E E

h

 
    

 
  (3.53) 

 

  
1

2

k

T B B

z

h
   

 
    

 
  (3.54) 

 

Örneğin; fonksiyonel derecelendirilmiş plak modelinde plağın alt yüzeyi çelik 

özelliği gösterirken üst yüzeyi alüminyum özelliği gösterebilir. Alt ve üst yüzey 

arasında ise alüminyum ve çelik karışımının fiziksel ve mekanik özellikleri görülür.  

 

3.2.1. Hareket Denkleminin Lagrange Enerji Metodu İle bulunması 

Sistem Lagrangian’ının yazılabilmesi için gerekli enerji terimleri aşağıdaki 

gibi hesaplanır. 

 

 
2 2L W L W2

0 0 0 0

2

1 1
T=

2 2 2 1

h
k

T B
T B B

h

kz w h w
dxdydz dxdy

h t k t

 
  



         
                     

      

   (3.55) 
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
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    
          

         
                 

 

 

 

  (3.56) 

 

Potansiyel enerji eşitliğinde yer alan  kD k 1,2,3,4,5,6  sabitleri EK-3’de 

gösterilmiştir. Hareketli kütle üzerinde bir değişiklik yapılmadığından dolayı 

kütlenin yaptığı iş Denklem (3.7)’de hesaplandığı gibidir. İş ve enerji terimleri 

kullanılarak sistem Lagrangian’ı, 
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     
L W 2
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g w x y t x x y y dxdy

t
 

 
    

 
                      (3.57) 

 

olarak yazılır ve Denklem (2.9) kullanılarak fonksiyonel derecelendirilmiş plak 

probleminin hareket denklemi aşağıdaki gibi bulunur. 
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Hareket denkleminde yer alan Dk  sabitleri analitik olarak 

hesaplanamamaktadır. Fakat sayısal analiz ile bu integraller hesaplanabilir[14]. 

 

 

 

Şekil 3.12: 1D  grafiği 

 

Şekil 3.12’de 1D  tanımlamasındaki integrali alınacak olan fonksiyonun grafiği 

gösterilmektedir. Yatay eksen  z  plak kalınlığını, dikey eksen de 1D  integralindeki 

fonksiyonun değerini göstermektedir. 1D  integralinin sayısal değeri,  1D z  

fonksiyonunun altında kalan alana eşittir. Grafiğin altında kalan alan sonlu sayıda alt 

alana bölünerek bulunabilir. Bu alt alanlar farklı geometrik şekillerde olabilir. 
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Yapılacak olan çözümde alt alanlar yamuk dikdörtgen (Trapez) olarak seçilmiştir. 

Örnek olarak şekildeki fonksiyonun altında kalan alan dört parçaya bölünmüştür. 

Oluşturulan her bir yamuğun yüksekliği h sembolü ile temsil edilirse bu değer h
4

h
  

şeklinde hesaplanır ve dört adet yamuk alanının toplamı 
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   (3.59) 

 

olarak bulunur. Şekilde de görüldüğü üzere seçilen alanlar bazı bölgelerde 

fonksiyonun üzerine çıkmaktadır. Bu da hataya sebep olmaktadır. Bu hatanın ortadan 

kaldırılabilmesi için fonksiyonun altında kalan alan, daha küçük alt alanlara 

bölünmelidir. n  alt alan sayısı olmak üzere söz konusu integralin altında kalan alan  

 

 
     n

1 1

1

h D n 1 D n

2i

z z



 
   (3.60) 

 

şeklinde hesaplanır. Her bir n  için alan hesaplaması yapılır ve fark analizi yapılarak 

uygun n  değeri bulunur. Bu sayısal hesaplama 2 3 4 5D ,D ,D ,D  ve 6D  integralleri için 

de yapılır. D  integralleri hesaplanırken %0.1 hata payı dikkate alınarak n  değerleri 

bulunmuştur. 

 

3.2.2. Hareket Denkleminin Boyutsuzlaştırılması 

Fonksiyonel derecelendirilmiş plak problemine ait hareket denkleminin 

boyutsuzlaştırma işlemi yapılırken karışıklığa neden olmamak amacıyla hareket 

denklemi aşağıdaki gibi yazılmıştır.  
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                   (3.61) 

 

Buradaki üst çizgi değişkenlerin boyutlu olduğunu göstermektedir. Denklem (3.12)

’de 
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  (3.62) 

 

olmak üzere (3.12)’deki parametreler ve boyutsuz durum değişkenleri dikkate 

alınarak (3.61) numaralı denklem aşağıdaki gibi düzenlenir. 
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         (3.63) 

 

3.2.3. Hareket Denkleminin Perturbasyon Yöntemi İle Çözümü 

Üçüncü bölümde ele alınan plak problemlerinin hepsinde sınır şartları aynı 

olduğu için fonksiyonel derecelendirilmiş plak probleminin çözümü için Denklem 

(3.25)’deki gibi bir çözüm önerilebilir. Önerilen çözüm ile birlikte (3.26)’daki ağırlık 

fonksiyonu kullanılarak Galerkin metodu uygulanır ve (3.63)’daki kısmi diferansiyel 

denklem zamana bağlı adi diferansiyel denkleme dönüştürülür. 
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Yukarıdaki diferansiyel denklem boyutsuz halde 
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  (3.65) 

 

şeklinde yazılır. Denklemde yer alan boyutsuz katsayılar EK-1’deki gibi 

tanımlanmaktadır. 

 

Fonksiyonel derecelendirilmiş nonlineer plak probleminin zaman fonksiyonu 

Denklem (3.65) çözülerek elde edilir. Denklem (3.65) ve (2.115) benzer yapıda 

olduğundan her iki denklemin çözümü de benzerdir. 
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  (3.66) 

 

3.2.4. Hareket Denkleminin Sayısal Çözümü 

Fonksiyonel derecelendirilmiş nonlineer plak problemine ait hareket 

denklemi Denklem (3.58) ile verilmiştir.  v ,f x y  ağırlık fonksiyonu olmak üzere 

hareket denkleminin zayıf formu şu şekilde elde edilir. 
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Dördüncü mertebe türev içeren  
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terimi denklem (3.35)’deki gibi kısmi integrasyon metodu ile ikinci mertebe türevler 

cinsinden yazılabilir. Hareket denkleminin mekân çözümü için kullanılacak plak 

eleman Şekil 2.2’de gösterilmiş ve eleman hareket denkleminin çözümü için 

Denklem (3.38)’de gösterilen yer değiştirme fonksiyonu önerilmiştir. Önerilen yer 

değiştirme ve  v ,i x y  ağırlık fonksiyonu kullanılarak Galerkin metodu 

uygulanır ise hareket denkleminin mekân bağımlılığı ortadan kaldırılır.  
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Denklem (3.69), sonlu sayıdaki her bir elemanın hareketini temsil eder. Bu 

denklem 
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   
  (3.70) 

 

şeklinde yazılabilir. Eleman matrisleri ve kuvvet vektörü EK-2’deki gibi 

tanımlanmaktadır. Eleman matrisleri Denklem (3.41) ve eleman kuvvet vektörü 

Denklem (3.42)’deki gibi birleştirilerek sistemin hareket denklemi oluşturulur.   

 

             
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d d
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  
  (3.71) 

 

İndirgenmiş denklemde yer alan hız ve ivme terimlerinin Türevsel 

Kareleştirme yöntemine göre Denklem (2.92) ve (2.93) ile verilen açılımları 

kullanılarak Denklem (3.71) aşağıdaki gibi düzenlenir. 

 

            2 M B K K FNG G            (3.72) 

 

Elde edilen bu denklem, Denklem (3.44) ile aynı yapıdadır. Dolayısıyla her 

iki denklem de aynı yolla çözülebilir. 
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3.2.5. Fonksiyonel Derecelendirilmiş Plak Problemine Ait Uygulamalar 

Bu bölümde hareketli kütle etkisi altındaki fonksiyonel derecelendirilmiş 

nonlineer plak probleminin farklı kütle oranları için analitik ve sayısal çözümleri 

karşılaştırılacaktır. İncelenen plak yapının mekanik özelikleri E =200 GPa,T  

E =70 GPa,B  
3

 =7850 ,T

kg

m
  

3
 =2770 ,B

kg

m
 0.3,T  0.33,B   geometri ölçüleri 

ölçüleri L=5 , m  W=4 ,m  =0.015 h m  ve hareketli kütlenin hızı 
0v 15

m

sn
 ’dir. 

 

 

 

 

Şekil 3.13: Fonksiyonel derecelendirilmiş lineer plak orta noktasının hareketi 

 max
M 10 , 0.025nkg    
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Şekil 3.14: Fonksiyonel derecelendirilmiş nonlineer plak orta noktasının hareketi 

 max
M 10 , 0.025nkg    

 

 

 

Şekil 3.15: Fonksiyonel derecelendirilmiş nonlineer plak orta noktasının hareketi 

 max
M 20 , 0.05nkg    
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Şekil 3.16: Fonksiyonel derecelendirilmiş nonlineer plak orta noktasının hareketi 

 max
M 40 , 0.1nkg    
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         (a)                   (b) 

 

       (c)                (d) 

 

Şekil 3.17: Fonksiyonel derecelendirilmiş nonlineer plağın mod yapısı (a) 0.25t  , 

(b) 0.5t  ,(c) 0.75t  , (d) 1t   max
M 10 , 0.025nkg    

 

Nonlineer çözümlerin karşılaştırıldığı grafiklere bakıldığında perturbasyon 

parametresinin    küçük değerleri için analitik ve sayısal çözümlerin birbirine 

yakın sonuçlar verdiği görülmektedir. Fakat perturbasyon parametresinin değerinin 

artmasıyla analitik ve sayısal çözümler birbirinden uzaklaşmaktadır.  
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3.3. Viskoelastik Plak  

Viskoelastik plak probleminde malzemenin içi yapısını temsil eden model 

olarak tıpkı viskoelastik kiriş modelinde olduğu gibi Kelvin-Voight modeli esas 

alınacaktır. Bu modelde plak yapının bir yay ve bir sönüm elemanından oluştuğu 

kabul edilir. Esas alınan model Şekil 2.23’de gösterildiği gibidir. 

 

3.3.1. Hareket Denkleminin Lagrange Enerji Metodu İle Bulunması 

Sistem Lagrangian’ı yazılırken korunumlu kuvvetler dikkate alınır (yay 

kuvveti, kütle ataleti vb.). Fakat Kelvin-Voight modelinde korunumlu olmayan bir 

viskoz etki (kuvvet) söz konusudur. Denklem (2.136)’daki korunumsuz kuvvetleri 

temsil eden Q  ise aşağıdaki şekilde hesaplanır. 
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Viskoelastik plak denklemi için elde edilecek olan sistem Lagrangian’ı, 

Denklem (3.8)’de Kirchhoff plağı için elde edilen sistem Lagrangian’ı ile aynıdır. 

 

Sistem Lagrangian’ı ve korunumsuz kuvvetler Denklem (2.136)’da yerine 

yazılarak hareketli kütle etkisi altındaki viskoelastik plak probleminin hareket 

denklemi aşağıdaki gibi bulunur.  

 

   

2 3 4 4 4 3 5 5 5

2 4 2 2 4 4 2 2 42 2
h 2 2

12 1 12 1

w Eh w w w h w w w

t x x y y x t x y t y t




 

         
        

               

 

2 22 22 2 2

2 22
3 4 3

2 1

Eh w w w w w w w w w

x y x x x y y y x y

                  
                                      

  



118 

 

 

 

 

22 3 2 2 2 2 3

2 2 2 22

2 2 3 2 2

2 2

2 23 3

2

2 2
1

2
2 1

2 1

h w w w w w w w w w w

x x t x x x t y y y t y y t

h w w w w w w w w w

y x x t x y x y t x y y t

h w w w w

y x t x













            
                          

         
   

              

     
    

      

 

 

2 2 2

2 2

3

2 1

h w w w w w

y t x y x y t y x t

 



        
                 

  

   
2

2
+M g+ 0m m

v
x x y y

t
 

 
   

 
   (3.74) 

 

3.3.2. Hareket Denkleminin Boyutsuzlaştırılması 

Yapılacak olan işlemlerde karışıklığa neden olmamak adına boyutlu hareket 

denklemi aşağıdaki gibi düzenlenebilir. 
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Düzenlenen boyutlu hareket denklemi, Denklem (3.12)’deki parametreler ( 0T  

hariç) ve boyutsuz durum değişkenleri kullanılarak aşağıdaki gibi düzenlenir. 
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3.3.3. Hareket Denkleminin Perturbasyon Yöntemi İle Çözümü 

Viskoelastik plak denkleminin çözümü olarak Denklem (3.25)’deki gibi bir 

çözüm önerilebilir. Galerkin metodunda kullanılacak olan ağırlık fonksiyonu da 

Denklem (3.26)’daki gibidir. Bu iki denklem kullanılarak Galerkin metodunun 

uygulanması sonucu 
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denklemi elde edilir. Elde edilen bu denklemde 
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olmak üzere, denklemin kendisi aşağıdaki gibi yazılabilir. 
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Düzenlenen bu denklemdeki boyutsuz katsayılar EK-1’de gösterilmektedir. 

Problemin boyutsuz başlangıç şartları da Denklem (3.28)’deki gibidir. 

 

Hareketli kütle etkisi altındaki nonlineer viskoelastik plak probleminin zaman 

fonksiyonu Denklem (3.79)’un çözülmesi ile elde edilir. Bu, Denklem (2.144) ile 

benzer yapıda olduğundan çözüm için izlenecek yollar da aynıdır. 
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 Genel çözümde yer alan sabit katsayılar EK-1’de gösterilmektedir. 

 

3.3.4. Hareket Denkleminin Sayısal Çözümü 

Viskoelastik plak probleminin sayısal çözümü için Denklem (3.38) önerilir. 

Önerilen çözüm hareket denkleminde yerine yazılarak  ,i x y  ağırlık fonksiyonu 

kullanılarak Galerkin metodu uygulanır ve elde edilen denklemdeki yüksek mertebe 

türevler Denklem (3.35)’deki gibi zayıf formda yazılır. Bu işlemlerin uygulanması 

ile viskoelastik plak probleminin zayıf formu aşağıdaki gibi bulunur. 
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Elde edilen zayıf formdaki denklem  

 

        
2

2
M B B K K F

e e
e e e e e e e e e

N N

d d

dt dt

                                    
   

 (3.82) 

 

olarak düzenlenebilir. Bu denklemdeki matrisler ve kuvvet vektörü EK-2’deki gibi 

tanımlanmaktadır. Yukarıdaki denklemde yer alan türev ifadelerinin Türevsel 

Kareleştirme metoduna göre açılımları yerine yazılarak yarı indirgenmiş hareket 

denklemi aşağıdaki gibi düzenlenir. 

 

        2 M B B K K Fe e e e e e e e e

N NG G                                 
 (3.83) 

 

Elde edilen bu denklem sonlu sayıdaki her bir elemanın hareketini temsil etmektedir. 

Sistemin hareketini temsil eden denklem ise her bir elemanın hareket denklemi 

birleştirilerek bulunur. Sistem matrisleri Denklem (3.41), kuvvet vektörü ise 

Denklem (3.42)’deki gibi oluşturulur. 

 

              2 M B B K K FN NG G                       
  (3.84) 

 

Problemin hareketini temsil eden yukarıdaki Denklem (3.45)-(3.50) ifadeleri 

arasındaki işlem sırası izlenerek Newton-Raphson metodu ile çözülebilir. İteratif 

çözümün başlatılabilmesi için gerekli  
1

  vektörü, problemin lineer kısmının 

çözümü olarak önerilebilir. 

 

           
1 2 M B B K K ^ ( 1) FN NG G                     (3.85) 

 

3.3.5. Viskoelastik Plak Problemine Ait Uygulamalar 

Bu bölümde hareketli kütle etkisi altındaki nonlineer viskoelastik plağın 

farklı kütle oranları için analitik ve sayısal çözümleri karşılaştırılacaktır. İncelenecek 

olan plağın mekanik özellikleri E=200 GPa,  
3

 =7850 ,
kg

m
  8=2.10  ,

kg

msn
  
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geometrik değerleri L=5 , m W=4 ,m =0.016 h m ve hareketli kütlenin hızı 

0v =10
m

sn
 olarak alınmıştır.  

 

 

 

        Şekil 3.18: Lineer viskoelastik plağın orta noktasının hareketi 

 max
M=30 , 0.05nkg    
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                 Şekil 3.19: Nonlineer viskoelastik plağın orta noktasının hareketi 

 max
M=30 , 0.05nkg    

 

 

 

                 Şekil 3.20: Nonlineer viskoelastik plağın orta noktasının hareketi 

 max
M=40 , 0.06nkg    
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                Şekil 3.21: Nonlineer viskoelastik plağın orta noktasının hareketi 

 max
M=50 , 0.08nkg    
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                 (a)                 (b) 

 

                 (c)                 (d) 

 

Şekil 3.22: Nonlineer viskoelastik plağın mod yapısı (a) 0.25t  , (b) 0.5t  , (c) 

0.75t  , (d) 1t  ,  max
0.05n   

 

Nonlineer çözümlerin karşılaştırıldığı grafiklere bakıldığında küçük 

perturbasyon parmetreleri    için analitik ve sayısal çözümlerin birbirine yakın 

sonuçlar verdiği görülmektedir. Fakat perturbasyon parametresinin artmasıyla 

analitik ve sayısal çözümler birbirinden uzaklaşmaktadır.  
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4. SONUÇ VE ÖNERİLER 

 

Bu çalışmada hareketli kütle etkisi altındaki çeşitli kiriş ve plak probleminin 

analitik ve sayısal çözümleri yer almaktadır. Problemlerin hareketini temsil eden 

diferansiyel denklemler Von-Karman nonlineer etkisi dikkate alınarak elde edilmiş 

ve analiz edilmiştir.  

 

Bu çalışmada : 

 

1- Hareket denklemlerinin geçerlilik kriterini sağlayan analitik ve sayısal 

çözümlerin farklı kütle oranları için tutarlı sonuçlar verdiği gösterilmiştir.  

 

2- Yapılan analitik ve sayısal çözümler literatürde yer alan çözümler ile 

karşılaştırılarak çözümlerin sonuçları doğrulanmıştır. 

 

3- Çok Zaman Ölçekli Perturbasyon metodunun hareketli kütle problemlerinin 

çözümünde etkin olarak kullanılabileceği gösterilmiştir. 

 

Bu çalışma birçok yönden geliştirilebilir: 

 

1- Farklı Perturbasyon teknikleri kullanılarak büyük kütle oranları için çözümler 

yapılarak sayısal çözümle karşılaştırılabilir. 

 

2- Sayısal çözüm için yapılan kodlamalar kullanılarak görselliği olan bir paket 

program oluşturulabilir. 

 

3- Farklı sınır şartları için analitik ve sayısal çözümler yapılabilir. Bir ucu 

ankastre mesnetli diğer ucu serbest kiriş, karşılıklı iki kenarı basit diğer iki 

kenarı ankastre plak bu problemlere örnek olarak verilebilir. 

 

4- Analitik ve sayısal çözüm teknikleri kullanılarak hareketli kütle etkisi 

altındaki yapıların frekans analizi yapılabilir. 
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5- Nonlineer problemlerin sayısal çözümünde farklı yöntemler kullanılabilir 

(Perturbasyon İterasyon Yöntemleri, Varyasyon İterasyon Yöntemi, 

Homotopi Perturbasyon Yöntemi gibi). 

 

6- Plak problemlerinin sonlu eleman analizinde farklı tip elemanlar kullanılarak 

en hızlı ve en iyi yakınsamayı veren eleman tipi belirlenebilir. 

 

7- Aynı teknikler kullanılarak farklı kiriş ve plak modelleri (lamina, laminat, 

sandviç vb.) için dinamik analizler yapılabilir. 

  

8- Perturbasyon yönteminde daha yüksek mertebeli çözümler önerilebilir. Bu 

tarz bir öneri özellikle nonlineer problemlerdeki yakınsamayı  arttıracaktır. 
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EKLER 

 

EK-1: PERTURBASYON ÇÖZÜMÜNDE KULLANILAN KATSAYILAR VE 

TANIMLAMALAR 

 

Euler-Bernoulli kirişinde yapılan tanımlamalar 
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Lineer Euler-Bernoulli kiriş probleminin 
2  mertebesinin özel çözümüne ait sabit 

katsayılar 
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Fonksiyonel derecelendirilmiş kiriş için yapılan tanımlamalar 
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Fonksiyonel derecelendirilmiş lineer kiriş probleminin 2  mertebesinin özel 

çözümüne ait sabit katsayılar 
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Viskoelastik kiriş için yapılan tanımlamalar 
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Lineer viskoelastik kiriş probleminin 2  mertebesinin özel çözümüne ait sabit 

katsayılar 
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Kirchhoff plağı için yapılan tanımlamalar 
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Kirchhoff plak probleminin 
2  mertebesinin özel çözümüne ait sabit katsayılar 

   

   3 4 5 62 2 2 2
, , ,

16 16 9

mn mn mn mn mn mn mn mn mn mn mn mn
mn mn mn mn

mn mn mn mn mn mn

a a a a
C C C C

   

 

   
     

    

 



134 

 

Fonksiyonel derecelendirilmiş plak problemi için yapılan tanımlamalar 
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Fonksiyonel derecelendirilmiş lineer plak probleminin 2  mertebesinin özel 

çözümüne ait sabit katsayılar 
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Viskoelastik plak problemi için yapılan tanımlamalar 
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Lineer viskoelastik probleminin   mertebesindeki diferansiyel denklemin özel 

çözümüne ait katsayılar 
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Lineer viskoelastik probleminin 2  mertebesindeki diferansiyel denklemin özel 

çözümüne ait katsayılar 
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EK-2. SAYISAL ÇÖZÜMDE KULLANILAN ŞEKİL FONSİYONLARI VE 

MATRİS TANIMLAMALARI 

 

Euler-Bernoulli kirişinin sayısal çözümü için önerilen şekil fonksiyonları 
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Euler-Bernoulli kirişinin sayısal çözümü için yapılan matris ve vektör tanımlamaları 
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Fonksyonel derecelendirilmiş kirişin sayısal çözümü için yapılan matris ve vektör 

tanımlamaları  

 

 
   

 

4

, 1

4

0

, 1

M M
1

B 2Mv

b

a

m

x

T Be

i j i m j m

i j x

e

j je

i m

i j x x

k A
dx x x

k

d
x

t dx

 
  






 

 
        

 
      

 

 



 



138 

 

   
   

 

 

  

2 224

2 2
, 1

24
2

0 2
, 1

3 2 24 4

3 2 2
1 1

3 I 2
K

3 2 1

Mv

K
2 1

b

a

m

x
T B je i

B

i j x

je

j i m

i j
x x

j j j jT Be e e e

N j i j i j

j j

E E k k dd
E I dx

k k k dx dx

d
x

dx

d d d dE E Akh

k k dx dx dx dx






   
 






 

   
         
 

 
  
 
 

   
                  

 



 

 

 

   
   
   

4

, 1

2
2 24 4

2 2
, 1 1

2 3 24

3 2
, 1

3

2 1

3 I 2
F M

3 2 1

b

a

b

a

m

x

i j x

x

j jT B e e

j i j

i j jx

T B j je i
i m B i

i j
x x

dx

d dE kE A
dx

k dx dx

E E k k d dd
g x E I

k k k x dx x

 


 
 



 






  
         

     
              

 

 



 

 

Viskoelastik kiriş probleminin sayısal çözümü için yapılan matris ve kuvvet vektörü 

tanımları 
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Kirchhoff plak probleminin sayısal çözümü için yapılan matris ve kuvvet vektörü 

tanımları 

 
12 12

,
, 1 , 1

12

0

, 1
,

M h M

B 2v M

b b

m m

a a

m m

x y

e

i j i j
x x y y

i j i jx y

je

i

i j
x x y y

dxdy

x

  




 
 


 

    

 
       

  



 



140 

 

2 2 22 2 212

2 2 2 2
, 1

212
2

0 2
, 1

,

2 2 212 12

1 1

K 2

Mv

K 3

b b

a a

m m

x y

j j je i i i

i j x y

j

i

i j
x x y y

j j je e e

N i j j

j j

D dxdy
x x x y x y y y

x

H
x y

    




  





 

 

      
                   

 
    

      
                  

  



 
12

2
, 1

212 12 12

, 1 1 1

2 2 212 12

2
1 1

4

3

b b

a a

b b

a a

b b

a a

x y

i j x y

x y

j j je e

i j j

i j j jx y

x y

j j je e

i j j

j jx y

dxdy
x

H dxdy
x y x y

H dxdy
y x y

  


  




  

 

 
 
 
 

     
            

       
        

         

  

   

  
12

, 1i j



 

          

      

   
 

   
 

12 12

1 1

12

1

12

2
1

2

F = Mg v , v ,

v , v ,

, ,
1 1

, ,
1 1

b

m

a

b

a

b

a

a

x

e

i y b y ax x
i i x

y

x b x a

i y

y

xy y xi i
b

i y

y

xy y xi i
a

y

Q x y Q x y dx

Q x y Q x y dy

M M M
x y t dy

y x

M M M
x y t

y x



 

 

 

 


 





 
   

 
 

 
  

 
 

   
   

     
  

  
  
    
 

  

 

 

   
 

   
 

12

1

12

2
1

12

2
1

, ,
1 1

, ,
1 1

b

b

a

b

a

i

x

xy x yi i
b

i x

x

xy x yi i
a

i x

dy

M M M
x y t dx

x y

M M M
x y t dx

x y

 

 

 

 







 
 
 
 

   
   

     
  

   
   

     
  

 

 

 
 

 

Plak problemlerindeki eleman matrislerinin birleştirilmesi 
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