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SIMGELER VE KISALTMALAR DiZINi

Cla, b]

C]" [CL, b]

El

st — lim,, u,

fr = flap? — st)

fr = flap — st)

Jie = [ (aB" = st)

[a, b] aralig1 iizerinde siirekli reel degerli fonksiyonlar uzay1

[a, b] tizerinde siirekli bulanik say1 degerli fonksiyonlarin uzay1

R iizerinde tanimli bulanik sayilarinin uzayi

X tlizerinde tanimli reel degerli fonksiyonlarin lineer uzay1

Dogal sayilar kiimesi

Reel sayilar kiimesi

(uy,) dizisinin istatistiksel limiti

S kiimesinin kardinalitesi

M Dogal sayilar kiimesinin dogal yogunlugu

K kiimesinin j’inci kismi yogunlugu

P, — Py sartlarimi saglayan (o, £3) ikililerinin kiimesi

(fx) dizisinin v mertebeden f ye noktasal ovf— istatistiksel yakinsaklig.
(fx) dizisinin «y mertebeden f ye diizgiin o5 — istatistiksel yakinsaklig1
(fx) dizisinin y mertebeden f ye es of— istatistiksel yakinsakligi

u bulanik sayisinin A-seviye kiimesi

Sifir yogunluga sahip kiimelerin ailesi

Bulanik say1 degerli fonksiyon.
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OZET
Yiiksek Lisans Tezi
Bulanik Say1 Degerli Fonksiyon Dizilerinin Istatistiksel Yakinsakhg
Yasin OZALP

Manisa Celal Bayar Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dah

Damsman: Prof. Dr. Hiisamettin COSKUN

Bu tez ii¢ boliimden olugmaktadir.

Birinci boliim girig boliimiidiir. Bu boliimde reel say1 dizileri ve fonksiyon dizileri
icin calisilan istatistiksel yakinsaklik tiirlerinden bahsedilmistir. Daha sonra bulanik say1
dizilerinin istatistiksel yakinsaklig1 tizerine yapilan calismalar 6zetlenmistir.

Ikinci boliimde, oncelikle iyi bilinen istatistiksel yakinsaklik cesitleri verilmis
ve ardindan «f-istatistiksel yakinsaklik kavrami tanitilmistir. Reel degerli fonksiyon
dizileri i¢in noktasal a/3-istatistiksel yakinsaklik, diizgiin «f-istatistiksel yakinsaklik,
es af-istatistiksel yakinsaklik tanimlanmig ve bu yakinsaklik yardimiyla Korovkin tipi
yaklagim teoremlerinin ispatlar1 verilmistir. Bulanik sayr teorisinin temel tanim ve
kavramlar verilmis, bulanik say1 dizilerinin ve bulanik say1 degerli fonksiyon dizilerinin
istatistiksel yakinsaklik kavramlar1 takdim edilmistir.

Tezin orjinal kismini olusturan iiciincii boliimde ise bulanik say1 degerli fonksiyon
dizileri i¢in es af-istatistiksel yakinsaklik tanimlanmig, bu yakinsakligin 6zellikleri
incelenmis ve bu yakinsaklik kullanilarak bulanik Korovkin tipi bir yaklagim teoremi
ispatlanmistir.

Anahtar Kelimeler: «f-istatistiksel yakinsaklik, Fonksiyon dizileri, Korovkin tipi
yaklagim teoremi, Bulanik say1 dizileri, Bulanik say1 degerli fonksiyon dizileri, Bulanik

pozitif lineer operator.

2019, 42 sayfa

v



ABSTRACT
M. Sc. Thesis
Statistical Convergence of Sequences of Fuzzy Number Valued Functions
Yasin OZALP

Manisa Celal Bayar University
Graduate School of Applied and Natural Sciences
Department of Mathematics

Supervisor: Prof. Dr. Hiisamettin Coskun

This thesis consists of three chapters.

The first chapter is the introduction. In this chapter, different types of statistical
convergence for sequences of real numbers and for sequences of real valued functions
are given. Then, studies on statistical convergence of sequence of fuzzy numbers are
summarized.

In the second chapter, well known types of statistical convergence are given
and the concept of af-statistical convergence is introduced. «[-statistical pointwise
convergence, «/3-statistical uniform convergence, and o3-equi-istatistical convergence of
sequences of real valued functions are defined and Korovkin type approximation theorems
are proved by means of these concepts. Then basic definitions and concepts of fuzzy
number theory are given and the concept of statistical convergence of sequences of fuzzy
numbers and sequence of fuzzy number valued functions is presented.

Third Chapter consists of contributions to the literature. In this chapter we
define the concept of a/f3-equistatistical convergence for sequences of fuzzy number
valued functions and properties of this type of convergence are investigated. Then a
fuzzy Korovkin type approximation theorem is proved by means of «/3-equistatistical
convergence.

Keywords: «f-statistical convergence, Sequence of functions, Korovkin type
approximation theorem, Sequences of fuzzy numbers, Sequences of fuzzy number valued
functions, Fuzzy positive linear operator.

2019, 42 pages



1. GIRIS

Reel say1 dizilerinin istatistiksel yakinsaklik kavrami ilk olarak Fast [1] tarafindan
takdim edilmigtir. Daha sonra Salat [2], Fridy [3] ve Connor [4] istatistiksel yakinsaklik
iizerine onemli calismalar yapmiglardir. Literatiirde bir cok istatistiksel yakinsaklik
cesidi tanimlanmis ve ¢alisilmistir. A istatistiksel yakinsaklik Murseleen [5] tarafindan,
Lacunary istatistiksel yakinsaklik Fridy ve Orhan [6] tarafindan, negatif olmayan herhangi
bir A = (any) regiiler matrisi yardimiyla A-istatistiksel yakinsaklik Kolk [7] tarafindan

tanimlanmig ve ¢alisilmistir.

Reel say1 dizileri i¢in tanimlanan istatsitiksel yakinsaklik kavrami fonksiyon
dizilerine de genellestirilmistir. Fonksiyon dizileri i¢in es istatistiksel yakinsaklik,
noktasal istatistiksel yakinsaklik ve diizgiin istatistiksel yakinsaklik kavramlari ilk olarak
Balcerzak ve ark. tarafindan takdim edilmistir [8]. Fonksiyon dizileri i¢in tanimlanan
bu yakinsaklik cesitleri kullanilarak Korovkin tipi yaklagim teoremleri ispatlanmigtir.
IIk kez Gadjiev ve Orhan Korovkin tipi yaklasim teoreminin istatistiksel versiyonunu
ispatlamiglardir [9]. Karakus ve ark. es istatistiksel yakinsaklik kavraminin Korovkin
tipi yaklagim teorisindeki uygulamalarini calismiglardir [10]. Daha sonra Srivastava
ve ark. bu sonucglar1 genellestirmek icin A istatistiksel yakinsakligi kullanmiglar ve es
A-istatistiksel yakinsaklik notosyonunu uygulayarak bir Korovkin tipi yaklasim teoremini
ispatlamiglardir [11]. Aktuglu ve Gezer [12] tarafindan Lacunary istatistiksel yakinsaklik
kavrami ve Aktuglu ve ark. [13] tarafindan A-istatistiksel yakinsaklik kullanilarak elde

edilmistir.

Yukarida bahsedilen istatistiksel yakinsaklik ¢alismalarinin en genel hali Aktuglu
tarafindan verilmistir [14] . Aktuglu 6zel hallerde istatistiksel yakinsaklik, A istatistiksel
yakinsaklik ve Lacunary istatistiksel yakinsaklik tiplerini de kapsayan af-istatistiksel
yakinsaklik ve ~ mertebeden «af3-istatistiksel yakinsaklik kavramlarini tanimlamistir
[14]. Ilaveten bu yakinsaklik tipi kullanarak fonksiyon dizileri icin yakinsaklik gesitleri

tanimlamig ve Korovkin tipi yaklagim teoremi bu yakinsaklik yardimiyla ispatlanmigtir.

Bulanik kiime teorisi 1965 yilinda Zadeh [15] tarafindan bulunmug olup bir¢ok
dalda ilerlemis ve bir¢ok acidan incelenmistir. Bir bulanik sayr dizisinin yakinsaklig1

ilk defa Matloka [16] tarafindan tanimlandiktan sonra bulanik sayi1 dizileri i¢in bircok



yakinsaklik ¢esidi calisilmigtir. Bulanik say1 dizilerinin istatistiksel yakinsakligi Nuray ve
Savasg [17] tarafindan ¢alisilmis ve bu calisma reel say1 dizileri i¢in tanimlanan istatistiksel
yakinsaklik cesitlerinin bulanik say1 dizileri icin tanimlanmasina ve reel say1 dizileri i¢in
elde edilen bir ¢ok sonucun bulanik say1 dizileri i¢in elde edilmesine Onciiliikk etmstir.
Bulanik say1 dizilerinin farkl istatsitiksel yakinsaklik c¢esitleri i¢in [18—23] calismalari

referans verilebilir.

Bulanik say1 dizilerinin istatistiksel yakinsakligi kavramina dayanarak bulanik
say1 degerli fonksiyon dizileri igin istatistiksel yakinsaklik, diizgiin istatistiksel
yakinsaklik ve es istatistiksel yakinsaklik kavramlart Gong ve ark. tarafindan tanimlanmisg
ve arastirilmistir [24]. Daha sonra ise bu calisma genellestirilerek Karaisa ve Kadak
[25] tarafindan bulanik sayi degerli fonksiyon dizilerinin diizgiin «f istatistiksel
yakinsakligr tanimlanmis ve bu yakinsaklik kullanilarak bir Korovkin tipi yaklagim

teoremi ispatlanmagtir.

Bizde bu tez calismasinda Oncelikle bulanik sayilar ve bulamik sayir degerli
foksiyonlar ile ilgili temel kavramlari tanitip bulanik sayir degerli fonksiyon dizileri
icin istatistiksel yakinsaklik cesitlerini verecegiz. Tezin 6zgiin kisminda ise bulanik say1
degerli fonksiyon dizileri i¢cin v mertebeden es «f-istatistiksel yakinsaklik kavramini
tanimlayip bu yakinsaklik tipinin temel o6zelliklerini ispatlayacagiz. Bu yakinsaklik
yardimiyla bulanik say1 degerli fonksiyonlar uzayinda tanimli pozitif lineer operatorler

icin bir Korovkin tipi yaklagim teoremi ispatlayacagiz.



2. GENEL BILGILER

Bu boliimde reel say1 dizileri icin verilmis olan istatistiksel yakinsaklik ¢esitlerini
taktim edecegiz. Istatistiksel yakinsaklik kavrami, bildigimiz anlamdaki yakinsakligin bir

genellestirilmesidir ve Fast [1] tarafindan ilk defa tanimlanmagtir.

K, N dogal sayilar kiimesinin bir alt kiimesi olsun. &’ nin dogal yogunlugu 6(K)

ile gosterilir ve K, := {k < n : k € K} olmak iizere;

)(K) := lim —‘Kn|

n—oo N

@2.1)

ile tanimlanir.

x = (xy) reel sayilarin bir dizisi olsun. Eger her € > 0 i¢in;

lim {k € [l,n]: |z, — L| > e} _0

n— 00 n

olacak sekilde bir L sayisi varsa, x = () dizisi L sayisina istatistiksel yakinsaktir denir

ve st — lim,, o xx = L veya x,, — L (st) ile gosterilir.

Istatistiksel yakinsaklik kavram tamitildikdan sonra farkli tiplerde istatistiksel

yakinsaklik kavramlari tanimlanmastir.

Bir = {k,} lacunary dizisinin, n — oo iken kg = 0 ve h, = k, — k,_1 — o0

olacak sekilde artan bir tamsay1 dizisi oldugunu hatirlayalim. Her € > 0 i¢in

: — >

n—00 hn

olacak sekilde bir L sayis1 var ise x dizisi L sayisina lacunary istatistiksel yakinsaktir

denir.

A = (\,) dizisi
(i) Ay — 00, (n — o0),
(i) A1 =1,
(i) Api1 <Ay +1
sartlarin saglayan pozitif sayilarin azalmayan bir dizisi olsun. Bu taktirde her € > 0 i¢in

— : — L >
lim Hken—A .+ 1,n]: |z, — L| > e} _0

n—00 An




olacak sekilde L sayis1 var ise x dizisi L sayisina A-istatistiksel yakinsaktir denir.

Negatif olmayan herhangi bir A = (a,;,) regiiler matrisi yardimiyla, Istatistiksel

yakinsaklik Kolk [7] tarafindan A -istatistiksel yakinsakli§a genisletilmistir.
Eger her ¢ > 0 i¢in K (¢) := {k : |z, — L| > ¢} olmak iizere
Y, 3 an =0
keK(e)

saglaniyorsa x dizisine "L sayisina A-istatistiksel yakinsaktir" denir ve sty —

lim,, , x, = L seklinde gosterilir.

Istatistiksel yakinsaklik, lacunary istatistiksel yakinsaklik ve M-istatistiksel

yakinsaklik, A - istatistiksel yakinsakligin bilinen en iyi 6rnekleridir.

2.1. aS-Istatistiksel Yakisaklik

Bu bolimiiniin ana konusu «3-istatistiksel yakinsaklik metotlarinin tanitilmasidir.
af-istatistiksel yakinsaklik metotlari, istatistiksel yakinsaklik, lacunary istatistiksel
yakinsaklik ve A-istatistiksel yakinsaklik metotlar1 gibi regiiler matris metotlar1 disinda

ayn1 zamanda regiiler olmayan bazi matris metotlarin1 da icermektedir.

a(n) ve B(n) dizileri
Py a ve [ azalmayan
Py f(n) = a(n)
Ps: B(n) — a(n) — oo, (n — 00)
sartlarin1 saglayan pozitif sayilarin iki dizisi olsun. P, — Py sartlarim1 saglayan (a, f)

ikililerinin kiimesi A ile gosterilsin.

0 <~y <1ve(a,B) € A olmak iizere K C N kiimesinin 6%”(K,~) yogunlugu

K N pes
501,5([(’,7) — hm | N n ’

25 Bln) — aln) + 17 @2

olarak tanimlanir. Burada |S| ile S kiimesinin kardinalitessini ve P* ile [a(n), 8(n)]

kapali araligin1 gosterilmektedir.

(2.2) sonucu olarak asagidaki lemmay1 ifade edebiliriz.



Lemma 2.1.1. K ve M , N ’nin iki alt kiimesi ve 0 < v < A < 1 olsun. Bu taktirde her
(a, B) € Aigin;
(i) 0*7(,~) =0,
(i) 0*#(N,1) =1,
(iii) Eger K sonlu bir kiime ise bu taktirde §*?(K,~) = 0,
(iv) K C M = §%P(K,7) < §%F(M,~),
(v) 0“P(K,A) < 0%P(K,7) [14].

Simdi bilinen anlamda yakinsakliginin genellestirilmesini asagidaki gibi verelim.
Tamm 2.1.1. Her € > 0 icin;
{k e PYP i |oy — LI > e}]
(B(n) —a(n) + 1)1

oluyorsa x dizisi L sayisina v mertebeden a/f— istatistiksel yakinsaktir denir ve

6P ({k |z, — L| > €},7) = lim
n—oo

sty — lim x, = L veyax, — L (af” — st)

n—o0

ile gosterilir. v = 1 i¢in x dizisi L’ ye af— istatistiksel yakinsaktir denir ve
Stap — lim x, = L veyaz,, — L (af — st)
n—oo

ile gosterilir [14].
Uyar1 2.1.1. Eger0 <~y <) <1ve

v : _
Stop — 7}1—{20 T, = L

1se bu takdirde

5 .
Stos — nhi& Ty =L

oldugu asikardir [14].

Asagidaki Lemma, Lemma 2.1.1’in direkt bir sonucudur.
Lemma 2.1.2. Kabul edelim ki x dizisi L ’ ye yakinsak (bildigimiz anlamdaki yakinsak)
ve (a, B) € A olsun. Bu taktirde

stag — nh_>r1[01o T, =L

olur [14].

Asagidaki 6rnek Tamim 2.1.1 de verilen «f3-istatistiksel yakinsakliin basit

olmayan bir genellestirilmesi oldugunu gostermektedir.



Ornek 2.1.1. 0 < y < 1 sabit olmak iizere a(n) = 1 ve B(n) = n seklinde secilirse

5 (g — L] 2 2}, 9) = tim W E il H 2 2

n—00 n

ve dzel olarak v =  i¢in

R L = L 2 2}

n—00 n

1
5kl — L) > e}, ) =

olur.

. 1, n = k% ise
"1 0, digerdurumlarda
dizisini goz Oniine alalim.

st— lim z, =0
n—oo

oldugu asikardir. Fakat her € > 0 i¢in;

5Bk« |z4| > s},%) _ g EEDL el 2l

n—oo n
oldugundan dolay1
1
stéﬁ — 7}1—{20 z, =0

ifadesi saglanmaz [14].

Matris notasyonu kullanarak Ornek 2.1.1 de verilen yakinsaklik

1 k < n?ise,
Anpk = n .
0, diger durumlarda,

olmak iizere A = (a,,) matrisi i¢in matris yakinsakligina denktir ki bu regiiler bir matris
degildir. Bu da agf-istatistiksel yakinsaklik metotlarinin regiiler olmayan bazi matris

metodlarini da icerdigini gosterir.

2.2. Fonksiyon Dizilerinin o3-Istatistiksel Yakisakhig
X, R nin kompakt bir alt kiimesi ve 0 < v < 1 olsun. Bu takdirde bir f; : X — R
fonksiyon dizisi i¢in agagidaki tanimlari verebiliriz.

Tanim 2.2.1. Her ¢ > 0 ve her bir x € X igin

[{k e B2 |fu(@) - f@)| = e} _
(B(n) = a(n) +1)7

oluyorsa (fy) foksiyon dizisi v mertebeden X iizerinde f fonksiyonuna noktasal

50 ({k - | ful) = fla)| > €},7) = lim

af—istatistiksel yakinsaktir denir ve

fr = f(aB? — st)



ile gosterilir. v = 1 i¢in X {izerinde f fonksiyonuna noktasal o3 istatistiksel yakinsaktir
denir ve f;, — f(af — st) ile gosterilir [14].

Tanim 2.2.2. Her ¢ > 0 icin

ke P | fulz) — f(z x) >
5 s o)~ o)y = 2,7) = i HEETE WD Pl 221

oluyorsa f, fonksiyon dizisi v mertebeden X kiimesi iizerinde f fonksiyonuna diizgiin
af-istatistiksel yakinsaktir denir ve fr, = f (af8” — st) olarak gosterilir. v = 1 igin
fr dizisi X iizerinde f fonksiyonuna diizgiin oS-istatistiksel yakinsaktir denir ve f;, =
flap — st) ile gosterilir [14].

Tamm 2.2.3. Her bir ¢ > 0 i¢in (p, ) reel degerli fonksiyonlarin dizisi;

oy e P ) fw)] > o)
Prel®) = T — al) + 1)

tanimlansin. Eger
. - _
nhﬁ\lgo ||pn,s( )HC(X) 0
oluyorsa (f;) fonksiyon dizisi v mertebeden X iizerinde f fonksiyonuna eg

af-istatistiksel yakinsaktir denir ve

fe = [ (af” = st)

olarak gosterilir. v = 1 i¢in (fy) fonksiyon dizisi X tiizerinde f fonksiyonuna es

af-istatistiksel yakinsaktir denir ve

fe = [ (af — st)

ile gosterilir [14].

Asagidaki lemma tanimlarin dogal bir sonucudur.

Lemma 2.2.1. («, ) € Aikilisi ve 0 < v < 1 i¢in

fr = f(af? —st) = fr — f(af” —st) = fr = f(af” — st).

Asagidaki ornekler bu ¢ikarimlarin tersinin dogru olmadigini gdstermektedir.

Ornek 2.2.1. (a,3) € Ave 0 < < 1olsun ve r € N olmak iizere

f = —4r?(r +1)*(z — ) (z — %), T € (%, 1]ise
" 0, diger durumlar da



olarak tanimlanan, f, : [0, 1] — R siirekli fonksiyonlarinin dizisini g6z oniine alalim. Bu
taktirde her e > O ve 0 < v < 1 i¢in;
{m € P2+ | fm(@)] > €}| _ 1

(B(r) —a(r)+ 1) = (B(r) —a(r) + 1)

esitsizligi saglandigindan x’e gore diizgiin olarak P} (z) — 0(r — o0) saglani.

Fl(z) =

Dolayisiyla f, — 0(a” — st) olur. Bununla birlikte her r € Nigin sup,¢(o 1 [ fr ()| = 1
oldugundan f, = 0(af” — st) ifadesi saglanamaz [14].
Ornek 2.2.2. r € N olmak iizere a(r) = 2"~' + 1, B(r) = 2" olsun. f, : [0,1] — R,

fr(z) = " fonksiyonlarini goz 6niine alalim ve

f(x)_{ g) z €1[0,1)

, r=1
alalim. Bu takdirde f, — f(a/7 — st) oldugu agikardir. Diger taraftan her 0 < v < 1 i¢in
fr = f(aBY — st) saglanamaz. e = 1 olarak aliirsa bu taktirde her Ny € N icin enaz bir

r > Ny dyle kiherm € P*# = [2771 + 12" vex € ( 2(/; 1) i¢in

olur. Diger bir ifade ile her z € ( 2{@ , 1) ve 0 <~ < 1icin,

[{m € P : lam| > 1)
@)

-t 1

@)

P:;@)
2

olur ki bu da
1 v (. =
Jim [|F7. (e =0

ifadesinin saglanmadig1 anlamina gelir [14].

Bundan sonraki kisimda ilk olarak reel degerli fonksiyon uzaylari tizerinde tanimli
pozitif lineer operatdr tanimi ve Korovkin yaklasim teoreminin ifadesi verilecektir.
Daha sonra fonksiyon dizilerinin «S-istatistiksel yakinsakligi kullanilarak Korovkin tipi
yaklagim teoremleri ispatlanacaktir.

Tanmm 2.24. F(X) ve F(Y) swrasiyla X ve Y iizerinde tanimli reel degerli
fonksiyonlarin lineer uzaylari olsun. F'(X') uzayindan alinan herhangi bir f fonksiyonuna
F(Y') uzayinda bir ve yalmiz bir L kurali varsa bu durumda F'(X) uzaymdan F(Y)
uzayina bir operatdr tanimlanmustir denir. Bir v € X noktasindaki L( f) degeri L(f(t); x)

ile veya kisaca L( f; x) ile gosterilir.



Tanim 2.2.5. f; ve f5, F'(X) uzayinda herhangi iki fonksiyon ve her x € X, hera,b € R
icin L operatorii

L(afi + bfs;x) = aL(f1;2) + bL(f2; x)

kosulunu sagliyor ise bu takdirde L operatoriine lineer operator denir.
Tanm 2.2.6. L : F(X) — F(Y) lineer operatorii '(X) tanim uzayindan alinan her
f > 0 fonksiyonu i¢in L(f) > 0 kosulu saglaniyor ise bu durumda L operatoriine pozitif

lineeer operator denir.

Pozitif lineer operatorler icin asagidaki 6zellikler gecerlidir.
(i) f<gise L(f) < L(g),
(i) |L(f; )] < L(|f];2).
C(X), X C R kompakt kiimesi tizerinde siirekli ve reel degerli fonksiyonlarin bir
uzay1 olsun. g € C|a, b] igin
lgllcw = suplg(z)l

olacak sekilde aligilmig supremum normu ile birlikte C'(X) bir Banach uzayidir. Simdi
yaklagim teorisindeki Korovkin Teoremini verebiliriz.
Teorem 2.2.1. L, : C(X) — C(X) ile tamml pozitif lineer operatorlerin bir dizisi

olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler denktir.

(i) Her f € C(X) i¢in limy, o0 || Ln(f) — f lex)= 0,
(i) e;(x) = 2',i =0,1,2 olmak iizere lim,,_, || L,,(&;) — €; ||c(x)= 0 olur [26].

Teorem 2.2.2. (a, ) € Ave 0 <~ < 1lolsun.v =0,1,2 vee,(r) = 2" olmak lizere
L,(ey, ) = e,(x) (af” — st) (2.3)
sartin1 saglayan pozitif lineer operatorlerin bir dizisi
L,:C(X)— C(X)
olsun. Bu takdirde her f € C'(X) i¢in;
Ln(f) = f(af” — st)

olur [14].

Ispat: Ispatin ilk asamasinda Korovkin Teoreminin ispatini goz Gniine alacagiz. Kabul

edelim ki f, C'(X)’in keyfi bir eleman1 ve x € X sabit olsun. Bu takdirde Ve > 0,36 > 0



var oyle ki |y — x| < ¢ ifadesini saglayan her y € X i¢in |f(y) — f(x)| < ¢ olur.
Simdi K5 := {y € R : |y — 2| < §} olmak iizere X; := X N K alalim. Bu takdirde

M := || f|lc(x) olmak iizere;

|f(y) = f@)] < |f(y) = f(2)xxs () + 1f(y) — Fl2)xxxs () < e+ 2Mxxx;(y),

1
Xx\x;(y) < 5—2@ —x)?

kullanilarak her y € X i¢in

2M
) = f@)] < e+ —r(y—a)
elde edilir. { L, } nin pozitiflii ve lineerligi kullanilarak

4M
B:=c+ M+ 5 (Hl'ZHC(X) + ||$||C(X) + 1)
olmak tizere

|Ln(f;2) = f2)] < La(|f(y) — ( )6o| ) + | f(2)|[Ln(fo; 2) — €o(z)]
< eL,(ep;x {L (y x)z,m)}+M]Ln(eo;x)—eo(x)|

<e+(e+ M)|Ln(eo; ) — eo(7)]

2M
+ 5 {Ln(e2; ) — 2Ly (e1; ) + ° Ly (e0; ) }

2M
52
2*| Ly (eo; ) — eo(x)|

<t (e+ M)|Ln(eo;x) — o) + —
4 2M

2%| Ly (eg; ) — ea(x))|
M|$| |Ln((e1;2) — er(x)| + —- (2.4)

M|||[2
<e+t <5+M+ TC(X) | Ln(e0; ) — eo(2)]

AM |z 2M
| Lu(er;2) — ea(@)]} + - Laenso) - ea(a)

<e+ B |Lne;z) — ()]

v=0
elde edilir. Verilen bir s > 0i¢in 0 < € < s secelim ve v = 0, 1, 2 i¢in asagidaki kiimeleri

tanimlayalim;

Ky(z) = {n e N: [L.(f,2) — f(x)] = s}

K20 = {n € N a(enn) — o)) 2 S5},

Bu takdirde (2.4) esitsizliginden agikca
2
C U K?(x)
v=0
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ifadesini elde ederiz. Ilaveten asagidaki reel degerli fonksiyonlar1 tanimlayalim:

7 (x) = L m B . x)— f(z S
Phol@) = o Hm € P27 s (L) = £(@)] = 5}

ver =0,1,2icin

1
(6(n) —a(n) +1)7

Bu takdirde monotonluk ve (3.3) kullanilarak her x € X icin

pre(x) =

s—e¢
Pa’ﬁ: Lm (O8] - v > .
{me P L (€, ) — ey (2)| > 3B H

2
pho(x) <Y prt(x)

v=0
elde edilir. Bu da
2
197 Olleco < > IOl (2.5)
v=0

oldugu anlamina gelir. n — oo i¢in (2.5) de limit alinirsa ve (2.3) kullanilirsa
lim [|pr s (e =0

elde edilir ki bu da ispat1 tamamlar. |

Teorem 2.2.2de v = 1 alinarak asagidaki sonug elde edilir.

Sonug 2.2.1. (o, ) € Aolsun. v =0,1,2 ve e,(z) = x¥ olmak iizere
L,(e,,x) — ey(z)(af” — st)

sartim1 saglayan pozitif lineer operatorlerin bir dizisi L, : C(X) — C(X) olsun. Bu
takdirde her f € C'(X) i¢in
Ln(f) = f(aB — st)

olur [14].

Teorem 2.2.3. (o, 3) € Ave 0 <~y < 1lolsun.v =0,1,2i¢in e,(x) = 2 olmak iizere
Ln(ey,x) = ey(x)(af” — st)

sartin1 saglayan pozitif lineer operatorlerin bir dizisi L,, : C(X) — C(X) olsun. Bu
takdirde her f € C(X) igin
Ly(f) = f(aB” — st)

olur [14].
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Ispat:: B :=c + M + 3 (||2*| c(x) + lzllex) + 1) olmak iizere

|La(f;0) = f(2)] S e+ B Y |La(es;a) — ey (2)|

v=0

(2.4) esitsizligi kullanilarak elde edilir. X iizerinde supremum alinirsa

2
1Ln(f) = flleex) < e+ BZ [ Ln(€ev) = eullorx)

v=0

elde edilir. Verilen bir s > 0 icin 0 < € < s se¢elim ve asagidaki kiimeleri tamimlayalim

Ds(x) :={n e N [|Ln(f) = fllex) = s}

— 2.6
Dj(z) :={n e N:|Ly(e,) — evllcx) = S ,0=0,1,2. (20)
3B
Bu takdirde (2.6) den agikca
2
Dy(z) | Di(x)
v=0
elde edilir ki bu da ispati tamamlar. |

Teorem 2.2.3 de y=1 alinarak asagidaki sonug elde edilir.

Sonug 2.2.2. (o, 8) € A,v=0,1,2 ve e,(z) = z¥ olmak iizere
L,(ey,x) = ey(x)(af — st)

sartin1 saglayan pozitif lineer operatorlerin bir dizisi L,, : C(X) — C(X) olsun. Bu

takdirde her f € C'(X) i¢in

Ln(f,2) = f(ap — st)

olur [14].

Simdi «(n) ve $(n) dizilerinin 6zel se¢imiyle diger istatsitiksel yakinsakliklarin

nasil elde edildigini gorelim.

(1) a(n) =1, 8(n) = n ve v = 1 alaim. Bu takdirde P** = [1,n] ve

§0({k - Jay — L] > e}, ) = lim PEE 0 Imem LI 2 e}

n—00 n

olur. Bu da a(n) = 1, f(n) = n ve v = 1 olmasi durumunda «f-istatistiksel
yakinsakligin istatistiksel yakinsakliga doniistiigiinii gosterir. Bu durumda Teorem

2.2.2ile [10, Teorem2.1] ve Teorem 2.2.3 ile [9, Teorem 2.1] sonuclarina ulasilir.

12



(2)

3)

4)

&)

a(n) =1, B(n) =nve0 < v < 1 alalim. Bu takdirde P*? = [1,n] ve

608k |ox — L > e}.) = Tim LESmiloe = Ll = €}

n—00 ny

olmas1 bize v mertebeden es istatistiksel yakinsakli1 verir. Bu sebeple Teorem
2.2.2, v mertebeden istatistiksel yakinsaklik aracigiyla bir Korovkin tipi yaklagim
teoremine ve Teorem 2.2.3, v mertebeden diizgiin istatistiksel yakinsaklik
aracilifiyla bir Korovkin tipi yaklagim teoremine doniisiir.

Ant1 < A\p+1ve A\ = 1 olacak sekilde sonsuza giden pozitif sayilarin azalmayan bir
dizisi olsun. Eger a(n) = n—M\,+1, B(n) = n,y = 1segilirse P*# = [n—\,+1,n]

olur. Ayrica

0P ({k : |ax — L] > €},7) = lim {kcln— At Lnf:|op — L[> e}

n—>00 X,
elde edilir ki bu da a(n) = n— A, +1 ve (n) = n olmasi durumunda v mertebeden
af-istatistiksel yakinsakligin A-istatistiksel yakinsakliga doniistiigiinii gosterir.

Bu sebeple eger a(n) = n — A\, + 1, f(n) = n ve 7 = 1 segilirse Teorem 2.2.2,
[11]°deki Teorem 1’e doniisiir. Benzer olarak Teorem 2.2.3, [13]’deki Teorem 3.1’
in 6zel bir durumudur.

an)=n—-X\,+1,8(n) =nve0 <y < 1ligin

6“P({k : |xr — L] > €},v) = lim Hke€n—Ao+1,n]: |z — L| > e}

n—o00 A

olur. Bu da v mertebeden «S-istatistiksel yakinsakligin v mertebeden A-istatistiksel
yakinsakliga doniistiigli anlamina gelir. Bu sebeple Teorem 2.2.2, v mertebeden
es A-istatistiksel yakinsaklik araciliiyla bir Korovkin tipi yaklasim teoremine ve
Teorem 2.2.3 de 7 mertebeden A-istatistiksel diizgiin yakinsaklik aracilifiyla bir
Korovkin tipi yaklagim teoremine doniisiir.

Hatirlatalim ki bir § = {k, } lacunary dizisi,
k() =0 ve hr = k’r — ]{/},1

olacak sekilde artan bir tamsay1 dizisidir. a(r) = k,_1 + 1, 5(r) = k. ve 7 = 1

alimirsa P*? = [k,_; + 1, k,] olur. Bununla birlikte
(kv ko] AN = [ky_1 +1,k,] NN

oldugundan

50175({]{] . ’:L'k. — L| > g} f}/) — hm ’{k S [kr—l + ].,kr] . |])k — L’ Z 5}’

n—o0 h,
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lim ’{k c (krfl + 1,]@] : |l‘k — L| 2 €}|

n—oo h/,r,

elde edilir ki bu da a(r) = k,_y + 1, B(r) = k, ve v = 1 olmast durumunda ~y
mertebeden a-istatistiksel yakinsakligin lacunary istatistiksel yakinsaklik ile denk
distiigtinii gostermektedir. Eger biz a(r) = k._; + 1, 5(r) = k. ve v = 1 alirsak
bu taktirde Teorem 2.2.2, [13]’daki Teorem 3.1’e doniisiir ve Teorem 2.2.3 de [12]
deki Teorem 3.1’in 6zel bir durumudur.

©6) a(r) =k._1+1,8(r) =k, ve 0 <~ < 1igin;

§*P({k |y —L>e},y) = lim {k € [kp_y + 1,k : |z — L| > €}

— lim Hk € (krflukr} : ‘xk - L‘ > 5}‘

elde edilir. Bu sebeple Teorem 2.2.2, ~ mertebeden lacunary esistatistiksel
yakinsaklik araciliiyla bir Korovkin tipi yaklasim teoremine ve Teorem 2.2.3, «
mertebeden lacunary istatistiksel diizgiin yakinsaklik araciligiyla bir Korovkin tipi

yaklagim teoremine doniisiir.

2.3. Bulanik Sayi Dizileri
Bu boliimde bulanik sayilar ile ilgili temel tanim ve teoremler verilecektir.

Tamm 2.3.1. Asagidaki sartlar1 saglayan R {izerindeki
u:R —[0,1]

fonksiyonuna bir bulanik sayis1 denir:

1. u, normaldir. Yani en az bir 2y € R i¢in u(z() = 1’dir.

2. u, bulanik konvekstir. Yani Vz,y € R ve VA € [0, 1] i¢in,
u(Az + (1 — N)y) > min {u(z), u(y)}.

3. wu, ustten yar siireklidir.

4. [u]p = {x € R: u(x) > 0} kompakt bir kiimedir [30].

Burada A, A kiimesinin kapanis1 anlamindadr.

Bir « bulanik sayisinin A-seviye kiimesi,

B {reR:u(z) > A}, 0<A<lise,
[U]A_{{xER:u(x)>O}, A=0ise
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seklinde tanimlanir. Herhangi bir r reel sayisi
- 1, t=rise
r(t)—{ 0, t#rise
seklinde tanimli bir 7 bulanik sayis1 gibi diisiiniiliir. R iizerindeki biitiin bulanik sayilarinin
kiimesi £ ile gosterilir ve bulanik say1 uzay1 olarak isimlendirilir.
Not 2.3.1. Agik olarak u € E' olmasi i¢in gerek ve yeter sart her bir A € [0, 1] igin

[u], kiimesinin bos olmayan, kapali ve sinirli bir aralik olmasidir. Bu aralik [u], =

[u™(X), ut(N)] ile gosterilir.

Bir bulanik saymin A-seviye kiimelerinin u¢ noktalar ile temsil edilebilecegi
Goetschel ve Voxman tarafindan ispatlanmistir [27]. Bu teorem bulanik sayilarimin temsil
teoremi olarak bilinir.

Teorem 2.3.1. u € E' ve her bir A € [0,1] i¢in [u], = [u™(\),u"(\)] olsun. Bu

durumda,

A)i

ut(N);

1. u™ 0, 1] iizerinde sinirli, soldan siirekli ve azalmayan bir fonksiyondur.

(
0,

0, 1] tizerinde sinirl1, soldan siirekli ve artmayan bir fonksiyondur.

2

(A);
2. ut(A)
3. u~(A) ve ut(\) fonksiyonlari, A = 0 noktasinda sagdan siireklidir.
4 um (1) < ut(1).

Tersine; v ve 3, (1) — (4) sartlarin1 saglayan iki fonksiyon ise
[ula = [v(A), B(A)]
olacak sekilde bir tek u € E* vardir. vy ve 3’ya karsilik gelen u bulanik sayisi
u:R—[0,1], u(z) =sup{r:y(\) <z < F(N)}

olarak tanimlanir [27].

Bundan sonraki kisimda, bulanik sayilar tizerindeki kismi siralama bagintis1 ve
cebirsel islemler verilecektir.
Tanim 2.3.2. u,v € E' olsun. Eger Vz € R i¢in u(z) = v(x) ise u ile v bulanik sayilart

esittir denir ve ©v = v yazilir. Bu tanim seviye kiimeleri yardimiyla
u=uv< VA€ |0,1]igin [u]y = [v]a

seklinde ifade edilir.

15



Tamm 2.3.3. E! iizerindeki kismi siralama bagintist; u, v € E' olmak lizere

u=v & VAe|0,1]icin [u]y < [v]a

& VA e[0,1]icinu"(A) < v~ () veu"(\) <vF(N)
seklinde tanimlanir. Kesin kiiciikliik bagintisi ise
u<veu=xvveI\ € |[0,1]iginu (Ng) < v (No) veyauT(Ag) < v (Ag)

seklindedir [21] .

Eger u < v ve u > v bagintilarindan her ikisi de gerceklesmiyorsa, u ve v bulanik

sayilar1 kiyaslanamaz denir ve u ¢ v yazilir.

u,v € E" iki bulanik say1 olsun. Bu bulanik sayilarinin

(i) u + v cebirsel toplamlari

utv=w < [w=ulx+ [V

s wA)=u(N)+v-(A\) vewtr(\) =u"(\) +0vT(N),
(i1) u — v farklan

u—v=w < [w)=uly—[v]x

(iii) - v arpimlar
uv = w < wly = [ulr[v]x,
her A € [0,1] igin
w-(A) = min{u” (N (A), u” (Mo (A), ut (Ao~ (A), u" (Mo (M)}
ve
wh(A) = max{u (Ao~ (A),u” (Mo (A), u" (Ao~ (A), u™ (\)o" (M)},
(iv) u sayisinin k skalari ile garpimi
[Fulx = Kluls
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seklinde tanimlanir.

Bgeru e E've 0 ¢ {t € R: u(t) > 0} ise

) -y () 0=

bi¢iminde tanimlidir.

Yukarida verilen tanimlara gore bulanik sayilarinin sahip oldugu bazi cebirsel
ozellikler asagida not edilmistir.
Teorem 2.3.2. (i) Toplama islemine gore birim eleman 0 dir.
(ii) Toplama islemine gore her v # 7, € R bulanik sayilarinin ters eleman1 yoktur.

(iii) a,b € Rveu € E* olsun. Eger a,b > 0 veya a,b < 0 ise 0 zaman
(a+bu = au+bu

esitligi gecerlidir. Herhangi bir a, b € R i¢in bu esitlik gegerli olmayabilir.

(iv) Herhangi bir a € R ve u,v € E' i¢in
a(u+v) = au+ av

esitligi gecerlidir.

(v) Herhangibir a,b € R ve u € E! icin
a(bu) = (ab)u
esitligi gecerlidir [28].

E! {izerindeki kismi siralama bagintisinin baz1 6zellikleri agsagida not edilmistir.

Lemma 2.3.1. u,v,w,e € E' olsun.

(i) Egeru = vvewv X wiseu =X w olur.
(1) Egeru S wvev Xeiseu+v X w + eolur.

(iii) Eger u = 0 ve v > w ise uv > ww olur [29].

Bir bulanik sayr dizisinin limitini tanimlamak icin Oncelikle bulanik sayilari
iizerindeki metrigi tanimlamak gerekir. Once bu metrik, daha sonra ise bulanik sayi

dizilerinin yakinsakligi ile ilgili tanim ve teoremler asagida verilmistir.
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u,v € E' olsun. Bu durumda v ile v arasindaki D(u, v) uzakligi,
D(u,v) = sup max{[u”(A) = v~ (A)], [u™(A) =v" ()]}
X€0,1]
seklinde tanimlanir. D metriginin tanimindan
D(u,0) = Sup max{|u”(A)], [T (A)[} = max{[u”(0)|, [u"(0)[}
€ )
oldugu goriiliir. D metrigi asagidaki 6zelliklere sahiptir.

Teorem 2.3.3. u,v,w,z € E' ve k € R olsun. O zaman,

(i) (E', D) tam metrik uzaydir,
(i) D(ku,kv) = |k|D(u,v),
(iii)) D(u+ v, w+v) = D(u,w),
(iv) D(u+v,w+ z) < D(u,w) + D(v, 2),
) |D(u,0) — D(v,0)| < D(u,v) < D(u,0) + D(v,0) [28].

2.4. Bulamk Say Dizilerinin Istatistiksel Yakinsaklig

Bu kisimda ilk ©Once bulanik sayi dizilerinin yakinsaklifi ve istatistiksel
yakinsaklig1 tanitilacaktir.
Tamm 2.4.1. Bir bulanik say1 dizisi; tanim kiimesi N dogal sayilar kiimesi, yani N =
{1,2, ...}, ve deger kiimesi E' bulanik say1 uzay1 olan bir fonksiyondur [16].
Tamm 2.4.2. (u,) C E' bir bulanik say1 dizisi ve vy € E' olsun. Eger her € > 0 igin her
n > ng iken D(u,,vy) < € olacak sekilde en az bir ng € N bulunabiliyor ise, (u,,) dizisi

vp’a yakinsaktir denir ve

lim w,, = vy veya u,, — vg, (n — o)
n—o0

yazilir [16] .
Tamm 2.4.3. u© = (u,) bulanik sayilarinin bir dizisi ve y bir bulanik sayist olsun. Her
e > 0 ig¢in,

d{n € N: D(up, o) >¢€}) =0

Onermesi saglaniyorsa, yani (u, ) dizisi 1 sayisina istatistiksel yakinsaktir denir ve
st — lim u,, = py veya u, —> po(st)

n—o0

ile gosterilir [17].
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Not 2.4.1. st — lim,,_,o, u,, = o olmasi i¢in gerek ve yeter sart her £ > 0 i¢in 6(M) = 0
olacak sekilde bir M C N alt kiimesi vardir 6yleki her n ¢ M i¢in D(uy, po) < € dir.

Bundan sonraki kisimda kolaylik olmasi agisindan
0 ={K CN:§K)=0}
sifir yogunluk kiimesi gosterimi kullanilacaktir.

Agik olarak lim,, ,oou, = po ise {n € N : D(uy,, o) > €} kiimesi sonlu
olacagindan

d{n € N: D(up, o) >€}) =0

bulunur ve dolayisiyla

st — lim wu,, = o
n— 00

elde edilir. Bunun kargit1 genel olarak dogru degildir.

Ornek 2.4.1. u = (uy,) bulanik say1s1 dizisini dogal sayilarin tam karelerinde

0, te(—oo,k—1)U(k+1,00)
ug(t) == ¢ t—(k—1), telk—1k
—t+(k+1), te(kk+1]

ve diger durumlarda

0 , t€(—00,0)U(2,00),
w(t) == t , telo,1],
—-t+2 , te(1,2],

olarak tanmimlayalim. Bu durumda her € € (0, 1) i¢in
K={keN:D(ug,p)>ec}=1{1,4,9,16,25,...} ve 6(K) =0

oldugundan, u = (uy) dizisi u bulanik sayisina istatistiksel yakinsaktir. Fakat u = (uy,)

dizisi i sayisina yakinsak degildir [22].

2.5. Bulamk Say1 Degerli Fonksiyon Dizilerinin Istatistiksel Yakinsaklig

Bu boliimde bulanik sayr degerli fonksiyon dizileri i¢in istatistiksel yakinsaklik,
diizgiin istatistiksel yakinsaklik ve es istatistiksel yakinsaklik tanimlarim1 verecegiz.
bu yakinsaklik cesitlerinin temel 6zelliklerinden bahsedilecek ve aralarindaki iliskiler

gosterilecektir.

19



Simdi bulanik say1 degerli fonksiyonlardan bahsedecegiz. f : [a,b] — E' bulanik
say1 degerli fonksiyonu A € [0, 1] i¢in

@) =[5 (@), £ (2)],

parametrik gosterimine sahiptir.

Tamm 2.5.1. f : [a,b] — E' bulanik say1 degerli bir fonksiyon olsun. Eger her ¢ > 0
icin bir § > 0 sayis1 var dyleki |z — xo| < & olan her = € [a,b] icin D(f(z), f(z0)) <
¢ kaliyorsa f bulanik say1 degerli fonksiyonu z, € [a,b] da siireklidir denir. Eger f,
her bir z € [a,b] noktasinda siirekli ise f fonksiyonu [a, b] iizerinde siireklidir denir.

la, b] araliginda taniml siirekli bulanik say1 degerli fonksiyonlarin kiimesi C'x[a, b] ile

gosterilir.

Cx|a, b] kiimesi iizerindeki metrik

D*(f,g3) = sup D(f(z),9(x))

z€[a,b]

= sup sup max{[fy (z) — g5 (#)],|f\ (z) — g} (2)[}
z€la,b] A€[0,1]

biciminde tanimlanir.

Tanm 2.5.2. [ : [a,b] — E' bulanik say1 degerli bir fonksiyon ve f, : [a,b] — E' (n €
N) bulanik say1 degerli fonksiyonlarin bir dizisi olsun. Eger herbir x € [a,b], her n €
N\ M, i¢cin D(f,(x), f(x)) < € olacak sekilde sonlu bir M, kiimesi varsa, {f,} dizisi f

fonksiyonuna yakinsaktir denir. Bu takdirde

lim fn(x) = f(x)

n—00

yazilir [24].

Tamm 2.5.3. f : [a,b] — E' bulanik say1 degerli bir fonksiyon ve f,, : [a,b] = E' (n €

N) bulanik say1 degerli fonksiyonlarin bir dizisi olsun. Her = € [a, b] ve her £ > 0 i¢in,
0({n € N: D(fu(x), f(x)) > €}) =0

Onermesi saglaniyorsa yani;

Ve € [a,b],Ye > 0,IM, € 6,Yn € N\M,, D(fu(2), f(2)) < e

ise bulanik say1 degerli fonksiyonlarin bir { fn} dizisi, bulanik say1 degerli f fonksiyonuna

noktasal istatistiksel yakinsaktir denir ve

fu(@) = f(st)
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yazilir [24].
Teorem 2.5.1. Bulanik say1 degerli fonksiyonlarin bir { fn} dizisi, bulanik say1 degerli

bir f fonksiyonuna noktasal istatistiksel yakinsak olmas1 icin gerek ve yeter sart [ fn] A Nin

A ya gore [f], e diizgiin istatistiksel yakinsaktir [24].

ispat: f,(z) — f(st) olsun. Bu durumda herbir z, € [a,b] icin, f,(zo) — f(x0)(st)
olur. Bu durumda verilen herhangi bir ¢ > 0 sayist i¢in M,,, € 6 kiimesi vardir dyleki her

n € N\M,, icin D(f,(xo), f(x0)) < € olur, yani

sup max{|(fn(20))y — fx (o), [(fn(0))X — fX (xo)|} <&

A€0,1]

olur. Bu sebeple her A € [0, 1] i¢in |(f,,(z0))x — fx (zo)| < e ve |(fulzo)) S —f (z0)|} < €

olur.
[Fa(@)]y = [(fal@o)x, | (Fal@o))F] [ (@o)]x = [fx (o), £ (x0)]

oldugundan her \ € [0,1] i¢in [f, ()]s dizisi [f(z0)]x’a X* ya gore diizgiin istatistiksel

yakinsaktir.

Tersine, her g € [a,b] ve here > 0, her n € N\M,_ ve A € [0,1] icin

|(fa(2o))y = fx (z0)| <€

olacak sekilde M, € 6 kiimesi vardir. Ayn1 zamanda, her n € N\M,_ ve A € [0, 1] i¢in

[(fa(z0))X = fX (x0)| <&

olacak sekilde M;O € 0 kiimesi vardir. Buradan her n € N\ M, i¢in

Sup max{|(fn(z0))x = fx (o)l [(fu(z0))X — f¥ (o)} <

€10,

olacak sekilde bir M, = M;O U MQZO € 0 kiimesi bulunabilir. Boylece her n € N\ M,
icin D(f, (o), f(z0)) < e saglamr, yani f,(z0) — f(zo)(st) elde ederiz. Bu da ispat
tamamlar. [

Teorem 2.5.2. { fn}, Bulanik say1 degerli fonksiyonlarin bir dizisi olsun, bu takdirde

asagidaki ifadeler denktir.

(D ( fn), f > ye istatistiksel yakinsaktir.
(2) Her z € [a,b]igin f,(2) = Gn(2) + ho (@), lim,_ee §n(z) = f(2) ve by () — 0(st)
olacak sekilde bulanik say1 degerli fonksiyonlarin {g, } ve {h,} dizileri vardir.
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(3) 0(K) = 1ve k — oo iken D(f,, (z), f(x)) — 0 olacak sekilde N in bir K = {n;}

altdizisi vardir [24].

ispat: (1) = (2): fu(z0) — f(z0)(st) den, verilen z € [a,b] ve e > 0, bir N € N sayis1

vardir dyleki her n > NN icin

l‘{kgn;D(fk(x),f(ﬂf)) ZEH =c

n

kalir. ¢ = %, J € N secersek her n € NV; icin

1 ~ ~ 1 1

»{k < D) fla) = 1 <2

olacak sekilde bir N; < Ny < N3 < ... ingaa edilebilir. Simdi verilen bir = € [a, b] i¢in
{Gn(2)} ve {h,(x) + f(x)}’i asagidaki gibi tanimlayalim.

0 <n< N vehy(z)+ f(x) = f(z) ve gu(z) = f(x) olsun. 5 > 1ve N; <n < N4

olacak sekilde asagidaki fonksiyonlar1 tanimlayalim:

oty = { B@. Do), f@) < e
4 f@), D(fulx), f(x)) = ; ise
ve
e @), DU, @) < Lise
“@+“”‘{fm,Dmmmmmz§m.
Bu durumda f,,(2)+ f(2) = Gn(x)+hy(x)+ f(x) oldugunu gormek zor degildir. Buradan

_|_
Fo(@) = Gu(x) + hn(z) elde edilir.

Simdi her © € [a,b] icin lim,_, §n(z) = f(x) oldugunu ispatlayalim. Verilen
x € [a,b] ve e > 0igin ; < ¢ olacak sekilde j € N alam. K > Nj igin eger

D(fu(a). f(2)) < Lise

olur. Boylece D(jn (), f(z)) < ¢ olur.

ikinci olarak, h,(z) — 0(st) ve h,(x) + f(z) — f(z)(st) oldugunu gosterelim.
+1(

N, nin ingasindan ve h,, (z)+ f(z)’ nin tammindan N; < k < N, ve D(fr(z), f(z)) >
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L eitsizlikleri D(hy,(x), f(x)) > 1 esitsizligi elde edilir. Bu da gosterir ki eger N; < k <
Nj+1 ise

{k<n: Dlinte) + o Fo) = 5 < b <0 Do) o) 2 3

kapsamasi vardir ve

%{kgn:D(izk(x)+JE(x)aJ?(x))Z%H < %H’fS”‘D(ﬂ(:ﬁ)’f@)Z%H
< %<6

elde edilir. Boylece h,(x) + f(x) — f(z)(st) olur. Teorem 2.5.1°¢ gore x € [a,b] ve
verilen € > 0 i¢in, her « € [a, b] i¢in |(h,(x))y + fy () — fx (2)] < € ve |(ha(2))} +
fi(z) = fif(z)] < e olacak sekilde M, € 6 vardir. Bu sebeple |(h,(z))y]| < & ve

|(hn(2))Y| < £ olur. Boylece

sup max{|(ha(2))5 — 0], (ha(2))§ — O]} <€

a€l0,1]
elde edilir, yani D(h,,(z),0) < ¢ olur. Béylece, h,,(x) — 0(st) olur.
(2) = (3): Verilen bir x € [a, b] ve € > 0 igin, her n € N\ M, i¢in
5({n € N : D(hy,(z),0) > €}) = 0 olacak sekilde bir M, € 6 kiimesi var oldugundan

dolay1 n € K igin h,(z) = 0 olacak sekilde N'nin K = {n;} C N\M, alt dizisi

tanimlanabilir. Bu sebeple,
5(K)=6(N—{neN:D(h,(z),0) >e}) =1

olur. Herbir & € N ve D(jn(x), f(z)) — 0 icin fn, () = §n,(x) oldugundan
D(fn(x), f(z)) — 0 oldugu sonucu ¢ikar ki boylece (3) saglanr.

(3) = (1): Her x € [a,b] igin, eger (3) kabul edilirse, bu takdirde verilen € > 0
icin m = m(e) € N var olacak sekilde 6(/K) = 1 olmast ile birlikte N* nin bir X' = {n;}

altdizisi vardir. Béylece her k > m icin D(f,, (z), f(z)) < € ve
S({n e N: D(fu(z), f(x) >e}) <ON—{ng:k>m})=1—0({ng: k>m}) =0

elde edilir ki bu da her = € [a, b] icin { f,(z)}" in f(z)’ e istatistiksel yakinsak olmasini

gerektirir. Boylece (1) saglanir ve ispat tamamlanur. [ |
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Tamm 2.5.4. f : [a,b] — E" bulanik say1 degerli bir fonksiyon ve f,, : [a,b] — E* (n €
N) bulanik say1 degerli fonksiyonlarin bir dizisi olsun. Eger her ¢ > 0 i¢in,
o({n e N: sup D(fa(x), f(2)) = }) =0
xeE|a,

Onermesi saglaniyorsa yani;
Ve > 0,3M € 0,Yn € N\M,Vz € [a,b], D(f,(2), f(x)) < e

ise bulanik say1 degerli fonksiyonlarin bir { fn} dizisi bulanik say1 degerli f fonksiyonuna
[a, b]’de diizgiin istatistiksel yakinsaktir denir ve f,, = f(st) yazilir [24].

Not 2.5.1. Eger f, = f(st) ise bu takdirde f, — f(st) olur.

Not 2.5.2. f, =% f(st) olmasi igin gerek ve yeter sart SUDe(a,t) D(fu(x), f(z)) — 0(st)
olmasidir.

Onerme 2.5.1. Kabul edelim ki {f,}, [a,b] iizerinde essiirekli bulamk sayr degerli
fonksiyonlarin bir dizisi ve f bulamk say1 degerli bir fonksiyon olsun. Eger [a, ] iizerinde

fn — f(st) ise bu taktirde f siireklidir ve [a, b] lizerinde f,, = f(st) dir [24].

Ispat: ilk olarak f fonksiyonunun siirekli oldugunu ispat edecegiz. ¢ > 0 ve z( € [a, b]
olsun. {f,} dizisinin essiirekliliginden her n € N ve z € (xy — 1,2 + 1) icin,
D(fu(z), fn(x0)) < 5 olacak sekilde > O vardir. Her z € (2o — n, 70 + 1) i¢in
fulz) = f(x)(st) oldugundan

{n € N: D(Fo(x0), f(ao)) > } U {n eN: D(fu(a), f(z)) >

jeo

W m
Wl M

olur. Boylece

D(Julwo). J(w0)) < 5 ve D(fu(a). (x)) <

Wl ™

olacak sekilde n € N vardur.

D(J;(Io)a fn(fo)) + D(fn(20), fn(z)) + D(fu(z), f(l’))
e

IA

D(f(wo), f(x))

< +-=¢

w| M
Wl ™

elde edilir ve f ‘nin siirekliligi ispatlanir.

Simdi de [a,b] iizerinde f, = f(st) oldugunu gosterelim. f, [a,b] de siirekli

oldugundan [a, 0]’ de {f,} es diizgiin siirekli ve f diizgiin siireklidir. Boylece her x, " €
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[a,b] icin ve |z — 2’| < n olacak sekilde n > 0 secilirse D(f,(z), fu(z)) < £ ve

£
3

D(f(z), f(z') < 5~ Sonlu ortii teoreminden, [a, b]” nin ortiisiinden

(1 —n,21+ 1), (x2 —n, 22+ 1), ..., (T — N, T + 1)

sonlu agik ortiilerini secelim. f,(x) — f(x)(st) kullamlarak her n & M, ve i €
{1,2, ..., kY icin D(f,(z;), f(z:)) < 5 olacak sekilde bir M,, € 6 kiimesi vardir. n € M,,
ve z € [a, b] olsun. Boylece baz1i € {1,2,...,k} leri¢inx € (x;—n, x;+n) olur. Boylece

D(fu(x), f(x)) < D(fule), falwi) + D(fulzs), f(x:)) + D(f(2:), f(x)

< €+€+€—5
3 3 3

olur ki bu da [a, b] iizerinde f, = f(st) oldugunu ispatlar. [
Tamm 2.5.5. K C Nve j € Nigin

_IEn{L2,..j}]

0;(K) ;

biciminde tanimlanan 6, (/) sayisina K kiimesinin j’inci kismi yogunlugu denir.
Tanm 2.5.6. f : [a,b] — E' bulanik say1 degerli bir fonksiyon ve f,, : [a,b] = E' (n €

N) bulanik say1 degerli fonksiyonlarin bir dizisi olsun. Eger verilen € > 0 i¢in

gie(@) = &;({n € N: D(fu(2), f(2)) = €})

reel degerli fonksiyonu x € [a, b] iizerinde sifir fonksiyonuna diizgiin yakinsak ise bulanik

say1 degerli fonksiyonlarin { fn} dizisi f fonksiyonuna es istatistiksel yakinsaktir denir ve

fu = [(st)

yazilir [24].
Not 2.5.3. f, — f(st) olmas1 icin gerek ve yeter sart

Ve,o0 >0, Ik €N, Vj >k, Voelab], §;({n € N:D(fu(z),f(z)>c}) <o

olmasidir.
Not 2.5.4. Eger f, — f(st) ise bu takdirde f, — f (st) saglanr.
Not 2.5.5. Eger f, = f(st) ise bu takdirde f,, — f(st) dir.

Not 2.5.3 ve Not 2.5.4’tin dogrulugunu gormek kolaydir. Simdi, Not 2.5.5’in
dogrulugunu ispat edelim. Kabul edelim ki f, = f(st) ve ¢ > 0 olsun. Bu takdirde
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her n € N\M ve her z € [a,b] icin D(f,(z), f(z)) < e olacak sekilde bir M € 6
kiimesi mevcuttur. M € 6 oldugundan, her j > k icin 0,(M) < ¢ olacak sekilde £ € N
secebiliriz. = € [a,b] ve n € N olsun. Béylece D(f,(x), f(z)) > ¢ olmast n € M

olmasini gerektirir. Boylece her j > k icin;
0;({n € N: D(fu(z), f(x)) 2 €}) < §;(M) < e

elde edilir ki bu da f,, — f(st) oldugunu gosterir.
Teorem 2.5.3. Bulanik say1 degerli fonksiyonlarin bir { fn} dizisi, bulanik say1 degerli
bir f (x) fonksiyonuna diizgiin istatistiksel yakinsaktir gerek ve yeter sart | fn(it)]/\ dizisi

A ve x’e gore [ f(x)], dizisine diizgiin istatistiksel yakinsaktir [24].

ispat: f, = f(st) olsun ve ¢ > 0 verilsin. Her n € N\M ve z € [a,]] icin
D(fn(x), f(z)) < &, yani

sup max{|(fn(2))y — fx (@)]; [(fu(2))X = (@)} <<

A€[0,1]
olacak sekilde M € 6 kiimesi vardir. Yani, her n € N\M ve = € [a,b] icin |(f.(z))} —

I (@) <evel|(fu(z)f — fi(2)] < € esitsizlikleri saglanir. Diger taraftan

[fa(@)s = [(fa@)y, (fal@))F], [F@) =[5 (@), 5 (@)]

oldugundan [f,(z)]\ dizisinin A ve z’e gore [f(z)]y’e diizgiin istatistiksel yakinsak

oldugu goriiliir.

Tersine, her A € [0, 1] ve her z € [a, ] igin, [f,()]x dizisi A ve 2" e gore [f(x)]x’e
diizgiin istatistiksel yakinsak olsun. Boylece verilen € > 0 icin bir M; € 6 kiimesi vardir
oyleki her n € N\M;, x € [a,b] ve her A\ € [a,b] icin |(f,(2))y — fy (z)| < € olur.
Benzer sekilde bir M, € 6 kiimesi vardir dyleki her n € N\ M, i¢in ve her z € [a, b] ve
A € [a,b]igin |(fn(x))y — f¥ (z)] < € olur. M = M; U M, tanimlayalim. Her n € N\ M,

her x € [a, b] ve her \ € [a, ] i¢in
(fa(@)x = fx (@) <& ve [(ful@))y — fi(x)] <€
elde edilir. Boylece

sup max{|(fu())y = fx (@), [(fa(x))X = [ (@)]} <e

A€(0,1]

yani, D(f,(zo), f(x0)) < € olur. Buda ispat: tamamlar. [ |
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Teorem 2.54. f : [a,b] — E' bulanik say1 degerli bir fonksiyon ve f, : [a,b] —
E' (n € N) bulanik say1 degerli fonksiyonlarin bir dizisi olsun. zy € [a,b] secelim.
Eger [a, b] iizerinde f, — f(st) ve her n € N icin f, fonksiyonlari z, noktasinda siirekli

ise f fonksiyonu da z( noktasinda siireklidir [24].

Ispat: ¢ > 0 olsun. f,, — f(st) oldugundan her z € [a, b] icin

O ({n eN: D(fn(x),f(x)) > %}) < %

olacak sekilde bir k € N sayis1 bulunabilir. = € [a, b] i¢in

£

E(@) = {n < k: D(fule), fla) < 5 }

tammlayalm. Bdylece, her © € [a,b] i¢in 0x(E(x)) > 3 olur. z, noktasinda

fi, fay f3s ..., fr fonksiyonlarmn siirekliliginden 2 mn bir (xo — 1,0 + 1) komgulugu

vardir dyleki her i € 1,2, ...,k ve her z € (zg — 1, z9 + 1) igin D(fi(z), fi(z0)) < 3
1 1

olur. z € (w9 — n,x0 + 1) segelim. 6,(E(r)) > 35 ve 6x(E£(xo)) > 5 oldugundan

p € E(x) N E(xo) bulabiliriz. Boylece,

D(f(x), f(x0)) < D(f(2), f(@)+D(fy(@), fy(@0)+D(fo(o), f(20)) < SH++7 =e.

Bu sebeple, her z € (29 — 1,29 + n) i¢in D(f(x), f(zo)) < e olur, buradan f
fonksiyonunun z da siirekli oldugu goriiliir. Bu da ispati tamamlar. |
Teorem 2.5.5. Bulanik say1 degerli fonksiyonlarin bir { fn} dizisi, bulanik say1 degerli bir
f fonksiyonuna es istatistiksel yakinsaktir gerek ve yeter sart [ f,, ()] dizisi [a, D] iizerinde

A € [0, 1] ya gore diizgiin olarak [f(x)], fonksiyonuna es istatistiksel yakinsaktir [24].

Ispat: f, — f(st) olsun. Her € ve o > 0 i¢in k € N vardir dyleki her j > k ve her
x € [a,b] i¢in
0;({n € N, D(fu(x), f(x)) > e}) <o

olur. Boylece, her = € [a, b] i¢in

5) ({n eN: sup max{|(fu(@)); — fy @] [(ful)f — fF @)} z}) <o

A€0,1]
olur. Bu takdirde, her \ € [0, 1] igin
o;({n e N [(ful@))y = fy (2)] 2 ¢}) <o
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5j({n € N: |(fa(@)X = [ (@) 2 €}) <o

elde edilir. Her A € [0, 1] i¢in

[fa(@)ln = [(fal@)y, (fal@)X] ve [F(2)]x = £y (2), £ ()]

oldugundan [a, b] iizerinde, [f,(x)], dizisi [f(x)], dizisine \ ya gore diizgiin olarak es

istatistiksel yakinsaktir.

Tersine, € > 0 ve o > 0 olsun. Her j > ky, her z € [a, b] ve her A € [0, 1] igin

o;({n e N, |(fu(2))y = [y (2)[ = €}) <o

olacak sekilde k; € N sayis1 vardir. Benzer olarak, her j > ko, her x € [a,b] ve her
A € [0, 1] i¢in

6i({n €N |(fu(@)){ — fi () 2 €}) <o
olacak sekilde ky € N sayist vardir. Bu takdirde, & = max{k;, ko} olarak segilirse her
j >k, her z € [a,b] ve her A € [0,1] i¢in

o;({n e N [(ful@))y — [ (2)] 2 €}) <o

ve
5j({n € N: |(fa(2)X = [ (2)] 2 €}) <o
elde edilir. Boylece
5) ({n €N smp max{{(fule))y = S @@~ @)} 2 }) <o
S k]
yani,
0;({n € N: D(fu(x), f(x)) 2 €}) <0
olur. Buda ispat1 tamamlar. |
Ornek 2.5.1. Her \ € [0,1] ve her z € [0,1] i¢in Bulanik say1 degerli f(z) fonksiyonu
ve bulanik say1 degerli fonksiyonlarin { fn(x)} dizisi asagidaki gibi tanimlansin:

0, s € (—oo,—1) U (1,400),
f(x)(s) = s+ 1, -1<s<0,
—-s+1, 0<s <.

o m@)s), k=ntn—1,23,..
fnlz)(s) = { (o)), kAt 123



0, s € (—oo,k—1)U(k+1,+00),
@) = s—k+1, k-1<s<k
—s+k+1, k<s<k+1.

2k 2kx
0, s € (—00, ThFm — 1) U (thFz + 1, +00).,
_ (1—kx)? 2kx 2kx
ve(@)(s) = $+ Tme ez — 1 S8 < e
(1+kx)? 2kx 2kx
14-k2 22 v 1Hk2e2 <s< T+k222 + 1.

Bu takdirde f,(z) — f(z)(st) olur ama f,(z) dizisi f(x) fonksiyonuna es istatistiksel
yakinsak degildir. Aslinda, yukaridaki tanimdan, = € [a, b] secelim ve k& # n? oldugu

zaman,

D(f(x), f(z)) = D(w(x), f(x))
= sup max{|(vx(x))y — fx (@], |(ve(@))x — fx ()]}

A€[0,1]
2kx
1 + k22

4 Supmax{‘ —(1—)\)—()\—1)‘,

A[0,1]
2kx

__ kel 1)) — (1 —
s (1= ) = A)}}

2kx

Yani, £ > 0 icin bir Ny vardir 6yleki her k > N ve k # n? i¢in D(fi(z), f(z)) < € olur.
Boylece, olacak sekilde

My=M UM ={k:k=n*}U{k<N}eb

tanimlarsak her n € N\M, icin D(f,(z), f(z)) < & kalir. Bu ise, f,(z) — f(z)(st)

olmas1 demektir.

Diger taraftan, ¢y = 3 olsun. z = < segersek, her k # n® € N i¢in
(1
kEN fk _f)\ E 250
N\" ,./1 1
= — — — > —
({“N g (k))A (1)]23)
1
2

keN: ‘1+k2’2%)2+(1—)\)—(1—/\)‘:12%})
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olacak sekilde 7 > k vardir. Aym yolla

o (fren|(6 (), -5 ()] 21) 151

oldugunu ispatlayabiliriz. Boylece, (fi(x))y ve (fi(x)), fonksiyon diziler diizgiin es

istatistiksel yakinsak degildir. Teorem 2.5.5 g6z oniinde bulundurarak { fn} bulanik
fonksiyon dizisinin f fonksiyonuna es istatistiksel yakinsak olmadig1 goriiliir [24].
Ornek 2.5.2. Her z € [0, 1] icin bulanik say1 degerli fonksiyon f(z) = 0 ve bulanik say1

degerli fonksiyonlarin { f,} dizisi asagidaki gibi tanimlansin.

,un(x)(s)a S [an’ 271%1 - 271%] )

fn<$)(3) = Vn(x)(8)7 VIS |:2n171 - 2n1+17 2n];1:| )
0, v & |37, o]
0, s €(—00,2" " (z — 5-)=1)U(2" (2 — ) + 1,00),
pn(@)(s)=q 5= 2"z = 5) +1, 2 (2 — ) — 1< s <2z - ),
—s+ 2" (2 — k) +1, 2"l (z — ) <s<2MFl(z— &) + 1.
0, s € (=00, =2 (z — 1) — 1)U(—2"T}(z — ztr)+1,00),
vn()(s)=9 s+2"(z— 5t) +1, —2ntl(p — L) — 1< s < —2"Fl (2 — 5Ly,
—s =2t (g — FLo) + 1, —2nfl(z — ) <s < —2nFl(z — o) + 1L

Bu f, — f(st) oldugunu gésterir, ama { fn} dizisi f fonksiyonuna diizgiin istatistiksel
yakinsak degildir. Ashinda, her z € [0,1] i¢in, {n € N : f,(#) # 0} kiimesinin
kardinalitesi 1’e esit veya 1’ den kiiciiktiir. Boylece ¢ > 0 olsun ve % < ¢ olacak sekilde
k € N bulalim. Bu takdirde her j > k ve x € [0, 1] i¢in;

{neN: f(z) #0}N{1,2,.... }] 1
J J

6;({n € N: D(fu(x), f(2)) 2 €}) <

elde edilir. Boylece f, — f(st)’dir.
Diger taraftan, her n € N icin

sel[})pl] D(fu(), f(x))
= [?upl ]D(fn(x),f(iv))

_ sup  D(fu(x), f(x)) V sup D(fu(), f(2))

1 1 1 1 1 1
we[ﬁvﬁ*ﬁ] xe[m*mvﬁ]
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= sup sup {|(fa(@))x ], [(fa ()3}

1 1 1
336[277271771* 2n+1] AE[0,1]

% sup sup {|(fa(@))x ], [(fa ()3}

] IS S, PYS R

=T~ =T
n+1 1 n+1 1
= sup sup (2" (= 5-) = (L+ A 2" (2 — o) + (1= A
o€ e gy — ] A<l0 ’ ’
n+1 1 n+1 1
V sup sup A 2" (x— =)+ A+ N|,|—2""(x— =)+ (1 =N
s ey ey ek A<0 > >
n+1 1 n+1 1
= sup 2" e —=)+1)V sup 2" (x — )+ 1
11 1 AL 1 1 1 2n—1
x€[2n72n71_2n+1] x€[2n71_2n+1’2n71]

= 2-»0.

elde edilir. Bu takdirde Not 2.5.2° den { fn}’in f ‘e diizgiin istatistiksel yakinsak olmadig1
elde edilir [24].

2.6. Bulamik Korovkin Tipi Yaklasim Teoremleri

Bu kisimda bulanik pozitif lineer operatorlere ilskin bazi temel tanimlar verilip,
bu operatdrlerin dizileri i¢cin Korovkin tipi yaklagim teoremleri sunulacaktir.
Tanmm 2.6.1. L : Crla,b] — Cx[a,b] bir operatér olsun. Her A\, \; € R, fi.fo €

Cxla,b] ve x € [a,b] i¢in
E(/\lfl + /\Qfg; [E) = /\1E(f1; ZL’) + /\Qi(fg; ZE)
esitligini saglaniyor ise L operatoriine bulanik lineer operatordiir denir. Her x € [a, b]

icin f(z) = g(z) olan f,§ € Cxla,b] fonksiyonlar icin L(f;z) < L(§;z) kosulu

gercekleniyor ise bu durumda L operatoriine bulanik pozitif lineer operatdrdiir denir.

Bulanik pozitif lineer operatorler i¢in bulanik Korovkin tipi yaklagim teoremi ilk

olarak Anastassiou [31] tarafindan agagidaki sekilde verilmistir.

Tez boyunca test fonksiyonlari ¢;(x) = 2%,7 = 0, 1, 2 olarak alinacaktir.
Teorem 2.6.1. L, : C'r[a,b] — Cx[a, b] ile tanimli bulanik pozitif lineer operatérlerin bir
dizisi {L,,} olsun. L, : Cla,b] — Cl[a, b], her z € [a,b], A € [0,1],n € Nve f € Cr[a, b]
icin
. + N
{Lufia)}, = Lafi0) @7

ozelligini saglayan pozitif lineer operatorlerin bir {L,} dizisinin mevcut oldugunu
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varsayalim. Her bir ¢ = 0, 1, 2 i¢in
Tim [ Li(e) = e [|cfan= 0
ise 0 zaman her f € C'r [a, b] fonksiyonu i¢in

lim D*(Ly(f), f) =0

n—oo

saglanir [31].

Bu teoremin istatistiksel benzeri de Anastassiou ve Duman [32] tarafindan
asagidaki sekilde verilmistir.
Teorem 2.6.2. L, : C'r[a,b] — Cx[a, b] ile tanimli bulanik pozitif lineer operatdrlerin bir
dizisi {L,,} olsun. L, : Cla,b] = Cl[a, b], her z € [a,b], A € [0,1],n € Nve f € Cr[a, b]
icin

- + N
{Lulfso)} = Lalffi2)

ozelligini saglayan pozitif lineer operatorlerin bir {En} dizisinin mevcut oldugunu

varsayalim. Her bir ¢ = 0, 1, 2 i¢in
st — nh_}nglo | Ln(€i) — € ||can=0

ise 0 zaman her f € Crla, b] fonksiyonu igin

st — lim D*(L,(f), f) =0

n—oo

saglanir [32].

32



3. ARASTIRMA BULGULARI VE TARTISMA

Bu boliimde bulanik say1 degerli fonksiyonlarin v mertebeden es af—istatistiksel
yakinsakligi kavrami tanimlanacak ve bu yakinsaklik yardimiyla Crla,b] iizerinde
Korovkin tipi yaklasim teoremi ispatlanacaktir. Burada aksi sdylenmedikce (o, 5) € A

ve 0 < v < 1 alinacaktir.

3.1. Bulanik Say1 Degerli Fonksiyon Dizilerinin a-istatistiksel Yakinsakhigi

Tanm 3.1.1. [ : [a,b] — E' bulanik say1 degerli bir fonksiyon ve f, : [a,b] — E' (n €
N) bulanik say1 degerli fonksiyonlarin bir dizisi olsun. Eger her € > 0 ve her bir x € X

icin

0

a, . r r . erpnaﬂD(fk($)7f(l')25}|_
0%°({k - D(fu(x), f(x)) = },7) = lim (30 —am) 1 1) =

oluyorsa {f,} dizisi f fonksiyonuna [a,b] iizerinde ~ mertebeden noktasal

af—istatistiksel yakinsaktir denir ve

fn — f(aﬁ”’ — st)

ile gosterilir.
Tamm 3.1.2. f : [a,b] — E" bulanik say1 degerli bir fonksiyon ve f,, : [a,b] = E* (n €
N) bulanik say1 degerli fonksiyonlarin bir dizisi olsun. Eger her ¢ > 0 i¢in

- {k € pgﬁ : SUPge[a,b] D(fk(x)> f(@) > e}l _
oo (B(n) — ) + 1)

0

saglaniyor ise {f,} dizisi f fonksiyonuna [a,b] iizerinde v mertebeden diizgiin «3—

istatistiksel yakinsaktir denir ve

fu = faBY = st)

yazilir [25].
Tamm 3.1.3. f : [a,b] — E' bulanik say1 degerli bir fonksiyon ve f,, : [a,b] = E' (n €

N) bulanik say1 degerli fonksiyonlarin bir dizisi olsun. Eger verilen € > 0 igin

{m € Py D(fin(), f(x)) > €}
(6(n) — a(n) +1)7

phe(z) =
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reel degerli fonksiyonu x € |a, b] tizerinde sifir fonksiyonuna diizgiin yakinsak ise bulanik
say1 degerli fonksiyonlarin { fn} dizisi f fonksiyonuna v mertebeden es S —istatistiksel

yakinsaktir denir ve

fn - ]E(O-/BV - St)'

yazilir.

Yukaridaki tanimlardan

fo = faB? —st) = f = f(aB? —st) = fo — f(aB — st)

gerektirmeleri agikardir. Simdi bu gerektirmelerin tersinin gegerli olmadigim gosteren
ornekleri verelim.
Ornek 3.1.1. f, : [0,1] — R dizileri Ornek 2.2.1 deki gibi tanimlansin. y € E' bulanik

sayisl

(t) = 1 -t t €0,1]
o8 = 0, diger durumlarda

olmak iizere f, : [0,1] — E', f,(#) = uf(x) bulanik say1 degerli fonksiyon dizisini

tanimlayalim. Her € [0, 1] igin

D(fu(),0) = D(nf(x),0) = D(p,0)|f (z)| = |f(x)]

ve f, — 0(af” — st) oldugundan f, — 0(a3" — st) olur. Bununla birlikte her n. € N
icin

sup D(fu(2),0) = D(p,0) = 1

z€[0,1]
oldugundan f, = 0(af” — st) saglanmaz.
Ornek 3.1.2. n € N olmak iizere a(r) = 2" + 1, (n) = 2" olsun. v € E' bulanik

sayisini

u(t) = 1—t, te[0,1]
N 0, diger durumlarda
bi¢iminde tammlayalim. f,, : [0,1] — R, f, () = vz" bulanik fonksiyonlarim goz 6niine

alalim ve

v, =1

]E(l’) _ { 6, T e [0,1)

bulanik fonksiyonunu tanimlayalim. Bu takdirde

Do) flay) = { DU w0l L e e 0D
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bulunur. Agik olarak f, — f(af” — st) olur. Ornek 2.2.2 daki adimlara benzer adimlarla
fn = f(af? — st) yakinsamasimin gerceklesmedigi goriiliir.
Teorem 3.1.1. f,j : [a,b] — E" bulamk say1 degerli fonksiyonlar, f,,j, : [a,b] —

E' (n € N) bulanik say1 degerli fonksiyon dizileri ve ¢ € R olsun. Eger

fu = f(aB? —st) ve G, = §(aB” — st)
1se, 0 zaman

() fu+Gun— f+3(aB —st)

(i) cf, — cf(ap — st)

olur.

Ispat: (i): Her = € [a, ] igin
D(fo(&) + du(e). F(z) + 5(2)) < Dfule). F(a)) + D(n(a), 3(2)
oldugundan herhangibir £ > 0 sayisi i¢in
{m € P2B: D(fun(2) + Gm(@), f(z) + §(2)) > e}
(5(n) — () + 1)
[{m € Py : D(fin(2), f(2)) > ¢/2}] L Hm e P D(gm(z), §(x)) > £/2}]
B (B(n) —a(n) +1)7 (B(n) — a(n) +1)7
elde edilir. Burada n — oo icin limit alirsak f,, + G, — f + § (a7 — st) elde edilir.

(ii): Her x € [a,b] ve £ > 0 i¢in

[{m € PP+ D(cfum(x).cf(2) > e}| _ [{m € By? : D(fun(2), f(x)) > /lcl}]
(B(n) —aln) + 1) B (6(n) — afn) +1)7

olur. Burada n — oo i¢in limit alirsak cf,, — ¢f (a7 — st) elde edilir. [ |

Teorem 3.1.2. f : [a,b] — E' bulamk say1 degerli bir fonksiyon ve f, : [a,b] —
E' (n € N) bulanik say1 degerli fonksiyonlarin bir dizisi olsun. O zaman fo—f (a7 —

st) olmast igin gerek ve yeter sart A € [0, 1] ya gore diizgiin olarak

(fadx = fx (@BY = st) ve (fu){ = [ (B — st)

olmasidir.

Ispat: f, —» f (aff7 — st) olsun. Her € ve 0 > 0 i¢in k € N vardir 6yleki her n > k ve
her z € [a, b] i¢in

o1 () M € B2 D). J (@) > <)
(5(n) — afn) + 1)

<0
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olur. Boylece

[{m € P27 supyepoqp [(fm(2)x — fx ()] > €}l _,
(B(n) = an) + 1)

ve
[{m € P27 supyepop [(fm(2)X = £ ()] > €}l _,

(B(n) —a(n) +1)

elde edilir. Bu ise [a, b] iizerinde, A ya diizgiin olarak (f,,)y — fy (a7 — st) ve (f,)T —

Iy (B — st) olmast demektir.

Tersine, A € [0,1] ya gore diizgiin olarak (f,)y — f (aB” — st) ve (fn)y —

I\ (aB? — st) olsun. € > 0 ve o > 0 verilsin. Bu durumda her n > k; ve her z € [a, ]

icin
[{m € P supyepo ) [(fn(@))y =[x (2)] > €}l
<o 3.1
(B(n) = a(n) +1)
olacak sekilde k; € N sayisi vardir. Benzer olarak, her n > ko ve her x € [a, b] igin
m € PP : su (@Dt = ()| > e
[{m € P2 s subsepp ()} = F @) 2 e}l _ .

(B(n) — a(n) + 1)7
olacak sekilde ks € N sayisi vardir. Bu takdirde, & = max{k;, ko} olarak segilirse her
n > k ve her x € [a, b] i¢in (3.1) ve (3.2) elde edilir. Boylece

o) = L E P27 DUnt) Fa) 2 ) _

(6(n) = a(n) + 1)1

elde edilir, yani,
lim ||p; .Olle) =0
n—oo

olur. Buda f,, — f(af8” — st) olmasi demektir. [ |

Simdi vy mertebeden es 5 —istatistiksel yakinsaklik yardimiyla C'z[a, b] tizerinde
bir Korovkin tipi yaklasim teoremi ispatlayacagiz.
Teorem 3.1.3. L, : C'z[a,b] — Cx[a, b] ile tammh bulanik pozitif lineer operatorlerin bir
dizisi {L,} olsun. L, : C[a,b] — Cla,b], her z € [a,b], A € [0,1],n € Nve f € Cx[a, D]
icin

- + N
{Lufim)} = La(ffi2)

ozelligini saglayan pozitif lineer operatorlerin bir {L,} dizisinin mevcut oldugunu

varsayalim. Her bir v = 0, 1, 2 i¢in
Ln(ev) - ev(aﬁ’y - St) (33)
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ise her f € C'r[a, b] fonksiyonu igin

Lo(f) = f(aB? — st)

dir.

Ispat: f € Cxla, b,z € [a,b] ve A € [0,1] olsun. Hipotezden, f € Cla, b] geregince
here > Oigin, d > 0 vardir 6yleki; |y—x| < & olanhery € [a, b]igin | fi(y)—f(z) |< e

gergeklenir. M := sup,c(, 4 D(f(2),0) tanimlarsak Teorem 2.2.2’in ispatindan her y €

a, b] i¢in

(y —x)?
62

saglanir. Simdi L,, operatorlerin lineerliini ve pozitifligini kullanarak, her n € N i¢in

fE(y) — ()| <e+2M

(2.4) kullanarak B := ¢ + M + £ ([|2?||cx) + [|#]lcx) + 1) olmak iizere;

’Ln(f):\t,[)?) - f):\‘:(CC)| <e+ BZ |Ln(6U;ZL‘) - €U(l’>|

v=0

ifadesine sahip oluruz. A\ € [0, 1] iizerinde supremum alinirsa

|

2
< e+ B |Lu(ey;z) — ey()] (34)

v=0

Lo(fy52) = fx (@), | La(f35 2) = £ (@)

Y

D (in(f,x),f(x)) = sup max{

A€(0,1]

elde edilir. Verilen bir s > 0 i¢in 0 < € < s segelim ve asagidaki kiimeleri tanimlayalim

K z): = {meP*:.D <[~/m(f, z), f(x)) > s}

K'(z): = {m € PP | Ly(ey: z) — eo(z)] > 5_5},

3B

v = 0,1, 2. Bu takdirde (3.4) esitsizliginden acik¢a
2
K(x) C | K¥(x) (3.5)
v=0

ifadesini elde ederiz. Ayrica

1
(B(n) = a(n) + 1)

Ps() =

vev =0,1,2i¢in

Pns () = oy —almy 1 17



reel degerli fonksiyonlari tanimlayalim. Bu takdirde (3.5) kullanilarak her = € [a, ] i¢in
| Zp
elde edilir. Bu da

2
Hpns HC [ll b] Z Hpns HC llb] (36)
v=0

oldugu anlamina gelir. (3.6) esitsizliginde n — oo i¢in limit alinirsa ve (3.3) kullanilirsa

. 'y f—
nh—>nc}o Hpn,s('>”c([avb]) _ O

elde edilir ki bu da ispati tamamlar.
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4. SONUC VE ONERILER

Bu tez calismasinda bulanik say1 degerli fonksiyon dizileri i¢in eg o S-istatistiksel
yakinsaklik tanimlanmistir. Eg o5-istatistiksel istatistiksel yakinsak bulanik say1 degerli
fonksiyon dizilerinin 6zellikleri arastirilmistir. Bu yakinsaklik metodunun bir uygulamasi
olarak bulanik pozitif lineer operator dizileri i¢in bir Korovkin tipi yaklagim teoremi

ispatlanmusgtir.

Bu tezde elde edilen sonuclar bir¢ok istatistiksel yakinsaklik yonteminin genel
bir halidir. Mohiuddine ve ark. [33] bulanik say1 degerli fonksiyonlarin ¢ift dizilerinin
istatistiksel yakinsaklig1 tanimlanmis ve tek diziler icin Gong ve ark. [24] tarafindan elde
edilen sonuclar ¢ift dizilere tagimiglardir. Aymi fikirden hareketle, bulanik say1 degerli
fonksiyonlarin ¢ift dizilerinin «/-istatistiksel yakinsakligi tanimlanabilir ve bu tezdeki

sonuglarin benzerleri bulanik say1 degerli fonksiyonlarin ¢ift dizileri i¢in elde edilebilir.
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