T.C.
MANISA CELAL BAYAR UNIiVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU

YUKSEK LiSANS TEZI
MATEMATIK ANABILIM DALI
UYGULAMALI MATEMATIK BiLiM DALI

TRANSFORMASYON GRAFLARIN
PAKETLEME BOYAMA SAYISI

Huriye Biisra DORTOK

) ) Danisman
Dr. Ogr. Uyesi Derya DURGUN

/

MANIiSA-2019



Huriye Biisra
DORTOK

TRANSFORMASYON GRAFLARIN PAKETLEME BOYAMA SAYISI

2019




TEZ ONAYI

Huriye Biisra DORTOK tarafindan hazirlanan "Transformasyon Graflarin
Paketleme Boyama Sayis1" adli tez ¢alismas1 25/04/2019 tarihinde asagidaki jiiri
iiyeleri oniinde Manisa Celal Bayar Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii Matematik
Anabilim Dal’nda YUKSEK LISANS TEZI olarak basari ile savunulmustur.

Danisman Dr. Ogr. Uyesi Derya DURGUN
Manisa Celal Bayar Universitesi

Jiiri Uyesi Prof. Dr. Mehmet SEZER
Manisa Celal Bayar Universitesi

Jiiri Uyesi Doc. Dr. Sahlar MEHERREM
Yasar Universitesi



TAAHHUTNAME
Bu tezin Manisa Celal Bayar Universitesi Fen-Edebiyat Fakiiltesi Matematik
Boliimii'nde, akademik ve etik kurallara uygun olarak yazildigini ve kullanilan tim

literatiir bilgilerinin referans gosterilerek tezde yer aldigini beyan ederim.

Huriye Biisra DORTOK



ICINDEKILER

Sayfa
ICINDEKILER ..ottt I
SIMGELER VE KISALTMALAR DIZINT ......cocooviviioiieeeeeceeeeece II
SEKILLER DIZINT ..o 111
TABLO DIZINT ... v
TESEKKUR ..ottt \Y
OZET ..ot VI
ABSTRACT ...ttt ettt ettt et sb et nbe e VII
L GIRIS oo 1
2. GENEL BILGILER .....ceootiiiiriniiiniierireiineiesisesiseiesesesssesesisessss s ssse s 6
3. MATERYAL VE YONTEMLER..........c.cocooimiiiiiiieeeeeeeeeeeeeeree e 9
3.1. Paketleme Boyama SayiSl.........ccceerieiiiinieiiieiieeieeiee et 9
3.2. Transformasyon Graflar ............cceccuveeiiieniiieciie e 10
4. ARASTIRMA BULGULARI VE TARTISMA .....cccooiiiiieieieeieeeeeee 12
4.1. Baz1 Transformasyon Graflarin Paketleme Boyama Sayisi.................... 12
4.1.1. G~~~ Transformasyon Graflarinin Paketleme Boyama Sayisi ....... 12
4.1.2. G*~~ Transformasyon Graflarinin Paketleme Boyama Sayisi ....... 26
4.1.3. G~ Transformasyon Graflarinin Paketleme Boyama Sayisi ....... 43
4.1.4. G**~ Transformasyon Graflarinin Paketleme Boyama Sayisi ....... 55
5. SONUC VE ONERILER .........coovoiiiiiieteeeeeeeeeeeeeeeeee e 73
KAYNAKLAR Lottt sttt sttt 74
OZGECMIS oottt 75



SIMGELER VE KISALTMALAR DiZiNi

G Graf

V(G) G Grafinin Tepeler Kiimesi
E(G) G Grafinin Ayrnitlar Kiimesi
deg(u) u Tepesinin Derecesi
d(u,v) u ile v Aras1 Uzaklik

e(v) v Tepesinin Digsmerkezligi

diam(G) G Grafinin Cap1

K, n Tepeli Tam Graf

C. n Tepeli Cevre Graf

P, n Tepeli Yol Graf

W, n Tepeli Tekerlek Graf

Kin-1 n Tepeli Yildiz Graf

a(G) G Grafinin Bagimsizlik Sayisi

B(G) G Grafinin Ortii Sayisi

x(G) G Grafinin Boyama Sayist

)(p(G) G Grafinin Paketleme Boyama Sayisi
G** Transformasyon Graf

II



SEKILLER DIiZiNi

Sayfa

Sekil 1.1. Konigsberg’in KOPrilleri........ccvevieriieiiiiiieiieeieeiieeeeie e 1

Sekil 1.2. Konigsberg’in Kopriilerinin Graf Modeli........cccoevevieeciieniieeniienee, 2

Sekil 1.3. Tiirkiye’nin Sehirlerinin 4 Renk ile Boyanmast ............ccccocceeeuienenn. 3

Sekil 3.1, K3 77 Grafi..ouoeiieceiececeeeeeeeeeeeeeeee e 10
Sekil 3.2, Xp (K3 T7) coiie s 11
Sekil 4.1. Pg ve Py ™7 Graflart ....cocveeiieeiieiiecieeiece et 13
SEKil 4.2, Xp(Pg ™7 )i 15
Sekil 4.3. €5 ve Cg ™™ Graflart .....ccueeceeeeiieiieeiieiece et 16
Sekil 4.4, Xp(C5 77 )i 18
Sekil 4.5. W5 ve W ™7 Graflari......coccoeeueeiiiiiiiiiiieceeee e 20
Sekil 4.6. Xp (W5 ™7) coieee e 23
Sekil 4.7. Ky ve Ky ™7 Graflari.....ccocceeeiiieiiieeiieiecieceeeeiee e 24
Sekil 4.8. Xp (KL T7) coiee 26
Sekil 4.9, Xp (P 7)o 30
Sekil 4.10. Xp(CF ™ 7) i 32
Sekil 4,11, Xp(Wa ™7) o 36
Sekil 4.12. Xp(KT77) cooceecc s 39
Sekil 4.13. Kj 4 ve Ki'4 ™ GIaflart ..., 40
Sekil 4.14. Xp(KT27) corverereierreriiseriisesiiessises st sesssses e 42
Sekil 4.15. Xp(Ps 7)o 46
Sekil 4.16. Xp(C5F 7)o 48
Sekil 4.17. Xp (W5 7)o 52
Sekil 4.18. Xp(KZT7) oo 55
Sekil 4.19. Xp (Ps ™ 7)o 59
Sekil 4.20. Xp (€27 i 61
Sekil 4.21. Xp (Wa 7)o 65
Sekil 4.22. Xp (KT oo 68
Sekil 4.23. Xp (KA T) oot 71

I



TABLO DIiZiNi

Tablo 4.1. Bazi Transformasyon Graflarin Paketleme Boyama Sayilari

v



TESEKKUR

Calismamin her asamasinda bana destek olan, bilgi ve deneyimleri ile yol
gdsteren danisman hocam Sayin Dr. Ogr. Uyesi Derya DURGUN’ a, calismalarim
sirasinda manevi destegini her zaman hissettigim degerli esim Adem DORTOK’ a,
6grenim hayatim boyunca beni maddi ve manevi olarak destekleyen ve hep yanimda
olan babam H. Tayfun OZEN, annem Dilay OZEN ve kardeslerim Esra ve Kiibra
OZEN’e yiirekten tesekkiir ederim.

Huriye Biisra DORTOK
Manisa, 2019



OZET
Yiiksek Lisans Tezi
Transformasyon Graflarin Paketleme Boyama Sayisi
Huriye Biisra DORTOK
Manisa Celal Bayar Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dah

Damisman: Dr. Ogr. Uyesi Derya DURGUN

Graflarda boyama probleminin temelleri 1852°de Francis Guthrie tarafindan
atilmistir. Uygulamada harita tizerindeki komsu sehirlerin farkli renklerle boyanmasi
en yaygin Ornegidir. Bu 6rnegin graftaki karsiligi komsu tepelerin farkli renklerle
boyanmasidir. Benzer sekilde bitisik ayritlarin farkli renklerle boyanmasi ile de ayrit
boyama tanimlanir. Bu tiir boyama klasik boyama olarak adlandirilir. Bir grafin tepe
ve ayritlarinin klasik boyanmasina indirgenemeyen pek ¢ok problem igin klasik
olmayan boyama modelleri tanimlanmistir. Her boyama modeli i¢in ¢6ziimiin en
1yisi ve gecerliligi lizerine cesitli kurallar vardir. Bu tezde, klasik boyama problemi
modeli iizerine tanimlanmig olan paketleme boyama iizerine ¢alisilmistir. Paketleme
boyama problemi NP sinifindan oldugundan hesaplama yapmak oldukga zordur. Bu
calismada, baz1 6zel graf siniflarinin transformasyon graflari elde edilmis ve bunlarin
paketleme boyama sayilar1 genellestirilmeye calisilmistir. Calismanin tamaminda,
baglantili, basit ve yonsiiz graflarla ¢alisilmistir.

Bu tez bes boliimden olusmaktadir. Ik béliimde Graf Teorinin ortaya ¢ikisi
olan Konigsberg Kopriilerinden bahsedilmistir. Daha sonra Graf Teorinin ilk teoremi
olan El Sikisma Teoremine deginilmistir. Ardindan dort renk problemi anlatilmis ve
paketleme boyama probleminin ortaya ¢ikis seklinden bahsedilmistir. Ikinci
boliimde, tezde kullanilan temel tanim ve teoremler ayrintili bir sekilde verilmistir.
Ugiincii boliimde, paketleme boyama sayisi tamimi verilmis ve transformasyon
graflar agiklanmigtir. Bu boliimde, bir transformasyon grafin paketleme boyama
sayisinin bulunusu 6rnek olarak verilmistir. Dordiincii boliimde, G grafi yol, ¢evre,
tekerlek, tam ve star graflar olmak {iizere G-, Gt~ , G~7~ ve G**~
transformasyon graflarinin paketleme boyama sayilar1 teoremler ile ifade edilmis ve
ispatlar1 verilmistir. Bu boliimiin sonunda, ¢alismaya ait sonuclar bir tablo halinde
verilmistir. Besinci ve en son bdliimde ise yapilan calisma Oneriler ile birlikte
degerlendirilmistir.

Anahtar Kelimeler: Boyama, Paketleme Boyama, Transformasyon Graf

2019, 75 sayfa
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ABSTRACT
M.Sc. Thesis
On The Packing Chromatic Number Of Transformation Graphs
Huriye Biisra DORTOK
Manisa Celal Bayar University
Graduate School of Applied and Natural Sciences
Department of Mathematics

Supervisor: Assist. Prof. Dr. Derya DURGUN

The foundations of the coloring problem in graphs were laid by Francis
Guthrie in 1852. In practice, the most common example of coloring is coloring the
neighbor cities on the map with different colors. This corresponds to assignment of
different colors to adjacent vertices. Similarly, the coloring of adjacent edges with
different colors is also described. This type of coloring is called classical coloring.
Non-classical coloring models have been described for many problems that cannot be
reduced to the classical coloring of the vertex and edges of a graph. There are various
rules for the best and validity solution for each coloring models. In this thesis,
packing coloring which is defined on classical coloring problem model has been
studied. It is very difficult to make a calculation because the packing coloring
problem is NP class. In this study, transformation graphs of some special graph
classes is obtained and their packing coloring numbers is tried to be generalized.
Throughout the study simple, undirected and connected graphs are studied.

This thesis consists of five chapters. In the first chapter, Kénigsberg bridges,
which are emergence of the graph theory, are mentioned and the history of the Graph
Theory are mentioned. Then, the first theorem of graph theory, (the handshake
theorem) is given. Then, The four color problem and of packing coloring problem is
mentioned. In the second chapter, the basic definations and theorems used in the
thesis are given in details. In the third chapter, the defination of transformation
graphs and the packing coloring number is given. In this section, the example of the
packing coloring number of a transformation graph is given. In the Fourth chapter,
Packing chromatic number of G™~~, G*~7, G™*~ and G**~ transformation graphs,
where G, path, cycle, wheel, complete and star graphs, are given by theorem and
their proofs. At the end of the chapter, the results of the study are given as a table. In
the fifth chapter, the study is evaluated with suggestions.

Keywords: Coloring, Packing Coloring, Transformation Graph

2019, 75 pages
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1. GIRIS

Graf Teorinin temellerini 18. ylizyilda Konigsberg kopriilerinden ilham
alinarak ortaya atilan bir matematik problemi olusturmustur. Konigsberg kentinde
Eski ve Yeni Pregel nehirleri birleserek Pregel nehrini olusturmaktadir. Bu nehirler,
sehri dort boliime ayirmaktadir ve nehir tizerinde bu bolgeleri birlestiren yedi koprii
bulunmaktadir. Merak edilen ise biitlin kopriilerden bir ve yalniz bir defa gegmek

kosuluyla bir yliriiyiis yapilabilir mi?

Sekil 1.1. Konigsberg’in Kopriileri

Bu sorunun cevabi1 1736’da Leonhard Euler tarafindan verilmistir. Euler
¢Ozlimii yaparken kopriileri yiirimek yerine problemi kagit ve kalemle ¢6zmeyi
denemistir. Nehrin iki yakasini1 ve adalar1 birer nokta yani tepe ile kopriileri de ¢izgi
yani aynt ile gostererek kopriileri graf ile modellemistir. Bu graf Sekil 1.2°de
verilmistir. Yararlandig1 kavramlardan biri de bir tepede bitisik ayritlarin sayisi yani
o tepenin derecesi olmustur. Euler’in teorisine gore bir sehirdeki kopriilerin her
birinin {izerinden yalnizca bir kez gegilebilmesi i¢in en fazla iki noktanin derecesinin
tek olmast gerekmektedir. Fakat Konigsberg kopriisiinii temsil eden grafi
inceledigimizde her bir tepenin derecesinin tek oldugu goriiliir. Bu durum her bir
kopriiden bir ve yalniz bir defa gecen bir yiirliyiisiin yapilmasinin imkansiz oldugunu

gosterir. Bu problemin ¢6ziimii Graf Teorinin temellerini olusturmustur.

Sekil 1.1 ile Konigsberg kopriisiiniin 18. ylizyi1l ve 2017 yillarindaki hali
gosterilmistir. Giiniimiizde bu kopriilerden besi yikililarak yerine ii¢ yeni kdprii

yapilmustir.



Sekil 1.2. Konigsberg Kopriilerinin Graf Modeli

Bundan sonra ortaya atilan bir bagska problem de “El Sikisma Teoremi”
denilen problemdir. Bir topluluktaki kisilerden bazilar1 el sikismis bazilar1 el
sitkisgmamislardir. Bu durumda 6nceki problemden hareketle tek sayida kisiyle el
stkigmis insan sayisini bulmamiz gerekir. Tek sayida kisiyle el sikigsmig insan sayisi
cift say1 olmalidir. Ciinkii sonlu bir grafta derecesi tek olan tepe sayisi ¢ifttir. Bu

teorem graf teorisinin ilk teoremidir.

Graf Teori graflar1 inceleyen bilim dalidir. Graf, tepeler ve bu tepeleri
birbirine baglayan ayritlardan olusan bir tiir ag yapisidir. Aglarda iletisimin araliksiz
olarak devam etmesi istenmektedir. Bu nedenle, Graf Teoride grafin giivenilirligini
ya da saglamligin1 6l¢mek i¢in pek ¢ok parametre mevcuttur. Bunlardan en bilineni
baglantililik (connectivity) sayisidir. Diger bilinen parametrelerden bazilari biitiinliik
(integrity), dayanmiklilik (toughness), kararlilik (tenacity), baskinlik (domination) dir.
Yine Graf Teoride yer alan Onemli bir problem tiirii graf boyama (coloring)

problemidir.

Graf Teorinin giinliik hayatta, pek ¢ok alanda sayisiz uygulamalari mevcuttur.
Bu nedenle, karsimiza farkli Graf Teori problemleri ¢ikar. Bunlardan bazilari, en kisa
yol problemi, gezgin satict problemi ve dort renk problemidir. Bu c¢alisma,
boyamanin bir tiirii olan paketleme boyama iizerine oldugu i¢in boyamanin ortaya

¢ikist olan dort renk problemi hakkinda bilgiler asagida verilmistir.

Graf boyamanin kokenleri 1852 yilina dayanmaktadir. De Morgan arkadasi
olan Hamilton’a, bir mektup yazarak Ogrencilerinden birinin, Ingiltere idari
haritasinin ilgelerinin, komsu her ilge farkli renk ile boyanmak kosulu ile sadece 4
renk kullanarak boyanabilecegini gozlemledigi bilgisini vermistir. Daha teorik

olarak, mektupta ortaya konulan problem asagidaki gibidir:



Diiz bir ylizeyde herhangi bir haritayr boyamak i¢in kullanilmasi gereken en

az renk nedir?

Bu problem 1878 yilinda Cayley tarafindan bir bulmaca olarak
yaymlanmustir. Ilk ispat 4 renk problemi olarak Kempe tarafindan sunulmustur.
Kempe’nin makalesinin yayimlanmasindan sonraki on yil i¢in 4 renk problemi
¢oOziilmiis olarak kabul edilmistir. Aradan gecen onca siireden sonra Heawood,
Kempe’nin ispatinda ¢ok ciddi bir hata kesfetti. Heawood makalesinde Kempe’nin
ispat tekniginin her haritay1 4 renk ile boyamak seklinde genellestirilemeyecegini bir
ornek ile gdstermis ve Kempe’nin ispat teknigi ile 5 renk kullanarak her haritanin
boyanabilecegini gosterdi. 1913 yilinda Birkhoff, belli yapilandirmalarla haritanin
bir kisminin 4 renk ile boyanabilmesinin tiim haritanin 4 renk ile boyanabilecegi
anlamina geldigini gostermistir. Bu indirgenebilirlik fikri, teoremin nihai ispat1 igin
oldukca onemlidir. 1876 yilinda Appel ve Haken ispati tamamlayip yaymlamislardir.
Fakat ispat, gelisen teknoloji ile birlikte bilgisayar yardimi ile ¢oziilmiistiir. Bu
durum matematik diinyasini ikiye ayirmigstir. Bir kisim matematikgiler bilgisayar
yardimi ile yapilan bu ispati kabul ederken, bir kisim matematik¢iler ise ispat
geleneksel yollar ile yapilmadigi i¢in kabul etmemektedirler. Fakat giiniimiizde hala

daha bilgisayar kullanmadan bu problemin ¢oziimiine ulasilamamaktadir.

Asagida Tirkiye’nin  sehirlerinin 4 renk kullanilarak boyanmasi

gosterilmistir.
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Sekil 1.3. Tiirkiye’nin Sehirlerinin 4 Renk ile Boyanmasi

Birlestirilmis  bir grafin tepe ve ayrtlariin  klasik boyanmasina
indirgenemeyen pek ¢ok problem i¢in daha genel olan klasik olmayan boyama

modelleri tanimlanmistir. Genellikle bir grafin boyanmasi grafin tepelerine,



ayritlarina, dlizlemsel grafin ylizeylerine veya bunlarin herhangi bir
kombinasyonlarina renk atamaktan ibarettir. Her bir boyama modelinin en iyi
¢Ozlimii i¢in ¢esitli kurallar mevcuttur. Klasik olmayan boyama modelleri her bir
elemana birden fazla renk kullanmanin miimkiin olabildigi, renkleri parcalara veya

bolgelere bolmeye miisaade eden ilave sartlar getirirler [10].

Genel olarak, literatiirde anlatilan birkag¢ diizine graf boyama modeli vardir.
Bunlara klasik boyama (classical coloring), liste boyama (list coloring), yol boyama
(path coloring), T-boyama (T-coloring), dairesel boyama (circular coloring), giiclii
boyama (strong coloring), paketleme boyama (packing coloring) 6rnek verilebilir.
Graf boyama modellerinden bircogu tepe boyama ve ayrit boyama ile ilgilenirler.

Fakat bazilar1 sadece tepe boyama veya sadece ayrit boyamay1 tanimlarlar [10].

Graf boyama giliniimiizde pek ¢ok alanda kullanilmaktadir. Bunlara 6rnek olarak
harita boyama, ders veya smav programi ayarlama, islemcilerin islem sirasini

belirleme, ugaklarin inis ve kalkis saatlerini diizenleme verilebilir.

Literatiirde anlatilan graf boyama modellerinden biri de paketleme boyama

problemidir. Paketleme boyama probleminin ortaya ¢ikis sekli asagida verilmistir.

USA Federal Iletisim Komisyonu, radyo istasyonlarina frekans atanmasina
iliskin ¢ok sayida kural ve diizenleme yaymlamistir. Ozellikle, ayn1 yayin frekansina
sahip iki radyo istasyonu icin birbirlerinin yayinlarint kesmemesi agisindan
birbirlerinden uzak konumlandirilmas: gerekmektedir. Ayni1 yayin frekansina sahip
iki istasyonun aralarindaki cografi uzaklik yayin sinyalinin giicliyle dogrudan

iliskilidir [9].

Frekans ve kanal atama diizenlemeleri pek ¢ok farkli graf boyama problemi
icin ilham kaynagi olmustur. 2006 yilinda Dunbar ve arkadaslar1 yayin boyama
(broadcast coloring) tanimini vermistir [7]. 2008 yilinda ise Goddard ve arkadaslari

yayin boyama sayist adi altinda paketleme boyama sayis1 tanimini vermislerdir [9].

Bu c¢alismada, basit, yonsiiz ve baglantili 6zel graflarin transformasyon
graflart ele alinmistir. Bu graflarin paketleme boyama sayilar i¢in genel sonuglar

elde edilip, ispatlar ile birlikte verilmistir. Bu tez caligmasi ile literatiirde eksik



oldugu goriilen bazi graflarin transformasyon graflarinin paketleme boyama sayilari

verilerek daha sonra yapilacak olan galigsmalara yol gosterici olmas1 hedeflenmistir.



2. GENEL BIiLGILER

Bu boliimde, ¢aligma boyunca kullanilan tanim ve teoremlere yer verilmistir.

Tanim 2.1: Bir G grafinda V ile gosterilen sonlu bos olmayan kiimeye tepe (vertex)
kiimesi ve V tepesinin 2-elemanli alt kiimesi olan ve E ile gosterilen kiimeye de ayrit
(edge) kiimesi denir. Bir grafta ayrit kiimesi bos olabilir. Tepeler bazen nokta veya
diiglim olarak, ayritlar da bazen kenar veya baglanti olarak gosterilebilir. Bu
caligmada tepe ve ayrit olarak kullanilmistir. Bir G grafinda V tepeler kiimesi ve E
ayritlar kiimesi G = (V, E) olarak yazilir. Bazen V, V(G) ve E de E(G) olarak

gosterilebilir. G grafinin her {u, v} ayrti genellikle uv veya vu olarak gosterilir [4].

Tamim 2.2: uv, G grafimin ayriti ise u ve v tepeleri bitisiktir (adjacent) denir. Iki
bitisik tepe birbirleriyle komsudur. Iki komsu tepe birbirinin komsulugundadir. v
tepesinin komsularinin kiimesi v’nin agik komsulugudur (daha basit ifadeyle v’nin
komsulugu) ve N;(v) veya N(v) ile gosterilir. N[v] = N(v) U {v} ise v tepesinin
kapali komsulugudur. uv ve vw, G grafinin farkh iki ayritlart ise uv ve vw ayritlar
bitisiktir denir. u tepesi ve uv ayrit1 birbirleriyle iliskilidir (incident) denir. Ayni

sekilde v ve uv de iligkilidir [4].

Tamm 2.3: Bir aynit bitis tepesi ile iliskili ise o ayrita sarkik ayrit (pendant edge)
denir [4].

Tamim 2.4: Bir G grafinda v tepesinin derecesi G grafindaki v tepesinin komsu
oldugu tepelerin sayisidir. Bdylece, v tepesinin derecesi onun N (v) komsulugundaki
tepelerin sayisidir. Aymi sekilde v tepesinin derecesi, v tepesinin iliskili oldugu

ayritlarin sayisidir. v tepesinin derecesi deg;(v) veya deg(v) ile gosterilir [4].

Tamm 2.5: Bir G grafindaki u ve v tepeleri (farkli olmalar1 gerekmiyor) icin G
grafindaki W u — v yiirliylisii (walk) , u ile baslayip v ile biten dyle ki G grafindaki
ardisik tepeler G grafinda komsudur. G grafindaki bir W yiiriiytisii 0 <i <k —1,
vVi41 €EE(G) igcin W = (u=vy,vq,..., 0, =v) yi ifade eder. (W yiirlyisi
genellikle W:u = vy, vq, ..., v, = v ile gosterilir.) Bir G grafindaki yiiriiyliste hi¢cbir

ayrit tekrar edilmezse buna G grafinda zincir (trail) denir. Eger G grafindaki



yiiriiyiiste higbir tepe tekrar edilmezse buna yol (path) denir. Bir G grafindaki her u

ve v tepe ¢ifti icin bir u — v yolu mevcut ise grafa baglantilidir (connected) denir[4].

Tamim 2.6: Baglantili bir ¢ grafinda u tepesinin v tepesine uzakligr (distance) G

grafindaki en kisa mesafeli u — v yoludur. d;(u, v) ile veya d(u, v) ile gosterilir [4].

Tamim 2.7: Baglantili bir G grafindaki bir v tepesinin dis merkezligi (eccentricity) v

tepesinden en uzak olan tepenin uzaklhigidir ve e(v) ile gosterilir [4].

Tamm 2.8: Baglantili bir G grafindaki tepeler arasinda en biiylik dis merkezligine G
grafinin cap1 (diameter), en kiigiik dis merkezligine yaricapidir (radius) denir.

Sirasiyla diam(G), rad(G) seklinde gosterilirler [4].

Tamim 2.9: G, ve G, ayrik tepe kiimeleri olan iki graf olsun. G; ve G, graflarinin
G =G+ G, Dbirlesimi, V(G) =V(G,)uV(G,) tepe kiimesine ve
E(G) = E(G,) U E(G,) ayrit kiimesine sahiptir [4].

Tanim 2.10: Biitlin tepelerin birbirine komsu oldugu grafa tam graf (complete

graph) denir ve K,, ile gosterilir [4].

Tamm 2.11: n > 3 olmak iizere, n tepeli, n ayrith ve vy, v,, ..., v, ile etiketlenen
tepeler ve i = 1,2, ...,n — 1 i¢in vy v, ve v;v;,, ayrtlarindan meydana gelen grafa

cevre graf (cycle graph) denir ve C,, ile gosterilir [4].

Tanmm 2.12: n > 4 i¢in n tepeli W, tekerlek grafi C,,_; + K; gibi tanimlanan 1 tepeli

K, tam grafi ile n — 1 tepeli C,,_;cevre grafinin birlesimidir [8].

Tanim 2.13: n > 1 olmak iizere,n adet tepeli, n — 1 aynth ve vy,v,,...,v, ile
etiketlenen tepeler ve i = 1,2,...,n — 1 i¢in v;v;,, ayritlarindan meydana gelen

grafa yol graf (path graph) denir ve B, ile gosterilir [4].

Tamm 2.14: Eger V(G), U ve W kiimesi seklinde iki pargaya ayrilabilirse, G grafi
iki pargali tam graftir. Bu nedenle, u € U ve w € W ancak ve ancak uw, G grafinin
bir ayritidir. Eger |[u| = s ve |w| =t ise bu iki parg¢ali tam graf s + t tepe ve st
ayrita sahiptir ve K . (veya K, ) ile gosterilir. K; , iki par¢ali tam grafina star graf da

denir [4].



Tamm 2.15: Bir G grafindaki tepelerin U kiimesi i¢in eger U kiimesindeki iki tepe
komsu degilse bagimsizdir. G grafinin bagimsiz kiimelerindeki tepelerin maksimum
sayisina tepe bagimsizlik sayis1 veya daha basit¢ce bagimsizlik sayist (independent

number) denir ve a(G) ile gosterilir [4].

Tamm 2.16: Bir G grafinda, bir tepe ve bir ayrit iligkili iseler birbirlerini orterler
(cover each other) denir. G grafinda, grafin biitiin ayritlarini orten tepeler kiimesine G
grafinin bir tepe Ortiisli (vertex cover) denir. G grafinin, biitiin tepelerini orten ayritlar
kiimesine grafin bir ayrit Ortiisii (edge cover) denir. Grafin tepe Ortii kiimelerinin
minimum eleman sayisina grafin tepe ortii sayis1 (vertex covering number) denir ve
B (G) ile gosterilir. Benzer sekilde, ayrit ortli kiimelerinin minimum eleman sayisina

grafin aynit ortii sayist (edge covering number) denir ve B’ (G) ile gosterilir [4].

Tammm 2.17: Bir G grafinda her bir tepeye bir renk atanmasina grafin bir tepe
boyamas1 (vertex coloring) denir. Bitisik olan tepeleri farkli renk ile boyamaya
uygun tepe boyama (proper vertex coloring) denir. Renkler herhangi bir kiimenin
eleman1 olacagindan renkler i¢in genellikle k bir pozitif tam sayr olmak {lizere
1,2, ..., k seklinde pozitif tamsayilar kullanilir. Bir uygun boyama, kisaca boyama, u
ve v tepeleri G grafinda bitisik ise c(u) # c(v) olacak sekilde bir c:V(G) - N (N,
pozitif tamsayilar kiimesi olmak {izere) fonksiyonu olarak g6z Oniine alinabilir. Eger
verilen k rengin her biri kullanilmis ise, bu taktirde boyamaya k — boyama (k-
coloring) denir. Bir k — boyama da 1,2, ..., k renklerinin kullanildig1 kabul edilir.
Bir G grafi k renk ile boyanabiliyorsa grafa k — boyanabilir (k-colorable) denir.
Diger bir deyisle, G grafinin bir k — boyamast mevcut ise G, k — boyanabilirdir.
k — boyanabilir bir G grafi icin en kiigiik pozitif tamsayiya G grafinin boyama

sayisi (chromatic number) denir ve y(G) ile gosterilir [4].



3. MATERYAL VE YONTEMLER

3.1. Paketleme Boyama Sayisi

Dunbar ve arkadaslari, eger her u € V i¢in

i) b(u) <e(u) ve

ii) b(v) > 0 ve d(u,v) < b(u) olmak tizere b(u) = 0 ise bir v € V tepesi
mevcuttur seklinde bir b: V — {0,1, ... } fonksiyonunu bir baskin yayin1 fonksiyonu
(dominating broadcast) olarak tamimlamislardir [5]. Paketleme boyama terimi
sonradan Bresar ve arkadaslari [2] tarafindan tasarlanmistir. Paketleme boyama
sayisinin belirlenmesi hesaplama acgisindan zordur. Genel graflar i¢in paketleme

boyama sayisinin hesaplanmasinin NP-zor oldugu Goddard tarafindan gosterilmistir

[9].

Tammm 3.1: Asagidaki kisitlamalara gore bir G grafindaki tepe kiimelerinin
X1, X5, ..., Xy aynik tepelere boliinmesi istenir. Her bir X; renk smifi bir i —
paketleme olmalidir yani herhangi iki farkli u, v € X; tepe ¢ifti d(u, v) > i sartim
saglayacak sekilde tepelerin bir kiimesi olmalidir. Burada, d(u, v), u ve v tepeleri
arasindaki en kisa yolun uzunlugudur. Bu sekilde k sinifa parcalanis, X; ’lerden
bazilar1 bos olsa bile bir kK — boyama paketleme (packing k-coloring) olarak
adlandirilir. G grafinin bir k — boyama paketlemesi mevcut iken bu en kiigiik k
tamsayisina G grafinin paketleme boyama sayisi (packing chromatic number) denir

ve xp(G) ile gosterilir [7].
Onerme 3.1: G grafinin ¢ap1 2 ise her G grafi igin
X (G) = BG) +1 (3.1
esitligi saglanir [9].
Teorem 3.1: n tepeli bir G grafi i¢in,
a(G)+ B(G) =n (3.2)

seklindedir [4].



3.2. Transformasyon Graflar
Tanmm 3.2.1: G = (V(G), E(G)) bir graf ve x,y,z + veya — degerini alabilen g
degisken olsun. G*¥? transformasyon grafi (transformation graph) tepeler kiimesi
V(G) VU E(G) olan ve u,v € V(G) U E(G) olmak {izere u ve v nin G**de komsu
olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
1. u,v € V(G) olmak lizere x = + ise u ve v G grafinda komsudur; x = — ise
G grafinda komsu degildir.
2. u,v € E(G) olmak iizere y = + ise u ve v G grafinda komsudur; y = — ise
G grafinda komsu degildir.
3. ueV(G),v € E(G) olmak iizere z = + ise u ve v, G grafinda iligkilidir;
z = —ise u ve v, G grafinda iligkili degildir [1].

Bir transformasyon grafin paketleme boyama sayisinin nasil bulunduguna dair bir
ornek asagida verilmistir. Ornekte tam grafin transformasyon grafi kullanilmis olup
tanim geregi transformasyon grafin tepeleri tam grafin tepe ve ayritlarindan
olusmaktadir. Transformasyon grafin tepeleri, K3 grafindaki tepeler v, v3, vs ve
ayritlar v, = v1v3, Vv, = V3Vs, Vg = V1Vs olmak lizere etiketlenmistir. Etiketleme

Sekil 3.1 ile gosterilmistir.

Ornek 3.1: K; tam grafinin, K~ transformasyon grafinin paketleme boyama

sayis1 agsagidaki gibi bulunur:

Sekil 3.1. K577~ grafi

Ki~~ grafinin paketleme boyama sayisin1 bulmak igin ilk 6nce 1 uzaklikli
tepeler birinci renk ile boyanmalidir. Bu boyama yapilirken bagimsizlik sayisi
dikkate alinmalidir. (K3 ~7) = 3 oldugundan 3 adet tepe birinci renk ile boyanir.
Birinci renk ile boyama bittikten sonra ikinci renge gegilir. diam(Ki ™) =2

oldugundan iki tepe arasi uzaklik ¢aptan fazla olamaz. Bu nedenle, ikinci renk ile
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sadece bir tepe boyanir. Ayni sekilde diger tepeler de iiclincli ve dordiincii renk ile
boyanir. Sonug olarak paketleme boyama sayis1 4 olur. K3 ~~ grafimin dort renk ile

paketleme boyamasina bir 6rnek Sekil 3.2 ile verilmistir.

Sekil 3.2. y,(K3~7) = 4
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4. ARASTIRMA BULGULARI VE TARTISMA

4.1. Baz1 Transformasyon Graflarin Paketleme Boyama Sayisi
Bir G grafinin sekiz farkli transformasyon grafi mevcuttur. Bu graflar G777,
Gt T, G, G, G, G, G ve G graflandir. Bu tezde G, G,

G~*" ve Gt~ transformasyon graflar1 goz Oniine alinmistir.

4.1.1. G~ Transformasyon Graflarinin Paketleme Boyama Sayisi

Calismanin bu boliimiinde P, =, C,~—, W,, ~~, K;; 7~ graflarinin paketleme
boyama sayilart genellestirilmis ve teorem olarak ispatlari ile birlikte verilmistir.
Ancak, K7~ grafi baglantili olmadigindan bu grafin paketleme boyama sayisi

bulunamamaktadir.

Teorem 4.1: B;~~, 2n — 1 tepeli bir transformasyon graf ve n > 4 olsun. B, ™~

grafinin paketleme boyama sayisi

Xp(Pi ™) =2n-3 4.1)
olur.
Ispat:

Vy,V2,V3 oo, Va1 EV(P,~7) olsun. Burada vy,v305 ...,0,-1 EV(P,) ve
V2, Vy s Van—p € E(B,) seklindedir. Paketleme boyama tanimindan v;,v; €
V(P; ") olmak tlizere , d(v;, v;) > i olan tepeler ayn1 X; kiimesinde yer alir yani i
rengi ile boyanirlar. Buradan birinci renk ile boyanacak tepeler i¢in d(v;, v;) > 1
olmaldir. d(v;,v;) > 1 kosulunu saglayan tepeleri bulmak, B, ~~ grafinin
bagimsizlik sayisin1 bulmak ile ayn1 anlama gelir. Dolayisiyla, a (P, ~~) bulununca
|X;| degeri bulunmus olur. B, =~ grafinin tanimindan, P, grafindaki bir tepe, P,
grafinda komsu oldugu bir tepe ile P, ~~ grafinda komsu olamaz, aym sekilde B,
grafindaki bir tepe yine P, grafinda iligkili oldugu bir ayritin P, ~~ grafinda karsilig1
olan tepe ile komsu olamaz. Buradan a(F, ~~) = 3 oldugu goriiliir. Dolayisiyla,
|X1] = 3 olur. Geriye kalan tepelerin paketleme boyama sayisini bulmak igin grafin
capmin bulunmasi gerekir. P, ~~ grafindaki uzakliklar1 bulmak icin grafin tepelerini
iki farkli durumda goz &niine almak yeterlidir. Ilk durum P, grafinin ug tepeleri ve bu

tepelerle iliskili olan sarkik ayritlarin P, grafindaki karsilig1 olan tepelerdir. ikinci
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durum ise P, grafinda ilk durumun igerisinde yer almayan tepe ve ayritlarin B, =~

grafindaki karsiliklar1 olan tepelerdir.

Sekil 4.1 ile Py grafi ve Pg ~~ grafi gosterilmistir. Bu graflar iizerinde B, ~~ grafinin

etiketlenmesine ornek teskil etmesi agisindan etiketleme yapilmistir.

W{‘l‘\k\/ -
NS
N4 B

Sekil 4.1. P grafi ve Pg ~~ grafi

Durum 1: v, v,,_; € V(B, "), B, grafindaki ug tepeler ve v,, vy,_, € V(B, ),
P, grafindaki sarkik ayritlar olsun. v; tepesi goz Oniine alinirsa, bu tepenin B, ~~

grafindaki diger tepelere olan uzakliklari,

d(wy,v,) =2, d(vy,v3) = 2, d(vy,v,) = 1,

d(vl, Us) = 1,..., d(vl, UZn_l) =1 (42)

seklindedir. O halde, v, tepesi ile ayn1 6zelliklere sahip v,,_; tepesinin de diger

tepelere olan uzakliklar1 aynidir.

Benzer sekilde, P, ~~ grafindaki v, tepesi géz Oniine alinirsa, bu tepenin P, ~~

grafindaki diger tepelere olan uzakliklari,
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d(vy,v3) = 2, d(vy,vy) = 2, d(v,,v5) = 1,

d(vz, UG) = 1,..., d(vz, UZn_l) =1 (43)

seklindedir. O halde, v, tepesi ile ayn1 Ozelliklere sahip v,,_, tepesinin de diger

tepelere olan uzakliklar1 aynidir.

Durum 2: v3,vy, ..., Vyp_s,Vap_z € V(B; ") olsun. vz, Vs, ...,,Vap_3 EV(B; 77)

tepelerinden v3 tepesi goz Oniine alinirsa,

d(vs,vy) =2, d(v3,v5) = 2, d(v3,v6) = 1,

d(vs,v7) = 1,..., d(v3,v3p-1) = 1 (4.4)

oldugu gorilir. vs,vs, ...,,Von_3 € V(B, ~7) tepeleri P, grafinda aym o&zelliklere

sahip oldugundan, uzakliklar ayni sekilde elde edilir.

Vs, Ve, -r» Van—a € V(B; ~7) tepelerinden v, tepesi goz Oniine alinirsa,

d(vy,vs) = 2, d(vy,v6) = 2, d(vy,v7) =1,

d(vg,vg) = 1,..., d(Vg,V3n-1) = 1 (4.5)

seklinde elde edilir. vy, vg, ...,, Van_sa € V(B,; ") tepeleri B, grafinda aym 6zelliklere

sahiptir. Dolayisiyla, uzakliklar benzer sekilde elde edilir.

Boylece, Durum 1 ve Durum 2’den diam(P, ") = 2 olarak bulunur.
diam(P, ~~) = 2 oldugundan diger renk smiflarinin her birinde sadece birer eleman
mevcuttur. Yani, v;, v; € V(B ) olmak iizere d(v;, vj) # 2 oldugundan herhangi
farkli iki v;,v; tepeleri aym renk smifinda olamazlar. Boylece, P, ™~ grafinin

paketleme boyamasi i¢in sadece ii¢ tepenin ayni renk ile boyanmasit s6z konusudur.

Dolayistyla,
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Xp(Pi ) <2n—-4+1 (4.6)

Xp(Pr77)<2n-3 (4.7)

olarak elde edilir. Ayn1 zamanda, Onerme 3.1 ve Teorem 3.1’den diam(G) = 2
oldugunda, x,(G) < B(G) + 1 ve (G) = n — a(G) oldugundan y, (P, ") < 2n —

3 ifadesinin dogrulugu kesindir.

Xp(Py™7) = 2n — 4 olsun. Bu durumda grafin paketleme boyamasi1 2n — 4
renk ile yapilabilir. (B, ~~) = 3 oldugundan P, ~~grafindaki 3 tepe birinci renk ile
boyanir. diam(P, ~~) = 2 oldugundan geriye kalan her tepe farkli renk ile
boyanmalidir. Paketleme boyama sayisi i¢in gerekli minimum renk sayis1 2n — 4 +

1 olarak goriiliir. Dolayisiyla, kabuliimiiz yanlistir. Boylece,

Xp(Pr77)=2n-3

olarak elde edilir. O

Asagida Sekil 4.2 ile P~ grafi i¢in bir paketleme boyama 6rnegi verilmistir.

Sekil 4.2. y,(P;77) =9
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Teorem 4.2: C,,”~, 2n tepeli bir transformasyon graf ve n = 4 olsun. C,; ~~ grafinin

paketleme boyama sayist

Xp(CR™7) =2n—2 (4.8)
olur.
Ispat:
V1, Vg2, e, Vg EV(C77) olsun. Burada Vi, V3, e, Van_1 € V(Cy) ve

V2, Vg, v, Vo € E(Cy) seklindedir. Paketleme boyama tanimindan, v;, v; € V(G ™7)
olmak tizere, d(v;, v;) > i olan tepeler ayn1 X; kiimesinde yer alir yani i rengi ile
boyanirlar. Buradan birinci renk ile boyanacak tepeler igin d(v;, v;) > 1 olmalidir.
d(v;, vj) > 1 kosulunu saglayan tepeleri bulmak, C, ™~ grafinin bagimsizlik sayisini
bulmak demektir. Dolayisiyla, a(C,,~~) bulununca |X; | degeri bulunmus olur. C,; ~~
grafinin tammmindan, C,, grafindaki bir tepe, C,, grafinda komsu oldugu bir tepe ile
C,, ~~ grafinda komsu olamaz, ayni sekilde iligkili oldugu bir ayrit ile C,, ~~ grafinda
o ayritin karsiligi olan tepe ile komsu olamaz. Buradan «a(C, ") = 3 oldugu
goriiliir. Dolayisiyla, |X;| = 3 olur. Geriye kalan tepelerin paketleme boyama
sayisint bulmak icin grafin ¢apinin bulunmasi gerekir. C;; =~ grafindaki uzakliklar:
bulmak icin, C, grafinin tepeleri ve bu tepelerle iligkili olan ayntlarin €, ™~

grafindaki karsilig1 olan tepelerin birbirine olan uzakliklarinin bulmak gerekir.

Sekil 4.3 ile C5 grafi ve C5 ™~ grafi gosterilmistir. Bu graflar iizerinde €, ~~ grafinin

etiketlenmesine drnek teskil etmesi agisindan etiketleme yapilmistir.

10

VS %:i E; g §:§ V4

V7

Sekil 4.3. C5 grafi ve C5~~ grafi



V1, V3, oo, Va1 € V(Cr 7)), C, grafindaki tepeler ve v, vy, ..., Vo, € V(€ 77) Cy
grafindaki ayritlar olsun. v, tepesi géz Oniine alinirsa, bu tepenin C,; ™ grafindaki

diger tepelere olan uzakliklari,

d(vy,vy) =2,d(wy,v3) =2,d(w,v,) =1,d(wy,v5) =1,...,

d(vy,Von—2) = 1dWy, Van-1) = 2,d(vy,v2p) = 2 4.9)

seklindedir. O halde, v, tepesi ile ayni ozelliklere sahip v, vs, ..., Vo1 € V(Cy77)

tepelerinin de diger tepelere olan uzakliklart aynidir.

Benzer sekilde, €, ~~ grafindaki v, tepesi goz Oniine alinirsa, bu tepenin C, ~~

grafindaki diger tepelere olan uzakliklari,

d(vy,v3) = 2,d(v,,v,) =2,d(V,,v5) =1, d(vy,v6) = 1,...,

d(V2,V2n—2) = 1, d(V3,V2n-1) = 1, d(v3,V3p,) = 2 (4.10)

seklindedir. O halde, v, tepesi ile aynmi 6zelliklere sahip vy, vy, ..., Von € V(Cy™7)

tepelerinin de diger tepelere olan uzakliklart aynidir.

Boylece, diam(C, ~~) = 2 olarak bulunur. diam(C,~~) = 2 oldugundan diger renk
siniflarinin her birinde sadece birer eleman mevcuttur. Yani, v;, v; € V(C; ™) olmak
lizere d(v;, v;) # 2 oldugundan herhangi farkl iki v;, v; tepeleri ayni renk sinifinda

olamazlar. Boylece, C;, ~~ grafinin paketleme boyamasi i¢in sadece ii¢ tepenin ayni

renk ile boyanmasi s6z konusudur. Dolayisiyla,

xp(Ci)<2n—-3+1 4.11)

Xp(CR™ ") <2n -2 (4.12)
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olarak elde edilir. Ayn1 zamanda, Onerme 3.1 ve Teorem 3.1’den diam(G) = 2
oldugunda x,(G¢) < F(G) + 1 ve f(G) = n — a(G) oldugundan y,(C, ") < 2n —

2 ifadesinin dogrulugu kesindir.

Xp(C;™7) = 2n — 3 olsun. Bu durumda grafin paketleme boyamasi 2n — 3
renk ile yapilabilir. «(C,; ~~) = 3 oldugundan C,, ~~ grafindaki 3 tepe birinci renk ile
boyanir. diam(C,; ") = 2 oldugundan geriye kalan her tepe farkli renk ile
boyanmalidir. Paketleme boyama sayisi i¢in gerekli minimum renk sayist 2n — 3 +

1 = 2n — 2 olarak goriiliir. Dolayisiyla, kabuliimiiz yanlistir. Boylece,

Xp(CR™7) =2n—2

olarak elde edilir. O

Asagida Sekil 4.4 ile C5 ™~ grafi i¢in bir paketleme boyama 6rnegi verilmistir.

:

4
Sekil 4.4. y,(C5 ") = 8

Teorem 4.3: W,, ~~, 3n — 2 tepeli bir transformasyon graf ve n > 5 olsun. O halde,

Xp(Wy ") =3n—4 (4.13)

olur.
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Ispat:

Vi,Vg, e, V3n_p EV(W,, 77)  olsun. Burada  vy,v3 .., Vpn-1 EV(W,)
V2, Vs oy Vany Vans1s --» Van—z € E(W,) seklindedir. Paketleme boyama tanimindan,
v;,v; € V(W, ~7) olmak iizere , d(v;, v;) > i olan tepeler ayn1 X; kiimesinde yer
alir yani i rengi ile boyanirlar. Buradan birinci renk ile boyanacak tepeler igin
d(v;,vj) > 1 olmahdir. d(v;,v;) > 1 kosulunu saglayan tepeleri bulmak, W, ™~
grafinin bagimsizlik sayisin1 bulmak ile ayni anlama gelir. Dolayisiyla, a(W,, ™)
bulununca |X; | degeri bulunmus olur. W, =~ grafinin tanimindan, W, grafindaki bir
tepe, W, grafinda komsu oldugu bir tepe ile W,, ~~ grafinda komsu olamaz, ayni
sekilde W, grafindaki bir tepe yine W, grafinda iliskili oldugu bir ayritin W,, ~~
grafinda karsiligi olan tepe ile komsu olamaz. Buradan a(W,, ") = 3 oldugu
goriiliir. Dolayisiyla, |X;| = 3 olur. Geriye kalan tepelerin paketleme boyama
sayisint bulmak i¢in grafin ¢apmin bulunmasi gerekir. W,, ~~ grafindaki uzakliklari
bulmak icin grafin tepelerini dért farkli durumda géz oniine almak yeterlidir. Ilk
durum, W, grafinda diger tiim tepelere komsu tepedir (bu tepe v; olsun). Ikinci
durum, W, grafinda v; tepesi ile iligkili ayritlar1 W,, = grafinda karsilig1 olan
tepelerdir. Uciincii durum, W, grafinda v, tepesi disindaki tepelerdir. Dérdiincii
durum ise W, grafinda v; tepesi ile iligkili ayritlarin disindaki ayritlarin W, =~

grafinda karsilig1 olan tepelerdir.

Sekil 4.5 ile W5 grafi ve Wy~ grafi gosterilmistir. Bu graflar {izerinde W,, =~

grafinin etiketlenmesine drnek teskil etmesi agisindan etiketleme yapilmaistir.
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Sekil 4.5. W5 grafi ve Wy ™~ grafi

Durum 1: v; € V(W,, 77), W, grafinda tiim tepelere komsu tepe olsun. Bu tepenin

W, ~~ grafindaki diger tepelere olan uzakliklari,

d(wy,vp) =2,d(Wwy,v3) = 2,d(wy,v,) = 1,d(wy,v5) = 2, d(v1,v6) = 1,
d(wy,v7) =2,d(Wy,vg) = 1,d(vy,v9) = 2, d(v1,V10) = 2, d(v1,v11) = 2,

d(vy,v12) = 2,d(vy,v43) = 1 (4.14)

seklindedir. O halde, tiim tepelere komsu olan v; tepesi W, grafinda komsu oldugu

tepeler ve iligkili oldugu ayritlari karsiligr olan tepeler ile 2 uzakliklidir.

Durum 2: v,, vy, Vony1, o » Van—z € V(IW, =), W, grafinda v, tepesi ile iliskili
ayritlar1 W,, ~~ grafinda karsiligi olan tepeler olsun. Bu tepelerden v, tepesi goz

Oniine alinirsa,

d(vy,v3) = 2,d(y,v,) = 2,d(v,,v5) = 1,d(vp,v6) = 1, d(v,,v7) = 1,
d(v2,v8) = 1,d(vp,v9) = 1, d(v3,v10) = 2, d(V3,V11) = 2, d(v,V13) = 2,

d(vy,v43) =2 (4.15)
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seklindedir. O halde, W,, grafinda v, tepesi, W, grafinda kendisiyle iliskili olan
tepeler ve komsu olan ayntlarin karsiligi olan tepeler ile 2 uzakliklidir.
V2, Vons Vongts - » Van—z € V(W,, ~7) tepeleri W, grafinda ayni Ozelliklere sahip

oldugundan, uzakliklar ayn1 sekilde elde edilir.

Durum 3: vs,vs, ...,, V1 EV(W,; 77), W, grafinda v, tepesi disindaki tepeler

olsun. Bu tepelerden v; tepesi goz Oniine alinirsa,

d(vs,vy) = 2,d(v3,vs5) = 2,d(v3,v) = 1,d(v3,v;) = 1,d(v3,v8) = 1,
d(vs3,v9) = 2,d(v3,v19) = 1,d(v3,v11) = 1,d(v3,v15) = 1,d(v3,v43) = 2

(4.16)

seklindedir. O halde, W,, grafinda wv5 tepesi, W, grafinda komsu oldugu tepeler ve
iliskili oldugu ayritlarin karsilifi olan tepeler ile 2 uzaklikhdir. v3, vs, ...,, Vo1 €
V(W,;~7) tepeleri W, grafinda ayn1 Ozelliklere sahip oldugundan, uzakliklar ayni
sekilde elde edilir.

Durum 4: v,,vg,vg, ..., Von_y EV(W,77) W, grafinda v; tepesi ile iliskili
ayritlarin disindaki ayritlarin W, =~ grafinda karsiligi olan tepeler olsun. Bu

tepelerden v, tepesi gbz Oniine alinirsa,

d(v4-l US) = 27 d(v4r U6) = 27 d(v4r 177) = 17 d(v4r US) = 17 d(v4-l Ug) = 15

d(vy, v19) = 1, d(Vy, V11) = 2, d(Vy, V12) = 1,d(vy, v13) = 1 (4.17)

seklindedir. O halde, v, tepesi, W, grafinda kendisiyle iligkili olan tepeler ve komsu
olan ayritlarin karsiligi olan tepeler ile 2 uzaklikhidir. v, ve,vg, ..., Von_z €
V (W, ") tepeleri W, grafinda aym1 ozelliklere sahip oldugundan, uzakliklar ayni
sekilde elde edilir.

21



Boylece, Durum 1, Durum 2, Durum 3 ve Durum 4’den diam(W,, ~~) = 2 olarak
bulunur. diam(W,,;~~) = 2 oldugundan diger renk siniflarinin her birinde sadece
birer eleman mevcuttur. Yani, v, v; € V(W,77) olmak tlizere d(v;v;) # 2
oldugundan herhangi farkli iki v;, v; tepeleri ayni renk sinifinda olamazlar. Boylece,
W, =~ grafinin paketleme boyamasi i¢in sadece {i¢ tepenin ayni renk ile boyanmasi

s0z konusudur. Dolayisiyla,

XpWy ") <3n-5+1 (4.18)

XpWy ™) <3n—-4 (4.19)

olarak elde edilir. Aym1 zamanda, Onerme 3.1 ve Teorem 3.1’den diam(G) = 2
oldugunda x, (G) < B(G) + 1 ve f(G) = n — a(G) oldugundan y, (W, ~7) < 3n —

4 ifadesinin dogrulugu kesindir.

Xp(Wy ™) = 3n — 5 olsun. Bu durumda grafin paketleme boyamas: 3n — 5
renk ile yapilabilir. a(W,, ~7) = 3 oldugundan W,; ~~ grafindaki 3 tepe birinci renk
ile boyanir. diam(W,; =) = 2 oldugundan geriye kalan her tepe farkli renk ile
boyanmalidir. Paketleme boyama sayis1 i¢in gerekli minimum renk sayis1 3n — 5 +

1 olarak goriiliir. Dolayisiyla, kabuliimiiz yanlistir. Boylece,

XoWy " )=3n-4

olarak elde edilir. O

Asagida Sekil 4.6 ile Wg ™~ grafi i¢in bir paketleme boyama 6rnegi verilmistir.
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Sekil 4.6 . y,(Wg ™) = 11

2
Teorem 4.4: K,, LBhEL

tepeli bir transformasyon graf ve n > 4 olsun. O halde,

n?-n+2

XKy ™7) = — (4.20)
olur.
Ispat:
V1, V) o) Unzyn € V(K7 ™7) olsun. Burada V1, V3 o, V-1 € V(Ky) ,

2

Vo, Vyy ooy Vo Vangts s Un2en € E(K,) seklindedir. Paketleme boyama tanimindan,

2
v;, v € V(K;, ™) olmak iizere , d((v;, v;) > i olan tepeler aynm X; kiimesinde yer alir
yani [ rengi ile boyanirlar. Buradan birinci renk ile boyanacak tepeler ig¢in
d(v;,vj) > 1 olmahdir. d(v;,v;) > 1 kosulunu saglayan tepeleri bulmak, K; ™~
grafinin bagimsizlik sayisini bulmak ile ayn1 anlama gelir. Dolayisiyla, a (K, ")
bulununca |X;| degeri bulunmus olur. K,; ~~ grafinin tanimindan, K,, grafindaki bir
tepe, K, grafinda komsu oldugu bir tepe ile K, ~~ grafinda komsu olamaz, ayni
sekilde K, grafindaki bir tepe yine K, grafinda iliskili oldugu bir ayritin K, ™~
grafinda karsiligi olan tepe ile komsu olamaz. K,, grafi tam graf oldugundan tiim
tepeleri komsudur. O halde, K, ™~ grafinda bu tepeler komsu olamaz. Buradan
a(K, ~7) = n oldugu goriiliir. Dolayisiyla, |X;| = n olur. Geriye kalan tepelerin

paketleme boyama sayisini bulmak i¢in grafin ¢apinin bulunmasi gerekir. K;; ~~
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grafindaki uzakliklar1 bulmak igin, K,, grafinin tepeleri ve bu tepelerle iligkili olan
ayritlarin K, =~ grafindaki karsiligi olan tepelerin birbirine olan uzakliklariin

bulmak gerekir.

Sekil 4.7 ile K, grafi ve K, ~~ grafi gosterilmistir. Bu graflar lizerinde K,, ~~ grafinin

etiketlenmesine drnek teskil etmesi agisindan etiketleme yapilmistir.

V,
9 V10

V8 V4

Sekil 4.7. K, grafi ve K, ~~ grafi

V1, V3 e, Vo1 E V(K 77) , K, grafindaki tepeler ve

Vo, Vs, ooy Vo Vangds o0 Unzen € V(KR 7)), K, grafindaki ayritlar olsun. v, tepesi goz

2

Oniine alinirsa, bu tepenin K,, ~~ grafindaki diger tepelere olan uzakliklari,

d(vll UZ) = 25 d(vll U3) = 25 d(vll U4) = 15 d(vll US) = 2,d(U1, U6) = 17

d(vy,v;7) = 2,d(vy,v8) = 2,d(v1,v9) = 2,d(v1,v19) =1 4.21)

seklindedir. O halde, v, tepesi, K;; ~~ grafinda, K,, grafindaki tiim tepeler ile iliskili
oldugu ayntlart karsiligi olan tepelerle 2 uzakhikhdir. vy, v3 ..., v5-1 € V(K 77)
tepeleri K,, grafinda ayn1 6zelliklere sahip oldugundan, uzakliklar ayni sekilde elde

edilir.

Benzer sekilde, K, =~ grafindaki v, tepesi goz Oniline alinirsa, bu tepenin K, ~

grafindaki diger tepelere olan uzakliklari,
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d(vy,v3) = 2,d(y,v,) = 2,d(v,,v5) = 1,d(v,,v6) = 1,d(vy,v7) =1,

d(vy,vg) = 2, d(v;,v9) = 2, d(V,V10) = 2 (4.22)

seklindedir. O halde, v, tepesi, K, grafindaki komsu olduklar1 ayritlar ve iligkili

oldugu tepeler ile K, ~~ grafinda 2 uzaklikhidir. v,, vy, ..., Von, Vansts oo r Vp2in €

2

V(K,; ") tepeleri K,, grafinda ayni1 Ozelliklere sahip oldugundan, uzakliklar ayni
sekilde elde edilir.

Boylece, diam(K, ~) = 2 olarak bulunur. diam(K,;”~) = 2 oldugundan diger

renk simflarinm her birinde sadece birer eleman mevcuttur. Yani, v;, v; € V(K™ 7)
olmak iizere d(v;, v;) # 2 oldugundan herhangi farkli iki v;, v; tepeleri aym renk

siifinda olamazlar. Bdoylece, K, ~~ grafinin paketleme boyamasi i¢in sadece n

tepenin ayni renk ile boyanmasi s6z konusudur. Dolayisiyla,

n2

XKy ) s —n+1 (4.23)

2_
XKy~ ) <22 (4.24)

olarak elde edilir. Ayn1 zamanda, Onerme 3.1 ve Teorem 3.1°den diam(G) = 2
oldugunda x,(G) <pB(G)+1 ve B(G) =n—a(G) oldugundan x,(K; ") <

n?-n+2 . .. - g .-
— ifadesinin dogrulugu kesindir.

n?—

2

n
renk

2_
Xp(Kn™7) = nz—n olsun. Bu durumda grafin paketleme boyamasi

ile yapilabilir. a(K, ") = n oldugundan K,,~~ grafindaki n tepe birinci renk ile

boyanir. diam(K,;”~) = 2 oldugundan geriye kalan her tepe farkli renk ile
2_
boyanmalidir. Paketleme boyama sayisi i¢in gerekli minimum renk sayisi nz—n +1

olarak goriiliir. Dolayisiyla, kabuliimiiz yanhistir. Boylece,

25



olarak elde edilir. O

Asagida Sekil 4.8 ile K, ~ grafi i¢in bir paketleme boyama 6rnegi verilmistir.

Sekil 4.8. y,(K; =) = 7

4.1.2. G*~~ Transformasyon Graflarinin Paketleme Boyama Sayisi
Bu bolimde B ™", (=, W', K™~ ve K{,7, graflarmin paketleme

boyama sayilar1 genellestirilmistir.

Teorem 4.5: P;f~~, 2n — 1 tepeli bir transformasyon graf ve n = 3 olsun. P~

grafinin paketleme boyama sayisi

(B =2n-3 (4.25)
olur.
Ispat:
V1, Vg ooy Vaneq €E V(BT 7) olsun. Burada  vy,v3 .., V-1 EV(P)

V2, Vg s Van—p € E(B,) scklindedir. Paketleme boyama tanmimindan, v;,v; €
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V(P ") olmak iizere , d(v;, v;) > i olan tepeler aynm X; kiimesinde yer alir yani i
rengi ile boyanirlar. Buradan birinci renk ile boyanacak tepeler i¢in d(v;, v;) > 1
olmalidir. d(v;,v;) >1 kosulunu saglayan tepeleri bulmak, P,~~ grafinin
bagimsizlik sayisini bulmak ile ayni anlama gelir. Dolayisiyla, a(B; ™) bulununca
|X;| degeri bulunmus olur. B ™~ grafinin tanimindan, B, grafindaki bir tepe, B,

grafinda komsu oldugu bir tepe ile P, ~~ grafinda komsu olabilir fakat iligkili oldugu
bir ayritin P,y ~~ grafinda o karsiligi olan tepe ile komsu olamaz. Aym sekilde B,
grafindaki bir ayrit, yine P, grafinda komsu oldugu bir ayrit ile By ~~ grafinda komsu
olamaz. Buradan a(P;~~) = 3 oldugu goriiliir. Dolayisiyla, |X;| = 3 olur. Geriye
kalan tepelerin paketleme boyama sayisini bulmak i¢in grafin ¢apmin bulunmasi
gerekir. B~ grafindaki uzakliklar1 bulmak igin grafin tepelerini dort farkli durumda
gbz oniine almak yeterlidir. flk durum, P, grafinin ug tepeleridir. Ikinci durum, P,
grafimn sarkik ayrtlaridir. Uglineli durum, B, grafinin ug tepeler digindaki

tepeleridir. Dérdiincii durum ise sarkik ayritlar disindaki ayritlardir. Ispat yapilirken

B}~ lizerindeki etiketlemeler B, ~~ grafiyla aym sekilde yapilmustir.

Durum 1: v;, v,,_, € V(B ™), P, grafindaki ug tepeler olsun. v, tepesi gdz dniine

almirsa, bu tepenin B, ~~ grafindaki diger tepelere olan uzakliklari,

d(vl,vz) S 2, d(vl,v4) S 1, (171,176) S 1, d(vl, vg) = 1,... d(vl,UZn_z) S 1
d(vy,v3) =1,dWy,v5) = 2,d(wy,v7) = 2,...,d(Vy, V2p—3) = 2, d(vy,V3p-1) = 1

(4.26)

seklindedir. O halde, v, tepesi ile ayn1 6zelliklere sahip v,,_; tepesinin de diger

tepelere olan uzakliklar1 aynidir.

Durum 2: v,, v,,_, € V(B 7), B, grafindaki sarkik ayritlar olsun. v, tepesi goz

oniine alinirsa, bu tepenin B, ~~ grafindaki diger tepelere olan uzakliklari,
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d(vz,v3) S 2, d(UZ,US) S 1, d(vz,v7) S 1,..., d(vz, vZn_3) = 1,
d(v3,Van-1) = 2, d(v3, 1) = 2, d (v, v6) = 1,

d(vz, vs) S 1,..., d(vz, vZn_Z) = 1 (4.27)

seklindedir. O halde, v, tepesi ile aym ozelliklere sahip v,,_, tepesinin de diger

tepelere olan uzakliklar1 aynidir.

Durum 3: v3, Vs ..., Vpn_3 € V(B ™7), B, grafinin ug tepeler disindaki tepeleri
olsun. Bu tepelerden v5 tepesi gz Oniine alinirsa, bu tepenin B, ™~ grafindaki diger

tepelere olan uzakliklari,

d(v3,vs) = 2,d(v3,v6) = 1,d(v3,v8) = 1,...,d(v3,V55_5) = 1
d(v3, 175) = 2, d(V3, v7) = 2, d(v3, vg) - 2,...,d(v3, vZn_l) = 2

(4.28)

seklindedir. O halde, v5 tepesi ile ayni 6zelliklere sahip v, Vs, ..., Va3 € V(P ™7)

tepelerinin de diger tepelere olan uzakliklar1 aynidir.

Durum 4: vy, Vg ..., Vop_s € V(B ™7), B, grafinin sarkik ayritlar disindaki ayritlari
olsun. Bu tepelerden v, tepesi goz Oniine alinirsa, bu tepenin B, ™~ grafindaki diger

tepelere olan uzakliklari,
A(vs,v5) = 2, d(Vs, V6) = 2, d(v4,v7) = 1, d(vy,v5) = 1,

Ay, v9) = 1,...,d(vy, Vpp-1) = 1 (4.29)

seklindedir. O halde, v, tepesi ile aym o6zelliklere sahip vy, Vg ..., Vop_s € V(B ™)

tepelerinin de diger tepelere olan uzakliklar1 aynidir.

Boylece, yukaridaki dort durumdan diam(Bf ") =2 olarak bulunur.

diam(B; ") = 2 oldugundan diger renk siniflarinin her birinde sadece birer eleman
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mevcuttur. Yani, v;, v; € V(P ") olmak tizere d(v;, v;) # 2 oldugundan herhangi
farkli iki v;,v; tepeleri ayni renk smifinda olamazlar. Béylece, P, "™~ grafinin

paketleme boyamasi i¢in sadece ii¢ tepenin ayni renk ile boyanmasi s6z konusudur.

Dolayistyla,

(B )< 2n—4+1 (4.30)

Xp(By ) <2n-3 (4.31)

olarak elde edilir. Ayn1 zamanda, Onerme 3.1 ve Teorem 3.1’den diam(G) = 2
oldugunda x,(G) < B(G) + 1 ve B(G) = n — a(G) oldugundan y,(B, ") < 2n -

3 ifadesinin dogrulugu kesindir.

Xp(By ") = 2n — 4 olsun. Bu durumda grafin paketleme boyamas: 2n — 4
renk ile yapilabilir. a(B;~~) = 3 oldugundan P;f~~grafindaki 3 tepe birinci renk ile
boyanir. diam(B~~) = 2 oldugundan geriye kalan her tepe farkli renk ile
boyanmalidir. Paketleme boyama sayisi i¢in gerekli minimum renk sayis1 2n — 4 +

1 olarak goriiliir. Dolayisiyla, kabuliimiiz yanligtir. Boylece,

Xp(Bi™) =2n-3

olarak elde edilir. O
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Asagida Sekil 4.9 ile Ps"~ grafi icin bir paketleme boyama 6rnegi verilmistir.

Sekil 4.9. y,(P3~") = 7

Teorem 4.6: C;;~~, 2n tepeli bir transformasyon graf ve n = 3 olsun. C, =~ grafinin

paketleme boyama sayist
Xp(Cr ) =2n-2 (4.32)

olur.

Ispat:

V1, Vg, e, Vg € V(CF™7) olsun. Burada vq,vs, ..., Va1 € V(C,), Va3, Vs, woo, Vo €
E(C,) dir. Paketleme boyama tammindan, v;,v; € V(C,~7) olmak iizere |,
d(v;,vj) > i olan tepeler aym X; kiimesinde yer alir yani i rengi ile boyanirlar.
Buradan birinci renk ile boyanacak tepeler igin d(v;, v;) > 1 olmahdir. d(v;, v;) > 1

kosulunu saglayan tepeleri bulmak, C; ™~ grafinin bagimsizlik sayisin1 bulmak ile
ayni anlama gelir. Dolayisiyla, a(C; ™) bulununca |X;| degeri bulunmus olur. C;f =~
grafinin tanimindan, C,, grafindaki bir tepe, C,, grafinda komsu oldugu bir tepe ile
C,;~~ grafinda komsu olabilir, fakat iliskili oldugu bir ayritin C; ~~ grafinda karsilig
olan tepe ile komsu olamaz. Aymi sekilde C,, grafindaki bir aynt, yine C,, grafinda
komsu oldugu bir aynt ile C,;~~ grafinda komsu olamaz. Buradan a(C™7) =3
oldugu goriliir. Dolayisiyla, |X;| = 3 olur Geriye kalan tepelerin paketleme boyama
sayisin1 bulmak i¢in grafin ¢apmin bulunmas1 gerekir. C,f ~~ grafindaki uzakliklar

bulmak i¢in, C, grafinin tepeleri ve bu tepelerle iliskili olan ayrtlarin C;f~~

grafindaki karsilig1 olan tepelerinin birbirine olan uzakliklarin1 bulmak gerekir. Bu
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ispatta C,f =~ grafinin etiketlenmesi daha 6nce gosterilen C,; ~~ grafinin etiketlenmesi

ile ayn1 sekilde yapilmistir.

V1, V3, e, Van—q € V(CF™7), C, grafindaki tepeler ve v,, vy, ...,V € V(CI™)

grafindaki ayritlar olsun. v; tepesi géz Oniine alinirsa, bu tepenin C,; ~~ grafindaki

diger tepelere olan uzakliklari,

d(vy,vp) = 2,d(Wy,vy) = 1,d(Wwy,v6) = 1,...,d(vy, Van—3) = 1, d(vy,v5,) = 2

d(vl, 173) = 1,d(v1, 175) S 2,..., d(vl, U2n_3) = 2, d(vl, vZn_l) = 1 (4.33)

seklindedir. O halde, v, tepesi ile aymi ozelliklere sahip vy, V3, ..., Vop—q € V(CI™7)

tepelerinin de diger tepelere olan uzakliklar1 aynidir.

Benzer sekilde, Ci~~ grafindaki v, tepesi goéz oniline alinirsa, bu tepenin C;f =~

grafindaki diger tepelere olan uzakliklari,

d(”z: U3) = Z,d(vz' US) =5 17 [RERE] d(”z: UZn—l) = 15

d(v,,vy) = 2,d(03,6) = 1,...,d(Vy, Vp—2) = 1,d(v,,vpy) = 2 (4.34)

seklindedir. O halde, v, tepesi ile aym o6zelliklere sahip v,, vy, ..., Vop, € V(CI77)

tepelerinin de diger tepelere olan uzakliklart aynidir.

Boylece, diam(C;f~~) = 2 olarak bulunur. diam(C;f ~~) = 2 oldugundan diger renk
stniflarinin her birinde sadece birer eleman mevcuttur. Yani, v;, v; € V(C,; ™) olmak
lizere d(v;, v;) # 2 oldugundan herhangi farkl iki v;, v; tepeleri ayni renk sinifinda

olamazlar. Boylece, C;f ~~ grafinin paketleme boyamasi i¢in sadece ii¢ tepenin ayni

renk ile boyanmasi s6z konusudur. Dolayisiyla,

Xp(Chi ) <2n—-3+1 (4.35)

X, (CH7) < 2n—2 (4.36)
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olarak elde edilir. Ayn1 zamanda, Onerme 3.1 ve Teorem 3.1’den diam(G) = 2
oldugunda y,(G) < B(G) + 1 ve B(G) = n — a(G) oldugundan y,(C, ") < 2n —

2 ifadesinin dogrulugu kesindir.

Xp(Ci~7) = 2n — 3 olsun. Bu durumda grafin paketleme boyamasi 2n — 3 renk ile
yapilabilir. a(Ci~7) = 3 oldugundan C,~~ grafindaki 3 tepe birinci renk ile
boyanir. diam(C;f~7) = 2 oldugundan geriye kalan her tepe farkli renk ile
boyanmalidir. Paketleme boyama sayisi i¢in gerekli minimum renk sayis1 2n — 3 +

1 olarak goriiliir. Dolayisiyla, kabuliimiiz yanlistir. Boylece,

Xp(Chi~ ) =2n-2

olarak elde edilir. O

Asagida Sekil 4.10 ile C; ~~ grafi igin bir paketleme boyama 6rnegi verilmistir.

Sekil 4.10. x,(C; ™) = 6

Teorem 4.7: W,;"~~, 3n — 2 tepeli bir transformasyon graf ve n > 5 olsun. O halde,

W,,t~~ grafinin paketleme boyama sayisi
Xp(Wat=")=2n-1 (4.37)
olur.
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Ispat:

V1, Vg, e, Vsn_z EV(W,™7)  olsun.  Burada vy, V3 ..,Vppq EV(W,)
V2, Vs oy Vany Vans1s --» Van—z € E(W,) seklindedir. Paketleme boyama tanimindan,
v;, v; € V(W, ~7) olmak tizere , d(v;, v;) > i olan tepeler aym X; kiimesinde yer
alir yani i rengi ile boyanirlar. Buradan birinci renk ile boyanacak tepeler igin
d(v;,v;) > 1 olmalidir. d(v;,v;) > 1 kosulunu saglayan tepeleri bulmak, W'~
grafinin bagimsizlik sayisini bulmak ile ayni anlama gelir. Dolayisiyla, a(W,," ")
bulununca |X;| degeri bulunmus olur. W,;f~~ grafinin tanimindan, W, grafindaki bir
tepe, W, grafinda komsu oldugu bir tepe ile W, ~~ grafinda komsu olabilir, fakat
iliskili oldugu bir ayritin W,;t~~ grafinda karsilig1 olan tepe ile komsu olamaz. Ayni
sekilde W, grafindaki bir aynit, yine W, grafinda komsu oldugu bir aynt ile Wt~
grafinda komsu olamaz. Bu nedenle, tim tepelerle komsu olan v; tepesinin W,
grafinda iliskili oldugu ayritlarin sayis1 ve v;, W, ~~ grafinda komsu olamayacagi
icin bu tepelerin toplam sayis1 bagimsizlik sayisim verir. Buradan a(W,;f~") =n
oldugu goriliir. Dolayisiyla, |X;| = n olur Geriye kalan tepelerin paketleme boyama
sayisini bulmak i¢in grafin ¢apmim bulunmasi gerekir. W, =~ grafindaki uzakliklari
bulmak igin grafin tepelerini dort farkli durumda gdz oniine almak yeterlidir. Ilk
durum, W, grafinda diger tiim tepelere komsu tepedir (bu tepe v; olsun). Ikinci

durum, W, grafinda v, tepesi ile iligskili ayritlart W, grafinda karsiligi olan

tepelerdir. Ugiincii durum, W, grafinda v, tepesi disindaki tepelerdir. Dérdiincii
durum ise W, grafinda v, tepesi ile iligkili ayritlarin disindaki ayritlar1 Wt~
grafinda karsiligi olan tepelerdir. Bu ispatta W,;,"~~ grafinin etiketlenmesi daha once

gosterilen W, ~~ grafinin etiketlenmesi ile ayn1 sekilde yapilmstir.

Durum 1: v; € V(W,t~7) grafinda tiim tepelere komsu tepe olsun. Bu tepenin

Wt~ grafindaki diger tepelere olan uzakliklari,

d(wy,v,) =2,d(wy,v3) = 1,d(wy,v,) = 1,d(wy,v5) = 1, d(vy,v6) = 1,
d(vy,v7) =1,d(wy,v8) = 1,d(vy,v9) = 1, d(vy,v10) = 2, d(vy,v11) = 2,

d(vy,v13) =2, d(vy,v13) =1 (4.38)
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seklindedir. O halde, tiim tepelere komsu olan v, tepesi, W, grafinda iliskili oldugu

ayritlar1 kargilig1 olan tepeler ile W,,"~~ grafinda 2 uzakliklidur.

Durum 2: vy, Vyp, Vapgq, o » Van—z € V(W,F™7), W, grafinda v, tepesi ile iligkili
ayritlart W, ~~ grafinda karsiligi olan tepeler olsun. Bu tepelerden v, tepesi goz

Oniine alinirsa,

d(UZI Ug) = 27 d(UZI U4_) = 27 d(UZI US) = 17 d(UZI U6) = 17 d(UZI U7) = 17
d(vy,vg) = 1, d(v3,v9) = 1, d(vy, v10) = 2, d(v3,v11) = 2, d(v5,v15) = 2,

d(vy,v13) =2 (4.39)

seklindedir. O halde, W, grafinda v, tepesi, kendisi ile iligkili olan tepeler ve komsu
olan ayrtlarin  karsihigi olan tepeler ile W,t~~ grafinda 2 uzakliklidir.
Vo, Vomy Vapa1s o » Vzn—z € V(W,F~7) tepeleri W, grafinda aym ozelliklere sahip

oldugundan, uzakliklar ayn1 sekilde elde edilir.

Durum 3: v3,vs, ...,, Vpp_q € V(W,'™7), W, grafinda v, tepesi disindaki tepeler

olsun. Bu tepelerden v; tepesi goz Oniine alinirsa,

d(v3l U4) = 25 d(v3l US) = 15 d(v3l U6) = 15 d(v3l U7) = 25 d(v3r US) = 17
d(v3,v9) = 1,d(v3,v10) = 1,d(v3,v11) = 1, d(v3,v12) = 1, d(v3,v43) = 2

(4.40)

seklindedir. O halde, W, grafinda v5 tepesi, kendisiyle komsu olmayan tepeler ve
iliskili oldugu ayrntlarin W,t~~ grafinda karsihign olan tepeler ile 2 uzakliklidur.
V3, Vs, ey, Vpney € V(W,F™7) tepeleri W, grafinda aym Ozelliklere sahip

oldugundan, uzakliklar ayn sekilde elde edilir.
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Durum 4: v,,vg, Vg, ..., Vyn_p E V(IW,t™7), W, grafinda v, tepesi ile iliskili
ayntlarin disgindaki aynitlart W'~ grafinda karsihign olan tepeler olsun. Bu

tepelerden v, tepesi goz Oniine alinirsa,

d(v4-l US) = 27 d(v4r U6) = 27 d(v4r 177) = 17 d(v4r US) = 17 d(v4-l Ug) = 15

d(vy, V19) = 2, d(Vy,V11) = 1, d(vy, v12) = 1, d(vy, v13) = 2 (4.41)

seklindedir. O halde, v, tepesi, W,, grafinda kendisiyle iligkili olan tepeler ve komsu
olan ayntlarin karsilig1 olan tepeler ile W,,"~~ grafinda 2 uzakliklidir. v,, vg, vg, ... ,
Von_p € V(W ~7) tepeleri W, grafinda ayni 6zelliklere sahip oldugundan, uzakliklar
ayn1 sekilde elde edilir.

Boylece, yukaridaki dort durumdan diam(W,;"7) =2 olarak bulunur.
diam(W,; ") = 2 oldugundan diger renk siniflarinin her birinde sadece birer
eleman mevcuttur. Yani, v;, v; € V(W,"~7) olmak tizere d(v;, v;) # 2 oldugundan
herhangi farkli iki v;, v; tepeleri aym renk sinifinda olamazlar. Boylece, W, ™~

grafinin paketleme boyamas: i¢in sadece n tepenin ayni renk ile boyanmasi séz

konusudur. Dolayisiyla,

(W) <3n—2-n+1 (4.42)

XoW, ") <2n-1 (4.43)

olarak elde edilir. Ayn1 zamanda, Onerme 3.1 ve Teorem 3.1’den diam(G) = 2
oldugunda y,(G) < B(G) + 1 ve B(G) = n — a(G) oldugundan y, (W, ™) < 2n —

1 ifadesinin dogrulugu kesindir.

Xp(W,=7) = 2n — 2 olsun. Bu durumda grafin paketleme boyamasi 2n — 2
renk ile yapilabilir. a(W,f~~) = n oldugundan W,;}~~ grafindaki n tepe birinci renk

ile boyanir.  diam(W,;f~~) = 2 oldugundan geriye kalan her tepe farkli renk ile
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boyanmalidir. Paketleme boyama sayisi i¢in gerekli minimum renk sayis1 2n — 2 +

1 olarak goriiliir. Dolayisiyla, kabuliimiiz yanlistir. Boylece,

Xo(W, ") =2n-1

olarak elde edilir. O

Asagida Sekil 4.11 ile W ™~ grafi icin bir paketleme boyama 6rnegi verilmistir.

Sekil 4.11. y, (W) =9

__ n?+n
Teorem 4.8: K,f ™,

tepeli bir transformasyon graf ve n = 3 olsun. O halde,

K}~ grafinin paketleme boyama sayisi

2_
Xp (K ™) = =2 (4.44)
olur.
Ispat:
V1, Vg ey Unzin € V(KT ) olsun. Burada, V1, V3, o, Upn—1 € V(Ky) ve

2

V2, Vg s Von Vanats -0 Vn2in € E(K;,) seklindedir. Paketleme boyama tanimindan,

2

v;,vj € V(K, ) olmak iizere , d(v;, v;) > i olan tepeler ayn1 X; kiimesinde yer alir
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yani i rengi ile boyanirlar. Buradan birinci renk ile boyanacak tepeler igin
d(v;,v;) > 1 olmahdir. d(v;,v;) > 1 kosulunu saglayan tepeleri bulmak, Ky~
grafinin bagimsizlik sayisimi bulmak demektir. Dolayisiyla, a(K,f ~~) bulununca |X;|
degeri bulunmus olur. K;f =~ grafinin tanimindan, K,, grafindaki bir tepe K,, grafinda
komsu oldugu bir tepe ile K;f ™~ grafinda komsu olabilir, fakat iligkili oldugu bir
ayritin K;f =~ grafinda karsihigi olan tepe ile komsu olamaz. Ayni sekilde K,
grafindaki bir ayrit, yine K, grafinda komsu oldugu bir ayrit ile K,/ ™~ grafinda
komsu olamaz. K,, grafi tam graf oldugundan tiim tepeleri komsudur. Bu sebepten
otliri tim tepelerle komsu olan v, tepesinin K,, grafinda iliskili oldugu ayritlarin
sayist Kj~~ grafinin bagimsizlik sayisini verir. Buradan a(K,; ") = n oldugu
goriiliir. Dolayisiyla |X;| = n olur. Geriye kalan tepelerin paketleme boyama sayisini
bulmak i¢in grafin ¢apinin bulunmasi gerekir. K,;f ~~ grafindaki uzakliklar1 bulmak
icin, K, grafinin tepeleri ve bu tepelerle iliskili olan ayritlarin K, =~ grafindaki
karsilig1 olan tepelerin birbirine olan uzakliklarinin bulmak gerekir. Bu ispatta K,f ~~
grafinin etiketlenmesi daha once gosterilen K, ~~ grafinin etiketlenmesi ile aym

sekilde yapilmaistir.

V1, V3 e, Vg1 € V(K 7) , K, grafindaki tepeler ve

Vg, Vg woes Vay Vana 1y -oer Un2in € V(K 7)), K, grafindaki ayritlar olsun. v, tepesi goz

2

oniine alinirsa, bu tepenin K;f ~~ grafindaki diger tepelere olan uzakliklari,

d(vll UZ) = 25 d(vll U3) = 15 d(vll U4) = 15 d(vll US) = 15 d(vll U6) = 15

d(vy,v7) =1,d(wy,vg) = 2,d(vy,v9) = 2,d(vy,v10) = 1 (4.45)

seklindedir. O halde, v, tepesi, K,, grafinda iligkili oldugu ayritlar1 karsiligir olan
tepeler ile K7~ grafinda 2 uzakliklidir. vy, V3, ..., Vp—1 € V(K ~7) tepeleri K,

grafinda ayni 6zelliklere sahip oldugundan, uzakliklar ayn1 sekilde elde edilir.

Benzer sekilde, K, ™~ grafindaki v, tepesi gbéz oniine alinirsa, bu tepenin K;f ~~

grafindaki diger tepelere olan uzakliklari,
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d(v,,v3) = 2,d(y,vy) = 2,d(v,,v5) = 1,d(v,,v6) =1,d(v,,v7) = 1,

d(vy,vg) = 2, d(v,,v9) = 2, d(V,V10) = 2 (4.46)

seklindedir. O halde, v, tepesi, K, grafindaki komsu olduklar1 ayritlar ve iligkili
oldugu tepeler ile Ki—~ grafinda 2 uzaklikhidir.

Vo, Vay woes Uy Vona1s s Vnzan € V(K 77) tepeleri K, grafinda ayni 6zelliklere sahip

2

oldugundan, uzakliklar ayn1 sekilde elde edilir.

Boylece, diam(K;f~~) = 2 olarak bulunur. diam(K,f~~) = 2 oldugundan diger

renk smiflarmin her birinde sadece birer eleman mevcuttur. Yani, v;, v; € V(K,; ")
olmak iizere d(v;, v;) # 2 oldugundan herhangi farkli iki v;, v; tepeleri aym renk

sinifinda olamazlar. Boylece, K;7~~ grafinin paketleme boyamas: i¢in sadece n

tepenin ayni renk ile boyanmasi s6z konusudur. Dolayisiyla,

n%+n
2

Xp(Kn~7) < -n+1 (4.47)

2_
XK ™) <=2 (4.48)

olarak elde edilir. Ayn1 zamanda, Onerme 3.1 ve Teorem 3.1’den diam(G) = 2
oldugunda x,(G) <B(G)+1 ve B(G) =n—a(G) oldugundan y,(K; ") <
n?-

n+2 . .. - - T
— ifadesinin dogrulugu kesindir.

n?—

2

n
renk

2_
Xp(Ki~7) = nz—n olsun. Bu durumda grafin paketleme boyamasi

ile yapilabilir. a(K,f~7) = n oldugundan K,;f~~ grafindaki n tepe birinci renk ile

boyanir. diam(K,f™7) = 2 oldugundan geriye kalan her tepe farkli renk ile

2_
boyanmalidir. Paketleme boyama sayisi i¢in gerekli minimum renk sayisi nz—n +1

olarak goriiliir. Dolayisiyla, kabuliimiiz yanhistir. Boylece,
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olarak elde edilir. O

Asagida Sekil 4.12 ile K; =~ grafi i¢in bir paketleme boyama &rnegi verilmistir.

N

w

2 é/
L~
4
i 5
Sekil 4.12. y,,(K{ ™) =7

Teorem 4.9: K;' 7, 2n — 1 tepeli bir transformasyon graf ve n > 4 olsun. K{, 7

grafinin paketleme boyama sayisi

Xp(Kin1) =n (4.49)
olur.
Ispat:
V1,Vg, e, Uap_q € V(K{,_l__l) olsun. Burada  vy,v, ..,v, EV(K; 1) Ve

Vn+1 Vnt2s s Van—1, € E(Ky n—1) seklindedir. Paketleme boyama tanimindan,
v;, v; € V(K{ 1) olmak tizere , d(v;, v;) > i olan tepeler ayni X; kiimesinde yer
alir yani i rengi ile boyanirlar. Buradan birinci renk ile boyanacak tepeler igin
d(v;,v;) > 1 olmalidir. d(v;,v;) > 1 kosulunu saglayan tepeleri bulmak, Ki 7

grafinin bagimsizlik sayisin1 bulmak ile ayn1 anlama gelir. Dolayisiyla, a(Kf,f__l)
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bulununca |X; | degeri bulunmus olur. K;;, 7 grafinin tammindan, K; ,_, grafindaki
bir tepe, K; ,—; grafinda komsu oldugu bir tepe ile K;',;~; grafinda komsu olabilir,
fakat iliskili oldugu bir ayritin K, ~; grafinda karsilig1 olan tepe ile komsu olamaz.
Ayni sekilde K; ,,_; grafindaki bir ayrit, yine K; ,_; grafinda komsu oldugu bir ayrit
ile Ki,~; grafinda komsu olamaz. K, ,,_, grafinda v;, K; ,,_; grafinda tiim tepelerle
komsu olan tepe olsun. Bu tepenin K; ,,_; grafinda iligkili oldugu ayritlarin sayis ile
bu tepenin toplami bagimsizlik sayismi verir. O halde, a(K;, ;) =n oldugu
goriilir. Dolayisiyla, |X;| = n olur. Geriye kalan tepelerin paketleme boyama
sayisini bulmak i¢in grafin ¢apinin bulunmasi gerekir. Ki,~; grafindaki uzakliklar
bulmak icin grafin tepelerini ii¢ farkli durumda goz oniine almak yeterlidir. ilk
durum, K, ,_, grafinda diger tiim tepelere komsu tepedir (bu tepe v, olsun). Ikinci
durum, , K;,_, grafinda v, tepesi disindaki tepelerdir. Uglincii durum Kj,_;
grafindaki ayritlart K;', 7, grafinda karsilig1 olan tepelerdir. Sekil 4.13 ile K; 4 grafi
ve K{'; ™ grafi gosterilmistir. Bu graflar tizerinde K{,~; grafinin etiketlenmesine

ornek teskil etmesi acisindan etiketleme yapilmustir.

Sekil 4.13. K , grafi ve K;'; ~ grafi

Durum 1: v; € V(K; ;) grafinda tim tepelere komsu tepe olsun. Bu tepenin

K{, 7, grafindaki diger tepelere olan uzakliklari,
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d(vl,vz) S 1, d(vl,v3) S 1,...,d(v1,vn) = 1, d(vl, vn+1) = 2,...,(1.71, U2n_1) = 2

(4.50)

seklindedir. O halde, tiim tepelere komsu v; tepesi, K; ,—; grafindaki iliskili oldugu

ayritlari karsiligi olan tepeler ile Ki;,~; grafinda 2 uzakliklidir.

Durum 2: v,,vs,..,v, € V(KH_]), K n—1 grafinda v, tepesi disindaki tepeler

olsun. Bu tepelerden v, tepesi goz Oniine alinirsa,

d(vp,v3) = 2,dWy,vy) = 2,...,d(vy, Vpy1) = 2,

d(Vy, Vpy2) = 1,...,d(V3,Vop-1) =1 (4.51)

seklindedir. O halde, v, tepesi, K; ,,—; grafinda kendisiyle komsu olmayan tepeler ve
iligkili oldugu aynitlarin K; ,,_; grafinda karsiligi olan tepeler ile K;',,~; grafinda 2
uzakliklhidir. v,,vs, ..., v, € V(K ]L,,_l__l)tepeleri, Ki n—1 grafinda aym ozelliklere sahip

oldugundan, uzakliklar ayn sekilde elde edilir.

Durum 3: V49, Vpyo, o, Vono1, € V(Kin 1), Kin-1 grafindaki ayntlann Ki, 7

grafinda karsilig1 olan tepeler olsun. Bu tepelerden v,, .4 tepesi goz oniine alinirsa,

d(Vn41,Vne2) = 2,00 d(Wny1, Vonog) = 2 (4.52)

seklindedir. O halde, K; ,,_; grafinda v, tepesi, K; ,_; grafinda kendisi ile iliskili
olan tepeler ve komsu olan ayntlarin K;;, =, grafinda karsiligi olan tepeler ile K, —
grafinda 2 uzakhkhdir. vy, Vpio, o, Van—1, € V(K{77y) tepeleri K;,,; grafinda

ayni Ozelliklere sahip oldugundan, uzakliklar ayn1 sekilde elde edilir.

Boylece, yukarndaki {i¢ durumdan diam(K{,Z;) =2 olarak bulunur.
diam(K{,Z;) = 2 oldugundan diger renk simflarimin her birinde sadece birer

eleman meveuttur. Yani, v;, v; € V(K;;7;) olmak tizere d(v;,v;) # 2 oldugundan
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herhangi farkli iki v;, v; tepeleri ayni renk simifinda olamazlar. Boylece, Kino

grafinin paketleme boyamasi i¢in sadece n tepenin ayni renk ile boyanmasi sz

konusudur. Dolayistyla,
xp(Kin)<1+2n—1-n (4.53)

xp(Kin) <n (4.54)

olarak elde edilir. Aym zamanda Onerme 3.1 ve Teorem 3.1’den diam(G) = 2
oldugunda x,(G) < B(G) + 1 ve B(G) = n — a(G) oldugundan y,(K{7 ) < 2n—

1 ifadesinin dogrulugu kesindir

Xp (Kff;_"l =n — 1 olsun. Bu durumda grafin paketleme boyamasi n — 1
renk ile yapilabilir. @(K;,7;) = n oldugundan K", grafindaki n tepe birinci renk
ile boyanir. diam(K;,";) = 2 oldugundan geriye kalan her tepe farkli renk ile
boyanmalidir. Paketleme boyama sayist i¢in gerekli minimum renk sayis1t n —1 + 1

olarak goriiliir. Dolayisiyla, kabuliimiiz yanhstir. Boylece,

Xp (Kfﬁ—_l =n

olarak elde edilir. O

Asagida Sekil 4.14 ileK;;, ~ grafi i¢in bir paketleme boyama 6rnegi verilmistir.

Sekil 4.14. y,,(K{;7) =5
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4.1.3. Gt~ Transformasyon Graflarinin Paketleme Boyama Sayisi
Bu bolimde, P, ™, C;t, W, T~ ve K,;*~ graflarinin paketleme boyama
sayilar genellestirilmistir. K{;~; grafi baglantili olmadigindan paketleme boyama

sayis1 bulunamamaktadir.

Teorem 4.10: P, *~, 2n — 1 tepeli bir transformasyon graf ve n = 4 olsun. P, *~

grafinin paketleme boyama sayisi

Xp(Pr* ) =2n-3 (4.55)
olur.
Ispat:
V1,V ., Vap—g €EV(By77)  olsun.  Burada  vy,v3 ..,V EV(B,) Ve

V2, Vy s Van—p € E(B,) scklindedir. Paketleme boyama tanmimindan, v;,v; €
V(P; ™) olmak tizere, d(v;, v;) > i olan tepeler ayni X; kiimesinde yer alir yani i
rengi ile boyanirlar. Buradan birinci renk ile boyanacak tepeler i¢in d(v;, v;) > 1
olmalidir. d(v;,v;) >1 kosulunu saglayan tepeleri bulmak, P, "~ grafinin
bagimsizlik sayisin1 bulmak demektir. Dolayisiyla, a(P; *~) bulununca |X, | degeri
bulunmus olur. B, *~ grafinin tanimindan, P, grafindaki bir tepe, P, grafinda komsu
oldugu bir tepe ile B, *~ grafinda komsu olamaz ayni sekilde B, grafindaki bir tepe
iligkili oldugu bir aynt ile P, ¥~ grafinda o ayritin karsiligi olan tepe ile komsu
olamaz. Fakat P, grafindaki aynit ile yine P, grafinda komsu oldugu ayrit ile B, *~
grafinda komsu olabilir. Buradan a(B; *~) = 3 oldugu goriiliir. Dolayisiyla, |X;| =
3 olur. Geriye kalan tepelerin paketleme boyama sayisin1 bulmak icin grafin ¢capinin
bulunmasi gerekir. P; ¥~ grafindaki uzakliklar1 bulmak igin grafin tepelerini dort
farkli durumda géz oniine almak yeterlidir. Ilk durum, P, grafinin ug tepeleridir.
Ikinci durum, P, grafinin sarkik ayritlaridir. Uciincii durum, P, grafinin ug tepeler
disindaki tepeleridir. Dérdiincii durum ise sarkik ayritlar disindaki ayritlardir. Ispat

yapilirken B, *~ iizerindeki etiketlemeler P, ~~ grafiyla ayn sekilde yapilmistir.
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Durum 1: v;, v,,_, € V(B;*7), P, grafindaki ug tepeler olsun. v, tepesi gdz dniine

almirsa, bu tepenin B, ¥~ grafindaki diger tepelere olan uzakliklari,

d(vy,vy) =2,d(wy,v3) =2,d(Wy,v) = 1,d(y,v5) = 1,...,d(vy, V1) = 1

(4.56)

seklindedir. O halde, v; tepesi ile aym1 ozelliklere sahip v,,_; tepesinin de diger

tepelere olan uzakliklar1 aynidir.

Durum 2: v,, v,,_, € V(B, t7), B, grafindaki sarkik ayritlar olsun. v, tepesi goz

oniine alinirsa, bu tepenin B, ™~ grafindaki diger tepelere olan uzakliklari,

d(vp,v3) = 2,d(v,,v5) = 1,d(vp,v7) = 1,...,,d(vp, v3p—q) = 1

d(vZ, U4) = 1, d(vz, v6) = 2, d(vZ, vg) = 2,..., d(vz, 172n_2) = 2 (4.57)

seklindedir. O halde, v, tepesi ile aym ozelliklere sahip v,,_, tepesinin de diger

tepelere olan uzakliklar1 aynidir.

Durum 3: v3, Vs ..., Vpn_3 € V(B; 77), B, grafinin ug tepeler disindaki tepeleri
olsun. Bu tepelerden v5 tepesi gz Oniine alinirsa, bu tepenin B, *~ grafindaki diger

tepelere olan uzakliklari,

d(v3,vy) = 2,d(v3,v5) = 2,d(v3,v6) = 1,d(v3,v7) = 1,... d(v3,V5,-1) = 1

(4.58)

seklindedir. O halde, v5 tepesi ile ayni 6zelliklere sahip v, Vs, ..., Va3 € V(P ¥7)

tepelerinin de diger tepelere olan uzakliklart aynidir.
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Durum 4: v,, Vg ..., Vy,_4 € V(B; 1), P, grafinm sarkik aynitlar disindaki ayritlar
olsun. Bu tepelerden v, tepesi gdz Oniine alinirsa, bu tepenin B, *~ grafindaki diger

tepelere olan uzakliklari,

d(v4, vs) = 2, d(v4, v7) = 1, d(v4, vg) = 1,...,, d(v4, U2n_1) = 1

d(v4,v6) = 1, d(vy,vg) = 2, d(Vy, V19) = 2,..., d(Vs, Vop_2) =2 (4.59)

seklindedir. O halde, v, tepesi ile aym o6zelliklere sahip vy, Vg ..., Vyp_s € V(By 1)

tepelerinin de diger tepelere olan uzakliklart aynidir.

Boylece, yukanidaki doért durumdan diam(P;T7) =2 olarak bulunur.
diam(B, *7) = 2 oldugundan diger renk siniflarinin her birinde sadece birer eleman
mevcuttur. Yani, v;, v; € V(P, *7) olmak tizere d(v;, v;) # 2 oldugundan herhangi
farkli iki v;,v; tepeleri ayni renk smifinda olamazlar. Béylece, P, ™~ grafinin

paketleme boyamasi i¢in sadece ii¢ tepenin ayni renk ile boyanmasi s6z konusudur.

Dolayistyla,

(Bt )<2n—4+1 (4.60)

xp (Pt <2n—3 4.61)

olarak elde edilir. Ayn1 zamanda, Onerme 3.1 ve Teorem 3.1’den diam(G) = 2
oldugunda x,(G) < B(G) + 1 ve B(G) = n — a(G) oldugundan y,(B,*7) < 2n —

3 ifadesinin dogrulugu kesindir.

Xp(By ¥7) = 2n — 4 olsun. Bu durumda grafin paketleme boyamas: 2n — 4
renk ile yapilabilir. a(B, *7) = 3 oldugundan P, "~ grafindaki 3 tepe birinci renk ile
boyanir. diam(B;*7) = 2 oldugundan geriye kalan her tepe farkli renk ile
boyanmalidir. Paketleme boyama sayisi i¢in gerekli minimum renk sayis1 2n — 4 +

1 olarak goriiliir. Dolayisiyla, kabuliimiiz yanligtir. Boylece,
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Xp(Bit)=2n-3

olarak elde edilir. O

Asagida Sekil 4.15 ile Ps ™+~ grafi igin bir paketleme boyama 6rnegi verilmistir.

Sekil 4.15. y, (P57 ) =7

Teorem 4.11: C;*~, 2n tepeli bir transformasyon graf ve n > 3 olsun. C, "~

grafinin paketleme boyama sayisi

Xp(Cit)=2n-2 (4.62)
olur.
Ispat:
V1, Vg, e, Vo € V(C7TT) olsun. Burada V1,V3, e, Uan_q €E V(Cy) ve

V3, V4, -, Von € E(Cy) seklindedir. Paketleme boyama tanimindan, v;, v; € V(€ *7)
olmak tizere, d(v;, v;) > i olan tepeler ayn1 X; kiimesinde yer alir yani i rengi ile
boyanirlar. Buradan birinci renk ile boyanacak tepeler igin d(v;, v;) > 1 olmahidir.
d(v;,v;) > 1 kosulunu saglayan tepeleri bulmak, C, *~ grafinin bagimsizlik sayisini
bulmak demektir. Dolayisiyla, a(C, *~) bulununca |X;| degeri bulunmus olur. C;; ¥~
grafinin tanimindan, C,, grafindaki bir tepe, C,, grafinda komsu oldugu bir tepe ile
C,*~ grafinda komsu olamaz, aym sekilde iliskili oldugu bir ayritin C;*~ grafinda
karsilig1 olan tepe ile komsu olamaz. Fakat C,, grafindaki bir ayrit ile komsu olan bir

aynt C, T~ grafinda bu ayntlar1 karsilig1 olan tepeler ile komsu olabilir. Buradan
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a(C,;t7) = 3 oldugu goriiliir. Dolayisiyla, |X;| = 3 olur. Geriye kalan tepelerin
paketleme boyama sayismi bulmak ic¢in grafin ¢apinin bulunmasi gerekir. C,; "~
grafindaki uzakliklar1 bulmak i¢in, C,, grafinin tepeleri ve bu tepelerle iliskili olan
ayritlarin C,; "~ grafindaki karsiligi olan tepelerin birbirine olan uzakliklarinin
bulmak gerekir. Bu ispatta C,; ¥~ grafinin etiketlenmesi daha once gosterilen C;; ~~

grafinin etiketlenmesi ile ayni sekilde yapilmistir.

V1, V3, e, Vanoq € V(C;17), Cp, grafindaki tepeler ve vy, Uy, ..., Van € V(C7T7), Cy
grafindaki ayritlar olsun. v; tepesi goz Oniine alinirsa, bu tepenin C,; ¥~ grafindaki

diger tepelere olan uzakliklari,

d(vy,v,) =2,dwy,v3) =2,d(v,v,) =1,d(vy,v5) =1,...,

Ay, Van—2) =1, d(v1,vn-1) = 2, d(v1,V3) = 2 (4.63)

seklindedir. O halde, v, tepesi ile aymi ozelliklere sahip vy, V3, ..., Vop—q1 € V(C7*7)

tepelerinin de diger tepelere olan uzakliklar1 aynidir.

Benzer sekilde, C, ™~ grafindaki v, tepesi goz Oniine aliirsa, bu tepenin C,;

grafindaki diger tepelere olan uzakliklari,

d(vz, v3) = Z,d(vz,vs) S 1, geeey d(vz, U2n_1) = 1

d(vz, U4) S 1, d(vz, 176) S 2,..., d(vz, vZn_Z) = 2, d(vz, UZn) S 1 (4.64)

seklindedir. O halde, v, tepesi ile ayn 6zelliklere sahip vy, vy, ..., Voy, € V(C7*7)

tepelerinin de diger tepelere olan uzakliklar1 aynidir.

Boylece, diam(C, *™) = 2 olarak bulunur. diam(C, *~) = 2 oldugundan diger renk
stniflarinin her birinde sadece birer eleman mevcuttur. Yani, v;, v; € V(C,;*™) olmak
lizere d(v;, v;) # 2 oldugundan herhangi farkl iki v;, v; tepeleri ayni renk sinifinda
olamazlar. Boylece, C,; T~ grafinin paketleme boyamasi i¢in sadece ii¢ tepenin ayni

renk ile boyanmasi s6z konusudur. Dolayisiyla,
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xp(Crt)<2n—3+1 (4.65)

xp(CitT) < 2n—2 (4.66)

olarak elde edilir. Ayn1 zamanda, Onerme 3.1 ve Teorem 3.1’den diam(G) = 2
oldugunda x,(G) < B(G) + 1 ve B(G) = n — a(G) oldugundan x,(C;*7) < 2n —

2 ifadesinin dogrulugu kesindir.

Xp(Cy*7) = 2n — 3 olsun. Bu durumda grafin paketleme boyamasi 2n — 3
renk ile yapilabilir. a(C,*~) = 3 oldugundan C, *~ grafindaki ii¢ tepe birinci renk
ile boyanir. diam(C,;*~) = 2 oldugundan geriye kalan her tepe farkli renk ile
boyanmalidir. Paketleme boyama sayis1 i¢in gerekli minimum renk sayis1 2n — 3 +

1 olarak goriiliir. Dolayisiyla, kabuliimiiz yanhistir. Boylece,

Xp(ChtT)=2n-2

olarak elde edilir. O

Asagida Sekil 4.16 ile C5 ™~ grafi igin bir paketleme boyama 6rnegi verilmistir.

4

Sekil 4.16. y,(Cs*7) = 8

48



Teorem 4.12: W, *~, 3n — 2 tepeli bir transformasyon graf ve n =5 olsun. O

halde, W,,; *~ grafinin paketleme boyama sayisi
Xp(W 7)) =3n—4 (4.67)

olur.

Ispat:

V1, Vg, ey Vsn_y EV(W,;*7)  olsun.  Burada vy,v3 ..,V EV(W,) ve
V2, Vs oy Vany Vans1s --» Van—z € E(W,) seklindedir. Paketleme boyama tanimindan,
v;, v; € V(W,, ™) olmak tizere, d(v;, v;) > i olan tepeler aym X; kiimesinde yer alir
yani i rengi ile boyanirlar. Buradan birinci renk ile boyanacak tepeler icin
d(v;,v;) > 1 olmalidir. d(v;,v;) > 1 kosulunu saglayan tepeleri bulmak, W, *~
grafinin bagimsizlik sayisin1 bulmak demektir. Dolayisiyla, a(W, *~) bulununca
|X;| degeri bulunmus olur. W, *~ grafinin tanimindan, W, grafindaki bir tepe, W,
grafinda komsu oldugu bir tepe ile W, T~ grafinda komsu olamaz, aym sekilde
iliskili oldugu bir ayritin W, *~ grafinda karsilig1 olan tepe ile komsu olamaz. Fakat
W, grafinda bir ayrit W, grafinda komsu oldugu bir ayritla W, *~ grafinda o ayritin
karsiligi olan tepe ile komsu olabilir. Buradan a(W,, 7)) = 3 oldugu goriiliir.
Dolayisiyla, |X;| = 3 olur. Geriye kalan tepelerin paketleme boyama sayisini1 bulmak
icin grafin ¢apinin bulunmas1 gerekir. W, T~ grafindaki uzakliklar1 bulmak igin
grafin tepelerini dort farkli durumda goz oniine almak yeterlidir. Ilk durum, W,
grafinda diger tiim tepelere komsu tepedir (bu tepe v; olsun). Ikinci durum, W,
grafinda v, tepesi ile iliskili ayritlar1 W,; ¥~ grafinda karsilig1 olan tepelerdir. Ugiincii
durum, W,, grafinda v, tepesi disindaki tepelerdir. Dordiincii durum ise W, grafinda
v, tepesi ile iligkili ayritlarin digindaki ayritlart W, *~ grafinda karsiligi olan
tepelerdir. Bu ispatta W, *~ grafinin etiketlenmesi daha Once gosterilen W, ~~

grafinin etiketlenmesi ile ayni sekilde yapilmistir.

Durum 1: v; € V(W,*7), W, grafinda tiim tepelere komsu tepe olsun. Bu tepenin

W, *~ grafindaki diger tepelere olan uzakliklari,
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d(vy,v2) = 2,d(v1,v3) = 2,d(vy,v,) = 1, d(vy,v5) = 2,d(vy,v6) = 1,
d(vl, U7) = 2, d(vl, 178) = 1, d(vl, 179) = 2, d(vl, 1710) = 2, d(vl, 1711) = 2,

d(vy,v13) = 2,d(wy,v13) =1 (4.68)

seklindedir. O halde, tiim tepelere komsu olan v; tepesi, W, grafinda komsu oldugu

tepeler ve iliskili oldugu ayrtlarin karsihign olan tepeler ile W, *~ grafinda 2

uzakliklidir.

Durum 2: vy, Vyp, Vaptq, o » Van—z € V(W T7), W, grafinda v, tepesi ile iligkili
ayritlart W, ¥~ grafinda karsiligi olan tepeler olsun. Bu tepelerden v, tepesi goz

Oniine alinirsa,

d(UZI 173) = 27 d(UZI 174_) = 17 d(UZI US) = 17 d(UZI U6) = 27 d(UZI 177) = 17
d(v,,vg) = 2,d(v2,v9) = 1, d(v3,v10) = 1,d(Wp,v11) = 1, d(vy,v1,) =1,

d(v,,v13) =1 (4.69)

seklindedir. O halde, W, ™~ grafinda v, tepesi, W, grafinda kendisiyle iligkili olan
tepeler ve komsu olmayan ayritlarin karsiligi olan tepeler ile 2 uzakliklidir.
Vg, Vany Vanats = » Van—z € V(W +7) tepeleri W, grafinda aym 6zelliklere sahip

oldugundan, uzakliklar ayni sekilde elde edilir.

Durum 3: v3,vs, ...,, Vappqg € V(W, ¥7), W, grafinda v, tepesi disindaki tepeler

olsun. Bu tepelerden v5 tepesi gbz oniine alinirsa,

d(vs,vy) = 2,d(w3,v5) = 2,d(v3,v) = 1,d(v3,v7) = 1,d(v3,v8) = 1,
d(vs,v9) = 2,d(v3,v10) = 1,d(v3,v11) = 1, d(v3,v13) = 1,d(v3,v13) = 2

(4.70)
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seklindedir. O halde, W,, ¥~ grafinda v; tepesi, W,, grafinda komsu oldugu tepeler
ve iligkili oldugu ayritlarin karsiligi olan tepeler ile 2 uzakliklidir. v3, vs, ...,, V2,1 €
VW, *7) tepeleri W, grafinda aym ozelliklere sahip oldugundan, uzakliklar aym
sekilde elde edilir.

Durum 4: v,, Vg, Vg, ..., Vap—y € VW, ") W, grafinda v, tepesi ile iligkili
ayritlarin - digindaki ayritlart W, *~ grafinda karsihigi olan tepeler olsun. Bu

tepelerden v, tepesi goz Oniine alinirsa,

AWy, vs) = 2,d(Wy,v6) = 1,d(vy,v7) =1, d(vy, vg) = 2,d(vy,v9) = 1,

Ay, v10) = 2, d(Vy,V11) = 2,d(Vy,V13) = 1,d(vy, v13) = 1 4.71)

seklindedir. O halde, v, tepesi, W, grafinda kendisiyle iligkili olan tepeler ve komsu
olmayan ayrtlarin karsiigi olan tepeler ile W, ™~ grafinda 2 uzakliklhidir.
Vg, Vg, Vg, «n ) Van—z E V(W t7) tepeleri W, grafinda aym Ozelliklere sahip

oldugundan, uzakliklar ayn1 sekilde elde edilir.

Boylece, yukarida goz 6niine alinan durumlardan diam(W,, *~) = 2 olarak bulunur.
diam(W,; *7) = 2 oldugundan diger renk smiflarinin her birinde sadece birer
eleman mevcuttur. Yani, v;, v; € V(W, *7)olmak iizere d(v;, v;) * 2 oldugundan
herhangi farkli iki v;, v; tepeleri aym renk sinifinda olamazlar. Boylece, W, *~
grafinin paketleme boyamasi i¢in sadece {li¢ tepenin ayni renk ile boyanmasi séz

konusudur. Dolayisiyla,

Xp(Wy ") <3n-5+1 (4.72)

Xy (W) < 3n — 4 (4.73)

olarak elde edilir. Ayn1 zamanda, Onerme 3.1 ve Teorem 3.1’den diam(G) = 2
oldugunda y,(G) < B(G) + 1 ve B(G) = n — a(G) oldugundan y, (W, *7) < 3n —

4 ifadesinin dogrulugu kesindir
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Xp(W,; ") = 3n — 5 olsun. Bu durumda grafin paketleme boyamasi 3n — 5
renk ile yapilabilir. a«(W,; *7) = 3 oldugundan W,, ™~ grafindaki 3 tepe birinci renk
ile boyanir. diam(W,; =) = 2 oldugundan geriye kalan her tepe farkli renk ile
boyanmalidir. Paketleme boyama sayisi i¢in gerekli minimum renk sayis1 3n — 5 +

1 olarak goriiliir. Dolayisiyla, kabuliimiiz yanhistir. Boylece,

Xp(Wy ™) =3n—4

olarak elde edilir. O

Asagida Sekil 4.17 ile Wg *~ grafi i¢in bir paketleme boyama rnegi verilmistir.

Sekil 4.17. y,(Ws*™) = 11

n?+n

Teorem 4.13: K; 7™,

tepeli bir transformasyon graf ve n = 4 olsun. O halde,

K, *~ grafinin paketleme boyama sayisi

n?-n+2
2

Xp (K ™) = (4.74)

olur.
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Ispat:

V1, Vg, ey Vp2ym € V(KR 1) olsun. Burada V1, V3, oo, Vpn—1 € V(Ky) ve
2

Vo, Vs ooy Vo Vang1s ) Un2on € E(K,) seklindedir. Paketleme boyama tanimindan,

2
v;, v; € V(K,*7) olmak tizere , d(v;, v;) > i olan tepeler ayni X; kiimesinde yer alir
yani i rengi ile boyanirlar. Buradan birinci renk ile boyanacak tepeler igin
d(v;,v;) > 1 olmahdir. d(v;,vj) > 1 kosulunu saglayan tepeleri bulmak, Ky~
grafinin bagimsizlik sayismi bulmak ile aym1 anlama gelir. Dolayisiyla, a(K,;*™)
bulununca |X;| degeri bulunmus olur. K, *~ grafinin tanimindan, K,, grafindaki bir
tepe, K, grafinda komsu oldugu bir tepe ile K; ¥~ grafinda komsu olamaz, ayni
sekilde iliskili oldugu bir ayritin K;; ¥~ grafinda karsilig1 olan tepe ile komsu olamaz.
Fakat K,, grafinda bir aynt K,, grafinda komsu oldugu bir ayntin K,;*~ grafinda
karsilig1 olan tepe ile komsu olabilir. K,, grafi tam graf oldugundan tiim tepeleri
komsudur. O halde, K; ¥~ grafinda bu tepeler komsu olamaz. Buradan (K, *™) =n
oldugu goriiliir. Dolayisiyla, | X;| = n olur. Geriye kalan tepelerin paketleme boyama
sayisini bulmak igin grafin ¢apinin bulunmasi gerekir. K; ¥~ grafindaki uzakliklari
bulmak i¢in, K,, grafinin tepeleri ve bu tepelerle iligkili olan ayrtlarin K; ™~
grafindaki karsilig1 olan tepelerin birbirine olan uzakliklarinin bulmak gerekir. Bu
ispatta K, ¥~ grafinin etiketlenmesi daha 6nce gosterilen K,; ~~ grafinin etiketlenmesi

ile ayn sekilde yapilmistir.

V1, V3 e, Vg1 € V(K 7) , K, grafindaki tepeler ve

Vo, Vsy woes Vo Vona s s Vn2zan € V(K7 17), K, grafindaki ayritlar olsun. v, tepesi goz

2

oniine almirsa, bu tepenin K;; T~ grafindaki diger tepelere olan uzakliklari,

d(vll UZ) = 25 d(vll U3) = 25 d(vll U4) = 15 d(vll US) = 25 d(vll U6) = 15

d(vy,v;7) = 2,d(vy,v8) = 2,d(v1,v9) = 2,d(v1,v19) =1 4.75)

seklindedir. O halde, v, tepesi, K,, grafindaki tiim tepeler ile iligkili oldugu ayritlarin
karsihgr olan tepeler ile K, *~ grafinda 2 uzakhiklidir.vy, v ..., v5,_1 € V(K;7)
tepeleri K,, grafinda ayn1 6zelliklere sahip oldugundan, uzakliklar aynmi sekilde elde

edilir.
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Benzer sekilde, K, *~ grafindaki v, tepesi goz Oniine alinirsa, bu tepenin K, T~

grafindaki diger tepelere olan uzakliklari,

d(vy,v3) = 2,d(v,,v,) = 1,d(v,,v5) = 1,d(vy,v6) = 2,d(vy,v7) =1,
d(vy,vg) = 1,d(v,,v9) = 1,d(vp,v49) = 1 (4.76)

seklindedir. O halde, v, tepesi K,, grafinda komsu oldugu aynitlar ve iliskili olmadigi

tepeler ile K; ¥~ grafinda 2 uzaklikhidir. v,, Vg, ..., Vo, Vana1s oor Vnzin € V(K7 T7)
2

tepeleri K, grafinda ayn1 6zelliklere sahip oldugundan, uzakliklar aynmi sekilde elde

edilir.

Boylece, diam(Ky,*~) = 2 olarak bulunur. diam(K,; ™) = 2 oldugundan diger
renk smiflarmin her birinde sadece birer eleman mevcuttur. Yani, v;, v; € V (K, *7)
olmak iizere d(v;, v;) # 2 oldugundan herhangi farkli iki v;, v; tepeleri aym renk

sinifinda olamazlar. Boylece, K;*~ grafinin paketleme boyamasi i¢in sadece n

tepenin ayni renk ile boyanmasi s6z konusudur. Dolayisiyla,

n%+n
2

Xp(Kp*7) < -—n+1 4.77)

n¢-n+2

Xp(Kn™7) = — (4.78)

olarak elde edilir. Aym1 zamanda, Onerme 3.1 ve Teorem 3.1’den diam(G) = 2
oldugunda x,(G) <pB(G) +1 ve B(G) =n—a(G) oldugundan y,(K,*") <

n?-n+2

ifadesinin dogrulugu kesindir.

2

n-—n

renk

2_
Xp(Kn*7) = nz—n olsun. Bu durumda grafin paketleme boyamasi
ile yapilabilir. a(K,;*~) = n oldugundan K,;; *~ grafindaki n tepe birinci renk ile

boyanir. diam(K,; *~) = 2 oldugundan geriye kalan her tepe farkli renk ile
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2_
boyanmalidir. Paketleme boyama sayisi i¢in gerekli minimum renk sayisi nz—n +1

olarak goriiliir. Dolayisiyla, kabuliimiiz yanlistir. Boylece,

n¢-n+2

Xp(Kr:-'-_) = 2

olarak elde edilir. O

Asagida Sekil 4.18 ile K, *~ grafi i¢in bir paketleme boyama &rnegi verilmistir.

Sekil 4.18. y,(K; ") =7

4.1.4. G**~ Transformasyon Graflarinin Paketleme Boyama Sayisi
Bu bolimde, B*~, CFY~, W™, Ki*™ ve K7, graflarimin paketleme

boyama sayilar1 genellestirilmistir.

Teorem 4.14: : Pt~ 2n — 1 tepeli bir transformasyon graf ve n = 3 olsun. P+~

grafinin paketleme boyama sayisi

Xp(PRT7) =2n— E] (4.79)
olur.

55



Ispat:

V1,V e, Voo EV(BSTT)  olsun.  Burada  vy,v3 ...,v5,_1 EV(B) ve
V2, V4 v, Van—2 € E(B,) seklindedir. Paketleme boyama tanimindan, v;,v; €
V(PS*7) olmak tizere, d(v;, v;) > i olan tepeler ayni X; kiimesinde yer alir yani i
rengi ile boyanirlar. Buradan birinci renk ile boyanacak tepeler i¢in d(v;, v;) > 1
olmalidir. d(v;,v;) >1 kosulunu saglayan tepeleri bulmak. P~ grafinin
bagimsizlik sayisini bulmak ile demektir. Dolayisiyla, a(B;*~) bulununca |X;|
degeri bulunmus olur. B *~ grafinin tanimindan, P, grafindaki bir tepe, P, grafinda
komsu oldugu bir tepe ile P;f T~ grafinda komsu olabilir fakat B, grafindaki bir tepe,
iliskili oldugu bir ayritin Bf*~ grafinda karsili1 olan tepe ile komsu olamaz. P,
grafindaki aynt ile yine P, grafinda komsu oldugu ayrit Bf*~ grafinda komsu
olabilir. P, grafinda bagimsizlik sayisim1 bulurken P, grafinin tepelerinin sayisi

Bt~ grafinda bagimsizlik sayisimi verir. Bu durumda P, grafinda cift tepelilerde

Bt~ grafinin bagimsizlik sayisi g ve tek tepelilerde nTHdir. Yani, a(B*7) = E]

oldugu goriiliir. Dolayisiyla, |X;| = E] olur. Geriye kalan tepelerin paketleme

boyama sayisimi bulmak igin grafin ¢apmm bulunmasi gerekir. B+~ grafindaki
uzakliklar1 bulmak icin grafin tepelerini dort farkli durumda goéz Oniine almak
yeterlidir. Ilk durum, P, grafinin ug tepeleridir. Ikinci durum, P, grafinin sarkik
ayritlaridir. Uciincii durum, P, grafinin ug tepeler disindaki tepeleridir. Dérdiincii
durum ise sarkik ayritlar disindaki ayritlardir. Ispat yapilirken Pt~ iizerindeki

etiketlemeler B, ~~ grafiyla ayni1 sekilde yapilmigtir.

Durum 1: v;, v,,_, € V(B *7), P, grafindaki ug tepeler olsun. v, tepesi goz Oniine

alinirsa, bu tepenin B *~ grafindaki diger tepelere olan uzakliklari,

d(vy,vp) = 2,,d(Wwy,vy) = 1,d(wy,ve) = 1,d(wy,vg) = 1,... d(Vy,V35-2) = 1

d(vl, 173) = 1, d(vl, vs) = 2, d(vl, v7) = 2,..., d(vl, vZn_l) S 2 (4.80)

seklindedir. O halde, v; tepesi ile aym1 ozelliklere sahip v,,_; tepesinin de diger

tepelere olan uzakliklar1 aynidir.
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Durum 2: v,, v,,_, € V(B*7), B, grafindaki sarkik ayritlar olsun. v, tepesi goz

oniine alinirsa, bu tepenin B, ™~ grafindaki diger tepelere olan uzakliklari,

d(vp,v3) = 2,d(v,,v5) = 1,d(vp,v7) = 1,...,,d(Vp, vpp—q) = 1

d(vz, 174) S 1, d(vz, 176) S 2, d(vz, vs) S 2,..., d(vz, UZH_Z) = 2 (4.81)

seklindedir. O halde, v, tepesi ile aym ozelliklere sahip v,,_, tepesinin de diger

tepelere olan uzakliklar1 aynidir.

Durum 3: v3, Vs ..., Va3 € V(P *7), B, grafinin ug tepeler disindaki tepeleri
olsun. Bu tepelerden v5 tepesi géz Oniine alinirsa, bu tepenin B+~ grafindaki diger

tepelere olan uzakliklari,

d(vz,vy) = 2,d(v3,v6) = 1,d(v3,v8) = 1,...,d(v3,v3-2) = 1

d(v3, vs) — 1, d(v3, 177) = 2, d(v:;, 179) S 2,..., d(v3, U2n_1) = 2 (4.82)

seklindedir. O halde, v5 tepesi ile ayni 6zelliklere sahip v, Vs, ..., Va3 € V(B *7)

tepelerinin de diger tepelere olan uzakliklar1 aynidir.

Durum 4: vy, Vg ..., Van_g € V(B 7)), B, grafinin sarkik ayritlar digindaki ayritlari
olsun. Bu tepelerden v, tepesi goz Oniine alinirsa, bu tepenin B+~ grafindaki diger

tepelere olan uzakliklari,

Ay, v5) = 2,d(04,v7) = 1,d(0,v9) = 1,..., d(Vy, V1) = 1

Ay, v6) = 1, d(vy,vg) = 2, d(V4,V10) = 2,..., A(Vg, Vpp_p) =2 (4.83)

seklindedir. O halde, v, tepesi ile aym o6zelliklere sahip vy, Vg ..., Vyp_s € V(B 1)

tepelerinin de diger tepelere olan uzakliklart aynidir.
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Boylece, yukaridaki dért durumdan diam(B;*7) =2 olarak  bulunur.
diam(B;*7) = 2 oldugundan diger renk siniflarinin her birinde sadece birer eleman
mevcuttur. Yani, v;, v; € V(B ") olmak tizere d(v;, v;) # 2 oldugundan herhangi

farkli iki v;,v; tepeleri ayni renk smifinda olamazlar. Boylece, P,*~ grafinin

paketleme boyamas: i¢in sadece E] tepenin ayn1 renk ile boyanmasi s6z konusudur.

Dolayisiyla,

xpB)<1+2n-1-[ (4.84)

xp(BHT) < 2n— [%] (4.85)

olarak elde edilir. Ayn1 zamanda, Onerme 3.1 ve Teorem 3.1’den diam(G) = 2

oldugunda x,(G) < B(G) + 1 ve B(G) = n — a(G) oldugundan y,(B,*7) < 2n -

E] ifadesinin dogrulugu kesindir.

Xp(B7) =2n— E] — 1 olsun. Bu durumda grafin paketleme boyamasi

2n — [2] = 1 renk ile yapilabilir. a(B*") = [5| oldugundan B+~ grafindaki ||

tepe birinci renk ile boyanir. diam(BP;*~) = 2 oldugundan geriye kalan her tepe

farkli renk ile boyanmalidir. Paketleme boyama sayist i¢in gerekli minimum renk

say1s1 2n — E] — 1 + 1 olarak goriiliir. Dolayisiyla, kabuliimiiz yanlistir. Boylece,

Xp (B = 2n = [3]

olarak elde edilir. O

Asagida Sekil 4.19 ile P¢*~ grafi igin bir paketleme boyama drnegi verilmistir.
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Sekil 4.19. y,(PE*") = 9

Teorem 4.15: Ci*~, 2n tepeli bir transformasyon graf ve n > 3 olsun. C;f ™~

grafinin paketleme boyama sayisi

Xp(Cat)=2n-1 (4.86)
olur.
Ispat:
V1, Vg e, Vo EV(CEYT)  olsun. Burada  vq,v3,..,Vsn-1 EV(C,)  ve

V3, V4, -, Von € V(Cy) seklindedir. Paketleme boyama tanimindan, v;, v; € V(Cy*7)
olmak iizere, d(v;, vj) > i olan tepeler ayni X; kiimesinde yer alir yani i rengi ile
boyanirlar. Buradan birinci renk ile boyanacak tepeler igin d(v;, v;) > 1 olmalidir.
d(v;,v;) > 1 kosulunu saglayan tepeleri bulmak, C,; "~ grafinin bagimsizlik sayisin
bulmak demektir. Dolayisiyla, @(C,f*~) bulununca |X; | degeri bulunmus olur. C;f ¥~
grafinin tamimindan, C,, grafindaki bir tepe, C,, grafinda komsu oldugu bir tepe ile
C,*~ grafinda komsu olabilir, fakat iliskili oldugu bir ayritin C;7*~ grafinda karsilig
olan tepe ile komsu olamaz. C,, grafindaki bir ayrit ile komsu olan bir ayrit, C;*~
grafinda bu ayritlarin karsilig1 olan tepeler ile komsu olabilir. Buradan a(C,f*7) = 2
oldugu goriiliir. Dolayistyla, |X;| = 2 olur. Geriye kalan tepelerin paketleme boyama
sayisini bulmak igin grafin ¢apmm bulunmasi gerekir. C;*~ grafindaki uzakliklari
bulmak igin, C, grafinin tepeleri ve bu tepelerle iliskili olan ayrtlarin C;f*~

grafindaki karsilig1 olan tepelerin birbirine olan uzakliklarinin bulmak gerekir. Bu

59



ispatta C,;/*~ grafinin etiketlenmesi daha 6nce gosterilen C,; ~~ grafinin etiketlenmesi

ile ayn1 sekilde yapilmistir.

V1, V3, o, Van—q € V(CH17), C,, grafindaki tepeler ve v,, vy, ..., V5, € V(CHTT), C,
grafindaki ayritlar olsun. v; tepesi goz Oniine alinirsa, bu tepenin C,f*~ grafindaki

diger tepelere olan uzakliklari,

d(vl,vz) S 2, d(vl,v4) S 1, d(vl, UG) S 1,..., d(vl, UZH_Z) = 1, d(vl, UZn) S 2

d(wy,v3) =1,d(y,vs) = 2,..., d(V1, Vp-3) = 2,d(V1,Vp-1) =1 (4.87)

seklindedir. O halde, v, tepesi ile aynmi ozelliklere sahip vy, Vs, ..., Vyp—q € V(CI17)

tepelerinin de diger tepelere olan uzakliklar1 aynidir.

Benzer sekilde, C,f™~ grafindaki v, tepesi goz Oniine alimirsa, bu tepenin Cj*~

grafindaki diger tepelere olan uzakliklari,

d(vz, v3) - Z,d(UZ,US) S 1, geeey d(vz, UZn_l) = 1

d(vz, 174) = 1, d(vz, UG) = 2,..., d(vz, UZH_Z) S 2, d(vz, vZn) = 1 (4.88)

seklindedir. O halde, v, tepesi ile aym 6zelliklere sahip vy, vy, ..., Voy € V(CI17)

tepelerinin de diger tepelere olan uzakliklar1 aynidir.

Boylece, diam(C;*~) = 2 olarak bulunur. diam(C;*~) = 2 oldugundan diger renk
stniflarinin her birinde sadece birer eleman mevcuttur. Yani, v;, v; € V(C;*™) olmak
lizere d(v;, v;) # 2 oldugundan herhangi farkli iki v;, v; tepeleri ayni renk sinifinda
olamazlar. Boylece, C;F*~ grafinin paketleme boyamas: i¢in sadece iki tepenin ayni

renk ile boyanmasi s6z konusudur. Dolayisiyla,

rpCit)<2n-2+1 (4.89)

xp(Cit) <2n—1 (4.90)
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olarak elde edilir. Ayn1 zamanda, Onerme 3.1 ve Teorem 3.1’den diam(G) = 2
oldugunda x,(G) < B(G) + 1 ve B(G) = n — a(G) oldugundan x,(C,;*7) < 2n —

1 ifadesinin dogrulugu kesindir.

Xp(Ca*7) = 2n — 2 olsun. Bu durumda grafin paketleme boyamasi 2n — 2
renk ile yapilabilir. a(C,f*) = 2 oldugundan C,;f*~ grafindaki 2 tepe birinci renk ile
boyanir. diam(Ci*~) = 2 oldugundan geriye kalan her tepe farkli renk ile
boyanmalidir. Paketleme boyama sayisi i¢in gerekli minimum renk sayis1 2n — 2 +

1 olarak goriiliir. Dolayisiyla, kabuliimiiz yanhistir. Boylece,

Xp(Cht)=2n-1

olarak elde edilir. O

Asagida Sekil 4.20 ile C&*~ grafi igin bir paketleme boyama érnegi verilmistir.

Sekil 4.20. ,(CS*7) =9
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Teorem 4.16: W't~ 3n — 2 tepeli bir transformasyon graf ve n = 4 olsun. O

halde, W,,'*~ grafinin paketleme boyama sayisi
Xy (W) =3n-3 (4.91)

olur.

Ispat:

V1, Vg, ey Vs EV(W,H*T)  olsun.  Burada  vy,v3 ..,V EV(W,) ve
V2, Vs oy Vany Vans1s --» Van—z € E(W,) seklindedir. Paketleme boyama tanimindan,
v;, v; € V(W, ™) olmak tizere , d(v;, v;) > i olan tepeler aym X; kiimesinde yer
alir yani i rengi ile boyanirlar. Buradan birinci renk ile boyanacak tepeler igin
d(v;,v;) > 1 olmalidir. d(v;,v;) > 1 kosulunu saglayan tepeleri bulmak, W'~
grafinin bagimsizlik sayisin1 bulmak demektir. Dolayisiyla, a(W,"*~) bulununca
|X;| degeri bulunmus olur. W,"*~ grafinin tanimindan, W, grafindaki bir tepe, W,
grafinda komsu oldugu bir tepe ile W,;'*~ grafinda komsu olabilir, fakat iliskili
oldugu bir ayrnitin W, *~ grafinda karsihg olan tepe ile komsu olamaz. W,
grafindaki bir ayrit ile komsu olan bir ayrit W,"*~ grafinda bu ayritlarm karsiligi olan
tepeler ile komsu olabilir. Bu sebepten 6tiirii bagimsizlik sayisi bir tepe ve onunla W,
grafinda iliskili olan ayriti alarak bulunabilir. Buradan a(W,!*™) = 2 oldugu
goriilir. Dolayisiyla, |X;| = 2 olur. Geriye kalan tepelerin paketleme boyama
sayisin1 bulmak i¢in grafin ¢apinin bulunmasi gerekir. W,"*~ grafindaki uzakliklar
bulmak igin grafin tepelerini dort farkli durumda gdz oniine almak yeterlidir. Ilk
durum, W, grafinda diger tiim tepelere komsu tepedir (bu tepe v; olsun). Ikinci
durum, W, grafinda v, tepesi ile iliskili ayntlar1 W,;t*~ grafinda karsihigi olan
tepelerdir. Ugiincii durum, W, grafinda v, tepesi disindaki tepelerdir. Dérdiincii
durum ise W, grafinda v, tepesi ile iliskili ayritlarm disindaki ayritlarn W+~
grafinda karsiligi olan tepelerdir. Bu ispatta W,;,"*~ grafinin etiketlenmesi daha once

gosterilen W, ™ grafinin etiketlenmesi ile ayn1 sekilde yapilmstir.

Durum 1: v; € V(W,t*7) grafinda tiim tepelere komsu tepe olsun. Bu tepenin

Wt~ grafindaki diger tepelere olan uzakliklari,
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d(vy,v,) =2,d(wy,v3) = 1,d(wy,vy) =1,d(wy,v5) = 1, d(vy,v6) = 1,
d(vy,v;) =1,d(wy,v8) = 1,d(vy,v9) = 1, d(vy,v10) = 2, d(vy,v41) = 2,
d(vy,v13) =2, d(vy,v43) =1 (4.92)

seklindedir. O halde, tiim tepelere komsu olan v, tepesi, W, grafinda iliskili oldugu

aynitlarin karsilig1 olan tepeler ile W,,"*~ grafinda 2 uzakliklidir.

Durum 2: v,, Vs, Voptt, o » Vsnp € V(W,FT7), W, grafinda v, tepesi ile iliskili
ayntlarn Wt~ grafinda karsilif1 olan tepeler olsun. Bu tepelerden v, tepesi goz

Oniine alinirsa,

d(vy,v3) = 2,d(y,v,) = 1,d(v,,v5) = 1, d(v,,v6) = 2, d(v,,v7) = 1,
d(vy,vg) = 2,d(V3,v9) = 1, d(v,,v19) =1, d(vp,v11) = 1,d(vp,v43) =1,

d(v,,v13) =1 (4.93)

seklindedir. O halde, W, *~ grafinda v, tepesi, W, grafinda kendisiyle iliskili olan
tepeler ve komsu olmayan ayritlarin karsiligi olan tepeler ile 2 uzakliklidir.
Vg, Vany Vanats = » Van—z € V(W +7) tepeleri W, grafinda aym 6zelliklere sahip

oldugundan, uzakliklar ayn1 sekilde elde edilir.

Durum 3: v3,vs, ...,, Vppq € V(W,'*7), W, grafinda v, tepesi disindaki tepeler

olsun. Bu tepelerden v; tepesi goz Oniine alinirsa,

d(vs,vy) = 2,d(w3,v5) = 1,d(vs,v6) = 1,d(v3,v7) = 2,d(v3,v8) = 1,
d(vs3,v9) = 1,d(v3,v19) = 1,d(v3,v11) = 1, d(v3,v13) = 1, d(v3,v13) = 2

(4.94)

seklindedir. O halde, W,;t*~ grafinda wv5 tepesi, W, grafinda kendisiyle komsu

olmayan tepeler ve iliskili oldugu ayritlarin W,;t*~ grafinda karsilig1 olan tepeler ile
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2 uzaklikhidir. v3, Vs, ...,, Vap_q € V(W,T7) tepeleri W, grafinda aym o6zelliklere

sahip oldugundan, uzakliklar ayni sekilde elde edilir.

Durum 4: v,, Vg, Vg, ..., Vap_y € VW, 7)) W, grafinda v, tepesi ile iliskili
ayritlarin - digindaki ayritlart W,;"*~ grafinda karsihigi olan tepeler olsun. Bu

tepelerden v, tepesi gbz Oniine alinirsa,

d(v4r US) = 27 d(v4r 176) = 17 d(v4r 177) = 17 d(v4r US) = 27 d(v4-l Ug) = 15

d(Vy, V10) = 2, d(Vy, V11) = 2,d(Vg, V12) = 1, d(vy,v13) =1 (4.95)

seklindedir. O halde, v, tepesi, W, grafinda kendisiyle iligkili olan tepeler ve komsu
olmayan ayritlarin karsihigi olan tepeler ile W™~ grafinda 2 uzakliklidir.
Vg, Vg, Vg wn ) Van—z E V(W,"*7) tepeleri W, grafinda aym Ozelliklere sahip

oldugundan, uzakliklar ayn sekilde elde edilir.

Boylece, yukaridaki dort durumdan diam(Wj;*7) =2 olarak bulunur.
diam(W,t*7) = 2 oldugundan diger renk siniflarinin her birinde sadece birer
eleman mevcuttur. Yani, v;, v; € V(W,"*7) olmak tizere d(v;, v;) # 2 oldugundan
herhangi farkli iki v;, v; tepeleri aym renk sinifinda olamazlar. Boylece, W, "~
grafinin paketleme boyamasi i¢in sadece iki tepenin ayni renk ile boyanmasi séz

konusudur. Dolayisiyla,

xp(Wit ) <3n—2-2+1 (4.96)

XpW 7)< 3n-3 (4.97)

olarak elde edilir. Aym1 zamanda, Onerme 3.1 ve Teorem 3.1’den diam(G) = 2
oldugunda y, (G) < B(G) + 1 ve f(G) = n — a(G) oldugundan y, (W, "7) < 2n —

1 ifadesinin dogrulugu kesindir

Xp (W, ") = 3n — 4 olsun. Bu durumda grafin paketleme boyamasi 3n — 4

renk ile yapilabilir. a(W, *7) = 2 oldugundan a(W,'*~) = 2 grafindaki 2 tepe
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birinci renk ile boyanir. diam(W,;t*™) = 2 oldugundan geriye kalan her tepe farkli
renk ile boyanmalidir. Paketleme boyama sayisi i¢in gerekli minimum renk sayisi

3n — 4 + 1 olarak goriiliir. Dolayisiyla, kabuliimiiz yanligtir. Boylece,

Xp(W*7)=3n-3

olarak elde edilir. O

Asagida Sekil 4.21 ile W™~ grafi igin bir paketleme boyama 6rnegi verilmistir.
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Sekil 4.21. )(p(W5++_) =12

n?+n

Teorem 4.17: K,;;*~, —— tepeli bir transformasyon graf ve n = 3 olsun. O halde,

K+~ grafinin paketleme boyama sayisi

n?+n-2

. (4.98)

Xp (Krt-'-_) =

olur.
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Ispat:

V1, Vg, ey Vp2ym € V(KTTT) olsun. Burada V1, V3, oo, Vpn—1 € V(Ky) ve
2

Vo, Vs ooy Vo Vang1s ) Un2on € E(K,) seklindedir. Paketleme boyama tanimindan,

2
v;,vj € V(K, *7) olmak iizere , d(v;, v;) > i olan tepeler ayni X; kiimesinde yer alir
yani i rengi ile boyanirlar. Buradan birinci renk ile boyanacak tepeler igin
d(v;,v;) > 1 olmahdir. d(v;,v;) > 1 kosulunu saglayan tepeleri bulmak, Ky~
grafinin bagimsizlik sayisimi bulmak demektir. Dolayisiyla, a(K,;f *~) bulununca |X; |
degeri bulunmus olur. K;f *~ grafinin tanimindan, K,, grafindaki bir tepe K,, grafinda
komsu oldugu bir tepe ile K;f ¥~ grafinda komsu olabilir, fakat iligkili oldugu bir
ayritin K,7*~ grafinda karsilig1 olan tepe ile komsu olamaz. K,, grafindaki bir ayrit ile
komsu olan bir ayrit K7+~ grafinda bu ayntlarin karsiligi olan tepeler ile komsu
olabilir. K,, grafi tam graf oldugundan tiim tepeleri komsudur. Bu sebepten Gtiirii
bagimsizlik sayisi, bir tepe ve onunla K;,’de iliskili olan ayriti1 alarak bulunabilir.
Buradan a(K,;*7) = 2 oldugu goriilir. Dolayisiyla, |X;| = 2 olur. Geriye kalan
tepelerin paketleme boyama sayisint bulmak i¢in grafin ¢apinin bulunmasi gerekir.
K+~ grafindaki uzakliklar1 bulmak igin, K,, grafinin tepeleri ve bu tepelerle iligkili
olan ayritlarin K;f ¥~ grafindaki karsihigi olan tepelerin birbirine olan uzakliklarinin
bulmak gerekir. Bu ispatta K, *~ grafinin etiketlenmesi daha 6nce gosterilen K ~~

grafinin etiketlenmesi ile ayn1 sekilde yapilmistir.

V1, V3, oo, Vg1 € V(K7 *7) , K, grafindaki tepeler ve

Vo, Vsy woes Vo Vona s s Vn2zan € V(KF1T), K, grafindaki ayritlar olsun. v, tepesi goz

2

oniine alinirsa, bu tepenin K;f ¥~ grafindaki diger tepelere olan uzakliklari,

d(vy,v,) =2,d(wy,v3) = 1,d(wy,vy) =1,d(wy,v5) = 1, d(vy,v6) = 1,

d(vy,v7) =1,d(wy,vg) = 2,d(vy,v9) = 2,d(vy,v10) = 1 (4.99)

seklindedir. O halde, v, tepesi, K, grafinda iliskili oldugu ayrtlarin karsiligi olan
tepeler ile K%~ grafinda 2 uzakhiklidir. vy, v3 ..., V5,1 € V(K,i*7) tepeleri K,

grafinda ayni 6zelliklere sahip oldugundan, uzakliklar ayn1 sekilde elde edilir.
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Benzer sekilde, K7t~ grafindaki v, tepesi goz Oniine alinirsa, bu tepenin Kt~

grafindaki diger tepelere olan uzakliklari,

d(vy,v3) = 2,d(v,,v,) = 1,d(v,,v5) = 1, d(vp,v6) = 2, d(v,,v7) = 1,

d(vz, Ug) = 1, d(vz, Ug) = 1, d(vz, le) =1 (4100)

seklindedir. O halde, v, tepesi, K, grafindaki komsu olmadig1 ayritlar ve iligkili

oldugu tepeler ile K,f*~ grafinda 2 uzaklikhidir. vy, Uy, ..., Von, Vans1s eoer Vy2,, €

2

V(K;*7) tepeleri K,, grafinda aym 6zelliklere sahip oldugundan, uzakliklar aym

sekilde elde edilir.

Boylece, diam(K %) = 2 olarak bulunur. diam(K,f*™) = 2 oldugundan diger
renk smiflarmin her birinde sadece birer eleman mevcuttur. Yani, v;, v; € V(K; *7)
olmak iizere d(v;, v;) # 2 oldugundan herhangi farkli iki v;, v; tepeleri aym renk
sinifinda olamazlar. Boylece, K,;*~ grafinin paketleme boyamasi igin sadece 2

tepenin ayni renk ile boyanmasi s6z konusudur. Dolayisiyla,

2
K <2241 (4.101)

() < = (4.102)

olarak elde edilir. Ayn1 zamanda, Onerme 3.1 ve Teorem 3.1°den diam(G) = 2
oldugunda x,(G) <B(G)+1 ve P(G)=n—a(G) oldugundan y,(K; ") <
n?+

Tn—z ifadesinin dogrulugu kesindir.

2 _ 2 -
DA% olsun. Bu durumda grafin paketleme boyamasi pnt

Xp (Kr-lH-_) =
renk ile yapilabilir. a(K,f*~) = 2 oldugundan K,f ™~ grafindaki 2 tepe birinci renk

ile boyanir. diam(K,;;*7) = 2 oldugundan geriye kalan her tepe farkli renk ile
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n?+n-4

boyanmalidir. Paketleme boyama sayis1 i¢in gerekli minimum renk sayisi +1
olarak goriiliir. Dolayisiyla, kabuliimiiz yanlistir. Boylece,
n®+n-—2
pp (i) =
olarak elde edilir. O

Asagida Sekil 4.22 ile K;*~ grafi igin bir paketleme boyama 6rnegi verilmistir.

Sekil 4.22. v, (Kft) =9
p\1r4

Teorem 4.18: K{+ 7y, 2n — 1 tepeli bir transformasyon graf ve n > 4 olsun. K

grafinin paketleme boyama sayisi

xp(Kids) =n+1 (4.103)
olur.
Ispat:
V1, Vg, e, Ugpq € V(KH_]) olsun. Burada  vy,v, ..,v, EV(K;p-1) Ve

Vn+1 Vnt2 s Van—1, € E(Ky n—1) seklindedir. Paketleme boyama tanimindan,
v;, v; € V(K n21) olmak iizere , d(v;, v;) > i olan tepeler aym X; kiimesinde yer alir

yani [ rengi ile boyanirlar. Buradan birinci renk ile boyanacak tepeler ig¢in
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d(v;,v;) > 1 olmalidir. d(v;,v;) > 1 kosulunu saglayan tepeleri bulmak, Ki'7~,
grafinin bagimsizlik sayisini bulmak ile aym anlama gelir. Dolayistyla, a(K{n

bulununca |X; | degeri bulunmus olur. K;;~; grafinin tamimindan, K, ,,_; grafindaki
bir tepe K; ;1 grafinda komsu oldugu bir tepe ile K{,~; grafinda komsu olabilir,
fakat iligkili oldugu bir ayritin K17, grafinda karsilig1 olan tepe ile komsu olamaz.
Ki -1 grafindaki bir ayrt ile komsu olan bir aynt K;,~; grafinda bu ayrtlarin
karsilig1 olan tepeler ile komsu olabilir. Buradan tiim tepelerle komsu olan v, tepesi
digindaki tepelerin sayis1 bagimsizlik sayisint verir. Bu sebepten dolay1 a(K{7~;) =
n—1 oldugu goriilir. Dolayisiyla, [X;] =n —1 olur. Geriye kalan tepelerin
paketleme boyama sayisini bulmak i¢in grafin ¢apinn bulunmasi gerekir. Ki'y
grafindaki uzakliklar1 bulmak i¢in grafin tepelerini ii¢ farkli durumda gz Oniine
almak yeterlidir. Ik durum, K; ,,_, grafinda diger tiim tepelere komsu tepedir (bu
tepe v; olsun). ikinci durum, K; ,_; grafinda v, tepesi disindaki tepelerdir. Ugiincii
durum K; ,,_; grafindaki ayritlart K;;~; grafinda karsilig1 olan tepelerdir. Bu ispatta
K{77) grafimn etiketlenmesi daha 6nce gosterilen K, ~; grafinin etiketlenmesi ile

ayni sekilde yapilmgtir.

Durum 1: v; € V(K{;7;) grafinda tim tepelere komsu tepe olsun. Bu tepenin

K{7~; grafindaki diger tepelere olan uzakliklari,

d(vl, 172) = 1, d(vl, 173) = 1,...,d(U1, Un) = 1, d(vl, Un+1) = 2,...,(171, vz-n_l) =2

(4.104)

seklindedir. O halde, tiim tepelere komsu v, tepesi K; ,,—; grafindaki iliskili oldugu

ayritlarin karsiligi olan tepeler ile Ki—; grafinda 2 uzakliklidur.

Durum 2: v,,v;,..,v, € V(K]L,,J[__l), Kjn-q grafinda v, tepesi disindaki tepeler

olsun. Bu tepelerden v, tepesi gbz oniine alinirsa,
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d(vz, v3) = 2, d(vz, U4) = 2,...,d(v2, vn+1) = 2,

d(Vy, Vne2) = 1,..., d(V3, V2p-1) = 1 (4.105)

seklindedir. O halde, v, tepesi, K; ,_; grafinda kendisiyle komsu olmayan tepeler ve
iliskili oldugu ayntlarin K; ,_; grafinda karsihig1 olan tepeler ile K;,;~; grafinda 2
uzaklikhdir. vy, v, ..., v, € V(K H__l)tepeleri, K; n—1 grafinda aym ozelliklere sahip

oldugundan, uzakliklar ayn1 sekilde elde edilir.

Durum 3: V49, Vpyo, o, Vono1, € V(K1) » Kin-1 grafindaki ayntlarn Kip~

grafinda karsilig1 olan tepeler olsun. Bu tepelerden v,, .4 tepesi goz oniine alinirsa,

Ad(Wns1,Vn+2) = 1,... d(Wpy1, Von-1) = 1 (4.106)

seklindedir. O halde, K; ,,_; grafinda v, tepesi, K; ,_; grafinda kendisi ile iliskili
olan tepeler ile Kin—; grafinda 2 uzakhkhdir. vp4q, Vpio, o, Van-1, € V(Kin

tepeleri K ,,_;1 grafinda aym ozelliklere sahip oldugundan, uzakliklar ayni sekilde

elde edilir.

Boylece, Durum 1, Durum 2, Durum 3’den diam(K{,;~;) = 2 olarak bulunur.
diam(K{=;) = 2 oldugundan diger renk smmflarinin her birinde sadece birer
eleman meveuttur. Yani, v;, v; € V(K;;7;) olmak tizere d(v;, v;) # 2 oldugundan
herhangi farkli iki v;, v; tepeleri aym renk smifinda olamazlar. Boylece, Kino

grafinin paketleme boyamasi ic¢in sadece n tepenin ayni renk ile boyanmasi séz

konusudur. Dolayisiyla,

rp(Kin)<1+2n—-1—-(n—1) (4.107)

Xp(Kin) <n+1 (4.108)

70



olarak elde edilir. Ayn1 zamanda, Onerme 3.1 ve Teorem 3.1’den diam(G) = 2
oldugunda x,(G) < B(G) + 1 ve B(G) = n— a(G) oldugundan x,(Ki7w7) <n+

1 ifadesinin dogrulugu kesindir.

)(p( tn-1) =n olsun. Bu durumda grafin paketleme boyamasi n renk ile
yapilabilir. a(K;,77;) = n — 1 oldugundan K;,~; grafindaki n — 1 tepe birinci renk
ile boyamir. diam(K;, ;) = 2 oldugundan geriye kalan her tepe farkli renk ile
boyanmalidir. Paketleme boyama sayisi i¢in gerekli minimum renk sayist n + 1

olarak goriiliir. Dolayisiyla, kabuliimiiz yanhistir. Boylece,

Xp( 1n )=n+1

olarak elde edilir. O

Asagida Sekil 4.23 ile K;'3 ~ grafi i¢in bir paketleme boyama 6rnegi verilmistir.

3

Sekil 4.23. x,(K{#7) =5

Calismanin bu béliiminde G, G*~~, G~7~ ve G**~ transformasyon
graflar1 icin paketleme boyama sayilar1 elde edilerek genellestirilmis, teoremler
ispatlar ile birlikte verilmistir. Teoremlerden elde edilen sonuglar Tablo 4.1°de yer

almaktadir.
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Tablo 4.1. Bazi transformasyon graflarin paketleme boyama sayilari

Graflar Xp(G)
Xp(PRr77),n=4 2n—3
Xp(Ci77),n=4 2n—2
XpWy"),n=5 3n—4

2 _
xp(Ki)n=a | M -nt2
2
xXp(P77),n>3 2n—3
Xp(Ci7),n=3 2n—2
Xp(Wi7),n=5 2n—1
2 _
xp(Ki)mnz3 | M -nt2
2
xp(KinZ1)n=4 n
Xp(Pr),n=4 2n—3
Xp(CRt7),n=>3 2n—2
Xp(Wy"),n=5 3n—4
2 _
Xp(Kpt ) nz4 | M _nt2
2
Xp(PrT7),m=3 2n—a
Xp(Cit7),n=3 2n—1
XyWi T ),n=4 3n—3
2
xpy(Ki)n=3 | Min-2
2
xp(Kit).n>4 n+1
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5. SONUC VE ONERILER

Bu tez calismasinda, graflar {izerinde 6nemli bir yer tutan boyama sayisinin
bir tliri olan paketleme boyama sayis1 bazi 6zel graf siniflarinda ele alinmistir. G
grafi yol, ¢evre, tekerlek, tam ve star graflar olmak tlizere G™~~, G*™~, G™%~ ve
G**~ transformasyon graflarinin paketleme boyama sayilari teoremler ile ifade
edilmis ve ispatlar1 verilmistir. Elde edilen sonuglar Tablo 4.1 ile gosterilmistir.
Calismada yer almayan K, ~yve K{»; graflar baglantisiz olduklarindan paketleme
boyama sayilar1 hesaplanamamistir. Paketleme boyama sayist NP problemidir.
Problemin motivasyonu frekans atama problemleridir. Bu ¢alismada incelenen graf

siniflar ile literatiirde eksiklik goriilen kisimlar tamamlanmaya ¢alisilmstir.
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