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Bu tezde, lineer kısmi diferansiyel denklemlerin Cauchy, Dirichlet, Neumann 

veya Robin koşulları altında, yani Cauchy, Dirichlet, Neumann ya da Robin 

problemlerinin, yaklaşık çözümlerini bulmak için Lerch polinomlarına dayalı matris 

sıralama yöntemi ve Pell polinomlarına dayalı matris sıralama yöntemi geliştirilmiştir. 

Kullanılan yöntemlerde, çözümün katsayıları matris formuna, yani karşı gelen 

cebirsel bir denklem sistemine, indirgenerek problemlerin yaklaşık çözümlerine 

ulaşılmıştır. Elde edilen sonuçlardan, önerilen yöntemlerin uygulanmasının etkili ve 

kolay olduğu gözlemlenmiştir. 

 

Çalışmada ilk olarak, kısmi diferansiyel denklemlerin fen ve mühendislik 

alanlarındaki kullanımı, tarihsel gelişim süreci ve çözüm yöntemleri incelenmiştir. 

Daha sonra, kısmi diferansiyel denklemlerin genel bilgileri, Lerch polinomlarının 

tanımı ve grafikleri ile beraber Pell polinomlarının tanımı ve grafikleri verilmiştir. 

Ardından, Bahsedilen polinomların ve türevlerinin temel matris bağıntıları 

kullanılarak, lineer kısmi diferansiyel denklemler için, sırasıyla, Lerch matris 

sıralama yöntemi ve Pell matris sıralama yöntemi açıklanmıştır. Ayrıca, Laplace, 

Poisson, Helmholtz, telgraf, konveksiyon difüzyon, 1-boyutlu ısı, sönümlü dalga, 

titreşim gibi lineer kısmi diferansiyel denklemlerin Cauchy, Dirichlet, Neumann veya 

Robin koşulları altındaki nümerik çözümleri için örnekler verilmiştir. Önerilen 

yöntemlerin etkinliğini ve güvenilirliğini göstermek için rezidüel hata analizi 

yapılarak, elde edilen sonuçlar tablo ve grafikler ile açıklanmış; irdelenmiş ve 

yorumlanmıştır. 

 

 

Anahtar Kelimeler: Kısmi Diferansiyel Denklemler, Lerch Polinomları, Pell 

Polinomları, Matris Sıralama Yöntemi 

 

2019, 82 sayfa 
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In this thesis, a matrix collocation method based on Lerch polynomials and a 

matrix collocation method based on Pell polynomials are developed to obtain the 

approximate solutions of linear partial differential equations under the Cauchy, 

Dirichlet, Neumann or Robin conditions, which correspond to Cauchy, Dirichlet, 

Neumann or Robin problems. In used methods, the coefficients are reduced to the 

matrix forms, which correspond to the system of algebric equations and the 

approximate solution of the problem is reached. From the obtained results, it is 

observed that implementation of the proposed methods is efficient and easy. 

 

In study, firstly, utilization in the fields of the science and engineering, the 

historical development process and the solution methods of the partial differential 

equations are examined. Thereafter, general information of partial differential 

equations, definition of Lerch polynomials and their graphics along with definition of 

Pell polynomials and their graphics are given. Behind, by using matrix relations of 

the mentioned polynomials and their derivatives, Lerch matrix collocation method 

and Pell matrix collocation method are explained for linear partial differential 

equations, respectively. Also, numerical examples are performed for linear partial 

differential equations as Laplace, Poisson, Helmholtz, telegraph, convection 

diffusion, 1-D heat, damped wave, vibration, under the Cauchy, Dirichlet, Neumann 

and Robin conditions. Some numerical examples together with residual error analysis 

are performed to illustrate the efficiency of the method and the obtained results are 

scrutinized and interpreted. 
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1. GİRİŞ 

 

Kısmi diferansiyel denklemler fen ve mühendislik alanlarında önemli bir rol 

oynar. Matematiksel fizik problemlerinin çoğu kısmi diferansiyel denklemleri içerir. 

Akışkanlar dinamiği, elektrik, manyetizma, mekanik ve ısı akışı gibi çoğu fiziksel 

fenomen kısmi diferansiyel denklemler ile açıklanır. Bu denklemlerden bazıları 

aşağıdaki gibidir [1-6]: 

• 0xx yyu u+ =  (Laplace denklemi) 

• 0xx yyyu u+ =  (Tricomi denklemi) 

• ( ),xx yyu u f x y+ =  (Poisson denklemi) 

• 2 2 0u u + =  ,   sabit (Helmholtz denklemi) 

• 0t xxu u− =  ,   sabit (Isı denklemi) 

• 2 0tt xxu u− =  ,   sabit (Dalga denklemi) 

• 2

tt t xxu ku c u+ =  , ,k c  sabit (Sönümlü dalga denklemi) 

• t xx xu Du vu= −  , ,D v  sabit (Konveksiyon difüzyon denklemi) 

• 2

tt xx tu c u u u = + +  , , ,c    sabit (Telgraf denklemi) 

• ( )2 ,tt xx tu u u u F x t  = − − +  (Telefon denklemi) 

• 0t xxiu u+ =  , 1i = −  (Lineer Schrödinger denklemi) 

• 2 2

2

1
ttu u u

c
 − =  , ,c   sabit (Lineer Klein-Gordon denklemi) 

 

Kısmi diferansiyel denklemler konusu Euler, D’Alembert, Lagrange ve 

Laplace’ın 18. yüzyılda yaptıkları çalışmalarına dayanmaktadır. Yayların titreşimi, 

sesin yayılması, sıvılarda dalgalanmalar ve yer çekimi ile ilgili çalışmalarda adi 

diferansiyel denklemlerin yetersiz kalması sonucunda ortaya çıkmıştır. Başlangıçta 

kısmi türevlerin hesabı 1734’te Euler tarafından yazılan hidrodinamik ile ilgili bir dizi 

makaleden sağlanmıştır ve 1744-1745 yıllarında D’Alembert tarafından dinamik ile 

ilgili çalışmalarıyla bağlantılı olarak genişletilmiştir [7,8]. 

 

Kısmi diferansiyel denklemlerin bazı durumlarda tam çözümlerinin elde 

edilememesi ya da tam çözümlerinin elde edilmesinin fazla karmaşık olması nedeniyle 
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doğru ve güvenilir sonuçların elde edilebileceği yaklaşık (nümerik) çözümlere ihtiyaç 

duyulmuştur. 20. yüzyılın ikinci yarısından itibaren yüksek hızda işlem yapabilmeye 

olanak sağlayan bilgisayarların kullanımıyla nümerik çözümlerin elde edilmesi ciddi 

bir gelişme göstermiştir. Kısmi diferansiyel denklemlerin nümerik çözümlerini elde 

etmek için sonlu farklar yöntemi, sonlu elemanlar yöntemi, spline sıralama yöntemi ve 

wavelet yöntemi gibi yöntemler kullanılmıştır [9,10]. 

 

Son yıllarda Sezer ve arkadaşları tarafından kısmi diferansiyel denklemlerin 

çözümlerini bulmak için; Taylor [11], Chebyshev [12], Laguerre [13], Legendre [14], 

Euler [15], Bernoulli [16] ve Bernstein [17] polinomlarına dayalı matris sıralama 

yöntemleri kullanılmıştır. 

 

Bu tez çalışmasında, Lerch ve Pell polinomlarına dayalı matris sıralama 

yöntemleri kullanılarak lineer kısmi diferansiyel denklemlerin Cauchy, Dirichlet, 

Neumann ve Robin gibi problemlerinin nümerik çözümlerinin elde edilmesi 

amaçlanmıştır. 
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2. GENEL BİLGİLER 

 

2.1. Kısmi Diferansiyel Denklemlerle İlgili Temel Kavramlar 

Bağımlı değişkenleri, bağımsız değişkenleri ve bir (ya da daha fazla) bağımlı 

değişkenin bir (ya da daha fazla) bağımsız değişkene göre türevlerini veya 

diferansiyellerini içeren denklemlere diferansiyel denklemler denir. Bir diferansiyel 

denklemin bağımlı değişkeni eğer sadece bir bağımsız değişkene bağlı bir fonksiyon 

ise adi diferansiyel denklem, eğer iki veya daha fazla bağımsız değişkene bağlı bir 

fonksiyon ise kısmi diferansiyel denklem adını alır. Bir kısmi diferansiyel denklemin, 

bağımlı değişkeni ve bağımlı değişkenin bağımsız değişkenlerine göre türevlerinin 

herhangi birini içeren terimlerinin doğrusal olması durumunda denklem lineerdir; aksi 

halde lineer değildir. Eğer .n  mertebeden bir kısmi diferansiyel denklemin katsayıları 

m n  olacak şekilde .m  mertebeden kısmi türevlere sahip ise, denklem 

quasi-lineerdir. u ’nun bağımlı değişken, x  ve t ’nin ise bağımsız değişken olduğu 

.n  mertebeden bir kısmi diferansiyel denklemin genel formu 

( ), , , , , , , , 0x t xx tt xtF x t u u u u u u =  

olarak yazılır. A , B , C , D , E , F  ve G  sabit veya x  ve t ’ye bağlı sürekli 

fonksiyonlar olmak üzere ikinci mertebeden bir kısmi diferansiyel denklem 

xx xt tt x tAu Bu Cu Du Eu Fu G+ + + + + =  

biçiminde yazılabilir. 2 4B AC = −  olmak üzere 0 =  eşitliğinin sağlandığı 

noktalarda denklem parabolik, 0   eşitsizliğinin sağlandığı noktalarda denklem 

hiperbolik ve 0   eşitsizliğinin sağlandığı noktalarda denklem eliptik olarak 

adlandırılır [1-6,18]. 

 

Kısmi diferansiyel denklemlerin çözümleri araştırılırken genellikle denklemin 

özel çözümünü bulmayı sağlayan yardımcı koşullar kullanılır. Koşulların sayısı her bir 

bağımsız değişkenin en yüksek mertebeli türevine dayalı olarak belirlenir. Bu koşullar 

başlangıç koşulları ve/veya sınır koşulları olabilir. .n  mertebeden bir lineer kısmi 

diferansiyel denklemin a x b   ve 0 t T   olmak üzere; başlangıç koşulları (ya 

da Cauchy koşulları) 

( ) ( )1,0u x x=  ve ( ) ( )2,0tu x x= ; 

Dirichlet sınır koşulları (ya da birinci tip sınır koşulları) 

( ) ( )3,u a t t=  ve ( ) ( )4,u b t t= ; 
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Neumann sınır koşulları (ya da ikinci tip sınır koşulları) 

( ) ( )5,xu a t t=  ve ( ) ( )6,xu b t t= ; 

Robin sınır koşulları (ya da üçüncü tip sınır koşulları) 

( ) ( ) ( )1 1 7, ,xu a t u a t t  + =  ve ( ) ( ) ( )2 2 8, ,xu b t u b t t  + =  

eşitlikleri ile tanımlanır. Burada ( ), ,i jf x t , ( ),g x t , 1 , 2 , 1 , 2 , ( )1 x , ( )2 x , 

( )3 t , ( )4 t , ( )5 t , ( )6 t , ( )7 t  ve ( )8 t  sürekli fonksiyonlardır [19-22]. 

 

2.2. Lerch Polinomlarıyla İlgili Temel Kavramlar 

Tanım 2.2.1. (Üreteç Fonksiyonu): ( ),G x t  fonksiyonu t ’nin kuvvetlerine 

göre 

( ) ( )
0

, n

n n

n

G x t c f x t


=

=  

şeklinde yazılabilir olsun. Bu durumda ( ),G x t  fonksiyonuna ( ) nf x  fonksiyonlar 

dizisinin bir üreteç fonksiyonu denir [23]. 

 

Tanım 2.2.2. (Stirling Sayıları): Stirling sayıları faktöriyel kuvvetler ile 

standart kuvvetler arasındaki bağlantıyı açıklamak için, James Stirling tarafından 

ortaya konulmuştur [24]. Bu sayılar aşağıda verilen bağıntılar ile tanımlanmıştır [25]: 

( ) ( ) ( )1 1
n

x x x x n= − − +  , ( )
0

1x =  , 1n    

olmak üzere 

( ) ( )
0

,
n

k

n
k

x s n k x
=

=  , 0n   

( ) ( )
0

,
n

n

k
k

x S n k x
=

=  , 0n  . 

Burada ( ),s n k  1. tip Stirling sayılarını, ( ),S n k  2. tip Stirling sayılarını 

göstermektedir. 1. tip Stirling sayıları ( ) ( ) ( )1, , 1 ,s n k s n k ns n k+ = − −  rekürans 

bağıntısı ile ifade edilir. 2. tip Stirling sayıları ( ) ( ) ( )1, , 1 ,S n k S n k kS n k+ = − −  

rekürans bağıntısı ile ifade edilir. 

 

Bu çalışmada kullanılan 1. tip Stirling sayıları ile ilgili bazı özellikler aşağıdaki 

gibidir [25, 26]: 
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• ( ) ( ) ( )
1

,1 1 1 !
n

s n n
−

= − −  , 0n   

• ( ), 1s n n =  , 0n   

• ( ), 1
2

n
s n n

 
− = − 

 
 , 0n   

• ( )1,0 0s n+ =  , 0n  .  

 

Tanım 2.2.3. (Lerch Polinomları) [27,28]: Lerch polinomları, 

( )( ) ( )
0

1 log 1 , n

n

n

x t L x t





−

=

− + =  

üreteç fonksiyonu tarafından tanımlanır. Burada üreteç fonksiyonunun bileşkesi 

( )log 1x t+  olup bu ifade ( )
!

,
!

kk
s n k x

n
 ifadesine eşittir ve 

1

1 x


 
 
− 

 üreteç 

fonksiyonunun katsayıları 
1n

n

+ − 
 
 

 ifadesi ile belirlenir. Daha sonra standart 

metotlar kullanılarak ( )0 , 1L x  =  başlangıç değeri ve Lerch polinomlarının açık 

bağıntısı 

( ) ( )
1

1!
, ,

!

n
k

n

k

kk
L x s n k x

kn




=

+ − 
=  

 
                   ( )2.1  

olarak elde edilir. Bu bağıntıdan elde edilen Lerch polinomlarının açık gösterimleri ve 

0.1 =  , 1 =  ve 2 =  için Lerch polinomlarının grafikleri aşağıdaki gibidir: 

 

( )0 , 1L x  =  

( )1 ,L x x =  

( )
( ) 2

2

1
,

2 2
L x x x

 


+
= − +  

( )
( ) ( )( )2 3

3

1 1 2
,

3 2 6
L x x x x

    


+ + +
= − +  

( )
( ) ( )( ) ( )( )( )2 3 4

4

11 1 1 2 1 2 3
,

4 24 4 24
L x x x x x

        


+ + + + + +
= − + − +  

( )
( ) ( )( ) ( )( )( )

( )( )( )( )

2 3 4

5

5

5 1 7 1 2 1 2 3
,

5 12 24 12

1 2 3 5

120

L x x x x x

x

        


    

+ + + + + +
= − + −

+ + + +
+
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Şekil 2.1 0.1 =  için Lerch Polinomlarının Grafiği 

 

 

 

Şekil 2.2 1 =  için Lerch Polinomlarının Grafiği 

 

 

Şekil 2.3 2 =  için Lerch Polinomlarının Grafiği 
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2.3. Pell Polinomlarıyla İlgili Temel Kavramlar 

Tanım 2.3.1. (Pell Polinomları) [29,30]: Pell polinomları aşağıdaki  

( ) ( )
1

2

1

0

1 2 n

n

n

xt t P x t


−

+

=

− − =  

üreteç fonksiyonu tarafından tanımlanır. ( )
1

21 2xt t
−

− −  ifadesi t ’nin kuvvetleri 

cinsinden yazılıp, daha sonra nt  ile katsayılar karşılaştırılarak 

( )
( )

( )
( )

2
2

1

0

!
2

! 2 !

n

n k

n

k

n k
P x x

k n k

−

+

=

−
=

−
  

ifadesi elde edilir. Buradan da  

( )
( )

( )
( )

1

2
1 2

0

1 !
2

! 1 2 !

n

n k

n

k

n k
P x x

k n k

− 
 
 

− −

=

− −
=

− −
  

( )

1

2
2 1 2 1

0

1
2

n

n k n k

n

k

n k
P x x

k

− 
 
 

− − − −

=

− − 
=  

 
                ( )2.2  

Pell polinomlarının açık bağıntısı elde edilir. Ayrıca Pell polinomlarının rekürans 

bağıntısı Horadam tarafından 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 1,0,2,2 1021 ==+= −− xPxPnxPxxPxP nnn  

şeklinde tanımlanmıştır [29,30,31]. Bu bağıntılardan elde edilen Pell polinomlarının 

açık gösterimleri ve Pell polinomlarının grafiği aşağıdaki gibidir: 

 

( )0 0P x =   

( )1 1P x =   

( )2 2P x x=   

( ) 2

3 1 4P x x= +   

( ) 3

4 4 8P x x x= +   

( ) 2 4

5 1 12 16P x x x= + +   
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Şekil 2.4 Pell Polinomlarının Grafiği 

 

2.4. Tezin Amacı 

Bu tezin amacı, ( )2.1  Lerch ve ( )2.2  Pell polinomlarının ve türevlerinin 

matris özellikleriyle beraber sıralama noktalarını kullanarak, lineer kısmi diferansiyel 

denklemlerin başlangıç, sınır veya karışık koşullar altında yaklaşık çözümlerini 

bulmak ve çözümlerin hata analizini yapmaktır. Dolayısıyla, lineer kısmi diferansiyel 

denklemlerin bahsedilen koşullar altındaki durumuna göre matris sıralama yöntemi 

kullanılarak yaklaşık çözümleri bulunmakta ve hata hesapları yapılmaktadır. Ayrıca 

bu konu üzerinde çalışılmış yöntemler ve ilgili çalışmalar göz önüne alınarak bu 

çalışmada geliştirilmiş olan Lerch ve Pell matris sırama yöntemleri ile elde edilen 

sonuçlar karşılaştırılarak yorumlanmıştır. 
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3.  MATERYAL VE YÖNTEMLER 

 

3.1. Materyal 

Tezin materyali, çalışmanın temelini oluşturan Pell ve Lerch polinomları ile 

birlikte lineer kısmi diferansiyel denklemlerle ilgili Cauchy, Dirichlet, Neumann ve 

Robin gibi problemleri içeren makaleler, kitaplar ve aynı zamanda matris ve sıralama 

yöntemlerini içeren bilimsel süreli yayınlardan oluşmaktadır. 

 

3.2. Yöntemler 

Bu bölümde, u  bağımlı değişken, x  ile t  bağımsız değişken ve 

, 0,1,2, ,i j n=  olmak üzere 

( )
( )

( ),

, ,

,
, ,

i j

i j i j
i j i j n

u x t
f x t g x t

x t

+

+ 


=

 
                      ( )3.1  

formundaki .n  mertebeden bir lineer kısmi diferansiyel denklemin [3], a x b   ve 

0 t T   olmak üzere,  

başlangıç koşulları (ya da Cauchy koşulları) için 

( ) ( )1,0u x x=  ve ( ) ( )2,0tu x x= ;                     ( )3.2  

Dirichlet sınır koşulları için 

( ) ( )3,u a t t=  ve ( ) ( )4,u b t t= ;                      ( )3.3  

Neumann sınır koşulları için 

( ) ( )5,xu a t t=  ve ( ) ( )6,xu b t t= ;                     ( )3.4  

Robin sınır koşulları için 

( ) ( ) ( )1 1 7, ,xu a t u a t t  + =  ve ( ) ( ) ( )2 2 8, ,xu b t u b t t  + =         ( )3.5  

eşitlikleri ile tanımlanan başlangıç ve/veya sınır koşulları altındaki yaklaşık 

çözümlerini elde edebilmek için ( )2.1  Lerch polinomlarına dayalı matris sıralama 

yöntemi ve ( )2.2 Pell polinomlarına dayalı matris sıralama yöntemi kullanılmaktadır.  

 

( )3.1 - ( )3.2  probleminin ( ),Nu x t  yaklaşık çözümleri 

( ) ( ) ( ), ,

0 0

, , , ,
N N

N m n m n

m n

u x t u x t a L x t 
= =

 =  



10 

( ) ( ) ( ),

0 0

, , ,
N N

N m n m n

m n

u x t a L x L t 
= =

=                  ( )3.6  

kesilmiş Lerch serisi formunda ve 

( ) ( ) ( ), 1, 1

0 0

, , ,
N N

N r s r s

r s

u x t u x t a P x t+ +

= =

 =  

( ) ( ) ( ), 1 1

0 0

,
N N

N r s r s

r s

u x t a P x P t+ +

= =

=                     ( )3.7  

kesilmiş Pell serisi formunda elde edilecektir. Burada , 0,1,2, ,m n N=  için 

( ),mL x   ve ( ),nL t   Lerch polinomları, ,m na  Lerch polinomlarının bilinmeyen 

katsayıları, , 0,1,2, ,r s N=  için ( )1rP x+  ve ( )1sP t+  Pell polinomları, 
,r sa  Pell 

polinomlarının bilinmeyen katsayıları ve N kesme sınırı 2N   olacak şekilde 

herhangi bir pozitif tamsayıdır. 

 

3.2.1. Lineer Kısmi Diferansiyel Denklemler için Lerch Matris Sıralama 

Yöntemi 

 

3.2.1.1 Temel Matris Bağıntıları 

( )2.1  ifadesi ile tanımlanan Lerch polinomları başlangıç değeri ( )0 , 1L x  =  

ve ( ),s n k  1. tip Stirling sayıları olmak üzere  

( ) ( ) 0

1

1!
, 1,1

11!
L x s x




 
=  

 
  

( ) ( ) ( )1 2

2

11! 2!
, 2,1 2,2

1 22! 2!
L x s x s x

 


+   
= +   

   
 

( ) ( ) ( ) ( )1 2 3

3

1 21! 2! 3!
, 3,1 3,2 3,3

1 2 33! 3! 3!
L x s x s x s x

  


+ +     
= + +     

     
 

 

( ) ( ) ( ) ( )

( )

1 2 3
1 21! 2! 3!

, ,1 , 2 ,3
1 2 3! ! !

1!
,

!

N

N

L x s N x s N x s N x
N N N

NN
s N N x

NN

  




+ +     
= + +     

     

+ − 
+ +  

 

 

olup buradan matris formu aşağıdaki gibi yazılabilir: 
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( )

( )

( )

( )

( )

( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

0

1

2

3

,
1 0 0 0 0

1!
0 1,1 0 0 0,

1! 1

11! 2!
0 2,1 2,2 0 0,

2! 2!1 2

1 21! 2! 3!
, 0 3,1 3,2 3,3

3! 3! 3!1 2 3

,

,

N

T

L x

sL x

s sL x

L x s s s

L x

x






 


  




 
 
 

 
 
 
   
   
   
 

+    
    
    

  = + +    
      
      
 
 
 
 
 
 
  

L

( ) ( ) ( ) ( )

0

1

2

3
.

0

1 2 11! 2! 3! !
0 ,1 ,2 ,3 ,

! ! ! !1 2 3

N

T

x

x

x

x

NN xs N s N s N s N N
N N N N N

   

 
 
 

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
     
 
 
 
 
 

+ + + −        
                 

C
( )

Tx














 
 
 
 
 
 
 



X

 

Burada oluşturulan ifade düzenlenerek 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , ;
T T T

x x x x   =  =L C X L X C          ( )3.8  

matris bağıntısı elde edilir. Daha sonra ( )3.8  bağıntısı ( )3.6  serisinde yerine 

yazılarak 

( ) ( ) ( ), , ,Nu x t x t = L L A                          ( )3.9  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ),Nu x t x t = X C X C A                       ( )3.10  

eşitliği bulunur; burada matrisler 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 1 2 3, , , , , ,Nx L x L x L x L x L x     =   L  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ), [ , , , , , , , , ]t diag t t t t    =L L L L L  

0,0 0,1 0,2 0, 1,0 1,1 1,2 1, ,0 ,1 ,2 ,N N N N N N N

T
a a a a a a a a a a a a =  A  

,0 ,1 ,2 ,

T

i i i i i Na a a a =  A , ( )0,1,2, ,i N=  

 0 1 2

T

N=A A A A A  

ve 

( ) 2 31 Nx x x x x =  X , 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ , , , , ]t diag t t t t=X X X X X  



12 

( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )

1! 1! 1! 1!
1,1 2,1 3,1 ,1

1 1 1 11! 2! 3! !

1 1 12! 2! 2!
2,2 3,2 ,2

2 2 22! 3! !

2 23! 3!
3,3 ,3

3 33! !

1!
,

!

1 0 0 0 0

0

0 0

0 0 0

0 0 0 0

s s s s N
N

s s s N
N

s s N
N

NN
s N N

NN

   

  

 





+ + +

+ +

+ −

       
       
       

     
     
     

=
   
   
   





C

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 

( )  
0

1,1,1, ,1diag = =C I , ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , ,diag    =   C C C C C  

şeklindedir. Öte yandan, ( )xX  matrisi ile ( )xX , ( )xX  ve ( ) ( )i
xX  türevleri 

ve ( )tX  matrisi ile ( )tX , ( )tX  ve ( ) ( )j
tX  türevleri arasındaki bağıntı 

0 1 0 0

0 0 2 0

0 0 0

0 0 0 0

N

 
 
 
 =
 
 
  

B  

 0 1,1,1, ,1diag= =B I ,  , , , ,diag=B B B B B  

olacak şekilde 

( ) ( )x x =X X B , ( ) ( ) ( ) 2x x x = =X X B X B ,..., ( ) ( ) ( )i ix x=X X B    ( )3.11  

( ) ( )t t =X X B , ( ) ( ) ( ) 2t t t = =X X B X B ,…, ( ) ( ) ( )j jt t=X X B       ( )3.12  

eşitlikleri ile ifade edilir. Daha sonra ( )3.9 , ( )3.10 , ( )3.11  ve ( )3.12  

bağıntılarından  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
, ,i j i j

N

i j i j

i ju x t u x t
x t

x t x t
 

+ + 
 =

   
X C X C A  

( )
( ) ( ) ( ) ( )

,i j

N

i j

jiu x t
x t

x t
 

+
=

 
X B C X B C A             ( )3.13  

bağıntısı elde edilir. 
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3.2.1.2 Çözüm Yöntemi 

( )3.13  bağıntısı ( )3.1  denkleminde yerine yazılırsa 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),

, ,

, ,i j

i j i j n

jif x t x t g x t 
+ 

= X B C X B C A  

denklemi bulunur. Elde edilen denklem 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),

, ,

, ,i j

i j i j n

jix t f x t x t 
+ 

= W X B C X B C  

olmak üzere 

( ) ( ), ,x t g x t=W A                            ( )3.14  

biçiminde kısaca yazılabilir. Daha sonra,  ,x a b  ve  0,t T  olmak üzere 

b a
x a

N
 

−
= + , 

0
0

T
t

N
 

−
= + , , 0,1,2, , N  =          ( )3.15  

ile tanımlanan sıralama noktaları ( )3.14  denkleminde yerine yazılarak 

( ) ( ), ,x t g x t   =W A , , 0,1,2, , N  =  

denklemler sistemi elde edilir. Elde edilen denklemler sistemi  

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

0 0 0 0

0 1 0 1

0 0

0 0

1 0 1 0

1 1 1 1

1 1

1 1

0 0

1 1

, ,

, ,

, ,

, ,

, ,

, ,

, ,

, ,

, ,

N N

N N

N N

N N

N N

N N N N

x t g x t

x t g x t

x t g x t

x t g x t

x t g x t

x t g x t

x t g x t

x t g x t

x t g x t

 

= 


= 
= 

 
 = 


= 


= 
= 

 =
=  


= 


=  
= 

 
 =  

W A

W A
W A G

W A

W A

W A
W A G

W A G

W A

W A

W A
W A G

W A

, 0,1, 2, , N =    ( )3.16  

olup burada 

( ) ( ) ( )0 1, , , N

T

x t x t x t   
 =  W W W W  

ve 

( ) ( ) ( )0 1, , , N

T

x t x t x t   
 =  G G G G  
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olarak tanımlanır. Buradan ( )3.16  denklemi,  

 0 1 N

T
=W W W W  ve  0 1 N

T
=G G G G  

olmak üzere, kısaca 

=WA G  ya da  ;W G                           ( )3.17  

biçiminde yazılabilir. 

 

Ayrıca ( )3.2  başlangıç koşulları  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ),0 0u x x  = X C X C A  ve ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),0 0tu x x  = X C X BC A  

matris denklemleriyle ifade edilebilir. Daha sonra bu ifadeler 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 ,0 0x x  =U X C X C  ve ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 ,0 0x x  =U X C X BC  

olmak üzere 

( ) ( )1 1,0x x=U A  ve ( ) ( )2 2,0x x=U A  

şeklinde düzenlenip ( )3.15  de tanımlanan 0,1,2, , N =  için x  sıralama 

noktaları denklemlerde yerlerine yazılırsa 

( ) ( )1 1,0x x =U A  ve ( ) ( )2 2,0x x =U A  

olup  

1 1=U A Φ  ya da  1 1;U Φ  ve 2 2=U A Φ  ya da  2 2;U Φ ;       ( )3.18  

( ) ( ) ( )1 1 1 1 2 1,0 ,0 ,0
T

Nx x x=   U U U U , ( ) ( ) ( )2 2 1 2 2 2,0 ,0 ,0
T

Nx x x=   U U U U , 

( ) ( ) ( )1 1 1 1 2 1

T

Nx x x  =   Φ  ve ( ) ( ) ( )2 2 1 2 2 2

T

Nx x x  =   Φ  

elde edilir. 

 

Aynı düzenlemeler ( )3.3  Dirichlet sınır koşulları için de yapılırsa; 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ),u a t a t = X C X C A  ve ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),u b t b t = X C X C A  

ifadeleri 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 ,a t a t =U X C X C  ve ( ) ( ) ( ) ( ) ( )4 ,b t b t =U X C X C  

olmak üzere 

( ) ( )3 3,a t t=U A  ve ( ) ( )4 4,b t t=U A  
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biçiminde düzenlenir ve ( )3.15  de tanımlanan 0,1,2, , N =  için t  sıralama 

noktaları denklemlerde yerlerine yazılırsa; 

( ) ( )3 3,a t t =U A  ve ( ) ( )4 4,b t t =U A  

olup  

3 3=U A Φ  ya da  3 3;U Φ  ve 4 4=U A Φ  ya da  4 4;U Φ ;      ( )3.19  

( ) ( ) ( )3 3 1 3 2 3, , ,
T

Na t a t a t=   U U U U , ( ) ( ) ( )4 4 1 4 2 4, , ,
T

Nb t b t b t=   U U U U , 

( ) ( ) ( )3 3 1 3 2 3

T

Nt t t  =   Φ  ve ( ) ( ) ( )4 4 1 4 2 4

T

Nt t t  =   Φ  

olur.  

 

Aynı işlemler ( )3.4  Neumann sınır koşulları için de yapılırsa; 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ),xu a t a t = X BC X C A  ve ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),xu b t b t = X BC X C A  

ifadeleri 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )5 ,a t a t =U X BC X C  ve ( ) ( ) ( ) ( ) ( )6 ,b t b t =U X BC X C  

olmak üzere 

( ) ( )5 5,a t t=U A  ve ( ) ( )6 6,b t t=U A  

biçiminde düzenlenir ve ( )3.15  de tanımlanan 0,1,2, , N =  için t  sıralama 

noktaları denklemlerde yerlerine yazılırsa, 

( ) ( )5 5,a t t =U A  ve ( ) ( )6 6,b t t =U A  

olup  

5 5=U A Φ  ya da  5 5;U Φ  ve 6 6=U A Φ  ya da  6 6;U Φ ;      ( )3.20  

( ) ( ) ( )5 5 1 5 2 5, , ,
T

Na t a t a t=   U U U U , ( ) ( ) ( )6 6 1 6 2 6, , ,
T

Nb t b t b t=   U U U U , 

( ) ( ) ( )5 5 1 5 2 5

T

Nt t t  =   Φ  ve ( ) ( ) ( )6 6 1 6 2 6

T

Nt t t  =   Φ  

elde edilir. 

 

Son olarak aynı işlemler ( )3.5  Robin sınır koşulları için de yapılırsa; 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 1 1 1 1, ,xu a t u a t a t a t       + = +X C X C X BC X C A  

ve  
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 2 2 2 2, ,xu b t u b t b t b t       + = +X C X C X BC X C A  

ifadeleri 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )7 1 1,a t a t a t     = +U X C X C X BC X C   

ve  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )8 2 2,b t b t b t     = +U X C X C X BC X C  

olmak üzere 

( ) ( )7 7,a t t=U A  ve ( ) ( )8 8,b t t=U A  

biçiminde düzenlenir ve ( )3.15  de tanımlanan 0,1,2, , N =  için t  sıralama 

noktaları denklemlerde yerlerine yazılırsa; 

( ) ( )7 7,a t t =U A  ve ( ) ( )8 8,b t t =U A  

olup  

7 7=U A Φ  ya da  7 7;U Φ  ve 8 8=U A Φ  ya da  8 8;U Φ ;      ( )3.21  

( ) ( ) ( )7 7 1 7 2 7, , ,
T

Na t a t a t=   U U U U , ( ) ( ) ( )8 8 1 8 2 8, , ,
T

Nb t b t b t=   U U U U , 

( ) ( ) ( )7 7 1 7 2 7

T

Nt t t  =   Φ  ve ( ) ( ) ( )8 8 1 8 2 8

T

Nt t t  =   Φ  

olur. 

 

Daha sonra ise ( )3.1  denkleminin ( )3.2 , ( )3.3 , ( )3.4  ve ( )3.5  koşulları 

altındaki çözümünü elde edebilmek için; ( )3.18 , ( )3.19 , ( )3.20  ve ( )3.21  

arttırılmış matrislerinin satır sayısı kadar ( )3.17  arttırılmış matrisinin herhangi 

satırları silinip yerine ( )3.18 , ( )3.19 , ( )3.20  ve ( )3.21  arttırılmış matrisleri 

yazılarak, yeni arttırılmış matris 

=WA G  ya da ; 
 W G  

olarak elde edilir. Eğer ( ) ( ) ( )
2

; 1rank rank N= = +W W G  ise ; 
 W G  arttırılmış 

matrisinin çözümü ( )
1−

=A W G  şeklinde ve A  tek olarak bulunur. Böylece Lerch 

polinomlarının bilinmeyen katsayıları elde edilir ve dolayısıyla yaklaşık çözüm ( )3.6  

formunda bulunmuş olur. 

 



17 

3.2.2. Lineer Kısmi Diferansiyel Denklemler için Pell Matris Sıralama 

Yöntemi 

 

3.2.2.1 Temel Matris Bağıntıları 

( )2.2  ifadesi ile tanımlanan Pell polinomlarının, ( )0 0P x =  ve ( )1 1P x =  

başlangıç değerleri olmak üzere,  

( ) 1 1

2

1
2

0
P x x

 
=  

 
  

( ) 0 0 2 2

3

1 2
2 2

1 0
P x x x

   
= +   

   
  

( ) 1 1 3 3

4

2 3
2 2

1 0
P x x x

   
= +   

   
  

( ) 0 0 2 2 4 4

5

2 3 4
2 2 2

2 1 0
P x x x x

     
= + +     

     
 

 

( )

0 2 1

1 3 1

0 2 1

1 3 1

1 1

1
2 2

1 3 0

2 2

2

1
2 2

2 4 0

2 2

2 2 2

2 2 2

, tek ise

, çift ise

N

N

N

N

N

N N

N

N N

N N

N

N N

x x x N

P x

x x x N

−

−

−

−

− +

−

− −

+

−

− −

    
      

+ + +      
     

   


= 


   
      + + +          

    

 

olup matris formu aşağıdaki gibi yazılabilir: 
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( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

1

2

3
4

2 4
5

3
0 2

0

11
2

0

1 2
2 2

1 0

1
2 2

0

2 2 2
1

tek

çift

1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0

2 3
0 0 0 0

1

2 3 4
0 0

2 0

;

;

N

N

T

N

N

P x

P x

P x

P x

P x

P x

P x

x

 
 

  
    

 
    
    
    

     
     

    
       
      
       =
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

P

40 2 1

1 3 1

1 1 3

1
2 2 2

1 3 5 0

2 2 2

2

1
2 2

2 4 0

2 2

2 2 2 2

2 2 2

0

0 0

0 0 0

N

N

N N N

N

N N N

N N

N

N N

T

−

−

− + +

−

− − −

+

−

− −

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
      
        
        
       
      
 

    
      
      

     
    

S ( )

0

1

2

3

4

1

1

.

N

N

T

x

x

x

x

x

x

x

x

−

−

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  

X

 

Burada oluşturulan ifade düzenlenerek 

( ) ( ) ( ) ( )
T TTx x x x=  =P S X P X S                 ( )3.22  

elde edilir. Daha sonra ( )3.22  denklemi ( )3.4  denkleminde yerine yazılarak 

( ) ( ) ( ),Nu x t x t= P P A                          ( )3.23  

( ) ( ) ( ),Nu x t x t= X SX SA                       ( )3.24  

eşitliği bulunur. Burada 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 4 1Nx P x P x P x P x P x+=   P  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , ,t diag t t t t=   P P P P P  

0,0 0,1 0,2 0, 1,0 1,1 1,2 1, ,0 ,1 ,2 ,N N N N N N N

T
a a a a a a a a a a a a =  A

,0 ,1 ,2 ,

T

i i i i i Na a a a =  A , ( )0,1,2, ,i N=  

 0 1 2

T

N=A A A A A  

Ayrıca,  

( ) 2 31 Nx x x x x =  X , ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , ,t diag t t t t=   X X X X X  
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2

3

4 4

0 0 0

1

2 2

3

1

2

1

2

2

2

2

1

2

3

2

2

2

4

2

3

2

5

2

1
2 2 2

1

11 1
2 2 2

0

2
2 2 2

0 1

2 2
0

2 2

2
1 0 0 0

2

2
0 0 0 0

1

3
0 0 0 0

3
0 0 0 0 0

4
0 0 0 0

0

N

N

N

N

N

N

N

N

N

N

−

−

−

+

−

+

−

+

−

 
    
    

     
 

 
    
    

     
 

 
    
    

     
 

=
 
  
  

   
 


 
 

 


S

1 11 1

0 0
2 2

tek çift

0

0 0 0 0 0 N NN N

N N

− −− −

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 

  
 

 
 

    
    
    

  

 

 0 1,1,1, ,1diag= =S I ,  , , , ,diag=S S S S S  

şeklindedir. Öte yandan, ( )xX  matrisi ile ( )xX , ( )xX  ve ( ) ( )i
xX  türevleri 

ve ( )tX  matrisi ile ( )tX , ( )tX  ve ( ) ( )j
tX  türevleri arasındaki ilişki ( )3.11  

ve ( )3.12  eşitlikleri ile ifade edilir. Daha sonra ( )3.23 , ( )3.24 , ( )3.11  ve ( )3.12  

bağıntılarından  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
, ,i j i j

N

i j i j

i ju x t u x t
x t

x t x t

+ + 
 =

   
X S X SA  

( )
( ) ( )

,i j

N

i j

jiu x t
x t

x t

+
=

 
X B SX B SA                 ( )3.25  

bağıntısı elde edilir. 

 

3.2.2.2 Çözüm Yöntemi 

( )3.25  bağıntısı ( )3.1  denkleminde yerine yazılırsa 

( ) ( ) ( ) ( ),

, ,

, ,i j

i j i j n

jif x t x t g x t
+ 

= X B SX B SA  

denklemi bulunur. Elde edilen denklem 
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( ) ( ) ( ) ( ),

, ,

, ,i j

i j i j n

jix t f x t x t
+ 

= W X B SX B S  

olacak şekilde 

( ) ( ), ,x t g x t=W A                            ( )3.26  

biçiminde kısaca yazılabilir. Daha sonra,  ,x a b  ve  0,t T  olmak üzere, 

( )3.15  eşitlikleri ile tanımlanan sıralama noktaları ( )3.26  denkleminde yerine 

yazılarak 

( ) ( ), ,x t g x t   =W A , , 0,1,2, , N  =  

denklemler sistemi elde edilir. Elde edilen denklemler sistemi ( )3.16  ifadesi ile aynı 

olup 

( ) ( ) ( )0 1, , , N

T

x t x t x t   
 =  W W W W  

ve 

( ) ( ) ( )0 1, , , N

T

x t x t x t   
 =  G G G G  

olarak tanımlanır. Buradan ( )3.16  denklemi,  

 0 1 N

T
=W W W W  ve  0 1 N

T
=G G G G  

olmak üzere, kısaca  

=WA G  ya da  ;W G                        ( )3.27  

denklemi biçiminde yazılabilir. 

 

Ayrıca ( )3.2  başlangıç koşulları  

( ) ( ) ( ),0 0u x x= X SX SA  ve ( ) ( ) ( ),0 0tu x x= X SX BSA  

matris denklemleriyle ifade edilebilir. Daha sonra bu ifadeler 

( ) ( ) ( )1 ,0 0x x=U X SX S  ve ( ) ( ) ( )2 ,0 0x x=U X SX BS  

olmak üzere 

( ) ( )1 1,0x x=U A  ve ( ) ( )2 2,0x x=U A  

şeklinde düzenlenip ( )3.15  de tanımlanan 0,1,2, , N =  için x  sıralama 

noktaları denklemlerde yerlerine yazılırsa 

( ) ( )1 1,0x x =U A  ve ( ) ( )2 2,0x x =U A  
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olup  

1 1=U A Φ  ya da  1 1;U Φ  ve 2 2=U A Φ  ya da  2 2;U Φ ;       ( )3.28  

( ) ( ) ( )1 1 1 1 2 1,0 ,0 ,0
T

Nx x x=   U U U U , ( ) ( ) ( )2 2 1 2 2 2,0 ,0 ,0
T

Nx x x=   U U U U , 

( ) ( ) ( )1 1 1 1 2 1

T

Nx x x  =   Φ  ve ( ) ( ) ( )2 2 1 2 2 2

T

Nx x x  =   Φ  

elde edilir. 

 

Aynı düzenlemeler ( )3.3  Dirichlet sınır koşulları için de yapılırsa; 

( ) ( ) ( ),u a t a t= X SX SA  ve ( ) ( ) ( ),u b t b t= X SX SA  

ifadeleri 

( ) ( ) ( )3 ,a t a t=U X SX S  ve ( ) ( ) ( )4 ,b t b t=U X SX S  

olmak üzere 

( ) ( )3 3,a t t=U A  ve ( ) ( )4 4,b t t=U A  

biçiminde düzenlenir ve ( )3.15  de tanımlanan 0,1,2, , N =  için t  sıralama 

noktaları denklemlerde yerlerine yazılırsa; 

( ) ( )3 3,a t t =U A  ve ( ) ( )4 4,b t t =U A  

olup  

3 3=U A Φ  ya da  3 3;U Φ  ve 4 4=U A Φ  ya da  4 4;U Φ ;      ( )3.29  

( ) ( ) ( )3 3 1 3 2 3, , ,
T

Na t a t a t=   U U U U , ( ) ( ) ( )4 4 1 4 2 4, , ,
T

Nb t b t b t=   U U U U , 

( ) ( ) ( )3 3 1 3 2 3

T

Nt t t  =   Φ  ve ( ) ( ) ( )4 4 1 4 2 4

T

Nt t t  =   Φ  

olur. 

 

Aynı işlemler ( )3.4  Neumann sınır koşulları için de yapılırsa; 

( ) ( ) ( ),xu a t a t= X BSX SA  ve ( ) ( ) ( ),xu b t b t= X BSX SA  

ifadeleri 

( ) ( ) ( )5 ,a t a t=U X BSX S  ve ( ) ( ) ( )6 ,b t b t=U X BSX S  

olmak üzere 

( ) ( )5 5,a t t=U A  ve ( ) ( )6 6,b t t=U A  
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biçiminde düzenlenir ve ( )3.15  de tanımlanan 0,1,2, , N =  için t  sıralama 

noktaları denklemlerde yerlerine yazılırsa; 

( ) ( )5 5,a t t =U A  ve ( ) ( )6 6,b t t =U A  

olup 

5 5=U A Φ  ya da  5 5;U Φ  ve 6 6=U A Φ  ya da  6 6;U Φ ;      ( )3.30  

( ) ( ) ( )5 5 1 5 2 5, , ,
T

Na t a t a t=   U U U U , ( ) ( ) ( )6 6 1 6 2 6, , ,
T

Nb t b t b t=   U U U U , 

( ) ( ) ( )5 5 1 5 2 5

T

Nt t t  =   Φ  ve ( ) ( ) ( )6 6 1 6 2 6

T

Nt t t  =   Φ   

elde edilir. 

 

Son olarak aynı işlemler ( )3.5  Robin sınır koşulları için de yapılırsa; 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 1 1 1 1, ,xu a t u a t a t a t   + = +X SX S X BSX S A  

ve  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 2 2 2 2, ,xu b t u b t b t b t   + = +X SX S X BSX S A  

ifadeleri 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )7 1 1,a t a t a t = +U X SX S X BSX S   

ve  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )8 2 2,b t b t b t = +U X SX S X BSX S  

olmak üzere 

( ) ( )7 7,a t t=U A  ve ( ) ( )8 8,b t t=U A  

biçiminde düzenlenir ve ( )3.15  de tanımlanan 0,1,2, , N =  için t  sıralama 

noktaları denklemlerde yerlerine yazılırsa; 

( ) ( )7 7,a t t =U A  ve ( ) ( )8 8,b t t =U A  

olup  

7 7=U A Φ  ya da  7 7;U Φ  ve 8 8=U A Φ  ya da  8 8;U Φ ;      ( )3.31  

( ) ( ) ( )7 7 1 7 2 7, , ,
T

Na t a t a t=   U U U U , ( ) ( ) ( )8 8 1 8 2 8, , ,
T

Nb t b t b t=   U U U U , 

( ) ( ) ( )7 7 1 7 2 7

T

Nt t t  =   Φ  ve ( ) ( ) ( )8 8 1 8 2 8

T

Nt t t  =   Φ  

olur. 
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Daha sonra ise ( )3.1  denkleminin ( )3.2 , ( )3.3 , ( )3.4  ve ( )3.5  koşulları 

altındaki çözümünü elde edebilmek için; ( )3.28 , ( )3.29 , ( )3.30  ve ( )3.31  

arttırılmış matrislerinin satır sayısı kadar ( )3.27  arttırılmış matrisinin herhangi 

satırları silinip yerine ( )3.28 , ( )3.29 , ( )3.30  ve ( )3.31  arttırılmış matrisleri 

yazılarak  

=WA G  ya da ; 
 W G  

yeni arttırılmış matrisi elde edilir. Eğer ( ) ( ) ( )
2

; 1rank rank N= = +W W G  ise 

; 
 W G  arttırılmış matrisinin çözümü ( )

1−

=A W G  şeklinde ve A  tek olarak 

bulunur. Böylece Pell polinomlarının bilinmeyen katsayıları elde edilmiş ve yaklaşık 

çözüm ( )3.7  formunda bulunmuş olur. 

 

3.2.3. Çözümlerin Doğruluğu ve Hata Analizi 

( )3.6  denklemi ile verilen kesilmiş Lerch serisi ve ( )3.7  denklemi ile verilen 

kesilmiş Pell serisi, ( )3.1  denkleminin yaklaşık çözümleri olduğundan Lerch matris 

sıralama yönteminin yaklaşık çözümü olan ( ), ,Nu x t   ve Pell matris sıralama 

yönteminin yaklaşık çözümü olan ( ),Nu x t  fonksiyonları ve türevleri ( )3.1  

denkleminde yerine konulduğunda denklem yaklaşık olarak sağlanmalıdır. Bu sebeple 

, 0,1,2, , N  =  olmak üzere x x= , a x b   ve t t= , 0 t T   

aralıklarında, sırasıyla, Lerch matris sıralama yöntemi ve Pell matris sıralama yöntemi 

için 

( ) ( )
( )

( ),

, ,

, ,
, , , 0

i j

N i j i j
i j i j n

u x t
R x t f x t g x t

x t

 

     

+

+ 


= − 

 
  

ve  

( ) ( )
( )

( ),

, ,

,
, , , 0

i j

N i j i j
i j i j n

u x t
R x t f x t g x t

x t

 

     

+

+ 


= − 

 
  

olup, burada ( ), 10N

k
R x t 

−
  k  sağlanmalıdır. Eğer max10 10

k k− −=  

k  önceden belirlenmişse, o zaman noktaların her birinde ( ),NR x t 
 farkı 
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önceden belirlenen 10 k−  dan daha küçük olana kadar N  kesme sınırı arttırılır. Öte 

yandan, ( )txRN ,  rezidüel fonksiyonu ve ( )txRN ,  fonksiyonunun ortalama değeri 

ile çözümlerin doğruluğu kontrol edilebilir ve hata analizi yapılabilir. Bunun için L  

lineer operatörü ve çift katlı integraller için ortalama değer teoremi kullanılarak, 

bxa  , 0 t T   aralıklarında ortalama hatanın üst sınırı NR  aşağıdaki gibi 

tahmin edilebilir [11-17]: 

( ) ( )  ( )txgtxuLtxR NN ,,, −= ;  ( )  ( )txgtxuL ,, =  

( ) ( ) 
D

N

D

N dAtxRdAtxR ,,  

( )
( )

( )( )
0

0 0

,

,
0

T b

N

a
N

R x t dxdt

R x t
b a T

=
− −

 
;   0 ,x a b ,  0 0,t T   

bağıntılarından 

( ) ( ) ( )( )0 0

0

, , 0

T b

N N

a

R x t dxdt R x t b a T= − −   

( ) ( )( ) ( )0 0

0

, 0 ,

T b

N N

a

R x t b a T R x t dxdt− −     

( )
( )

( )( )
0

0 0

,

,
0

T b

N

a
N N

R x t dxdt

R x t R
b a T

  =
− −

 
. 

 

Ayrıca bu tez çalışmasında tam çözüm ve yaklaşık çözüm arasındaki farkı 

hesaplamak için, 

mutlak hata= Tamçözüm Yaklaşık çözüm− ; 

mutlak hatanın tam çözüme oranını bulmak için, 

Tamçözüm Yaklaşık çözüm
bağılhata=

Tamçözüm

−
; 

ve bağıl hatayı yüzde olarak ifade edebilmek için, 

Tamçözüm Yaklaşık çözüm
yüzdehata= 100%

Tamçözüm

−
  

eşitliklerinden yararlanılmıştır [32,33].  
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4. ARAŞTIRMA BULGULARI VE TARTIŞMA 

 

Bu bölümde, Lerch Matris Sıralama Yönteminin ve Pell Matris Sıralama 

Yönteminin çeşitli örneklerle lineer kısmi diferansiyel denklemlere uygulamaları 

yapılmıştır. Ayrıca çözümlerin hata analizleri yapılarak elde edilen sonuçlar tablo ve 

grafiklerde verilmiştir. 

 

Örnek 4.1. [34] 1 = =  ve ( ) 2, 1f x t x t= + −  olacak şekilde  

( )
2 2

2 2
,

u u u
u f x t

tt x
 

  
+ + = +

 
, 0 1x  , 0 1t   

1-boyutlu hiperbolik telgraf denkleminin 

( ) 2,0u x x= , ( ),0 1tu x = , 0 1x   

başlangıç koşulları altındaki çözümünü 2N =  ve 
1
5

 =  için Lerch matris 

sıralama yöntemiyle ve 2N =  için Pell matris sıralama yöntemiyle bulalım. 

Denklemin yaklaşık çözümünü 2N =  ve 
1
5

 =  için ( )3.6  kesilmiş Lerch serisi 

formunda ve 2N =  için ( )3.7  kesilmiş Pell serisi formunda araştıralım. Bunun 

için öncelikle  

b a
x a

N
 

−
= + , 

0
0

T
t

N
 

−
= + , , 0,1,2, , N  =  

eşitliklerinden  

0 1 2

1
0, , 1

2
x x x

 
= = = 

 
 ve 0 1 2

1
0, , 1

2
y y y

 
= = = 

 
 

sıralama noktalarını belirlenir. Daha sonra problemin sırasıyla Lerch matris sıralama 

yöntemi ve Pell matris sıralama yöntemi için oluşturulan temel matris denklemlerini 

kullanarak yaklaşık çözümleri bulalım. Problemin Lerch matris sıralama yönteminin 

temel matris denklemi  
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

2

2
,

x t x t
f x t

x t x t

   

   

 + 
= 

+ −  

X C X B C X C X BC
A

X C X C X B C X C
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2

2

,x t x t x t

x t x t

   

   

= +

+ −

W X C X B C X C X BC

X C X C X B C X C
 

ve buradaki matrisler 

0 1 0

0 0 2

0 0 0

 
 

=  
 
 

B , 2

0 0 2

0 0 0

0 0 0

 
 

=  
 
 

B , ( )
1 0 0

1 1 10
5 5 10

30 0
25



 
 
 −= =
 
 
  

C
, 

 , ,diag=B B B B , 2 2 2 2, ,diag  =  B B B B , 

( ) 21x x x =  X , ( ) ( ) ( ) ( ), ,x diag x x x=   X X X X ,  

( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1, ,
5 5 5 5

diag    = = = = =
 

C C C C  ve ( ) 2, 1f x t x t= + −  

şeklinde olup matrisler yerlerine konulur ve , 0,1,2  =  için sıralama noktalarını 

da kullanarak gerekli işlemler yapılırsa 

 

7 611 0 0 0 0 0 ; 1
5 50 25

3 6 6 3 3 11 0 0 0 ;
10 25 25 125 625 2

6 6 32 21 0 0 0 ; 0
5 5 25 125 625

7 7 13 7 31 1 1 11 ;
5 50 10 50 500 50 250 2500 4

3 6 3 3 13 31 1; 1 0 ;
10 25 10 100 125 50 100 4

13 7 82 2 1 1 1 11 ;
5 5 10 25 25 50 125 625 4

7 7 71 1 1 11 11
5 50 5 25 250 50 250 2

− −

− − −

− − −

− − −−

− − −=

− − −

−

W G

; 0
500

3 6 3 6 9 61 11 11 ;
10 25 5 50 125 50 500 625 2

2 2 1 2 2 11 1 21 ; 1
5 5 5 25 25 50 25 625

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

− − 
 
 − −
 

 

matrisi elde edilir. Ardından başlangıç koşulları için 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 ,0 0U x x  = X C X C , ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 ,0 0U x x  = X C X BC  

olup matrisler yerlerine konulur ve , 0,1,2  =  için sıralama noktalarını da 
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kullanarak gerekli işlemler yapılırsa 

 1 1

1 0 0 0 0 0 0 0 0 ; 0

1 1 1; 1 0 0 0 0 0 0 ;
10 50 4

1 11 0 0 0 0 0 0 ; 1
5 50

 
 
 −=
 
 
  

U Φ

 2 2

1 10 0 0 0 0 0 0 ; 1
5 10

1 1 1 1 1 1; 0 0 0 ; 1
5 10 50 100 250 500

1 1 1 1 1 10 0 0 ; 1
5 10 25 50 250 500

− 
 
 − − −=
 
 − − −
  

U Φ
 

elde edilir. Daha sonra  ;W G  matrisinin sondan altı satırı silinip yerine elde edilen 

koşul matrisleri yazılarak 

7 611 0 0 0 0 0 ; 1
5 50 25

3 6 6 3 3 11 0 0 0 ;
10 25 25 125 625 2

6 6 32 21 0 0 0 ; 0
5 5 25 125 625

1 0 0 0 0 0 0 0 0 ; 0

1 1 11 0 0 0 0 0 0 ;; 10 50 4

1 11 0 0 0 0 0 0 ; 1
5 50

1 10 0 0 0 0 0 0 ; 1
5 10

1 1 1 1 1 10 0 0 ; 1
5 10 50 100 250 500

1 1 1 1 1 10 0 0 ; 1
5 10 25 50 250 500

− −

 − − −

 − − −




−  = 

−

− − −

− − −


W G










 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

biçiminde bulunur. Bulunan bu sistem çözülerek bilinmeyen Lerch katsayılar matrisi 

25 250 5 0 0 0 0 0
6 3

T

 =
 

A  

elde edilir ve 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 , ,u x t x t  = X C X C A  

denkleminde yerine yazılırsa  

( ) ( ) 2

3, , ,u x t u x t x t= = +   

bulunur ve bulunan bu sonuç tam çözüme eşittir. Şimdi de Pell matris sıralama 

yöntemi ile problemin yaklaşık çözümünü bulalım. Problemin Pell matris sıralama 

yönteminin temel matris denklemi  
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )  ( )2 2 ,x t x t x t x t f x t+ + − =X SX B S X SX BS X SX S X B SX S A

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2,x t x t x t x t x t= + + −W X SX B S X SX BS X SX S X B SX S  

olup buradaki matrislerden sadece S  ve S  matrisleri farklıdır ve bu matrisler 

1 0 1

0 2 0

0 0 4

 
 

=  
 
 

S  ve  , ,diag=S S S S  

dir. Temel matris denkleminde matrisler yerine konulur ve , 0,1,2  =  için sıralama 

noktalarını da kullanarak gerekli işlemler yapılırsa 

 

1 2 9 0 0 0 7 2 1 ; 1

11 3 14 0 0 0 7 5 2 ;
2

1 4 21 0 0 0 7 12 19 ; 0

31 2 9 1 2 9 6 4 10 ;
4

1; 1 3 14 1 3 14 6 2 12 ;
4

11 4 21 1 4 21 6 8 2 ;
4

1 2 9 2 4 18 3 10 37 ; 0

11 3 14 2 6 28 3 7 54 ;
2

1 4 21 2 8 42 3 4 65 ; 1

− − 
 

−− − − 
 

− − − 
 −−
 
 −= − − 
 

− − 
 

− 
 −
 
 − 

W G
 

matrisi elde edilir. Ardından başlangıç koşulları için 

( ) ( ) ( )1 ,0 0U x x= X SX S , ( ) ( ) ( )2 ,0 0U x x= X SX BS  

olup matrisler yerlerine konulur ve , 0,1,2  =  için sıralama noktalarını da 

kullanarak gerekli işlemler yapılırsa 

 1 1

1 0 1 0 0 0 1 0 1 ; 0

1; 1 0 1 1 0 1 2 0 2 ;
4

1 0 1 2 0 2 5 0 5 ; 1

 
 

=  
 
  

U Φ  

 2 2

0 2 0 0 0 0 0 2 0 ; 1

; 0 2 0 0 2 0 0 4 0 ; 1

0 2 0 0 4 0 0 10 0 ; 1

 
 

=  
 
 

U Φ  
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elde edilir. Daha sonra  ;W G  matrisinin sondan altı satırı silinip yerine elde edilen 

koşul matrisleri yazılarak 

1 2 9 0 0 0 7 2 1 ; 1

11 3 14 0 0 0 7 5 2 ;
2

1 4 21 0 0 0 7 12 19 ; 0

1 0 1 0 0 0 1 0 1 ; 0

; 11 0 1 1 0 1 2 0 2 ;
4

1 0 1 2 0 2 5 0 3 ; 1

0 2 0 0 0 0 0 2 0 ; 1

0 2 0 0 2 0 0 4 0 ; 1

0 2 0 0 4 0 0 10 0 ; 1

− − 
 

−− − − 
 

− − − 
 
 

  =   
 
 
 
 
 
 
 

W G

 

biçiminde bulunur. Bulunan bu sistem çözülerek bilinmeyen Pell katsayılar matrisi 

1 1 10 0 0 0 0 0
4 2 4

T
− =
 

A  

elde edilir ve 

( ) ( ) ( )3 ,u x t x t= X SX SA  

denkleminde yerine yazılırsa  

( ) ( ) 2

3, ,u x t u x t x t= = +   

bulunur ve bulunan bu sonuç tam çözüme eşittir. 

 

Örnek 4.2. [35] 1c


=  olmak üzere 

2
2

2

u u
c

t x

 
=

 
, 

1-boyutlu ısı denkleminin 

( ) ( ),0 sinu x x= , 0 1x   

başlangıç koşulu ve 

( )0, 0u t = , ( )1, 0u t = , 0 1t   

sınır koşulları altındaki çözümünü bulalım. Bu problemin analitik çözümü 
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( ) ( ), sintu x t e x−=  dir. Problemin yaklaşık çözümleri 16N = , 18N =  ve 20N =  

değerleri için Pell matris sıralama yöntemi ve 18N = , 20N = , 1 =  ve 15 =  

değerleri için Lerch matris sıralama yöntemi kullanılarak hesaplanmıştır. Elde edilen 

sonuçlar Şekil 4.1-7 ve Tablo 4.1 de gösterilmiştir. 

 

Şekil 4.1. Örnek 4.2’nin elde edilen yaklaşık çözümlerinin analitik çözümle 

karşılaştırılması. 

 

Tablo 4.1. Örnek 4.2’nin mutlak hata karşılaştırmaları. 

 

x t 

Pell polinomlarına 

dayalı 

yaklaşık çözüm 

 Lerch polinomlarına 

dayalı 

yaklaşık çözüm OQS 

[35] 

NQS 

[35] 

18N =  20N =  
18N =  

1 =  

20N =  
1 =  

20N =  
15 =  

0.125 0.01 3.02E-11 4.79E-13  4.33E-13 3.79E-14 1.78E-13 4.1E-7 3.0E-7 

0.125 0.05 4.45E-11 2.93E-12  2.27E-12 1.43E-13 2.64E-13 8.0E-7 7.0E-7 

0.25 0.01 7.43E-11 1.33E-12  2.80E-13 1.73E-13 4.20E-13 5.3E-7 4.9E-7 

0.25 0.05 8.46E-11 7.07E-12  2.15E-12 6.92E-13 1.96E-12 1.0E-6 9.5E-7 

0.5 0.01 9.88E-11 3.00E-12  6.63E-13 1.50E-13 1.88E-12 5.0E-7 4.9E-7 

0.5 0.05 4.37E-11 1.39E-11  6.67E-12 5.91E-13 7.84E-12 1.0E-6 9.6E-7 
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Şekil 4.2. Örnek 4.2’nin analitik ve yaklaşık çözümlerinin x’ in bazı değerlerinde 

karşılaştırılması. 

 

 

Şekil 4.3. Örnek 4.2’nin analitik ve yaklaşık çözümlerinin t’nin bazı değerlerinde 

karşılaştırılması 
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Şekil 4.4. Örnek4.2’deki yaklaşık çözümlerin x=0 için mutlak hata karşılaştırmaları. 

 

 

Şekil 4.5. Örnek4.2’deki yaklaşık çözümlerin x=1 için mutlak hata karşılaştırmaları. 

 

 

Şekil 4.6. Örnek4.2’deki yaklaşık çözümlerin t=0 için mutlak hata karşılaştırmaları. 
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Şekil 4.7. Örnek4.2’deki yaklaşık çözümlerin t=1 için mutlak hata karşılaştırmaları. 

 

Örnek 4.3. [36] Difüzyon katsayısı 0.05D =  ve konveksiyon hızı 1a =  olan 

2
2

2
0

u u u
a D

t x x

  
+ − =

  
, 

konveksiyon difüzyon denkleminin 

( ) ( ),0 sin 2u x x= , 0 1x    

başlangıç koşulu ve 

( ) ( ) ( )20, exp 4 sin 2u t D t at = − − , 0 t T   

( ) ( ) ( )( )21, exp 4 sin 2 1u t D t at = − − , 0 t T   

sınır koşulları altındaki çözümünü bulalım. Bu problemin analitik çözümü 

( ) ( ) ( )( )2, exp 4 sin 2u x t D t x at = − −  dir. Problemin yaklaşık çözümleri 18N = , 

19N =  ve 20N =  değerleri için Pell matris sıralama yöntemi ve 19N = , 20N = , 

500 =  ve 1000 =  değerleri için Lerch matris sıralama yöntemi kullanılarak 

hesaplanmıştır. Elde edilen sonuçlar Şekil 4.8-14 ve Tablo 4.1-2 de gösterilmiştir. 
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Şekil 4.8. Örnek 4.3’ün analitik ve yaklaşık çözümlerinin x’ in bazı değerlerinde 

karşılaştırılması. 

 

 

Şekil 4.9. Örnek 4.3’ün analitik ve yaklaşık çözümlerinin t’nin bazı değerlerinde 

karşılaştırılması. 
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Şekil 4.10. Örnek 4.3’ün yaklaşık çözümlerinin analitik çözümle 0 1x   ve 

0 1t   aralığında karşılaştırılması. 

 

Tablo 4.2. Örnek4.3’ün mutlak hata karşılaştırmaları. 

 

x t 

Pell polinomlarına dayalı 

yaklaşık çözüm 

 Lerch polinomlarına dayalı 

yaklaşık çözüm FDTDQS 

[36] 

DQTFDS 

[36] 
20N =  

20N =  
500 =  

20N =  
1000 =  

0.25 0.4 5.03E-6  2.85E-8 8.06E-7 1.1E-3 1.1E-2 

0.25 0.6 1.38E-5  3.92E-7 3.50E-6 3.4E-3 1.2E-2 

0.25 0.8 1.34E-5  1.68E-7 4.60E-6 2.1E-3 1.0E-2 

0.25 1.0 8.94E-5  9.01E-5 8.56E-5 6.0E-4 1.3E-3 

0.50 0.4 1.78E-5  4.62E-7 6.12E-7 1.0E-2 6.6E-2 

0.50 0.6 2.02E-6  1.06E-7 1.04E-6 3.9E-3 5.4E-2 

0.50 0.8 1.03E-5  1.26E-7 2.83E-6 3.4E-3 4.2E-3 

0.50 1.0 8.04E-6  2.22E-6 1.54E-6 3.4E-3 2.5E-2 

0.75 0.4 3.33E-5  1.89E-6 2.02E-5 2.9E-3 1.9E-2 

0.75 0.6 1.07E-4  5.90E-6 3.68E-5 1.1E-2 2.7E-2 

0.75 0.8 8.00E-5  9.16E-6 6.67E-5 6.4E-3 3.2E-2 

0.75 1.0 9.55E-5  1.16E-5 2.70E-4 1.9E-3 6.3E-3 

 

 



36 

Tablo 4.3. Örnek4.3’ın mutlak hata karşılaştırmaları. 

 

x t 

Pell polinomlarına dayalı 

yaklaşık çözüm 

 Lerch polinomlarına dayalı 

yaklaşık çözüm 

18N =  19N =  20N =  
18N =  
500 =  

18N =  
1000 =  

20N =  
500 =  

20N =  
1000 =  

0.0 0.0 2.32E-5 1.98E-5 4.18E-5  1.02E-6 5.53E-7 7.29E-7 5.29E-6 

0.2 0.2 3.69E-5 9.92E-6 1.88E-5  1.68E-7 1.17E-6 2.92E-7 7.61E-7 

0.4 0.4 3.28E-5 1.67E-5 1.09E-5  8.25E-8 1.23E-6 2.99E-7 1.66E-7 

0.6 0.6 2.75E-5 1.71E-5 7.22E-6  4.82E-7 1.13E-6 4.40E-7 4.83E-7 

0.8 0.8 3.48E-4 8.20E-4 1.99E-4  4.31E-5 7.85E-5 2.79E-5 2.32E-4 

 

 

 

Şekil 4.11. Örnek4.3’deki yaklaşık çözümlerin x=0 için mutlak hata karşılaştırmaları. 

 

  

Şekil 4.12. Örnek4.3’deki yaklaşık çözümlerin x=1 için mutlak hata karşılaştırmaları. 
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Şekil 4.13. Örnek4.3’deki yaklaşık çözümlerin t=0 için mutlak hata karşılaştırmaları. 

 

   

Şekil 4.14. Örnek4.3’deki yaklaşık çözümlerin t=1 için mutlak hata karşılaştırmaları. 

 

Örnek 4.4. [37] Tam çözümü ( ),u x t xt=  olan 

( ) ( ), , 0xx ttu x t u x t+ = , 0 , 1x t   

Laplace denkleminin 

( ),0 0u x = , ( ),1u x x= , 0 1x   

( )0, 0u t = , ( )1,u t t= , 0 1t   

Dirichlet koşulları altındaki çözümünü 3N =  ve 2 =  için Lerch matris sıralama 

yöntemiyle ve 3N =  için Pell matris sıralama yöntemiyle bulalım. Denklemin 

yaklaşık çözümünü 3N =  ve 2 =  için ( )3.6  kesilmiş Lerch serisi formunda 
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ve 3N =  için ( )3.7  kesilmiş Pell serisi formunda araştıralım. Bunun için 

öncelikle  

b a
x a

N
 

−
= + , 

0
0

T
t

N
 

−
= + , , 0,1,2, , N  =  

eşitliklerinden  

0 1 2 3

1 2
0, , , 1

3 3
x x x x

 
= = = = 

 
 ve 0 1 2 3

1 2
0, , , 1

3 3
y y y y

 
= = = = 

 
 

sıralama noktalarını belirlenir. Daha sonra Laplace denklemin sırasıyla Lerch matris 

sıralama yöntemi ve Pell matris sıralama yöntemi için oluşturulan temel matris 

denklemlerini kullanarak yaklaşık çözümleri bulalım. Laplace denklemin Lerch 

matris sıralama yönteminin temel matris denklemi  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )  ( )2 2 ,x t x t g x t   + =X B C X C X C X B C A  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2,x t x t x t   = +W X B C X C X C X B C  

ve buradaki matrisler 

( ) 2 31x x x x =  X , 2

0 0 2 0

0 0 0 6

0 0 0 0

0 0 0 0

 
 
 =
 
 
  

B , ( )

1 0 0 0

20 2 1
32

0 0 3 3

0 0 0 4



 
 

− 
= =  

− 
 
 

C , 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , ,x diag x x x x=   X X X X X , 
2 2 2 2 2, , ,diag  =  B B B B B , 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 , 2 , 2 , 2diag    = = = = = =  C C C C C  ve ( ), 0g x t =   

şeklinde olup matrisler yerlerine konulur ve , 0,1, 2,3  =  için sıralama noktalarını 

da kullanarak gerekli işlemler yapılırsa 
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0 0 6 6 0 0 0 0 6 0 0 0 6 0 0 0 ; 0

2 20 0 6 2 0 0 0 0 6 4 0 6 4 0 ; 0
9 9

16 160 0 6 10 0 0 0 0 6 8 4 6 8 4 ; 0
9 9

0 0 6 18 0 0 0 0 6 12 12 10 6 12 12 10 ; 0

2 20 0 6 6 0 0 4 4 6 0 0 0 2 0 ; 0
9 9

4 2 2 2 40 0 6 2 0 0 4 6 4 0 2 ; 0
3 9 9 9 27

20 16 8 26140 0 6 10 0 0 4 6 8 4 2 ; 0
3 9 3 9 27

380 0 6 18 0 0 4 12 6 12 12 10 2 4
;

− −

− − −

− − − −

− − − −

− − −

=W G
4 ; 0

9

16 160 0 6 6 0 0 8 8 6 0 4 4 10 0 ; 0
9 9

8 20 16 26140 0 6 2 0 0 8 6 4 4 10 ; 0
3 9 3 9 27

40 76 40 76 1600 0 6 10 0 0 8 6 8 8 10 ; 0
3 9 3 9 27

1960 0 6 18 0 0 8 24 6 12 16 22 10 20 22 ; 0
9

0 0 6 6 0 0 12 12 6 0 12 12 18 0 10 10 ; 0

380 0 6 2 0 0 12 4 6 4 12 18 12 10 4 ; 0
9

1960 0 6 10 0 0 12 20 6 8 16 18 24 22
9

− − − −

− − − −

22 ; 0

0 0 6 18 0 0 12 36 6 12 24 46 18 36 46 60 ; 0

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

matrisi elde edilir. Ardından Dirichlet koşulları için 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 ,0 0U x x  = X C X C , ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 ,1 1U x x  = X C X C  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 0, 0U t t = X C X C , ( ) ( ) ( ) ( ) ( )4 1, 1U t t = X C X C  

olup matrisler yerlerine konulur ve , 1, 2  =  için sıralama noktalarını da 

kullanarak gerekli işlemler yapılırsa 

 1 1

2 11 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 ; 0
3 27

;
84 21 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 ; 0

3 3 27

 
 =
 
 

U Φ

 2 2

5 10 52 4 4 1 2 2 11 2 2 0 0 0 0 ;
3 3 3 3 9 27 27 27 81 3

;
5 8 8 20 10 8 16 16 404 2 4 4 21 2 2 ;

3 3 3 3 9 3 3 3 9 27 27 27 81 3

 
 =
 
  

U Φ
 

 3 3

2 11 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 ; 0
3 27

;
84 21 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 ; 0

3 3 27

 
 =
 
 

U Φ

 4 4

5 10 52 1 4 2 4 2 11 0 2 0 2 0 0 ;
3 27 3 27 3 27 3 9 81 3

;
8 8 16 8 16 5 20 10 404 2 4 4 21 2 2 ;

3 3 27 3 3 27 3 3 27 3 9 9 81 3

 
 =
 
  

U Φ
 

elde edilir. Daha sonra  ;W G  matrisinin sondan sekiz satırı silinip yerine elde edilen 

koşul matrisleri yazılarak 
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0 0 6 6 0 0 0 0 6 0 0 0 6 0 0 0 ; 0

2 20 0 6 2 0 0 0 0 6 4 0 6 4 0 ; 0
9 9

16 160 0 6 10 0 0 0 0 6 8 4 6 8 4 ; 0
9 9

0 0 6 18 0 0 0 0 6 12 12 10 6 12 12 10 ; 0

2 20 0 6 6 0 0 4 4 6 0 0 0 2 0 ; 0
9 9

4 2 2 2 40 0 6 2 0 0 4 6 4 0 2 ; 0
3 9 9 9 27

20 16 8 26140 0 6 10 0 0 4 6 8 4 2 ; 0
3 9 3 9 27

0 0 6 18 0 0 4 12 6 12 12

;

− −

− − −

− − − −

− − − −

− − −

  = W G

3810 2 4 4 ; 0
9

2 11 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 ; 0
3 27

84 21 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 ; 0
3 3 27

5 10 52 4 4 1 2 2 11 2 2 0 0 0 0 ;
3 3 3 3 9 27 27 27 81 3

5 8 8 20 10 8 16 16 404 2 4 4 21 2 2 ;
3 3 3 3 9 3 3 3 9 27 27 27 81 3

2 11 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 ; 0
3 27

84 21 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 ; 0
3 3 27

5 10 52 1 4 2 4 21 0 2 0 2 0 0
3 27 3 27 3 27 3 9 81

1;
3

8 8 16 8 16 5 20 10 404 2 4 4 21 2 2 ;
3 3 27 3 3 27 3 3 27 3 9 9 81 3

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

biçiminde bulunur. Bulunan bu sistem çözülerek bilinmeyen Lerch katsayılar matrisi 

10 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
4

T

 =
 

A  

elde edilir ve 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 , ,u x t x t  = X C X C A  

denkleminde yerine yazılırsa  

( ) ( )3, , ,u x t u x t xt= =   

bulunur ve bulunan bu sonuç tam çözüme eşittir. 

 

Şimdi de Pell matris sıralama yöntemi ile problemin yaklaşık çözümünü 

bulalım. Laplace denklemin Pell matris sıralama yönteminin temel matris denklemi  

( ) ( ) ( ) ( )  ( )2 2 ,x t x t g x t+ =X B SX S X SX B S A  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2,x t x t x t= +W X B SX S X SX B S  



41 

olup buradaki matrislerden sadece S  ve S  matrisleri farklıdır ve bu matrisler 

1 0 1 0

0 2 0 4

0 0 4 0

0 0 0 8

 
 
 =
 
 
  

S  ve  , , ,diag=S S S S S  

dir. Temel matris denkleminde matrisler yerine konulur ve , 0,1, 2,3  =  için 

sıralama noktalarını da kullanarak gerekli işlemler yapılırsa 

 

0 0 8 0 0 0 0 0 8 0 16 0 0 0 0 0 ; 0

16 176 7840 0 8 16 0 0 0 0 8 0 0 0 0 ; 0
3 9 27

32 272 19520 0 8 32 0 0 0 0 8 0 0 0 0 ; 0
3 9 27

0 0 8 48 0 0 0 0 8 16 48 144 0 0 0 0 ; 0

16 176 7840 0 8 0 0 0 0 8 0 0 16 0 0 ; 0
3 9 27

16 32 16 208 976 32 976 14080 0 8 16 0 0 8 16 ; 0
3 3 3 9 27 3 27 27

16 64 32 304 23360 0 8 32 0 0 8
3 3 3 9

; =W G

64 1552 358416 ; 0
27 3 27 27

16 464 496 2512 24320 0 8 48 0 0 32 8 16 16 32 ; 0
3 9 3 27 9

32 272 19520 0 8 0 0 0 0 8 0 0 32 0 0 ; 0
3 9 27

32 64 16 304 1552 64 2336 35840 0 8 16 0 0 8 32 ; 0
3 3 3 9 27 3 27 27

32 128 32 400 3488 128 3488 87040 0 8 32 0 0 8 32 ; 0
3 3 3 9 27 3 27 27

32 50 0 8 48 0 0 64 8 16
3

60 688 5408 563232 64 ; 0
9 3 27 9

0 0 8 0 0 0 16 0 8 0 48 0 48 0 144 0 ; 0

16 464 2512 496 24320 0 8 16 0 0 16 32 8 48 32 ; 0
3 9 27 3 9

32 560 5408 688 56320 0 8 32 0 0 16 64 8 48 64 ; 0
3 9 27 3 9

0 0 8 48 0 0 16 96 8 16 80 336 48 96 336 1152 ; 0

 
 
 
 
 
 
 
 























 

























 

matrisi elde edilir. Ardından Dirichlet koşulları için 

( ) ( ) ( )1 ,0 0U x x= X SX S , ( ) ( ) ( )2 ,1 1U x x= X SX S  

( ) ( ) ( )3 0, 0U t t= X SX S , ( ) ( ) ( )4 1, 1U t t= X SX S  

olup matrisler yerlerine konulur ve , 1, 2  =  için sıralama noktalarını da 

kullanarak gerekli işlemler yapılırsa 

 1 1

13 132 2 44 441 0 1 0 0 0 0 0 0 0 ; 0
3 3 9 9 27 27

;
25 25 136 1364 41 0 1 0 0 0 0 0 0 0 ; 0

3 3 9 9 27 27

 
 =
 
  

U Φ

 2 2

10 13 26 65 52 88 220 1762 4 44 11 2 5 12 8 ;
3 3 3 9 9 9 3 27 27 27 9 3

;
8 20 25 50 125 100 136 272 680 5444 21 2 5 12 16 ;

3 3 3 9 9 9 3 27 27 27 9 3

 
 =
 
  

U Φ
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 3 3

13 132 44 2 441 0 0 0 0 1 0 0 0 0 ; 0
3 9 27 3 9 27

;
25 136 25 1364 41 0 0 0 0 1 0 0 0 0 ; 0

3 9 27 3 9 27

 
 =
 
  

U Φ

 4 4

13 26 88 10 65 220 52 1762 44 4 11 2 5 12 8 ;
3 9 27 3 9 27 3 9 27 3 9 3

;
25 136 8 50 272 20 125 680 100 5444 21 2 5 12 16 ;

3 9 27 3 9 27 3 9 27 3 9 3

 
 =
 
  

U Φ
 

elde edilir. Daha sonra  ;W G  matrisinin sondan sekiz satırı silinip yerine elde edilen 

koşul matrisleri yazılarak 

0 0 8 0 0 0 0 0 8 0 16 0 0 0 0 0 ; 0

16 176 7840 0 8 16 0 0 0 0 8 0 0 0 0 ; 0
3 9 27

32 272 19520 0 8 32 0 0 0 0 8 0 0 0 0 ; 0
3 9 27

0 0 8 48 0 0 0 0 8 16 48 144 0 0 0 0 ; 0

16 176 7840 0 8 0 0 0 0 8 0 0 16 0 0 ; 0
3 9 27

16 32 16 208 976 32 976 14080 0 8 16 0 0 8 16 ; 0
3 3 3 9 27 3 27 27

16 64 320 0 8 32 0 0 8
3 3 3

;  =
  
W G

304 2336 64 1552 358416 ; 0
9 27 3 27 27

16 464 496 2512 24320 0 8 48 0 0 32 8 16 16 32 ; 0
3 9 3 27 9

13 132 2 44 441 0 1 0 0 0 0 0 0 0 ; 0
3 3 9 9 27 27

25 25 136 1364 41 0 1 0 0 0 0 0 0 0 ; 0
3 3 9 9 27 27

10 13 26 65 52 88 220 1762 4 44 11 2 5 12 8 ;
3 3 3 9 9 9 3 27 27 27 9 3

8 20 25 50 12541 2 5 12 16
3 3 3 9 9 9

100 136 272 680 544 2;
3 27 27 27 9 3

13 132 44 2 441 0 0 0 0 1 0 0 0 0 ; 0
3 9 27 3 9 27

25 136 25 1364 41 0 0 0 0 1 0 0 0 0 ; 0
3 9 27 3 9 27

13 26 88 10 65 220 52 1762 44 4 11 2 5 12 8 ;
3 9 27 3 9 27 3 9 27 3 9 3

25 136 8 50 272 20 125 680 100 5444 21 2 5 12 16 ;
3 9 27 3 9 27 3 9 27 3 9 3





































 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 

biçiminde bulunur. Bulunan bu sistem çözülerek bilinmeyen Pell katsayılar matrisi 

10 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
4

T

 =
 

A  

elde edilir ve 

( ) ( ) ( )3 ,u x t x t= X SX SA  

denkleminde yerine yazılırsa  

( ) ( )3, ,u x t u x t xt= =   

bulunur ve bulunan bu sonuç tam çözüme eşittir. 
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Tablo 4.4. Örnek 4.4’ün N=3 için Lerch ve Pell matris sıralama metotlarıyla elde 

edilen yaklaşık çözümlerin Yüzde hata karşılaştırmaları.  

 

x t 

Yüzde Hata 

Lerch matris 

sıralama metodu 

Pell matris 

sıralama metodu 

Gauss-Seidel 

metodu 

[37] 

0.2 0.2 0.000 0.000 0.217 

0.4 0.2 0.000 0.000 0.142 

0.6 0.2 0.000 0.000 0.076 

0.8 0.2 0.000 0.000 0.028 

0.2 0.6 0.000 0.000 0.076 

0.4 0.6 0.000 0.000 0.050 

0.6 0.6 0.000 0.000 0.027 

0.8 0.6 0.000 0.000 0.010 

 

 

Örnek 4.5. [38] 0xx ttu u+ = ,  , 0,1x t  Laplace denkleminin 

( ),0 0u x = , ( ) ( ),1 sinu x x= , ( )0, 0u t = , ( )1, 0u t =  

Dirichlet sınır koşulları altındaki çözümünü bulalım. Bu problemin analitik çözümü 

( )
( ) ( )

( )

sin sinh
,

sinh

x t
u x t

 


=  dir. Problemin yaklaşık çözümleri 15N = , 18N =  ve 

20N =  değerleri için Pell matris sıralama yöntemi ve 18N = , 20N = , 2 =  ve 

250 =  değerleri için Lerch matris sıralama yöntemi kullanılarak hesaplanmıştır. 

Elde edilen sonuçlar Şekil 4.15-21 ve Tablo 4.5. de gösterilmiştir. 
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Şekil 4.15. Örnek 4.5’in analitik ve yaklaşık çözümlerinin x’ in bazı değerlerinde 

karşılaştırılması. 

 

 

Şekil 4.16. Örnek 4.5’in analitik ve yaklaşık çözümlerinin t’nin bazı değerlerinde 

karşılaştırılması. 
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Şekil 4.17. Örnek 4.5’in yaklaşık çözümlerinin analitik çözümle karşılaştırılması. 

 

Tablo 4.5. Örnek 4.5’in mutlak hata karşılaştırmaları. 

 

x=t 

Pell polinomlarına dayalı 

yaklaşık çözüm 

 Lerch polinomlarına dayalı 

yaklaşık çözüm UANN 

[38] 

MANN 

[38] 
15N =  18N =  20N =  

18N =  
250 =  

20N =  
2 =  

20N =  
250 =  

0.1 6.85E-6 1.55E-8 4.11E-10  6.71E-9 3.48E-9 3.06E-10 1.23E-5 4.20E-8 

0.2 2.73E-5 6.23E-8 1.65E-9  2.68E-8 1.40E-8 1.23E-9 2.24E-5 3.90E-8 

0.3 6.12E-5 1.39E-7 3.74E-9  5.99E-8 3.25E-8 2.81E-9 4.80E-5 5.61E-7 

0.4 1.07E-4 2.42E-7 6.78E-9  1.04E-7 6.25E-8 5.22E-9 8.11E-5 5.92E-7 

0.5 1.63E-4 3.63E-7 1.10E-8  1.53E-7 1.12E-7 8.94E-9 2.31E-4 6.28E-7 

0.6 2.22E-4 4.82E-7 1.73E-8  1.91E-7 1.94E-7 1.51E-8 4.55E-4 7.08E-7 

0.7 2.72E-4 5.69E-7 2.69E-8  1.69E-7 3.29E-7 2.66E-8 6.58E-4 9.37E-7 

0.8 2.89E-4 5.84E-7 4.17E-8  2.71E-8 5.37E-7 4.93E-8 7.88E-4 5.62E-6 

0.9 2.22E-4 4.40E-7 5.30E-8  4.91E-7 7.70E-7 8.21E-8 4.55E-4 3.87E-6 
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Şekil 4.18. Örnek4.5’deki yaklaşık çözümlerin x=0 için mutlak hata karşılaştırmaları. 

 

 

Şekil 4.19. Örnek4.5’deki yaklaşık çözümlerin x=1 için mutlak hata karşılaştırmaları. 

 

 

Şekil 4.20. Örnek4.5’deki yaklaşık çözümlerin t=0 için mutlak hata karşılaştırmaları. 
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Şekil 4.21. Örnek4.5’deki yaklaşık çözümlerin t=1 için mutlak hata karşılaştırmaları. 

 

Örnek 4.6. [39] Her iki ucu sabitlenmiş 2L =  uzunluğundaki elastik bir yayı göz 

önüne alalım. Yayın başlangıç yer değiştirmesinin ( ) ( )5sin
2

xf x = , başlangıç 

hızının ( ) 0g x =  ve 1 =  olduğunu varsayalım. 0 x L   ve 0 2t   için 

yayın ( ),u x t  yer değiştirmesini bulalım. 

 

Yayın sadece başlangıç yer değiştirmesi ( )f x  ve başlangıç hızı ( )g x  ile 

hareket ettirildiğini varsayarsak, yayın serbest titreşimi 

2

tt xxu u=  ( =sabit>0), 0 x L  , 0t   

( ) ( ),0u x f x= , ( ) ( ),0tu x g x=  

( ) ( )0, , 0u t u L t= =  

başlangıç-sınır değer problemi ile ifade edilebilir. Bu problemin analitik çözümü 

( ) ( ) ( ), 5sin cos
2 2

x tu x t  =  dir. Problemin yaklaşık çözümleri 18N =  ve 20N =  

değerleri için, Pell matris sıralama yöntemi ve 18N = , 20N = , 3 =  ve 100 =  

değerleri için Lerch matris sıralama yöntemi kullanılarak hesaplanmıştır. Elde edilen 

sonuçlar Şekil 1-3 ve Tablo 1 de gösterilmiştir. 
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Şekil 4.22. Örnek 4.6’nın analitik ve yaklaşık çözümlerinin x’ in bazı değerlerinde 

karşılaştırılması. 

 

 

Şekil 4.23. Örnek 4.6’nın analitik ve yaklaşık çözümlerinin t’nin bazı değerlerinde 

karşılaştırılması. 
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Şekil 4.24. Örnek 4.6’nın yaklaşık çözümlerinin analitik çözümle karşılaştırılması. 

 

Tablo 4.6. Örnek 4.6’nın bağıl hata karşılaştırmaları. 

 

x t 

Pell polinomlarına dayalı 

yaklaşık çözüm 
 

Lerch polinomlarına dayalı 

yaklaşık çözüm 

18N =  20N =  
18N =  

3 =  

18N =  
100 =  

20N =  
3 =  

20N =  
100 =  

0.2 0.2 3.64E-11 3.13E-12  1.83E-12 1.69E-11 6.86E-14 1.06E-13 

0.4 0.4 6.71E-11 8.44E-13  1.72E-12 9.21E-12 5.17E-14 9.26E-13 

0.6 0.6 6.69E-12 3.98E-12  5.50E-13 8.79E-11 3.41E-14 2.39E-12 

0.8 0.8 7.87E-10 1.22E-11  5.58E-10 8.87E-10 8.55E-12 2.40E-12 

1.2 1.2 6.76E-06 1.08E-07  1.03E-05 8.09E-06 4.29E-09 2.24E-08 

1.4 1.4 5.79E-05 4.85E-07  1.97E-04 6.16E-05 2.06E-07 1.72E-07 

1.6 1.6 3.83E-04 4.97E-06  1.90E-03 1.01E-04 9.19E-06 2.38E-06 

1.8 1.8 1.32E-02 2.57E-04  3.51E-03 6.24E-03 7.85E-04 6.03E-05 
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Şekil 4.25. Örnek4.6’daki yaklaşık çözümlerin x=0 için mutlak hata karşılaştırmaları. 

 

 

Şekil 4.26. Örnek4.6’daki yaklaşık çözümlerin x=2 için mutlak hata karşılaştırmaları. 

 

 

Şekil 4.27. Örnek4.6’daki yaklaşık çözümlerin t=0 için mutlak hata karşılaştırmaları. 
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Şekil 4.28. Örnek4.6’daki yaklaşık çözümlerin t=2 için mutlak hata karşılaştırmaları. 

 

Örnek 4.7. [39] Şekil 4.29.a da verilen Laplace denklemini ve Şekil 4.29.b de 

verilen Laplace denklemini göz önüne alalım. 

      

Şekil 4.29. ( )a  Neumann koşulları altında Laplace denklemi. ( )b  Neumann 

koşulları altında Laplace denklemi. 

 

Denklemlerin çözümüne geçmeden önce, denklemlerin verilmiş olan koşullar 

altında çözümlerinin olup olmadığı araştırılmalıdır. Neumann Probleminde çözümün 

varlığı tamamen sınırın farklı kısımları boyunca öngörülen n

u
u

n


=


 normal 

türevlere bağlıdır. Yani sınır üzerinde alınan normal türevlerin eğrisel integralleri sıfır 

olmadığı sürece çözüm mevcut değildir. Dolayısıyla çözümün olabilmesi için 

0
C

u
ds

n


=


 

olmalıdır [39]. Şimdi sırayla Şekil 4.29.a da verilen Laplace denkleminin ve 
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Şekil4.29.b de verilen Laplace denkleminin çözümünün olup olmadığını araştıralım. 

Şekil 4.29.a da verilen Laplace denkleminin Neumann koşullarının eğrisel integrali 

( ) ( )
3 2 3 2

0 0 0 0

1 1 1 0
C

u
ds xdx t dt x dx t dt

n


= + − + − − = − 

      

olduğundan çözüm mevcut değildir. Şekil 4.29.b de verilen Laplace denkleminin 

Neumann koşullarının eğrisel integrali 

3 2 3 2

0 0 0 0

0
C

u
ds xdx t dt xdx t dt

n


= + − − =

      

olup çözüm vardır. Bu denklemin  

( ),0tu x x= , ( ), 2tu x x= , ( )0,xu t t= , ( ),3xu x t=  

Neumann koşulları altındaki tam çözümü xt  dir. Şimdi denklemin çözümünü 3N =  

ve 5 =  için Lerch matris sıralama yöntemiyle ve 3N =  için Pell matris sıralama 

yöntemiyle bulalım. Denklemin yaklaşık çözümünü 3N =  ve 5 =  için ( )3.6  

kesilmiş Lerch serisi formunda ve 3N =  için ( )3.7  kesilmiş Pell serisi formunda 

araştıralım. Bunun için öncelikle  

b a
x a

N
 

−
= + , 

0
0

T
t

N
 

−
= + , , 0,1,2, , N  =  

eşitliklerinden 

 0 1 2 30, 1, 2, 3x x x x= = = =  ve  0 1 2 2
2 40, , , 2

3 3
y y y y= = = =  

sıralama noktaları belirleyelim. Daha sonra Laplace denklemin sırasıyla Lerch matris 

sıralama yöntemi ve Pell matris sıralama yöntemi için oluşturulan temel matris 

denklemlerini kullanarak yaklaşık çözümleri bulalım. Laplace denklemin Lerch 

matris sıralama yönteminin temel matris denklemi  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )  ( )2 2 ,x t x t g x t   + =X B C X C X C X B C A  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2,x t x t x t   = +W X B C X C X C X B C  

ve buradaki matrisler 
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0 1 0 0

0 0 2 0

0 0 0 3

0 0 0 0

 
 
 =
 
 
  

B , 2

0 0 2 0

0 0 0 6

0 0 0 0

0 0 0 0

 
 
 =
 
 
  

B , 
( )

1 0 0 0

5 50 5
2 35

0 0 15 15

0 0 0 35



 
 

− 
= =  

− 
 
 

C
, 

 , , ,diag=B B B B B , 2 2 2 2 2, , ,diag  =  B B B B B , 

( ) 2 31x x x x =  X , ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , ,x diag x x x x=   X X X X X ,  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )5 5 , 5 , 5 , 5diag    = = = = = =  C C C C C  ve ( ), 0g x t =   

şeklinde olup matrisler yerlerine konulur ve , 0,1, 2,3  =  için sıralama noktalarını 

da kullanarak gerekli işlemler yapılırsa 

 

0 0 30 30 0 0 0 0 30 0 0 0 30 0 0 0 ; 0

1300 13000 0 30 110 0 0 0 0 30 100 150 30 100 150 ; 0
9 9

15800 158000 0 30 250 0 0 0 0 30 200 700 30 200 700 ; 0
9 9

0 0 30 390 0 0 0 0 30 300 1650 6700 30 300 1650 6700 ; 0

0 0 30 30 0 0 150 150 30 0 375 375 180 0 650 650 ; 0

0 0

;

− −

− − − −

− − − −

− − − −

− − − −

=W G

1367530 110 0 0 150 550 30 100 525 180 600 1550 3250 ; 0
9

439250 0 30 250 0 0 150 1250 30 200 1075 180 1200 4850 15950 ; 0
9

0 0 30 390 0 0 150 1950 30 300 2025 11575 180 1800 10550 48650 ; 0

0 0 30 30 0 0 300 300 30 0 1650 1650 390 0 6700 6700 ; 0

0 0 30 110 0 0 300 1100

− − − −

55750 23800030 100 1800 390 1300 8650 ; 0
9 9

139550 7079000 0 30 250 0 0 300 2500 30 200 2350 390 2600 15800 ; 0
9 9

0 0 30 390 0 0 300 3900 30 300 3300 28150 390 3900 28150 174200 ; 0

0 0 30 30 0 0 450 450 30 0 3825 3825 600 0 24450 24450 ; 0

0 0 30 110 0 0 450 1650 3

− − − −

127525 8328500 100 3975 600 2000 27450 ; 0
9 9

302675 21497500 0 30 250 0 0 450 3750 30 200 4525 600 4000 38450 ; 0
9 9

0 0 30 390 0 0 450 5850 30 300 5475 56425 600 6000 57450 451850 ; 0

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  

matrisi elde edilir. Ardından Neumann koşulları için 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 ,0 0U x x  = X C X BC ,     ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 , 2 2U x x  = X C X BC

( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 0, 0U t t = X BC X C ,     ( ) ( ) ( ) ( ) ( )4 3, 3U t t = X BC X C  

olup matrisler yerlerine konulur ve , 1, 2  =  için sıralama noktalarını da 

kullanarak gerekli işlemler yapılırsa 
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1 1

5 5 25 25 125 125 125 325 325 3250 5 0 25 0 0 ; 1
2 3 2 3 2 4 6 3 6 9

5 5 50 275 275 3350 1675 33500 5 0 50 25 0 275 0 ; 2
2 3 3 2 3 3 3 9

;
 − − − −
     − − − −  

=U Φ  

2 2

115 1085 575 5425 125 2875 27125 325 7475 705250 5 0 25 0 0 ; 1
2 3 2 3 2 4 6 3 6 9

115 1085 10850 6325 59675 3350 38525 7269500 5 0 50 575 0 275 0 ; 2
2 3 3 2 3 3 3 9

;
 
  

   
  

=U Φ  

3 3

50 650 5 25 25 325 5 50 25 650 20 0 0 0 5 25 ;
3 27 2 3 2 27 3 9 3 81 3

100 350 7900 5 50 175 3950 5 100 350 7900 40 0 0 0 5 ;
3 3 27 2 3 3 27 3 9 9 81 3

;
 − − − −
  

   − − − −  

=U Φ  

4 4

50 650 175 875 875 11375 2570 25700 12850 334100 20 0 0 0 5 25 ;
3 27 2 3 2 27 3 9 3 81 3

100 350 7900 175 1750 6125 138250 2570 51400 179900 4060600 40 0 0 0 5 ;
3 3 27 2 3 3 27 3 9 9 81 3

;
 
  

   
  

=U Φ

elde edilir. Daha sonra  ;W G  matrisinin sondan sekiz satırı silinip yerine elde 

edilen koşul matrisleri yazılarak 

0 0 30 30 0 0 0 0 30 0 0 0 30 0 0 0 ; 0

1300 13000 0 30 110 0 0 0 0 30 100 150 30 100 150 ; 0
9 9

15800 158000 0 30 250 0 0 0 0 30 200 700 30 200 700 ; 0
9 9

0 0 30 390 0 0 0 0 30 300 1650 6700 30 300 1650 6700 ; 0

0 0 30 30 0 0 150 150 30 0 375 375 180 0 650

;

− −

− − − −

− − − −

− − − −

− − −

 
  

=W G

650 ; 0

136750 0 30 110 0 0 150 550 30 100 525 180 600 1550 3250 ; 0
9

439250 0 30 250 0 0 150 1250 30 200 1075 180 1200 4850 15950 ; 0
9

0 0 30 390 0 0 150 1950 30 300 2025 11575 180 1800 10550 48650 ; 0

5 5 25 25 125 125 125 325 325 3250 5 0 25 0 0 ; 1
2 3 2 3 2 4 6 3 6 9

50 5

−

− − − −

− 5 50 275 275 3350 1675 33500 50 25 0 275 0 ; 2
2 3 3 2 3 3 3 9

115 1085 575 5425 125 2875 27125 325 7475 705250 5 0 25 0 0 ; 1
2 3 2 3 2 4 6 3 6 9

115 1085 10850 6325 59675 3350 38525 7269500 5 0 50 575 0 275 0 ; 2
2 3 3 2 3 3 3 9

50 650 5 25 25 325 5 50 250 0 0 0 5 25
3 27 2 3 2 27 3 9 3

− − −

− − − − 650 2;
81 3

100 350 7900 5 50 175 3950 5 100 350 7900 40 0 0 0 5 ;
3 3 27 2 3 3 27 3 9 9 81 3

50 650 175 875 875 11375 2570 25700 12850 334100 20 0 0 0 5 25 ;
3 27 2 3 2 27 3 9 3 81 3

100 350 7900 175 1750 6125 138250 2570 51400 179900 4060600 40 0 0 0 5 ;
3 3 27 2 3 3 27 3 9 9 81 3



− − − −




 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 

biçiminde bulunur. Bulunan bu sistem çözülerek bilinmeyen Lerch katsayılar matrisi 

10 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
25

T

 =
 

A  

elde edilir ve 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 , ,u x t x t  = X C X C A  
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denkleminde yerine yazılırsa  

( ) ( )3, , ,u x t u x t xt= =   

bulunur ve bulunan bu sonuç problemin tam çözümüne eşittir. Şimdi de Pell matris 

sıralama yöntemi ile problemin yaklaşık çözümünü bulalım. Laplace denklemin Pell 

matris sıralama yönteminin temel matris denklemi  

( ) ( ) ( ) ( )  ( )2 2 ,x t x t g x t+ =X B SX S X SX B S A  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2,x t x t x t= +W X B SX S X SX B S  

olup buradaki matrislerden sadece S  ve S  matrisleri farklıdır ve bu matrisler 

1 0 1 0

0 2 0 4

0 0 4 0

0 0 0 8

 
 
 =
 
 
  

S  ve  , , ,diag=S S S S S  

dir. Temel matris denkleminde matrisler yerine konulur ve , 0,1, 2,3  =  için 

sıralama noktalarını da kullanarak gerekli işlemler yapılırsa 

 

0 0 8 0 0 0 0 0 8 0 16 0 0 0 0 0 ; 0

32 272 19520 0 8 32 0 0 0 0 8 0 0 0 0 ; 0
3 9 27

64 656 69760 0 8 64 0 0 0 0 8 0 0 0 0 ; 0
3 9 27

0 0 8 96 0 0 0 0 8 32 144 672 0 0 0 0 ; 0

0 0 8 0 0 0 16 0 8 0 48 0 48 0 144 0 ; 0

32 560 5408 688 56320 0 8 32 0 0 16 64 8 48 64 ; 0
3 9 27 3 9

64 944 138880 0 8 64 0 0 16 128 8 48 128
3 9 27

; =W G

1456 17408 ; 0
3 9

0 0 8 96 0 0 16 192 8 32 176 1056 48 192 912 4608 ; 0

0 0 8 0 0 0 32 0 8 0 144 0 96 0 672 0 ; 0

32 15776 2528 2508814240 0 8 32 0 0 32 128 8 96 128 ; 0
3 9 27 3 9

64 1808 34624 4064 624640 0 8 64 0 0 32 256 8 96 256 ; 0
3 9 27 3 9

0 0 8 96 0 0 32 384 8 32 272 2208 96 384 2208 13824 ; 0

0 0 8 0 0 0 48 0 8 0 304 0 144 0 1968 0 ; 0

32 2864 33056 240640 0 8 32 0 0 48 192 8 144 192 2224 ; 0
3 9 27 3

64 3248 69184 542720 0 8 64 0 0 48 384 8 144 384 2992 ; 0
3 9 27 3

0 0 8 96 0 0 48 576 8 32 432 4128 144 576 4272 32256 ; 0
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matrisi elde edilir. Ardından Neumann koşulları için 

( ) ( ) ( )1 ,0 0U x x= X SX BS ,     ( ) ( ) ( )2 ,2 2U x x= X SX BS  

( ) ( ) ( )3 0, 0U t t= X BSX S ,     ( ) ( ) ( )4 3, 3U t t= X BSX S  

olup matrisler yerlerine konulur ve , 1, 2  =  için sıralama noktalarını da 

kullanarak gerekli işlemler yapılırsa 

1 1

0 2 0 4 0 4 0 8 0 10 0 20 0 24 0 48 ; 1

0 2 0 4 0 8 0 16 0 34 0 68 0 144 0 288 ; 2
;

 
    

 
=U Φ

2 2

0 2 16 100 0 4 32 200 0 10 80 500 0 24 192 1200 ; 1

0 2 16 100 0 8 64 400 0 34 272 1700 0 44 1152 7200 ; 2
;

 
    

 
=U Φ  

3 3

8 50 272 16 100 544 20 0 0 0 2 0 0 0 0 4 ;
3 9 27 3 9 27 3

16 146 1312 32 292 2624 40 0 0 0 2 0 0 0 0 4 ;
3 9 27 3 9 27 3

;
 
  

   
  

=U Φ

4 4

8 50 272 200 1088 880 5500 29920 20 0 0 0 2 24 32 220 ;
3 9 27 3 9 3 9 27 3

16 146 1312 584 5248 1760 16060 144320 40 0 0 0 2 24 64 220 ;
3 9 27 3 9 3 9 27 3

;
 
     
  

=U Φ  

elde edilir. Daha sonra  ;W G  matrisinin sondan sekiz satırı silinip yerine elde edilen 

koşul matrisleri yazılarak 

0 0 8 0 0 0 0 0 8 0 16 0 0 0 0 0 ; 0

32 272 19520 0 8 32 0 0 0 0 8 0 0 0 0 ; 0
3 9 27

64 656 69760 0 8 64 0 0 0 0 8 0 0 0 0 ; 0
3 9 27

0 0 8 96 0 0 0 0 8 32 144 672 0 0 0 0 ; 0

0 0 8 0 0 0 16 0 8 0 48 0 48 0 144 0 ; 0

32 560 5408 688 56320 0 8 32 0 0 16 64 8 48 64 ; 0
3 9 27 3 9

64 944 13880 0 8 64 0 0 16 128 8
3 9

; 
  

=W G

8 1456 1740848 128 ; 0
27 3 9

0 0 8 96 0 0 16 192 8 32 176 1056 48 192 912 4608 ; 0

0 2 0 4 0 4 0 8 0 10 0 20 0 24 0 48 ; 1

0 2 0 4 0 8 0 16 0 34 0 68 0 144 0 288 ; 2

0 2 16 100 0 4 32 200 0 10 80 500 0 24 192 1200 ; 1

0 2 16 100 0 8 64 400 0 34 272 1700 0 44 1152 7200 ; 2

8 50 272 16 100 0 0 0 2 0 0 0 0 4
3 9 27 3

0 544 2;
9 27 3

16 146 1312 32 292 2624 40 0 0 0 2 0 0 0 0 4 ;
3 9 27 3 9 27 3

8 50 272 200 1088 880 5500 29920 20 0 0 0 2 24 32 220 ;
3 9 27 3 9 3 9 27 3

16 146 1312 584 5248 1760 16060 144320 40 0 0 0 2 24 64 220 ;
3 9 27 3 9 3 9 27 3
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biçiminde bulunur. Bulunan bu sistem çözülerek bilinmeyen Pell katsayılar matrisi 

10 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
4

T

 =
 

A  

elde edilir ve 

( ) ( ) ( )3 ,u x t x t= X SX SA  

denkleminde yerine yazılırsa  

( ) ( )3, ,u x t u x t xt= =   

bulunur ve bulunan bu sonuç problemin tam çözümüne eşittir. 

Örnek 4.8. [40] 2 2 5 5
12.5 25 cos cos

2 2
xx tt

x t
u u u

 
 + − = −  denkleminin 

( ), 0
u

x t
n


=


, 0 , 0.4x t   

Neumann sınır koşulları altındaki çözümünü bulalım. Bu problemin analitik çözümü 

( ) ( ) ( )5 5, cos cos
2 2

x tu x t  =  dir. Problemin yaklaşık çözümleri 15N = , 18N =  

ve 20N =  değerleri için Pell matris sıralama yöntemi ve 18N = , 20N = , 1
5

 =  ve 

90 =  değerleri için Lerch matris sıralama yöntemi kullanılarak hesaplanmıştır. Elde 

edilen sonuçlar Şekil 4.30-36 ve Tablo 4.7 de gösterilmiştir. 

 

Tablo 4.7. Örnek 4.8’in bağıl hata karşılaştırmaları. 

 

x t 

Pell polinomlarına dayalı 

yaklaşık çözüm 

 Lerch polinomlarına dayalı 

yaklaşık çözüm 
Sonlu 

elemanlar 

metodu 

[41] 
15N =  18N =  20N =  

18N =  

1
5 =  

18N =  
90 =  

20N =  

1
5 =  

0.125 0.125 1.79E-6 2.33E-7 1.39E-7  1.03E-8 8.03E-5 3.26E-9 3.83E-2 

0.125 0.25 9.85E-7 4.95E-7 1.12E-7  2.79E-8 1.73E-4 2.90E-8 2.59E-2 

0.25 0.125 1.34E-5 1.12E-6 8.96E-7  4.45E-8 3.81E-4 8.66E-9 2.59E-2 

0.25 0.25 2.81E-6 2.79E-6 8.66E-7  1.58E-7 9.74E-4 1.68E-7 1.30E-1 
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Şekil 4.30. Örnek 4.8’in analitik ve yaklaşık çözümlerinin x’in bazı değerlerinde 

karşılaştırılması. 

 

 

 

Şekil 4.31. Örnek 4.8’in analitik ve yaklaşık çözümlerinin t’nin bazı değerlerinde 

karşılaştırılması. 
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Şekil 4.32. Örnek 4.8’in yaklaşık çözümlerinin analitik çözümle karşılaştırılması. 

 

 

 

 

Şekil 4.33. Örnek4.8’deki yaklaşık çözümlerin x=0 için mutlak hata karşılaştırmaları. 
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Şekil 4.34. Örnek4.8’deki yaklaşık çözümlerin x=0.4 için mutlak hata 

karşılaştırmaları. 

 

 

Şekil 4.35. Örnek4.8’deki yaklaşık çözümlerin t=0 için mutlak hata karşılaştırmaları. 

 

 

Şekil 4.36. Örnek4.8’deki yaklaşık çözümlerin t=0.4 için mutlak hata 

karşılaştırmaları. 
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Örnek 4.9 [42] Elektromanyetik alan teorisinde koordinatsız bir formda verilen 

Maxwell denklemleri  

t


 = + = +


d

D
H J J J ,  

t


 = −



B
E ,  • =D  

0• =B , 0
t


+ • =


J                    ( )4.1  

düzenlenerek sönümlenmiş dalga denklemini verecek şekilde kartezyen 

koordinatlarda yazılabilir. ( )4.1  denklem sistemindeki bağımlı değişkenlerin sayısı 

denklem sayısından fazla olduğundan dolayı bağımlı değişkenler arasındaki gerekli 

ek bağıntıları sağlamak üzere 

D = E ; B = H ; J = E                 ( )4.2  

denklemleri kullanılır. Böylece ( )4.1  ve ( )4.2  denklemleri ( ),E x t  de bir kısmi 

diferansiyel denklem sistemi vermek üzere kartezyen koordinatlarda 

2 2

2 2

1E E E

tt x



 

  
+ =

 
                   ( )4.3  

biçiminde yazılabilir. ( )4.3  denklemi ile verilen lineer sönümlenmiş dalga 

denklemi x  ve t  bağımsız değişkenlerinde ikinci mertebeden olduğundan iki 

başlangıç koşulu ve iki sınır koşulunu gerektirir [42]. 

1
Re

2





= −   ve 

2

21 1
Im 4

2


 

 

 
  = −  

  
 

 

olmak üzere 

( ) ( ), 0 cosE x t x= =  ve 
( )

( )
, 0

Re cos
E x t

x
t

 
 =

=


 

başlangıç koşulları ve 

( )0,
0

E x t

x

 =
=


 ve 

( )1,
0

E x t

x

 =
=


 

homojen Neumann sınır koşulları altında ( )4.3  denklemini ele alalım. Bu 

denklemin analitik çözümü ( ) ( ) ( )Re, cos Im costE x t e t x  =  dir. Denklemin 

yaklaşık çözümleri 18N = , 19N =  ve 20N =  değerleri için Pell matris sıralama 

yöntemi ve 19N = , 20N = , 1 =  ve 5000 =  değerleri için Lerch matris sıralama 

yöntemi kullanılarak hesaplanmıştır. Elde edilen sonuçlar Şekil 4.37-50 ve 

Tablo4.8-9’da gösterilmiştir. 
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Şekil 4.37. Örnek 4.9’un 1 = , 1 =  ve 0 =  iken analitik ve yaklaşık 

çözümlerinin x’in bazı değerlerinde karşılaştırılması. 

 

 

 

Şekil 4.38. Örnek 4.9’un 1 = , 1 =  ve 1 =  iken analitik ve yaklaşık 

çözümlerinin x’in bazı değerlerinde karşılaştırılması. 
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Şekil 4.39. Örnek 4.9’un 1 = , 1 =  ve 0 =  iken analitik ve yaklaşık 

çözümlerinin t’nin bazı değerlerinde karşılaştırılması. 

 

 

 

Şekil 4.40. Örnek 4.9’un 1 = , 1 =  ve 1 =  iken analitik ve yaklaşık 

çözümlerinin t’nin bazı değerlerinde karşılaştırılması. 
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Şekil 4.41. Örnek 4.9’un 1 = , 1 =  ve 0 =  için elde edilen yaklaşık 

çözümlerin analitik çözümle karşılaştırılması. 

 

 

Şekil 4.42. Örnek 4.9’un 1 = , 1 =  ve 1 =  için elde edilen yaklaşık 

çözümlerin analitik çözümle karşılaştırılması. 
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Tablo 4.8. 1 = , 1 =  ve 0 =  iken ve 1t =  için Örnek 4.9’un mutlak hata 

karşılaştırmaları. 

 

x  

Pell polinomlarına dayalı 

yaklaşık çözüm 

 Lerch polinomlarına dayalı 

yaklaşık çözüm 
Spline 

sıralama 

metodu 

[42] 
18N =  19N =  20N =  

19N =  
35.10 =  

20N =  

1 =  

20N =  
35.10 =  

0.0 1.3E-07 4.2E-09 6.7E-11  3.0E-09 2.1E-08 1.7E-10 2.5E-05 

0.1 8.4E-09 1.7E-08 1.7E-10  1.3E-08 1.1E-08 4.6E-10 2.1E-05 

0.2 1.2E-07 8.5E-08 8.0E-10  5.1E-08 3.5E-09 3.0E-09 2.0E-05 

0.3 3.6E-07 3.0E-08 3.2E-09  1.2E-07 1.0E-07 1.1E-08 1.6E-05 

0.4 1.7E-07 8.2E-07 1.1E-08  1.9E-07 8.0E-07 3.1E-08 2.0E-06 

0.5 6.7E-06 1.7E-06 2.9E-08  9.2E-08 4.5E-06 6.1E-08 0.0E+00 

0.6 6.6E-05 3.2E-06 5.5E-08  3.3E-06 1.9E-05 5.7E-08 2.0E-06 

0.7 4.3E-04 5.2E-06 4.6E-08   2.2E-05 6.7E-05 1.0E-07 1.6E-05 

0.8 2.2E-03 9.1E-06 1.0E-07  8.6E-05 1.8E-04 1.0E-06 2.0E-05 

0.9 9.7E-03 2.4E-05 3.9E-07  1.7E-05 3.8E-04 1.0E-05 2.1E-05 

1.0 2.4E-02 6.1E-05 3.3E-07  2.7E-05 4.9E-04 5.1E-05 2.5E-05 

 

 

 

Şekil 4.43. Örnek4.9’daki 1 = , 1 =  ve 0 =  için elde edilen yaklaşık 

çözümlerin x=0 için mutlak hata karşılaştırmaları. 
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Şekil 4.44. Örnek4.9’daki 1 = , 1 =  ve 0 =  için elde edilen yaklaşık 

çözümlerin x=1 için mutlak hata karşılaştırmaları. 

 

 

Şekil 4.45. Örnek4.9’daki 1 = , 1 =  ve 0 =  için elde edilen yaklaşık 

çözümlerin t=0 için mutlak hata karşılaştırmaları. 

 

 

Şekil 4.46. Örnek4.9’daki 1 = , 1 =  ve 0 =  için elde edilen yaklaşık 

çözümlerin t=1 için mutlak hata karşılaştırmaları. 
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Tablo 4.9. 1 = , 1 =  ve 1 =  iken ve 1t =  için Örnek 4.9’un mutlak hata 

karşılaştırmaları. 

 

x  

Pell polinomlarına dayalı 

yaklaşık çözüm 

 Lerch polinomlarına dayalı 

yaklaşık çözüm 
Spline 

sıralama 

metodu 

[42] 
18N =  19N =  20N =  

19N =  
35.10 =  

20N =  

1 =  

20N =  
35.10 =  

0.0 3.8E-08 1.7E-08 3.1E-08  2.0E-08 4.4E-08 3.1E-08 1.3E-05 

0.1 2.6E-08 1.7E-08 2.9E-08  1.2E-08 3.4E-08 2.9E-08 1.1E-05 

0.2 2.0E-08 1.7E-08 2.4E-08  1.9E-07 1.3E-08 2.6E-08 1.1E-05 

0.3 2.2E-07 1.6E-07 1.4E-08  1.0E-06 1.0E-07 2.3E-08 9.0E-06 

0.4 9.2E-07 7.0E-7 1.0E-08  3.7E-06 7.0E-07 2.7E-08 1.0E-06 

0.5 2.8E-06 1.9E-06 8.2E-08  1.0E-05 2.5E-06 4.3E-08 0.0E+00 

0.6 7.4E-06 1.9E-06 2.8E-07  1.7E-05 5.5E-06 6.8E-08 1.0E-06 

0.7 1.8E-05 1.4E-05 8.5E-07  1.4E-05 1.7E-07 1.2E-07 9.0E-06 

0.8 3.5E-05 1.0E-04 2.5E-06  4.1E-04 5.6E-05 2.3E-06 1.1E-05 

0.9 1.6E-05 4.3E-04 7.5E-06  3.2E-03 2.7E-04 1.8E-05 1.1E-05 

1.0 2.7E-04 1.0E-03 1.5E-05  1.1E-02 6.3E-04 6.9E-05 1.3E-05 

 

 

 

 

Şekil 4.47. Örnek4.9’daki 1 = , 1 =  ve 1 =  için elde edilen yaklaşık 

çözümlerin x=0 için mutlak hata karşılaştırmaları. 
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Şekil 4.48. Örnek4.9’daki 1 = , 1 =  ve 1 =  için elde edilen yaklaşık 

çözümlerin x=1 için mutlak hata karşılaştırmaları. 

 

 

Şekil 4.49. Örnek4.9’daki 1 = , 1 =  ve 1 =  için elde edilen yaklaşık 

çözümlerin t=0 için mutlak hata karşılaştırmaları. 

 

 

Şekil 4.50. Örnek4.9’daki 1 = , 1 =  ve 1 =  için elde edilen yaklaşık 

çözümlerin t=1 için mutlak hata karşılaştırmaları. 
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Örnek 4.10. [43] Tam çözümü ( ) 2,u x t x t=  olan 

( ) ( ), , 2xx ttu x t u x t t+ = , 0 , 1x t   

Poisson denkleminin 

( ) ( ) 2,0 ,0tu x u x x− + = − , ( ) ( ) 2,1 ,1 2tu x u x x+ =  

( ) ( )0, 0, 0xu t u t− + = , ( ) ( )1, 1, 3xu t u t t+ =  

Robin sınır koşulları altındaki çözümünü 3N =  ve 1 =  için Lerch matris 

sıralama yöntemiyle ve 2N =  için Pell matris sıralama yöntemiyle bulalım. 

Denklemin yaklaşık çözümünü 3N =  ve 1 =  için ( )3.6  kesilmiş Lerch serisi 

formunda ve 2N =  için ( )3.7  kesilmiş Pell serisi formunda araştıralım. Bunun 

için öncelikle  

b a
x a

N
 

−
= + , 

0
0

T
t

N
 

−
= + , , 0,1,2, , N  =  

eşitliklerinden Lerch matris sıralama yöntemi için 

0 1 2 3

1 2
0, , , 1

3 3
x x x x

 
= = = = 

 
 ve 0 1 2 3

1 2
0, , , 1

3 3
y y y y

 
= = = = 

 
 

sıralama noktaları ve Pell matris sıralama yöntemi için 

0 1 2

1
0, , 1

2
x x x

 
= = = 

 
 ve 0 1 2

1
0, , 1

2
y y y

 
= = = 

 
 

sıralama noktaları belirlenir. Daha sonra Poisson denklemin sırasıyla Lerch matris 

sıralama yöntemi ve Pell matris sıralama yöntemi için oluşturulan temel matris 

denklemlerini kullanarak yaklaşık çözümleri bulalım. Poisson denklemin Lerch 

matris sıralama yönteminin temel matris denklemi  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )  ( )2 2 ,x t x t g x t   + =X B C X C X C X B C A  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2,x t x t x t   = +W X B C X C X C X B C  

ve buradaki matrisler 



70 

0 1 0 0

0 0 2 0

0 0 0 3

0 0 0 0

 
 
 =
 
 
  

B , 2

0 0 2 0

0 0 0 6

0 0 0 0

0 0 0 0

 
 
 =
 
 
  

B , ( )

1 0 0 0

1 10 1
2 31

0 0 1 1

0 0 0 1



 
 

− 
= =  

− 
 
 

C ,

 , , ,diag=B B B B B , 2 2 2 2 2, , ,diag  =  B B B B B , 

( ) 2 31x x x x =  X , ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , ,x diag x x x x=   X X X X X ,  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 , 1 , 1 , 1diag    = = = = = =  C C C C C  ve ( ), 2g x t t=   

şeklinde olup matrisler yerlerine konulur ve , 0,1, 2,3  =  için sıralama noktalarını 

da kullanarak gerekli işlemler yapılırsa 

 

0 0 2 2 0 0 0 0 2 0 0 0 2 0 0 0 ; 0

2 1 2 2 1 2 20 0 2 0 0 0 0 0 2 2 ;
3 9 27 3 9 27 3

4 2 4 4 2 4 40 0 2 2 0 0 0 0 2 2 ;
3 9 27 3 9 27 3

2 20 0 2 4 0 0 0 0 2 2 1 2 2 1 ; 2
3 3

2 2 1 1 2 20 0 2 2 0 0 2 0 0 0 ; 0
3 3 9 9 27 27

2 2 2 2 2 20 0 2 0 0 0 0 2 0 0 0 ;
3 3 9 27 27 3

2 2 4 1 1 2 2 40 0 2 2 0 0 2 0 0 ;
3 3 3 9 27 27 27 3

0 0 2 4

;

− −

− − − −

− − − −

− − − −

− − − −

−

=W G

82 4 4 2 40 0 2 2 0 0 ; 2
3 3 9 9 27 27

4 4 2 2 4 40 0 2 2 0 0 2 0 2 0 ; 0
3 3 9 9 27 27

4 2 1 2 2 1 2 20 0 2 0 0 0 0 2 2 ;
3 3 9 27 3 27 27 3

10 10 84 4 4 4 4 40 0 2 2 0 0 2 2 ;
3 3 3 9 27 3 27 27 3

8 10 31 264 110 0 2 4 0 0 2 2 2 2 ; 2
3 3 9 9 27 27

2 20 0 2 2 0 0 2 2 2 0 1 1 4 0 ; 0
3 3

82 2 4 4 4 20 0 2 0 0 0 2 0 2 4 ;
3 9 27 3 9 27 3

0 0 2 2 0 0

− − − −

− − − −

31 8 10 264 11 42 2 2 4 ;
3 9 27 3 9 27 3

8 8 80 0 2 4 0 0 2 4 2 2 2 4 4 ; 2
3 3 3

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  

 

matrisi elde edilir. Ardından Robin sınır koşulları için 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 ,0 0 0U x x x   = − +X C X BC X C X C  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 ,1 1 1U x x x   = +X C X BC X C X C  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 0, 0 0U t t t   = − +X BC X C X C X C  
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )4 1, 1 1U t t t   = +X BC X C X C X C  

olup matrisler yerlerine konulur ve , 1, 2  =  için sıralama noktalarını da 

kullanarak gerekli işlemler yapılırsa 

1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 11 1 ;
2 3 3 3 6 9 18 18 36 54 27 27 54 81 9

1 1 2 2 1 2 1 1 1 1 2 2 1 2 41 1 ;
2 3 3 3 3 9 9 9 18 27 27 27 27 81 9

;

− − − − − − − − −
     −− − − − − − − −
 

=U Φ

2 2

5 5 5 51 2 2 1 1 1 1 2 2 21 2 2 ;
3 3 3 3 9 18 9 9 54 27 27 27 81 9

5 10 5 10 82 4 4 1 2 2 2 4 41 2 2 ;
3 3 3 3 9 9 9 9 27 27 27 27 81 9

;

− − − −
     
  

=U Φ

3 3

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 11 1 ; 0
3 18 27 3 18 27 2 6 36 54 3 9 54 81

2 1 2 2 1 2 1 1 1 1 1 2 1 21 1 ; 0
3 9 27 3 9 27 2 3 18 27 3 9 27 81

;
 − − − − − − − −
  

   − − − − − − −
 

=U Φ  

4 4

5 5 5 51 1 1 2 1 2 2 1 21 2 2 ; 1
3 18 27 3 9 27 3 9 27 3 9 54 81

5 10 5 102 1 2 4 2 4 4 2 41 2 2 ; 2
3 9 27 3 9 27 3 9 27 3 9 27 81

;
 − − − −
     
  

=U Φ  

elde edilir. Daha sonra  ;W G  matrisinin sondan sekiz satırı silinip yerine elde edilen 

koşul matrisleri yazılarak 

0 0 2 2 0 0 0 0 2 0 0 0 2 0 0 0 ; 0

2 1 2 2 1 2 20 0 2 0 0 0 0 0 2 2 ;
3 9 27 3 9 27 3

4 2 4 4 2 4 40 0 2 2 0 0 0 0 2 2 ;
3 9 27 3 9 27 3

2 20 0 2 4 0 0 0 0 2 2 1 2 2 1 ; 2
3 3

2 2 1 1 2 20 0 2 2 0 0 2 0 0 0 ; 0
3 3 9 9 27 27

2 2 2 2 2 20 0 2 0 0 0 0 2 0 0 0 ;
3 3 9 27 27 3

2 2 4 1 1 2 20 0 2 2 0 0 2 0 0
3 3 3 9 27 27 2

;

− −

− − − −

− − − −

− − − −

− − − −

−

 
  

=W G

4;
7 3

82 4 4 2 40 0 2 4 0 0 2 2 0 0 ; 2
3 3 9 9 27 27

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 11 1 ;
2 3 3 3 6 9 18 18 36 54 27 27 54 81 9

1 1 2 2 1 2 1 1 1 1 2 2 1 2 41 1 ;
2 3 3 3 3 9 9 9 18 27 27 27 27 81 9

5 5 5 51 2 2 1 1 1 1 2 2 21 2 2 ;
3 3 3 3 9 18 9 9 54 27 27 27 81 9

5 10 52 4 4 1 2 2 2 4 41 2 2
3 3 3 3 9 9 9 9 27 27 27

−− − − − − − − −

−− − − − − − − −

−− − −

10 8;
27 81 9

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 11 1 ; 0
3 18 27 3 18 27 2 6 36 54 3 9 54 81

2 1 2 2 1 2 1 1 1 1 1 2 1 21 1 ; 0
3 9 27 3 9 27 2 3 18 27 3 9 27 81

5 5 5 51 1 1 2 1 2 2 1 21 2 2 ; 1
3 18 27 3 9 27 3 9 27 3 9 54 81

5 10 5 102 1 2 4 2 4 4 2 41 2 2 ; 2
3 9 27 3 9 27 3 9 27 3 9 27 81




















− − − − − − − −

− − − − − − −

− − − −






















 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

biçiminde bulunur. Bulunan bu sistem çözülerek bilinmeyen Lerch katsayılar matrisi 
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10 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
2

T

 =
 

A  

elde edilir ve 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 , ,u x t x t  = X C X C A  

denkleminde yerine yazılırsa  

( ) ( ) 2

3, , ,u x t u x t x t= =   

bulunur ve bulunan bu sonuç tam çözüme eşittir. Şimdi de Pell matris sıralama 

yöntemi ile problemin yaklaşık çözümünü bulalım. Poisson denklemin Pell matris 

sıralama yönteminin temel matris denklemi  

( ) ( ) ( ) ( )  ( )2 2 ,x t x t g x t+ =X B SX S X SX B S A  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2,x t x t x t= +W X B SX S X SX B S  

olup buradaki matrisler 

0 1 0

0 0 2

0 0 0

 
 

=  
 
 

B , 2

0 0 2

0 0 0

0 0 0

 
 

=  
 
 

B , 

1 0 1

0 2 0

0 0 4

 
 

=  
 
 

S , 

 , ,diag=B B B B , 2 2 2 2, ,diag  =  B B B B ,  , , ,diag=S S S S S  

( ) 21x x x =  X , ( ) ( ) ( ) ( ), ,x diag x x x=   X X X X , 

dir. Temel matris denkleminde matrisler yerine konulur ve , 0,1,2  =  için sıralama 

noktalarını da kullanarak gerekli işlemler yapılırsa 

 

0 0 8 0 0 0 8 0 16 ; 0

0 0 8 0 0 0 8 8 24 ; 1

0 0 8 0 0 0 8 16 48 ; 2

0 0 8 0 0 8 8 0 24 ; 0

; 0 0 8 0 0 8 8 8 32 ; 1

0 0 8 0 0 8 8 16 56 ; 2

0 0 8 0 0 16 8 0 48 ; 0

0 0 8 0 0 16 8 8 56 ; 1

0 0 8 0 0 16 8 16 80 ; 2

 
 
 
 
 
 
 =
 
 
 
 
 
 
 

W G
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matrisi elde edilir. Ardından Robin sınır koşulları için 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 ,0 0 0U x x x= − +X SX BS X SX S  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 ,1 1 1U x x x= +X SX BS X SX S  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 0, 0 0U t t t= − +X BSX S X SX S  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )4 1, 1 1U t t t= +X BSX S X SX S  

olup matrisler yerlerine konulur ve , 1, 2  =  için sıralama noktalarını da 

kullanarak gerekli işlemler yapılırsa 

 1 1
1; 1 2 1 2 2 1 2 4 2 ;

4
 = − − − −
 

U Φ  

 2 2
1; 1 4 13 1 4 13 2 8 26 ;

2
 =
 

U Φ  

   3 3; 1 1 2 2 2 4 1 1 2 ; 0= − − −U Φ  

 4 4
3; 1 1 2 4 4 8 13 13 26 ;

2
 =
 

U Φ  

elde edilir. Daha sonra  ;W G  matrisinin sondan dört satırı silinip yerine elde edilen 

koşul matrisleri yazılarak 

0 0 8 0 0 0 8 0 16 ; 0

0 0 8 0 0 0 8 8 24 ; 1

0 0 8 0 0 0 8 16 48 ; 2

0 0 8 0 0 8 8 0 24 ; 0

0 0 8 0 0 8 8 8 32 ; 1

11 2 1 2 2 1 2 4 2 ;
4

11 4 13 1 4 13 2 8 26 ;
2

1 1 2 2 2 4 1 1 2 ; 0

31 1 2 4 4 8 13 13 26 ;
2

;

 
 
 
 
 
 
 

   =
    − − − −

 
 
 

− − − 
 
  

W G
 

biçiminde bulunur. Bulunan bu sistem çözülerek bilinmeyen Pell katsayılar matrisi 

1 10 0 0 0 0 0 0
8 8

T

 = −
 

A  

elde edilir ve 
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( ) ( ) ( )2 ,u x t x t= X SX SA  

denkleminde yerine yazılırsa  

( ) ( ) 2

2, ,u x t u x t x t= =   

bulunur ve bulunan bu sonuç tam çözüme eşittir. 

 

Örnek 4.11. [44] 2 0u u + =  , 0 , 1x t   Helmholtz denkleminin 

( ),0 xu x e=  , ( ) 1,1 xu x e +=  

başlangıç koşulları ve 

( ) ( )0, 0, 0xu t u t− =  , ( ) 11, tu t e +=  

sınır koşulları altındaki çözümünü bulalım. Bu problemin analitik çözümü 

( ), x tu x t e +=  dir. Problemin yaklaşık çözümleri 15N = , 18N =  ve 21N =  değerleri 

için Pell matris sıralama yöntemi ve 18N = , 21N = , 250 =  ve 750 =  değerleri 

için Lerch matris sıralama yöntemi kullanılarak hesaplanmıştır. Elde edilen sonuçlar 

Şekil 4.51-57 ve Tablo 4.10 da gösterilmiştir. 

 

 

Şekil 4.51. Örnek 4.11’in yaklaşık çözümlerinin analitik çözümle karşılaştırılması. 
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Şekil 4.52. Örnek 4.11’in analitik ve yaklaşık çözümlerinin x’in bazı değerlerinde 

karşılaştırılması. 

 

 

 

Şekil 4.53. Örnek 4.11’in analitik ve yaklaşık çözümlerinin t’nin bazı değerlerinde 

karşılaştırılması. 
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Tablo 4.10. Örnek 4.11’in mutlak hata ve ortalama hatanın üst sınırı karşılaştırmaları 

 

x t 

Pell polinomlarına dayalı 

yaklaşık çözüm 

 Lerch polinomlarına dayalı 

yaklaşık çözüm 

15N =  18N =  21N =  
18N =  

250 =  

18N =  
750 =  

21N =  
250 =  

21N =  
750 =  

0.0 0.0 7.54E-15 4.14E-14 2.24E-14  1.28E-13 8.95E-13 9.32E-15 4.30E-14 

0.2 0.2 2.99E-10 5.23E-10 1.03E-11  2.11E-08 1.86E-08 1.19E-09 4.61E-10 

0.4 0.4 8.80E-10 1.56E-09 3.06E-11  6.31E-08 5.35E-08 3.59E-09 1.39E-09 

0.6 0.6 1.79E-09 3.62E-09 7.44E-11  1.42E-07 7.49E-08 9.69E-09 3.89E-09 

0.8 0.8 2.51E-09 7.22E-09 2.13E-10  2.73E-07 8.02E-08 2.95E-08 1.27E-08 

1.0 1.0 6.98E-12 7.71E-11 3.59E-11  5.90E-10 9.03E-10 3.59E-10 8.68E-10 

NR  
1.53E-07 4.14E-07 1.30E-08  1.57E-05 2.09E-05 1.43E-06 6.24E-07 

 

 

 

 

Şekil 4.54. Örnek4.11’deki yaklaşık çözümlerin x=0 için mutlak hata 

karşılaştırmaları. 
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Şekil 4.55. Örnek4.11’deki yaklaşık çözümlerin x=1 için mutlak hata 

karşılaştırmaları. 

 

 

Şekil 4.56. Örnek4.11’deki yaklaşık çözümlerin t=0 için mutlak hata 

karşılaştırmaları. 

 

 

Şekil 4.57. Örnek4.11’deki yaklaşık çözümlerin t=1 için mutlak hata karşılaştırmaları 
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5. SONUÇ VE ÖNERİLER 

 

Fen ve mühendislik alanlarında oldukça yoğun bir biçimde kullanılan kısmi 

diferansiyel denklemlerin analitik çözümlerini elde etmek çoğu zaman karmaşık veya 

imkansızdır. Bu sebeple bu tip denklemlerin yaklaşık çözümlerine ihtiyaç 

duyulmaktadır. Dolayısıyla, bu çalışmada Cauchy, Dirichlet, Neumann ve/veya Robin 

koşulları altındaki lineer kısmi diferansiyel denklemlerin yaklaşık çözümlerini elde 

edebilmek için Lerch polinomları ve Pell polinomları ile sıralama noktalarına dayalı 

Lerch ve Pell matris yöntemleri geliştirilmiştir. Bunların çeşitli problemlere 

uygulanması yapılmış ve yöntemlerin doğru ve etkili bir biçimde çalıştığı şekiller ile 

tablolardan gözlemlenmektedir. 

 

Ayrıca bilgisayar programları yardımıyla kolaylıkla uygulandığı görülen bu 

yöntemlerin N  kesme sınırlarının yeterince büyük seçilmesi durumunda 

problemlerin tam çözümlerine bir hayli yaklaştığı görülmektedir (Tablo 4.6 ve Şekil 

4.25-28). Üstelik tam çözümün bir polinom olduğu ve N  kesme sınırlarının 

polinomun derecesine küçük ya da eşit seçildiği durumlarda elde edilen yaklaşık 

çözümün tam çözümle aynı olduğu saptanmıştır (Örnek 4.1, Örnek 4.4, Örnek 4.7, 

Örnek 4.10). Ancak tam çözüm trigonomik bir fonksiyon iken N  kesme sınırının 

küçük olduğu durumlarda iyi sonuçlar vermediği gözlemlenmiştir. Öte yandan, Lerch 

matris sıralama yönteminde kullanılan   parametresinin uygun değerlerinin 

seçilmesi ile tam çözüm ve yaklaşık çözümler arasındaki hata miktarının daha da 

azaldığı belirlenmiştir (Tablo 4.7 ve Şekil 4.33-36).  

 

Sonuç olarak, bu çalışmada sunulan Lerch ve Pell matris sıralama 

yöntemlerinin diğer yöntemler ile karşılaştırılmalarından etkin bir biçimde 

uygulanabilir olduğu anlaşılmaktadır. Bu yöntemler lineer kısmi diferansiyel 

denklemlerin yanı sıra, lineer olmayan, gecikmeli kısmi diferansiyel denklemlere ve 

fonksiyonel kısmi integro diferansiyel denklemlere de uygulanabilir; fakat bazı 

değişikliklerin yapılması gerekmektedir. 
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