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OZET
Yiiksek Lisans Tezi

Lerch ve Pell Polinomlarinin Matris Ozellikleri ve Lineer Kismi Diferansiyel
Denklemlere Uygulamalari

Seda CAYAN

Manisa Celal Bayar Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dah

Danisman: Prof. Dr. Mehmet SEZER

Bu tezde, lineer kismi diferansiyel denklemlerin Cauchy, Dirichlet, Neumann
veya Robin kosullar1 altinda, yani Cauchy, Dirichlet, Neumann ya da Robin
problemlerinin, yaklasik ¢ozlimlerini bulmak i¢in Lerch polinomlarina dayali matris
siralama yontemi ve Pell polinomlarina dayali matris siralama yontemi gelistirilmistir.
Kullanilan yontemlerde, ¢6ziimiin katsayilart matris formuna, yani karsi gelen
cebirsel bir denklem sistemine, indirgenerek problemlerin yaklasik ¢dziimlerine
ulagiimistir. Elde edilen sonuglardan, onerilen yontemlerin uygulanmasinin etkili ve
kolay oldugu gozlemlenmistir.

Calismada ilk olarak, kismi diferansiyel denklemlerin fen ve miihendislik
alanlarindaki kullanimi, tarihsel gelisim siireci ve ¢oziim yontemleri incelenmistir.
Daha sonra, kismi diferansiyel denklemlerin genel bilgileri, Lerch polinomlarinin
tanim1 ve grafikleri ile beraber Pell polinomlarinin tanimi ve grafikleri verilmistir.
Ardindan, Bahsedilen polinomlarin ve tiirevlerinin temel matris bagintilar
kullanilarak, lineer kismi diferansiyel denklemler i¢in, sirasiyla, Lerch matris
siralama yontemi ve Pell matris siralama yontemi agiklanmustir. Ayrica, Laplace,
Poisson, Helmholtz, telgraf, konveksiyon difiizyon, 1-boyutlu 1s1, sontiimlii dalga,
titresim gibi lineer kismi diferansiyel denklemlerin Cauchy, Dirichlet, Neumann veya
Robin kosullar1 altindaki niimerik ¢oziimleri icin Ornekler verilmistir. Onerilen
yontemlerin etkinligini ve giivenilirligini gdstermek icin rezidiiel hata analizi
yapilarak, elde edilen sonuglar tablo ve grafikler ile aciklanmis; irdelenmis ve
yorumlanmustir.

Anahtar Kelimeler: Kismi Diferansiyel Denklemler, Lerch Polinomlari, Pell
Polinomlari, Matris Siralama Y 6ntemi

2019, 82 sayfa
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ABSTRACT
M.Sc. Thesis

Matrix Properties of Lerch and Pell Polynomials and Applications to Linear
Partial Differential Equations

Seda CAYAN

Manisa Celal Bayar University
Graduate School of Applied and Natural Sciences
Department of Mathematics

Supervisor: Prof. Dr. Mehmet SEZER

In this thesis, a matrix collocation method based on Lerch polynomials and a
matrix collocation method based on Pell polynomials are developed to obtain the
approximate solutions of linear partial differential equations under the Cauchy,
Dirichlet, Neumann or Robin conditions, which correspond to Cauchy, Dirichlet,
Neumann or Robin problems. In used methods, the coefficients are reduced to the
matrix forms, which correspond to the system of algebric equations and the
approximate solution of the problem is reached. From the obtained results, it is
observed that implementation of the proposed methods is efficient and easy.

In study, firstly, utilization in the fields of the science and engineering, the
historical development process and the solution methods of the partial differential
equations are examined. Thereafter, general information of partial differential
equations, definition of Lerch polynomials and their graphics along with definition of
Pell polynomials and their graphics are given. Behind, by using matrix relations of
the mentioned polynomials and their derivatives, Lerch matrix collocation method
and Pell matrix collocation method are explained for linear partial differential
equations, respectively. Also, numerical examples are performed for linear partial
differential equations as Laplace, Poisson, Helmholtz, telegraph, convection
diffusion, 1-D heat, damped wave, vibration, under the Cauchy, Dirichlet, Neumann
and Robin conditions. Some numerical examples together with residual error analysis
are performed to illustrate the efficiency of the method and the obtained results are
scrutinized and interpreted.

Keywords: Partial Differential Equations, Lerch Polynomials, Pell Polynomials,
Matrix Collocation Method

2019, 82 pages



1. GIRIS

Kismi diferansiyel denklemler fen ve miihendislik alanlarinda 6nemli bir rol
oynar. Matematiksel fizik problemlerinin ¢ogu kismi diferansiyel denklemleri igerir.
Akigkanlar dinamigi, elektrik, manyetizma, mekanik ve 1s1 akis1 gibi ¢ogu fiziksel
fenomen kismi diferansiyel denklemler ile agiklanir. Bu denklemlerden bazilar
asagidaki gibidir [1-6]:

e u,+u, =0 (Laplace denklemi)
e yu,+u, =0 (Tricomidenklemi)
o u, +u,=Tf(xy) (Poisson denklemi)

e V?u+A’u=0, A sabit (Helmholtz denklemi)

e U -au,=0, a sabit(Ist denklemi)
e u,—a’u, =0, a sabit(Dalga denklemi)

e u,+ku =c’u_ , k,c sabit (Séniimlii dalga denklemi)

XX 1

e U =Du, —vu, , D,v sabit(Konveksiyon difiizyon denklemi)

X 1

e u,=CU,+au +pu , ca /B sabit(Telgraf denklemi)
o u,=c’u,—Au —yu+F(xt) (Telefon denklemi)

e iu+u, =0, i= J=1 (Lineer Schrédinger denklemi)

1 . . .
e Viu-=u,=pu’u , c,u sabit(Lineer Klein-Gordon denklemi)
c

Kismi diferansiyel denklemler konusu Euler, D’Alembert, Lagrange ve
Laplace’in 18. yiizyilda yaptiklari ¢alismalarina dayanmaktadir. Yaylarmn titregimi,
sesin yayilmasi, sivilarda dalgalanmalar ve yer cekimi ile ilgili ¢aligmalarda adi
diferansiyel denklemlerin yetersiz kalmasi sonucunda ortaya ¢ikmistir. Baslangicta
kismi tiirevlerin hesab1 1734’te Euler tarafindan yazilan hidrodinamik ile ilgili bir dizi
makaleden saglanmistir ve 1744-1745 yillarinda D’ Alembert tarafindan dinamik ile
ilgili galismalariyla baglantili olarak genisletilmistir [7,8].

Kismi diferansiyel denklemlerin bazi durumlarda tam ¢o6ziimlerinin elde

edilememesi ya da tam ¢oziimlerinin elde edilmesinin fazla karmasik olmasi nedeniyle



dogru ve giivenilir sonuclarin elde edilebilecegi yaklasik (niimerik) ¢ozlimlere ihtiyag
duyulmustur. 20. yiizyilin ikinci yarisindan itibaren yiiksek hizda islem yapabilmeye
olanak saglayan bilgisayarlarin kullanimiyla niimerik ¢oziimlerin elde edilmesi ciddi
bir gelisme gostermistir. Kismi diferansiyel denklemlerin niimerik ¢éziimlerini elde
etmek i¢in sonlu farklar yontemi, sonlu elemanlar yontemi, spline siralama yontemi ve

wavelet yontemi gibi yontemler kullanilmigtir [9,10].

Son yillarda Sezer ve arkadaslar tarafindan kismi diferansiyel denklemlerin
¢ozlimlerini bulmak i¢in; Taylor [11], Chebyshev [12], Laguerre [13], Legendre [14],
Euler [15], Bernoulli [16] ve Bernstein [17] polinomlarina dayali matris siralama

yontemleri kullanilmistir.

Bu tez calismasinda, Lerch ve Pell polinomlarina dayali matris siralama
yontemleri kullanilarak lineer kismi diferansiyel denklemlerin Cauchy, Dirichlet,
Neumann ve Robin gibi problemlerinin niimerik ¢6ziimlerinin elde edilmesi

amagclanmistir.



2. GENEL BILGILER

2.1. Kismi Diferansiyel Denklemlerle ilgili Temel Kavramlar

Bagimli degiskenleri, bagimsiz degiskenleri ve bir (ya da daha fazla) bagimli
degiskenin bir (ya da daha fazla) bagimsiz degiskene gore tiirevlerini veya
diferansiyellerini iceren denklemlere diferansiyel denklemler denir. Bir diferansiyel
denklemin bagimli degiskeni eger sadece bir bagimsiz degiskene bagl bir fonksiyon
ise adi diferansiyel denklem, eger iki veya daha fazla bagimsiz degiskene bagl bir
fonksiyon ise kismi diferansiyel denklem adini alir. Bir kismi diferansiyel denklemin,
bagimli degiskeni ve bagimli degiskenin bagimsiz degiskenlerine gore tiirevlerinin
herhangi birini i¢eren terimlerinin dogrusal olmasi durumunda denklem lineerdir; aksi
halde lineer degildir. Eger n. mertebeden bir kismi diferansiyel denklemin katsayilari
m<n olacak sekilde m. mertebeden kismi tiirevlere sahip ise, denklem
quasi-lineerdir. u’nun bagiml degisken, X ve t’nin ise bagimsiz degisken oldugu
n. mertebeden bir kismi diferansiyel denklemin genel formu

F (X, t,U,U,, Uy, Uy, Uy, Uyg,...) =0

olarak yazilir. A, B, C, D, E, F ve G sabit veya X ve t’ye bagh siirekli
fonksiyonlar olmak iizere ikinci mertebeden bir kismi diferansiyel denklem

Au, +Bu, +Cu, +Du, +Eu +Fu=G
bi¢iminde yazilabilir. A=B?-4AC olmak iizere A=0 esitliginin saglandig
noktalarda denklem parabolik, A>0 esitsizliginin saglandigi noktalarda denklem
hiperbolik ve A<O0 esitsizliginin saglandigi noktalarda denklem eliptik olarak

adlandirilir [1-6,18].

Kismi diferansiyel denklemlerin ¢oziimleri arastirilirken genellikle denklemin
0zel ¢oziimiinli bulmayi saglayan yardimei kosullar kullanilir. Kosullarin sayis1 her bir
bagimsiz degiskenin en yiiksek mertebeli tiirevine dayali olarak belirlenir. Bu kosullar
baslangi¢ kosullar1 ve/veya siir kosullart olabilir. n. mertebeden bir lincer kismi
diferansiyel denklemin a<x<b ve 0<t<T olmak iizere; baslangi¢ kosullar1 (ya

da Cauchy kosullar1)
u(x,0)=g¢ (x) ve u,(x0)=g,(x);
Dirichlet sinir kosullar (ya da birinci tip sinir kosullari)
u(a,t)=g,(t) ve u(b,t)=g,(t);



Neumann sinir kosullar1 (ya da ikinci tip sinir kosullari)
u (at)=g;(t) ve u,(bt)=g;(t);
Robin siir kosullari (ya da tiglincii tip sinir kosullart)
au(a,t)+4u (at)=g¢ (t) ve au(bt)+Lu,(bt)=g(t)

esitlikleri ile tanimlanir. Burada fi’j(x,t), a(xt), a, a, B, Br.e(X), 9,(x),

2, (1), o, (1), o5(t), @5 (t), @, (t) ve g (t) siirekli fonksiyonlardir [19-22].

2.2. Lerch Polinomlariyla Ilgili Temel Kavramlar

Tamm 2.2.1. (Urete¢ Fonksiyonu): G(x,t) fonksiyonu t’nin kuvvetlerine

gore

G(x,t):icn f, (X"
n=0
seklinde yazilabilir olsun. Bu durumdaG(x,t) fonksiyonuna {fn(x)} fonksiyonlar

dizisinin bir tireteg¢ fonksiyonu denir [23].

Tammm 2.2.2. (Stirling Sayilari): Stirling sayilar1 faktoriyel kuvvetler ile
standart kuvvetler arasindaki baglantiy1 agiklamak igin, James Stirling tarafindan

ortaya konulmustur [24]. Bu sayilar asagida verilen bagintilar ile tanimlanmistir [25]:
(x)n =X(x=1)---(x—n+1) , (x)0 =1, n>1

olmak tlizere

Burada s(n,k) 1. tip Stirling sayilarmi, S(n,k) 2. tip Stirling sayilarim
gostermektedir. 1. tip Stirling sayilari s(n+1k)=s(n,k—1)—ns(n,k) rekiirans
bagintis1 ile ifade edilir. 2. tip Stirling sayilart S (n +1, k) =S (n, k —1) —kS (n, k)

rekiirans bagintisi ile ifade edilir.

Bu calismada kullanilan 1. tip Stirling sayilart ile ilgili baz1 6zellikler agagidaki
gibidir [25, 26]:



Tamm 2.2.3. (Lerch Polinomlari) [27,28]: Lerch polinomlari,

(1-xlog(1+t)) * = 2 L, (% A"

tireteg fonksiyonu tarafindan tanimlanir. Burada irete¢ fonksiyonunun bileskesi

| A
xlog(1+t) olup bu ifade k—;s(n,k)xk ifadesine esittir ve (lij lireteg
n! —X

n+4-1
fonksiyonunun katsayilari [ " J ifadesi ile belirlenir. Daha sonra standart

metotlar kullanilarak LO(X,/I)zl baslangi¢ degeri ve Lerch polinomlarinin agik

bagintisi

nokl k+41-1
L (x2)=3 s (nk) X (2.1)
o n! k
olarak elde edilir. Bu bagintidan elde edilen Lerch polinomlarinin agik gosterimleri ve

A=0.1 ,2=1 ve A=2 i¢in Lerch polinomlarimin grafikleri asagidaki gibidir:

L (x,4)=1
L, (x,4)=Ax
_ A(A+1) ,
LZ(X,/i)———x+ 5 X
A A(A+Y), A(A+1)(a+2)
L(xA)=—-x~ 2 X“+ 5 X
L. (x 1)—_£X+1M(’1+1)X2_’1(’1+1)(’1+2)X3+’1(’1+1)(’1+2)(’1+3) o
T 24 4 24
A 5AAY) , TA(A+1)(A42) o A(A+1)(A+2)(2+3) ,
L) =gx-—p—x+ 24 - 12 X
A(A+1)(A+2)(A+3)(A+5)
" 120 X



Lix,4)

— Lq(x,A)

La(x.A) 015]
— Ls(x.A)

— Ly(x,A) 010

—— Ls(x,A)

Sekil 2.1 2=0.1 i¢in Lerch Polinomlarinin Grafigi

Lix,a}

—_ Ly(x,A)
Ly(x,A) 15[

— L;(x,A) -
— Ly(xA) 10}
— Ls(x,A)

Sekil 2.2 2=1 i¢in Lerch Polinomlarinin Grafigi

Lix, A}
— Lq(x,A)
Lg[x,;ll 4+
— Ly(xA)
— LyfxA)
— Ls(xA)
e
0.5 — 1.I[I

Sekil 2.3 2=2 i¢in Lerch Polinomlarinin Grafigi



2.3. Pell Polinomlariyla lgili Temel Kavramlar

Tamim 2.3.1. (Pell Polinomlari) [29,30]: Pell polinomlar: asagidaki

(1-2xt —tz)fl = Zw: P (X"

n=0

iirete¢ fonksiyonu tarafindan tanimlanir. (1—2Xt—t2)_1 ifadesi t ’nin kuvvetleri

cinsinden yazilip, daha sonra t" ile katsayilar karsilastirilarak

[nT_l} n—-1-k)!
Pn(X)Z > k|((n_11_k2)k-)'(2 )n*1*2k
[%-1} n-k-1 n-2k-1,,n-2k-1
P, (X)= Z[ ) )2 ' 2

Pell polinomlarmin agik bagintist elde edilir. Ayrica Pell polinomlariin rekiirans

bagintis1 Horadam tarafindan
P.(x)=2xR;(X)+ R o(x) . n=2, R(x)=0, R(x)=1

seklinde tanimlanmustir [29,30,31]. Bu bagntilardan elde edilen Pell polinomlarinin

acik gosterimleri ve Pell polinomlarinin grafigi asagidaki gibidir:



Sekil 2.4 Pell Polinomlarinin Grafigi

2.4. Tezin Amaci
Bu tezin amaci, (2.1) Lerch ve (2.2) Pell polinomlarinin ve tiirevlerinin

matris 0zellikleriyle beraber siralama noktalarini kullanarak, lineer kismi diferansiyel
denklemlerin baglangi¢, smir veya karisik kosullar altinda yaklasik ¢oziimlerini
bulmak ve ¢oziimlerin hata analizini yapmaktir. Dolayisiyla, lineer kismi diferansiyel
denklemlerin bahsedilen kosullar altindaki durumuna gdre matris siralama yontemi
kullanilarak yaklasik ¢oziimleri bulunmakta ve hata hesaplar1 yapilmaktadir. Ayrica
bu konu iizerinde c¢alisilmis yontemler ve ilgili ¢calismalar g6z Oniine alinarak bu
calismada gelistirilmis olan Lerch ve Pell matris sirama yontemleri ile elde edilen

sonuclar karsilastirilarak yorumlanmistir.



3. MATERYAL VE YONTEMLER

3.1. Materyal

Tezin materyali, ¢alismanin temelini olusturan Pell ve Lerch polinomlari ile
birlikte lineer kismi diferansiyel denklemlerle ilgili Cauchy, Dirichlet, Neumann ve
Robin gibi problemleri i¢eren makaleler, kitaplar ve ayn1 zamanda matris ve siralama

yontemlerini igeren bilimsel siireli yayinlardan olugsmaktadir.

3.2. Yontemler
Bu bolimde, U bagimli degisken, x ile t bagimsiz degisken ve

i,j=0,12,...,n olmak iizere

a”’u(xt)
fi )————* X,t 3.1
3 () g =9 (3
formundaki n. mertebeden bir lineer kismi diferansiyel denklemin [3], a<x<b ve
0<t<T olmak tizere,

baslangi¢ kosullari (ya da Cauchy kosullari) i¢in

u(x,0)=g¢ (x) ve u,(x0)=g,(x); (3.2)
Dirichlet siir kosullar1 igin
u(a,t)=g,(t) ve u(b,t)=g,(t); (3.3)
Neumann sinir kosullari i¢in
u (at)=g5(t) ve u,(bt)=g;(t); (3.4)
Robin sinir kosullari icin
au(at)+pu, (at)=p (t) ve au(bt)+Bu (bt)=g(t) (3.5)

esitlikleri ile tanimlanan baslangic ve/veya smir kosullari altindaki yaklagik

cozlimlerini elde edebilmek i¢in (2.1) Lerch polinomlarina dayali matris siralama

yontemi ve (2.2) Pell polinomlarina dayali matris siralama yontemi kullanilmaktadir.

(3.1)-(3.2) probleminin u, (X,t) yaklasik ¢oziimleri

u(x,t)=uy (xt :iiaanmn (x,t,2)

m=0 n=0



Sa,, L (x AL, (t4) (36)

B(xt)zu, ()= S a, P (1)
Uy () =3P (X)P (1) (37)

kesilmis Pell serisi formunda elde edilecektir. Burada m,n=0,1,2,...,N i¢in
L,(x,4) ve L,(t,A) Lerch polinomlari, a,, Lerch polinomlarinin bilinmeyen
katsayilari, r,s=0,12,...,N i¢in P, (x) ve P, (t) Pell polinomlar, a, Pell

polinomlarmin bilinmeyen katsayilari ve N kesme smirt N >2 olacak sekilde

herhangi bir pozitif tamsayidir.

3.2.1. Lineer Kismi Diferansiyel Denklemler icin Lerch Matris Siralama

Yontemi

3.2.1.1 Temel Matris Bagintilari

(2.1) ifadesi ile tanimlanan Lerch polinomlar1 baslangic degeri L, (X, ﬂ,) =1
ve s(n, k) 1. tip Stirling sayilar1 olmak tizere

1

L))
L, (% 2)= %s(z,l)[ﬂ X +%s(2, 2)(’1;? %

()= gay e B e isea 7o

LN(x,l):%S(N,l)(inl+%S(N,2)(ﬂ;1jx2+%S(N,3)(l;2jx3

+-~+MS(N,N)(2+N _lij
N! N

olup buradan matris formu asagidaki gibi yazilabilir:

10



L(x4)| |0 %s(ll)[ﬁ 0 0 0 o
L(x2)| |0 %5(21)@ Z—Is(z,z)[“1] 0 0 X2
L(x4)| o %s(s,l)@ %s(e,z)[tlj %s(s,s)[ﬂ“gzj 0 |

b (x2), K %S(N,l)(ij %S(N,Z)(izlj %s(N,s)[tZJ %S(N,N)[“S_lj_ |

L(xA]" o] X(x
Burada olusturulan ifade diizenlenerek
L(x,4) =C(2) X(x)" =L(x24)=X(x)C(2); (3.8)

matris bagntis1 elde edilir. Daha sonra (3.8) bagintis1 (3.6) serisinde yerine

yazilarak
uy (xt)=L(x,A)L(t, 2)A (3.9)
Uy (X,t) = X(x)C(21)X(t)C(2)A (3.10)
esitligi bulunur; burada matrisler
LA =[L(xA) L(xA) L(xA) LxA) = L(xA)]
L(t,2)=diag[L(t,2),L(t,4),L(t,2),---, L(t,2)]

A:[ao,o ao,l ao,z ao,N al,O a1,1 al,Z al,N aN,o aN,l aN,z aN,N:|T
A=[a, a, a, -~ ay], (i=012..,N)
A=[A, A A, AT
ve
X(x):[l X x2 X xN],

11



. O : O ;
bl Bl Efl) - Sl
o0 el el Gl
0 0 0 35(3 3){“2] %S(N 3)£“2j
0 0 0 0 N_:S(N,N)(/1+N—lj

C(4)" =1=diag[111--1], C(4)=diag[C(),C(1),C(4),"--,C(4)]

seklindedir. Ote yandan, X(x) matrisi ile X'(x), X"(x) ve X"(x) tiirevleri
ve X(t) matrisiile X'(t), X"(t) ve XY (t) tiirevleri arasindaki bagint

010 0
00 2 0
B=|: i i :
000 N
0 00 0|

B° =1=diag[111--,1], B=diag[B,B,B,--,B]

olacak sekilde
X'(x)=X(x)B, X"(x)= X'(x)B=X(x)B? ..., X?(x)=X(x)B" (3.11)
X' (1) =X()B, X'(t)=X(t)B=X(t)B?,..., X (t)=X()B"  (3.12)

esitlikleri ile ifade edilir. Daha sonra (3.9) , (3.10), (3.11) ve (3.12)

bagintilarindan
" u(x.t)
ox'ot!

0" uy (x.1)
ox'ot!
0" uy (x,t)

ox' ot!

11

=XV (x)c(2)XD (t)C(1)A

=X(x)B'C(4)X(t)B'C(1)A (3.13)

bagntisi elde edilir.

12



3.2.1.2 Coziim Yontemi

(3.13) bagintisi (3.1) denkleminde yerine yazilirsa

3£ (6 X(X)B'C(2)X(t)BIC(2)A =g (xt)

i, j.i+j<n

denklemi bulunur. Elde edilen denklem

W(xt)= > f,(xt)X(x)B'C(2)X(t)BIC(4)

olmak tizere

W(xt)A=g(xt) (3.14)
bi¢iminde kisaca yazilabilir. Daha sonra, X € [a, b] ve te [O,T] olmak lizere

b-a T-0
X, =a+=—=7, t#=O+T,u, y,u=0212...,N (3.15)

ile tanimlanan siralama noktalari (3.14) denkleminde yerine yazilarak
W(x,.t,)A=g(x,t,), »,£=0L2..,N
denklemler sistemi elde edilir. Elde edilen denklemler sistemi

W (X),t ) A=9(%.1)
W (Xt )A=g(%.1)

W(xo,tN)A=g(x0,tN)

W(Xl’tO)A - g(xi’to)

W(Xl’tl)A: g(xi’tl)
: :>WyA=Gy,;/=0,1,2,...,N (3.16)

W(Xl’tN )A: g(thN)

W(xN,tO)A:g(XN,to)

W (X t,)A=0(Xy.t) WoA—G
. N - N

W(xN,tN)A:g(xN,tN)

olup burada

ve



olarak tanimlanir. Buradan (3.16) denklemi,

W=[W, W, - W] ve G=[G, G, - G,]

olmak uzere, kisaca
WA =G yada [W;G] (3.17)

biciminde yazilabilir.

Ayrica (3.2) baslangi¢ kosullari

u(x,0)=X(x)C(4)X(0)C(2)A ve u,(x,0)=X(x)C(1)X(0)BC(A)A
matris denklemleriyle ifade edilebilir. Daha sonra bu ifadeler

U, (x,0)=X(x)C(1)X(0)C(4) ve U,(x,0)=X(x)C(1)X(0)BC(A)
olmak tizere

U, (x,0)A=p,(x) ve U,(x,0)A=g,(x)
seklinde diizenlenip (3.15) de tammlanan y=0,12,...,N i¢in x, siralama
noktalar1 denklemlerde yerlerine yazilirsa
U, (x,.0)A=g(x,) ve U,(x,,0)A=g,(x,)
olup
UA=®, yada [U;®,] ve U A=®, yada [U,;®,]; (3.18)

U, =[U,(x.0) U,(%,0) - Ul(xN,O)T,UZ:[UZ(xl,O) U, (%,0) - U,(x.0)],

(I)1:|:§01(X1) (pl(XZ) (Pl(XN)]T ve ¢2:[¢2(X1) ¢2(X2) (/)Z(XN)]T

elde edilir.

Aym diizenlemeler (3.3) Dirichlet sinir kosullart igin de yapilirsa;
u(at)=X(a)C(1)X(t)C(2)A ve u(b,t)=X(b)C(2)X(t)C(2)A
ifadeleri
U, (a,t)=X(a)C(2)X(t)C(2) ve U,(b,t)=X(b)C(1)X(t)C(A)
olmak iizere

U, (a’t)A =0 (t) ve U, (b’t)A =0, (t)

14



biciminde diizenlenir ve (3.15) de tammlanan £ =0,1,2,...,N i¢in t,  siralama
noktalar1 denklemlerde yerlerine yazilirsa;
Us(at,)A=g,(t,) ve U,(bt,)A=0p(t,)
olup
U,A=®, yada [U,;®,] ve U A=®, yada [U,;D,]; (3.19)

U,=[U,(at) Us(at) - Uy(at,)] .U, =[U,(bt) U,(bt) - U (bt,)],

(I)3=|:(03(T.1) (ps(tz) ¢3(tN):|T ve (I)4=|:(p4(tl) (04(t2) ¢4(tN):|T

olur.

Ayni iglemler (3.4) Neumann sinir kosullari i¢in de yapilirsa;
U, (a.t) = X(a)BC(2)X(t)C(2)A ve u, (b,t)=X(b)BC(2)X(t)C(A)A

ifadeleri

olmak iizere
Us(a,t)A=gp, (t) ve Ug(bt)A=g,(t)
bigiminde diizenlenir ve (3.15) de tamimlanan £ =0,1,2,...,N igin t, swalama
noktalar1 denklemlerde yerlerine yazilirsa,
Us(at,)A=a,(t,) ve Us(bt,)A=p(t,)
olup

UA=®, yada [U,;®@;] ve U A=®, yada [Ug;D]; (3.20)

Uy =[Us(at) Ug(at) — Us(at)], Us=[Us(bt) Ug(bt) - Ug(bt,)],

T

(I)5=[§05(T.1) (Ds(tz) ¢5(tN)]T ve (De:[(/76(t1) ¢G(t2) ¢)6(tN):|

elde edilir.

Son olarak ayni1 iglemler (3.5) Robin sinir kosullari i¢in de yapilirsa;
au(at)+ Au, (at) = {aX(2)C(2)X()C(4)+ AX(a)BC(A) X (H)T(A)} A

ve

15



a,u(b,t)+ Byu, (b,t) = {a,X(b)C(2) X(t)C(2)+ B,X(b)BC(A) X (t)C(A)} A

ifadeleri
ve

olmak iizere
U, (a,t)A=gp,(t) ve Ug(bt)A=g,(t)
biciminde diizenlenir ve (3.15) de tammlanan £ =0,1,2,...,N i¢in t, siralama

noktalari denklemlerde yerlerine yazilirsa;
U, (at,)A=g(t,) ve Uy(bt,)A=g,(t,)
olup
U,A=®, yada [U,;®@,] ve U A=®, yada [U,;®,]; (3.21)

U, =[U,(at) U(at) -~ U (at)], U=[U(bt) Uy(bt) - Ug(bt,)],

(I)7:|:§97(t1) (97(t2) ¢7(tN)]T ve (Daz[(”s(tl) (ps(tz) (Ds(tN)]T

olur.

Daha sonra ise (3.1) denkleminin (3.2), (3.3), (3.4) ve (3.5) kosullar
altindaki ¢0Oziimiinii elde edebilmek igin; (3.18), (3.19) , (3.20) ve (3.21)
arttirllmis matrislerinin satir sayist kadar (3.17) arttirtlmis matrisinin herhangi

satirlar1 silinip yerine (3.18), (3.19), (3.20) ve (3.21) arttirllmig  matrisleri

yazilarak, yeni arttirilmis matris

WA=G ya da[\fv;é-]
olarak elde edilir. Eger rank (W)= rank(\fv;é):(N +1)° ise [W;G ] arttrilms
matrisinin ¢ozimi A = (VNV)fl G seklinde ve A tek olarak bulunur. Béylece Lerch

polinomlarinin bilinmeyen katsayilar1 elde edilir ve dolayisiyla yaklasik ¢6ziim (3.6)

formunda bulunmus olur.
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3.2.2. Lineer Kismi Diferansiyel Denklemler i¢cin Pell Matris Siralama

Yontemi

3.2.2.1 Temel Matris Bagintilari

(2.2) ifadesi ile tanimlanan Pell polinomlarmin, B,(x)=0 ve P,(x)

baslangi¢ degerleri olmak iizere,

N-1 N +1
ol 2 |0, .2 2 2 N-1[ N -1} N .
2 X +2 XS4t 2 X", N tek ise
N -1 N-3 0
2 2
Py (x)=
N N +2
1 2 |u, .3 2 3 Nt N-1) na o
2 X +2 X7 442 X", N cift ise
N -2 N — 4 0
2 2

olup matris formu asagidaki gibi yazilabilir:

17

1



ECINEE oo o 0 [
2 (% 0 21@ 0 0 0 0 X
P, (x) 2 @ 0 2? @ 0 0 0 X’

P, (x) 0 ot Gj 0 2 Gj 0 0 X
P, (%) 20 @j 0 2? Gj 0 2t (gj 0 X
N-1 N +1 N+3
Py (X); N -1
0 2 2 2 4 2 N-1 -
(N tek) 2N 0 21n2s 0 2 nCs 2 ( 0 j XN
2 2 2

i (X); 1 % 3 — N-1[ N -1
. - N-1

(N cift) 0 2| 2, 0 22, 0 2 [ . j X

L L 2 2 L

%/_/ %,—/
Px)’ st X(x)"

Burada olusturulan ifade diizenlenerek
P(x)" =S"X(x)" = P(x)=X(x)S (3.22)
elde edilir. Daha sonra (3.22) denklemi (3.4) denkleminde yerine yazilarak
uy (xt)=P(x)P(t)A (3.23)
uy (x,t)=X(x)SX(t)SA (3.24)
esitligi bulunur. Burada
P(x)=[ R(x) PR(x) PR(x) P(x) e Pa(0)]
P(t)=diag[P(t),P(t),P(t),---,P(t)]

A:[ao,o ao,l ao,z ao,N al,O al,l al,Z al,N aN,O aN,l aN,z aN,N]T
A=[a, a, a, - a,], (i=012..,N)
A=[A, A A, - AT
Ayrica,
X(x)=[1 x x % X" ], X(t) = diag[ X(t), X(t), X(t), - X(t)]
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) s ]
1 0 z°® 0 zo[zj o P 2 0
! 2 N1
2
N
0 21(1] 0 zl(zj 0 0 Al 2
0 1 N -2
2
N +1
0 0 22[2) 0 ZZ(BJ 222 0
: 1 N-2
2
S= N +2
0 0 0 23@ 0 0 23
0 N -4
2
N+3
4[4 4 2
0 0 0 0 2() 2 0
0 N -5
2
0 0 0 0 0 2“'1[N‘1j zN-l(N‘lj
0 0
i N tek N cift

S° =1 =diag[LLL---,1], S=diag[S,S,S, 9]

seklindedir. Ote yandan, X(x) matrisi ile X'(x), X"(x) ve X"(x) tiirevleri
ve )_((t) matrisi ile X'(t), X"”(t) ve X (t) tirevleri arasindaki iliski (3.11)
ve (3.12) esitlikleri ile ifade edilir. Daha sonra (3.23), (3.24), (3.11) ve (3.12)

bagmtilarindan

6i+jq(x-’t) anju'_\‘ ()-(,t) = x0 (x)S x ) (t)gA
oxiot) ox'ot?

0" uy (x.1) L=
—————2 = X(x)B'SX(t)B!'SA 3.25
O x(eis() (325)

14

bagintis1 elde edilir.

3.2.2.2 Coziim Yontemi

(3.25) bagintisi (3.1) denkleminde yerine yazilirsa
3 f (6 X(X)B'SX(t)BISA = g(x,t)
i,jitj<n

denklemi bulunur. Elde edilen denklem
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W(xt)= 3 £, (xt)X(x)B'SX(t)BIS
{jiti<n
olacak sekilde
W(xt)A=g(xt) (3.26)
bigiminde kisaca yazilabilir. Daha sonra, xe[a,b] ve te[0,T] olmak iizere,
(3.15) esitlikleri ile tanimlanan siralama noktalari (3.26) denkleminde yerine
yazilarak
W(x,.t,)A=g(x,t,), 7»£=0L2..,N

denklemler sistemi elde edilir. Elde edilen denklemler sistemi (3.16) ifadesi ile ayni

olup

ve
G, =[6(x.t) G(x.t) ~ G(x.t,)]
olarak tanimlanir. Buradan (3.16) denklemi,
W=[W, W, - W] ve G=[G, G, - G]
olmak iizere, kisaca
WA =G yada [W;G] (3.27)

denklemi bi¢ciminde yazilabilir.

Ayrica (3.2) baslangi¢ kosullari
u(x,0)=X(x)SX(0)SA ve u,(x,0)=X(x)SX(0)BSA

matris denklemleriyle ifade edilebilir. Daha sonra bu ifadeler

U, (x,0)=X(x)SX(0)S ve U,(x,0)=X(x)SX(0)BS
olmak iizere
U, (x,0)A=¢,(x) ve U,(x,0)A=g,(x)
seklinde diizenlenip (3.15) de tammlanan »=0,12,...,N i¢in X, siralama

noktalar1 denklemlerde yerlerine yazilirsa

U, (x,,0)A=g(x,) ve U,(x,,0)A=0p,(x,)
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olup
UA=®, yada [U;®,] ve U, A=®, yada [U,;®,]; (3.28)

U, =[U,(%,0) Uy (%,0) ~ U;(x,,0)]", U, =[U,(x,0) U,(%,0) - U,(x,,0)],

o, =0 (x) o(%) - a(x)] ve®, =[n,(x) 2(x%) — o (x)]

elde edilir.

Ay diizenlemeler (3.3) Dirichlet siir kogullar igin de yapilirsa;

u(a,t)=X(a)SX(t)SA ve u(b,t)=X(b)SX(t)SA
ifadeleri

U, (a,t)=X(a)SX(t)S ve U,(b,t)=X(b)SX(t)S
olmak iizere

U, (at)A=g,(t) ve U, (bt)A=g,(t)
bigiminde diizenlenir ve (3.15) de tammlanan z=0,12,...,N igin t, swralama
noktalar1 denklemlerde yerlerine yazilirsa;
Us(at,)A=g,(t,) ve U,(bt,)A=0p(t,)
olup
U,A=®, yada [U,;®,] ve U A=®, yada [U,;®,]; (3.29)

U,=[Us(at) U(at) — Uyat)], U,=[U,(bt) U,(bt) -~ U,(bt,)],

<I)3:[¢3(t1) 2 (t,) - ¢3(tN)]T ve (D4:[(”4(t1) 2 (t,) - §”4(tN)T

olur.

Ayni iglemler (3.4) Neumann sinir kosullari i¢in de yapilirsa;
u, (a,t)=X(a)BSX(t)SA ve u,(bt)=X(b)BSX(t)SA

ifadeleri

U, (a,t) = X(a)BSX(t)S ve U, (b,t)=X(b)BSX(t)S
olmak tizere

Us(a,t)A=g, (t) ve Ug(bt)A=g,(t)
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bi¢iminde diizenlenir ve (3.15) de tammlanan £ =0,1,2,...,N i¢in t,  siralama

noktalar1 denklemlerde yerlerine yazilirsa;

Us(at,)A=a,(t,) ve Us(bt,)A=p(t,)
olup

UA=®, yada [U,;®@,] ve U A=®, yada [Ug;D]; (3.30)
U, =[U,(at) Us(at) — Us(at)] . U=[U,(bt) U (bt,) - Ug(bt,)],

q)5=[¢5(t1) (Ds(tz) (/’s(tN):IT Ve (I)6=[(/)6(t1) ¢6(t2) %(tN)T

elde edilir.

Son olarak ayni1 iglemler (3.5) Robin sinir kosullari i¢in de yapilirsa;

aqu(at)+ Ay, (at)={aX(a)SX(t)S+ 54X (a)BSX(t)S} A

a,u(b,t)+ Bu, (b,t) ={a,X(b)SX(t)S + B,X(b)BSX(t)S} A
ifadeleri
U, (a,t) = o, X(a)SX(t)S+ B X(a)BSX(t)S

U (b,t) = &, X(b)SX(t)S + B, X (b)BSX(t)S
olmak iizere
U, (at)A=g,(t) ve Ug(b,t)A =g (t)
biciminde diizenlenir ve (3.15) de tammlanan £ =0,12,...,N icin t, swralama

noktalar1 denklemlerde yerlerine yazilirsa;

U, (at,)A=g(t,) ve Uy(bt,)A=g(t,)
olup

U,A=®, yada [U,;®@,] ve U A=®; yada [U,;®,]; (3.31)
U, =[U,(at) U (at) -~ U(at)], U=[Us(bt) Us(bt) - Uy(bt,)],

(I)7:[§07(t1) (P7(t2) ¢77(tN)]T Ve (I)sz[(os(tﬂ) (Ps(tz) ¢s(tN)]T

olur.

22



Daha sonra ise (3.1) denkleminin (3.2), (3.3), (3.4) ve (3.5) kosullari
altindaki goziimiinii elde edebilmek icin; (3.28), (3.29), (3.30) ve (3.31)
arttirllmis matrislerinin satir sayis1 kadar (3.27) arttirllmig matrisinin herhangi
satirlart silinip yerine (3.28), (3.29), (3.30) ve (3.31) arttiilmis matrisleri
yazilarak

WA =G yada [\iv;é]
yeni arttrilmis matrisi elde edilir. Eger rank (W)= rank(W;G)=(N+1)" ise

[W;é] arttirllmis matrisinin ¢oziimii A=(V~V)_1C-‘; seklinde ve A tek olarak

bulunur. Béylece Pell polinomlarinin bilinmeyen katsayilari elde edilmis ve yaklagik

¢6ziim (3.7) formunda bulunmus olur.

3.2.3. Coziimlerin Dogrulugu ve Hata Analizi

(3.6) denklemi ile verilen kesilmis Lerch serisi ve (3.7) denklemi ile verilen
kesilmis Pell serisi, (3.1) denkleminin yaklasik ¢6ziimleri oldugundan Lerch matris
siralama ydnteminin yaklasik ¢dziimii olan Uy (X,t,/i) ve Pell matris siralama

yonteminin yaklasik ¢oziimii olan Uy (X,t) fonksiyonlar1 ve tiirevleri (3.1)

denkleminde yerine konuldugunda denklem yaklasik olarak saglanmalidir. Bu sebeple

y,1u=0212,...,N olmak f{izere X=X, , anySb ve t=t OStﬂST

u !

araliklarinda, sirasiyla, Lerch matris siralama yontemi ve Pell matris siralama yontemi

i¢cin
oMu(x ,t A
Ry (X}”tﬂ)= i,j;jm fi,J (&’B)%_g(xy’t#) =0
ve
Gi*ju(xy,tﬂ) N
RN (X}/,t#)z i'j;Sn fi,j (Xy’tﬂ)W_g(xy’tﬂ) =0

olup, burada R, (Xy,t#) <107 K, €Z" saglanmalidir. Eger max10 % =107%

keZ" onceden belirlenmisse, 0 zaman noktalarin her birinde R, (Xy,tﬂ) farki
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dnceden belirlenen 107¢ dan daha kii¢iik olana kadar N kesme smir1 arttirilir. Ote

yandan, R, (X,t) rezidiiel fonksiyonu ve |RN (X,tl fonksiyonunun ortalama degeri

ile ¢oziimlerin dogrulugu kontrol edilebilir ve hata analizi yapilabilir. Bunun i¢in L

lineer operatorii ve c¢ift katli integraller i¢in ortalama deger teoremi kullanilarak,
a<x<b, 0<t<T araliklarinda ortalama hatanin st sinir1 m asagidaki gibi
tahmin edilebilir [11-17]:

Ry ()= Lluy (x t)]-glx 1) Lu(xt]=g(xt)
‘IR X,t A{ “R (x,t)dA

O ey —
D —y T

Ry (x,t)dxdt

(b-2)(T-0) °

Ry (Xo,t0)= e[a,b], toe[O,T]

bagmtilarindan

=Ry (Xo:t,)||(b—2)(T —0)|

Thb
”RN (x,t)dxdt
0a

IRy (%ot )[|(b—a)(T —0)|<

o'—.—l

b
_[ (x t)| dxdt

j.‘RN (x,1)|dxdt

(b-a)(T-0)

o'—.—{

=Ry (Xt )| < =R, .

Ayrica bu tez ¢alismasinda tam ¢6ziim ve yaklasik ¢oziim arasindaki farki

hesaplamak i¢in,
mutlak hata=|Tam ¢dziim — Yaklasik ¢oziim;

mutlak hatanin tam ¢6ziime oranini bulmak igin,

Tam ¢6ziim — Yaklasik ¢oziim| .

bagil hata= —
Tam¢ozim |

ve bagil hatayi yiizde olarak ifade edebilmek igin,

Tam ¢bziim — Yaklasik ¢oziim|
Tam¢ozim

ylzde hata= x100%

esitliklerinden yararlanilmigtir [32,33].
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4. ARASTIRMA BULGULARI VE TARTISMA

Bu bolimde, Lerch Matris Siralama Yonteminin ve Pell Matris Siralama
Yonteminin ¢esitli drneklerle lineer kismi diferansiyel denklemlere uygulamalari
yapilmistir. Ayrica ¢oziimlerin hata analizleri yapilarak elde edilen sonuglar tablo ve

grafiklerde verilmistir.

Ornek 4.1.[34] ¢ =p=1 ve f (X,t) =x*+t—1 olacak sekilde

ou  au ou
¥+aa+ﬂu:a7+f(x,t), 0<x<1, 0<t<1

1-boyutlu hiperbolik telgrat denkleminin

u(x,0)=x*,u,(x0)=1,0<x<1

baslangi¢ kosullar1 altindaki ¢oziimiini N =2 ve A= % icin Lerch matris

siralama yontemiyle ve N =2 icin Pell matris siralama yontemiyle bulalim.
Denklemin yaklasik ¢oziimiinii N=2 ve i:% icin (3.6) kesilmis Lerch serisi
formunda ve N =2 igin (3.7) kesilmis Pell serisi formunda arastiralim. Bunun
i¢in Oncelikle

b-a T-0
X, =a+ v, t, =0+

/J’ 7/1#:0!1’21---’N

esitliklerinden

1 1
{XO =0,x, ZE,XZ :1} ve {yo :01y1:E’y2 :1}

siralama noktalarini belirlenir. Daha sonra problemin sirasiyla Lerch matris siralama
yontemi ve Pell matris siralama yontemi i¢in olusturulan temel matris denklemlerini
kullanarak yaklasik ¢oziimleri bulalim. Problemin Lerch matris siralama yonteminin

temel matris denklemi
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ve buradaki matrisler
010 0 0 2 1 0 0
B=|0 0 2| B2=|0 0 OaC(ﬂz%)zo 7k
00O 0 0O
B=diag[B,B,B]. B? =diag|B?B? B,
X(x)=[1 x x|, X(x)=diag[ X(x),X(x),X(x)],

C(2=¥)-diag| C(2=%).c(a=2).c(2=%)| ve f(xt)=x+t-1

seklinde olup matrisler yerlerine konulur ve y,4=0,1,2 icin siralama noktalarin

da kullanarak gerekli islemler yapilirsa

Y %, 0 o0 o G, o 0
Ho Y5 0 0 0 B Foe Y
% % 0 0 0 o Y Hs
Y% o Mo Yo Vo o Haso Vasoo

1
N =

[EY

OK&&O&LI

Wicl=|1 %o %5 Mo Hoo S5 o Hoo O
L% % Mo Y Vs ko s Deos
V2 o K Ys Jso ko Yaso Vasoo
L% 95 K% Yo YU ko Yoo %s 7
L% % K s s ko s Ys 1]

matrisi elde edilir. Ardindan baglangi¢ kosullari i¢in
U, (x,0)=X(x)C(2)X(0)C(2), U,(x,0)=X(x)C(1)X(0)BC(1)
olup matrisler yerlerine konulur ve y,x=0,1,2 i¢in siralama noktalarint da
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kullanarak gerekli iglemler yapilirsa

100 0 00 O 0O ; O
[Us@]=1 00 % 00 % 00 ; 1
100 ¥ oo ¥y 00; 1
o ¥ Y, 0 o 0 0 0 0o ;1
(Vs ]=0 J6 Mo 0 Ko Hoo O Haso Jeoo ¢ L
0 % Ko © Y5 o O Yso Feoo L

elde edilir. Daha sonra [W;G] matrisinin sondan alt1 satir1 silinip yerine elde edilen

kosul matrisleri yazilarak

1 % %o 0 0 o 6, o 0o : -1
1% % 0 0 0 Ty s ¥ 0 H
1% % 0 0 0 & O Fs i o0
10 0 0 0 0 0 0 0 0
[VV;G]: 1 0 0 %0 0 0 _%O 0 0 %
1 0 0 % 0 0 %o 0 0 1
0 % —%0 0 0o 0 0 0 0o = 1
0 % Ho O Yo Ao O o Fewo 1
0 X% Ky 0 Y5 e O Yo o i !

bi¢ciminde bulunur. Bulunan bu sistem ¢6ziilerek bilinmeyen Lerch katsayilar matrisi

A=[0502%002%00T
elde edilir ve
u; (x,t,2)=X(x)C(2) X(t)C(1)A
denkleminde yerine yazilirsa
u(xt)=u,(x,t,A)=x*+t

bulunur ve bulunan bu sonu¢ tam ¢oziime esittir. Simdi de Pell matris siralama
yontemi ile problemin yaklasik ¢6zlimiinii bulalim. Problemin Pell matris siralama

yonteminin temel matris denklemi
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X ()X ()B7S + X (x)SX (t)BS + X (x)SX (1)~ X (x)BSX (1)} A = f (x.t)

W (x,t) = X(x)SX(t) BZS + X (x)SX (1) BS + X (x)SX (1)S — X (x)B?SX (1)S

olup buradaki matrislerden sadece S ve S matrisleri farklidir ve bu matrisler

(0]

I
o O B
o N O

1
o| ve S=diag[S,S,S]
4

dir. Temel matris denkleminde matrisler yerine konulur ve 5,z =0,1,2 icin siralama

noktalarini da kullanarak gerekli igslemler yapilirsa

129 000 -7 2 1 ; 1
131400 0 -7 5 -2 ; Y
142000 0 -7 -12 -19 ; 0
129129—6410;—34

[WiG]=|1 3 14 1 3 14 6 2 12 ; Y
142014216 -8 2 ; Y
12 9 2 418 -3 10 37 ; O
1314 26 28 -3 7 54 A
14 2128 42 3 4 65 ; 1|

matrisi elde edilir. Ardindan bagslangic kosullari i¢in
U, (x,0)=X(x)SX(0)S,U, (x,0)=X(x)SX(0)BS

olup matrisler yerlerine konulur ve y,x=0,1,2 i¢in siralama noktalarin1 da

kullanarak gerekli iglemler yapilirsa

101000101 ; O

[Us@]=|101101202; Y

1012025©05; 1

0200000 2 0 ;1
[U,;®,]=|0 2 00 2 00 4 0 ;1
0200400100 ;1
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elde edilir. Daha sonra [W;G] matrisinin sondan alt1 satir1 silinip yerine elde edilen

kosul matrisleri yazilarak

129000 -7 2 1 -1
1314000 -7 5 2 ; Y
14210000 -7 -12 -19 0
1010001 0 1 0
(W:Gl=[1 01101 2 0 2 ; ¥
1012025 0 3 1
0200000 2 0 1
0200200 4 0 1
02 0040 0 10 0 1]

biciminde bulunur. Bulunan bu sistem ¢oziilerek bilinmeyen Pell katsayilar matrisi

A=[Y % oooo Yool

elde edilir ve

denkleminde yerine yazilirsa
u(x,t)=u,(xt)=x"+t

bulunur ve bulunan bu sonug¢ tam ¢6ziime esittir.

Ornek 4.2. [35] c= % olmak {izere

ou , 0%u
—=c )
ot ox?

1-boyutlu 1s1 denkleminin

u(x,0)=sin(zx), 0<x<1

baslangi¢ kosulu ve

u(0,t)=0, u(Lt)=0, o<t<1

2

sinir  kosullar1 altindaki ¢6ziimiinii bulalim. Bu problemin analitik ¢6ziimii
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u (X,t) =e'sin (7Z'X) dir. Problemin yaklasik ¢oziimleri N=16, N=18 ve N=20

degerleri i¢in Pell matris siralama yontemi ve N=18, N=20, A=1 ve A=15
degerleri i¢in Lerch matris siralama yontemi kullanilarak hesaplanmistir. Elde edilen

sonuglar Sekil 4.1-7 ve Tablo 4.1 de gosterilmistir.

W Uis(xl)
W Uz(xl)
B ug(xt1)
B uis(xt15)
L uzg(xt1)
B uxp(xt15)
B u(xt)

Sekil 4.1. Ormek 4.2’nin elde edilen yaklasik ¢oziimlerinin analitik c¢oziimle
karsilastirilmasi.

Tablo 4.1. Ornek 4.2°nin mutlak hata karsilastirmalari.

Pell polinomlarma Lerch polinomlarina
dayal1 dayal1
X t yaklagik ¢6ziim yaklasik ¢6ziim 0Qs NQS
_ _ _ [35] [35]
NeB N N=18  N=20 N=2
B - A=1 A=1  i=15
0.125  0.01 3.02E-11 4.79E-13 4.33E-13 3.79E-14 1.78E-13 4.1E-7  3.0E-7
0.125  0.05 4.45E-11 2.93E-12 2.27E-12 1.43E-13  2.64E-13 8.0E-7  7.0E-7
0.25 0.01 7.43E-11 1.33E-12 2.80E-13 1.73E-13  4.20E-13 5.3E-7 4.9E-7
0.25 0.05 8.46E-11 7.07E-12 2.15E-12 6.92E-13 1.96E-12 1.0E-6 9.5E-7
0.5 0.01 9.88E-11 3.00E-12 6.63E-13 1.50E-13 1.88E-12 5.0E-7  49E-7
0.5 0.05 4.37E-11 1.39E-11 6.67E-12 591E-13  7.84E-12 1.0E-6  9.6E-7
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---(y-- Analitik --3-- Pell --A-- Lerch
N=20 N=20, A=1

Sekil 4.2. Ornek 4.2’nin analitik ve yaklasik ¢dziimlerinin X’ in bazi degerlerinde

karsilastirilmast.

u(x,t)

1.2

1.0

0.8}

0.6}

~(Cy-- Analitik --3-- Pell --A-- Lerch
N=20 N=20, A=1
o O
& @
B p-8dh0-g

0.2 0.4 0.6

Sekil 4.3. Ornek 4.2°nin analitik ve yaklasik ¢dziimlerinin t’nin bazi degerlerinde

karsilastirilmasi
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t)

e(x.

3.x10710}
2.5x10'10:
2.x10'1°;
1.5x10710 ¢
1.x10'1°f
5.x10™1

0

e

AR mmmmEmE S

EE s EE
I

-
-

1.0

I eaw

.é----l-.--g..-------'-.---'-.-- S S .

ll
0.0

1 1 1 1 1 L L | 1 1 1 1
0.4 0.6 0.8
t

0.2

e13(0,t)
e20(0,t)
-=--=-- eq3(0,t,1)
e45(0,t,15)
eg0(0,t,1)
===== g99(0,t,15)

Sekil 4.4. Ornek4.2’deki yaklasik ¢oziimlerin x=0 icin mutlak hata karsilastirmalari.

1.2x1078 -

1.x10°8

8.x107% -

e(x,t)

4.x1070

2.x107°

6.x107% -

" N B - ——_ .

e16(1,t)
eq1g(1,t)
ez0(1,1)
eqg(1,t,1)
eq18(1,t,15)
ez0(1,t,1)
e20(1,t,15)

Sekil 4.5. Ornek4.2°deki yaklasik ¢dziimlerin x=1 icin mutlak hata karsilastirmalari.

3.x1079 -

2.x107?

e(x,t)

1.x10°

0

[
[§
i
[}
i
L}
i
L]
[]
]
I
]
]
]
&
L]
L ]
L]

|
0.8

[ = = - -
|asssassssasassnsnsessnesreneendieeseess”
. L

e13(x,0)
--- e(x,0)
-=---- eq5(x,0,1)
e4g(x,0,15)
""" - ey(x,0,1)

1.0

L M . I 1
0.0 0.2 0.4 0.6
) ¢

Sekil 4.6. Ornek4.2°deki yaklasik ¢dziimlerin t=0 i¢in mutlak hata karsilastirmalar1.
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T T T
0.004 - ; ‘]
L ' i
1 B
1 i
L : " .y [:
0.003 - : . S es6(x,1)
L . . i
: : "[ 918(xs1)
= / R ea0(x,1)
2 0.002 - . . " 20
Y ul ----- e1g(x,1,1)
[ ': .' :? e4g (X,1 | 5)
| - -‘ ’ K 4 -
0.001 i "' ’,' E_ ezo(x!1!1)
* * 4
I e . . "“' :: ----- ez(x,1,15)
0.000 semaeriwisannsssiEiiannne=nntt crmrmt2 0]
bl L L L 1 1 L 1 1 1 L L 1 L 1 L
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
X

Sekil 4.7. Ornek4.2°deki yaklasik ¢dziimlerin t=1 i¢in mutlak hata karsilastirmalar.

Ornek 4.3. [36] Difiizyon katsayis1 D =0.05 ve konveksiyon hizi a=1 olan

2
U

0,
ot OX ox?

konveksiyon Gifiyon denki@ifinin
u(x,0)=sin(2zx), 0<x<1
basiangic kogulu ve
u(o,t) = exp(—D47z2t)sin (—2zat), 0<t<T
u(Lt)= exp(—D47z2t)sin (27(1-at)), 0<t<T

sinir  kosullar1 altindaki ¢6ziimiini bulalim. Bu problemin analitik ¢oziimi
u(xt)= exp(—D47z2t)sin (27T(X — at)) dir. Problemin yaklasik ¢oziimleri N =18,
N=19 ve N=20 degerleri ig¢in Pell matris siralama yontemi ve N=19, N=20,

A=50 ve A4=1000 degerleri i¢in Lerch matris siralama yontemi kullanilarak

hesaplanmistir. Elde edilen sonuclar Sekil 4.8-14 ve Tablo 4.1-2 de gosterilmistir.
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--()-- Analitik --[&-- Pell --A-- Lerch

N=20 N=20, A=1000

u(x,t)

0.8

@;ﬁgﬁr@\
0.6@5‘/ B
/@i’;@.ﬁ‘@@
+ Fa e
2 f . By etiifey
,r-ﬁf \ﬁ @;E ‘% g
@\ 02 = N ﬁ“@\ 08 @ - ‘

0.2 \ / )@\7@\ ’@-@_"%,_@_@‘@

0.4 %\. /@/@ —@
04l /N

/B @

~o.ah Bg e

Sekil 4.8. Ornek 4.3’iin analitik ve yaklasik ¢dziimlerinin X’ in bazi degerlerinde

karsilastirilmast.
-« Analitk --3-- Pell --A-- Lerch
N=20 N=20, A=1000
u(x,t)
o e,
I f@ B
0.5:- @,f@ @A@--@’fﬁi'@\@\
’ - B o-8:8:0-
31@ & B Pe
. 1 . o I . }ﬂ e . . £y
\@\@ 0.2 & 0.4 = @»ﬁ ﬁ\ ﬁ] X
\@?g @@,{\ @\\ //
- e8-aa &) B @
L ’@ \\ /_@‘
* B g
; @, Y-
1.0/ B-g-8

Sekil 4.9. Ornek 4.3’{in analitik ve yaklasik ¢dziimlerinin t'nin bazi degerlerinde

karsilastirilmasi.
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W vis(xt)

B ve(xt)

W van(xt)

B vie(x,1,500)
L. uyg(x,t,1000)
B uyg(x,1,500)
B usp(x,t,1000)

u(x,t) B u(x)

Sekil 4.10. Ornek 4.3’iin yaklasik ¢dziimlerinin analitik ¢oziimle 0<X<1 ve
0 <t <1 araliginda karsilastirilmasi.

Tablo 4.2. Ornek4.3’iin mutlak hata karsilastirmalari.

Pell polinomlaria dayali Lerch polinomlarina dayali
yaklasik ¢6ziim yaklasik ¢coziim FDTDQS DQTFDS
x ot N 20 N=20 N=20 [36] [36]
A =500 4 =1000
0.25 0.4 5.03E-6 2.85E-8 8.06E-7 1.1E-3 1.1E-2
0.25 0.6 1.38E-5 3.92E-7 3.50E-6 3.4E-3 1.2E-2
0.25 0.8 1.34E-5 1.68E-7 4.60E-6 2.1E-3 1.0E-2
0.25 1.0 8.94E-5 9.01E-5 8.56E-5 6.0E-4 1.3E-3
0.50 0.4 1.78E-5 4.62E-7 6.12E-7 1.0E-2 6.6E-2
0.50 0.6 2.02E-6 1.06E-7 1.04E-6 3.9E-3 5.4E-2
0.50 0.8 1.03E-5 1.26E-7 2.83E-6 3.4E-3 4.2E-3
0.50 1.0 8.04E-6 2.22E-6 1.54E-6 3.4E-3 2.5E-2
0.75 0.4 3.33E-5 1.89E-6 2.02E-5 2.9E-3 1.9E-2
0.75 0.6 1.07E-4 5.90E-6 3.68E-5 1.1E-2 2.7E-2
0.75 0.8 8.00E-5 9.16E-6 6.67E-5 6.4E-3 3.2E-2
0.75 1.0 9.55E-5 1.16E-5 2.70E-4 1.9E-3 6.3E-3
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Tablo 4.3. Ornek4.3’1n mutlak hata karsilastirmalar.

Pell polinomlarina dayali Lerch polinomlarina dayali
yaklasik ¢oziim yaklasik ¢oziim
U s Nelg Nexp  NEBON=BBON=2 N=20
- B - A=500 2=1000 1=500 A=1000
0.0 00 232E-5 1.98E-5 4.18E-5 1.02E-6 5.53E-7 7.29E-7 5.29E-6
02 02 369E-5 992E-6 1.88E-5 168E-7 1.17E-6 2.92E-7 7.61E-7
04 04 328E-5 1.67E-5 1.09E-5 8.25E-8 1.23E-6 2.99E-7 1.66E-7
0.6 06 275E-5 1.71E-5 7.22E-6 482E-7 1.13E-6 4.40E-7 4.83E-7
0.8 0.8 3.48E-4 8.20E-4 1.99E-4 431E-5 7.85E-5 2.79E-5 2.32E-4
0.00008 - ol
I I
i i
0.00006 - R R e13(0.)
I :' ': e19(0,t)
go.ooom—\ ’ : o el
. L e49(0,£,500)
L ] i :' | —— €10(0,t,1000)
0.00002 ~— ) A 1 e (0,4,500)
S e ] RN kg 2 A R €50(0,t,1000)
0.00000 | == 8 S nn il Sasis SR o ]
02 04 06 08 1.0

1 L
0.0
t

Sekil 4.11. Ornek4.3’deki yaklasik ¢oziimlerin x=0 i¢in mutlak hata karsilastirmalari.

Ph
i
H ]
. .' g
[
I R eqg(1.t)
P e1g(1,t)
i
.! i c-o-- ey
SRS LD e1o(1,£,500)
I: 2 e49(1,£,1000)
i
/i P - e0(1,4,500)
1
A A R €20(1,4,1000)
(EYPAINE NS el oF Ll ]
1 L
0.4 0.6 0.8 1.0
t

Sekil 4.12. Ornek4.3’deki yaklasik ¢oziimlerin x=1 i¢in mutlak hata karsilastirmalari.
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0.00006 - Iy
T R e1s(x.0)
i . e19(x,0)
& 0.00004 i 4 0
: e P :E ----- e19(%,0,500)
0.00002 - ) :‘ [ e49(x,0,1000)
I -41 ST ! _-"‘\\ ‘.: - : :E e20(x,0,500)
LE L IR R W L ;E ----- e50(x,0,1000)
0.00000 |- ~"51h et bl i 5 i 52 B2 S R ; i
00 02 04 06 0.8 1.0
X

Sekil 4.13. Ornek4.3’deki yaklasik ¢dziimlerin t=0 i¢in mutlak hata karsilastirmalar1.

0.006 - L
C L L4
[ Wi : ]
0.005 - i =
[ ‘ ! Bl e eqg(x,1)
L ¥ "
0.004 - o Et e1(x,1)
— r ¥ 4
b [ L] L - Ezo(x,'l)
Z 0.003- ’ i H
Ly b §] ==-a- e49(x,1,500)
Ik ry '
0.002- + - " e49(x,1,1000)
L ¥y L
FoN : r ] €20(x,1,500)
0.001F s S ]
SN . K EREEEEE €20(x,1,1000)
% . ‘- - tel, o * 4 ]
0.000 - L P, 2 PR e i = 1
L L L L L L L 1 L L L L L L L |
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
X

Sekil 4.14. Ornek4.3’deki yaklasik ¢dziimlerin t=1 i¢in mutlak hata karsilastirmalar1.

Ornek 4.4. [37] Tam ¢dziimii U(X,t)=xt olan
Uy (X,t)+U, (X,t)=0, 0<xt<1
Laplace denkleminin
u(x,0)=0, u(x1)=x, 0<x<1

u(0,t)=0, u(Lt)=t, o<t<1

Dirichlet kosullar1 altindaki ¢oziimiini N =3 ve A =2 i¢in Lerch matris siralama

yontemiyle ve N =3 i¢in Pell matris siralama yontemiyle bulalim. Denklemin

yaklastk ¢dziimiini N =3 ve A=2 i¢in (3.6) kesilmis Lerch serisi formunda
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ve N=3 ig¢in (3.7) kesilmis Pell serisi formunda aragtiralim. Bunun igin

Oncelikle

esitliklerinden
1 2 1 2
{Xo =0x =2%=3.% =1} ve {yo =0yi=2.Y =3 =1}

siralama noktalarini belirlenir. Daha sonra Laplace denklemin sirasiyla Lerch matris
siralama yontemi ve Pell matris siralama yontemi icin olusturulan temel matris
denklemlerini kullanarak yaklasik c¢oziimleri bulalim. Laplace denklemin Lerch

matris siralama yonteminin temel matris denklemi

ve buradaki matrisler

0020 100 0

_ 2 3 0 00 6 0 2 -1 2
X(x)=[1 x x* x], g?- . C(1=2)- %|.
0000 00 3 -3

0000 00 0 4

X (x) = diag[ X(x),X(x), X(x),X(x)]. B? =diag[B? B?,B?,B?],
C(A=2)=diag[C(21=2),C(1=2),C(1=2),C(1=2)] ve g(xt)=0

seklinde olup matrisler yerlerine konulur ve y,x =0,1,2,3 igin siralama noktalarini

da kullanarak gerekli islemler yapilirsa
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006 6000 0 60 0 0 -6 0 O 0 ; 0]
0062000064029—6—40—29;0
16/ ¢ & _a _16/ -
006100000684468 4 6 : 0
006 18 000 0 612 12 10 -6 -12 -12 -10 : O
_ _ 2 _ :
006 600 4 46000204 A,o
4 2 2 2 4 -
00620044640629647,0
20 16 8/ 14/ 26/ .
006100044684@234 b7 i 0
00618004126121210243y 4 0
W:G]= 9
[W:G]= 16 16
006 6008 -8 6 0 4 10 0 A-A;o
8 14 20/ 16/ 26/ -
00620084644@103A 57 O
40 76 40/ 76/ 160/ .
006 10 00 8 4688 41035 A
006 18 00 8 24 6 12 16 22 10 20 19% 2 0
006 6001 -12 6 0 12 -12 18 0 10 -10 : O
00620012464123%1812 10 4 0
00610001220681619%1824 2 2 0
0 06 18 0012 36 6 12 24 46 18 36 46 60 ; O

matrisi elde edilir. Ardindan Dirichlet kosullar i¢in

U, (x0) = X(x)C(1)X(0)E(2).U, (x.2) = X(x)C(A)X()E(4)

olup matrisler yerlerine konulur ve y,ux=12 icin siralama noktalarin1 da

kullanarak gerekli islemler yapilirsa

2 .
10003000000027000,0}

[Ul;q)l]:Looo%000%000%7000;0
[Uz;q)z]:llzz%%%%l%o 0 0 0 Yy ¥ ¥y /1%}
122 % % % 8% 2% % % 4% W 8y 99 % % 0 %

1% 0 %7000000000000;0
U, ®,.|=
[Usi ] 14 % 8, 000000000000 ;0
U@ [/ Y7 2 /0%72430%741%0%1?%}
%% 2% % 2 5 0 % % % % Y% %
elde edilir. Daha sonra [W;G] matrisinin sondan sekiz satir1 silinip yerine elde edilen

kosul matrisleri yazilarak
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0 o 6 -6 0 0 0 0 6 0 0O 0O -6 0 0 0 0]
00 6 2 0 0 0 0O 6 4 0 % 6 4 0 -3 ;0
o0 6 10 0o 0o 0 o 6 8 4 16 6 -8 -4 167 0
o0 6 18 0 0 0 0 6 12 12 10 -6 -12 -12 -10 ; 0
00 6 6 0 0 4 -4 6 0 0 0 2 0 3 -2 ;0
00 6 2 0 0 4 4% 6 4 0 20 2 2 4 4 . 0
00 6 10 0 0 4 07 6 8 4 1 o 8 15 26/ . ¢
0 0 6 18 0 0 4 12 6 12 12 10 2 4 37 4 0
[(Wiél=1 0 o o % 0 0o 0o 0 0 0 0 ¥ o o0 0 0
10 0 0 4% 0o 0 o0 2 0 0 o0 8 0o o0 0 ; 0
L2 2 % % d % 0 o0 0 0 5 % %o K
L2 2 % %% % % % % % % Y% %
12 0 %, 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 ; 0
1% 2% 8. 0 0 0 0 0 0 O 0O 0 0 0 0 ; 0
L% 0 o2 %0 B0 % %% o0 %ok
LB Y 2 B 2 B Y % % % Y 4

biciminde bulunur. Bulunan bu sistem ¢6ziilerek bilinmeyen Lerch katsayilar matrisi
T
A=[0 0000 % 000000000 0]
elde edilir ve
uy(x,t,4)=X(x)C(A)X(t)C(1)A
denkleminde yerine yazilirsa
u(xt)=uy(xtA)=xt

bulunur ve bulunan bu sonug¢ tam ¢6ziime esittir.

Simdi de Pell matris siralama yontemi ile problemin yaklagik ¢oziimiini

bulalim. Laplace denklemin Pell matris siralama yonteminin temel matris denklemi

{X(x)B?SX (1) +X(x)SX(t)BS| A= g (x.)

W(x,t) = X(x)B?SX(t)S+X(x)SX(t)B’S
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olup buradaki matrislerden sadece S ve S matrisleri farklidir ve bu matrisler

ve S=diag[S,S,S,S]

o O O -
o o N O
o A O B+
0 O b~ O

dir. Temel matris denkleminde matrisler yerine konulur ve y,x=0,1,2,3 igin

siralama noktalarini da kullanarak gerekli islemler yapilirsa

008 000 0O 0O 8 0 16 0 0 o0 0 0 ; 0]
00816 00 0 0 816/ 1767 784/ o o 0 0o ;0
008300 0 0 83 27271952/ 0o 0 0 0 ;0
0084800 0 0 8 16 48 144 0 O 0 0 :0
008 000 1% 0 8 0 17% 0 16 o0 784 0o ;o0
008 16 0 0 1% 3% 8 1% 20% 97%7 16 3% 97%7 Z|.40%7 © 0
008 3200 1% 6% 8 3% 30% 233%7 16 6% 155%7 358%7 )
e 008 48 0 0 1% 32 8 16 46% 49% 16 32 251%7 243% : 0
[']_0080003% 0 8027% 0 32 0 195%7 0o :0
008 16 0 0 3% 6% 8 1% 30% 155%7 32 6% 233%7 358%7 © 0
008 3200 3% 12% 8 3% 40% 348%7 32 12% 348%7 870%7 © 0
0084800 3/ 64 8 16 560/ 688/ 3> g4 5408/ 56327 . ¢
008 000 16 0 8 0 48 0 48 0 144 0 :0
00816 00 16 32 8 1% 46% 251%7 48 32 49% 243% .0
0083200 16 64 8 3% 56% 540%7 48 64 68% 563% )
0084 00 16 9 8 16 8 336 48 96 336 1152 ; 0|

matrisi elde edilir. Ardindan Dirichlet kosullari i¢in

U, (x,0)=X(x)SX(0)S, U, (x1)=X(x)SX(1)S

U, (0,t)=X(0)SX(t)S, U, (Lt) = X(1)SX(t)S

olup matrisler yerlerine konulur ve y,ux=12 i¢in siralama noktalarin1 da

kullanarak gerekli islemler yapilirsa

1010%02301%01%04%704%7o;o
U, o, |=
[V, 10104 04 025 o2 013 01, 0;o0
12512 25 4 105 8 19 260 650 554 40, 88, 2205 Y% 1 X
U, ®, |=
[Ui.] 12512%%2% 16 2% 5% 12% 10% 13%7 272/, 680, 54%;%
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[U_q)]{l%l% 44/, 000 01 24 13 4%70000;0}
3153 T

1%2%1362700001%2%136270000;0
125 By M5 2 44 %y 885, 5 104 650 200, 12 8 52 17%?%}

[U4;¢4]:L 4% 250 136/ 2 8/ SO 212/ 5 204 125/ 680/ 17 16 1004 5447 . 2/

elde edilir. Daha sonra [W;G] matrisinin sondan sekiz satir1 silinip yerine elde edilen

kosul matrisleri yazilarak

o 8 0 0 0 O 0O 8 0 16 0 0 0 0 0 ; 0]
00 8 16 0 0 0 0 8 1601760 7 9 0 0 0 ;0
00 8 32 0 0 0 0 8 3256 0 0 0 ;0
00 8 4 0 0 0 0 8 16 48 144 0 0 0 0 ;0
00 8 0 0 0 1% 0 8 17% 0 6 0 7. 0 ;0

0
00 8 6 0 0 1% 3% 8 1% 20% 97%7 16 3% 97%7 140%7 © 0

00 8 32 0 0 1% 6% 8 3% 30% 233%7 16 6% 155%7 358%7 S0
16 32

hos @ 018 @ 8 w9 15 ST Y
{W;G}:lolo 0 % o0 Bgoo oo M 0 My o0 o0

0
%
1o 1 0 Yoo % o Bro B oo B o B o
L2513 B B S 8y 20 %
5 1 4 8 N/ 15 25 S/ 125 100/ 16/ 20/ a0y, suy
12 B30 M 0 0 0 1oy B Ml 0 o 0 0
L4 B 0 0 00 0 1 4 B0 6L o g 0 0
L3 W M 2 By By s 19 8 20, 1 s Sy o
1Y By B g 8 Sy My 5 ) 1% 68 1 15 100/ Sy

o N o

o

P

biciminde bulunur. Bulunan bu sistem ¢oziilerek bilinmeyen Pell katsayilar matrisi
T
A=[0 0000 % 000000000 0

elde edilir ve

U, (X,t)=X(x)SX(t)SA
denkleminde yerine yazilirsa
u(xt)=u,(x,t)=xt

bulunur ve bulunan bu sonug¢ tam ¢6ziime esittir.
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Tablo 4.4. Ornek 4.4’tin N=3 icin Lerch ve Pell matris siralama metotlariyla elde

edilen yaklasik ¢oziimlerin Yiizde hata karsilagtirmalari.

Yiizde Hata
X Lerch matris Pell matris Gauss-Seidel
siralama metodu siralama metodu metodu
[37]
02 02 0.000 0.000 0.217
04 02 0.000 0.000 0.142
06 02 0.000 0.000 0.076
08 02 0.000 0.000 0.028
02 0.6 0.000 0.000 0.076
04 0.6 0.000 0.000 0.050
06 0.6 0.000 0.000 0.027
08 0.6 0.000 0.000 0.010

Ornek 4.5. [38] u, +u, =0, Xte [0,1] Laplace denkleminin
u(x,0)=0, u(x,1)=sin(zx), u(0,t)=0, u(Lt)=0

Dirichlet sinir kosullar1 altindaki ¢éziimiinii bulalim. Bu problemin analitik ¢éziimii
sin(zx)sinh(zt)

u(xt)= sinh ()

dir. Problemin yaklasik ¢oziimleri N=15, N=18 ve

N=20 degerleri i¢in Pell matris siralama yontemi ve N=18, N=20, 1=2 ve
A=250 degerleri i¢in Lerch matris siralama yontemi kullanilarak hesaplanmigtir.

Elde edilen sonuglar Sekil 4.15-21 ve Tablo 4.5. de gosterilmistir.
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---()-- Analitik --3-- Pell --A-- Lerch
N=20 N=20, A=2

u(x,t)

Sekil 4.15. Ornek 4.5’in analitik ve yaklasik ¢dziimlerinin X’ in bazi degerlerinde

karsilastirilmasi.
-« Analitk --3-- Pell --A-- Lerch
N=20 N=20, A=2
u(x,t)
1.2}
1.0} @—‘@iﬁﬂ@\@\
A a

Sekil 4.16. Ornek 4.5’in analitik ve yaklasik ¢dziimlerinin t’nin bazi degerlerinde

karsilastirilmasi.

44



W uis(xb)

W us(xb)

W ux(xb)

B uqs(x,t,250)
L usn(xt2)
B ux(x,t,250)
B u(xt)

X 1.00.0 t

Sekil 4.17. Ornek 4.5’in yaklasik ¢dziimlerinin analitik ¢6ziimle karsilastiriimast.

Tablo 4.5. Ornek 4.5’in mutlak hata karsilastirmalari.

Pell polinomlaria dayali Lerch polinomlarina dayali
yaklasik ¢oziim yaklasik ¢oziim UANN MANN
x= N=18 N=20 N=20 [38] [38]

N=I5 N=I8  N=20 =250 A=2 =250
01 685E-6 155E-8 4.11E-10  6.71E-O 3.48E-9 3.06E-10 123E-5 4.20E-8

0.2 273E-5 6.23E-8 1.65E-9 2.68E-8 1.40E-8 1.23E-9 2.24E-5 3.90E-8
0.3 6.12E-5 1.39E-7 3.74E-9 5.99E-8 3.25E-8 2.81E-9 4.80E-5 5.61E-7
04 1.07E-4 2.42E-7 6.78E-9 1.04E-7 6.25E-8 522E-9 8.11E-5 5.92E-7
0.5 1.63E-4 3.63E-7 1.10E-8 1.53E-7 1.12E-7 8.94E-9 231E-4 6.28E-7
0.6 2.22E-4 4.82E-7 1.73E-8 191E-7 1.94E-7 1.51E-8 4.55E-4 7.08E-7
0.7 272E-4 5.69E-7 2.69E-8 1.69E-7 3.29E-7 2.66E-8 6.58E-4 9.37E-7
0.8 2.89E-4 5.84E-7 4.17E-8 2.71E-8 537E-7 4.93E-8 7.88E-4 5.62E-6

0.9 2.22E-4 4.40E-7 5.30E-8 491E-7 7.70E-7 8.21E-8 4.55E-4 3.87E-6
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Sekil 4.19. Ornek4.5’deki yaklasik ¢oziimlerin x=1 i¢in mutlak hata karsilastirmalari.

1.x10°1 -

8.x10712 -

6.x10712 -

e(x,t)

4.x10712

r\
2.x10712 |-+

- P e T
Tt S e
1

0.6

0.8

e1g(x,0)
e20(x,0)
e13(x,0,2)
e1(x,0,250)
e0(x,0,2)
e50(x,0,250)

Sekil 4.20. Ornek4.5’deki yaklasik ¢oziimlerin t=0 igin mutlak hata karsilastirmalari.
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3.x10710 - i o ]
: i [ eq5(x,1)
— [ : ] L]
X : i { oo eg(x1)
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Sekil 4.21. Ornek4.5°deki yaklasik ¢dziimlerin t=1 i¢in mutlak hata karsilastirmalar1.

Ornek 4.6. [39] Her iki ucu sabitlenmis L =2 uzunlugundaki elastik bir yay! goz

oniine alalim. Yayn baslangic yer degistirmesinin f (X) =5sin (7[ %) , baslangi¢
hizinin ¢ (X) =0 ve a=1 oldugunu varsayalm. 0<x<L ve 0<t<2 igin

yayin U (X, t) yer degistirmesini bulalim.

Yayin sadece baslangic yer degistirmesi f (X) ve baslangi¢c hiz1 § (X) ile
hareket ettirildigini varsayarsak, yayin serbest titresimi
Uy = a’Uy (O =sabit=0), O<X<L, t>0

u(x,0)=f(x), u(x0)=g(x)

u(0,t)=u(L,t)=0
baslangi¢-sinir deger problemi ile ifade edilebilir. Bu problemin analitik ¢oziimii

u(x,t)="5sin (” % ) COS(”%) dir. Problemin yaklagik ¢oziimleri N=18 ve N=20

degerleri igin, Pell matris siralama yontemi ve N=18, N=20, A1=3 ve 4=100
degerleri i¢in Lerch matris siralama yontemi kullanilarak hesaplanmistir. Elde edilen

sonuclar Sekil 1-3 ve Tablo 1 de gdsterilmistir.
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~+(y Analitik --O-- Pell A-- Lerch
N=20 N=20, A=100

Sekil 4.22. Ornek 4.6’nin analitik ve yaklasik ¢oziimlerinin x’ in baz1 degerlerinde

karsilastirilmasi.

<)+ Analitk -3 - Pell A-- Lerch
N=20 N=20, A=100

u(x,t)

Sekil 4.23. Ornek 4.6’nin analitik ve yaklagik ¢dziimlerinin t’nin bazi degerlerinde

karsilastirilmast.
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W uis(xt)
B uxn(xt)
B u1s(x1,3)
B uis(x,t,100)
L Uao(x,1,3)
B u20(x1,100)

H ux.t)

Sekil 4.24. Ornek 4.6’nin yaklasik ¢dziimlerinin analitik ¢oziimle karsilastiriimasi.

Tablo 4.6. Ornek 4.6 nin bagil hata karsilastirmalari.

Pell polinomlarina dayali Lerch polinomlarina dayali

< ¢ yaklasik ¢oziim = Nyilj-ISaslk géﬁﬁ_rrzlo T

N=18 N=20 23 7100 13 7100
0.2 0.2 3.64E-11 3.13E-12 1.83E-12 1.69E-11 6.86E-14 1.06E-13
0.4 0.4 6.71E-11 8.44E-13 1.72E-12 9.21E-12 5.17E-14 9.26E-13
0.6 0.6 6.69E-12 3.98E-12 5.50E-13 8.79E-11 3.41E-14 2.39E-12
0.8 0.8 7.87E-10 1.22E-11 558E-10 8.87E-10 8.55E-12 2.40E-12
1.2 1.2 6.76E-06 1.08E-07 1.03E-05 8.09E-06 4.29E-09 2.24E-08
1.4 1.4 5.79E-05 4.85E-07 1.97E-04 6.16E-05 2.06E-07 1.72E-07
1.6 1.6 3.83E-04 4.97E-06 1.90E-03 1.01E-04 9.19E-06 2.38E-06
1.8 1.8 1.32E-02 2.57E-04 3.51E-03 6.24E-03 7.85E-04 6.03E-05
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Sekil 4.27. Ornek4.6’daki yaklasik ¢dziimlerin t=0 i¢in mutlak hata karsilastirmalar1.
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Sekil 4.28. Ornek4.6’daki yaklasik ¢dziimlerin t=2 i¢in mutlak hata karsilastirmalar1.

Ornek 4.7. [39] Sekil 4.29.a da verilen Laplace denklemini ve Sekil 4.29.b de

verilen Laplace denklemini géz 6niine alalim.

[
A
(0') 1 3 (b) ou/
ou/ = x+1 =X
2 ot 2 or
— ik — ~
‘l_ I [ Il
I @, TUu,; = 0 < < Upe TU, = 0 \t
ré < QS (%
E
> X > X
0 ou/ _ 3 L 51{/ =i 3
ot or -

Sekil 4.29. (a) Neumann kosullari altinda Laplace denklemi. (b) Neumann

kosullar1 altinda Laplace denklemi.

Denklemlerin ¢oziimiine gegmeden 6nce, denklemlerin verilmis olan kosullar
altinda ¢oziimlerinin olup olmadig: arastirilmalidir. Neumann Probleminde ¢oziimiin

varligi tamamen smurmn farkli kisimlart boyunca Ongdriilen u, = n normal
n

tiirevlere baglidir. Yani sinir tizerinde alinan normal tlirevlerin egrisel integralleri sifir

olmadigi siirece ¢oziim mevcut degildir. Dolayisiyla ¢6ziimiin olabilmesi i¢in

olmalidir [39]. Simdi sirayla Sekil 4.29.a da verilen Laplace denkleminin ve

o1



Sekil4.29.b de verilen Laplace denkleminin ¢ézlimiiniin olup olmadigini aragtiralim.

Sekil 4.29.a da verilen Laplace denkleminin Neumann kosullarinin egrisel integrali
2

Ia_uds :jxdx+jtdt—i(x+1)dx—j(t—1)dt =-1%#0
= on 0 . )

0

oldugundan ¢6ziim mevcut degildir. Sekil 4.29.b de verilen Laplace denkleminin

Neumann kosullarinin egrisel integrali
au 3 2 3 2

I—ds :dex+Itdt—dex—Itdt =0
C an 0 0 0 0

olup ¢6ziim vardir. Bu denklemin
u (x,0)=x, u (x2)=x,u,(0t)=t, u (x3)=t

Neumann kosullar1 altindaki tam ¢oziimii Xt dir. Simdi denklemin ¢6ziimiinii N =3

ve A =5 i¢in Lerch matris siralama yontemiyle ve N =3 i¢in Pell matris siralama

yontemiyle bulalim. Denklemin yaklasik ¢6ziimini N=3 ve A=5 igin (3.6)
kesilmis Lerch serisi formunda ve N =3 i¢in (3.7) kesilmis Pell serisi formunda
arastiralim. Bunun i¢in 6ncelikle

b-a T-0
X, =a+ N v, t, =0+ N u, y,u=07212... N

esitliklerinden

(% =0% =1% =2 =3} ve (¥ =0.%,=24.,= 4., =2]

siralama noktalar1 belirleyelim. Daha sonra Laplace denklemin sirastyla Lerch matris
siralama yontemi ve Pell matris siralama yontemi icin olusturulan temel matris
denklemlerini kullanarak yaklasik ¢oziimleri bulalim. Laplace denklemin Lerch

matris siralama yonteminin temel matris denklemi

W(x,t) = X(x)B?C(2)X(t)C(A)+ X(x)C(4)X(t)B*C(A)
ve buradaki matrisler
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, B?

o O O o

* C(1=5)=

0 0
AV
15 -15

0 35

o O O o
o O O -
o O N O
o w O o
o O o o
O O O N
o O o o
o O O -
o O o1 o

B =diag[B,B,B,B], B =diag[B*B?B* B,
X(x)=[1 X x x3], >_((x)=diag[X(x),X(x),X(x),X(x)],

C(4=5)=diag[C(1=5),C(41=5),C(1=5),C(1=5)] ve g(xt)=0

seklinde olup matrisler yerlerine konulur ve »,=0,1,2,3 icin siralama noktalarini

da kullanarak gerekli islemler yapilirsa

003 -3000 0 3 0 0 0 30 0 0 0
0031000 0 0 30 100 150 8007 30 100 -150 -1300
003 2500 0 0 30 20 700 15800/ 30 200 700 -15800/
0033000 0 0 3030 1650 6700 -30 -300 -1650 6700
003 -30 0015 -15 3 0 375 -375 180 0 650 650
0030 110 0 0 150 550 30 100 525 1367% 180 600 1550 3250
0 030 250 0 0 150 1250 30 200 1075 4392% 180 1200 4850 15950

[W;G]:o 030 390 0 0 150 1950 30 300 2025 11575 180 1800 10550 48650
003 -3 00300 -3003 0 1650 -1650 390 0 6700 6700
0030 110 0 0 300 1100 30 100 1800 5575% 390 1300 8650 23800%
0030 25 0 0 300 2500 30 200 2350 13955% 390 2600 15800 70790%
0030 390 0 0 300 390 30 300 3300 28150 390 3900 28150 174200
003 -3 00450 —450 30 0 3825 -3825 600 0 24450 24450
0030 110 0 0 450 1650 30 100 3975 12752% 600 2000 27450 83285%
0030 250 0 0 450 3750 30 200 4525 S0X675 600 4000 3450 214970
0030390 0 0 450 5850 30 300 5475 56425 600 6000 57450 451850 ;

matrisi _elde edilir. Ardindan Neumann kosullari i¢in

U, (x0) = X()C()X(O)BE(1).  U,(x2)=X(x)C(2)X(2)BE(2)

U,(0,t)=X(0)BC(2)X(t)C(4),  U,(3t)=X(3)BC(1)X(t)C(A)
olup matrisler yerlerine konulur ve 5,4 =12 icin siralama noktalarim
kullanarak gerekli iglemler yapilirsa
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[U (D} [0 5 _% % 0 2% _2% 2% 0 12% _12% 12% 0 32% _32% 32% : 1]
gl

05 _% % 0 50 -25 503 0 275 _27% 27% 0 335% _167% 335% 9
05 11% 108% 0 25 57% 542% 0 12% 287% 2712% 0 32% 747% 7052% -1
05 ll% 108% 0 50 575 1085% 0 275 632% 5967% 0 335% 3852% 72695% : 2]
00005 %05 25 B0, 5 B B B % N B My 4
00005 10% 35% 790%7 _% _5% _17% _395027 % 10% 35% 790%1 : %

00005 B o5 65 T e 8w 25T 800, 08, S0y Y
000 05 10, 30/ T 175/ 175 6125/ 1350/ 25T/ 400/ 179900/ A0GOGDD) %]

elde edilir. Daha sonra [W;G] matrisinin sondan sekiz satirt silinip yerine elde

[Uz;q’ﬁ{

no

Uy ®, =

o

U9, ]=

edilen kosul matrisleri yazilarak

0 3 -0 00 0 0 30 0 0 0 3 0 0 0 ;0]
00 % 10 0 0 0 0 3 w0 10 V0L 0 -0 s 0L o
003 25 0 0 0 0 3 20 700 1580% 30 200 700 —1580% 0
00 3 30 0 0 0 0 3 30 1650 6700 -30 -300 -1650 6700 ; O
00 3 -3 0 0 15 -15 3 0 35 35 180 0 60 60 ; 0
00 % 10 0 0 10 550 30 10 55 B 180 6w 1B WO ;0
00 3 260 0 0 10 150 3 20 w5 ‘P 1 1200 4B 180 ;0

30 0 0 150 1950 30 300 2025 11575 180 1800 10550 48650 ; O

30
[W;G}:O 5 _% % 0 % _2% 2% 0 12% _12% 12% 0 32% _32% 32% |

05 _% % 0 50 -% 5% 0 75 _27% 27% 0 335% _167% 335% )
0515/ 8/ o g5 Sy Sy o 15 Wy Ay o ¥ W B
0 575 1085% 0 75 632% 5967% 0 335% 3852% 72695% )

05 11% 108% 0 5

00 s s Ey T Y Ak R Bk
00 0 0 s E Dy T h % T M h
00 0 0 5 5% 2% 65%7 17% 87% 87% 1137%7 257% 2570% 1285% 33410%1 : %
00 0 0 5 10% 35% 790%7 17% 175% 612% 13825%7 257% 5140% 17990% 406060%1 ; %

bi¢ciminde bulunur. Bulunan bu sistem ¢6ziilerek bilinmeyen Lerch katsayilar matrisi

)

A=[ooooo oooooooooo}T

25

elde edilir ve



denkleminde yerine yazilirsa
u(x,t)=u(x,t,4)=xt

bulunur ve bulunan bu sonug¢ problemin tam ¢dziimiine esittir. Simdi de Pell matris

siralama yontemi ile problemin yaklagik ¢oziimiinii bulalim. Laplace denklemin Pell

matris siralama yonteminin temel matris denklemi

X(x)B*SX ()5 + X (x)SX (1) B'S| A = g (1)

W(x,t)=X(x)B?SX(t)S+ X (x)SX(t)B’S

olup buradaki matrislerden sadece S ve S matrisleri farklidir ve bu matrisler

dir. Temel matris denkleminde matrisler yerine konulur ve y,x=0,1,2,3 igin

o O o -

o O N O

o b~ O B+

© O ~ O

siralama noktalarin1 da kullanarak gerekli islemler yapilirsa

ve S=diag[S,S,S,S]

008 0000 0 8 0 16 0 0 0 0 0 0
32/ 212/ 1952 .
OO8SZOOOOSAA 4700 0 0 : 0
64/ 656/ 6976 :
00864000OBAA 4700 0 0 0
008 9% 00 0 8 32 144 672 0 0 0 0
008 0 00 16 8 0 48 0 48 144 0 :0
32/ 560/ 5408 688/ 5632
008320016648A A 474864 A A,o
64/ 944/ 13888 1456/ 17408/ -
OOBG400lGlZBBAA 4748128 A A,o
W:e)= 008 9 00 16 192 8 32 176 1056 48 192 912 4608 : O
“1"loos 00032 0 8 0 144 0 9% 0 672 0 : 0
32/ 1424/ 15776 2528/ 25088/ -
00832003212884 A 4796128 4 A,o
0086400 32 25 8 6% 180% 3462%7 9 256 406% 6246% 0
008 9 00 32 38 8 32 272 2208 96 384 2208 13824 : 0
008 00048 0 8 0 304 0 144 0 1%8 0 0
32/ 2864/ 33056 24064/ -
00832004819284 A 471441922224 A,o
0086400 48 384 8 6% 32489 6918%7 144 384 2992 5427% 0
I 8 96 0 0 48 576 8 32 432 4128 144 576 4272 32256
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matrisi elde edilir. Ardindan Neumann kosullari i¢in

U,(x,0)=X(x)SX(0)BS,  U,(x2)=X(x)SX(2)BS
U,(0,t)=X(0)BSX(t)S, U, (3t)=X(3)BSX(t)S
olup matrisler yerlerine konulur ve y,ux =12 i¢in siralama noktalarin1 da

kullanarak gerekli islemler yapilirsa

02040408 010020 240 4 : 1
[Ul;dﬂ:[

020408016 034068 0144 0 288 ; 2
[U_(D}_ozm 100 0 4 32 200 0 10 80 500 0 24 192 1200 ; 1]
22721710 2 16 100 0 8 64 400 O 34 272 1700 0 44 1152 7200 ; 2|

00002 8 50 272/ 0000 416/ 1005 54/ . 2/]
00 00 216/ 16/ 1312/ 0004 3 W WA 4
00002 8 S0 7/ g s 20/ 1089 g0 80/ S0 2620 %
0000 2 16/ 196/ 1312/ 3y gy 5B/ 548/ ppq 1760/ 16060/ 1Sy 4/

[Us: 03 )=

U0, )=

elde edilir. Daha sonra [W;G] matrisinin sondan sekiz satir1 silinip yerine elde edilen

kosul matrisleri yazilarak

008 000 0O 0 8 0 16 0 0 0 0 0 -0
3/ M2/ 1952 .

008 200 0 0 8 A A 47 0 0 0 0 -0
64/ 656/ 6976 .

008 6020 0 0 8 A A 47 0 0 0 0 0

008 % 00 0 0 8 32 144 62 0 0 0 0 -0

008 000 16 0 8 0 48 0 48 0 14 0 0

32/ 560/ 5408 688/ 5632

008 20 0 16 648AA 4748 64 A A 0
64/ 944/ 13888 1456/ 17408/ -

008 640 0 16 128SAA 4748 128 A A,o

[VNV'G}—O 08 9% 0 0 16 19 8 3 176 105 48 192 912 4608 : 0

’ 020 40 4 0 8 0 10 0 0 0 24 0 8 1

020 408 0 16 0 3 0 6 0 144 0 208 2

0216100 4 3 20 0 10 8 50 0 2 192 1200 : 1

0216100 8 64 40 0 34 272 1700 0 44 1152 720 2
8§/ 50/ 2712 16/ 100/ 544/ . 2

000 0 2 A A hy 00 0 0 4 A A 47 , A
16/ 146/ 1312 R/ 292/ WU/ .4

000024447000 04A A 474
8/ 50/ 272 200/ 1088 880/ 5500/ 29920/ . 2

000024@ 272432% Azzoé A A7A
16/ 146/ 1312 584/ 5248 1760/ 16060/ 144320/ . 4

000 0 2 16p o 20 o0 e SB 5By g0 1760 16060 14S0) . 4]

56



bi¢ciminde bulunur. Bulunan bu sistem ¢6ziilerek bilinmeyen Pell katsayilar matrisi
T
A=[0 0000 Y 0000000000

elde edilir ve

denkleminde yerine yazilirsa
u(x,t)=uy(xt)=xt

bulunur ve bulunan bu sonug¢ problemin tam ¢oziimiine esittir.

Ornek 4.8. [40] u, +u, —12.572u = —2572 cosslzxcos% denkleminin

g—u(x,t) =0,0<x,t<04
n

Neumann sinir kosullar altindaki ¢éziimiinii bulalim. Bu problemin analitik ¢6ziimii

U(x,t)=c08(5”%)cos(57%) dir. Problemin yaklagtk ¢oziimleri N=15, N=18

ve N=20 degerleri i¢in Pell matris siralama yontemi ve N=18, N=20, /1:% ve

A=90 degerleri i¢in Lerch matris siralama yontemi kullanilarak hesaplanmstir. Elde

edilen sonuclar Sekil 4.30-36 ve Tablo 4.7 de gdsterilmistir.

Tablo 4.7. Ornek 4.8’in bagil hata karsilastirmalar.

Pell polinomlarma dayal Lerch polinomlarina dayali
- - Sonlu
yaklasik ¢6ziim yaklasik ¢6ziim clemanlar
X t N=18 N=18 N=20

metodu

N=15 N=18 N=20 .
=¥ N0 gy [41]
0.125 0.125 179E-6 2.33E-7 139E-7  103E-8 B8.03E-5 326E9 383E-2

0.125 025 9.85E-7 4.95E-7 1.12E-7 2.79E-8 1.73E-4 290E-8 2.59E-2
025 0.125 1.34E-5 1.12E-6 8.96E-7 4.45E-8 3.81E-4 8.66E-9 2.59E-2

025 025 28l1E-6 2.79E-6 8.66E-7 158E-7 9.74E-4 1.68E-7 1.30E-1
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--«(y-- Analitik --3-- Pell --A-- Lerch
N=20 N=20, A=1/5

@‘@f@“_x—u
2 a @—@@1_
@/@r - x=0.32

Sekil 4.30. Ornek 4.8’in analitik ve yaklasik ¢dziimlerinin x’in baz1 degerlerinde

karsilastirilmast.
--«(-- Analitk --3-- Pell --A-- Lerch
N=20 N=20, A=1/5
u(x,t)
1-'@”@-@\@ @,@ BB 04
-85 B B8
@ @"@‘@\ & o @’@ gt 0.32
o5l @\@\: //@/@,@
B0-8-gq BaB8y
Bg_ @ a8 | t=0.24
(23 @~
e
@’@ @‘@“ ' Ft=016
oo a-e8 & g & 8 B @@@@@—@
-0.5} ,@f:, NN
@"@ a a8 @‘@ ~t 0.08
B - a @\@
o9 e By a-n’
_1.@.@—@’ ~@.- -@-@ - J-t=0.0

Sekil 4.31. Ornek 4.8’in analitik ve yaklasik ¢dziimlerinin t’nin bazi degerlerinde

karsilastirilmasi.
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W vis(x.0)
B wis(xb)
W uz0(x.1)
B vys(x,t,1/5)
L w15(x,1,90)
B u2p(x,1,1/5)
W u20(x,1,90)
Bl u(xt)

X
X
X
X

Sekil 4.32. Ornek 4.8’in yaklasik ¢dziimlerinin analitik ¢6ziimle karsilastiriimasi.

L [ .. ---
25x10°6 1
) _65 1o e15(0,t)
A0 ] er5(0.)
Z 15x10° e ep(0)
v : ]S g e15(0,41/5)

_6 : ammm=="" . ]
1.x10 r Ll 1 ----- e15(0,t,90)

5.x1077 - 1 - eg(0,t,1/5)
A LT ] meme- €20(0,t,90)

Sekil 4.33. Ornek4.8’deki yaklasik ¢oziimlerin x=0 i¢in mutlak hata karsilastirmalari.
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0.00015 - .
I s e15(0.4,1)
0.00010 - 1 e1(0.4,)
S S TP €50(0.4,1)
@ I semmmmmEaaLL | ==--=- eqg(0.4,t,1/5)
0.00005 - '_.»"' 1 —---- €15(0.4,£,90)
7 Pttt ] €20(0.4,4,1/5)
7'.'.".".'.".'.".-;-.v....-_-'.‘.,',f,_,_l_ R | meeea €20(0.4,4,90)
0.00000 | == o = == = oo = w2 e ukidisseriiseszszazscmazs
0.0 0.1 02 03 0.4

Sekil 4.34. Ornek4.8’deki yaklasik ¢oziimlerin  x=0.4 i¢in mutlak hata
karsilastirmalart.

0.000025 - b
0.000020 - 7 e T e45(x,0)
i ’ e43(x,0)
7 0.000015 - L ‘." 1 - e50(x,0)
s : - et (x,0,1/5)
. oL 4 ====- e48(X,Y,
0.000010 - o ]
L IS4 1 =-==-- 813(X,0,90)
5.x1075 | ST ] 70(,0,1/5)
: emmrnatts ] mmma= €30(x,0,90)
0.000000 [ 22232222223 20 L Ll ———— ee—dssmmzzzzzzz]
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4

0.00005 - ‘]
L ll' ..
L . -
L ’ L4
0.00004 - B S ers(x04)
s ’ 4
i ‘ . ] e4g(x,0.4
o 0.00003 - J K 1 18(x,0.4)
i 7 . . ‘0' ] - - e(x,0.4)
* 000002 =" . JONE B EEDL e15(x,0.4,1/5)
’ . ] -e--- 45(x,0.4,90)
0.00001 - ’_," ] €50(x,0.4,1/5)
[ PN ‘ T ] meeaa €50 (x,0.4,90)
0.00000  Zazammeema Ll Ve sasszimIinl]
] 1 L L 1 1 L L L L 1 L L 1 L Il 1 L L L 11
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4
X

Sekil 4.36. Ornek4.8’deki yaklasik ¢oziimlerin t=0.4 icin mutlak hata
karsilastirmalari.
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Ornek 4.9 [42] Elektromanyetik alan teorisinde koordinatsiz bir formda verilen
Maxwell denklemleri
VXH=J+Jd=J+@, VxE:—@, VeD=p
ot ot

VeB=0. L.ivey-o (4.1)

diizenlenerek soniimlenmis dalga denklemini verecek sekilde kartezyen
koordinatlarda yazilabilir. (4.1) denklem sistemindeki bagimli degiskenlerin sayisi
denklem sayisindan fazla oldugundan dolayr bagimli degiskenler arasindaki gerekli
ek bagintilar1 saglamak iizere

D=¢E; B=uH; J=0E (4.2)

denklemleri kullanilir. Boylece (4.1) ve (4.2) denklemleri E(X,t) de bir kismi

diferansiyel denklem sistemi vermek iizere kartezyen koordinatlarda

’E E 10°E
il o Ll O (4.3)
ot g ot us oX
biciminde yazilabilir. (4.3) denklemi ile verilen lineer sOniimlenmis dalga

denklemi X ve t bagimsiz degiskenlerinde ikinci mertebeden oldugundan iki
baslangi¢ kosulu ve iki sinir kosulunu gerektirir [42].

2
ReA=-29 ve Im,1:1 47,2i_(zj
2¢ 2 HE &

olmak tzere

OE(x,t=0
E(x,t=0)=cos(zx) ve % = ReAcos(7Xx)
baslangi¢ kosullari ve
8E(X:O,t) 6E(X:1,t)
—= 70 e ——— =
OX OX

homojen Neumann simir kosullar1 altinda (4.3) denklemini ele alalim. Bu

denklemin analitik ¢oziimii E (X, t) =eReM cos ( Im /It) Ccos (7ZX) dir. Denklemin

yaklagik ¢oziimleri N=18, N=19 ve N=20 degerleri i¢in Pell matris siralama
yontemi ve N=19, N=20, A=1 ve A=5000 degerleri igin Lerch matris siralama
yontemi kullanilarak hesaplanmistir. Elde edilen sonuglar Sekil 4.37-50 ve
Tablo4.8-9’da gosterilmistir.
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--«()-- Analitk --3-- Pell --A-- Lerch

N=20 N=20, A=5000
u(x,t)
1.0-@ - a .@’@'—@ T x=1.0
Gag B, oy g ae,
B.g g@ @r"g-’@/@ " x=0.8
0.5 @Y ”
2N e
@ @‘@-@- @_@&@ B§ '?@‘ @ @@@—@'@'@ ‘ai =06
~@§. ‘g' ae t
0.2 | ' ] 0.8 1.0
@—@_’@’@— @;@ ﬁi@\@‘@ *@._@_ 7X=U.4
o-e-a& ;‘@ \@"\ e-e-oa
-05 =g /@ \&‘@k
a @ " a.
_@(’@‘/@, @ @\@\ E: x=0.2
a-e® o 8., 2eal
_1-@9-‘@‘-@_ .@_‘_@‘_@ s x=0.0

Sekil 4.37. Omek 4.9'un £=1, x=1 ve o=0 iken analitik ve yaklagik

¢oziimlerinin x’in bazi degerlerinde karsilagtirilmasi.

-«(>-- Analitk --3-- Pell --A-- Lerch
N=20 N=20, A=5000
u(x,t)
1 [E%-@H o -x=1.0
@-@~@\g\g\\@\ a8 j x=0.8
0.5 B \@\ ,g:@ ,@-@'@-@j
@~ 8-a-g /@:
a- B. . -x=0.6
-8 8 aeaeae
__"eaf @@@@ .
0.2 & @ @ O
’@/@— v - @ -@"@" -
@%@_@d@@-@ @’,@ @@: -8 -8 x=0.4
-0.5| g %:%‘@“@ @--@1K
o g B k02
@9 - @ \
_1_@3),@»@ x=0.0

Sekil 4.38. Omek 4.9un £=1, x=1 ve o=1 iken analitik ve yaklagik

¢Oziimlerinin x’in bazi degerlerinde karsilagtirilmasi.
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--«()-- Analitk --3-- Pell --A-- Lerch

N=20 N=20, A=5000
u(x,t)
B-@-g & BB
. B e
Teeaa age®®9
0.5 .@J\@@\g @/g/@’ o
@3’“@‘@@%@5@_@ \\@ ,@ @,@—@“@’@_@@1 t=0.6
-@"_@- . :g@"@/
02 @ ‘»5E< 5 08 10~
! ool B%eg " -
oeaee® B B, “eeegq
-05} ,W% g\@\
-@,4@ ,@/ \@\\@\@‘ F_t_o 2
o= 5 .= 6. o
aald o 8.5 20a’

Sekil 4.39. Omek 4.9'un £=1, x=1 ve o=0 iken analitik ve yaklagik

¢Oziimlerinin t’nin bazi degerlerinde karsilagtiriimasi.

-()-- Analitik --3-- Pell --A-- Lerch
N=20 N=20, A=5000

=

—0% :

-1.0

Sekil 4.40. Omek 4.9un £=1, x=1 ve o=1 iken analitik ve yaklagik

¢Oziimlerinin t’nin bazi degerlerinde karsilagtirilmasi.
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W usslxt)

W uss(xt)

W uxxt)

B uis(xt.5.10%)
B uxp(xt1)

B ux(xt.5.10%)
H ulxt)

Sekil 4.41. Omek 4.9°un £=1, u=1 ve o=0 igin elde edilen yaklagik
¢Oziimlerin analitik ¢oziimle karsilastirilmast.

W uis(xt)

W uio(x.t)

W Us(xt)

B uig(xt,5.10%)
Ll Usolx,t,1)

B Us(x,1,5.10%)
W u(xt)

u(x,t)

1o 0o

Sekil 4.42. Omek 4.9’un £=1, u=1 ve o=1 icin elde edilen yaklasik
¢oziimlerin analitik ¢oziimle karsilastirilmast.
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Tablo 4.8. £=1, u=1 ve 0=0 iken ve t=1 i¢in Ornek 4.9’un mutlak hata

karsilastirmalart.

Pell polinomlarina dayali Lerch polinomlarma dayali Spline
X yaklasik ¢6ziim yaklasik ¢oziim siralama
N =19 N=20 N=20 metodu
N =18 N =19 N=20 3 3
A=5.10 A=l 1=510 [42]
0.0 1.3E-07 4.2E-09 6.7E-11 3.0E-09 2.1E-08 1.7E-10 2.5E-05
0.1 8.4E-09 1.7E-08 1.7E-10 1.3E-08 1.1E-08 4.6E-10 2.1E-05
0.2 1.2E-07 8.5E-08 8.0E-10 5.1E-08 3.5E-09 3.0E-09 2.0E-05
0.3 3.6E-07 3.0E-08 3.2E-09 1.2E-07 1.0E-07 1.1E-08 1.6E-05
0.4 1.7E-07 8.2E-07 1.1E-08 1.9E-07 8.0E-07 3.1E-08 2.0E-06
0.5 6.7E-06 1.7E-06 2.9E-08 9.2E-08 4.5E-06 6.1E-08 0.0E+00
0.6 6.6E-05 3.2E-06 5.5E-08 3.3E-06 1.9E-05 5.7E-08 2.0E-06
0.7 4.3E-04 5.2E-06 4.6E-08 2.2E-05 6.7E-05 1.0E-07 1.6E-05
0.8 2.2E-03 9.1E-06 1.0E-07 8.6E-05 1.8E-04 1.0E-06 2.0E-05
0.9 9.7E-03 2.4E-05 3.9E-07 1.7E-05 3.8E-04 1.0E-05 2.1E-05
1.0 2.4E-02 6.1E-05 3.3E-07 2.7E-05 4.9E-04 5.1E-05 2.5E-05
12x107° : ]
1.x107° - - o
8.x10°10 : . e1s(04)
= :' e19(0,t)
Z 6.x10710 o exn(0Y
4.X10-10 ; -' : 4 ====" 919(0,t,5.103)
[ ,'l e20(0.t,1)
2.x10710 S 1 €50(0,1,5.10%)
D P T SN L b .;':~\ l'
o}ﬁﬁvw_-:;'.".';'_';'.;:“ ......... I ,/:
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Sekil 4.43. Omek4.9’daki £=1, u=1 ve =0 icin elde edilen yaklasik

¢Ozlimlerin x=0 i¢in mutlak hata karsilastirmalari.
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0.00008 - ' [ A
L .l :
I 1
N ]
L L] ]
0.00006 - ‘ .
r ! O IEEEEEEREE eqg(1,t)
_ I / ;] ers(1.)
= : . 1
% 0.00004 - : A R eg0(1,1)
[ y " ]
f ; LR e19(1,4,5.10%)
0.00002 - : il e(1,41)
I o e20(1,4,5.10%)
0.00000 === mm e o mm e o m R E m 2 22 Bzl
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
t
oc=0 i¢in elde edilen yaklasik

Sekil 4.44. Ornek4.9°daki £=1, u=1 ve
¢oziimlerin x=1 i¢in mutlak hata karsilastirmalari.

5.x107" - oo
| S
4.x107" - S =
[ ‘o ,'E """" e43(x,0)
o 3x1071) L - e19(x,0)
z [ . Pl ex(x0)
-1 [ Ly [
2.x10 [ i P = e49(%,0,5.10°%)
RS | e20(x.0.1)
110777 T - _:,‘ - 3
r . T EZU(X,0,5.1U )
, ;
1 T S ctemmme==” I i
0.0 0.2 0.4 06 0.8 1.0

Sekil 4.45. Omek4.9’daki £=1, u=1 ve =0 icin elde edilen yaklasik

¢Ozlimlerin t=0 i¢in mutlak hata karsilastirmalari

T
0.00012|- ; -
L L] 1]
L ! ! m
0.00010 - ' v
L ]
0.00008 - ; L PR ers(61)
= I / . eq9(x,1)
= I A v
3 0000087 : RS - ex(x1)
L 1
[ 1 3
0.00004 - : L] e19(x,1,5.10%)
i J ' ey(x,1,1)
0.00002¢ K ] eg0(x,1,5.10°)
0.00000 | ——— o oo mmmE e En T e 1
I Il Il L L I Il
0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Bl .
0.0
X

Sekil 4.46. Omek4.9°daki =1, u=1 ve o=0 icin elde edilen yaklasik

¢Oziimlerin t=1 i¢in mutlak hata karsilastirmalari.
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Tablo 4.9. £=1, u=1 ve o=1 iken ve t=1 i¢in Ornek 4.9’un mutlak hata

karsilastirmalart.

Pell polinomlarina dayali Lerch polinomlarma dayali Spline
X yaklasik ¢oziim yaklasik ¢oziim siralama
N =19 N=20 N=20 metodu
N=18 N =19 N=20 3 3
A=5.10 A=5.10 [42]
0.0 3.8E-08 1.7E-08 3.1E-08 2.0E-08 4.4E-08 3.1E-08 1.3E-05
0.1 2.6E-08 1.7E-08 2.9E-08 1.2E-08 3.4E-08 2.9E-08 1.1E-05
0.2 2.0E-08 1.7E-08 2.4E-08 1.9E-07 1.3E-08 2.6E-08 1.1E-05
0.3 2.2E-07 1.6E-07 1.4E-08 1.0E-06 1.0E-07 2.3E-08 9.0E-06
0.4 9.2E-07 7.0E-7 1.0E-08 3.7E-06 7.0E-07 2.7E-08 1.0E-06
0.5 2.8E-06 1.9E-06 8.2E-08 1.0E-05 2.5E-06 4.3E-08 0.0E+00
0.6 7.4E-06 1.9E-06 2.8E-07 1.7E-05 5.5E-06 6.8E-08 1.0E-06
0.7 1.8E-05 1.4E-05 8.5E-07 1.4E-05 1.7E-07 1.2E-07 9.0E-06
0.8 3.5E-05 1.0E-04 2.5E-06 4.1E-04 5.6E-05 2.3E-06 1.1E-05
0.9 1.6E-05 4.3E-04 7.5E-06 3.2E-03 2.7E-04 1.8E-05 1.1E-05
1.0 2.7E-04 1.0E-03 1.5E-05 1.1E-02 6.3E-04 6.9E-05 1.3E-05
5.x107 - ™ 1
7 / "\"\
4x1077 | K A R e15(0.t)
= 3.x10-7 . i ] e19(0,t)
;:— R 2 Y A S B 20(0,t)
2.x107 - ’ 1 =---- e10(0,£5.10°)
[ e20(0,t,1)
1.x107 |- // o €20(0,4,5.10%)
0 }G e - \::
0.0 0.2 04 0.6 0.8 1.0

Sekil 4.47. Omek4.9°daki =1, u=1 ve o=1 icin elde
¢Oziimlerin x=0 i¢in mutlak hata karsilagtirmalari.

edilen yaklagik
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0.00006 [ "
0.00005 |- i .
0.00004 [ ' J e ers(1,t)
[ 1
= " e9(1.t)
%- 0.00003 - ' - 1 - - ez(1t)
r PR N
0.00002 | SN ] =m--- e19(1,£,5.10°)
L L 1
[ "' “ I' . , e20(1!t!1)
L ’ vy s
0.00001 - o ] e20(1,t,5.10%)
0.00000;j:_a.fﬁs,__----r.'-"_ wocletifuziF ]
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
t

Sekil 4.48. Ornek4.9’daki £=1, u=1 ve

¢Oziimlerin x=1 i¢in mutlak hata karsilastirmalari.

3.x10"
2.

2.x10°1 [

t)

1

e(x

—_

-
>

-
(1]

5x10~"1

5x10~"
1.x10°1

5.x10712 "

e

| e19(x,0,5.10°%)
/ ] €50(,0,1)

] €50(x,0,5.10°)

1.0

elde edilen yaklagik

0.00006

0.00004

0.00002

0.00000

Sekil 4.49. Omek4.9’daki =1, x=1 ve o=1 icin
¢Oziimlerin t=0 i¢in mutlak hata karsilastirmalari.
,: """" eqg(x,1)
:' | e19(x,1)
N N B - ex(x,1)
R e19(x,1,5.10%)
i i .: T i 7 e20(x,1,1)
Y {1 e20(x,1,5.10%)
00 02 04 06 08 10
X

Sekil 4.50. Ornek4.9°daki =1, u=1 ve
¢Ozlimlerin t=1 i¢in mutlak hata karsilastirmalari.
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Ornek 4.10. [43] Tam ¢oziimii U (X,t) =Xt olan

Uy (X, 1) +U, (X, 1) =2t, 0<xt<1
Poisson denkleminin

U, (x,0)+u(x,0)=-x* u, (x,1)+u(x,1)=2x"

-u, (0,t)+u(0,t)=0, u, (Lt)+u(Lt)=3t

Robin smnir kosullart altindaki ¢oziimiini N=3 ve A=1 i¢in Lerch matris

siralama yontemiyle ve N =2 i¢in Pell matris siralama yontemiyle bulalim.
Denklemin yaklagik ¢oziimiini N=3 ve A=1 igin (3.6) kesilmis Lerch serisi
formunda ve N =2 igin (3.7) kesilmis Pell serisi formunda arastiralim. Bunun
i¢cin Oncelikle

b-a T-0
X, :a+T7/, t, =0+

u, v, u=0712,...,N

“

esitliklerinden Lerch matris siralama yontemi igin

1 2
Xy = 'stl} ve {yozolylzé’yzzgly?,:l}

Wl
w|N

{Xo :O’X1:

siralama noktalar1 ve Pell matris siralama yontemi i¢in

1 1
{XO =0,Xl :E,XZ :1} ve {yo :Olyl :E’yz :1}

siralama noktalar1 belirlenir. Daha sonra Poisson denklemin sirasiyla Lerch matris
siralama yontemi ve Pell matris siralama yontemi i¢in olusturulan temel matris
denklemlerini kullanarak yaklasik ¢oziimleri bulalim. Poisson denklemin Lerch

matris siralama yonteminin temel matris denklemi

ve buradaki matrisler
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0100 0020 10 0 0
00 20 0 0 0°G®G6 -

B= , B*= 5 C(/lzl)z 01 % }/
0 00 3 00O00O 00 1 -1
0 00O 0000 00 0 1

B =diag[B,B,B,B]. B =diag[B*B?B*,B],
X(x)=[1 x x x*], X(x)=diag[ X(x),X(x),X(x),X(x)],
C(4=1)=diag[C(1=1),C(41=1),C(4=1),C(A=1)] ve g(xt)=2t

seklinde olup matrisler yerlerine konulur ve y, 2 =0,1,2,3 i¢in siralama noktalarin

da kullanarak gerekli islemler yapilirsa

002 2000 0 2 0 0 0o 2 0 0 0 ; 0]
002000 0 0 22 -Y 2/ 2 -24 Y -2/ 2
002 200 0 0 2% 20 4. 2 -4 -0 -4 4
0024000 0 2 2 1 2% 2 -2 -1 -2 2
002 2002 -242 0 -%¥ ¥ o o 2 -2/ 0
00200032 0 22 -2/ 2 0 0 2% 0 ;2%
002 40032 4 2 2 8 4 o o 2 Y. ;2
[W;G]:ooz—zoo%—%z 0 26 -2 2 0 4%, 4, 0
002 200 % 4 29 4% 9, 2 4 % % 4%
002 4 004% 8 2 2 17 100 2 2 3/ 26/ . 2
0022002 -2 20 1 -1 4 0 20 -2 0
002 0 00 2 2 24 8 2. 4 4 4L 4L 2
002 200 2 2 24 5 3/ 4 8 100 26/ . 47
_00240024222%44%% 2 |

matrisi elde edilir. Ardindan Robin sinir kosullari igin

U, (x.0) =—X(x)C(2)X(0

N
@]
—
Y
N
+
X
—
>
~
@)
—~
Y
~
XI
—
o
~
Ol
—_~
Y
~
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U, (Lt)=X(1)BC(4)X(t)C(A)+X(1)C(A)X(t)C(4)

olup matrisler yerlerine konulur ve »,z =12 icin siralama noktalarin1 da

kullanarak gerekli islemler yapilirsa

o PEEEAA KA )

Yot W %1;%]
LA N -Bh BN K K A Y
%

2 %7 %7 _%1 ? ‘%

[U;lezzy%%%%—%s—g %/y&%%iq
R A A A A A A A
[u;¢}=1% T s T K N Fu hH T %1']
A A i I A TN A A /R
[U;Q}:l%—%%?z%—%%?z%—%%7%%—%4 %1;1}
B A A A RN A A A TR

elde edilir. Daha sonra [W;G] matrisinin sondan sekiz satir1 silinip yerine elde edilen

kosul matrisleri yazilarak

00 2 0 0 0 0 0 2 ¥ -V o -y YooY
00 2 2 0 0 0 0 2 Y% Y 2 Y Y4y
00 2 4 0 0 0 0 2 2 1 ¥ 2 2 4 -4 2
00 2 2 0 0 ¥ - o2 o -Yo¥ oo o ¥ %o
00 2 0 0 0 ¥ o 2 ¥ - Y 0 0 Y 0 ;Y
00 2 2 0 0 B2 ko0 0 By Hy
Mlé}:002400%%22%%00%7%7;2
e B R R Rk ch He e e K Mo e M T K
v B BB AR %k ke e e e TR h
t2 2 B %% % hhh W m m %
v BB R h % R KK e Ty Yk Y
vl He I VB s b he K h ok K o
1Bk K KB N T hh T o
Mt B kot B % % e o
Lh R et W h % Y W 2

biciminde bulunur. Bulunan bu sistem ¢oziilerek bilinmeyen Lerch katsayilar matrisi
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A=[ooooo%oooooooooo]T

elde edilir ve
u; (x,t,2)=X(x)C(2) X(t)C(1)A
denkleminde yerine yazilirsa
u(x,t)=u(x,t,A)=x

bulunur ve bulunan bu sonu¢ tam ¢oziime esittir. Simdi de Pell matris siralama
yontemi ile problemin yaklasik ¢6zliimiinii bulalim. Poisson denklemin Pell matris

siralama yonteminin temel matris denklemi

X(x)B?X (1)5 + X (x)SX(t)BS| A= g (x.)

W(x,t) = X(x)B?SX(t)S + X(x)SX(t)B*S

olup buradaki matrisler

010 0 0 2 1 01
B=|0 0 2| B>=|0 0 0|> S=|0 2 0}
0 0O 0 0O 0 0 4

B =diag[B,B,B].B? = diag[ B?,B?,B? |.S = diag[S,S,S,S]

X(x):[l X x2], )_((x)=diag[X(x),X(x),X(x)],

dir. Temel matris denkleminde matrisler yerine konulur ve y, 4 =0,1,2 ig¢in siralama

noktalarini da kullanarak gerekli islemler yapilirsa

16 48 ;
24
32
16 56 ;

=
®
—
Il
O O O O O O o o o
O O O O O O O o o
O 00O 0O OO 0O 0O 0O 00
O O O O O O o o o
O O O O O o o o o
O OO 00O OO 0O O 00 00 ©
N P O DN PF ODN P+ O

16 80 ;
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matrisi elde edilir. Ardindan Robin sinir kosullar1 igin
U, (x,0) ==X (x)SX(0)BS + X(x)SX(0)S

U, (x,1) = X(x)SX(1)BS + X(x)SX(1)S

U, (0,t) =-X(0)BSX(t)S+X(0)SX(t)S
U, (Lt)=X(1)BSX(t)S+X(1)SX(t)S
olup matrisler yerlerine konulur ve 4,4 =12 igin siralama noktalarim1 da

kullanarak gerekli islemler yapilirsa
[Ui@]=[1 2 12 212 -4 2 ; -1]
[U;@,]=[1 4 131413 28 26 ; Y]
[Ugd,]=[t 12 2 2 4112 ;0
[Ui@,]=[11 2 4 4 81313 26 ; %]

elde edilir. Daha sonra [W;G] matrisinin sondan dort satirt silinip yerine elde edilen

kosul matrisleri yazilarak

0 16 ; O
24 ;1
48 ; 2
24 ;0
32 ; 1

—42;—%1
14131 418282%; Y
112 224112, 0
11 2 4 4 8 13132%; 9

, O O O o o
o O O o o
= ©00 0o 0o 0o oo
N O O O o o
o O O o o
— © 00 O o o
N OO 0O 0o 0o oo
o

|
N

-2

biciminde bulunur. Bulunan bu sistem ¢oziilerek bilinmeyen Pell katsayilar matrisi

Az[O—%OOOOO%OT

elde edilir ve
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denkleminde yerine yazilirsa
u(xt)=u,(xt)=x

bulunur ve bulunan bu sonug tam ¢dziime esittir.

Ornek 4.11. [44] Au+2u=0 , 0<x,t<1 Helmholtz denkleminin
u(x,0)=e*, u(x1)=e"
baslangic kosullari ve
u(0,t)-u,(0,t)=0, u(Lt)=e™

stnir  kosullar1 altindaki ¢6ziimiinii bulalim. Bu problemin analitik ¢oziimi
u( X,t) =™ dir. Problemin yaklasik ¢oziimleri N=15, N=18 ve N=21 degerleri

icin Pell matris siralama yontemi ve N=18, N=21, 1=250 ve A=750 degerleri

icin Lerch matris siralama yontemi kullanilarak hesaplanmistir. Elde edilen sonuglar

Sekil 4.51-57 ve Tablo 4.10 da gosterilmistir.

W uis(x.t)

W uig(x,t)

W w2 (x.t)

B uis(x,t,250)
B uis(x,t,750)
L us(x,t,250)
B vz (x1,750)
B u(xt)

Sekil 4.51. Ornek 4.11°in yaklasik ¢dziimlerinin analitik ¢dziimle karsilastirilmasi.
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~() - Analitik --3-- Pell A-- Lerch

N=21 N=21, A=750
u(x,t)
X=1ﬂ
7 s
-
6 g x=0.80)
-3 -
& -
5 @-’@ @’@ x=0.68)
- - ol
@ - &
4l g pe® e e
. @"‘@"@f@ @"@"@r@ @,@-—@"@' 5o
a-ae Y a®t a0 e
8- #_@,@—--@'" ;@___@—@ -
@8 @__.@---@’ o a8
B8 eae
D.I4 D.IS D.IB 1:0 t

Sekil 4.52. Ornek 4.11’in analitik ve yaklasik ¢oziimlerinin x’in baz1 degerlerinde

karsilastirilmasi.
---(C)-- Analitik --3-- Pell --A-- Lerch
N=21 N=21, A=750
u(xt)
t=1;g@
7 g
(=
- t=0.
6 /@_-@ ) @,,ﬁ@
a® a®
5 _@" ,_@" t=|]@
@..@’ _@,—@‘ @.,-@’
& = @~
4 a T a? a® o un)
a®Y a0t get e um
Had '@_@-@'@’ & @@-'@"@ aa® @ @Y om
a8 -t @& - @,@—
%g—@’@_@,_@f@ @_@#@«@ @88 @@@@
-8 H 608 g a8y aa-8
FEiiaasies
02 0.4 06 0.8 10 *

Sekil 4.53. Ornek 4.11’in analitik ve yaklasik ¢dziimlerinin t’nin baz1 degerlerinde

karsilastirilmasi.

75



Tablo 4.10. Ornek 4.11’in mutlak hata ve ortalama hatanin {ist sinir1 karsilagtirmalari

Pell polinomlarina dayali

Lerch polinomlarina dayal:

¢ yaklagik ¢oziim yaklasik ¢oziim
X N =18 N=18 N=21 N=21
N=15 N=18 N=21 A =250 1= A=250 1=
0.0 0.0 7.54E-15 4.14E-14 2.24E-14 1.28E-13 8.95E-13 9.32E-15 4.30E-14
0.2 0.2 299E-10 5.23E-10 1.03E-11 2.11E-08 1.86E-08 1.19E-09 4.61E-10
04 0.4 8.80E-10 1.56E-09 3.06E-11 6.31E-08 5.35E-08 3.59E-09 1.39E-09
0.6 0.6 1.79E-09 3.62E-09 7.44E-11 1.42E-07 7.49E-08 9.69E-09 3.89E-09
0.8 0.8 251E-09 7.22E-09 2.13E-10 2.73E-07 8.02E-08 2.95E-08 1.27E-08
1.0 1.0 6.98E-12 7.71E-11 3.59E-11 5.90E-10 9.03E-10 3.59E-10 8.68E-10
ﬁ 153E-07 4.14E-07 1.30E-08 1.57E-05 2.09E-05 1.43E-06 6.24E-07
N
25x108 - et ]
2.x1078 - o o ‘\‘ 1 e15(0,1)
-8 E ’ z"” It “ \‘ e13(olt)
glexry U S AR - en(08)
¢ 1.x10-8 i ’ . “‘ { ==--- e45(0,t,250)
o S e45(0,t,750)
5.x100 R - e51(0,£,250)
T SO ] meea= ep(0,t,750)
0 :,‘..'.._..-»..-Ai;-‘:-.-l-ie PABTREARIALAEAALI LS TSR :...‘:.‘i
0.0 0.2 0.4 06 0.8 1.0
Sekil 4.54. Ornek4.11°deki yaklasik ¢oziimlerin x=0 icin mutlak hata
karsilastirmalari.
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12 — —— —— —— 17
1.2%10 j:; s ‘ ‘
foomyw
110712 5 1 s 1
. L2 I!' "
L LN 1h |
Dy O T SRR e15(1,%)
=13 amy' v y i
e 1 ANa ey
— [ Gmge H \"1” 1
¥ 6.x1071 - 5iig 4 4 - - en(1t)
o SR B P T B A =i eq5(1,4,250)
-13[ 1M v {
4.x10713 - ¥ ', ] ----- e43(1,4,750)
2.x10713 [ *12', FESA - SRR - €1(1,4,250)
ORI S \(f . e ey(1,4,750)
o- l_l ‘m‘s.ué‘-"frm-:m-.h-»wh%'.v i R, -
=] L | 1 L L 1 L 1 L 1 1
0.0 02 04 06 0.8 1.0
t

Sekil 4.55. Ornek4.11°deki yaklasik ¢oziimlerin x=1 icin mutlak hata
karsilastirmalari.

T T T L—
N (I :;
Voo
1.5x10713 - :': :ig i
" :-: """" e45(x,0)
' [
I oI e43(x,0)
p— — 1
g 1x10 B ! I: I --- ep(x,0)
® , RN S R o45(x,0,250)
5 x10-1 : Nawme! 1 .. e43(x,0,750)
i l: ''''' - 821(X,0,250)
i K1 T p—— €21(x,0,750)
0, -
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

X

Sekil 4.56. Ornek4.11°deki yaklasik ¢oziimlerin t=0 icin mutlak hata
karsilastirmalari.

6.x10713 T, A
Pl B
5.x10713 ' e My
AR | ;;
T 1 S A
4.x10™13 ; R :ﬁ!’ erstu)
N .' Vo :E?i eqg(x,1)
Z3.x10°1 | . TR - S ey(x1)
il ! T 1 ! -y a ‘
@ \ . AL ‘.-'r"'i - mm = eqg(x,1,250)
13 A ! I ] ‘;":‘ N
2.x10 . , iy afew 45(x,1,750)
“ l' IJI: ‘:: ': ;‘."m
el
Sl O R Ml €%,
0 'f..,‘,w,"\af,«,#’f\'f il
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Sekil 4.57. Ornek4.11°deki yaklasik ¢dziimlerin t=1 icin mutlak hata karsilastirmalar
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5. SONUC VE ONERILER

Fen ve miihendislik alanlarinda olduk¢a yogun bir bicimde kullanilan kismi
diferansiyel denklemlerin analitik ¢éziimlerini elde etmek ¢ogu zaman karmasik veya
imkansizdir. Bu sebeple bu tip denklemlerin yaklagik ¢ozlimlerine ihtiyag
duyulmaktadir. Dolayisiyla, bu ¢alismada Cauchy, Dirichlet, Neumann ve/veya Robin
kosullart altindaki lineer kismi diferansiyel denklemlerin yaklasik ¢oziimlerini elde
edebilmek icin Lerch polinomlart ve Pell polinomlari ile siralama noktalarina dayali
Lerch ve Pell matris yontemleri gelistirilmistir. Bunlarin cesitli problemlere
uygulanmasi yapilmis ve yontemlerin dogru ve etkili bir bigcimde ¢alistig1 sekiller ile

tablolardan gézlemlenmektedir.

Ayrica bilgisayar programlart yardimiyla kolaylikla uygulandigi goriilen bu
yontemlerin N kesme smirlarinin  yeterince biiyiik secilmesi durumunda
problemlerin tam ¢dziimlerine bir hayli yaklastig1 goriilmektedir (Tablo 4.6 ve Sekil
4.25-28). Ustelik tam ¢dziimiin bir polinom oldugu ve N kesme smrlarinimn
polinomun derecesine kiiciik ya da esit se¢ildigi durumlarda elde edilen yaklasik
¢dziimiin tam ¢dziimle ayni oldugu saptanmistir (Ornek 4.1, Ornek 4.4, Ornek 4.7,
Ornek 4.10). Ancak tam ¢dziim trigonomik bir fonksiyon iken N kesme sinirinin
kiigiik oldugu durumlarda iyi sonuglar vermedigi gozlemlenmistir. Ote yandan, Lerch
matris siralama yonteminde kullanilan A parametresinin uygun degerlerinin
secilmesi ile tam ¢6ziim ve yaklasik ¢ozlimler arasindaki hata miktarinin daha da

azaldig1 belirlenmistir (Tablo 4.7 ve Sekil 4.33-36).

Sonu¢ olarak, bu c¢alismada sunulan Lerch ve Pell matris siralama
yontemlerinin diger yontemler ile karsilastirilmalarindan etkin bir bi¢imde
uygulanabilir oldugu anlagilmaktadir. Bu yontemler lineer kismi diferansiyel
denklemlerin yani sira, lineer olmayan, gecikmeli kismi diferansiyel denklemlere ve
fonksiyonel kismi integro diferansiyel denklemlere de uygulanabilir; fakat bazi

degisikliklerin yapilmasi1 gerekmektedir.
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