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Oz Devirli Modiilleri Injektiflerin Goriintiisii Olan Halkalar
Elif Tugce MERIC

Manisa Celal Bayar Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
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Damsman: Dr. Ogr. Uyesi Ayse Tugba GUROGLU
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Bu tezde, iizerindeki belirli devirli modiilleri injektif modiillerin homomorfik
goriintiisii olan halkalarin yapis1 calisilmistir. Motivasyon saglayan alt yapi ve bazi on
bilgiler sunulduktan sonra, projektif olmayan her devirli modiiliin bir injektif modiiliin
goriintiisii oldugu durum ele alinmistir. Ardindan odak noktasi, 6z devirli modiillerin
s0z konusu ozelligi sagladig1 yakin bir 6zel duruma daraltilmistir. Her iki halka sinifi
icin bazi yapi teoremleri elde edilmis ve bunlar Artin cebir durumuna uygulanmistir. Bu
kosullardan herhangi birini saglayan bir Artin cebirinin Quasi-Frobenius halka yani bir
sag self-injektif sag Artin halka oldugu elde edilmistir.

Anahtar Kelimeler: Injektif modiill, homomorfik goriintii, self-injektif halka,
Quasi-Frobenius halka, Artin cebir.

2019, 48 sayfa
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In this thesis, we study the structure of rings over which certain cyclic modules are
homomorphic image of injective modules. After presenting the motivational background
and some preliminaries, we consider the case when every nonprojective cyclic is the image
of an injective module. Then we narrow our focus to the closed specific case where proper
cyclic modules satisfy the said property. We obtain some structure theorems about both
classes of rings and apply them to the Artin algebra case. It turns out that an Artin algebra
satisfying any of these conditions is Quasi-Frobenius, that is, a right self-injective right
Artinian ring.

Keywords: Injective module, homomorphic image, self-injective ring, Quasi-Frobenius
ring, Artin algebra.
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1. GIRIS

Injektiflik ilk olarak 1940 yilinda Baer [1] tarafindan tamimlanmustir. Halka, modiil
ve temsil teorisi gibi koklii alanlarda kullanilan kuvvetli bir kavramdir. Ozellikle homoloji

cebirin ortaya ¢ikmasi ile birlikte injektifligin kendi basina 6nemi artmustur.

Bazi halka simiflarinin karakterizasyonu injektiflik yardimi ile yapilabilmektedir.
1958’de Matlis [2] ve 1959°da Papp [3] tarafindan R halkasinin sag Noether (sag idealler
izerinde artan zincir) kosulunu saglamasi i¢in gerek ve yeter sartin injektif sag modiillerin
ayristirtlamaz modiillere dagilabilmesi oldugu gosterilmigtir. 1959 yilinda Papp [3] ve
1962°de Bass [4] tarafindan, injektif sag modiillerin keyfi dik toplamlarinin da injektif
olmasinin R halkasinin sag Noether olmasina denk oldugunu gostermistir. R halkasinin
yar1 basit (Wedderburn) halka olmasini, her sag (sol) modiiliiniin injektif (ya da projektif)
olmas1 karakterize eder. Yar1 basit halkalarin bu karakterizasyonunun ardindan sadece
devirli modiillerin injektif olmasinin halkanin yar1 basit olmasi icin gerek ve yeter sart
oldugu Osofsky [5] tarafindan 1964 yilinda verilmistir. Bu c¢esit sonuclarin ardindan
injektiflik ile karakterize edilen cesitli halka simiflar1 ortaya ¢ikmistir. Ornegin yari
basit sag modiilleri injektif olan sag SSI-halkalar, basit sag modiilleri injektif olan sag

V-halkalar, tekil sag modiilleri injektif olan sag SI-halkalar v.b..

Ote yandan son yarim yiizyilda, devirli modiilleri baz1 sonluluk kosullarini ya
da belirli bir homolojik 06zelligi saglayan halkalarin yapisini inceleyen arastirmalar
yapilmistir. Osofsky, Faith, Boyle, Goodearl, Goel, Jain, Singh, Huynh, Dung,
Lopez-Permouth ve Koehler’in [5—13] aralarinda bulundugu bir¢ok yazar bu perspektif ile
cok sayida calisma yapmustir. Bu calismalarin i¢inde injektiflik kavrami da yer almaktadir.
Oz devirli sag modiilleri injektif olan sag PCI-halkalar bu dogrultuda yapilan ¢alismalar

sonucunda literatiire giren bir halka sinifidir.

Bu tarz caligmalarin yanisira son yillarda injektifligi tersten diisiinen kavramlar
ortaya ¢ikmustir. Altinjektiflik (subinjectivity) kavrami 2011 yilinda Aydogdu ve ark. [14]
tarafindan tanimlanmig ve bu kavram bir modiiliin bagska bir modiile gore injektifligi
anlamina gelen bagil injektiflik (relative injectivity) gibi kullanigh hale gelmistir. Tabii ki
bu yeni kavram yeni sorularin da ortaya ¢ikmasina neden olmustur. Tiim modiiller injektif

modiillere gore altinjektiftir ve injektif modiillere gore altinjektif olan modiillere yoksul



(indigent) modiil denir. Baz1 halka smiflar1 i¢cin yoksul (indigent) modiillerin varligi
bilinmesine ragmen keyfi bir halka icin var olup olmadiklart hala agik bir problemdir.
Diger yandan altinjektiflik sayesinde, bilinen halka siniflarina yeni yaklasimlar elde
edilmigtir. Ornegin, Trlifaj [15] 1996 yilinda projektif olmayan modiilleri injektiflik
icin bir test modiil olan tiimden doygun (fully saturated) halkalar1 tanimlamistir. Bunun
tizerine Alizade ve ark. [16] tarafindan 2014’te yayinlanan bir calismada yar1 basit Artin
olmayan bir QF-halkanin tiimden doygun olmasinin tiim sag modiillerin injektif ya da

yoksul olmasina denk oldugu gosterilmistir.

Herhangi bir modiil daima bir injektif modiil icine gdmiilebilir. Fakat modiiller her
zaman bir injektif modiiliin homomorfik goriintiisii olarak yazilamayabilir. Bir modiiliin
bir injektif modiiliin homomorfik goriintiisii olmasi, o modiiliin tiim projektif modiillere
gore altinjektif olmasina denktir. Bilinen bazi1 halka simiflar1 bu 6zellikle karakterize
edilebilmektedir. Ornegin, devirli sag modiilleri injektif modiillerin homomorfik
goriintiisii olarak yazilabilen halkalar tam olarak sag self-injektif halkalar iken tiim
sag modiilleri injektif modiillerin homomorfik goriintiisii olan halkalar QF-halkalardir.
Bu calismada ilk olarak projektif olmayan devirli sag modiilleri bir injektif modiiliin
homomorfik goriintiisii olan halkalar incelenmistir. Kosulu saglayan halkalarin sinifi
sag self-injektif halkalar sinifim bir 6z alt siif olarak kapsamaktadir. Bu halkalarin
sag self-injektif olmayanlarina bakildiginda, bunlarin ya sag CS oldugu ya da halkanin
injektif biirlimiiniin sonlu iiretilmis oldugu goriilmiistiir. Buradan hareketle elde edilen
sonuglar sunulmustur. Ardindan, bahsedilen halka sinifin1 da i¢ine alan, tiim 6z devirli sag
modiilleri injektif modiillerin homomorfik goriintiisii olan halkalar ele alinmigtir. Bu tip
halkalar asikar olmayan bir idempotent elemana sahip olduklarinda, i¢lerinde sonsuz tane
basit projektif modiil barindirmaktadir. Bu durumda, ¢alisilan halkanin, QF-halkalarin bir
genellestirmesi olan sag X — Q F'3 halkalarla iliskili olduklar1 gériilmiistiir. Ote yandan,
calisilan kosullar sag Artin halkalar iizerinde incelendiginde daha net bir tablo elde
edilmistir. Bir sag Artin halka iizerinde, her 6z devirli sag modiil bir injektif modiiliin
homomorfik goriintiisii oldugunda, bu halka ya bir QF-halkadir ya da i¢inde en fazla iki
tane basit modiil barindiran bir yerel halkadir. Bu sonugtan hareketle, Artin cebirlerde
mevcut olan dualite kullanilarak, calisilan iki kosuldan birini saglayan Artin cebirlerin

QF-halkalardan ibaret oldugu elde edilmistir.



2. GENEL BILGILER

Bu boéliimde, tez konumuzla ilgili bazi temel tanim ve ozellikler verilecektir.
Burada, aksi belirtilmedik¢e, R degismeli olmayan, birlesmeli ve birimli bir halkay1

gosterecektir ve modiiller R halkasi tizerindeki sag modiiller olarak alinacaktir.

Tamim 2.0.1. [17] R halkasimn e? = e esitligini saglayan e elemanina idempotent eleman
denir. 0 ve 1 elemanlar1 R halkasinin asikar idempotentleri olarak adlandirilir. 0 ve
1’den farkli idempotentlere asikar olmayan idempotent adi verilir. e, f € R herhangi
iki idempotent eleman olmak tizere ef = 0 = fe ise e ve f’ye ortogonal idempotentler

(orthogonal idempotents) denir.

Lemma 2.0.1. ( [18], Lemma 3.8) /, R halkasinin bir sag ideali olsun. Buna gore

asagidakiler saglanir:

1) e € R idempotent eleman olmak iizere I = eR olmasi icin gerek ve yeter sart [ sag
idealinin Rz’ nin bir dik toplanani olmasidir.
ii) I, R’nin bir minimal sag ideali ise /2 = 0’dir yada I = e¢R olacak sekilde bir e € R

idempotent eleman mevcuttur.

Tamm 2.0.2. [19] M bir R-modiil ve m € M olsun. m elemaninin sag sifirlayani (right

annihilator) r.ann(m) = {r € R | mr = 0} ile tanimlanan sag idealdir.

I, R halkasinin bir ideali ve M bir modiil olsun. Bir m € M icin m elemaninin
I idealindeki sifirlayani r.anny(m) = {r € I | mr = 0} seklinde tanimlanir. Burada,

r.ann;(m), R’nin bir sag idealidir.

Tamm 2.0.3. [19] M modiiliniin stfirlayant ann(M) = {r € R|VYm € M, mr = 0}

ile tanimlanan sag idealdir. Burada, ann(M) = 0 ise M ye faithful modiil denir.

Tamm 2.0.4. ( [20], 9.3) Bir X C R alt kiimesinin sag sifirlayan1 r.ann(X) = {r €
R|Vm € M, xr = 0} olarak tanimlanan sag idealdir. Benzer gekilde X kiimesinin sol
stfirlayant l.ann(X) = {r € R |Vm € M, rz = 0} ile tanimlanan sol idealdir. Ozel
olarak, X = {z} ise r.ann({x}) ve l.ann({z}) sag ve sol ideallerini sirasiyla r.ann(zx)

ve l.ann(x) ile gosterecegiz.



Tanmm 2.0.5. [19] z € R i¢in r.ann(z) = 0 ve l.ann(z) = 0 ise x elemanma R

halkasinin bir regiiler (regular) elemani ad1 verilir.

Tanm 2.0.6. ( [20], 9.3) [ sag ideali i¢in I = r.ann(X) olacak sekilde bir X C R
varsa I’ya sag stfirlayan denir. Benzer sekilde bir X C R igin [.ann(X) formundaki sol

ideallere de sol sifirlayan adi verilir.

Tamm 2.0.7. [21] M ve N R-modiiller olmak tizere f : M — Nveg : N — M,
f o g = idy olacak sekilde iki homomorfizma ise f’ye parcalanan (split) epimorfizma,

g’ye de parcalanan (split) monomorfizma denir.

Lemma 2.0.2. ([18], Lemma2.1) f : M — Nveg: N — M, f og = idy olacak
sekilde iki homomorfizma ise M = ker(f) & im(g)’dir.

Tanmmm 2.0.8. ( [22], 2A) N ve M herhangi iki modiil olsun. Her f : M — N
epimorfizmasi ve her g : P — N homomorfizmasi i¢in f o ¢’ = g olacak sekilde bir

g : P — M homomorfizmasi varsa P’ye projektif (projective) modiil denir.

Teorem 2.0.1. ([18], Theorem 2.8) Bir P modiiliiniin projektif olmasi i¢in gerek ve yeter

sart herhangi bir f : M — P epimorfizmasinin parcalanan olmasidir.

Onerme 2.0.1. ( [22], Proposition 2.5) A herhangi bir indis kiimesi olmak iizere P =
@;ea P; modiiliiniin projektif olmasi icin gerek ve yeter sart her bir ¢ € A igin P,

modiiliiniin projektif olmasidir.

Lemma 2.0.3. ([18], Lemma 2.9) Asagidakiler saglanir:

1) Her modiil bir projektif modiiliin homomorfik goriintiisiidiir.
i1) Her sonlu iretilmis modiil sonlu iiretilmis bir projektif modiiliin homomorfik

goriintiisiidiir.

Tamm 2.0.9. ([22], Definition 7.45) R halkasinin herhangi bir elemaninin sag sifirlayam

Rp’nin bir dik toplanani ise R’ye sag Rickart halka (right Rickart ring) denir.

Onerme 2.0.2. ([22], Proposition 7.48) R halkasinin sag Rickart halka olmast igin gerek

ve yeter sart /2’nin her devirli sag idealinin projektif olmasidir.

Tamm 2.0.10. ( [23], 1.5) N, M ’nin bir alt modiilii olsun. M ’nin sifirdan farkli herhangi



bir A alt modiilii icin A N N # 0 ise N’ye M nin biiyiik (essential) alt modiilii denir ve

N <. M ile gosterilir.

Tamm 2.0.11. ( [23], 1.5) N, M’nin bir alt modiilii olsun. M ’nin herhangi bir A alt
modiilii icin N + A = M iken A = M oluyorsa N’ye M nin kiiciik (small) alt modiilii
denir ve N < M ile gosterilir.

Tamim 2.0.12. [21] M ’nin agikar olmayan alt modiilii yoksa M ’ye basit (simple) modiil

ad1 verilir.

Tamm 2.0.13. ( [23], 1.6) M ’nin tiim basit alt modiillerinin toplamina M nin socle’

denir ve Soc(M) ile gosterilir.

Soc(M), M’nin tamamen invaryant alt modiiludiir ve Soc(M) = N{N <
M| N <, M} dir.

Onerme 2.0.3. ([21], Proposition 9.8) Herhangi bir f : M — N modiil homomorfizmasi
icin f(Soc(M)) C Soc(N)’dir.

Sonug 2.0.1. ( [21], Corollary 9.9) M’nin herhangi bir N alt modiilii i¢in Soc(N) =
N N Soc(M) dir.

Tanim 2.0.14. ( [23], 1.6) M’nin tiim maksimal alt modiillerinin kesisimine M ’nin

radikali (radical) denir ve Rad(M) ile gosterilir.

Onerme 2.0.4. ( [21], Proposition 9.13) Herhangi bir M modiilii i¢in Rad(M) =
Y{N<M|N< M}.

Onerme 2.0.5. ( [21], Proposition 9.14) Herhangi bir f : M — N homomorfizmasi igin
f(Rad(M)) C Rad(N)’dir.

Tanim 2.0.15. ( [22], Definition 6.16) N, M ’nin bir alt modiilii olsun. Eger C, M ’nin N
ile kesisimi 0 olan alt modiilleri arasinda maksimal ise C' ye N’nin M igindeki tiimleyeni

(complement) denir.

Zorn Lemmasindan, bir M modiiliiniin herhangi bir alt modiiliiniin M i¢inde bir

tiimleyeninin mevcut oldugu bilinmektedir.



Onerme 2.0.6. ( [22], Proposition 6.18) C' ve N bir M modiiliiniin C' N N = 0 6zelligini
saglayan iki alt modiilii olsun. C"nin N modiiliiniin M/ i¢indeki bir tiimleyeni olmasi icin

gerek ve yeter sart ((IV & C)/C) <. M/C olmasidur.

Tanim 2.0.16. ( [23], 1.6) N, M’nin bir alt modiilii olmak tizere M ’nin herhangi bir A
alt modiilii icin N <., A iken N = A oluyorsa N’ye M nin kapali (closed) alt modiilii

denir ve N <. M ile gosterilir.

Onerme 2.0.7. ( [22], Proposition 6.32) M ’nin bir C' alt modiiliiniin kapali olmasi i¢in
gerek ve yeter sart C', N’nin M i¢indeki timleyeni olacak sekilde bir N < M mevcut

olmasidir.

Tamm 2.0.17. ( [22], 6C) M ’nin bir /N alt modiilii i¢cin M modiiliiniin, N’yi biiyiik alt
modiil olarak kapsayan alt modiillerinin maksimaline N’nin biiyiik kapanist (essential

closure) denir.

Not 2.0.1. ( [22], 6C) Zorn Lemmasindan dolay1r M nin bir /N alt modiiliiniin her zaman
M iginde bir biiyiik kapanist mevcuttur ve bu kapanis M nin bir kapali alt modiiliidiir.

Ayrica N’nin M i¢indeki biiyiik kapanigi tek olmak zorunda degildir.

Tanim 2.0.18. ( [22], 6D) Kapali alt modiilleri dik toplanan olan modiillere C'S modiil

denir.

Rp bir CS modiil ise R’ye sag CS halka ad1 verilir. Sol CS halkalar da benzer

sekilde tanimlanir.

Lemma 2.0.4. ( [22], Lemma 6.41) Herhangi bir M modiilii i¢in asagidaki kosullar

denktir:

1) M bir CS modiildiir;
i) Her N < M icin N <. C olacak sekilde bir C' <; M mevcuttur.

Tanmmm 2.0.19. ( [22], 3A) Herhangi bir A modiilii ve herhangi bir B < A i¢in her
f : B — E homomorfizmasi bir f : A — FE homomorfizmasina genisleyebiliyorsa

E modiiliine injektif (injective) modiil denir.

Tamim 2.0.20. ( [24], 4.12) Ry injektif ise R halkasi sag self-injektif (right self-injective)



halka olarak adlandirilir. Benzer sekilde, sol self-injektif halkalar tanimlanir. Hem sag

hem de sol self-injektif halkalara self-injektif (self-injective) halka denir.

Bir injektif modiilin herhangi bir dik toplanami injektiftir. Ancak injektif
modiillerin keyfi sayida dik toplamlarinin injektif olmasi gerekmez. 3. boliimde yer alan
Onerme 3.0.2, sag modiilleri bu 6zelligi saglayan halkalarin tam olarak sag Noether

halkalar oldugunu sdylemektedir.

Onerme 2.0.8. ( [25], Proposition 1.6) A herhangi bir indis kiimesi olmak iizere M =
IT;c o M; modiiliiniin injektif olmas1 i¢in gerek ve yeter sart her bir i € A i¢in M, nin

injektif olmasidir.

Tamm 2.0.21. ( [22], Definition 3.26) M modiiliiniin bir N alt modiilii i¢in M’ nin
sifirdan farkli herhangi bir alt modiiliiniin NV ile kesisimi sifirdan farkli ise M’ye N’ nin
bir biiyiik genislemesi (essential extension) denir. M, N nin bir biiyiik genislemesi olmak
iizere, M < N ve N <. A olacak sekilde bir A modiilii mevcut degilse M’ye N’nin

maksimal biiyiik genislemesi (maximal essential extension) ad1 verilir.

Onerme 2.0.9. [25] Bir E modiilii i¢in asagidaki kosullar birbirine denktir:
1) E injektiftir;
ii) (Baer Kriteri) I, R halkasinin herhangi bir sag ideali olmak tizere her f : [ — F
homomorfizmasi bir f : R — E homomorfizmasina genisletilebilir;
iii) Her f : £ — M monomorfizmasi parcalanandir, yani g o f = idg olacak sekilde
bir g : M — E homomorfizmas1 vardir;

1v) [ modiili 06z biiyiik genislemeye sahip degildir.

Tamm 2.0.22. [19] M modiiliiniin biiyiik geniglemesi olan bir injektif modiile A’ nin

injektif biiriimii (injective hull) denir ve /(M) ile gosterilir.

Teorem 2.0.2. ([19], Theorem 5.12) Bir M modiilii icin agagidakiler saglanir:
i) E(M) vardir ve M modiiliinii kapsayan her injektif modiil, M’ nin injektif biiriimiinii
de kapsar.
il) M <. K olacak sekildeki herhangi bir K modiilii i¢in ¢d : M — M birim

homomorfizmasi bir K — E(M) geniglemesine sahiptir.



Sonug¢ 2.0.2. ( [22], Corollary 3.32) Bir M modiiliiniin herhangi iki injektif biirtimii
izomorfiktir. Ozel olarak, M’nin E ve E' injektif biiriimleri icin M iizerindeki birim

homomorfizmanin bir genislemesi olan g : £ — E’ izomorfizmasi mevcuttur.

Tanim 2.0.23. ( [22], 3F) Herhangi sifirdan farkli iki alt modiiliiniin kesisimi sifirdan

farkli olan modiillere uniform modiil denir.

Teorem 2.0.3. ( [22], Theorem 3.52) Herhangi bir injektif modiil £ i¢in asagidaki

kosullar birbirine denktir:

i) E aynistirillamazdir;
ii) E # 0 ve sifirdan farkli her M < FE i¢in E = E(M ) dir;
i) £ uniformdur;

iv) E bir uniform modiiliin injektif biiriimiidiir.

Tamm 2.0.24. [25] M ile N, sifirdan farkli izomorf alt modiillere sahip olmayan iki

modiil ise M ve N’ye ortogonal (orthogonal) modiiller denir.

Tanim 2.0.25. [25] Bir M modiilii icin M = M & M ise M’ye biitiiniiyle sonsuz (purely
infinite) modiil denir. Eger M hicbir 6z alt modiiliine izomorf degil ise M’ye dogrudan

sonlu (directly finite) modiil ad1 verilir.

Teorem 2.0.4. ( [25], Theorem 1.35) E herhangi bir injektif modiil olsun. £ = D &
P olacak sekilde birbiri ile ortogonal olan dogrudan sonlu D ve biitiiniiyle sonsuz P

modiilleri vardir.

Tamim 2.0.26. ([22], Definition 6.2) Bir M modiiliiniin, » tane uniform modiiliin toplam1
olarak yazilabilen bir biiyiik alt modiilii varsa M nin uniform boyutu (uniform dimension)
n’dir denir ve u.dim(M) = n ile gosterilir. Eger boyle bir n yoksa u.dim(M) = oo ile

ifade edilir.

Onerme 2.0.10. ( [22], Proposition 6.12) u.dim (M ) = n olmasi i¢in gerek ve yeter sart

E (M) modiiliiniin n tane ayristirilamaz injektif modiiliin dik toplami olarak yazilmasidir.

Tamm 2.0.27. ( [22], Definition 7.1) Bir m € M i¢in r.ann(m) R halkasinin bityiik
sag ideali ise m elemanina M ’nin bir tekil (singular) elemant denir. M modiiliiniin tekil

elemanlarinin kiimesi Z (M) ile gosterilir.



Lemma 2.0.5. ( [22], Lemma 7.2) Herhangi bir M modiilii i¢in asagidakiler saglanir:

i) Z(M), M’nin alt modiiliidiir ve M modiiliintin tekil alt modiilii olarak adlandirilir.
ii) Herhangi bir f : M — N homomorfizmas i¢in f(Z(M)) C Z(N) olur.
iiiy N < Mise Z(N) = NN Z(M)dir.

Sonug 2.0.3. ([22], Corollary 7.4) Z(Rpg), R halkasinin bir idealidir. Bu ideal R’nin sag
tekil ideali (right singular ideal) olarak adlandirilir. R’nin sol tekil ideali benzer sekilde

Z(rR) olarak tanimlanir.

Tamm 2.0.28. ( [22], Definition 7.5) Z(M) = M ise M’ye tekil (singular) modiil,
Z (M) = 0ise M’ye tekil-olmayan (nonsingular) modiil ad1 verilir. Ozel olarak Z(Rp) =
0 ise R’ye sag tekil-olmayan (right nonsingular) halka denir. Sol tekil-olmayan halkalar
benzer sekilde tanimlanir. Hem sag hem sol tekil-olmayan bir halkaya tekil-olmayan

(nonsingular) halka denir.

Onerme 2.0.11. ( [26], Proposition 1.20) Bir M modiiliiniin tekil olmasi i¢in gerek ve
yeter sart bir A modiilii ve bir B <, A biiyiik alt modiilii icin M = A/B olmasidir.

Onerme 2.0.12. ( [26], Proposition 1.22) Herhangi bir R halkas: icin asagidakiler

saglanir:

i) Tekil-olmayan sag R-modiiller smifi, alt modiillere, dik c¢arpimlara, biiyiik
genislemelere ve modiil genislemelerine gore kapalidir.
i1) Tekil sag R-modiiller sinifi, alt modiillere, boliim modiillerine ve dik toplamlara gore

kapalidir.

Onerme 2.0.13. ( [26], Proposition 1.23) R sag tekil-olmayan bir halka ise herhangi bir
sag R-modiil M i¢in Z(M/Z(M)) = 0 olur.

Tanmm 2.0.29. ( [27], 1.1.3) Z(M/Z(M)) = Zy(M)/Z(M) olacak sekilde M nin tek
tiirlii belirli Z, (M) alt modiiline M modiiliiniin ikinci tekil (second singular) alt modiilii

denir.
Onerme 2.0.14. ([22], 7C) Z5(M), M modiiliiniin kapal alt modiiliidiir.

Tanmmm 2.0.30. [14] N < K olacak sekilde her K modiili ve her f : N — M

homomorfizmasi i¢in f |y = [ olacak sekilde bir f : K — M homomorfizmasi varsa



M modiilii N-altinjektiftir (N -subinjective) denir.

Lemma 2.0.6. [14] M modiiliiniin N-altinjektif olmasi i¢in gerek ve yeter sart her
f : N — M homomorfizmasi icin f |v = f olacak sekilde bir f- E(N) - M

homomorfizmasinin mevcut olmasidir.

Onerme 2.0.15. [14] Bir N modiilii i¢in asagidakiler saglanir:

i) [[;ca M; modiiliiniin N-altinjektif olmasi igin gerek ve yeter sart her bir i € A igin
M; modiiliiniin N-altinjektif olmasidir.
i1) © = 1,2,...,n olmak lizere her bir M/; modiilii /V-altinjektif ise @] ; M; modiilii

N -altinjektiftir.

Onerme 2.0.16. [14] P bir projektif modiil ise P-altinjektif modiillerin homomorfik

gorlintiileri de P-altinjektiftir.
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3. MATERYAL VE YONTEMLER

Bu boliimde, tez i¢in kullanilan temel tanim ve teoremler verilmeye devam
edecektir. R de8ismeli olmayan, birlesmeli ve birimli bir halka olmak iizere Rr ve rR

strastyla kendi iizerinde sag ve sol modiil olarak R’yi temsil etmektedir.

Tamim 3.0.1. [17] C bir kiime olmak iizere C = {C; | i € I}, C’nin alt kiimelerinin bir

ailesi olsun. Eger C icinde kesin olarak artan bir zincir yoksa, yani C i¢indeki her
Ci;, CCip C ...

artan zinciri i¢in C;, = C;, , = ... olacak sekilde bir n € N mevcutsa C ailesi artan
zincir kosulunu (ascending chain condition, ACC) saglar denir. Benzer sekilde, C icinde

kesin olarak azalan bir zincir yoksa, yani C i¢indeki her
Ci, 2Ci D ...

azalan zinciri i¢in C;, = C;, ., = ... olacak sekilde bir n € N mevcutsa C ailesi azalan

zincir kosulunu (descending chain condition, DCC) saglar denir.

Tammm 3.0.2. [17] M modiiliiniin tim alt modiillerinin ailesi artan zincir kosulunu

sagliyorsa M modiiliine Noether (Noetherian) modiil denir.

Onerme 3.0.1. ( [19], Proposition 1.1) M modiilii icin asagidakiler birbirine denktir:

1) M Noether modiildiir;
i1) M ’nin alt modiillerinin bostan farkli her sinifi bir maksimal elemana sahiptir;

iii) M ’nin tiim alt modiilleri sonlu iiretilmistir.

Tanimm 3.0.3. [19] R kendi iizerinde sa§ modiil olarak Noether ise R halkasina sag
Noether halka (right Noetherian ring) denir. Benzer sekilde p R Noether modiil ise R
halkasina sol Noether halka (left Noetherian ring) denir. Hem sag hem de sol Noether bir

halka Noether halka (Noetherian ring) olarak adlandirilir.

Onerme 3.0.2. ([22], 3E) R halkas! icin asagidaki kosullar birbirine denktir:

i) R sag Noether halkadir;

ii) Injektif sag R-modiillerin herhangi dik toplamu injektiftir;
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ii1) Herhangi bir injektif sag R-modiil ayristirilamaz injektif alt modiillerinin dik

toplamudir.

Tammm 3.0.4. [17] M modiiliiniin tiim alt modiillerinin ailesi azalan zincir kosulunu

sagliyorsa M modiiliine Artin (Artinian) modiil denir.

Onerme 3.0.3. [19] M modiilii i¢in asagidakiler birbirine denktir:

1) M Artin modiildiir;

i1) M ’nin alt modiillerinin bostan farkli her sinifi bir minimal elemana sahiptir.

Onerme 3.0.4. ([17], 1.20) N < M olsun. M modiiliiniin Noether (Artin) olmasi icin

gerek ve yeter sart N ve M /N modiillerinin Noether (Artin) olmasidir.

Tamm 3.0.5. [19] R kendi iizerinde sag (sol) modiil olarak Artin ise R halkasina sag

(sol) Artin halka denir. Hem sag hem de sol Artin bir halkaya Artin halka ad1 verilir.

Teorem 3.0.1. [28] R bir sag Noether halka ve F/(Rg) sonlu iiretilmis sag R-modiil ise
R sag Artindir.

Tanmm 3.0.6. [29] R degismeli bir halka olsun. Bir A halkas1 i¢in, goriintiisii A’nin
merkezinde kapsanan bir ¢ : R — A halka homomorfizmasi mevcut ise A, R iizerinde

bir cebirdir (algebra) denir.

Tamim 3.0.7. [29] R degismeli bir Artin halka ve A, R iizerinde bir cebir olsun. Eger A
sonlu iiretilmis R-modiil ise A halkasina R iizerinde bir Artin cebir (Artin algebra) denir.

Bir Artin cebir hem sag hem de sol Artin halkadir.

Tanmmm 3.0.8. ( [22], 16C) k bir cisim ve A, k cismi iizerinde sonlu boyutlu bir cebir
olsun. Eger Ay = (Homy (A, k))a ise A’ya Frobenius cebir denir. Bir Frobenius cebir

sag self-injektiftir.

Tamm 3.0.9. ([20],32) F : 0= My C M; C --- C M, = M, bir M modiiliiniin
alt modiillerinin bir zinciri olsun. Her ¢ = 0,1,...,n — 1 i¢in M;,,/M; basit ise F’ye
M modiliiniin bir kompozisyon serisi (composition series), n sayisina da F' serisinin

uzunlugu (length) denir.
Her modiil bir kompozisyon serisine sahip olmak zorunda degildir. Ornegin,
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Noether olmayan herhangi bir M/ modiilii icin bir kompozisyon serisi bulunamaz.

Onerme 3.0.5. ( [20], Theorem 3.2.1) Kompozisyon serisine sahip olan bir M

modiiliiniin herhangi iki kompozisyon serisinin uzunluklar esittir.

Tanim 3.0.10. ( [20], 3.2) M modilii bir kompozisyon serisine sahip ise M ’nin
kompozisyon serilerinin uzunluguna M modiiliiniin uzunlugu denir ve (M) = [gr(M)

ile gosterilir.

Onerme 3.0.6. ( [20], Proposition 3.2.2) Bir M modiiliiniin kompozisyon serisine sahip

olmasi i¢in gerek ve yeter sart M/ nin hem Artin hem de Noether olmasidir.

Tanimm 3.0.11. [17] Bir R halkasinin tiim maksimal sag ideallerinin kesisimine R’nin
Jacobson radikali (Jacobson radical) denir ve J(R) = J ile gosterilir. .J, R halkasinin

bir idealidir ve ayn1 zamanda tiim maksimal sol ideallerin kesisimine esittir.

Tamm 3.0.12. ([30], 1.1) Basit alt modiillerinin dik toplami olarak yazilabilen modiillere

yart basit (semisimple) modiil denir.

Teorem 3.0.2. ( [30], Theorem 1.2) R halkasi i¢in asagidakiler birbirine denktir:

i) Rp yar basittir;
i1) R sonlu sayida basit sag idealinin dik toplami olarak yazilir;
ii1) Her sag R-modiil yar basittir;
iv) Her sag R-modiil projektiftir;
v) Her sag R-modiil injektiftir;
vi) R sag Artindir ve J = 0’dir;
vii) (Wedderburn-Artin Teoremi) R = IT:_, M,,.(D;) olacak sekilde birt € N, ny, ..., n

pozitif tam sayilar1 ve Dy, ..., D, boliim halkalar1 mevcuttur.

Teorem 3.0.2°daki denk kosullar1 saglayan bir halkaya yari basit Artin halka

(semisimple Artin ring) denir.

Teorem 3.0.3. [5] Bir R halkasinin yar1 basit Artin olmasi i¢in gerek ve yeter sart R

iizerindeki her devirli sag modiiliin injektif olmasidir.

Teorem 3.0.4. ( [17], Theorem 4.23) Bir R halkasi i¢in asagidaki kosullar denktir:
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i) Her a € R i¢in a = axa olacak sekilde bir x € R mevcuttur;
i1) R halkasmin her esas sol ideali g R’nin bir dik toplananidir;

iii) R halkasinin her esas sag ideali Rz nin bir dik toplananidir.

Teorem 3.0.4’teki denk kosullar1 saglayan bir halkaya von Neumann regiiler halka

ya da kisaca VNR halka denir.
Tamim 3.0.13. [17] Tek bir maksimal sag ideale sahip halkaya yerel (local) halka denir.

Teorem 3.0.5. ([17], Theorem 19.1) Bir R halkasi i¢in asagidakiler denktir:

i) R yerel halkadir;
i1) R tek bir maksimal sol ideale sahiptir;

iii) R/J bir boliim halkasidr.

Tanmm 3.0.14. ( [30], 1.2) R/J yan basit Artin halka ise R’ye yart yerel (semilocal)
halka denir.

Tamm 3.0.15. ([22], 2E) R halkasinin her sag ideali projektif ise R’ye sag kalitsal (right
hereditary) halka denir. R’nin sonlu tiretilmis tiim sag idealleri projektif ise R halkasina

sag yart kalitsal (right semihereditary) halka ad1 verilir.

Teorem 3.0.6. ( [22], Theorem 3.22) R halkasinin sag kalitsal olmasi icin gerek ve yeter

sart injektif sag R-modiillerin homomorfik goriintiilerinin injektif olmasidir.

Teorem 3.0.7. ( [31], 7.7) R, sonlu sag uniform boyuta sahip bir sag kalitsal halka ise
Noetherdir.

Tanmmm 3.0.16. [17] ), R halkasinin bir ideali olsun. R’nin herhangi bir / ideali i¢in
I? C @ iken I C Q oluyorsa () idealine yar: asal (semiprime) ideal denir. 0, R’nin yari

asal ideali ise R halkas1 yar: asal halka (semiprime ring) olarak adlandirilir.

Tammm 3.0.17. ( [17], Definition 23.13) A, R halkasinin bir alt kiimesi olsun. A’nin
elemanlarindan olusan herhangi bir {a;, as, . .. } dizisi i¢in a;as . . . a,, = 0 olacak sekilde
bir n > 1 tamsayisi varsa A sol T-nilpotenttir denir. a,, ...asa; = 0 olacak sekilde bir

n > 1 tamsayist mevcutsa A’ya sag T-nilpotent denir..

Tamm 3.0.18. ([17], Definition 23.18) R halkas1i¢in R/.J yar1 basit ve .J sag T-nilpotent
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ise R’ye sag miikemmel halka (right perfect ring) denir. R/J yar basit ve J sol
T-nilpotent ise R halkasina sol miikemmel halka (left perfect ring) adi1 verilir. Hem sag

hem de sol miikkemmel halkalar miikemmel halka (perfect ring) olarak adlandirilir.
Sonug 3.0.1. ([17], Corollary 23.19) Sag ya da sol Artin halkalar miikemmel halkadir.

Tanmm 3.0.19. [32] R halkasinin her sag modiilii bir maksimal alt modiile sahip ise R

halkasina sag maks halka (right max ring) denir.

Onerme 3.0.7. [33] Bir yar1 yerel halkanin sag maks halka olmas i¢in gerek ve yeter sart

sag miilkemmel olmasidir.

Tanim 3.0.20. [34] Her tek tarafli ideali bir sifirlayan olan Artin halkaya Quasi-Frobenius
halka veya kisaca QF-halka denir.

Teorem 3.0.8. [35] R halkasinin QF-halka olmasi i¢in gerek ve yeter sart asagidaki denk

kosullardan birini saglamasidir:

1) R sag self-injektif sag veya sol Artin halkadir;
1) R sag self-injektif sag veya sol Noether halkadir;
ii1) R self-injektif Artin halkadir.

Teorem 3.0.9. [36,37] R halkasi icin asagidakiler birbirine denktir:
1) R, QF-halkadir;
i1) Projektif sag (sol) R-modiiller injektiftir;

iii) Injektif sag (sol) R-modiiller projektiftir.

Tamm 3.0.21. [38] R halkast, her bir e) R basit socle’a sahip injektif modiil ve ), exR
faithful sag ideal olacak sekilde ikili olarak izomorfik olmayan ortogonal idempotentlerin
{ex | A € A} kiimesine sahipse R halkasina sag N — QQF'3 halka denir. Burada X =
Card(A) dur.

Tamm 3.0.22. ( [22], Definition 4.64) R halkasi iizerindeki M modiilii, bir (R!)p dik

carpimina gomiilebiliyorsa M’ye burulmasiz (torsionless) modiil denir.

Teorem 3.0.10. ( [39], Theorem 10) (Py)xea, tim basit projektif sag R-modiillerin

temsilcilerinin bir ailesi ve C'ard(A) = X olsun. Asagidaki kosullar denktir:
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i) R yari asal sag X — (QF'3 halkadir;
ii) R halkasi, Soc(Rgr) <. Rgr ve E(Rpg) burulmasiz olacak sekilde bir yar1 asal
halkadir;
iii) R halkasi, Soc(Rg) <. Rpr ve tiim basit projektif sag R-modiiller injektif olacak
sekilde bir yar1 asal halkadir;
iv) R halkasi, sag full lineer halkalarin bir () e ailesinin dik ¢arpiminin, sag socle’1

iceren bir alt halkasina izomorftur.

Tanim 3.0.23. [19] R bir bolge olsun. Herhangi a,b € R i¢in ar = bs # 0 olacak sekilde

r,s € R mevcutsa R halkasina bir sag Ore bolge (right Ore domain) denir.

Lemma 3.0.1. ( [19], Lemma 6.6) Bir R bolgesinin sag Ore bolge olmasi icin gerek ve

yeter sart [z nin uniform olmasidir.
Sonug 3.0.2. ([19], Corollary 6.7) Her sag Noether bolge bir sag Ore bolgedir.

Tamm 3.0.24. [40] R modiiliine izomorf olmayan her devirli sa§ R modiil injektif ise

R halkasina sag PCI-halka denir.

Teorem 3.0.11. [7] Bir sag PCl-halka ya yar1 basit Artin halkadir ya da basit sag yar1
kalitsal sag Ore bolgedir.

Teorem 3.0.12. ( [40], Theorem 5.5) Bir Noether bolgenin sag PCI-halka olmasi i¢in

gerek ve yeter sart sol PCI-halka olmasidir.

Teorem 3.0.13. [9] Bir R halkas1 i¢in asagidakiler denktir:

1) Her devirli sag R-modiil injektif ya da projektiftir;
ii) S bir yar1 basit Artin halka ve 7', devirli 6z sag modiilleri injektif olan bir basit sag

yar1 kalitsal sag Ore bolge olmak tlizere R = .S x T"dir.

Tamim 3.0.25. ( [30], 1.3) Bir R halkasinin herhangi iki A ve B sag ideali icin A C B

veya B C A oluyorsa R’ye sag zincir halka (right chain ring) denir.

Tanim 3.0.26. [19] X, R halkasinin birim elemanin i¢eren ve carpmaya gore kapali bir

alt kiimesi ise X’e carpimsal (multiplicative) kiime adi verilir.

Tanmm 3.0.27. [19] R bir halka ve X C R regiiler elemanlardan olusan bir carpimsal

16



kiime olsun. R’nin X’e gore bir sag kesirler halkast (right quotient ring) asagidaki

kosullar1 saglayan bir S halkasidir:

1) R, S’nin bir alt halkasidr.
ii) X kiimesindeki her eleman S halkasinda tersinirdir.

iii) S halkasinin her elemani, @ € R ve z € X olmak iizere az~' formunda yazilir.

R halkasmin bir X carpimsal kiimesine gore sag kesirler halkasi mevcut olmak

zorunda degildir. Eger sag kesirler halkast mevcut ise sag R-modiil yapisina sahiptir.

Tammm 3.0.28. [19] X, R halkasiin tiim regiiler elemanlarinin kiimesi olmak iizere
R’nin X carpimsal kiimesine gore sag kesirler halkasina R’nin klasik sag kesirler halkast

(classical right quotient ring) denir ve RX ~! ile gosterilir.

Teorem 3.0.14. ( [19], Theorem 6.8) Bir R halkasi i¢in asagidaki kosullar denktir:

1) R boliim halkasi olan bir klasik sag kesirler halkasina sahiptir;

ii) R bir sag Ore bolgedir.

Tamim 3.0.29. [41] R degismeli bir bolge ve S = R\ {0} olsun. Her (a, s), (b,t) € Rx S
icin

(a,s)=(b,t) & at—bs=0
seklinde tanimlanan bagnti bir denklik bagintisidir. /s, bu bagintiya gore (a, s) € Rx S
elemaninin denklik sinifin1 gdstersin ve S~ R tiim denklik siniflarinin kiimesi olsun. Her
a/s,b/t € ST'R igin

(a/s) + (b/t) = (at + bs)/(st)

(a/s) - (b/t) = (ab)/(st)

olmak iizere (S'R, +,.) bir cisimdir. Bu cisme R de8ismeli bolgesinin kesirler cismi

(field of fractions) denir. S™'R, R iizerinde bir modiil yapisina sahiptir.

Son olarak ileride kullanilacak olan iki kategorik tamim vererek bu boliimii

tamamlayacagiz.

Tanmmm 3.0.30. [21] C ile D iki kategori ve ', G : C — D her ikisi de kovaryant
ya da her ikisi de kontravaryant olan funktorlar olsun. C kategorisindeki her bir A

objesi i¢in 74 : F(A) — G(A) D’deki bir morfizma olmak iizere, C kategorisindeki
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herhangi A, B objeleri ve her f : A — B morfizmasi i¢in g o F'(f) = G(f) o na
esitligi saglaniyorsa n = (14)acc sinifina F' funktorundan G funktoruna bir dogal
transformasyon (natural transformation) ad1 verilir. Eger her A € C igin 14 izomorfizma
ise 1 dogal transformasyonu dogal izomorfizm olarak adlandirilir. F' ile G funktorlari

arasinda bir dogal izomorfizma varsa F' ve G dogal izomorfiktir denir.

Tamm 3.0.31. [21] C ile D iki kategori ve ' : C — D, G : D — C kontravaryant
funktorlar olsun. Eger G o F' funktoru 1z : C — C birim funktoruna, F' o GG funktoru
da 1p : D — D birim funktoruna dogal izomorfik ise F' ile G funktorlarina, C ve D

kategorileri arasinda bir dualite (duality) adi verilir.
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4. ARASTIRMA BULGULARI

4.1. Projektif Olmayan Devirlileri Injektif Modiillerin Goriintiisii Olan
Halkalar

Tiim devirli sag modiilleri bir injektif modiilin homomorfik goriintiisii olan
halkalar tam olarak sag self-injektif halkalardir. Zira bir R halkasinin sag self-injektif
olmasi i¢in R’nin bir injektif modiiliin homomorfik goriintiisii olmasi yeterlidir. Tez
calismasinin bu kisminda, projektif olmayan devirli sag modiilleri injektif modiillerin
homomorfik goriintiisii olarak yazilabilen halkalarin yapisi incelenmektedir. Buradan
itibaren, aksi belirtilmedikce R halkasinin yar1 basit Artin halka olmadigini kabul

etmekteyiz.

Sag self-injektif halkalarin bir karakterizasyonu asagidaki sekilde verilebilir.

Lemma 4.1.1. R halkasi icin agsagidaki kosullar birbirine denktir:
i) R sag self-injektiftir;
i1) Devirli sag R-modiiller projektif modiillere gore altinjektiftir;
ii1) Devirli sag R-modiiller R-altinjektiftir;

iv) Sag R-modiiller sonlu iiretilmis projektif modiillere gore altinjektiftir.

Ispat: (i = i) Ry injektif oldugundan, tim projektif modiillere gore altinjektiftir.
Onerme 2.0.16’dan, devirli sa§ R-modiillerin projektiflere gore altinjektif oldugu elde

edilir.
(41 = 1117) Rp projektif oldugundan aciktir.

(i12 = 1) R, sag R-modiil olarak kendisinin altinjektiflik bolgesinde bulundugundan
birim homomorfizma id : Rr — Rp biri : F(Rr) — Rz homomorfizmasina genisler.

Dolayisiyla Ry, E(Rg) nin bir dik toplananina izomorftur. Boylece R sag self-injektiftir.

(¢ = v) Sonlu iiretilmis projektif modiiller injektif oldugundan tiim sag R-modiiller

sonlu tiretilmis projektif modiillere gore altinjektiftir.

(iv = 1) Rp, R-altinjektif oldugundan injektiftir. |
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Lemma 4.1.1°den goriildiigii gibi sag self injektif halkalar iizerindeki her devirli
sag modiil projektif modiillere gore altinjektiftir. Dahas1 herhangi bir modiil i¢in “bir
injektifin goriintiisii olma” ve “projektif modiillere gore altinjektif olma” ozellikleri

birbirine denktir.

Onerme 4.1.1. M sag R-modiiliiniin bir injektif modiiliin homomorfik gériintiisii olmasi

icin gerek ve yeter sart M nin tiim projektif modiillere gore altinjektif olmasidir.

Ispat: (=) M herhangi bir sag R-modiil olsun ve bir £, injektif modiiliiniin homomorfik
goriintiisii olarak yazilsin. E tiim projektif modiillere gore altinjektif oldugundan, £’nin

homomorfik goriintiisii olan M de tiim projektiflere gore altinjektiftir.

(<) M modiilii tim projektif sag R-modiillere gore altinjektif olsun. P projektif olacak
sekilde bir f : P — M epimorfizmasi mevcuttur. f bir £(P) — M epimorfizmasina

geniglediginden M, E(P)’nin bir homomorfik goriintiisiidiir. [

Gosterimde kolaylik olmasi acisindan, bir R halkas1 i¢in asafidaki kogsul

tanimlansin:

(P.): Projektif olmayan devirli sag§ R-modiiller injektif modiillerin homomorfik

goriintiisiidiir.

Onerme 4.1.1’den hareketle asagidaki sonuc elde edilir. Sonu¢ 4.1.1°den
goriilebilecegi gibi projektif olmayan devirlileri injektiflerin goriintiisii olan halkalar tam

olarak projektif olmayan devirlileri projektiflere gore altinjektif olan halkalardir.

Sonug 4.1.1. R halkasinin (P.) kosulunu saglamasi igin gerek ve yeter sart projektif

olmayan devirli sa§ modiillerin, tiim projektif sa§ modiillere gore altinjektif olmasidir.

Ornek 4.1.1. Sag self-injektif halkalar ve sag PCl-halkalar, (P,) kosulunu saglayan
halkalara 6rnek tegkil eder. Ileride goriilecek olan Onerme 4.1.7°den dolay1, Z tam sayilar

halkasinin bu kosulu saglamadig1 bilinmektedir.

Sag kalitsal halkalar tizerindeki injektif modiillerin homomorfik goriintiilerinin de

injektif oldugu bilinmektedir. Dolayisiyla sag kalitsal bir halka (P.) kosulunu saghyorsa,
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bu halka iizerindeki devirli sag modiiller ya injektif ya da projektiftir. [9]’da, devirli
modiilleri injektif veya projektif olan halkalarin yapisi tam olarak belirlenmistir. Buradan,

asagidaki onerme elde edilir:

Onerme 4.1.2. Asagidaki kosullar birbirine denktir:

i) R, (P.) kosulunu saglayan sag kalitsal halkadur;
ii) S yari basit Artin halka ve 7" bir PCI-bolge olmak iizere R = S x T dir.

Ispat: (i = ii) R, (P,) kosulunu saglayan sag kalitsal halka olsun. R iizerindeki devirli
sag modiiller ya injektif ya da projektif oldugundan, Teorem 3.0.13’den, .S yar1 basit Artin
halka ve T, basit sag yar1 kalitsal sag Ore bolge olan bir sag PCI-halka olacak sekilde bir
halka ayrisimi R = S x 7" mevcuttur. Teorem 3.0.11°den, 7" bir sag PCI-bolgedir. 7', sonlu
sag uniform boyuta sahip bir sag kalitsal halka oldugundan, Teorem 3.0.7°den, bir Noether

halkadir. Teorem 3.0.12 uyarinca 7" halkasinin bir bir PCI-bolge oldugu elde edilir.

(it = 1) S yar basit Artin halka ve 7" bir PCI-bolge olmak ilizere R = S x T’
olsun. Teorem 3.0.11°den, 7" halkasi basit, sag yar1 kalitsal, sag Ore bolgedir. Bu durumda
[9]’dan, R halkasi iizerindeki tiim devirli sag modiillerin injektif ya da projektif oldugu
goriliir. Ayrica T sag Noether olan bir sag yari kalitsal halka oldugundan, sag kalitsaldir.
Sag kalitsal halkalarin dik carpimlari da sag kalitsal oldugundan R bir sag kalitsal
halkadir. Sonug olarak R, (P.) 6zelligini saglayan bir sag kalitsal halkadir. [ |

Lemma 4.1.2. R, (P.) kosulunu saglayan fakat sag self-injektif olmayan bir halka olsun.
I ve K, R halkasinin sifirdan farkl sag idealleri olmak tlizere R = I ® K ise [ yada K

yar1 basittir. Ayrica R’ nin yar1 basit her dik toplanan injektiftir.

Ispat: R sag self-injektif olmadigindan, Ry modiiliiniin asikar olmayan her dik ayrisimi
icin yari basit olmayan dik toplam teriminin tiimleyeninin injektif oldugunu gostermek
yeterlidir. /, yar1 basit olmayan bir sag ideal olmak iizere R = [ & K olsun. Genelligi
bozmadan, K # 0 oldugu kabul edilsin. I’nin dik toplanan olmayan bir A 6z alt modiilii
vardir. K, R/A’nin bir dik toplanani oldugu i¢in, i : K — R/A gommesi F(K')’ya ancak
K = E(K) durumunda genisler. Dolayisiyla K injektiftir. [ |

Yar1 basit Artin olmayan ve (F,.) kosulunu saglayan bir halkanin, tekil-olmayan

21



basit sag modiillerinin injektif oldugu yukaridaki lemmadan goriilebilir. Asagidaki

Lemma ise projektif olmayan devirli sag R-modiillerin yapisini tarif eder.

Lemma 4.1.3. R, (F.) kosulunu saglayan bir halka ise projektif olmayan devirli sag

R-modiiller bir injektif modiil ile bir tekil modiiliin dik toplami olarak yazilir.

Ispat: R, (P.) kosulunu saglayan bir halka olsun. Herhangi bir projektif olmayan devirli
sag R-modiil M icin bir injektif sag R-modiil £ ve bir epimorfizma f : £ — M
mevcuttur. C, ker(f)’nin F i¢indeki kapanigi olmak iizere £ = C' @ D olacak sekilde bir
D < E vardir. D injektif ve C'/ ker(f) tekil modiil olmak tizere M = (C/ ker(f)) & D
elde edilir. |

Onerme 4.1.3. R, (P,) kosulunu saglayan fakat sag self-injektif olmayan bir halka olsun.
Z(Rg) = 0 ise asagidakiler saglanir:

i) Soc(Rg) @ J, R halkasinin bityiik sag ideali degil ise J = 0’dur.
ii) J # Oise, A bir bolge olmak tizere, R = Soc(Rpr)® A seklinde bir halka dik toplam1
vardir.

iii) Soc(Rpg) sonlu iiretilmis degilse Soc(Rg) <. Rg’dir.

ispat: i) Soc(Rg) @ J, Ry icinde biiyiik olmasin. Bu durumda sifirdan farkh bir z € R
icin zR N (Soc(Rg) @ J) = 0’dir. Lemma 4.1.3’ten, xR projektif degilse bir injektif
ile bir tekil modiiliin dik toplami olarak yazilir. R sag tekil-olmayan halka oldugundan,
xR injektiftir. Boylece 2 R, Rz nin bir dik toplananidir ve bu bir celiski verir. Yani 2R
projektiftir. Dolayisiyla, bir B < Ry i¢in R = r.ann(x) & B seklinde yazilir. B = xR
yari basit olmadigindan, Lemma 4.1.2 den r.ann(z) yar basit injektiftir. Boylece J =

Rad(B) = Rad(zR)dir. Rad(zR) C 2R N J = 0 oldugundan .J = 0 elde edilir.

ii)J # 0 vex € J\ {0} olsun. Lemma 4.1.3’den xR projektiftir. Bu durumda
R = r.ann(z) ® A olacak sekilde bir A < Ry mevcuttur. Lemma 4.1.2°den, xR yari basit
olmalidir. Jacobson radikalin iginde yar1 basit modiil bulunamayacagindan, Soc(A) =
Soc(zR) = 0°dir. Dolayistyla Soc(Rg) = r.ann(x) olur. Boylece R = Soc(Rp) @ A bir

halka dik toplamidr.

Yukaridaki argiimandan, sifirdan farkli her a € A i¢in r.ann(a) = Soc(Rg)
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oldugu goriiliir. Bu ise A’nin bir bolge oldugu anlamina gelmektedir.

iii) Soc(Rp) sonlu iiretilmig olmasin ve Soc(Rg) nin R halkasinda bir bityiik sag
ideal olmadig1 kabul edilsin. Sifirdan farkli bir = € R i¢in R N Soc(Rg) = 0’dir. Ayrica
Lemma 4.1.3’den xR projektiftir. Eger r.ann(z) # 0 ise Rg = r.ann(z) & B olacak
sekilde z R modiiliine izomorf bir B < Rp mevcuttur. B injektif olmadigindan, Lemma
4.1.2°den, r.ann(z) = Soc(Rpg) elde edilir. Bu durum, Soc(Rg)’nin sonlu iiretilmis
olmamast ile geligir. Eger r.ann(xz) = 0 ise xR = Rpg elde edilir. Fakat bu durum da
xR N Soc(Rr) = 0 ile ¢elisir. Sonug olarak her iki durumda da celigki elde edildiginden
Soc(RR) <. Rg’dir. [ |

I, R halkasinin bir sag ideali olmak iizere R/I R-altinjektif ise, o0 : R — R/I
kanonik epimorfizmasi bir F(R) — R/l homomorfizmasina genisletilebildiginden, R/I

modiilii £(R)/I’nin bir dik toplananidir.

Lemma 4.1.4. R, (P.) kosulunu saglayan bir halka olsun. C', R halkasinin kapali sag
ideali olmak tizere ya C' <, R ya da R/C injektiftir.

Ispat: C, R halkasinin dik toplanan olmayan herhangi bir kapali sag ideali ve A,
C’nin Ry iginde bir tiimleyeni olsun. (P.) kosulundan dolay1, o : R — R/C kanonik
epimorfizmasi, bir f : E(R) — R/C homomorfizmasina yikselir. R/C, E(R)/C
modiiliiniin bir dik toplanani oldugundan, F(R)’nin, E(R) = R+ D ve C = RN D
olacak sekilde bir D altmodiilii vardir. A ve D, sirastyla A ve D’nin E(R)’deki biiyiik
kapaniglari olsun. Bu durumda E(R) = A@® D dir. 7 : A® D — A kanonik projeksiyon
olmak iizere,

E(R)=A®D=R+D=n(R)® D

elde edilir. Boylece 7(R) = A ve C, R’de kapali oldugundan, C' = RN D’dir.

124

m(R)= A~ FE(R)/D=(R+D)/D~R/RND=R/C
oldugundan, R/C injektiftir. |

Lemma 4.1.5. R, (P.) kosulunu saglayan ve sag self-injektif olmayan bir halka, C' ve
D, R icinde birbirlerinin tiimleyeni olacak sekilde sag idealler olsun. C', R nin bir dik

toplanani degilse, D de Ry’ nin bir dik toplananm degildir.
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Ispat: C ve D, R iginde birbirlerinin tiimleyeni olacak sekilde sag idealler olsun. C,
Rpg’nin bir dik toplanani olmasin. Eger R = D & D' ise Lemma 4.1.2’den D veya D’
yar1 basit injektiftir. D’ yar1 basit injektifise, C = (C®D)/D <. R/D = D’ oldugundan
C = D' elde edilir. C yar1 basit injektiftir fakat bu durum C’nin Rz’de bir dik toplanan
olmamast ile ¢elisir. D yar basit injektif ise, D = (D& C)/C <. R/C oldugundan R/C
projektiftir ve dolayisiyla C' <; R elde edilir ki bu bir ¢eligkidir. |

Lemma 4.1.4 ve Lemma 4.1.5’den asagidaki sonuclar elde edilir.

Sonug 4.1.2. R, (P.) kosulunu saglayan bir halka, C' ve D, R’nin iginde birbirlerinin
tiimleyeni olacak sekilde sag idealler olsun. C', Rg nin bir dik toplanani degilse, E(Rp) =

(R/C) @ (R/D) dir.

Ispat: C ve D, R icinde birbirlerinin tiimleyeni olan sag idealler olsun. C', Rz’ nin
dik toplanam1 olmasin. Bu durumda Lemma 4.1.5’den, D de Rpy’nin bir dik toplanani
degildir. Lemma 4.1.4°den, R/C ve R/ D injektiftir. Ayrica C' ile D kargilikli timleyenler
olduklarindan, D R/C sag R-modiiliine, C' ise R/D sag R-modiiliine biiyilk olarak
gomilirler. (R/C) & (R/D), C @& D’nin bir izomorfik kopyasini biiyiik olarak
icerdiginden E(Rg) = (R/C) & (R/D) elde edilir. [

Sonug 4.1.3. R, (P.) kosulunu saglayan fakat sag self-injektif olmayan bir halka olsun.
Bu durumda ya Z»(Rg) = 0 yada R/Zy(RR) injektiftir.

Ispat: Z,(Rg), R halkasimin kapali sag ideali oldugundan, Lemma 4.1.4°den, ya Z»(Rp)
injektiftir ya da R/Z,(Rpg) injektiftir. Eger Z,(Rpg) injektif ise Rp = A @ Zs(Rg)
olacak sekilde bir A < Rp mevcuttur. Zo(Rg) # 0 iken yar1 basit olamayacagindan,
Lemma 4.1.2°den, A yar1 basit injektif olmalidir. Bu durum R halkasinin sag self-injektif

olmamasi ile geligir. Dolayisiyla Z5(Rg) injektif iken Z5(Rg) = 0 elde edilir. [

Onerme 4.1.4. R, (P.) kosulunu saglayan bir halka olsun. Bu durumda R ya sag
CS halkadir ya da E(Rg) = (R/C) @ (R/D) olacak sekilde R i¢inde birbirlerinin

tiimleyenleri olan C' ve D sag idealleri mevcuttur.

Ispat: Verilen hipotezler altinda R halkasi sag CS degilken, E(Rg) = (R/C) &

(R/D) olacak sekilde R icinde birbirlerinin tiimleyenleri olan C' ve D sag ideallerinin
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bulunabilecegi, Sonug 4.1.2°den goriiliir. [ |

Onerme 4.1.5. R, (P.) kosulunu saglayan fakat sag CS olmayan bir halka ise, R’nin sag

Noether olmasi i¢in gerek ve yeter sart sag Artin olmasidir.

Ispat: R, (P.) kosulunu saglayan fakat sag CS olmayan bir halka ve C, R’nin dik
toplanan1 olmayan bir kapali sag ideali olsun. Onerme 4.1.4’ten, D, C’nin herhangi bir
tiimleyeni olmak iizere £(Rg) = (R/C) @ (R/D) oldugu bilinmektedir. R sag Noether
halka ise, sonlu iiretilmis injektif biiriime sahip oldugundan, Teorem 3.0.1’den, R sag

Artindir. Tersine, her sag Artin halka sag Noether oldugundan ispat tamamlanur. |

Sonug 4.1.4. R, (P.) kosulunu saglayan fakat sag CS olmayan bir halka olsun. Soc(Rg),
R halkasinin biiyiik sag ideali degilse ve C, Soc(Rr)’nin Ry’deki herhangi bir timleyeni
ise E(Soc(Rg)) = R/C"dir.

Ispat: C, Soc(Ry)’nin Rp’deki herhangi bir tiimleyeni olsun. Eger C, Ry nin bir dik
toplanani degilse Lemma 4.1.4’den R/C' injektiftir. Soc(Rg), R/C’nin bir bityiik alt
modiiliine izomorf oldugundan E(Soc(Rg)) = R/C elde edilir. R = C' @ C’ ise Lemma
4.1.2°den, C" = Soc(Rp) injektiftir. Bu durumda da E(Soc(Rg)) = Soc(Rgr) = R/C
dir. |

Onerme 4.1.6. R, (P,) kosulunu saglayan fakat sag self-injektif olmayan bir halka olsun.
R sag CS ise S yar1 basit ve U injektif olmayan uniform sag ideal olacak sekilde R =

S @ U dik ayrisimi mevcuttur.

Ispat: R, (P.) kosulunu saglayan fakat sag self-injektif olmayan bir sag CS halka
olsun. Soc(Rg)’nin sonlu iretilmis olmadig kabul edilsin. Bu durumda Soc(Rgr) =
I & K olacak sekilde, R’nin sonsuz iiretilmis / ve K sag idealleri vardir. C', K’ nin
Rp icindeki, I C C' ozelligini saglayan tiimleyeni olsun. R sag CS oldugundan, R =
C @& D olacak sekilde bir D sag ideali mevcuttur. Lemma 4.1.2’den, D yar1 basittir. Bu
durum, K’ nin D i¢ine gomiilebilmesi ile ¢elisir. Dolayisiyla Soc(Rg) sonlu iiretilmis sag
R-modiildiir. (P,.) kosulunu saglayan halkalarin tekil-olmayan basit sag modiilleri injektif
oldugundan, Soc(Rg)’ nin tekil-olmayan kismi injektiftir. Dolayisiyla S, Soc(Rg) sag
idealinin tekil-olmayan kismin1 gostermek iizere R = S & U olacak sekilde bir U < Rp

vardir. Lemma 4.1.2’den, U uniformdur ve R sag self-injektif olmadigindan U injektif
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degildir. ]

Onerme 4.1.7. R, (P,) kosulunu saglayan fakat sag self-injektif olmayan bir halka olsun.
R sag tekil-olmayan sag CS halka ise S yar1 basit Artin halka ve U basit sag Ore bolge

olacak sekilde bir R = S x U halka ayrisim1 mevcuttur.

Ispat: Onerme 4.1.6’da verilen R = S @ U bir halka ayrigimuidir ve burada S bir yar
basit Artin halkadir. Ote yandan U sag tekil-olmayan sag uniform halka oldugundan bir
Ore bolgedir. X, U daki regiiler elemanlarin kiimesi olmak iizere U halkasinin klasik sag
kesir halkast UX ! ile gosterilsin. U, UX ~1in biiyiik alt modiiliidiir. /7, U halkasinin
sifirdan farkli herhangi bir ideali olsun. U halkas1 (P.) kosulunu sagladigindan, kanonik
epimorfizma o : U — U/I bir 6 : UX~' — U/I homomorfizmasina genisler. Bu
durumda U C (UXY)T oldugundan U/I = o(UX HI) = a(UX NI = (U/T)I =0
elde edilir. Sonug olarak / = U olur, yani U basit halkadir. [ |

Onerme 4.1.8. R, (P,) kosulunu saglayan fakat sag self-injektif olmayan bir halka olsun.
Eger R, Z(Rg) # 0 olacak sekilde bir sag CS halka ise tekil-olmayan (devirli) sag

R-modiiller yar basittir, dolayisiyla injektif ve projektiftir.

ispat: Onerme 4.1.6’dan, S yart basit Artin, Ui uniform olmak tizere R = S & U
seklinde yazilir. Z(Sg) = 0 oldugundan U = Z5(Rpg) ve tekil-olmayan sag R-modiiller
tam olarak U ile sifirlananlar, yani S-modiillerdir. Boylece bu modiiller yaribasit, injektif

ve projektiftir. |

Sonu¢ 4.1.5. R, (P.) kosulunu saglayan fakat sag self-injektif olmayan bir halka ve
Z(Rg) # 0 ise R iizerindeki her sag modiil M i¢in Zy(M), M modiliniin dik

toplananidir ve tiimleyeni yar1 basit injektiftir.

Ispat: Herhangi bir M modiilii i¢in M /Z,(M) tekil-olmayan sag R-modiil oldugundan,
Onerme 4.1.8°den, M projektiftir. Dolaywsiyla ¢ : M — M/Zy(M) kanonik
epimorfizmasi pargalanandir ve M = Zy(M) @ N olacak sekilde bir N < M mevcuttur.
Onerme 4.1.8°den, NN yar1 basit injektiftir. |

Onerme 4.1.9. R, (P,) kosulunu saglayan fakat sag self-injektif olmayan bir halka olsun.
R, Z(Rg) # 0 olacak sekilde bir sag CS halka ise S yar1 basit Artin ve U, U = Zy(RR)
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ve U/Z(Rg) bir bolge olacak sekilde bir halka olmak iizere R = S x U seklinde yazilir.

Ispat: Onerme 4.1.6°dan bilinmektedir ki, R, (P,) kosulunu saglayan fakat sag
self-injektif olmayan bir sag CS halka ise, S yar1 basit Artin ve Ug uniform olacak
sekilde R = S x U halka ayrisimi mevcuttur. Z = Z(Rpg) olsun. Z <, Ug oldugundan
U = Z5(Rp) dir. U bir halka olarak ele alindiginda, Z, U nun bir ideali olarak goriilebilir.
Herhangiikiz + Z,y+ Z € U/Zicin (v + Z)(y+ Z) = Zikenx € Z veyay € Z
oldugu gosterilirse, U/Z’nin bir bolge oldugu sonucuna ulasihr. x + Z,y + Z € U/Z
i¢in (x + Z)(y + Z) = Z olsun. Oyleyse zy € Z’dir. Sag tekil ideal tanimindan,
r.ann(zy) <. Rg dir. I = r.anny(zy) olsun. I = U N r.ann(zy) # 0 ve Ug uniform
oldugundan, I <., Ug elde edilir. Eger y/ = Oise y(S® 1) = 0ve S [ <. Rgr
oldugundan y € Z’dir. yI # Oise 2(S @ yl) = 0ve S ® yl <. Rgr’den, x € Z elde
edilir. ]

4.2. Oz Devirlileri Injektif Modiillerin Homomorfik Goriintiisii Olan
Halkalar

QF-halkalar iizerindeki her modiil injektif modiillerin homomorfik goriintiisii
olarak goriilebilir. Devirli sag modiilleri injektiflerin homomorfik goriintiisii olan
halkalar ise tam olarak sag self-injektif halkalardir. Bu boliimde, halkanin kendisine
izomorf olmayan devirli sag modiilleri injektif modiillerin homomorfik goriintiisii olarak

yazilabilen halkalarin yapisi arastirilacaktir.
Bir R halkast i¢in, (P) kosulu asagidaki sekilde tanimlansin:
(P): Rg’ye izomorf olmayan devirli her sag R-modiil bir injektifin goriintiisiidiir.

Sag self-injektif halkalar ile (FP.) ve (P) kosullarini saglayan halka simiflari

arasinda asagidaki iligki vardir:

Sag self-injektif = (P) = (F.)
Onerme 2.0.16°dan, (P) kosulunu saglayan halkalar (P,) kosulunu saglar. Tersine, kendi
tizerinde sag modiil olarak ayristirllamaz olan ve (F,.) kosulunu saglayan halkalar (P)

kosulunu saglar. Bu durum, Ry ayristirilamaz iken, herhangi bir sifirdan farkli /7 < Rp

icin R/I modiiliiniin projektif olmamasindan kaynaklanir. (P,) ve (P) kosullarinin denk
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olmadigi ve (P) kosulu saglayan halkalarin dik carpminin bu 6zelligi tasimadigi asagidaki

ornekten goriilebilir.

Ornek 4.2.1. S bir yar1 basit Artin halka ve T bir PCI-blge olmak iizere R = S x T
halkasi, Onerme 4.1.2°den, (P,) kosulunu saglar. Ileride goriilecek olan Lemma 4.2.1°den
dolay1, R halkasinin (P) 6zelligini saglamadig1 bilinmektedir. Ote yandan, S ve T'
halkalar1 (P) ozelligini tagimalarina ragmen onlarin dik ¢arpimi olan R bu ozelligine

sahip degildir.

Onerme 4.2.1. R degismeli bir bolge olsun. R’nin (P) kosulunu saglamast igin gerek ve

yeter sart bir cisim olmasidir.

Ispat: (=)R, (P) kosulunu saglayan bir degismeli bolge olsun. R’nin kesirler cismi
SR injektif R-modiildiir ve R <, S™' R oldugu bilinmektedir.

I, R halkasinin sifirdan farkli bir ideali olsun. R/I, 6z devirli R-modiildiir. R
halkas1 (P) kosulunu sagladigindan, ¢ : R — R/I kanonik epimorfizmasi bir ¢ :

S7'R — R/I homomorfizmasina genisletilebilir.
(R/I)=6(ST'R)=c((ST'R)I) =6(S'R)I = (R/I)I =0

oldugundan / = R elde edilir. Sonug olarak R bir cisimdir.

(<) Bir cisim iizerindeki tim modiiller injektif oldugundan her cisim (P)

kosulunu saglar. n

Asagidaki lemma, (P) kosulunu saglayan ve kendi iizerinde sag modiil olarak
ayristirtlabilen fakat sag self-injektif olmayan halkalarin herhangi bir zincir kosulunu

saglamadigin1 gostermektedir.

Lemma 4.2.1. R, (P) kosulunu saglayan sag self-injektif olmayan bir halka ve Rr =

I ® K ise I ve K sag ideallerinden biri Rz’ye izomorf, digeri de yar basittir.

Ispat: R, (P) kosulunu saglayan bir halka ve Rz = I @ K olsun. R, (P.) kosulunu
sagladigindan, Lemma 4.1.2’ten, / ve K sag ideallerinden biri yar1 basittir. /’nin yar1
basit oldugu kabul edilsin. Eger K 2 Rp ise, K bir injektifin homomorfik goriintiisii

olmalidir. K projektif oldugundan injektiftir. R sag self-injektif olmadigindan bu durum
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bir geliski verir. Dolayisiyla K = Ry, elde edilir. |

Lemma 4.2.1, kendisi iizerinde sag modiil olarak ayristirilabilen ve (P) kosulunu
saglayan bir halkanin e8er sag self-injektif degilse, ayristirilamaz sag ideallerinin bir
dik toplami olarak yazilamayacagini soyler. Bu durumda R, sonsuz tane ortogonal

idempotente sahiptir ve Soc(Rpg) sonsuz iiretilmisgtir.

Sonug 4.1.2 ve Onerme 4.1.6’dan asagidaki sonug elde edilir.

Sonug 4.2.1. R, (P) kosulunu saglayan fakat sag self-injektif olmayan bir halka olsun.
Eger R sag CS ise sag uniformdur. Aksine R sag CS degil ise E'(Rg) sonlu iiretilmis sag
R-modiildiir.

Yine Lemma 4.2.1 uyarinca, R halkasi (P) kosulunu saglayan fakat sag
self-injektif olmayan bir sag Noether halka iken Ry ayristirnlamazdir. Bu nedenle Sonug

4.2.1’den asagidaki yargiya ulasilir.

Sonug 4.2.2. R, (P) kosulunu saglayan fakat sag self-injektif olmayan bir sag Noether

halka ise ya sag uniformdur ya da sag Artin yerel halkadir.

Lemma 4.2.2. (P) kosulunu saglayan fakat sag self-injektif olmayan halkalar

ayristirilamazdir.

Ispat: R, (P) kosulunu saglayan bir halka olsun. R = S x T olacak sekilde bir halka
ayrigiminin mevcut oldugu kabul edilsin. Lemma 4.2.1°den, Sg, yar1 basit injektif ve T =
Rp oldugu soylenebilir. Dolayisiyla I; = [, olacak sekilde [; < Sg ve I, < T§g basit
alt modiilleri vardir. f : Iy — I bir izomorfizma olsun. Fakat bu durumda sifirdan farkli

herhangi bir x € [ i¢in
I, = f(2)R = f(@)S + [(&)T = f(2)S + f(aT) = 0

elde edilir ki bu bir celiskidir. Sonug olarak R ayristirilamaz bir halkadir. |

Lemma 4.2.3. R, (P) kosulunu saglayan fakat sag self-injektif olmayan bir halka ise, R

tizerindeki her 6z devirli modiil bir tekil modiille bir injektif modiiliin dik toplamuidir.

Ispat: Lemma 4.1.3’dekine benzer sekilde goriiliir. [ |
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Onerme 4.2.2. R, (P) kosulunu saglayan fakat sag self-injektif olmayan bir halka olsun.

Eger R asikar olmayan idempotent elemana sahip degil ise asagidakiler saglanir:

i) Z(Rpg) ya sifirdir ya da R’nin biiyiik sag idealidir.
il) R/Z(Rpg) bir bolgedir.

Ispat: i) Z = Z(Rp) # 0 kabul edilsin. zR 2 R olacak sekildeki her + € R igin
Z(xR) = xR oldugunu gostermek yeterlidir. Lemma 4.2.3’den, her z R 6z sag ideali igin
xR = A® B olacak sekilde injektif A ve tekil B sag idealleri mevcuttur. Ry ayristirllamaz
oldugundan A = 0’dir. Dolayisiyla z R tekildir. Boylece Z(Rg) <. Rp elde edilir.

ii) Eger Z = 0 ise R injektif 6z sag ideal icermediginden, sifirdan farkli her z €
R i¢in xR = R’dir. Rg aynistirilamaz oldugundan, bu durum r.ann(x) = 0 olmasini

gerektirir.

Z # 0 ise herhangi bir z € R\ Z i¢in, xR = R oldugundan r.ann(z) = 0’dir.
y € Ricinz =z + Zvey=y+ Zolsun. zy = 0 iken zy € Z oldugundan, (zy)l = 0
olacak sekilde I <. Rp mevcuttur. Boylece y/ = 0’dir ve buradan y € Z elde edilir.
Sonug olarak R/Z(Rp) bir bolgedir. |

Sonug 4.2.3. R, (P) kosulunu saglayan fakat sag self-injektif olmayan bir halka olsun.
Eger R agikar olmayan idempotent eleman icermeyen ve Z(Rpr) = 0 olacak sekilde bir

halka ise ya sag uniformdur ya da u.dim(Rg) = oo’dur.

Ispat: R, verilen hipotezleri saglayan bir halka ise, Onerme 4.2.2°den, bir bolgedir.

Dolayisiyla R ya sag uniformdur ya da u.dim(Rg) = oo olur. [ |

Lemma 4.2.4. R, (P) kosulunu saglayan ve asikar olmayan idempotent elemana sahip
sag self-injektif olmayan bir halka ise, R/Z(Rpg) sonsuz iiretilmis biiyiik socle’a sahip,

tekil-olmayan sag R-modiildiir. Ozel olarak Z(Ry) = Z(Rp) dir.

Ispat: Z = Z(R) olsun. Eger Z = 0 ise, Lemma 4.2.1 den, Soc(Rg) nin sonlu iiretilmis
olmadig1 bilinmektedir. Sifirdan farkli herhangi bir x € R icin, xR tekil-olmayan sag
R-modiil oldugundan, ya injektiftir ya da Rz ’ye izomorftur. Lemma 4.2.1°den, her iki

durumda da Soc(xR) # 0 oldugundan, Soc(Rg) <. R elde edilir.
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Z # 0 olsun ve N, Soc(Rpg)’nin tekil-olmayan kismini gostersin. R agikar
olmayan idempotent igerdiginden, Lemma 4.2.1’den, N sonlu iiretilmis degildir. C', N’nin
Rp icindeki, Z’yi kapsayan tiimleyeni olsun. Sifirdan farkli herhangi bir x € C' icin, xR
tekil-olmayan minimal sag ideal kapsayamayacagindan xR 2 [R’dir. Lemma 4.2.3’ten,
xR = A @ E olacak sekilde tekil A ve injektif £ sag idealleri vardir. Eger £ # 0
ise & <; Rp ve boylece yine Lemma 4.2.1°den E, tekil-olmayan yar1 basit sag ideal
olmalidir. Bu ise N N xR = 0 olmasiyla ¢elisir. Sonug olarak C' = Z elde edilir. Z,
R’nin kapali sag ideali ve boylece Zy(Rgr) = Z oldugundan, R/Z tekil-olmayan sag
R-modiildiir. Dahas1 Z, Rp iginde, N’ nin bir tiimleyeni oldugundan N, R/Z’nin bir
bityiik altmodiiliine izomorftur ve Soc(R/Z) = N elde edilir. Sonug olarak R/Z sonsuz
tiretilmig bilyiik socle’a sahiptir. Ayrica Z, R halkasinin kapali sag ideali oldugundan

Z(RR) = Zy(Rp) dir. m

Sonug 4.2.4. R sag self-injektif olmayan, (P) kosulunu saglayan ve sag tekil-olmayan
bir halka olsun. R agikar olmayan bir idempotent elemana sahip ise Soc(Rg) <. Rp ve

boylece J = (0’dr.

Onerme 4.2.3. R sag self-injektif olmayan, (P) kosulunu saglayan ve asikar olmayan
idempotent elemana sahip bir halka ise, R/Z(Rg) bir sag Rickart halkadir, yani
R/Z(Rpg)’nin devirli sag idealleri projektiftir.

Ispat: R, (P) kosulunu saglayan ve kendi iizerinde sag modiil olarak ayristirilabilen
bir halka olsun. Eger R bir sag tekil-olmayan halka ise bu durumda herhangi bir devirli
sag ideal ya Rp’ye izomorftur ya da yar1 basit injektiftir. Dolayisiyla R bir sag Rickart
halkadir. Z7 = Z(Rg) # 0 oldugu kabul edilsin. Lemma 4.2.4’ten Z <. Rp dir.
R, (P.) kosulunu saglayan bir halkadir ve boylece Lemma 4.1.4’den, R/Z injektif sag
R-modiildiir. Lemma 4.2.3 ve Lemma 4.2.4’ten, (R/Z)g’nin herhangi bir devirli alt
modiiliiniin injektif oldugu goriiliir. R/Z’nin sag idealleri ayn1 zamanda sag R-modiil

olarak alt modiilleri oldugundan, R/Z sag Rickart halkadir. |

Lemma 4.2.5. R, (P) kosulunu saglayan ve asikar olmayan idempotent elemana sahip
bir halka ise, Z(Rg) nin sifirdan farkli kapali her alt modiilii, Z(Rz) nin bir kopyasini

igerir.
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Ispat: Z = Z(Rg) ve N, Soc(Rp)nin tekil-olmayan kismini gostersin. R agikar
olmayan idempotent eleman igerdiginden, Lemma 4.2.1°den, N sonsuz {iretilmisgtir.
Herhangi bir z € R\ (N @ Z) i¢in eger tR = R ise tR N N # 0 olur. Dolayistyla
tRN(N@Z) # 0dir. Eger R 22 R ise Lemma 4.2.3’den xR bir tekil modiille bir injektif
modiiliin dik toplamidir. (P) kosulunu saglayan halkalar (P.) kosulunu sagladigindan ve
Lemma 4.1.2°den, bu durumda yine xR N N # 0 elde edilir. Boylece N & Z <. Rp
dir. Lemma 4.2.4’ten, Z, R halkasmin kapali sag idealidir. Dolayisiyla Z, N’nin bir
tiimleyenidir. A, N sag idealinin Ry i¢indeki bir kapanigi olsun. Herhangi biry € A\ N
icin Z # 0 oldugundan yR 2 R dir. Lemma 4.2.3’ten y R injektiftir. Lemma 4.1.2’den,
y R yar1 basittir fakat bu durum y elemaninin se¢imi ile ¢elisir. Boylece /N, IR halkasinin
kapali sag idealidir. Z ve N, R halkasinda N&® Z <, Rp olacak sekilde kapali sag idealler

oldugundan birbirlerinin tiimleyenidir.

C, Z’nin sifirdan farkli ve kapali bir alt modiilii olsun. Z <, Rg oldugundan C
ayni zamanda Rp’de de kapahdir. ¢ : R — R/N kanonik epimorfizma olmak tizere
herhangi bir A < Ry icin 0(A) = A seklinde gosterilsin. N, Rz’ nin dik toplanan
olmayan kapal bir sag ideali oldugundan, Lemma 4.1.4, R/N nin injektif sag R-modiil
oldugunu soyler. C' injektif olmadigindan, bu durum C’nin R/N modiiliinde kapali
olmadigim gosterir. Dolayisiyla N € D ve C <, D <. R/N olacak sekilde bir
D < Rp mevcuttur. Boylece NV ve C, D i¢inde karsilikli tiimleyenlerdir. Eger sifirdan
farkli herhangi bir a € (ZND)\C mevcutsa, (C+aR)NN = 0 elde edilir, fakat bu durum
C’nin N alt modiiliiniin bir tiimleyeni olmast ile gelisir. Dolayisiyla Z(D) = ZND = C
saglanir. Ayrica her x € D \ (C @ N) igin x € R\ (Z @ N)'dir. Aksi taktirde,
r € DN(Z@ N)=C® N celiskisine varilir. Lemma 4.2.3’den, xR = R ve boylece
Z = Z(xR)=CnNxR C C elde edilir. |

Sonug 4.2.5. R, (P) kosulunu saglayan ve asikar olmayan idempotent eleman iceren bir
halka ise, Soc(Z(Rg)) ya stfirdir ya da basittir ve Soc(Z(Rg)), Z(Rg) nin bityiik alt

modiiliidur.

Ispat: Z = Z(Rp) olmak iizere, Soc(Z) # 0 olsun. Bu durumda minimal bir S < Z
mevcuttur. C, S’nin 7 i¢indeki bir bilyiik kapanigi ise, Lemma 4.2.5’ten ', Z’nin bir

kopyasini igerir. Dolayisiyla Soc(Z) = S <. Z elde edilir. |
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Onerme 4.2.4. R, asikar olmayan idempotent elemana sahip, sag tekil-olmayan ve sag
self-injektif olmayan bir halka olsun. N tiim basit projektif R-modiillerin temsilcilerinin
kiimesinin kardinalitesi olmak iizere R halkasinin (P) kogsulunu saglamasi igin gerek ve

yeter sart asagidakilerin saglanmasidir:

i) R, K sonsuz iiretilmig bir yar1 basit sag ideal olmak iizere £(Rgr) = R/K olacak
sekilde bir yar1 asal sag N — ) F'3 halkadur.

i1) Tim 0z devirli sag R-modiiller yar1 basit projektif modiillere gore altinjektiftir.

Ispat: (=) R, (P) kosulunu saglayan, sag tekil-olmayan ve de asikar olmayan
idempotent elemana sahip bir halka olsun. Ilk olarak F(Rp) nin biitiiniiyle sonsuz oldugu
gosterilip, bundan yararlanilarak F(Rg) = R/K olacak sekilde, sonlu iiretilmis olmayan
bir yari basit sag ideal bulunacaktir. Gosterimde kolaylik olmasi agisindan £ = E(Rpg)
alinsin. Teorem 2.0.4°’den, ¥ = D & P ve D ile P ortogonal olacak sekilde dogrudan
sonlu D ve biitiiniiyle sonsuz P modiilleri mevcuttur. Her bir basit projektif S < Rp
icin, Lemma 4.2.3’den, S injektiftir. Lemma 4.2.1’den Rz = S & R oldugundan, F
dogrudan sonlu olamaz. Dolayisiyla P # 0’dir. D # 0 oldugu kabul edilsin. Herhangi
bir minimal sag ideal S icin, S’yi iceren homojen bilesen Cg ile gosterilsin. Eger
Soc(D) sonlu iiretilmis degilse, D ve P ortogonal olduklarindan, her S C Soc(D) i¢in
Cs C Soc(D) elde edilir. Lemma 4.2.1’den, Cs = S & C ve C' = Cg olacak sekilde
bir C' < Rp mevcuttur. Dolayisiyla D = S @& D’ ve D' = D o6zelliklerini saglayan bir
D’ < D bulunabilir. Bu durum D’nin dogrudan sonlu olmast ile ¢elisir. Yine Lemma
4.2.1’den, tim basit projektif sag RR-modiillerin R i¢inde sonsuz kopyas1 vardir. Eger
Soc(D) sonlu iiretilmis ise, R’nin i¢inde D’nin her bir minimal alt modiiliinden sonsuz
sayida izomorfik kopya bulunmasi gerektiginden, D ve P modiillerinin ortogonalligi ile
celisen bir durum olusur. Dolayisiyla D = 0 elde edilir. £ biitiiniiyle sonsuzdur. Boylece
E? = FE oldugundan A = B = Soc(Rp) ve Soc(Rr) = A & B olacak sekilde
A, B < Rp vardir. Lemma 4.2.3’den, R/A bir injektif modiil ile bir tekil modiiliin dik
toplami olarak yazilir. R sag tekil-olmayan halka oldugundan, injektif sag R-modiillerin
tekil kisimlart dik toplanandir. Dolayistyla I /A tekil-olmayan injektif sag R-modiil olmak
tizere R/A = Z(R/A) @ (I/A) olacak sekilde bir I < Rp mevcuttur. [ /A tekil-olmayan
sag R-modil oldugundan A <, I’dir. C, A’nmin [’daki B’yi kapsayan tiimleyeni olsun.
B <. CveC = (C A)JA) <. (I/A) oldugundan E(B) = (I/A) elde edilir.
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Dolayisiyla 6yle bir 2 € R\Soc(Rg) i¢in I = R+ A olmalidir. Ayrica Lemma 4.2.3’den,
R icindeki esas (principal) sag idealler ya injektiftir ya da Rr modiiliine izomorftur.

Lemma 4.2.1’den R halkasinin injektif sag idealleri yaribasit oldugundan, xR = Rp

elde edilir. Bu durumda E = £ =~ £ oldugundan, £ = (R/K) olacak sekilde sonlu

tiretilmig olmayan bir X' C Soc(Rpg) mevcuttur.

Sonug 4.2.4’ten, Soc(Rg)’nin R halkasinin biiyiik sag ideali oldugu goriiliir. 7 <
Rp igin I? = 0 kabul edilsin. Buradan (I N Soc(Rz))? = 0’dir. Lemma 4.2.3 den, (P)
kosulunu saglayan fakat sag self-injektif olmayan halkalar tizerindeki basit projektif sag
modiillerin injektif oldugu bilinmektedir. Dolayisiyla 12 halkasinin minimal sag idealleri
injektiftir. Soc(Rr) <. Rpr oldugundan, [ = 0 elde edilir. Sonug olarak R yari asal
halkadir. Lemma 4.2.3’ten, sag tekil-olmayan R halkas1 iizerindeki basit projektif sag
modiiller injektiftir. Teorem 3.0.10’dan, R bir yar asal sag X — () F'3 halkadr.

R/I herhangi bir 6z devirli sag R-modiil olsun. P herhangi bir yar1 basit projektif
modiil olmak iizere keyfi bir f : P — R/I homomorfizmasi ele alinsin. Lemma 4.2.3’ten,
R/I = Ey & Z olacak sekilde bir injektif modiil Ey ve bir tekil modiil Z mevcuttur.
T, - Bo® Z — Eyverny: Ey® Z — Z izdiisim homomorfizmalari olsun. P yar1 basit
projektif modiil oldugundan P modiiliiniin her homomorfik goriintiisii tekil-olmayan yar1
basit modiildiir. Buradan f(P) C g, (f(P))®7nz(f(P)) C Ey®0 elde edilir. Dolayistyla
f(P), R/I'nm bir injektif alt modiilinde kapsanir ve boylece f homomorfizmasi bir

E(P) — R/I homomorfizmasina genigletilebilir. Sonug olarak R/, P-altinjektiftir.

(<) R, 0z devirli modiilleri yar1 basit projektif modiillere gore altinjektif ve
K sonsuz iiretilmis yar1 basit sag ideal olmak itizere F(Rr) = R/K olacak sekilde
bir yart asal sag§ X — @QF'3 halka olsun. Herhangi bir 6z devirli sag§ R-modil R/I
almsin. A, Soc(R/I) modiiliiniin tekil-olmayan kisminm1 gostermek iizere, hipotezden
i : A = R/I kapsama homomorfizmasinin bir i : F(A) — R/I monomorfizmasina
genigledigi bilinmektedir. Dolayisiyla, R/I = E @ B olacak sekilde £ = E(A) ve
Bpr modiilleri mevcuttur. B, basit projektif sag R-modiil icermeyen devirli sag R-modiil
oldugundan, R/ Soc(Rr) — B epimorfizmas: vardir. Sonug olarak R/I, E & (R/K)

injektif modiiliiniin bir homomorfik goriintiisii olarak yazilabilir. |

Onerme 4.2.5. R, Z(Rp) # 0 olacak sekilde, asikar olmayan idempotent elemana
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sahip ve sag self-injektif olmayan bir halka olsun. N, Soc(Rg) nin tekil-olmayan
kismini gostersin. R’nin (P) kosuluna sahip olmasi igin gerek ve yeter sart asagidakileri

saglamasidir:

i) R/N sag self-injektif halkadir ve R/Z(Rpg) bilyiik sag socle’a sahip bir sag
self-injektif VNR halkadir.

i1) Tim 0z devirli sag R-modiiller yar1 basit projektif modiillere gore altinjektiftir.

Ispat: (=) R, verilen hipotezler altinda, (P) kosulunu saglayan bir halka olsun.
Lemma 4.2.5’in ispatinda da goriilebilecegi gibi N ve Z(Rg), Rg i¢inde birbirlerinin
timleyenidir. Lemma 4.2.1°den, /N sonlu iiretilmis olamaz. Buradan, N sag idealinin
Rpg’nin bir dik toplanani olmadig: elde edilir. R halkasi (P,) kosulunu sagladigindan,
Lemma 4.1.4’ten, R/N injektif sag R-modildiir. Dolayisiyla R/N halkasi sag

self-injektiftir.

Z(Rg), Rr’de dik toplanan olmayan bir kapali sag ideal oldugundan, yine Lemma
4.1.4ten, R/Z(Rpg) injektif sag R-modiildiir. Buradan, R/Z(Rg)’nin sag self-injektif
halka oldugu sdylenir. Ote yandan, Z(Rz) <. Rp oldugundan R/Z(Rp) tekil-olmayan
sag R-modiildiir ve herhangi bir z = = + Z(Rr) € R/Z(Rg) i¢in TR tekil olmayan
sag R-modiill oldugundan *R 2 Rpg’dir. Lemma 4.2.3’ten, R ’nin injektif oldugu
goriiliir ve boylece TR <; R/Z(Rpg) elde edilir. Bu durum aym zamanda R/Z(Rp)
halkasinin esas sag ideallerinin R/Z(Rp) halkasinda dik toplanan oldugu anlamina
gelmektedir. Dolayisiyla R/Z(Rg) bir VNR halkadir. N ve Z(Rg), Rg i¢inde kargilikli
tiimleyenler oldugundan, Soc((R/Z(Rg))r) = (N @ Z(Rg))/Z(Rr) <. (R/Z(RRg))
elde edilir. Buradan, (N & Z(Rg))/Z(Rg), R/Z(Rg) nin yar basit bityiik sag idealidir
yani R/Z(Rp) halkasi bityiik sag socle’a sahiptir.

Tiim 6z devirli sag R-modiillerin yar1 basit projektif modiillere gore altinjektif

oldugu Teorem 4.2.4’in ispatindakine benzer sekilde goriiliir.

(<) R, Z(Rgr) # 0 olacak sekilde, asikar olmayan idempotent elemana sahip
ve sag self-injektif olmayan bir halka olsun. R’nin (i) ile (ii) kosullarin1 sagladig1 kabul
edilsin. R/I herhangi bir 6z devirli sag R-modiil olmak iizere A, R/ igindeki tiim basit

projektif modiillerin toplamin gostersin. R/ A-altinjektif oldugundan, i : A — R/I
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kapsama homomorfizmasi bir f : E(A) — R/I monomorfizmasma genisletilebilir.
Boylece bir B < R/I i¢in R/I = f(E(A)) @ B olur. A modiiliiniin tanimindan dolay,
B higbir basit projektif modiil iceremez. Dolayisiyla bir g : R/N — B epimorfizmasi
mevcuttur. Herhangi (z,0) € E(A) & (R/N) i¢in (f & g)(z,b) = f(x) + g(b) ile
tanimlanan f © g : E(A) & (R/N) — f(E(A)) & B doniisiimii bir injektif modiilden
R/I’ya epimorfizmadir. Sonug olarak R halkasi (P) dzelligini saglar. [

Onerme 4.2.6. R bir sag kalitsal halka olsun. R’nin (P) kosulunu saglamast icin gerek

ver yeter sart bir PCI-bolge olmasidir.

Ispat: (=) R yar basit Artin olmayan bir sag kalitsal halka olsun ve R’nin (P) kosulunu
sagladig1 kabul edilsin. R halkas1 (P,) kosulunu sagladigindan, Onerme 4.1.2’den, S bir
yar1 basit Artin halka ve 7" bir PCI-bolge olmak iizere R = S x T" formunda yazilir. Eger
R sag self-injektif ise, sag kalitsal halkalar {izerindeki injektif sag modiillerin faktorleri
de injektif oldugundan, devirli sag R-modiiller injektiftir. Teorem 3.0.3, tiim devirli
modiilleri injektif olan halkalarin yar1 basit Artin oldugunu sdylemektedir. Dolayisiyla
bu durum, R halkasinin yar1 basit Artin olmamasi ile ¢elisir. 12, sag self-injektif degildir.
Lemma 4.2.2°den, R halkasinin ayristirilamaz oldugu bilinmektedir. Dolayisiyla S = 0
elde edilir. Sonug olarak R bir PCI-bolgedir.

(«=) Tanimdan agiktir. =

Sag kalitsal olmayan fakat (P) kosulunu saglayan halkalarin PCI-bolge olmadigi

asagidaki 6rnekten goriilebilir.

Ornek 4.2.2. Yar1 basit Artin olmayan QF-halkalar (P) kosulunu saglar. Fakat bu
halkalar ne sag kalitsaldir ne de PCI-bolgedir.

Teorem 4.2.1. Herhangi bir R sag Artin halkasinin (P) kosuluna sahip olmasi i¢in gerek

ve yeter sart asagidakilerden birini saglamasidir:

1) R, QF-halkadir.

ii) R asagidakilerden birini saglayan, J = Z(Rp) olacak sekilde bir yerel halkadur:
a) R sag uniformdur ve R/ Soc(Rg) <4 E(Rgr)/Soc(Rg)’dir ya da
b) u.dim(Rg) = 2 ve her minimal S < Rp i¢in R/S injektiftir.
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Ispat: (=) R, (P) kosulunu saglayan sag Artin bir halka olsun. Eger R sag self-injektif
ise bir QF-halkadir.

R halkasinin sag self-injektif olmadig1 kabul edilsin. Eger R i¢inde asikar olmayan
bir idempotent eleman varsa, R = eR @ (1 — e) R seklinde yazilabilir. Lemma 4.2.1°den,
eR ve (1—e)R dik toplam terimlerinden biri R modiiliine izomorftur. Sag Artin halkalar
kendilerine izomorf olan 6z sag alt modiile sahip olamayacagindan bu bir celigkidir.
Dolayisiyla R halkasi, asikar olmayan bir idempotent eleman icermez. R, kendi tizerinde
sag modiil olarak ayristirilamaz ve Artin oldugundan bir yerel halkadir. (P) kosulunu
saglayan halkalar iizerinde tekil-olmayan basit sag modiiller injektif oldugundan, R
icindeki minimal sag idealler tekildir. Buradan, Z(Rpg) # 0 oldugu goriiliir. Herhangi bir
x € R\ Z(Rpg) i¢in, Lemma 4.1.3’den, R = Rp’dir. R sag Artin oldugundan 2R = R
ve boylece J = Z(Rp) elde edilir.

Eger R sag CS halka ise, Rr aynistirllamaz oldugundan u.dim(Rg) = 1’dir.
Bu durumda Soc(Rp), R halkasinin basit biiyiik sag ideali oldugundan, R/ Soc(Rp) bir
0z devirli sag R-modiildiir. (P) kosulu, R — R/ Soc(Rpr) kanonik epimorfizmasinin,
bir F(Rgr) — R/Soc(Rr) epimorfizmasina genisletilebilmesini gerektirdiginden,
R/ Soc(Rr) <4 E(Rg)/ Soc(Rg) oldugu goriiliir.

R halkasinin sag CS halka olmadig1 kabul edilsin. u.dim(Rgr) = n diyelim.
O zaman n > 1’dir ve ¢+ = 1,...,n icin her bir S; minimal sag ideal olmak {izere,
Soc(Rg) = S1 @ --- @ S, olarak yazilir. Yine her biri = 1,...,n i¢in E; = E(S5;)
ise E = E(Rr) = E1 ® --- @ E, elde edilir. (P) kosulu R/S; modiiliiniin, £’ nin bir
homomorfik goriintiisii oldugunu soylediginden, £ = R + D ve S; = R N D olacak

sekilde bir D < E mevcuttur. Bu durumda
(R/S1)® (D/S1) =E/S1 = (E1/S1)® (Ea®--- @ Ey)

izomorfizmasina ulagilir. o : R — (R/S)) kanonik epimorfizma ve Z = Z(Rp) olmak
izere, 0(Z) = (Z/S1) C Z(R/S,)’dir. 1 + S € R/S; igin r.ann(1l + S1) = Sy ve 51
Rp, iginde biiyiik olmadigindan 1 + S; ¢ Z(R/Sy) dir. Z(R/S1) # (R/S1) ve (Z/S1),
R/Sy’in maksimal alt modiilii oldugundan, Z(R/S,) = Z/S; = J/S; dir. D/S; tekil
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oldugundan,
R _R/S: D/S , E/S: _ (Ei/S)®(Ex® - @ E,)

7 78 " DJS Z(EJS)  Z(E]S) & Z(E) & & Z(Ey)
~ E2 En
~ 2B Y 2B

ve R/Z basit sag R-modiil oldugundan, n = 2 elde edilir.

Si, S minimal sag idealler olmak iizere Soc(Rg) = S; @ S, seklinde yazilsin.
Son olarak ¢ = 1,2 i¢in R/S; modiiliiniin injektif oldugu gosterilecektir. 1 + S; € R/S;
elemant alisin. r.ann(1 + S;) = S; Rg’nin bilyiik alt modiilii olmadigindan R/.S; tekil
degildir. Lemma 4.2.3’den, R/S; bir tekil modiille bir injektif modiiliin dik toplami olarak
yazilir. R/S; yerel oldugundan ayrigtirilamazdir. Dolayisiyla R/.S; modiiliiniin injektif
oldugu elde edilir.

(<) R bir QF-halka olsun. QF-halkalar self-injektif oldugundan, R halkas: (P)

kosulunu saglar.

R sag Artin halkasi, teoremde (i1)-(a)’da belirtilen 6zelliklere sahip olsun. Keyfi
bir 6z devirli sag R-modiil R/ i¢in, Soc(Rpg) basit ve Ry i¢inde bilyiik oldugundan,
Soc(Rg) C I elde edilir. Dolayisiyla bariz bir f : R/ Soc(Rr) — R/I epimorfizmasi
meveuttur. 7 : E(Rg)/Soc(Rgr) — R/Soc(Rpg) projeksiyon ve o : E(Rg) —
E(Rg)/Soc(Rg) kanonik epimorfizma olmak iizere f o m o ¢ : E(Rgr) — R/I

epimorfizmasi sayesinde /1, E(Rg) nin bir homomorfik gériintiisii olarak yazilir.

R sag Artin ve (ii)-(b)’de verilen 6zellikleri saglayan bir halka ve R/I keyfi bir
0z devirli sag R-modiil olsun. I # 0 oldugundan, S C [ olacak sekilde bir minimal sag
ideal S vardir. R/S injektif ve R/S — R/I epimorfizmasi mevcut oldugundan R halkasi
(P) kosulunu saglar. [

Teorem 4.2.1°teki sag Artin hipotezinin goz ardi edilemeyecegi asagidaki ornekte

goriilmektedir.

Ornek 4.2.3. R boliim halkas1 olmayan bir PCI-bélge ise (P) kosulunu saglar fakat sag
self-injektif degildir. Dolayisiyla R bir QF-halka olamaz. Ayrica herhangi bir bolgenin
sag uniform boyutu 1 ya da sonsuzdur. Soc(Rr) = 0 ve Rp injektif olmadigindan R

Teorem 4.2.1 (i1)’deki ozellikleri saglayan bir halka degildir.

38



(P) kosulunu saglayan fakat sag self-injektif olmayan sag Artin halkalara

asagidaki sekilde bir 6rnek verilebilir.

Ornek 4.2.4. R, Soc(Rr) = J = Z(Rpg) olacak sekilde sol Artin olmayan bir sag Artin
sag zincir halka olsun. Bu durumda R’nin sag idealleri R, J ve {0} dan ibarettir. Bu
tip halkalara bir 6rnek [22] 4.46(e)’de goriilebilir. R sol Artin halka olmadigindan sag
self-injektif degildir. Ayrica R sag Artin oldugundan bir miikemmel halkadir ve bdylece
bir sag maks halkadir. R < E(Rpg) oldugu kabul edilsin. Bir z € E(Rg) \ Ri¢in f :
R — zR, soldan z ile ¢arpim homomorfizmasinin bir f : E(Rp) — E(Ry) genislemesi
vardir. Ry < E(Rpg) oldugundan R = f(R) < E(Rp) ve boylece Rad(E(Rg)) =
> a<i(ry) A = E(Rp) elde edilir. Ancak I sag maks halka oldugundan R iizerindeki
sag modiillerin radikalleri kendilerine esit olamaz. Kabul yanlistir. Boylece Ry injektif
biirtimiiniin kii¢iik alt modiilii degildir. Bu durumda R + D = FE(Rpg) olacak sekilde
bir D < E(Rg) vardir. R <. F(Rg) oldugundan R N D = Soc(Rg)’dir. Dolayistyla
E(Rg)/Soc(Rg) = (R/Soc(Rg)) ® (D/Soc(Rpg)) olur. Teorem 4.2.1°den, R halkasi
(P) kosulunu saglar.

Sonug 4.2.6. Herhangi bir R sag Artin halkasinin (P,) kosuluna sahip olmast i¢in gerek

ve yeter sart asagidakilerden birini saglamasidir:

1) R, QF-halkadir.
i) R = S x T halka ayrisimi1 mevcuttur oyle ki S yar1 basit Artin halka ve 7', asagidaki
kosullardan birini saglayan, Z(7r) = J(T') olacak sekilde bir yerel halkadir:
a) T sag uniform halkadir ve 7'/ Soc(Tr) <, E(Tr)/ Soc(Tr)’dir ya da
b) u.dim(Tr) = 2 ve her minimal I < T’y i¢in 7'/ injektiftir.

Ispat: (=) R, (P,) kosulunu saglayan bir sag Artin halka olsun. Eger R sag self-injektif
ise bir QF-halkadir. R halkasinin sag self-injektif olmadigi kabul edilsin. Sag Artin
halkalar, ayristirilamaz sag ideallerinin bir dik toplami olarak yazilabildiginden, R =
e1R & --- & e, R olacak sekilde primitif ortogonal idempotentlerin bir tam kiimesi
{e1,...,e,} mevcuttur. R halkasinin yar1 basit Artin halka olmadigi kabul edildiginden,
Lemma 4.1.2°den, yalmzca biri diginda tiim e; R sag ideallerinin minimal oldugu goriiliir.
e1R, ..., e, 1R minimal sag idealler, e,, R minimal olmayan sag ideal, S = e R & --- &

en_1R ve T = e, R olsun. S, Soc(Rg) nin tekil-olmayan kismidir. Ayrica (P,) kosuluna
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sahip halkalar iizerinde, tekil-olmayan minimal sag idealler injektif oldugundan, Soc(7’r)
tekildir. Boylece R = S x T, bir halka ayristmidir. Geri kalan kisim Teorem 4.2.1°den

elde edilir.

(<) R bir QF-halka ise (P.) kosulunu saglar. Eger R, (ii)’de verilen ozelliklere
sahip bir halka ise, bu durumda Teorem 4.2.1’den, T halkasi1 (P) kosulunu saglar.
Dolayisiyla R = S x T de (P.) ozelligine sahiptir. [ |

4.3. Artin Cebir Ozel Durumu

Bu bolimde (P.) kosulunu saglayan Artin cebirlerin yapisi incelenecektir ve
degismeli Artin halkalar tizerinde (P.) 6zelligini saglayan Artin cebirlerin tam olarak
QF-halka olan Artin cebirler oldugu sonucuna ulasilacaktir. Bu durum sag Artin halkalar
icin dogru degildir. (P) kosulunu ve dolayisiyla da ( P.) kosulunu saglayan fakat QF-halka

olmayan sag Artin halkalarin varlig1 Ornek 4.2.4’den gériilebilir.

Bu bolim i¢in, K halkasinin degismeli Artin halka ve R’nin de K halkasi
tizerinde bir Artin cebir oldugu kabul edilsin. /& bir Artin halka oldugundan, tiim basit
K-modiillerin izomorfizma simiflarinin temsilcilerinin kiimesi sonludur. {71, T3, ..., T,,},
K halkasinin basit modiillerinin temsilcilerinin bir tam kiimesi olmak iizere Ex =

", E(T;), K-modiiller kategorisindeki minimal injektif es-iireticidir. mod-R ve R-mod
sirastyla sonlu iiretilmis sa§ R-modiiller kategorisi ve sonlu iiretilmis sol R-modiiller
kategorisini gostersin. D = Homyg(_, Ex) funktoru mod-R ve R-mod arasinda, D?
birim funktora dogal izomorfik olacak sekilde bir dualitedir. D funktoru bir dualite
oldugundan, ayristirllamaz modiilleri korur ve sonlu iiretilmis injektif modiilleri sonlu
iiretilmis projektif modiillere, sonlu iiretilmis projektif modiilleri ise sonlu iiretilmig

injektif modiillere gotiiriir. Ayrica her M sonlu iiretilmis sag (sol) R-modiilii i¢in

IrR(M) =Ir(D(M)) velx(M) = lx(D(M)) oldugu bilinmektedir.

R Artin cebiri (P.) kosulunu saglar ise, Sonu¢ 4.2.6’dan, R halkasi ya bir
@ F-halkadir ya da R = S x T halka ayristmi mevcuttur 6yle ki S yar1 basit Artin
halka ve 7', J(T') = Z(Tr) olacak sekilde sag uniform boyutu 1 veya 2 olan bir yerel
halkadir. Boylece R sag (sol) self-injektif degilse 7" halkasi, Soc(Tr) = T'/J(T) veya
Soc(Tr) = (T/J(T))? olacak sekilde bir yerel halkadir. Ote yandan T Artin cebiri, T
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ayrigtirilamaz olacak sekilde (P.) kosulunu saglayan bir halka oldugundan (P) 6zelligini
de saglar. Dolayisiyla (P.) 6zelligini saglayan Artin cebirlerin yapisini anlamak igin (P)

kosulunu saglayan Artin cebirlerin yapisini incelemek yeterlidir.

Lemma 4.3.1. R, (P) kosulunu saglayan fakat QF-halka olmayan bir yerel Artin cebir
ise ya Soc(Rpg) ya da Soc(gR) basittir.

Ispat: R, (P) kosulunu saglayan fakat QF-halka olmayan bir Artin cebir olsun. Teorem
4.2.1 uyarinca, Soc(Rp) basittir ya da i = 1,2 i¢in S; R halkasinin minimal sag ideali
olmak iizere Soc(Rg) = Sy @ Sy’dir. Soc(Rg) = 51 @ S, olsun. Teorem 4.2.1°den,
R/S; modiilii injektiftir. Dahast R bir yerel halka oldugundan R/S; ayristirilamazdir.
Dolayisiyla R/S;, mod-R kategorisinin izomorfizmaya bagl olarak tek ayristirilamaz
injektif modiiliidiir. 0 : R — R/S; kanonik epimorfizmasinin dualite altindaki goriintiisii
olan D(¢) : D(R/S1) — D(Rpg) doniisimii bir monomorfizmadir. Rp, mod-R
kategorisinde izomorfizmaya bagl olarak tek ayristirilamaz projektif modiil oldugundan
D(Rg), R-mod kategorisindeki tek ayrigtirilamaz injektif modiildiir yani D(Rg) =
E(r(R/J))dir. Ote yandan R/S; mod-R kategorisindeki izomorfizmaya bagh olarak
tek aynigtirilamaz injektif modiil oldugundan D(R/S;) R-mod kategorisindeki tek
aynigtirilamaz projektif modiildiir. Buradan D(R/S;) =r R elde edilir. Dolayisiyla
bir kR — E(r(R/J)) monomorfizmasi mevcuttur. Soc(E(g(R/J))) basit oldugundan

Soc(grR) basittir. |

Teorem 4.3.1. K degismeli Artin halka ve R, K {izerinde bir Artin cebir olsun. R’nin

(P) kosulunu saglamast i¢in gerek ve yeter sart QF-halka olmasidir.
Ispat: (<) QF-halkalar (P) kosulunu sagladigindan aciktir.

(=) R, (P) Ozelligini saglayan bir Artin cebir olsun. R halkasinin bir
QF-halka olmadig1 kabul edilsin. Lemma 4.3.1°den, ya Soc(Rp) ya da Soc(rR) basittir.
Soc(gR)’nin basit oldugu kabul edilsin. Bu durumda F(rR) ayristirilamaz injektif sol
R-modiildiir. R yerel halka oldugundan izomorfizmaya baglh bir tek ayristirilamaz injektif
sol R-modiil mevcuttur. Buradan E(gR) = D(Rpg) elde edilir. f : kR — D(Rp) biiyiik
monomorfizma olsun. f ayni zamanda bir K-modiil monomorfizmasidir. D funktoru

mod-K — mod-K bir dualite oldugundan Ix(R) = [x(D(Rg))’dir. Dolaysiyla f
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bir izomorfizmadir ve kR = D(Rp) elde edilir. Bu ise R halkasinin sol self-injektif
olmamast ile celisir. Benzer bir argiiman ile Soc(Rg) basit iken R halkasinin sag

self-injektif oldugu goriilerek celigkiye ulagilir. Sonug olarak R bir QF-halkadir. |

Sonug 4.3.1. K degismeli Artin halka ve R, K iizerinde bir Artin cebir olsun. R’nin (P,)

kosulunu saglamasi icin gerek ve yeter sart QF-halka olmasidir.
Ispat: (<) QF-halkalar (P,) kosulunu sagladigindan agiktir.

(=) R, (P.) ozelligini saglayan fakat QF-halka olmayan bir Artin cebir olsun.
Sonug¢ 4.2.6’dan, S yar1 basit Artin halka ve 7" bir Artin yerel halka olacak sekilde
R = S x T halka ayrigimi mevcuttur. 7' halkast (P,.) kosulunu sagladifindan ve
Ty aynstirilamaz oldugundan 7', (P) kosulunu saglar. Ote yandan R bir QF-halka
olmadigindan 7" halkas1 da QF degildir. Sonug olarak 7', (P) kosulunu saglayan fakat
QF-halka olmayan bir Artin cebirdir. Ancak bu durum Teorem 4.3.1 ile ¢elistiginden
kabul yanhstir. R bir QF-halkadir. |

Asagidaki 6rnek (P) ve (P.) oOzelliklerinin boliim halkalarina taginmadigini

gostermektedir.

Ornek 4.3.1. k bir cisim olmak iizere R = k[z,y]/(2?,y?) olsun. ( [42], Exercise
15.5) referansinda da goriildigi gibi R, k tizerinde 4 boyutlu degismeli bir Frobenius
cebirdir. R self-injektif oldugundan bir QF-halkadir ve (P) kosulunu saglar. | =
(2%, xy,y*) /(2% y*) olmak tizere (R/I) = k[x,y]/(z% wy,y?) Artin cebiri ele alinsin.
R/I’'nin k% ve ky idealleri arasinda £ — ¥ ile tanimlanan izomorfizma R/ ’nin kendi
tizerindeki bir modiil endomorfizmasina genisleyemediginden R /I self-injektif degildir.

Dolayisiyla R/I bir QF-halka olmadigindan, Teorem 4.3.1°den, (P) 6zelligini saglamaz.
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5. SONUC VE ONERILER

Bu calismada, belirli bir 6zellige sahip devirli modiilleri injektif modiillerin
goriintiisti olarak yazilabilen iki ayr1 halka sinifi incelenmigtir. Bunlardan ilki, projektif
olmayan devirli modiilleri injektif modiillerin homomorfik goriintiisii olan halkalar,
ikincisi ise halkanin kendisine izomorf olmayan devirli modiilleri injektif modiillerin
homomorfik goriintiisii olararak yazilabilen halkalardir. Gosterimde kolaylik olmasi

acisindan bu ozellikler asagidaki sekilde adlandirilmistir:

(P.): Projektif olmayan devirli sag§ R-modiiller injektif modiillerin homomorfik

gorlintiisiidiir.

(P): Rg’ye izomorf olmayan devirli her sag R-modiil bir injektif modiiliin homomorfik

goriintiisiidiir.

Sag self-injektif halkalar, iizerinde c¢alistlmis olan (F.) ve (P) kosullarini
saglamaktadir. Fakat bu kosullar1 saglayan halkalar sadece sag self-injektif halkalardan
ibaret degildir. Yapilan tez calismasinda, bu durum orneklerle desteklenmistir ve sag
self-injektif olmayan fakat yukaridaki kosullar1 saglayan halkalarin yapisinin belirlenmesi

amaclanmustir.

Calismanin ana kisminda ilk olarak (P,.) kosulunu saglayan halkalar incelenmis
ve bu kosulu saglayan sag kalitsal halkalarin yapisi tam olarak belirlenmigtir. (P.)
Ozelligine sahip bir halkanin kapali sag ideallerinin yapis1 incelenerek, bu halkanin
ya bir sag CS-halka olduguna ya da kendi iizerinde sag modiil olarak ele alindiginda
injektif biiriimiiniin sonlu tiretilmis olduguna ulagilmigtir. Ayrica (P,.) kosulunu saglayan
fakat sag self-injektif olmayan sag CS-halkalar icin bir halka ayrisimi elde edilmistir.
Ardindan, (P) kosulunu saglayan halkalar iizerinde c¢alisilmis ve bu halkalar, agikar
olmayan idempotent eleman igerip icermeme durumlarina gore ele alinmistir. Cesitli
hipotezler altinda, (P) kosulunu karakterize eden teoremler elde edilmistir. Son olarak
verilen iki kosulu saglayan sag Artin halkalar1 karakterize eden teoremlerden hareketle,
(P.) ve (P) kosullarint saglayan Artin cebirler tizerinde caligilmigtir. Artin cebirler igin,
standart dualitenin Ozelliklerinden yararlanilarak, verilen kosullarin self-injektiflik ile

denkligi gosterilmisgtir.
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Uzerinde calistimis olan kosullari saglayan halka smiflari, basta QF-halkalar
olmak iizere, literatiirde iyi bilinen bazi halka siniflarmni kapsamaktadir. Ancak (P.)
ve (P) kosullart i¢in genel bir karakterizasyon heniiz verilmemigtir. Bu dogrultuda,
ilk olarak karakterizasyonda eksik kalan noktalarin kapatilmasi hedeflenebilir veya
bu kosullar1 saglayan halkalarin, herhangi bir hipotez altinda smirlandirilmamis

karakterizasyonlarinin elde edilmesi amaclanabilir.
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