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OZET
Doktora Tezi

Ikinci Mertebe Kismi Diferansiyel Denklemlerin Niimerik Coziimleri i¢in
Bernstein Siralama (Collocation) Metodu

Hiiseyin Hilmi SORKUN

Manisa Celal Bayar Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dah

Damsman: Dr. Ogr. Uyesi Goksen BACAK TURAN

Bu ¢alismada, genel formda ikinci mertebeden lineer kismi diferansiyel
denklem problemi, baslangi¢ ve sinir kosullu, Neuman, Dirichlet ve karisik kosullu
dalga problemi, singiiler pertiirbe bir boyutlu parabolik konveksiyon-difiizyon
problemi, ikinci mertebeden iki uzay degiskenli lineer degisken katsayili kismi
diferansiyel denklemlerin ve Lineer Olmayan Kismi Diferansiyel Denklemlerin Bir
Smifinin yaklasik ¢oziimlerini elde etmek amaciyla Bernstein siralama yontemi
uygulanmaktadir. Sunulan yontemde, denklemler ve kosullar siralama noktalar1 ile
matris formlarina getirilerek Bernstein katsayilarina sahip matris denklem sistemine
indirgenir. Bu matris denklem sistemleri coziilerek Bernstein polinomlarina ait
yaklasik ¢oziimler elde edilmektedir. Ayrica, farkli tarz problemler i¢in rezidii hata
fonksiyonuna dayali yontemin hata tahmini sunulmustur. Tahmin edilen hata
fonksiyonlar1 ile Bernstein polinom ¢6ziimlerinin iyilestirilmesi ve hatalarin
azaltilmas1 hedeflenmektedir.

Bu calisma, bes boliimden olusmaktadir. Birinci boliimde, kismi diferansiyel
denklemlerin tarihi gelisimi, literatiirde verilen kismi diferansiyel denklemlerle ilgili
diger yontemlerden kisaca bahsedilmistir. Tkinci boliimde, ikinci mertebeden kismi
diferansiyel denklemlerle ilgili temel kavramlar ve bazi 6zel denklemler verilerek
smiflandirma yapilmistir. Ugiincii béliimde, Lineer ve Lineer Olmayan degisken
katsayili kismi diferansiyel denklemler i¢in Bernstein siralama yontemine ait temel
matris bagmtilary, ¢6ziim yontemi ve hata analizleri agiklanmaktadir. Dordiincii
boliimde, tezde verilen problemler i¢in niimerik Ornekler verilerek sonuclar diger
yontemlerle karsilastirilarak ¢izelge ve grafiklerle gosterilmistir. Son olarak, metot ile
ilgili sonuglar tartisilmistir.

Anahtar Kelimeler: Kismi Diferansiyel Denklemler, Bernstein Polinomlart,
Bernstein Siralama Metodu.

2018, 141 sayfa

VI


http://matematik.cbu.edu.tr/db_images/site_123/file/gbturan-3220TR.pdf

ABSTRACT
PhD Thesis

Bernstein Collocation Method for Numerical Solutions of Second Order
Partial Differential Equations

Hiiseyin Hilmi SORKUN

Manisa Celal Bayar University
Graduate School of Applied and Natural Sciences
Department of Mathematics

Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Goksen BACAK TURAN

In this study, Bernstein collocation method is applied to obtain approximate
solutions of second order linear partial differential equation problem in general form
under Neuman, Dirichlet and mixed conditions, second order linear partial differential
equation problem in general form with initial and boundary conditions, singularly
pertiirbed one-dimensional parabolic convection-diffusion problem, two-space
variable second order linear partial differential equation problem with variable
coefficients and a class of nonlinear partial differential equation problem. In the
presented method, equation and given conditions with the collocation points are
reduced to a system of matrix equations with Bernstein coefficients putting them in
the form of matrices. These matrix equations systems are solved and approximate
solutions based on Bernstein polynomials are obtained. Also, the error estimation of
the method, based residual error function, is presented for different types of problems.
It is aimed to improve Bernstein polynomial solutions with predicted error functions
and reduce errors.

This study is formed of five parts. In the first part, the history of partial
differential equations, other methods related to the solution of partial differential
equations, which are given in the literature are mentioned briefly. The second part
deals with the preliminaries, necessary definitions and also the classification of
second-order partial differential equations. In the third part describes the basic matrix
relations, solution method and error analysis for Bernstein collocation method for
partial differential equations with linear and nonlinear variable coefficients. In the
fourth chapter, numerical examples for the problems given in the thesis are given and
the results are compared with other methods and shown with the help of charts and
graphs. Finally, the results related with the method are discussed.

Keywords: Partial Differential Equations, Bernstein Polynomials, Bernstein
Collocation Method.

2019, 141 pages.



1. GIRIS

Uygulamali matematik ve analizin klasik bir dali olan kismi tiirevli denklemler,
fiziksel bilimlerde ve miihendisligin pek ¢ok dalindaki problemlerin matematiksel
modellerinde kullanilan denklemler olarak karsimiza c¢ikarlar. Bunun disinda
matematiksel arastirmalarin da canli bir sahasidir. Bir¢ok iinlii matematik¢i bu
denklemlerle ortaya ¢ikan problemlerle ilgilenmislerdir [1]. Ornegin, B. Taylor, D.
Bernoulli, L. Euler ve J. D’ Alambert gibi matematikg¢iler, titresim teorisinde yer alan
smir deger problemleri iizerinde ¢alismislardir. Bunun yani sira J. P. Fourier, P. C.
Laplace, A. M. Ampere, G. Boole, S. D. Poisson, J. L. Lagrange ve G. Green ikinci
mertebeden kismi diferansiyel denklemlerle ilgili tanim ve ¢oziimler ortaya
koymuslardir. 19. ylizyilin baslarinda Cauchy problemi sinir deger problemlerinin bir
sonucu olarak kabul edilmis, A. L. Cauchy, S. Kowalewski, J. G. Darboux ve J.

Hadamard, Cauchy probleminin varlig1 ve tekligi tizerinde ¢aligsmalar yapmiglardir.

Bilgisayar teknolojisinin gelismesiyle, kismi diferansiyel denklemler iizerinde
yapilan ¢alismalar artmistir. Ornegin fizikte ve kimyada; ideal bir gazin dagilimmin
tayini, bir tiiplin agik ucundan gaz geg¢isi, viskoelastisite (polimer), niikleer reaktor,
reaktor dinamigi, elastisite teorisi, stokastik siire¢ler, otomatik kontrol, 1s1 transferi,
hidrodinamik, elektrostatik, 1s1 akisi, dalga yayilimi olgulari, akiskanlar dinamigi,
kuantum mekanigi, plazma fizik, ¢evrebilimde yer alan niifus modelleri ve tepkisel
maddelerin yayilim hareketleri gibi problemlerin matematiksel modelleri kismi

diferansiyel denklemlerle ifade edilir [2-7].

Fizik ve miihendislik uygulamalarinda karsilasilan her denklem tipinin analitik
¢Oziimiinii bulmak, cogu zaman pek miimkiin olmamaktadir. Kismi diferansiyel
denklemlerin de analitik ¢oziimlerini veren metotlar smirhdir. Ozellikle, degisken
katsayili KDD’lerin analitik ¢6ziimii, degisken katsaymin varligi sebebiyle oldukca
zor bir problemdir. Bu nedenle yaklasik ¢dziim yontemlerine gerek duyulur ve bu tiir
yontemlerle elde edilen ¢oziimlerde hata ortaya ¢ikmaktadir. Dolayisiyla pratik ve
kullanigh olmanin yaninda en iyi yaklagimi veren ¢6ziim yontemleri aranir. Analitik
¢Oziimiin kolaylikla bulunamadigi denklemlerde yaklasik ¢6ziim i¢in bircok yontem

denenmistir. En ¢ok karsilagilan yontemler asagida verilmistir.



e Sonlu farklar: Bilinen en kolay yontemlerden birisidir; dolayisiyla ilk tercih
edilen yontemdir. Q={(x,y):a<x<b,c<y<d} ve ueC"(Q) olmak
lizere, U(X,y) ¢oziim fonksiyonuna, u(X,y) ’'nin digiim noktalarindaki

tirevleri vasitasiyla yaklagilir. Bu metotta bolge, digim noktalari (X;,Y;)

araciligiyla N xT noktadan olusan alt bolgelere bdliiniir. Burada,

X, =IAX, Ax=(b-a)/N, i=0,1..,N
ve

y; = JAy, Ay=(d-c)/T, j=01..,T

seklindedir. Diferansiyel denklemdeki tiirevlere her bir diigiim noktasinda uygun sonlu
fark yaklasimlar: ile yaklasilir. Bu metotta, diisiik dereceli polinomlarla yaklagim
yapildigi1 i¢in, dogrulugu diisiik ¢oziimler elde edilir. Yontemin dezavantaji, diizgiin
olmayan bolgelerde oldukca karmasik hale gelmesidir [8].
e Sonlu elemanlar: Kompleks bolgelerde uygulanabilen, genis teorisi olan
popiiler yontemlerden birisidir. Gerek sonlu elemanlar gerekse sonlu farklar

metodunda diiglim noktasi sayisi arttik¢a elde edilen ¢oziimlerin hassasiyetinin

arttig1 bilinmektedir. Problemin tanim bolgesi €2, R? de smirh bdlge ve siniri,
0Q diizgiin olsun. Bolge, iicgenler, dortgenler veya gokgenlerden olusan alt
bolgelere ayrilir. Her bir alt bolgede segilen parcali polinom seklindeki baz

fonksiyonlar1 ile problemin yaklasik ¢6zliimiiniin

u(x,y) =3 A A

oldugu kabul edilir. Burada ¢ (X) ler sifirdan farkli bilinen pargali fonksiyonlar ve

a(y) ler bilinmeyen fonksiyonlardir. Yaklagik ¢oziimiin problemde yerine

yazilmasiyla kismi diferansiyel denklem ve kosullar, adi diferansiyel denklem
sistemine ya da lineer denklem sistemine doniisiir. Bu sistemler ¢oziilerek, verilen
bolgede kismi diferansiyel denklemin belirli kosullar altinda ¢6ziimii bulunur [8].
Metodun en biiylik dezavantaji, diisiik dereceli polinomlarla yaklasim yapilmasindan

dolay1, ¢6zlimiin dogrulugunun da diisiikk olmasidir. Dogrulugu arttirmak i¢in ek bazi



islemlere ihtiya¢ duyulmaktadir. Metodun giiniimiizde ¢ok kullanilmasina sebep olan
en biiylik avantaji, diizglin olmayan yiizeylerde verilen problemlerde (araba, ugak,
petrol boru hatti, vb.), bolge licgensel veya dortgensel kiiciik alt araliklara boliinerek
¢oziimiin kolaylikla bulunabilmesine olanak saglamasidir. Sonlu elemanlar
metodunun diger onemli bir avantaji da, diferansiyel denklemin, sadece segilen alt
aralikta kullanilan baz fonksiyonunun sifirdan farkli olmasindan dolayi; matris
denklemine dontisiiyor olmasidir [9].
o Spektral ydntemler: Bazi kismi diferansiyel denklemlerin periyodiklik
Ozelliklerinden yararlanilarak ¢6ziim yapan bir sayisal yontemdir. Bu metotta

u(x,t) ¢oziim fonksiyonuna, ¢, ;(x,t) baz fonksiyonundan olusan

W)~y ()= a0, ()

r=0 s=0

kesilmig seri agilimlari ile yaklasilir. (a, ;) spektral katsayilari bulunarak ¢6ziim

fonksiyonu elde edilir. Diger metotlarindan ayiran en belirgin 6zelligi tanim bolgesinin
tamaminda gecerli, sifirdan farkl, yliksek dereceden bir polinomla yaklasik ¢oziimiin
bulunmasidir. Polinomun derecesini istenilen biiylikliikte sec¢ilebilmesinden dolay1,
metodun dogrulugu yiiksektir [9].

o (lzgiler yontemi (method of lines): Bir kismi diferansiyel denklemde bulunan
degiskenler kesikli hale getirilerek ¢oziim yapilan bir sayisal yontemdir.

o  (ok kafesli yontemler (Multigrid methods): Daha ¢ok eliptik kismi diferansiyel
denklemlerin ¢oziimiinde kullanilan bir tekniktir. Diferansiyel denklemleri
kesikli duruma getirerek ¢6ziim yapan bir tekniktir. Yontemdeki mantik,
extrapolasyon yontemine benzemektedir.

e Meshless methods: Son c¢alismalarda KDD’lerin ¢6ziimiinde kullanilan
tekniklerden biridir. COzlimii arastirilan bir problemi kafeslere bdlmenin
getirecegi dezavantajlari ortadan kaldiran bir tekniktir.

e Boélgesel ayristirma yontemleri (Domain decomposition methods): Smir deger
problemlerini, alt bolgelerde smir deger problemlerine bolerek ¢éziim yapan
bir yontemdir [10].

e Pseudospektral (collocation) yontemi: €2 problemin tanim bdlgesi, 0Q

bélgenin simiry, ig garpim (.,.) ve norm ||| ile tanimh Hilbert uzay1 %, # ’nin



n-boyutlu alt uzayr @, , projeksiyon operatdri P, olmak iizere, €2
bolgesindeki X, X,,...,X, ile gosterilen N noktaya collocation (siralama)
noktalar1 denir. B, yaklasim uzaymdaki n=1,2,...,N i¢in baz fonksiyonu,

@,(x) olsun. Burada detg, (x,) #0 seklindedir. Bu durumda her U e # igin

yaklagik ¢oziim
N
I:)N U= Z an (t)¢n (X)
n=1

seklinde olacaktir ve @, (t) katsayilari,

3 a, (0, () =u(x), i=1..N

denkleminden elde edilen katsayilardir. P U € B, i¢in collocation (siralama) metodu
Pu(x) =u(x) 6zdesligi ile karakterize edilir. Bu metotta, dikkat edilirse siralama
metodunun sonuglari, hem X, noktalarina hem de ¢,(X) fonksiyonlarina baghdir. Baz
fonksiyonunun T, (X) , birinci tip Chebyshev polinomlar1 se¢ilmesi durumunda metot,

Chebyshev siralama metodu olarak adlandirilir [26].

Pseudo spektral metot disinda kismi diferansiyel denklemleri siralama noktalariyla
¢Ozen bagka metotlar da vardir. Bunlardan bazilari, karisik kosullar altinda yiiksek
mertebeden kismi diferansiyel denklemleri Taylor ve Chebyshev polinomlarina dayali

olarak ¢6zen matris metodudur [10-12].

Bu tez calismasindaki amag, ikinci mertebeden bir boyutlu ve iki boyutlu
diferansiyel denklemler ile bazi lineer olmayan kismi diferansiyel denklemlerin
yaklasik ¢ozlimleri icin gelistirmek, uygulamak ve Onemli Ozelliklerini ortaya

¢ikarmaktir.



2. GENEL BIiLGILER

Bu kesimde, Bernstein polinomlarinin tarih igerisindeki kullanimi hakkinda
bilgi ve ¢aligmada kullanilan bazi temel kavramlar ve tanimlar verilecektir. Ayrica
Kismi Diferansiyel Denklemlerin siniflandirilmast yapilarak, calismalarda c¢okga

karsilasilan denklemler tanitilacak ve uygulama kosullar1 anlatilacaktir.

2.1. Bernstein Polinomlarimin Tarihgesi

Matematigin yaklasimlar teorisi, olasilik teorisi, sayilar teorisi gibi bir¢ok
dalinda Bernstein polinomlar1 6nemli uygulamalara sahiptir. Sade bir yapis1 ve 6nemli

ozellikleri oldugundan Bernstein polinomlarmin kullanimi olduk¢a yaygindir.

Karl Weierstrass (1815-1897); Weierstrass Teoremi olarak bildigimiz teoreminde;
kapali aralikta siirekli bir fonksiyona, yeterince biiylik dereceli polinomlar kullanilarak

diizglin yakinsanabilecegini ileri stirmiistiir.

Weierstrass Teoremi uygulamali matematikteki en Onemli teoremlerden
biridir. Ciinkii polinomlar verilen her aralikta siirekli olan; kolaylikla tiirevi ve integrali
almabilen fonksiyonlardir. Dolayisiyla verilen bir aralikta siirekli herhangi bir
fonksiyonu polinom fonksiyona ¢evirmek, bu fonksiyonla yapilabilecek

hesaplamalarda ¢ok biiyiik kolayliklar saglar.

Weierstrass Teoreminin giiniimiize gelene kadar bir¢cok ispat1 yapilmistir. Bu
ispatlardan birini de Ukraynali Matematik¢i Sergei Natanovic Bernstein (1912), kendi
adin1 verdigi Bernstein Polinomlari’n1 kullanarak yapmistir. Weierstrass Teoreminde
yalnizca kapali bir aralikta siirekli bir fonksiyona yaklagim saglayan polinom
bulunabilecegi ifade edilir. Bernstein ise bundan farkli olarak, fonksiyona yaklasim

saglayan polinomun, fonksiyonla iligkisini ortaya koymustur.

Bernstein polinomlar:1 olarak bilinen bu polinomlar birgok matematik¢i

tarafindan incelenmistir. Omegin T. Popoviciu, B, f — f farkinin n — oo iken sifira



yaklasma hizin1 bulmustur. Voronovskaya, bu yaklasma icin asimptotik esitlik
ispatlamigtir. B/ (f;X) polinomlarmin f tiirevlenebilir oldugunda f' fonksiyonuna

yaklagmasi ve bagka problemler incelemistir.

Bircok nesne grafiksel olarak kavisler igerir, her zaman dogru ¢izgilerden
olusmaz. Bu kavisli nesnelerin bilgisayar ortamma aktarimimda kontrol noktalar1
kullanilir. Ancak bu kontrol noktalar1 dogrusal fonksiyonlarla birlestirildiginde nesne

gercekte goriindiigii gibi goriinmez (Sekil 2.1).

Sekil 2.1. Nesnelerin gergek sekli (tistte) ve kontrol noktalarinin dogrusal ¢izgilerle

birlestirilmesi sonucu olusan sekli (altta)

Nesnelerin goriintiilerini, ger¢ek goriintiilerine benzetmek igin belirlenen kontrol
noktalarindan gegcen Bezier Egrileri kullanilir. Bézier egrileri Fransiz miihendis olan
Pierre Bézier (1910-1999) tarafindan otomobil tasariminda kullanmak amaciyla
gelistirilmistir. Bézier egrilerinin sahip oldugu ozellikler, onlar1 egri ve yiizey
tasariminda bir hayli kullanisli ve uygun hale getirmektedir. Bernstein polinomlari

Bézier egrilerinin temelini olusturur [13].

[Ik olarak bu calismanin cikis noktasi olan 1885 yilina ait Weierstrass Yaklasim

Teoremi’ni, diizgiin yakinsaklik tanim1 ve Lineer Operatdr tanimini verelim:

Teorem 2.1. (Weierstrass Yaklasim Teoremi) f(X), [a,b] arahiginda siirekli bir
fonksiyon ve verilen herhangi bir & >0 i¢in, asagidaki esitsizligi saglayan, yeterince

biiylik dereceden bir P, (X) polinomu bulunabilir [14];



|f(x)_Pn(x)|§g, as<x<b. (2.1)

Tanim 2.1. (Diizgiin Yakinsaklik) E reel sayilar kiimesinin bir alt kiimesi olmak
lizere, eger her £ >0 i¢in N>n; oldugunda; vxeE igin | f (x)— f(x)|<e& olacak
sekilde bir n, dogal sayis1 bulunabiliyorsa, (f,) fonksiyon dizisine E iizerinde f

fonksiyonuna diizgiin yakinsaktir denir [15].

Tanmim 2.2. (Lineer Operator) f (x) ve f,(x), X fonksiyon uzaymda herhangi iki

fonksiyon a ve b keyfi reel saylar olmak tizere L operatorii;

L(af, +bf,;x)=aL(f;x)+bL(f,;X) (2.2)

kosulunu sagliyorsa, L operatériine lineer operator denir [16].

Bernstein polinomlarnin [0,1] araliginda siirekli bir f fonksiyonuna diizgiin
yakinsadig1 gosterilmistir. Bu agidan Bernstein polinomlar1 Weierstrass teoreminde
adi1 gegen P, (X) polinomuna bir 6rnektir. Diger yandan bir f fonksiyonunun

stireklilik modiilii tanimlanmig ve stireklilik modiilii yardimiyla Bernstein polinomlar

dizisinin f fonksiyonuna yaklasim hizi hesaplanmistir.

Tamm 2.3. (Siireklilik Modiilii) | R smurh bir aralik ve f:l1 — R siirekli bir
fonksiyon olsun. Keyfi § >0 i¢in

w(S) =w(f;5)= sup | f(x)-f(y)]

X, yel
[x-y|<s

seklinde tanimlanan fonksiyona f ’nin siireklilik modiilii denir. w, § nin bir

fonksiyonu durumundadir.



2.2. Temel Bernstein Polinomlar

Tanim 2.4. (Temel Bernstein Polinomlari)

n n! .
te[01],|. |=———= ve i=0,12,...,n olmak iizere;
1) (n=i)til

B,.,(t) =mt‘(1—t)““ (2.3)

seklinde tanimlanan polinomlara n.dereceden Temel Bernstein Polinomlar: denir.
n.dereceden n+1 tane temel Bernstein polinomud vardir. Matematiksel uygunluk

agisindan i <0 ve i >n igin B, (t) =0 olarak kabul edilir [17].

Sifirme1 dereceden temel Bernstein polinomu;

By (t) =1.

Birinci dereceden temel Bernstein polinomlari;

BO,l t)=1-t, B1,1 v =t.

0<t<1 i¢in grafigi;

1] 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Sekil 2.2. 1.dereceden temel Bernstein polinomlarinin grafigi

Ikinci dereceden temel Bernstein polinomlart;

Bo,z (t) = (1_t)2 ) Bl,2 (t) = Zt(l_t) ) Bz,z(t) =t’



0<t <1 i¢in grafigi;

Sekil 2.3. 2.dereceden temel Bernstein polinomlarimin grafigi

Ucgiincii dereceden temel Bernstein polinomlari;

Bo,a (t) = (1_t)3’ Bl,s(t) = 3t(1_t)2' Bz,3(t) = 3tz(1_t) | Bs,s (t) =t°.

i 0.1 02 03 04 05 06 07 0B 08 1

Sekil 2.4. 3.dereceden temel Bernstein polinomlarinin grafigi

Teorem 2.2. Temel Bernstein polinomlar1 simetriktir. Yani (2.3) esitligi i¢in;
Bi,n (t) = Bn—i,n (1_t) (24)

esitligi saglanir.

Teorem 2.3. (Yineleme Bagintis1) n. dereceden temel Bernstein polinomlari, (n—1).

dereceden iki temel Bernstein polinomunun lineer birlesimi



B, t)=@1-t) Bins )+t Biins t) (2.9)
olarak yazilabilir [17].

Ispat: Tanim 2.1.’den;

(L-t)B,, () +tB,,, ()= (1—t)(n i_lJt‘ (@-t)"* +t(?__lljti‘l(l—t)"‘l‘(“l)

= [n __1]ti @t +(h_1J t'@-t)"
i i—1
= [(n __1}+(r_'_1ﬂt‘ 1-t)" = [th 1-t)™
i -1 i

= Bi,n (t)

Teorem 2.4. Temel Bernstein polinomlar1 pozitif tanimlidir.

B,,(t)>0, 0<t<1 (2.6)

Teorem 2.5. n. dereceden n+1 tane temel Bernstein polinomunun toplami, (n—1).

dereceden n tane temel Bernstein polinomunun toplamina esittir.

iBi,n(t):iBi,nl(t) - (2.7)

Ispat: Teorem 2.3.’deki B, ,(t) =(1—t)B, () +tB,_,,,(t) esitliginden;

n-:

1 Bi,n—1 (t) + Bi,n—1 (t):| + t|:

n—:

i Bi,n (t) = i[(l_t) Bi,n (t) +t Bi—l,n—l (t)] = (1_t)|: Bi—1,n—1 (t) + Bi—1,n—1 (t):|

-3 B L0+t S B0

09380+t 38,0

n—

= Bi,n—l (t) .

\N

I
o

Teorem 2.6. n. dereceden n+1 tane temel Bernstein polinomunun toplami 1°dir.
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iBm(t) =1, (2.8)

Teorem 2.7. n. dereceden temel Bernstein polinomlarinin tiirevleri (n—1).dereceden

temel Bernstein polinomlarinin lineer birlesimi,

B, =N[B1 s (-B,,u0], Osk=n. (2.9)

seklinde yazilabilir [17].
2.3. Bernstein Polinomlari

Tamm 2.5. f, [0,1] araliginda tanimli siirekli bir fonksiyon, n keyfi bir dogal say1

ve X €[0,1] olmak iizere;

n

Bn(f;x):if(%)(k]xk(l—x)”‘k . (2.10)

bi¢imindeki polinomlara n. dereceden Bernstein polinomlar: denir [18].

Teorem 2.8. [0,1] araliginin u¢ noktalarinda f fonksiyonu ile f ’e yaklasim

saglayan n. dereceden Bernstein polinomu ayni degeri alir.

B,(f:0)=f(0) B.(f:D)=1() (2.11)

ispat: B (f;x)= Zn: f [%)[Ej X (1= )™

k=0

= f(gJ(njxo(l—x)"’O + f(lj(rjxl(l—x)”’l +eet f[ﬂj(njx"(l—x)”‘”
n)L0 n){1 nj)in
- f(O)(gj(l—x)"‘o ; f(%)@] XA X)"™ 4ot f(l)(zjx” (2.12)

x=0 i¢in (2.12) esitliginin sag tarafindaki birinci terim hari¢ biitlin terimler X

carpanindan dolay1 sifirdir.
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B,(;0)=(0)

x =1 i¢in (2.12) esitliginin sag tarafindaki (n+1). terim hari¢ biitiin terimler

(1—x) c¢arpanindan dolay1 sifirdir.
B,(f;)=f(@)
Teorem 2.9. Bernstein polinomlari ileri fark operatorii kullanilarak,

Bn(f;x):i[:jAkf(O)xk (2.13)

seklinde yazilabilir [18].

Teorem 2.10. Bernstein polinomlar1 lineer operatdrlerdir.

Ispat: B (af, +bf,;x) = Z:(af1 + bfZ)(%)[E] XK (L—x)"

: k k n k n-k
;{(an)(ﬁ]ubfz)(ﬁﬂ(k]x 1-%)
{(af )( J( ]x (1—x)"™ k+(bf X (ij (l—x)”"}
k n )
afl)(ﬁj( jx (1—x)"* +Z(bf ) j[kak(l—x)“ X
n KYn) . n—k ny « n—k
2. fl(ﬁj{ij (1-x) +b§f2(ﬁj(ka (1-X)

=aB,(f;;x)+bB,(f,;x)

=~ =~
I > || >
o

—~

Il
QD

oldugundan Bernstein polinomlar1 lineer operatordiir.

n
Ayrica Vx e€[0,1] ve k€01,2,...,n igin (ijk(l—x)”_k >0 oldugundan her

pozitif f fonksiyonu i¢in B, (f;X) pozitif olur. Bu da Bernstein polinomlarinin

lineer pozitif operator olduklarini gosterir.
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Yardimei Teorem (Leibniz Kurah): Iki fonksiyonun ¢arpimmin k.dereceden tiirevi

(f(x) 9(0) = ZU 10090 (2.14)

sekilde ifade edilebilir [19].

Teorem 2.11. Vk>0 tamsayist i¢in B, (f;X) ’in k. dereceden tiirevi n>0 ve

1
n+k

h= olmak tizere

B (119 = 1) i [ ](:]x'a—xw (2.15)

seklinde yazilabilir [19].

Ornek 2.1. y=e""* fonksiyonuna [0,5] araliginda yaklasim saglayan 3. ve 5.

dereceden Bernstein polinomlarmin yaklasimi ile aymi araliktaki B-Spline

fonksiyonunun yaklasimini karsilagtiralim.

f fonksiyonuna yaklasim saglayan 3. ve 5. dereceden Bernstein polinomu;

B.(fix)= L (5_x), 208844425499503 o .
125 11258999068426240

,_964865043417237 .\ . 5500709006519437

35184372088832000 562949953421312000

B, (f:x) = (5-x)° + 2929621884260023 (5-x)* x
125 1759218604441600000
1524591010723819 5., 1269448600158571 2 3
+ B5-x)"x"+ 5-x)"x
439804651110400000 351843720888320000
660627890164242 . 1269448600158571
G-x)x"+ X

+
3518437208883200000 351843720888320000
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28 T

Sekil 2.5. y=e*"* fonksiyonunun ve ona yaklasim saglayan 3. ve 5. Dereceden

Tablo 2.1. Verilen x degerleri icin y=e*'® fonksiyonunun ve ona yaklasim saglayan

Bernstein polinomlarin grafikleri

B-Spline fonksiyonu ile 3. ve 5. dereceden Bernstein polinomlarinin degerleri

X 0.5 1.5 2.5 3.5 4.5
y=e"° 1.1052 1.34991 1.6487 2.0138 2.4596
S (x) (B-Spline) 1.1054 1.34971 1.6489 2.0136 2.4598
B,(f;x) 1.1053 1.34971 1.6490 2.0140 2.4597
B, (f;x) 1.1052 1.34981 1.6488 2.0139 2.4597

2.4. Polinomlarla Yaklasim

Niimerik analizin temel konularindan biri, verilen fonksiyona daha basit bir polinomla

yaklasmaktir. Genel olarak, fonksiyon ve tiirevlerine en uygun olan polinom aranir. f

fonksiyonunun a noktasi civarinda n. mertebeden tiirevleri mevcut ve

p@) = f(a), p'@@=f'@),...p"@="f"(@)

biciminde (n+1) esitlik saglaniyorsa < n dereceden bir polinom yaklagimi vardir ve

bu

k=0

14
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biciminde verilen Taylor polinomudur. Bu polinom yaklasimi i¢in

E,(X) = f(X)— p(x) fonksiyonu hatayr verir. Hata fonksiyonu ayni zamanda, f
fonksiyonu, (n+1) . mertebeden siirekli tiiretilebilir bir fonksiyon olmak {izere
1% n ¢ (n+l) f () (C) (n+1)
E.() == [(x=0)" f " @)dt =—— = (x—a)"™, c e (a, %)
nts (n+1)!

formunda da ifade edilir.

f fonksiyonuna farkli sekillerde de polinom yaklasimi s6z konusudur. Ornegin,
(n+1) ayrik noktada polinom ve fonksiyonun esitliginden yola ¢ikarak bir yaklasim

yapilabilir ki bu yaklagima literatiirde interpolasyon yaklagimi denilmektedir. Bu ayrik

noktalar x,,x,..., X, olmak tizere
P(X%) = (%), p(a)=f(x), ..., p(X:)=f(X)

esitliklerini ger¢ekleyen < n dereceden bir polinom aranir. Bu polinom

p(x) = Zak X
k=0

seklinde oldugu diistiniilirse, bilinmeyenleri a,,a,...,a, katsayilari olan (n+1)

denklemden olusan lincer denklem sisteminin ¢6ziimii bulunacaktir. Lineer
denklemler teorisinden bu sistemin tek ¢Oziimiiniin oldugu gosterilebilirse, bu

polinomun daima var oldugu sonucuna ulasilir [10].

Bir bagka polinom yaklagimi en kiigiik kareler yontemidir. Verilen fonksiyon [a,b]

araliginda integrallenebilir bir fonksiyon olmak iizere

[1£09=p0o[ dx

ifadesinin degeri miimkiin mertebe kii¢iik olacak sekilde <n bir polinom bulunur. Bu

polinomun varlig1 ve tekligi ispatlanmugtir [20].
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Polinom yaklasimda temel problem: R, [a,b] araliginda siirekli fonksiyonlar uzayi,

S ise <n polinomlari i¢eren bu uzayin alt uzayi olsun. R uzayinda tanimlanmig bir

norm igin

|f—rpl<]f-<l

esitsizligi S uzayindaki tim Q polinomlar1 i¢in gergeklesiyorsa p polinomuna f
fonksiyonun en iyi yaklagimi (Best polynomial approximation) denir. Buradaki “en
1y1” kavrami se¢ilen norma baglhidir. Bir norm i¢in en 1yi olan, diger bir norm i¢in 1yi

olmayabilir. Normun seg¢ilisinde ii¢ temel problem g6z oniinde bulundurulur.

e Varlik: R de verilen f fonksiyonu i¢in belirlenen derecede en iyi yaklasimi

veren polinom var midir?
e Teklik: En iyi yaklasimi veren polinom varsa tek midir?

e Yapisi: BOyle bir yaklagim var ve tek ise nasil belirlenir?

Bununla birlikte, tek ve en iyi polinom bulunabilirse |f — p,| igin bir iist smnir
bulunabilir mi? ve || f — p,| —0, n— oo gergeklesiyor mu? gibi farkli problemlerle

karsilasilir.
2.5. Kismi Diferansiyel Denklemler

Tanim 2.6. I¢inde en az iki bagims1z degisken ve en az bir bagimli degisken ile bagimli
degiskenin bagimsiz degiskenlere gore ¢esitli mertebeden kismi tiirevlerini kapsayan

esitliklere bir kismi diferansiyel denklem denir. u bagimlh degisken, X ve Yy

bagimsiz degiskenler olmak iizere bir kismi diferansiyel denklem genel olarak

F(x, Y,U, Uy, Uy, Uy, U uW)=O

Xy !

seklindedir.
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Bir Kismi Diferansiyel denklemin Simiflandirilmasi:

Tanmm 2.7. Bir kismi diferansiyel denklemdeki bagimli degiskenin en yiiksek
basamaktan tiirevine mertebe, en yiiksek mertebeden tiirevin derecesine de kismi

diferansiyel denklemin derecesi denir.

Tanim 2.8. Eger bir kismi diferansiyel denklemde bagimli degiskenlere ve onun kismi
tiirevlerine gore 1. dereceden ve katsayilari sabit ya da bagimsiz degiskenlerin keyti
fonksiyonlar1 ise bu kismi diferansiyel denkleme lineer kismi diferansiyel denklem
denir.

u,— u, =0 (3. mertebe, 1. derece, lineer KDD)

XXX y

(Ug)? + (u,)? =0 (3.mertebe, 2. derece, lineer olmayan KDD)

Tanmm 2.9. Eger bir kismi diferansiyel denklemde, denklemde goriilen en yiiksek
mertebeden tiirevlere gore (1. dereceden) lineer ise denkleme yar: liner kismi
diferansiyel denklem denir. Yar1 lineer kismi diferansiyel denklemlerde, daha diisiik

mertebeli kismi tlirevlerin ve bagimli degiskenlerin bir 6nemi yoktur.

Uy +(u,)* =0 (2. mertebe, 1. derece, yari lineer KDD)
Xz, =Y.z, =sinXx (1. mertebe 1. derece, lineer, yar1 lineer KDD)
uu, U, +u, =sinu (3. mertebe, 1. derece, lineer olmayan, yar1 lineer degil)

WV, +VW, =X+Y ) . .
(1. mertebe, 1. derece, lineer, yar1 lineer degil)

VV, +WW, =X—Y

Tanim 2.10. Eger bir kismi diferansiyel denklem yar1 lineer ve denklemde goriilen en
yiikksek mertebeden kismi tlirevin katsayilar1 sadece bagimsiz degiskenlerin keyfi
fonksiyonlar1 ise bu kismi diferansiyel denkleme hemen hemen lineer kismi

diferansiyel denklem denir [28].

x(Uy)? +t(u,, ) +ui(u,)* =0

(2. mertebe, 1. derece, yar1 lineer, hemen hemen lineer)
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2.6. ikinci Mertebe Kismi Diferansiyel Denklemlerin Siniflandiriimasi

u bagimh degisken, x ve Yy bagimsiz degiskenler olmak {izere, ikinci

mertebe degisken katsayili lineer homojen olmayan diferansiyel denklem en genel

haliyle

2 2 2

ou ou ou au
A(X, y)— + B(x, +C(X,y)—+D(x,y)—
() " (x,y) o0y (%) v (%) ~

LE(, y)%“+ F(x y)u=G(x,Y)

olarak gosterilir. Ikinci mertebe lineer diferansiyel denklemler

A(X1 y) = [B(X’ y)]2 _4A(X’ y)C(X! y)

degerlerine gore asagidaki sekilde siniflandirilirlar [27]:
e A(X,y) >0 esitsizliginin saglandig1 noktalarda denklem hiperbolik,

e A(X,y) =0 esitsizliginin saglandig1 noktalarda denklem parabolik,

e A(X,Y) <0 esitsizliginin saglandig1 noktalarda denklem eliptik.

Smiflandirmanin esasi, ikinci mertebe kismi diferansiyel denklemin kanonik

formlarini elde etmeye dayanir. Bu amagla ikinci mertebe kismi diferansiyel denklem

Ar+Bs+Ct+ f(x,y,u, p,q)=0 (2.16)

formunda yazilr. Burada u,=p, u =q, u,=r, u,=s ve u, =t olarak

tanimlanmustir. L diferansiyel operatorii
o’ 0° 0°

L:A—2+B +C—2
X oy oy

olmak tizere, (2.16) denklemi L(u)+ f(X,Yy,u, p,q)=0 seklinde yazilip, X ve Yy
bagimsiz degiskenleri yerine & ve 7 alnirsa, £=&(X,y) ve n=n(XYy) igin
u(x,y) ifadesi £(&,n7) olarak yazilir ve buradan (2.16) denklemi
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¢
on’

R(«fx,§y)g—§+28(§x,§y;nx,ny)a—§—R(nx.ny)

o&0n =T(&n.¢.¢:¢,) (217)

biciminde elde edilir. Burada

R(u,v) = Au® + Buv + Cv? (2.18)
1
S(u,v;;u,,v,) = Auu, +§ B(uyv, +u,v;)+Cvyv,

ve T fonksiyonu da, verilen f fonksiyonundan tiiretilen fonksiyondur. (2.17)
denklemindeki & ve 7 degerlerini belirleme probleminde, (2.18) denkleminin
B?—4AC seklindeki kuadratik formu oldukca kolaylik saglar. Buna gbore, (2.17)
denkleminin kanonik formlari;
e B?—-4AC >0 olmasi durumunda
o°¢
oéon

e B?—-4AC =0 olmasi durumunda

o°¢
o =0(5.1.¢.¢:.4,),

=9(&.1.¢.¢:.¢,) .

e B?-4AC <0 olmasi durumunda, & = % (E+n) ve g= % i(n—¢) icin

Fe
oa®  9p’

:¢(a!ﬂv§’§a!gﬂ)

olur. (2.17) denklemi yukaridaki kanonik formlara gore siniflandirilirsa
e B?-4AC >0 icin hiperbolik
e B?—-4AC =0 icin parabolik
e B?-4AC <0 igin eliptik

olarak adlandwrilir [27].

Hiperbolik, parabolik, eliptik tip denklemler, bir¢ok fiziksel olaym modellenmesinde
ortaya ¢ikan denklemlerdir. Bunlardan en ¢ok karsilasilan ve literatiirde 6nemli yeri

olan denklemlere bazi 6rnekler su sekildedir.
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Hiperbolik denklemler

Hiperbolik tip denklemler, literatiirde genellikle, mekanik ve fizik
alanlarindaki uygulamalarda ortaya ¢ikmaktadir. Ozellikle binalarm ve makinelerin
titresimi problemleri, elektromanyetik, hidrodinamik, ses yayilmasi, elastisite ve
kuantum teorisindeki modeller, bu tip denklemlerdir. Hiperbolik tip denklemlerin en
bilineni dalga denklemidir. Bunun disinda Klein-Gordon ve telgraf denklemleri de
siklikla karsilagilan hiperbolik denklemlerdendir [27].

Dalga denklemi: ¢ fiziksel bir sabit olmak iizere, bir boyutlu homojen dalga denklemi
2 2

U 20U _g (2.19)

ot oX

ve bir boyutlu homojen olmayan dalga denklemi

ou  ,0Uu

E—Czy: F(X,t) (220)
seklindedir. (2.19) ve (2.20) denklemlerinde X degiskeni, yer ve t degiskeni, zamani
gostermektedir. ¢, pozitif bir sabittir. F de dalgaya etki eden bilinen bir dis kuvveti
temsil etmektedir. Dalga denklemi en ¢ok elektromagnetik, akigkanlar mekanigi ve

akustik alanindaki uygulamalarda ortaya ¢ikar.

Klein-Gordon denklemi: ¢ ve b fiziksel sabitler ve b >0 olmak tizere,

o o
FaRkiE vl
olarak verilen denkleme Klein-Gordon denklemi denir. Kuantum teorisinde

uygulamalarina rastlanmaktadir.

Telgraf denklemi: Elektrik dolagimmimn oldugu bir sistemde, x konumunda ve t
aninda voltaj ve akim hesaplamalarinda uygulamasi olan
o’'u  ou ,o0u

kS =c

pe p y+bu, k>0, b<0
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ile verilen denkleme Telgraf denklemi denir. Bu tip denklemler, telgraf kablolarinda,

radyo frekans iletiminde ve yiiksek voltaj enerji iletiminde kullanilir.
Parabolik denklemler

Parabolik tip denklemlerle, fizikte bir kati cisim i¢inde ya da homojen bir ortam
icinde, 1smnin iletiminin incelenmesi problemlerinde siklikla karsilasilir. Bu nedenle,

en ¢ok karsilasilan parabolik tip denklem 1s1 denklemidir [29].

Ist Denklemi: k pozitif 1s1 yayilim katsayisi, u=u(x,t) , X noktasinda t

zamanindaki sicaklik olmak {izere, zamana bagli 1s1 yayilimini gosteren bir boyutlu

homojen 1s1 denklemi

ou | du
—=k—
ot OX
ve bir boyutlu homojen olmayan 1s1 denklemi
ou , ou

A Y Fxt
o oxt (x0)

olarak wverilir. Is1 yayilimi probleminde baslangi¢ anindaki iletkenin sicaklik degeri
bilindiginden ve ayrica bazi problemlerde 1s1 iletimi iletkenin bir ucundan
basladigindan ya da bittiginden sinir degerlerinde bazi kosullar tanimlanmistir. Bu

nedenle 1s1 denklemi, baglangi¢-smir deger problemleriyle birlikte tanimlanirlar [29].
Eliptik denklemler

Eliptik tip denklemler, u(Xx,y) fonksiyonun Laplacian’

2 2
Vi = 6—g+6—l:
ox~ oy
olmak tizere,
Viu=0 (Laplace denklemi)
V= f(x,y) (Poisson denklemi)

Vau+ f(x, y)u=g(xYy) (Helmholtz denklemi)
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ile ifade edilen denklemlerdir. Cogunlukla, denge ve kararli hal problemlerinde bu tiir
denklemlerle siklikla karsilasilir. Uygulamalarda en ¢ok karsilasilan eliptik tip
denklemler, Laplace ve Poisson tipi denklemlerdir. Bu denklemler ile ilgili sinir-deger
problemleri, hidrodinamik, aerodinamik, 1s1 transferi, elastisite teorisi ve elektrostatik

gibi alanlarda ortaya ¢ikarlar [29].

Laplace denklemi: Potansiyel teorinin temel denklemi,

2 2
Vi = gx—l; + gy—lj =0

ile verilen Laplace denklemidir. Bu denklemle, en c¢ok, zamandan bagimsiz

problemlerde, verilen bolgede 1smin kararl yayilimi, 1s1 kaynagi olmayan bir bolgede

kararli sicaklik dagilimi, iletkenlerle cevrili yiiksliz bir bdlgede elektrostatik
potansiyel, bir akiskanda hiz dagilimi vs. problemlerinde karsilasilir [30]

Poisson denklemi:

o°u o
Vzu :y-FW = f (X, y)

esitligiyle verilen Poisson denklemine, 1smin kararli yayilimi problemlerinde rastlanir.
f (X,y) #0 olmasi hali, problemde bir 1s1 kaynagmin varhigini gosterir. Bundan baska

dis kuvvetlerin etkisi altindaki bir telin zamana bagl olarak denge konumuna gelmesi

de poisson denklemi ile gosterilir.

Kismi diferansiyel denklemler cogunlukla fizik, miihendislik ve doga
olaylarmin modellemesinden elde edildiginden problemin ¢6ziimii, problemin
tanimlandig1 ortamin sartlarina gére degisebilmektedir. Bu nedenle, kismi diferansiyel
denklemler, birtakim baslangic ve smir kosullar1 ile birlikte asagidaki gibi

smiflandirilabilirler.

2.7. Baslangi¢c Deger Problemi (Cauchy Problemi)
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ou ol ou A
sttt T
oX;  OX, ox; oy

n

=0 (2.21)

denklemi ile baglantili olan temel problem, baslangi¢ deger problemi yada Cauchy

problemi olarak adlandirilir. Bu problem, (2.21) denklemini ve verilen

U(X, Xy, eens X, 0) = (X, Xy, ... X))
ou

~ 1 Ny n!O = 1 Koy A
ay(xlx Xp:0) =9/ (X, %50 X;)

baglangic kosullarini saglayan U(X;, X,,..., X, ) ¢oziimiiniin aranmasi problemidir. ¢
ve y fonksiyonlari, y=0 da X -uzayinda tanimlanmis, bilinen fonksiyonlardir. ¢ ve
v ye baslangic verileri denir. C"*1 | (X,y) uzaymda y=0 diizlemi, problemin

baslangi¢ yiizeyi veya baslangic manifoldu olarak adlandirilir [21].
Daha 6zel olarak, Cauchy problemi asagidaki sekilde de tanimlanabilir.

Tamm 2.11. X,y bagimsiz degiskenlerine bagli bir u =u(X, y) fonksiyonu i¢in ikinci

mertebe en genel bir kismi diferansiyel denklem g6z oniine alinsin ve denklemin
t=F(x,y,u, p,q,r,s) (2.22)

seklinde u, =t tiirevine gore ¢ozilebildigi varsayilsin. Bir Y=Y, degeri i¢in

bilinmeyen fonksiyon ve onun Yy ’ye gore tiirevi,

u(x, yo) = f(x)

0, (%, o) = 9(x) (2.23)

olarak tamimlanirsa, (2.22) denkleminin (2.23) baslangic kosullarini saglayan
¢Ozlimiiniin bulunmas1 problemine, (2.22) denklemi igin Cauchy problemi denir.

Burada u, = p, u,=gq, U, =r,u,=s,u, =t olarak tanimlanmistir [22].

Fiziksel uygulamalarda y bagimsiz degiskeni genellikle zamani gosterir ve (2.23)

kosullarinda Y, =0 olmasi durumunda probleme baslangic deger problemi denir.
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Acikca baslangi¢ deger problemi Cauchy probleminin 6zel bir halidir. (2.22) ve (2.23)

denklemleriyle verilen Cauchy probleminin ¢dziimiiniin varlig1 ve tekligi i¢cin F, f
ve ¢ fonksiyonlar: iizerine bazi kosullarin yiiklenmesi gerekmektedir. Bu amagla

asagidaki Cauchy-Kowalewski teoremi verilmistir.

Teorem 2.12. (Cauchy-Kowalewski Teoremi) Eger F fonksiyonu,

Up = f(xo), Po = f'(xo), 0, = g(xo)’ Iy = f”(xo) Ve S, = gl(xo)

olmak tzere, (Xy, Yy Ugs Pys¥ys1y,S,) noktast  komsulugunda X, y,u, p,q,r,s
degiskenlerinin ve X, noktasi komsulugunda f ve g de, x degiskeninin analitik
fonksiyonlar ise, (2.22) - (2.23) Cauchy probleminin (X,, Y,) noktasi komsulugunda

analitik olan bir ve yalniz bir u =u(X, y) ¢6ztimii vardir [23].

Ikinci mertebeden lineer bir kismi tiirevli denklemin dnceden verilmis baslangi¢
kosullarin1 saglayan ¢6zlimiiniin bulunmasi, hiperbolik tipten denklemler icin
genellikle miimkiindiir. Hiperbolik olmayan denklemler i¢in de boyle bir problem
coziilebilir. Ancak elde edilen ¢6ziim, baslangic verileriyle stirekli bir sekilde uyumlu
olmayabilir. Yani, baslangi¢c verilerindeki kiigiik bir degisiklik, ¢oziimiin ¢ok biiyiik
oranda degigsmesine sebep olabilir. Bundan dolayi, Cauchy probleminin veya baslangic
deger probleminin esas olarak uygulandigi denklemler hiperbolik tiptendir. Parabolik
denklemlerle de baslangi¢ deger probleminin tanimlandig1 durumlar vardir. Bununla

beraber eliptik denklemler i¢in genellikle siir kosullar1 verilir [24].

2.8. Sinir Deger Problemi

Kismi diferansiyel denklemle birlikte aranan fonksiyonun tanimli oldugu
bdlgenin smir1 iizerindeki degerinin 6nceden verilmesi ile olusan problemlere, sinir
deger problemi denir. Smir deger problemleri, genellikle eliptik tip denklemlerle
birlikte tanimmlanirlar. Eliptik tip denklemlerden Laplace denklemini igeren bazi
onemli smir deger problemleri su sekildedir [27].

Dirichlet problemi: Q< R" smirli bir bdlge olsun ve Q 'nin 4Q smir1, diizgiin

olsun. f eC°(0Q) verilen bir fonksiyon olmak iizere,
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Au(x)=0, xeQ
u(x) = f(x), xeoQ

denklemlerini saglayan ueC*(Q)NC°(0Q) fonksiyonunun aranmasi problemine

Dirichlet problemi denir. Daha agik olarak, u fonksiyonu, Q ( Q=QuUaQ ,

Q nin kapanisi ) da tanimli ve siirekli, €2 ’da harmonik ve 6Q iizerinde f ’ye esit

olur. Dirichlet probleminin tanim bélgesi Sekil 2.6. da gosterilmistir [21].

oQ Uzerinde
u=f

Q

Q2 niniginde Au =0

o0

Sekil 2.6. Dirichlet problemi

Neumann problemi: Q < R" smirli bir bolge ve 6Q sinir1 diizgiin olsun. 6Q smir1

tizerinde, X € 0Q noktasinda, 6Q nin dig birim normal vektori n=n(x) ile

gosterilsin. f € C°(6Q) verilen bir fonksiyon olmak iizere,

Au(x)=0, xeQ
8u_(x)= f(x), xeoQ
on

denklemlerini saglayan ueC?(Q)NC'(0Q) fonksiyonunun aranmasi problemine

Neumann problemi denir. Neumann probleminin tanim bolgesi Sekil 2.7. de

gosterilmistir.

a—u:f, x € 0Q

on

Q

Au(x)=0,xeQ

0Q2

Sekil 2.7. Neumann problemi
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Yukaridaki smir deger problemleri, smirli bolgeler i¢in tanimlanmistir. Bu
yiizden bunlara i¢ sinir deger problemleri denir. Sinirsiz bolgeler i¢in de benzer sinir

deger problemleri tanimlanabilir. Bunlara da dis sinir deger problemleri denir [21].

Kangsik problem: Qc R" smirli bir bdlge ve 6Q smir1 diizgiin olsun. X € 6Q
noktasindaki dis birim normal vektorii n=n(x) ile gosterilsin. «,f, f € C°(6Q)

verilen fonksiyonlar olmak tizere

Au(x) =0, XxeQ
a(x) a“a(nx) + AU = f(X), X € 00

denklemlerini saglayan UeC*(Q)NC'(6Q) fonksiyonunun aranmasi problemine

karistk problem denir [21]. Karisik problemin tanim bolgesi Sekil 2.8. de

gosterilmistir.

@) a%+,8u=f,x65§2
on

20 Au(x)=0,xeQ

Sekil 2.8. Karigik problem

2.9. Yaklasim Problemi

Uygulamal1 bilim dallarinda, verilen herhangi bir fonksiyona ondan daha basit,
polinom gibi, fonksiyonlarla yaklagsmak oldukca kullanislt bir yontemdir. Yaklasim
yaptigimiz polinom fonksiyon, yaklasilan fonksiyonun 6zdesi olmasa da ona oldukca
yakm bir fonksiyondur. Boylece karmasik ve matematiksel olarak islenmesi zor
herhangi bir fonksiyona, ona ¢ok yakin olan polinom gibi bir fonksiyonla yaklasarak,
fonksiyonun belirli noktalarda degerlerini bulmak, tiirevini ve integralini alabilmek
miimkiin hale gelmektedir. Bu sekilde bilinen herhangi bir fonksiyona, ona yakin daha
basit bir fonksiyonla yaklagsma islemine yaklagim problemi adi verilir. Yaklagim

probleminde dikkat edilmesi gereken 3 ana husus vardir. Bunlar:
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e Fonksiyonun sinifi (yaklagilacak fonksiyonu igerir.)
e Form (yaklasim fonksiyonu i¢in)

e Norm (yaklasimin hatasini belirlemek igin)

Fonksiyon sinifi, yaklasim igin uygun olacak sekilde, I fonksiyonlar ailesinin

daraltilmasi ile elde edilir. Ornegin, [a,b] reel araliginmn alternatif bazi fonksiyon

aileleri,

C[a,b]:[a,b] tizerinde siirekli fonksiyonlar

L [a,b]:[a,b] tizerinde smirli fonksiyonlar

L,[a,b]:[a,b] tizerinde karesi integrallenebilir fonksiyonlar

L [a,b]:[a,b] tzerinde L, integrallenebilir fonksiyonlar; yani, verilen
herhangi bir f(x) fonksiyonu ve negatif olmayan agirlik fonksiyonu w(X)
i¢in

iw(x)|f(x)|pdx . 1<p<w

seklinde verilebilir.

Yaklagimin formu, yaklasim fonksiyonu i¢in belirlenmis 6zel fonksiyonel formlardan

olusur. Bunlar ayarlanabilen katsayilar ve birtakim parametreler icerir. f(X) ’in

muhtemel yaklasim fonksiyonlarindan olusan f (X), bir A ailesi tanimlar. Ornegin,
e n. dereceden polinomlar

A=P ={f"(x)=p,(X) =C, +CX+...+C X"}, {c,} ler parametre
e Rasyonel fonksiyonlar

p
8y +a,X+...+a,X

A= {f*(x) =r,,(X)= } {a;} ve {b;} ler parametre

1+bx+..+b x*

Norm, f'(X) yaklasim fonksiyonunun, f(x) yaklasilacak fonksiyona olan uzakligmni

skaler bir 6l¢ii olarak verir ve H f— f*H ile gosterilir [12].

Tanm 2.12. K=R yada K=C ve V, K {izerinde bir vektor uzay1 olmak tizere,
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=0, u=0s[u] =0

i [lu+v] <|ul|+|v]| , (icgen esitsizligi)

iii. |au|=|a||u], Va e R
aksiyomlari ile birlikte tanimlanan ||||:V — R gergek degerli fonksiyona norm denir.

Fonksiyon uzaylarinda bazi standart normlar su sekildedir:

1. L, norm (sonsuz norm, maximum norm)

1=, = mex|f o

a<x<b

2. L, norm (en kiigiik kareler normu, Oklid normu)

b
MEM \/IW(X)| f (x)|2 dx , w(x)negatif olmayan agirlik fonksiyonu
3. L, norm (1-normu, Manhattan norm)

[£1=l1£1; = JwOol f (9]

4. L, norm (Hdlder norm)

1
h P
11111, Jsiroo o[ 1<p <
5. Agirlikli minimax norm

[ /= maxwCo £ ()

Yaklasilacak fonksiyonun sinifi, yaklasimm formu ve yaklasilacak fonksiyonla
yaklasim fonksiyonu arasindaki 6l¢ii belirlendikten sonra, bu l¢iiniin hangi durumda

en iyi oldugu asagidaki tanimlarla ifade edilir [12].

Tamm 2.13. ' normlu lineer uzay, F de bir fonksiyon f(x) ve Ac [F olmak iizere,
1. V&>0 igin
|f—f|<e

olacak sekilde bir f(x) varsa, f (x)’e A da bir iyi yaklasimdir denir.
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2. f7(x), A da bir yaklasim olmak iizere,

Hf—fB*

s”f—f*

esitsizligi gergeklenecek sekilde bir fg (x) varsa, f,(x)’e A da bir en iyi yaklagimdir
denir.
3. p pozitif gergel say1 ve f,(x), A da en iyi yaklagim olmak iizere,

Hf —f5 s(1+p)Hf—fB*H

esitsizligini gergekleyen bir f,(x) varsa, f (x) ’e A da en iyiye yakin bir

yaklagimdir denir.

Bu genel 6nbilgilerden sonra, problemin tanim bolgesi €2, yaklagim yapilacak
fonksiyonun smifi, C°(Q) olsun. Ayrica iki degiskenli polinom uzay1 P olmak iizere,

yaklagim fonksiyonu, iki degiskenli sonlu Bernstein serisinden olusan bir polinom ve

yaklasimm normu da | f||=|f|_ =max|f(x,y)| olsun. Siralama noktalarma dayali

Bernstein matris metodu ile ikinci mertebe kismi diferansiyel denklemlerin ¢6ziimleri,
iki degiskenli sonlu Bernstein serileri cinsinden bulunarak, verilen bolge iginde
yaklasimda yapilan hata belirlenecektir. Metodun ¢6ziim asamasinda elde edilen
matris denklemi ayni zamanda bir lineer denklem sistemidir. Bu amagcla, lineer

denklem sistemlerinin ¢oziimleri de incelenecektir.

Chebyshev Siralama Noktalari: Chebyshev polinomlarmin [-1,1] tanim araligi,
Xg X,.-» Xy Olacak sekilde N pargaya boliinsiin. Bu N +1 noktaya, siralama noktalar1

ad1 verilir. Ozellikle X, =1 ve X, =—1 olmak iizere siralama noktalarini
X; =cos%, i=01..N (2.24)

olarak segmek uygundur. Ciinkii bu noktalar Ty (X) ’in extramum noktalaridir ve her

bir T, (x) fonksiyonu [-11] araligimda N +1 esit maksimum ve minimum degerine
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sahiptir. N . dereceden Chebyshev polinomu X, ve X, noktalarinda 1 ug

degerlerini alir [12].

2.10. Lineer Denklem Sisteminin Coziimleri
Bilinmeyen sayis1 n ve denklem sayis1t m olan cebirsel denklem sistemi, genel

olarak,
Z;aijxj =b, i=1..m (2.25)
j=

seklinde yazilir. Burada x;’ler bilinmeyenler, a, ;’ler sistemin katsaylari, b. ler de

bilinen degerlerdir. (2.25) cebirsel denklem sistemi, matris formunda

Ax=b (2.26)

olarak yazlabilir. Burada A = (a;;) € C"™™" Kkatsayillar matrisi, b=(b)eC"

bilinenlerden olusan bir vektor ve x = (x;) € C™ bilinmeyenlerden olusan bir
vektordiir. (2.26) nin ¢oziimii (2.25) denklemini de saglayan n tane X, den olusur. n.
mertebeden reel degerli kare sistemde A € C™™ ve b € C™ olur. (2.25) lineer denklem

sisteminin tek ¢éziimiiniin olmasi igin gerek ve yeter kosul A matrisinin nonsingiiler

(diizgiin) olmasidir. Bununla ilgili teorem asagida verilmistir.

Teorem 2.13. Verilen A kare matrisi i¢in asagidaki kosullar birbirine esittir
i) A vardrr
i) Ax=0 homojen sistemin yalnizca 0 (sifir) ¢oziimii vardir.
iii) A matrisinin satirlar1 lineer bagimsizdir.

iv) A matrisinin siitunlar1 lineer bagimsizdir.

v) det(A) = 0 [15].

Gauss Eliminasyon Metodu: Matris formda Ax=b seklindeki lineer denklem

sistemi i¢in det(A) # 0 ise bu denklemin her iki tarafi matrisin tersi ile ¢arpilarak, X

in ¢oziimii x = A'b seklinde elde edilebilir. Fakat matris tersinin alinmasi i¢in

kullanilan yontemler bilgisayar ortami agisindan hem zaman alici, hem de olusan
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hatalar agisindan dezavantajlidir. Bu nedenle ters alma yerine bir eliminasyon
yonteminin kullanilmas: daha kolay ve faydalidir. Metodun uygulanabilmesi i¢in

arttirilmis A matrisi asagidaki sekilde olusturulsun:

Q1 Qg AN HNa
~ ) Ay Ap vt AN, ANa
A=[Ab]= " 7 . T

dni Anz cct Ann s AnNs

Burada A, katsayilar matrisini gostermektedir. ( N +1)’inci siitundaki girdiler ise

bilinen b degerlerini vermektedir (& n, =0 , 1=12,...,N). Elde edilen bu matrise

elementer satir islemleri yapilarak

Gy dip -+ Ay 5 Ana
LR
0 -~ 0 &aw ; awna

seklinde arttirilmis matris olusturulur ve lineer denklem sisteminin ¢oziimii, elde
edilen bu arttirilmig matrisisin yardimiyla bulunur. Bu yontemle lineer denklem

sistemini ¢dzmeye Gauss eliminasyon metodu denir [15].

En Kiiciik Kareler Metodu: Ax=b, denkleminde A’ nin tekil olmayan kare matris
olmas1 durumunda bir¢ok ¢6ziim yontemi vardir. Ancak, pratikte A’ nin tekil oldugu
yada A’nin kare matris olmadig1 bircok uygulamayla karsilasilmaktadir. Ornegin, A
matrisi mxn tipinde bir matris olmak tizere, m>n ise bu tiir sistemlere denklem
sayist bilinmeyen sayisindan fazla olan sistem, tersine m<n ise denklem sayisi
bilinmeyen sayisindan az olan sistem ad1 verilir. Bu tip denklem sistemlerinin ¢oziimii
icin, tez kapsaminda incelenen yontem, lineer denklem sistemlerinin en kiiciik kareler

metoduyla ¢oziimiidiir. Bu yontem, |r(x)|=|Ax—b| 'nu minumum yapan X

vektoriinii bulmak tizere kurulmustur. Burada kullanilan norm,

I Oklid normudur
[15].
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Tanim 2.14. mxn tipinde reel degerli A matrisi ve reel degerli b vektori igin,

[r(x)| =||Ax—b], ifadesini minimize eden nx1 tipindeki x vektdriinii bulmaya,

lineer en kiiciik kareler problemi denir.

Tamim 2.15. (Pseudoinverse) A, mxn tipinde matris m>n ve rank(A)=n olmak

uzere,

A =(ATA)AT

yada m<n ve rank(A) =m olmak iizere,

A* — AT (AAT )—1

ile tanimlanan matrise, A matrisinin pseudoinverse matrisi denir. Literatiirde
Pseudoinverse matrisi, A ’nin Moore-Penrose genellestirilmis tersi olarak da

adlandirilir.

Yukaridaki teoremden, denklem sayisi bilinmeyen sayisindan fazla olan

sistemler icin x=Ab olacak sekilde tek bir en kiigiik kareler ¢dziimiiniin oldugu

sOylenebilir.

Tanim 2.16. (Pseudoinverse ile en Kiiciik kareler ¢6ziimii) A, mxn tipinde matris,

m>n ve rank(A)=n olmak iizere, Ax=Db denkleminin tek bir en kii¢iikk kareler

¢Oziimii vardir ve
x=(A"A)Ab=AD (2.27)
olarak bulunur [15].
2.11. Lineer Olmayan Denklem Sisteminin Coziimleri
Lineer olmayan denklemler ve denklem sistemleri yiizyillardir fizik¢ilerin ve
matematikcilerin ilgi odagi olmustur. Bunun sebebi dogada karsilasilan pek ¢ok

problem lineer olmayan denklem veya denklem sistemi seklindedir. Ancak bunlarin
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coziimleri lineer denklemler gibi kolay olmamistir. Bugiin hala bu denklemlerin
cebirsel ¢oziim metotlar1 bilinmemektedir. Tam ¢oziimii bulmak yerine, cesitli
iterasyon yontemleri ile yaklagik c¢oziimler bulunmaktadir. Ancak, bu iterasyon
yontemleri bile tiim denklemler i¢in istenilen sonucu vermemektedir. Bazi
denklemlerde istenilen sonu¢ elde edilmekte, bazi denklemlerde ise elde

edilememektedir [31].

Tanmim 2.18. Pek ¢ok problem

fi (X, X2, %) =0 1=12,..,n

seklinde yazilabilmektedir. Bu tip sistemlere lineer olmayan denklem sistemi denir ve

daha kisa olarak
F(x) = [f1, f2r s fu] =0
biciminde yazilir.
Newton metodu: F(x) =0 ile belirtilen lineer olmayan denklem sistemini

fi () = £ (4) + VFi (% ) (X = %) + O(|x — % ”2)

bi¢iminde Taylor formiiliinii kullanarak ¢6zer. Jakobiyen matrisi

[ of, of, |
P
J)=| ¢+ .
of, of,
k3 >

seklinde tanimlanmak {izere genel halde,

F(x) = F (%) + 3 (% )(x = %) + O x = xc|[*)

olur. Buradan
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J (X)X =%) =—F (%) (2.29)

yazilabilir. Eger Jakobiyen matrisi singiiler degil ise (2.29)’un tek bir X,,; ¢Oziimii

vardir ve

X — X = —J (X )71 F (%)

. (2.30)
Xea =X —JI (%) F(X)
yazilir. Boylece (2.30) sisteminin yardimiyla ¢6ziim elde edilir.
2.12. Bernstein Polinomlarinin Temel Matris Bagintilan
n.dereceden Bernstein polinomlarmin genel formu n=0,1,..., N igin
X"(R—x)"™"
B, (X)= ( j(R—N) 0<n<N (2.31)
seklinde olup binom katsayilar1
N N!
= (2.32)
n) n!{(N-n)!
N-n
(R—x)V™" = [ j( DFRN XK (2.33)
k=0

olarak verilmektedir [25]. (2.31) ve (2.33) ifadelerinden R biitiin tabanlarm bir formu

icin tanimlanan polinomlar1 {izerinde [0, R] araligmin maksimum bir degeri olmak

ilizere daha acik bir bigcimde

B, ()= Z[ j[N ”j(Rnl)kx 234

yazilabilir. Burada n+1 tane n.dereceden polinom vardir. Kolaylagtirmak i¢in, eger

n<0 veya n>N i¢in B, (x)=0 diyebiliriz. Dolayisiyla verilen herhangi bir n.

dereceden polinomu

34



y(x):ZN:aan’N(x) , N=>1 (2.35)

baz fonksiyonlarinin lineer kombinasyonu olarak acilabilecegini kolaylikla

gosterebiliriz.

(2.35) ifadesi

[y()]=By (x)A (2.36)

matris formuna doniistiriilebilir; burada B (X) ve A matrisleri

BN (X) ZI:BO,N (X) Bl,N (X) BN,N (X):', A:[aO al a‘Z aN ]T

olarak tanimlanir. Bu durumda (2.36) matris formu,
x —a+2=%j  i=01....N
N
collocation (siralama) noktalarinda
[y)]=B, (x)A ,i=01...,N

sekline gelir. Bu 6zelliklerden yararlanilarak ifadesinin matris formunu asagidaki gibi

yazabiliriz:
BL(X)=M"X"(x) & B, (X)=X(X)M.
Burada
By(0=[B,(® B,() - B, ], X=[1 x x* - x"],
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seklindedir.

N
0
)
0 0
0 0
0 0

X0 =[0)"

CSRNOR

olarak tanimlanir. k=0 ve k =1 i¢in;

X(x) =[x°

elde edilir ve

X

_(Xo)ﬁ)_
(Xl)ﬂ)
()
()

L(x)® ]

2. XN],

o O —» O

(XN)(k>]

XD =[0E)" ()Y ()

O N O O

w O O o

olarak matris formunda yazilir. Burada

o O —» O

o N O

w O o o

o O O o

N

o O O O
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olmak tizere, kisaca

(XP )" =PX()'

elde edilir.
XY (x) = X(x)P'
X®(x) = XD (x)PT = (X(x)P")P" = X(x)(P")
X® () = X()(PT)°
X®(x) = X(x)(P")"
bulunur.

(2.36)’da ifade edilen matris formunun k. mertebeden tiirevi

y© ) =B,“ (A

seklindedir.(2.41)’de baz1 islemler yapilirsa

B, (X)=X(x)M" ve B® x)=X®(x)M"

(2.42)’de bulunan ifade (2.41)’de yerine konulursa
y  (x)=XO(x)M"A

olur. Sonra (2.40)’dan bulunan ifade (2.43)’de yerine yazilarak

y* (x)=X(X) (PT) M"A

elde edilir [32].

2.13. Hata Analizi

(2.40)

(2.41)

(2.42)

(2.43)

(2.44)

Fiziksel olaylardan modellenen matematiksel bir probleme niimerik bir metotla

yaklasildiginda, birkag tiir hata ile karsilasilmaktadir. Bunlar:

e Modelden kaynaklanan hatalar;

37



modelin uygun se¢imiyle giderilebilir.
e Verilerden kaynaklanan hatalar;

bu tiir hatalar fiziksel olaydaki 6l¢timlerin dogrulugunu arttirarak giderilebilir.
e Kesme hatalari;

niimerik yontemle ¢oziim yapilirken sonlu sayida adim almanin getirdigi hatalardir.
e Yuvarlama hatasi;

Bilgisayarda kullanilan programdaki islemden kaynaklanan hatalardir [12].

Bu ¢aligmada, literatiirde en cok karsilasilan problemlerin ¢oziimleri 6rnek
olarak alinmistir. Bu nedenle, 6l¢ciim degerlerinin belirlenmesinde ve fiziksel olayin
modellenmesinde herhangi bir katkida bulunulmadigindan dolayi, problemin
modelden kaynaklanan hatalar1 ve verilerinden kaynaklanan hatalar1 ihmal edilecektir.
Kesme hatasi ve yuvarlama hatas1 olarak adlandirilan hatalar, bilgisayarda sonlu
sayida terimle islem yapilmasindan kaynaklanan bilgisayar kaynakli hatalardir.
Bununla birlikte, metodun spektral metotlarin bir smifi olmasi nedeniyle, spektral

metotlar i¢in hesaplanan Discretization (Kesikleme) hatas1 da bulunacaktir.

Mutlak Hata: Gergek deger u(x,t) ve tahmini deger G(X,t) arasindaki farkin
buytikligiidir. Bu nedenle mutlak hata e (x,,t,)= ‘u(xa ) —U(x,,t ﬁ)‘ seklinde
tanimlanmaktadir. ~ Burada ~ x=x,, t=t,€[0,1]x[0,T], «,#=0,1,...  olarak
verilmektedir. Ayrica, €y (X,,ty) <107 =107, (k pozitif bir tamsay1) mutlak hata
fonksiyonu olarak tanimlanmaktadir. Burada, N kesme limiti arttik¢a, e\ (X,,t;) 'nin

her noktadaki degerinin saptanmis 10 degerinden kii¢iik olmas1 beklenmektedir.

Bagil Hata: ((x,t) 'nin bagil hatasi, u(x,t) tam degeri ve |u(x,t)—0(x,t)| mutlak

_ -yl

bagil = ||u|| ile bulunmaktadir.

hatast ile iliskilidir. Bagil hata E

Kesme Hatasi: Sayisal analiz ve bilimsel hesaplamalarda kullanilan sonsuz serilerin
daha az sayida terimle kesilmesi ile ortaya ¢ikan hatay: belirtmektedir. Bu gibi hatalar

aslinda algoritmik hatalardr ve ortaya ¢ikacak hatanin kapsami tahmin

edilebilmektedir [34].
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Yuvarlama Hatasi: Hesaplama aracinin belirli sayilarla islemi yapamamasi nedeniyle
olusmaktadir. Buradaki hata, kullanilan programm virgiil sonras1 dikkate alinan
basamak sayisina bagli olarak en yakin degere yuvarlanmasi gerektigi durumundan

kaynaklanmaktadir.

Kesikleme (Discretization) Hatasi: €;(N, N) ile gosterilen kesikleme hatasi, tam

¢Ozlimiin N +1 terimiyle yaklasik ¢oziimiin N +1 terimi arasindaki farktan elde edilir.
Burada yaklasik ¢6ziim, N+1 taban fonksiyondan olusan Bernstein polinom

yaklagmmidir ki

tam ~
Uinn) ~Yenn) (2.45)

eD(N,N)sZN:

olarak elde edilir.

Problemin tanim bdlgesinde bilinen fonksiyona, Bernstein polinomlarma dayali
yaklasik ¢oziimle yaklagmakla yapilan hata da maksimum hata tanimiyla asagida

verilmistir.

Maksimum Hata: L, normuyla ifade edilen maksimum hata, problemin tanim
bolgesinde, u(x,t) bilinen fonksiyonuna, uy  (x,t) =G(x,t) yaklasim fonksiyonu ile

yapilan maksimum hatay1 gosterir ve 1<i < N +1 olmak iizere

L, —hata=e_, (N, N) =max|u(x,z)—0(x,7)| (2.46)
olarak elde edilir.
Bu hatalardan baska, ¢dziimiin dogrulugu rezidii fonksiyonundan kontrol edilebilir.

Rezidii fonksiyonu, tam ¢6ziimii bilinmeyen problemler i¢in ¢dziimiin dogrulugu

hakkinda yorum yapma imkani saglar.
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Rezidii Hatas1: Siralama metotlarinda bulunan yaklasik ¢oziimlerin tekrar problemde
yerine yazilmasi ile tanimlanan hatalardir. Problemin niimerik yontemle ¢dziilmesi ile
elde edilen yaklasik ¢6ziim degerleri ve hesaplanan mutlak hatalara gore oldukca
kiigiik olgekli olabilmektedirler [35]. Ayrica hata analizinde farkli hata normlarindan

da yararlanilabilir. Bunlar asagidaki sekilde tanimlanmaktadir:

1. L,-hata= (ZN: (u(x,7)—0a(x, T))zj

i=0

Z((u(xi’f)_a(xilr)) b_a
2. RMS hata = Nl (%, =a+(@-1h, hzT).

Burada 7, [0,R,] araliginda keyfi bir sabittir [39].

2.14. Tezin Amaci

Bu tez ¢alismasindaki amag, yukarida bahsedilen ¢aligmalar1 ikinci mertebeden
bir boyutlu ve iki boyutlu diferansiyel denklemler ile bazi lincer olmayan kismi
diferansiyel denklemlerin yaklasik ¢6ziimleri i¢in gelistirmek, uygulamak ve 6nemli
Ozelliklerini ortaya c¢ikarmaktir. Siralama noktalarma dayali Bernstein siralama
metodunun en biiylik avantajlarindan biri, sonlu elemanlar ve sonlu farklar gibi
metotlarda kullanilan agir bilgisayar algoritmalarmin kullanilmamasi, matris
denklemlerine doniistiiriilen problemin ayni zamanda lineer cebirsel bir denklem
sistemi olmasidan dolayi, direkt ¢6ziim yapilarak sonuca ulasilabilmesidir. Bunun
yaninda, kullandigimiz metot ile spektral metotlarin tamaminda oldugu gibi,
tamamiyla niimerik bir ¢6ziim elde edilmez. Bazi problemlerde, N kesme sinirinin
uygun secimiyle, tam ¢éziim de elde edilebilmektedir. Yontem; kismi diferansiyel
denklemleri bir matris denklemine doniistiirmeye dayanir. Bu matris denklemi, lineer
denklemler icin bilinmeyenleri Bernstein katsayilarindan olusan bir lineer denklem
sistemine; lineer olmayan denklemlerde ise siralama (collocation) noktalar1 yardimiyla
olusturulan lineer olmayan denklem sistemine karsilik gelir. Boylece, bu sistemlerin
coziimiinden elde edilen Bernstein katsayilar1 kullanilarak, verilen kismi diferansiyel

denklemlerin sonlu Bernstein seri formunda yaklasik ¢oziimii elde edilir.
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3. MATERYAL VE YONTEM

3.1. Ikinci Mertebeden Degisken Katsayih Lineer Kismi Diferansiyel

Denklemler icin Bernstein Matris Metodu

Bu kisimda ikinci mertebeden degisken katsayili lineer kismi diferansiyel denklemler

icin Bernstein collocation (siralama) metodu olusturulacaktir.

3.1.1. Giris
Iki degiskenli u(x,t) fonksiyonu icin ikinci mertebeden degisken katsayili lineer
kismi  diferansiyel denklem genel olarak  A(X,t),B(x,t),C(x,t),D(x,t),
E(x,t), F(x,t) ve G(x,t) ; Q=[0,R]x[0,R,] bdlgesinde Bernstein serisine
agilabilen fonksiyonlar ve 0< X <R, 0<t<R, olmak iizere

2 2 2
A(x,t)%+ B(x,t) gx;t +C(x,t)aat—§’+ D(x,t)Z—)LZJr E(x,t)%+ Foxu=G(xt)  (3.1)

seklinde tanimlanir. Ayrica, (3.1) genellestirilmis kismi diferansiyel denklemi igin

baslangi¢ kosullari,

u(x,0) =h (x), 0<x<l<oo,
(3:2)
U (x,0)=h,(x), 0<x=<l<ow

sinir kosullari,

u@©,t) =n,(t), O=<t<T <o
(3.3)
u(l,t) =n,(t), O<t<T <o

seklinde tanimlanmaktadir [33]. Burada h (x), h,(x), n(t) Vve n,(t) belirtilen

araliklarda tanimli, bilinen fonksiyonlardir.

Bernstein matris metodunda amag; verilen problemi bir matris denklemine

doniistiirmek ve buradan Bernstein katsayilar matrisini bularak, Bernstein seri
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¢ozimiini elde etmektir. Bu kesimde incelenecek olan problemin u(x,t) ¢oziim

fonksiyonunun sirasiyla,

N N 1
U(X,t) ;Zzupyq Xptq y up,q :—u(pyq)(olo)
p=0 g=0 plql
N N
u(x,t)=u,  (xt)=>>a Bri(xt), a<x<b, 0<t<T (3.4)

p=0q=0

formlarinda iki degiskenli sonlu Taylor ve Bernstein serisine agilabildigi varsayilsin.

Burada N >1 ile verilen pozitif tamsay1 ve kesme sinir1 olup a,, ler ise Bernstein

katsayilaridir. Ayrica By q(X,t)=B(X)Bq(t) olmak iizere B,(x) ve By(t)
polinomlar1 sirasiyla p. ve (. dereceden Bernstein polinomlaridir. Ayrica yontemde

kullanilacak olan siralama noktalari

(b—a). T. ..
X =a+-—=>1| , t.=—1:; 1,]=01,...,N .
2 =N j (3.9)

ile verilir.

3.1.2. Temel matris bagintilan

(3.1) ile ifade edilen ikinci mertebeden degisken katsayili lineer KDD nin,
(3.4) formunda yaklasik ¢Oziimiinii elde etmek i¢in, bilinmeyen Bernstein
katsayilarmin bulunmasi gerekmektedir. Dolayisiyla (3.1) denklemindeki terimlerin
matris formu olusturulmalidir. Oncelikle, (3.4) ¢ziim fonksiyonu ve onun tiirevleri
asagidaki gibi matris formunda yazilabilir [42]:
u(x,t) = X(x,t)U, u®P(x,t)=X""(x,t)U
ve

u(x,t)=By(x A, u®P(xt) =BV (xt)A.
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Burada X(x,t) ve By (x,t) 1x(N +1)* boyutunda bir matristir ve

X(X,t) =[XKoo(X,1) ... Xon(X,1) Xio(X,1) oo Xon(X,t) o Xyo(X,t) ... Xyn(X,1)]
Bn (X, ) =[Boo(X,1t) ... Bon (X, t) Bio(X,t) ... Biny(X1) -+ Byo(X,t) ... By n(X1)]

seklinde tanimlanmigtir. Bu matrisin elemanlart X, ,(x,t)=x"t"; m,n=0,1,...,N
bicimindedir. Ayrica bilinmeyen Taylor ve Bernstein katsayilar matrisleri ise

(N +1)* x1 boyutunda olup

— T
U=[Ug Upy - Ugyy Upg Uy ooe Uy o Uy g Uy ooe Uy |

— T
A:[ao,o Qoq - g o Sy By 8y Byg e aN,N]
seklinde tanimlanir.

Onerme 3.1. (3.1) denkleminin sonlu Bernstein polinomlar1 cinsinden yaklasik

¢OzUumi

N N
ux,t)=>>a  Bri(xt), a<x<b,0<t<T

q
p=09=0

olarak verilsin. Bu ifadenin matris denklemi

B,= [Bg x) B'(x) - By (X)L(Nﬂ) ’
0 Bn(t) 0
Qn = : . . :
0 0 Bn(t) (N+1)x(N +1)2

ve bilinmeyen Bernstein katsayilari
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— T
A:[ao,o Qg - g S Sy e By By Byg e aN,N]

olmak tlizere

u(x,t)=B,(x) Q, (A (3.6)
seklinde verilir.

Ispat: Bu 6nerme, matris carpimindan asagidaki gibi kolaylikla ispatlanabilir [12]:

u(xt) = iiap,q BP(X) B (t) = 85, BL (X) B (t) + 80, BY (X)BY (1) + -+ 20 BL (X)BE (1) +

p=0q=0

2,08/ (X)Bg (1) + 2y, By’ (X)By' (1) +---+ 2, By’ (X) By (1) +

aNOBlr\]I (X) BS (t) + amBﬂ (X) Bln (t) +otayy Br: (X) Brrx]n (t)
=B,(x)Q, (A

Verilen kismi diferansiyel denklemin yaklagik ¢oziimiinii bulabilmek igin, u(X,t)

bilinmeyen fonksiyon ve onun u®V(x,t) kismi tiirevleri arasinda bir bagmtinn

bulunmasi gerekmektedir. Asagidaki kisimda bu bagintidan bahsedilecektir.

3.1.3. Yaklasim fonksiyonu ile tiirevleri arasindaki baginti

(3.1) denklemindeki bilinmeyen fonksiyonun tiirevlerinin

- N N -
u(x ) => > a  BratI(xt)

p=0qg=0
seklinde iki degiskenli sonlu Bernstein serisine acilabildigini kabul edelim. Onerme 1

den bu ifade matris formunda

U (x,t) = B,% (\)Q, 7V (A (3.7)
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olarak yazilabilir. B, (X), Q, (t) ve bunlarin tiirevleri arasindaki bagmntilar asagidaki

onerme ile verilmistir.

Onerme 3.2. u(x,t) fonksiyonu ve (i+ j). mertebeden kismi tiirevleri, sirasiyla,

(3.6) ve (3.7) ile gosterilsin. Bu durumda

utd(x,t) = X(x)P' M" T(t) (P)' MA, i,j=0,12

olacak sekilde bir bagint1 vardir. Burada

M =diag(M",M",....M") , P=diag(P,P,...,P),

) £
2 0
P= : :
0 0 0 N
0 0 0 0|
ve
T(t) =diag(T(@), T(t)...,T®) , TM)=[1 t - t"]
seklindedir.

Ispat: B, (x) ve B,®(x) tiirevi arasinda (2.42) esitliginden,

B,Y(X)=X(x)PM"

olacak sekilde bir bagmnti vardir. Burada M' matrisi (N +1)x(N+1) tipinde bir

matristir ve
My My -0 Mgy
(<) (N)(N—i . m m e m
mij: —Rj i J_| , |SJ lg:ln M: :10 :ll . ;I_N

0 , 0>
Myo My - My
ve
X(¥)=[1 x - x"]
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seklindedir. Benzer sekilde B, (X) ’ in 2. mertebe tiirevi

B,?(x) =X?(x)M" = X(x)P*M"

olur. Tirev almaya ardigik olarak devam edilirse B (X)’ in I. mertebe tiirevi

B,”(x) = XY (x)M" = X(x)P' M" (3.8)

olur. Benzer sekilde Q, (t) nin J. mertebe tiirevi de

QM) =TYMM" =T(t)PM
QA =T?H)M"=T()P*M

(3.9)
QM) =TPMO)M" =T(t)P 'M

olarak elde edilir. Burada M ve P, (N+1)°x(N+1)? tipinde kdsegensel blok

matristir ve

M =diag(M",M",...,M") P =diag (P,P,...,P)

(N+D)2x (N+1)2 ! (N+1)2x (N+1)2

olarak gosterilir.

o i+]j
Son olarak, u®?(x,t) = aalf—;(;t) olmak tizere (3.7) esitligi (3.8) ve (3.9) den
X
u(x,t1) =B, (x)Q,(t)A=X(X)P'M" T(t)(P)) MA (3.10)

matris bagintisi elde edilir [12].

Diger yandan, (3.1) denklemindeki bilinmeyen fonksiyon ve kismi tiirevleri, (3.6) ve
(3.10) esitlikleri yardimiyla asagidaki matris denklemlerine dontistiiriilebilir:
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u®(x,t) =u(x,t) = X(x)M'T(t)M A

U (x,t) = 2_u =X(X)PMTT(t)MA
X
(2.0) 82u 2nAT T " A
u®9(x,t) :? =X(X)P"M ' Tt)MA
X
o 3.11
u(O,l)(X’t):g_l::X(x)MTT(t)PMA ( :
02) o°u T D\2 N A
U == = XCOMT T (P MA
@ o°u TTMH\D KA A
u (X’t) = = X(X)P M T(t)P M A.
oxot

Bir sonraki boliimde, kosullarin da matris denklemleri benzer sekilde elde edilecektir.

3.1.4. Kosullarin matris formu

(3.2) ve (3.3) ile verilen kosullarin matris formlari, Onerme 1 ve Onerme 2 den,

sirastyla

ve

[u(x,0)]= XM T(O)MA = h,(x)
3.12
[u,(x,0)] = X(x)M" T(0)PM A = h,(x) (312

[u(0,t)] = XO)MTT(t) M A =n(1)
3.13
[ul,)] = XA)M™T({t) MA =n,(t) G139

olacak sekilde elde edilmektedir.

3.1.5. Coziim Metodu

(3.11) ifadesindeki matris denklemleri, (3.1) kismi diferansiyel denkleminde

yerine yazilarak, kismi diferansiyel denklem,
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A, X(X)P2MTT(t)MA + B(x,t) X(X)PM' T (t)(P)MA +
C(X,)XX)MTT()(P)2MA + D(x,t) X(X)(P)M' T(t) MA + (3.13)
E(x,t)X(X)M'T(t)(P)MA + F (x,t) X(x)M" T(t)M A= G(x,t)

matris denklemine donustiriiliir. Daha sonra siralama noktalart {(x;,t;) :0<i, j < N}

(3.13) denkleminde 6nce j sabit olacak sekilde yerine yazilarak (N +1)° tane satir
matrisi elde edilir. Ayrica G(X,t) ’nin siralama noktalarinda 6nce j sabit olacak sekilde
aldigi  degerler ile olusan siitun matrisidir. Buradan (3.13) denklemi

i=0,1,..,N, j=0,1,..,N olmak iizere A parantezinde,

{AXX 1) X(x)P*MTT(t;)M + B(x, ,tj)X(xi)PMTT(tJ.)(E)M +
C(x, ,tj)X(Xi)MTT(tj)(5)2 M + D(x;,t,)X(x)(P)M T (t,)M + (3.14)
E(x, ,tj)X(Xi)MT'T'(tj)(E)I\_/I +F (%) X()MTT(t, )M FA =G(x,.t;)

lineer denklem sistemi elde edilir. Buradan (3.14) sistemi,

AXP?MT™TM + BXPMTT(P)M + CXMTT(P)’M + DX(P)M'TM Ao
+ EXMTT(P)M + FXM'TM

veya kisaca

WA=G (3.15)

temel matris denklemi olarak yazilabilir.

(3.15) denklemi, bilinmeyenleri a,,8,;,...,8 58,0, 8,35+, 8y yseeer By g1 By 110+ 8y

Bernstein katsayilar1 olan (N +1)* lineer cebirsel denklemden olusan bir sisteme

karsilik gelmektedir.
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Benzer sekilde, (3.13) matris denklemindeki siralama noktalari, kosullarin matris

denklemleri olan (3.12) ve (3.13) denklemlerinde yerlerine yazilarak i=0,1,...,N ve

J=0,1,...,N olmak lizere sirasiyla,

X(X)MTT(O)MA=h,(x) veya K, A=h,,

Ky

o ~ (3.16)
X(x)MT T(O)PMA=h, (%) veya K, A=h,
K,
ve
X(O)M™T(t,)M A=n,(t;) veya K,A=n,,
Ks
(3.17)

X()M™T(t,)M A=n,(t,) veya K, A=n,

Ky

elde edilir. (3.16) ve (3.17) matris denklemlerinin hepsi tek bir matris olarak

birlestirilirse, kosullar i¢in matris denklemi

Kl hl
K2 A — h2
K3 nl
K, n,
K R
veya kisaca
KA=R (3.18)

olarak elde edilir.

(3.1) denkleminin (3.2) ve (3.3) kosullar1 altinda ¢6ziimiinii bulmak i¢in (3.15) ve
(3.18) matrislerinin (kismi diferansiyel denklemden gelen matris denklemi ile
kosullardan gelen matris denklemlerinin) birlestirilmesi ile olusan arttirilmis matris

denklemi
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WGl o

olur. Burada elde edilen lineer denklem sistemi, mxn tipinde, m > n olan ve denklem
sayist bilinmeyen sayisindan fazla olan bir sistemdir. Bundan sonra, bilinmeyen

Bernstein katsayilarini bulabilmek i¢in
A=(W)"G (3.19)

matris denklemi direkt ¢oziliir. Direkt ¢6ziim yapilirken, kisim (2.10) de bahsedilen
Gauss eliminasyon metodu veya en kiigiik kareler metodu kullanilabilir. Yani (W)™,

W matrisinin pseudo inverse matrisi veya Gauss eliminasyon sonucu elde edilen

matrisinin tersidir.

3.1.6. Coziimiin Dogrulugu ve Hata Analizi

Ikinci mertebe degisken katsayili lineer kismi diferansiyel denklem ve kosullar
ile verilen herhangi bir problemin yaklasik ¢6ziimii i¢in, siralama noktalarina dayali
Bernstein matris metodu verilmistir. Eger verilen problemin tam ¢oziimii biliniyorsa,
yaklasim teorisi geregince yaklasik ¢ozlimle, tam ¢6zliim arasindaki fark olgtilebilir.
Eger tam ¢6zlim bilinmiyorsa bulunan yaklasik ¢oziimiin ne kadar dogru oldugu
saptanabilir. Bu amacla bir sonraki kisimda yaklasik ¢oziimden kaynaklanan hatalari
bulmak ve yaklasik ¢6ziimiin dogrulugunu tayin etmek iizere tanim ve teoriler

verilecektir.
Tanim 3.2.1. (Rezidii fonksiyonu) L tiirev operatorii olmak tizere, Lu= f(X)

diferansiyel denklemi gostersin. Diferansiyel denklemin N +1 baz fonksiyonu ¢, (X)

’in toplamindan olusan yaklasik ¢6ziimii

u(x) =uy (x) = Zan%(x)
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olsun. Bu durumda yaklasik ¢6ziimiin diferansiyel denklemde yerine yazilmasiyla elde
edilen
R(x)=Lu, —f

fonksiyonuna rezidii fonksiyonu denir [9].

Bu durumda iki degiskenli rezidii fonksiyonu da benzer sekilde tanimlanabilir.

Tanim 3.2.2. L kismi tiirev operatorii olmak tizere, Lu= f(x,t) kismi tirevli bir

diferansiyel denklemi gostersin. Diferansiyel denklemin, baz fonksiyonlar1 ¢, (x) ve

¢,(t) carpimlarmnin toplamindan olusan yaklasik ¢dzimi

B ~ Uy () =3 S a0, (00, O

p=0 g=0
olsun. Bu durumda, yaklasik ¢6ziimiin diferansiyel denklemde yerine yazilmasiyla

elde edilen

R(X,y)=Luy — f (3.20)

fonksiyonuna iki degiskenli rezidii fonksiyonu denir.

Rezidii fonksiyonunun O (sifir) olmasi durumunda yaklasik ¢oziim tam ¢oziimle

cakismaktadir. Rezidii fonksiyonunun X=x,, y=Yy, i¢in degeri sifira ne kadar

yakinsa ¢6ziimiin dogrulugu da o kadar iyi olacaktir.

Ozel olarak, bu tezde ele alnan (3.1) denklemi icin [35], [36],[37] ve [43]
makalelerindeki referanstan hareketle rezidii hata fonksiyonu ile Bernstein polinom
coziimlerinin yaklagsik bir hatasini elde etmeye ¢alisacagiz ve iki degiskenli rezidii hata
fonksiyonu yardimiyla Bernstein polinom c¢oziimlerini iyilestirecegiz. Dolayisiyla,

Bernstein siralama metodunun rezidii fonksiyonunu

Run (1) = Luy o (x,1)]-G(x,t) (3.21)
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olarak yazabiliriz. Burada u,  (x,t), (3.2)-(3.3) kosullar1 ile verilen (3.1) denkleminin
(3.4) ifadesindeki Bernstein seri ¢oziimiidiir. Bu ¢6ziim,
o°u DUy O ou AUy

L[u(x,t)]= A—3~+B +C—F+D—"+E
OX oxot ot X

+FuN’N :G+RN'N

ile verilen problemimizi saglar. Ayrica e  (X,t) hata fonksiyonunu u(x,t) tam

¢Ozlim olmak {izere,

enn () =u(x,t)—uy  (x,1) (3.22)

seklinde yazabiliriz.

(3.1)-(3.3) denklemleri ile (3.21) ve (3.22) ifadelerini kullanarak,
L[eN,N (X,t)] — L[U (X,t)] - L[UN,N (X’t)] = _RN,N (X,t)
elde ederiz. Hata problemi daha ag¢ik olarak,

0% oe oe
: +C—2+D—E+E—F
OX oxot ot OX ot

+Feyn =—Ryn (3.23)
u(x,0)=0, u,(x,00=0 0<x=<oo
ve
u(0,t)=n,(t), u(l,t)=n,(t), O<t,I<T <0
hatani homojen kosullu ikinci mertebeden kismi diferansiyel denklemini yazabiliriz.

Burada genelligi bozmamak i¢in kosullarimiz homojen sartlar olarak kabul edilmistir

[35]. Yani k; pozitif tamsay1 olmak iizere

Ry y (X,1) <107%
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rezidii fonksiyonu 10 degerinden kiiciik kalincaya kadar Bernstein serisinin kesme
smirt N arttirillabilir.(3.23) hata denklemini Boliim 3.1.5°deki gibi sunulan teknikle

¢Ozersek, e  (x,t) hatasi igin

ennm (6 1) :iia;q B (x,1), (M >N)

p=0q=0

yaklasimini bulabiliriz.

Sonu¢ olarak uy ,(x,t) ve ey u(Xt) , (M=N) polinomlarm: kullanarak
diizeltilmis Bernstein polinom ¢dziimiinii Uy \ \, (X,t) = Uy  (X,1) +&y \ y (X, 1) olarak
elde ederiz. Ayrica, hata fonksiyonunu e  (X,t) =u(x,t) —u, \ (X,t), yaklagik mutlak

hata fonksiyonunu,
A ()] = [enn (1) = (D] = U, D) = Uy 4 (X,1)]

olarak insa edebiliriz. Burada e, \ ,, (X,t), iki degiskenli yaklagik hata fonksiyonudur.
Eger istenen problemin ¢oziimii bilinmiyorsa, bu takdirde collocation (siralama)

noktalart i¢in {(x;,t;):0<i, j <N} olmak lizere ‘eN,N(Xi’tj)‘ =‘u(xi,tj)—uN'N (xi,tj)‘

mutlak hatalar1 bulunamaz. Ancak ‘eNYN (x,t j)‘ mutlak hatalari,

ey (X 1)] yaklagik

mutlak hata fonksiyonu yardimiyla yaklasik olarak hesaplanabilir [35-38].

3.2. Neumann, Dirichlet ve Robin Kosullar1 Altinda Lineer Kismi Diferansiyel

Denklemlerin Yaklasik Coziimleri I¢cin Siralama Yontemi

Bu boliimde,
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o%u 2

0° o%u ou ou
+C(X,t) — +D(x,t) — + E(X,t) —+ F(x,t)u =G(x,t
PV ( )(atz ( )6x ( )6t (x,t) (x,t)

A(x,t)glzh B(x,t)

iki degiskenli u(x,t) fonksiyonu i¢in genel formda verilen ikinci mertebeden

degisken katsayili lineer kismi diferansiyel denkleminin Dirichlet sinir kosullar1

u(x,¢) = f.(x), a<x<b, ¢=0 veya ¢=T,

3.24
u(e,t) =09,(t), 0<t<T, p=a veya ¢@=Dhb, (3:24)
Neumann sinir kosulu
ou
8—n(§0,t)=gz(t), 0<t<T,@=a veya ¢=b, (3.25)
ve Robin sinir kosulu
au(x, )+ Fo2 (x7) = ,(0), a<x=<b
TP R T A B (3.26)

u=0veya u=T,n=0veya n=T

altinda Bernstein polinom ¢oziimlerini elde etmek i¢cin Bernstein siralama metodunu
kullanacagiz. Burada (x,t)e[a,b]x[0,T] iin AB,C,D,E,F,G, f,f,,0 ve g,
taniml1 fonksiyonlar olmak tizere, N ve A ise dQ sinir1 i¢in birim normal vektor ve

normal tiirev,

a—u(x,t):Vu(x,t)~n
on

seklinde tanimlidir. Buradaki amacimiz, Bernstein siralama metodunu (3.1), (3.24)-

(3.26) problemi i¢in uygulayarak (3.4) formunda yaklasik ¢oziimler elde etmektir.

3.2.1. Temel Matris Bagintilar

Bu kisimda, (3.4) yaklasik ¢Ozliimiin matris formu olan (3.6) denklemi

yardimiyla (3.1) denklemindeki matris formlar1 Boliim 3°deki (3.11) ifadesi ile elde
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edilmisti. Bunlara ilaveten (3.24)-(3.26) ifadeleri ile verilen sinir kosullar1 i¢in matris

formlarmni olusturalim.

Oncelikle, (3.1) problemindeki Dirichlet kosullar1 i¢in (3.6) matris formunda t yerine
¢ yazarak,

u(x,¢) =B,(x) Q,(#)A=X(X)M' T()MA = f,(x) (3.27)

matris iliskisi elde edilir. Benzer sekilde (3.24) Dirichlet kosulu icin (3.6) matris

formunda x yerine ¢ yazarsak,

u(@t) =B,(9)Q,()A=X(@)M' T()MA = g,(1) (3.28)

matris denklemini elde ederiz.

(3.25) ile verilen Neumann sinir kosulunun matris formunu elde etmek i¢in ilk olarak

kosulu agik yazalim:

ou ou
m&(co,t)ng(qo,thgz(t), 0<t<T,p=aveya p=b. (3.29)

ou .
Burada a—n(x,t) =Vu(x,t)-n ve n=(n,n,) olmak iizere V : gradyan vektori, "' ile

i¢c carpim gostermektedir.

(3.11) ifadesindeki u, (x,t) ve u,(X,t) matris formlarinda X yerine ¢ yazilarak,

u =B,"(@Q,()A=X(@)PM'T(t)MA

ve

U, =B,(9)Q," (A =X(@)M' T()PMA

matris iliskileri elde edilir. Buradan, elde edilen matris formlar1 (3.25) ile verilen

Neumann sinir kosulunda yerine konuldugunda,
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{n X(@PM Tt)M+n, X(p) M" T(t)PM3IA =g, (t) (3.30)
seklinde matris formu elde edilir.
(3.26) ile verilen Robin sinir kogulunun matris formunu elde etmek i¢in n=(n;,n,)
ou . .
ve P (x,t) =Vu(x,t)-n olmak iizere Robin smir kosulu acik olarak,
au(x, 1)+ B(M U, (% 7) +M U (x,7) = F,(), a<x<b (3.31)

seklinde yazilabilir. (3.11) matris iligskisinde verilen u(x,t) esitliginde t yerine

sirastyla 2, U (X, t) ve u,(x,t) esitliklerinde ise t yerine 7 yazarsak,

u(x, 1) = B, () Q, (1)A = X()PM" T(s)) MA
U, (%7) =B,” () Q, (A = X(X)PM T(n) M A
ve

u,(x,7) =B, (x)Q,”(MA=X(x) M"T(n)PMA

matris iliskilerini elde edebiliriz. Buradan, elde edilen matris formlar1(3.26) ile verilen

Robin smir kosulunda yerine konularak,

{aX(X)PMT T(u)M+ B[ X(X)PM' T(n)M+n, X(x) MT T(7)PM)}A = f,(x) (3.32)

seklinde matris formuna sahip oluruz.

3.2.2. Coziim Yontemi
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Bu kisimda, (3.24)-(3.26) sinir kosullar1 ile verilen genel formda ikinci mertebe
lineer kismi diferansiyel denklemler i¢in (3.4) formunda yaklasik ¢oziimleri elde

etmeye c¢alisacagiz.

I1k olarak (3.11) ifadesindeki matris denklemleri, (3.1) kismi diferansiyel denkleminde

yerine yazilarak, kismi diferansiyel denklem,

{AX,D)X(X)P’M T T(t)M + B(x,t) X(X)PM'T(t)PM +
C(XDX(X)MTT({)P*M + D(x,t) X(X)PM'T(t)M +
E(XD)X)MTTE)PM + F(x,H)X(X)M'T(t)MIA=G(x,t)

matris denklemine dontistiiriiliir. Daha sonra a<x<b ve 0<t<T olmak tizere (3.5)

ile tanimlanan siralama noktalar1 (3.29) denklemine yerlestirilerek,

{A(X: ,tj)X(xi)PZMT'T'(tJ.)I\_/I +B(x, ,tj)X(xi)PMT'T'(tj)5I\7I +

C(%,t,)X(X)MTT(t,)P M+ D(x,t,)X(x)PM T(t,) M +

E(x.t)X()M'T(t,)P M+ F(x,t,)X(x )M T(t,)M}IA=G(x.t;)
lineer denklem sistemi elde edilir. Buradan (3.31) sistemi

AXP’M™TM + BXPMTTPM + CXM'TP?*M + DXPM'TM A_G
+ EXM'TPM + FXM™TM

W

seklinde yazilabilir. Burada

W= [[W(Xovto) "'W(XO’tN )] [W(Xl'to) W(Xl’tN)] [W(XN'to) "'W(XN!tN )] ]T(NH)ZX(NH)Z )

G= [[G(Xo'to) "'G(XO’tN)] [G(Xl’to) G(X:L’tN)] [G(XN’tO) "'G(XNvtN)] ]T(Nﬂ)le’

ve
A:[[aoo 8oy --- 8oy ] [y By -o-ay ] o [ag, Ay, - aNN]]T(N+]_)2><1

olmak tzere kisaca

WA=G yada [W;G] (3.33)

temel matris denklemi seklinde ifade edilebilir.
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Simdi, (3.24)-(3.26) sinir kosullarinin temel matris formlarint olusturmak icin (3.5)
siralama noktalarimi (3.27),(3.28), (3.30) ve (3.321) matris denklemlerinde yerine
koyarak, i, j=0,12,...,N olmak {izere

u(x,d) = X(x)M' T() MA = f.(x)
u(§01tj) = X(p) M’ -T_(tj) MA = gl(tj)
{n X(@PMTT(t,)M+n, X(@)M" T(t))PMIA =g,(t;)
ve

{aX(x)P M' -T-(lu) M + B (0 X(x) P M" -T_(U) M +, X(X) M’ -T_(77) P I\_/I)}A = f,(x)

sistemlerini elde ederiz. Buradan, elde ettigimiz sistemleri i, j=0,12,..,N ve

as<x<b,0<t; <T icin

U=[U, U, ..U, ,U=[U, U, ... U T, V=[V, V, ... VT,
V=[V, V, ... T, F=[f,(x) f,(x) ... x0T,

F=0f) f,t) ... LEI . G =19(%) 6 (x) ... 9,(x)I",
G, =1[0,(t) 9.t) --- 5",

U =B (x)Q,(0)=X(x)M'T(O)M=[u, u, ... T

0,

a X()PMTT(T)M+ (@ X(x)PM" T(T)M +m, X(x )M T(T) P M)

:[ljll uiZ tee LTi(NJr]_)Z]'

V; =B,(@)Q,({t) =X@M" Tt)M=[v; v;, ... v .1,

V, = n X@PM'T(t,)M+n, X@@M" T(t,)PM=[V, V,, ... V)

olmak tizere kisaca,
UA=[F]vyada[U;FR], (3.34)

UA=[F,] yada [U;F,], (3.35)

58



VA=[G,] yada[V;G,], (3.36)

ve
VA=[G,] yada[V;G,], (3.37)

seklinde matris formlarin1 yazabiliriz. (3.1) denklemi ile verilen problemin (3.24)-
(3.26) smir kosullar1 altinda yaklagik ¢6ziimiinii bulmak i¢in, (3.33) denklemindeki

[W;G] artirilmis matrisine (3.34)-(3.37) kosullarin matris formlarinin eklenmesi ile

Uu ; F]
U ; F
[W;G]=|V ; G,
vV ; G,
W G

yeni artirilmis matrise sahip oluruz. Boylece bilinmeyen Bernstein katsayilar matrisi
A =(W)™?G olarak elde edilir. Burada [W;G] artirilmis matrisi, [W;G] artirilms
matrisine Gauss eliminasyon uyguladiktan sonra sifir satirlar1 atilarak elde edilen

matristir. Son olarak, bulunan a,, ; p,q=0,12,..,N katsayilar1 B6lim 3’de verilen

(3.4) denkleminde yerine konularak

u) =3, B ()

p=0q=0

yaklasik ¢oziimleri elde edilir.

3.2.3. Hata Analizi

Bu kisimda, 6nceki boliimlerde verilen rezidii hata fonksiyonuna dayali hata
tahmini (3.1), (3.24)-(3.26) ifadeleri ile Neumann, Dirichlet ve Robin Kosullari
Altinda Genel Formda verilen ikinci mertebeden lineer degisken katsayili kismi

diferansiyel denklem problemi i¢in uygulanacaktir.

Baslangig olarak, (3.1) denklemini (X,t) €[a,b]x[0,T] olmak iizere
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L[u(x,t)]=G(x,t) a<x<b, 0<t<T
bi¢iminde ifade edelim. Burada, L bir lineer operator ve
Llu(x,t)]= Au,, +Bu,+Cu,+Du +Eu +Fu

seklindedir. Uy (X,t); (3.1) denkleminin Bernstein polinom ¢6ziimii olsun. Dolayisiyla

(3.1) denklemi i¢in yontemin rezidii fonksiyonu

Ry (%,t) = L[u, (x.H)]-G(x.1)

olur. Boylece U, (X,t) ¢6ziim fonksiyonu,

Lluy (X,)]=G(x,t) + R (X,t) (3.38)

denklemini ve Dirichlet sinir kosullarini

uy (x,9) = f,(x), a<x<b, ¢=0veya ¢=T, (3.39)
Uy (¢, ) =0, (1), 0<t<T,p=aveya p=Db, (3.40)

Neumann sinir kosulunu
ou,
a—n(qo,t):gz(t), 0<t<T,p=aveya p=D, (3.41)

ve Robin sinir kosulunu

Uy

d N (x,n)=f,(x), a<x<b,
on (3.42)

u=0veya u=T,n=0veya n=T

auy (X, u)+p

saglar.

Bu problem i¢in hata fonksiyonu

ey (X, 1) =u(x,t) —uy (x,t)
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olarak tanimlayalim. Buradaki u(x,t) fonksiyonu (3.1), (3.24)-(3.26) problemi i¢in
tam ¢Ozliimii gostermektedir. Dolayisiyla (3.24)-(3.26) ve (3.38)-(3.42) homojen

olmayan simir kosullari kullanilarak, e (X,t) hata fonksiyonu igin

e, (x,¢)=0, a<x<b, ¢=0veya ¢p=T,

ey(p,t)=0, 0<t<T,@p=aveya p=Db,
aﬂ(gpt):o 0<t<T,qp=aveyap=b
an 1 l —_t = H 1 (343)
oey
oceN(x,,u)+ﬂ(3ﬁ (x,7)=0, a<x<b,

u=0veya u=T,n=0veya n=T

homojen smir kosullar1 elde edilir. Elde edilen homojen kosullar ve (3.1) ve (3.38)

ifadeleri yardimuiyla,

Lle, ()] = LIu(x, ] - LIu, (x )] =R, (x,1

hata fonksiyonunun diferansiyel denklemini yazabiliriz. Daha a¢ik olarak yazilirsa;

A(ey) +B(ey), +C(ey), + D(ey), +E(ey), +F(ey)=—Ry (3.44)

seklinde olacaktir.

(3.43) sinr kosullari ile verilen (3.44) hatanin diferansiyel denklemi dnceki kisimlarda

verilen yontem kullanilip ¢oziildiiglinde hata probleminin e, (x,t) Bernstein

polinom ¢6ziimii bulunur. Burada M ; hata probleminin Bernstein polinom ¢oziimii

bulunurken kullanilan kesme sinir1 olacaktur.

Bununla birlikte, (3.24)-(3.26) kosullar1 ile verilen problem igin Bernstein polinom
coziimleri rezidii hata fonksiyonu yardimiyla iyilestirilebilir. Bu iyilestirme Neumann,
Dirichlet ve Robin Kosullar1 Altinda Genel Formda verilen ikinci mertebeden lineer

degisken katsayil1 kismi diferansiyel denklemin Bersntein polinom ¢odziimii ile Boliim
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3’de verilen hata diferansiyel denklem problemi igin elde edilen e, ,, (x,t) Bernstein

polinom ¢6ziimiiniin

Un.m (x,t) =uy (x,1) €y m (x,t)

e (xt)=ey(xt)—eyu(x1)
seklinde toplanmasi ile elde edilir. uy,, (x,t) iyilestirilmis Bernstein polinom
¢Ozlimiine ve e:M (x,t) iyilestirilmis Bernstein polinom ¢oziimii i¢in iyilestirilmis

hata fonksiyonuna ulasilmaktadir. Burada N ; Bernstein polinom ¢oziimii i¢in
kullanilan kesme sinir;, M ise hata problemindeki Bernstein polinom ¢oziimii elde
edilirken kullanilan kesme sinirin1 temsil etmektedir. M >N se¢imi ile verilen

problemin tam ¢6ziimiine daha 1yi yaklasik ¢oztimler elde edilebilir.

Sonug olarak, eger problemin tam ¢oziimii bilinmiyorsa bu takdirde, e, (X,t)

yaklagimi ile hata fonksiyonu i¢in etkili bir tahmin yapilabilir.

3.3. Bir Boyutlu Singiiler Pertiirbe Parabolik Konveksiyon-Difiizyon

Probleminin Yaklasik Coziimii icin Bernstein Siralama Metodu

Bu kisimda,

ou ou  du
E'Fa()()&—gy:(;(x,t)—b()()u (345)

0<x<L ve 0<t<T olmak iizere bir boyutlu singiiler pertiirbe parabolik

konveksiyon-difiizyon denkleminin

u(x,0)=f(x), 0<x<L<oo, (3.46)

baslangic kosulu ve

{u(o’t):h(t) 0<t<T <o, (3.47)

u(L,t) =k(t)’
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siir kosullar1 ile ele alalim [41], [38]. Problemin verilen kosullar altinda Bernstein
siralama yontemi uygulanarak (3.4) formunda Bernstein polinom ¢oziimleri elde
edilecektir. Burada &, 0< & <1 olacak sekilde bir difiizyon katsayist ya da singiiler
pertiirbasyon parametresi, (x,t) €[0,L]x[0,T] igin L wve T uygun sabitler,

G(x,t) —b(x)u; reaksiyon terimi, ayrica G, a, b, f, h ve k tanimli fonksiyonlardir.

3.3.1. Temel Matris Bagintilan
Bu kisimda, (3.4) yaklasik ¢oziimiin matris formu olan (3.6) denklemi
yardimiyla (3.45) denklemindeki matris formlar1 Bolim 3’deki (3.11) ifadesi ile elde
edilmisti. Bunlara ilaveten (3.46)-(3.47) ifadeleri ile verilen simir kosullar1 i¢in matris

formlarini olusturalim.

[k olarak, (3.45) problemindeki baslangi¢c kosulu i¢in (3.6) matris formunda t yerine

0 yazarak,
u(x,0)=B,(x)Q, (0)A=X(Xx)M' T(O)MA = f(x) (3.48)

matris iliskisi elde edilir. Benzer sekilde (3.47) smir kosullar1 i¢in (3.6) matris

formunda x yerine sirastyla O ve L yazarsak,

{u(o,t) =B,(0)Q,(HA=X(O)M' T()/M A =h(t) (3.49)

u(L,t)=B,(L)Q,())A=X(L)YM' T(t)M A =k(t)
matris denklemlerini elde ederiz.

3.3.2. Coziim Yontemi

Bu kisimda, (3.46)-(3.47) smir kosullar1 ile verilen bir boyutlu singiiler
pertlirbe parabolik konveksiyon-difiizyon denklemi icin (3.4) formunda yaklasik

coziimleri elde etmeye c¢alisacagiz.
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Ik olarak (3.11) ifadesindeki matris denklemleri, (3.45) kismi diferansiyel

denkleminde yerine yazilarak, kismi diferansiyel denklem,

X(X)MTTH)PMA +a(X) X(x)PM' T(t)MA — & X(X)P*M" T(t) MA

RN (3.50)
= G(x,t) —b(X)X(x) M"T()M A

matris denklemine dontistiiriiliir. Daha sonra a<x<b ve 0<t<T olmak lizere (3.5)

ile tanimlanan siralama noktalar1 (3.50) denklemine yerlestirilerek,

{XO)MTT(t, )PM +a(x ) X(x)PMTT(t, )M —& X(x)P’M T (t;)M
+ b} )X(x)M'T(t,)M}A =G(x;.t,)

lineer denklem sistemi elde edilir. Kisaca, bu matris denklemi i, j =0,1,..., N olmak

uzere
W(x ,tj)A =G(x,t;)
seklinde yazilabilir ya da kisaca

WA =G yada [W;G] (3.51)

temel matris denklemi seklinde ifade edilebilir. Buradan (3.51) esitligi (N +1)°

bilinmeyene sahip (N +1)> denklemden olusan bir lineer cebirsel denklemler

sistemidir. Benzer sekilde, (3.46) ve (3.47) sinir kosullarinin temel matris formlarini
olusturmak i¢in siralama noktalarini (3.48) ve (3.49) matris denklemlerinde yerine

koyarak, i, j=0,1,2,...,N olmak {izere

u(x,0)=B,(x)Q,(0)A=X(x)M " T(O)MA = f(x)
ve

u(0,t;)=B,(0)Q,(t,)A=X(O)M" T(t,)MA =h(t;)

{U(L,tj) =B, (L)Q,(t;)A=X(L)M" T(t,) MA =k(t,)
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matris denklemlerinin sistemlerini elde ederiz. Buradan, elde ettigimiz sistemleri

i,bj=012,..,N ve a<x <b, 0<t; <T olmak iizere kisaca,

UA=[F] yada [U;F], (3.52)

UA=[H] yada [U;H], (3.53)
ve

VA=[K]yada[V;K], (3.54)

seklinde matris formlarini yazabiliriz.(3.45) denklemi ile verilen problemin (3.46)-
(3.47) smir kosullar1 altinda yaklasik ¢6ziimiinii bulmak i¢in, (3.51) denklemindeki

[W;G] artirilmis matrisine (3.52)-(3.54) kosullarin matris formlarinin eklenmesi ile

[W;G]=

S < cac
G X I

yeni artirilmis matrise sahip oluruz. Boylece bilinmeyen Bernstein katsayilar matrisi
A= (W)™ G olarak elde edilir. Burada [W;G] artirilmis matrisi, [W;G] artirilmis
matrisine Gauss eliminasyon uyguladiktan sonra sifir satirlar1 atilarak elde edilen

matristir. Son olarak, bulunan a,, ; p,q=0,12,..,,N katsayilar1 Boliim 3.1.1°de

verilen (3.4) denkleminde yerine konularak

u) =3, B ()

p=0 q=0

yaklasik ¢coziimleri elde edilir.
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3.3.3. Hata Analizi

Bu kisimda, dnceki boliimlerde verilen niimerik ¢oziimiin iyilestirilmesi i¢in
¢Ozlimlerin mutlak hatasi, rezidlii hatast ve farkli normlar {izerindeki hatalarin

incelenmesi yapilmaktadir. Kesim 2.13’de tanimlanan e, (X,,t;) mutlak hata

fonksiyonu, benzer sekilde elde edilmektedir. L, ve L, normlarinda ve RMS ile
tanimlanan hatalar tanimlanmistir. Bu esitlikler, ayn1 sekilde, (3.45)-(3.47) parabolik
konveksiyon-difiizyon probleminin Bernstein siralama yontemi ile bulunan uy (X,t)

yaklasik ¢oziimii i¢in de gecerli olmaktadir.
Ayrica, rezidii hata fonksiyonuna dayali hata tahmini (3.45)-(3.47) ifadeleri ile verilen

bir boyutlu singiiler pertiirbe parabolik konveksiyon-difiizyon problemi igin

uygulanacaktir.

Baslangig olarak, (3.45) denklemini (x,t) €[a,b]x[0,T] olmak {izere

Llu(x,t)]=G(x,t) a<x<b, 0<t<T (3.55)

bi¢iminde ifade edelim. Burada, L bir lineer operator ve

Llu(x,t)]=u, —eu, +a(x)u, +b(x)u

seklindedir. Uy (X,t); (3.45) denkleminin Bernstein polinom ¢dziimii olsun. Problem
i¢in yontemin rezidii fonksiyonu Ry (X,t) = L[u, (X,t)]-G(x,t) olur. Boylece Uy (X,t)

¢oziim fonksiyonu,

Lluy, (x,)]=G(x,t) + R, (x,t) (3.56)

denklemini ve
uy(x,0)=f(x), 0<x<L, (3.57)

baslangic kosulu ve
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{uN (0,t) = h(t) ct<T. (358

uy (L) =k(t)’

siir kosullarmi saglar.

Bu problem i¢in hata fonksiyonu

ey (X, 1) =u(x,t) —u, (x,t)

olarak tanimlayalim. Buradaki u(x,t) fonksiyonu (3.45)-(3.47) problemi i¢in tam
¢oziimii gostermektedir. Dolayisiyla (3.46), (3.47) ve (3.55)-(3.57) homojen olmayan

sinir kosullar1 kullanilarak, e (X,t) hata fonksiyonu igin

e, (x,0)=0, 0<x<L, (3.59)

homojen baslangi¢ kosulunu ve

{eN(O,t)zo cteT
<t<T, (3.60)

e, (Lit)=0"

homojen sinir kosullarini elde ederiz. Elde edilen homojen kosullar ve (3.45) ve (3.55)
ifadeleri ~ yardimuyla, Lle, (x,t)]=L[u(x,t)]-L[uy (x,t)]=-Ry (x,t) hata

fonksiyonunun diferansiyel denklemini yazabiliriz. Daha agik olarak yazilirsa;

e _ 0%
ot ox?

+a(x) éi%+b(x)eN =—Ry (x,t) (3.61)

seklinde olacaktir.

(3.59), (3.60) homojen baslangic ve sinir kosullar1 ile verilen (3.61) hatanin

diferansiyel denklemi 6nceki kisimlarda verilen yontem kullanilip ¢oziildiiglinde hata
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probleminin e, (x,t) Bernstein polinom ¢dziimii bulunur. Burada M ; hata

probleminin Bernstein polinom ¢dziimii bulunurken kullanilan kesme smir1 olacaktir.

Bununla birlikte, (3.45)-(3.47) problemi i¢in Bernstein polinom ¢oziimleri rezidii hata
fonksiyonu yardimiyla iyilestirilebilir. Bu iyilestirme bir boyutlu singiiler pertiirbe
olmus konveksiyon-difiizyon denklemin Bersntein polinom ¢6ziimii ile Boliim 3°de

verilen hata diferansiyel denklem problemi i¢in elde edilen e, (x,t) Bernstein

polinom ¢dziimiiniin
Unm (X,t) =Uy (X,t) +Eym (th)

seklinde toplanmasi ile elde edilir. Bu yaklasik ¢6ziim iyilestirilmis Bernstein polinom
¢oziimii olarak adlandirilir. Burada N ; Bernstein polinom ¢6ziimii i¢in kullanilan
kesme smiri,, M ise hata problemindeki Bernstein polinom ¢6ziimii elde edilirken
kullanilan kesme simirini temsil etmektedir. M > N se¢imi ile verilen problemin tam
¢Ozlimiine daha 1yi yaklasik ¢oziimler elde edilebilir. Sonug olarak, eger problemin

tam ¢Oziimii bilinmiyorsa bu takdirde, e, ,, (X,t) yaklasimi ile hata fonksiyonu i¢in

etkili bir tahmin yapilabilir.

3.4. Ikinci Mertebeden iki Uzay Degiskenli Kismi Diferansiyel Denklemlerin

Yaklasik Coziimleri icin Bernstein Siralama Metodu

Bu kisimda,

o%u

OyoX

A YD Ay M Ay Ay M+ A XY HU=G(x y.1)
I e P o ey AP e e

o’u o’u ou
A(X,y,t)y-i-AQ(X,y,t) +A3(X’ylt)W+A4(le’t)ﬂ

(3.62)

ikinci mertebeden iki uzay degiskenli kismi diferansiyel denkleminin

u(x,y,0)=f,(x,y), u(xyT)="f(xy) as<x<b, c<y<d, (3.63)

u(x,c,t)=09,(x,t), u(x,d,t)=9,(x,t) as<x<b, 0<t<T, (3.64)
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u(a y,t)y=h(y,t), u(,yt)=h(y,t) c<y<d, 0<t<T, (3.65)

siir kosullart altinda Bernstein siralama ydntemi uygulanarak Bernstein polinom

c¢oziimleri  elde  edilecektir.  Burada  (X,Y,t) €[a,b]x[c,d]x[0,T] i¢in
A, G, f, f,, 0,9, h ve h, tanimh fonksiyonlardir.

Bu problem i¢in, sunulan metot uygulanarak,
N N N
uy,)=>>>a . Bri.(xyt), asx<b,c<y<d, 0<t<T (3.66)
p=0qg=0 r=0

kesilmis Bernstein seri formunda yaklasik ¢oziimler bulacagiz. Burada N >1 ile

verilen pozitif tamsayr ve kesme smir1 olup a,,, ler ise bilinmeyen Bernstein
katsayilaridir. Ayrica By o, (X, Y,t)=Bp(X) Bq(y) B (t) olmak iizere By(x), By (Y)

ve B, (t) polinomlar: sirasiyla p., g. ve r. dereceden Bernstein polinomlaridir. Bu

kisimda ikinci mertebeden sabit katsayili ve degisken katsayili diferansiyel

denklemlerin Bernstein polinom ¢dziimlerini elde etmeye calisacagiz.

3.4.1. Temel Matris Bagintilar

(3.62) ile ifade edilen ikinci mertebeden iki uzay degiskenli lineer KDD nin,
(3.66) formunda yaklagik ¢6ziimiini elde etmek i¢in, bilinmeyen Bernstein

katsayilarinin bulunmasi gerekmektedir. 11k olarak (3.5) ¢dziim fonksiyonunu

U(X’ y’t) =B, (X) Qn(y)Rn(t)A (367)

olarak matris formunda yazalim. Burada,

B, =[B§ x) B'(x) - By (X)]lx(Nﬂ)’
Q, = diag[Bn(y), B.(Y),---, Bn(y)](N+l)><(N+l)2 :
Rn (t) = dlag [Qn (t)1Qn (t), cey Qn (t)](N+1)2><(N+1)3

ve bilinmeyen Bernstein katsayilari
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— T
Azl:ao,o,o Q01 -+ Goon 10 a1 - Boan TGN Fona o Fonn “'aN,N,N:|
seklindedir.

Denklem (2.14.12)°de B, (x), B, (x) ve B, (x) tiirevi arasinda,

B,Y(x)=X(x)PM"
(3.68)
B,?(x) = X®(x)M" = X(x)P*M"

o (=)' (N)(N-i o
olacak sekilde yazilmisti. Burada M’ matrisi, m={ R i Jlj-i) " <]
0 i

olmak tizere

mOO mOl mON
MT — mlO mll mlN
mNO le mNN
ve
X(¥)=[1 x - x"]

seklindedir. Ayrica Q, (y) "nin, Q,“(y) ve Q,?(y) tiirevi arasinda,

QYY) =TY(y)M" =T(y)PM (3.69)
QO =T (YM' =T(y)P*M |
olarak elde edilmisti. Burada M ve E,

M =diag[M",M",..., MT](M)ZX(N+1)2 ., P=diag[P,P,..P] . .
T() =diag[T®), T, TO] e iy »  TO=[1 t - t"]

olarak gosterilmisti. Benzer sekilde R, (t) ve onun R ®(t) ve R P(t) tiirevileri

arasinda iliski
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ROM)=TOMt)M =T(t)PM

Rn(Z) (t) = T(2) (t) MT — -T-(t)P 2 '\:/I (370)

olarak olugturulur. Burada R, (t) =diag[Q,(t),Q,(),....Q,(1)] \..p.n.y ©OIMaK

uzere,

T =diag ':T’ T""’T](N+l)ZX(N+1)3 . P=diag[P.P,... I:)](N+1)3X(N+1)3 ’

M =diag[M™,M",..,M"]

(N+1)°x (N+1)°
seklindedir.

3.4.2. Smir Kosullan i¢cin Matris Bagintilar

Bu kisimda, (3.63)-(3.65) sinir kosullarim1 Bernstein polinomlarini temel alan
matris formlarin1 yazacagiz. lk olarak, (3.63) baslangic kosulunun matris formunu
bulmak i¢in, (3.67) ¢6ziim fonksiyonunun (3.68) matris formunda t -0 ve t > T

alinarak a<x<b, c<y<d olmak iizere

u(x,y,0) =B, (x)Q,(Y)R,(0)A = f,(x,y)

— (3.71)
u(x, y,T)=B,(¥)Q,(Y)R,(T)A= f,(X,y)

matris formlar1 elde edilir.

(3.64) sinir kosullar1 i¢in Y —C ve y —d almarak a<x<b, 0<t<T olmak lizere

u(x,c,t) =B, (X)Q, ()R, (A = g, (1)

_ (3.72)
u(x,d,t) =B,(X)Q, ()R, (t)A=g,(x1)

seklinde yazilir. Benzer sekilde (3.68) matris formunda X —a ve x — b alinarak

c<y<d, 0<t<T olmak iizere

u(a,y,t)=B,(@)Q,(V)R,(t)A=h/(y,t)

_ 3.73
U(b.y.t) = B, ()Q, (YR, (A= hy(y.1) (3.73)

seklinde (3.65) sinir kosullarinin matris formlarini yazabiliriz.

71



3.4.3. Coziim Yontemi

Oncelikle, (3.62) ile verilen ikinci mertebeden iki uzay degiskenli lineer kismi
diferansiyel denkleminin her bir terimi i¢in matris bagintilarini elde edecegiz. (3.68)
denkleminden, (3.67) denkleminin X ’e gore birinci mertebeden kismi tiirevinin matris

formu

0 (x,y,1) =B,2(X) Q, ()R, (DA=u,(x,y,) =XPM'T MTMA (3.74)

elde edilir. Benzer sekilde, (3.67) denkleminin Yy ’ye goére birinci mertebeden kismi

tirevinin matris formu

olarak bulunur. Benzer sekilde (3.69) kullamilarak, (3.67) denkleminin t’ye gore

birinci mertebeden kismi tiirevinin matris formu

u (%, y,t)=B_ () Q,(V)R,YMA=XM"T MTPMA (3.75)

olur. (3.66) ¢oziim fonksiyonunun (3.67) matris formunun X ’e gore ikinci mertebeden

kismi tiirevinin matris formu

seklindedir. (3.74) denkleminin t’ye gore birinci mertebeden kismi tiirevinin matris

formu

bulunur.

Diger yandan, (3.62) denklemindeki bilinmeyen fonksiyon ve kismi tiirevli ifadeler,
(3.67) ve (3.68)-(3.70) esitlikleri yardimiyla asagidaki matris denklemlerine

doniistiiriilebilir:
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u, (X, ¥,) =B, Y()Q,(Y)R,())A=XPM' TPM
u, (x,y,) =B, () Q2 (YR, HA=XM"TP*MT MA, (3.76)
TMTP?MA.

Uy (%, ¥,1) =B, (x) Q,(V)R,” ()A =XM"

(3.67) ve (3.74)-(3.76) matris formlar1 (3.62) denkleminde yerine yerlestirilerek

AXPPM'T MT+AXPMTTPMT+AXM  TP2MT+AXPM'TMTP FAc
+AXMTTMTP?+A, XPM'TMT+A, XMTTPMT+A, XM TMTP+AXM'TMT
matris denklemi elde edilir ve bu denklem
W(X, y,t)A=G(X,Y,t) (3.77)
olarak kisaca yazilabilir. Burada k =0,1,...,(N +1)* olup
AXPPM'T MT+AXPM  TPMT+AXMTTP?MT
W(x, y,t) =[w, L(N = PAXPMTT MTP+AXM' TMTP?+A, XPM'T MT M
+A, XM TPMT+A, XM TMTP+AXM'TMT

seklinde alinabilir. a<x<b, c<y<d ve 0<t<T olmak lizere siralama noktalar1

. d-c) . T
I, yj=c+(N)J, tkzﬁk;

i, j,k=01..,N

ile taniml1 siralama noktalari (3.77) denkleminde kullanilarak
WX, Y, tJA=G(X,Y;.t); i, j,k=01..,N

matris denklemlerinin bir sistemi elde edilir ve bu sistem kisaca
WA =G yada [W;G] (3.78)

seklinde ifade edilebilir. Burada,
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W:[W(Xolyolto) "'W(Xo’yoitN) W(Xo’yl’to)"'W(XO’ylitN)"'
W(XO’ yN’tO)”'W(XO’ yN'tN) W(Xv Yn 'tN)"'W(XN’yN’tN)]T (N+1)3x (N+1)3

Az[ao,o,o Q01 -+ FooN Q10 Fo11 o BN T Fono Fong et ao,N,N]T 1< (N+1)3

G :[G(Xo’ yo’to) G(XO’ yO’tN) G(Xo’ ylito)"'G(Xo’ yl’tN)"'
G(Xo' yN’tO)'”G(XO’ yN'tN) G(Xv yN'tN)“'G(XN’yN'tN)]T (N+1)*x1

(3.63)-(3.65) kosullarina karsilik gelen (3.71)-(3.73) matris denklemlerinde siralama

noktalar1 yerlestirilerek,

UA=[F] yada [UF],
UA=[F,] yada [U;F,] ,
VA=[G,] yada [V;G,],
y _ (3.79)
VA=[G,] yada [V;G,] ,
ZA=[H,] yada [Z;H|],

ZA=[H,]yada [Z;H,],

kosullarm ana matris denklemleri elde edilir. Burada 1, j,k =0,1,..., N olmak iizere,

U=[[Ug Ug--.
U=[[U,, U,,...
V=V Vo
V=[[Vy V..
Z=[[Zy Zy---

z:|:[zoo 201“

Uon] [Upp Uy U] - [Uyo Ups--- U 1]
Usn] Uy Uy U]+ [Oy Uy U 1]
Vow] Vio Vi Viul - Vo Var--- Vin11'
Vo] Vip Voo Vi 1+ Vo Vi Vi 17
Zon] [Zio Zir-- Zin1 -+ [Zno Zaa-+- Zan1]

= = = = = = T
‘ZON] [ZlO le"'ZlN] [ZNO ZNl"‘ZNN]:I '
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Fo=[16,06Yo) - 06 Yol [0 o) o fi06 Y] -+ [0 Yo) - Fulx, 1T
= [1f,(% o) - 0% Vi)l [0 o) o (k0 Ya)] -+ [H (600 Yo) - B (xu 1T
G, =[19,(%: ¥o) -+ 910, Ya)] [9:0 ¥o) 806 Yad] -+ [8:060, Yo) -850 Va1 T
G, =[[9:0%: ¥o) -85 0%, Y] [9:06, o) +-G,06, YT -+ 19,00, o) -8, 040 v
Hy = [T, Yo) M0, V)T T 0%, Yo) -0, YT =+ Thi (6 o) Ot v T

sz[[hz(xovyo) "'hZ(XO'yN)] [hZ(Xl’yO) "‘h2(X17yN)] [hZ(XN'yO) "'hZ(XN’yN)] ]T!

U; =B, 06)Q, (YR, (0) =[u; u/, uly v/ .1,
U; =B, (x)Q,(Y)R,(OP =[T", T, G- T ],
V; =B, (%)Q, ()R, (t,) :[Vikl Vikz Vik3 Vik(N+1)3] ’

\_/ik = Bn(xi)Qn (d)Rn(tk) =[\7ik1 vikz vks vk ]!

i i (N+1)3
Z, = Bn(a)Qn(yj)Rn(tk) :[2?1 le(z le(3 ZIj((NJrl)?’]

ve
zjk = Bn (b)Qn(yj)Rn(tk) =[7jk1 zjkz ija Tjk(NJrl)s]

seklindedir.

(3.62) denkleminin (3.63)-(3.65) baslangi¢ ve sinir kosullar1 altinda yaklasik
¢oziimiinii elde etmek i¢in, (3.78) denklemindeki [W;G] artirilmis matrise kosullarin

(3.79) artirilmis matris formlarini ekleyerek

u ; K
Uu ; F
vV ; G,
[W;Gl=|V ; G,
Z ; H
Z ; H,
_W ! G_

yeni artirilmig matrise sahip oluruz. Boylece bilinmeyen Bernstein katsayilar matrisi
A= (W)™ G olarak elde edilir. Burada [W;G] artirilmis matrisi, [W;G] artirilmis
matrisine Gauss eliminasyon uyguladiktan sonra sifir satirlar1 atilarak elde edilen
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matristir. Son olarak, bulunan a,,, ; p,q,r=012,.,N katsayilar1 (3.66)

denkleminde yerine konularak

N N N
CAZOEDIPIPIL A CIRY

p=0qg=0 r=0

yaklasik ¢coziimleri elde edilir.

(3.62) formundaki hiperbolik tip iki uzay degiskenli ikinci mertebe lineer kismi

diferansiyel denklem problemleri, (3.63) sinir kosulu yerine

u(x,y,0)=f,(x,y) a<x<b, c<y<d

baslangic kosulu ile verilir. Bu durumda, (3.67) denkleminin t ’e gdre birinci

mertebeden kismi tiirevinin matris formu olan (3.75) denkleminde t — 0 yazarak

U, (x,y,0) =B, (x)Q,(Y)R,P(0)A=XM"T MT(0)PMA

olarak yeni kosulun matris formu elde edilir.

3.4.4. Hata Analizi

Bu kisimda, 6nceki boliimlerde verilen rezidii hata fonksiyonuna dayali hata
tahmini (3.62)-(3.65) ifadeleri ile verilen ikinci mertebeden iki boyutlu lineer degisken

katsayili1 kismi diferansiyel denklem problemi i¢in uygulanacaktir.

Baglangig olarak, (3.62) denklemini (X, y,t) €[a,b]x[c,d]x[0,T] olmak iizere
Llu(x,y,1)]=G(x,y,t) a<x<b, c<y<d

bi¢iminde ifade edelim. Burada, L bir lineer operator ve

LIu(x, y,0]= Ay, Du, + A Xy, Du, + Ay, 0uy, + Ay Du, + A(x, Y, Hug
+A (X Y, U + A (X Y, DUy + A(X y U + A (X, Y, tu

76



seklindedir. u(X,y,t)=uy(X,Y,t); (3.62) denkleminin Bernstein polinom ¢oziimii

olsun. Dolayistyla yontemin rezidii fonksiyonu

Ry (X, y,t) = L[uy (X, y, )] -G(x, y,t)
olur. Boylece Uy (X, Y,t) ¢6ziim fonksiyonu,

Lluy (X, ¥, )] =G(x, y,) + Ry (X, y,1) (3.80)
denklemini ve

Uy (% y,0)=f.(x,y), uy(xyT)="f(xy) a<x<b, c<y<d, (3.81)
uy(x,c,t)=g,(x,t), uy(x,d,t)=g,(x,t) as<x<b, 0<t<T, (3.82)
uy@yt)=h(yt), uy(,yt)=h(yt) c<y<d, 0<t<T, (3.83)

baslangi¢ ve sinir kosullarini saglar. Bazi problemlerde verilen a<x<b, c<y<d

ouy,

aralig1 icin
gl 1¢ it

(x,y,0)= f,(x,y) kosulunu da saglar. Bu problem i¢in hata

fonksiyonu

ey (X, ¥, 1) =u(x, y,t) —uy (X, y,1)

olarak tanimlayalim. Buradaki u(X, y,t) fonksiyonu (3.62)-(3.65) problemi igin tam
¢coziimii gostermektedir. Dolayisiyla (3.63)-(3.65) ve (3.80)-(3.83) homojen olmayan

sinir kogullar1 kullanilarak, e (X,Y,t) hata fonksiyonu i¢in

ey(x,y,00=0, e (x,y,T)=0, a<x<b, c<y<d, (3.84)
ey(x,c,t)=0, e (xd,t)=0, as<x<b, 0<t<T, (3.85)
ey(@yt)=0, e,(b,y,t)=0, c<y<d, 0<t<T, (3.86)

homojen smir kosullari elde edilir. Bunlara ek olarak a <x<b, c¢<y<d araligii¢in
% (%, y,0) =0 kosulu da yazilabilir. Elde edilen homojen kosullar ve (3.62) ve (3.80)

ifadeleri yardimiyla,
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LLey (X y,0]= LLu(x, y,0)] = LLuy (X, y,0)]= =Ry (x, y,t)

hata fonksiyonunun diferansiyel denklemini yazabiliriz. Daha acik olarak yazilirsa;

Ai(X’ y’t) (eN)xx + AZ(X’ y’t) (eN)xy + A3(X1 y,t) (eN)yy
A Y D) (B ) + AX Y D) (B ) + A (X Y1) () (3.87)
+A7(X, y,t) (eN)y + AB(X’ y,t) (eN )t + Ag(X, y’t)eN =-Ry (x,y,t)

seklinde olacaktir.

(3.84)-(3.86) sinir kosullar1 ile verilen (3.87) hatanin diferansiyel denklemi 6nceki

kisimlarda verilen yontem kullamlip ¢6ziildiigiinde hata probleminin e, (X, Y,t)

Bernstein polinom ¢6ziimii bulunur. Burada M ; hata probleminin Bernstein polinom

¢Oziimii bulunurken kullanilan kesme sinir1 olacaktir.

Bununla birlikte, (3.62)-(3.65) ikinci mertebeden iki boyutlu lineer degisken
katsayili kismi diferansiyel denklemi i¢in Bernstein polinom ¢oziimleri rezidii hata
fonksiyonu yardimiyla iyilestirilebilir. Bu iyilestirme, ikinci mertebeden iki boyutlu
lineer degisken katsayili kismi diferansiyel denklemin Bersntein polinom ¢oziimii ile

Boliim 3’de verilen hata diferansiyel denklem problemi i¢in elde edilen e ,, (X, Y,t)

Bernstein polinom ¢dziimiiniin

Uy (XY, ) =uy (X, y,0) +ey (X, Y1)

seklinde toplanmasi ile elde edilir. Bu yaklasik ¢6ziim iyilestirilmis Bernstein polinom
¢Ozlimii olarak adlandirilir. Burada N ; Bernstein polinom ¢oziimii i¢in kullanilan
kesme smiri, M ise hata problemindeki Bernstein polinom ¢6ziimii elde edilirken
kullanilan kesme sinirini temsil etmektedir. M > N se¢imi ile verilen problemin tam

cOziimiine daha iyi yaklasik ¢ozlimler elde edilebilir.

3.5. Ikinci Mertebeden Lineer Olmayan Kismi Diferansiyel Denklemlerin Bir

Smifinin Yaklasik Coziimleri icin Bernstein Siralama Metodu
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Lineer olmayan kismi diferansiyel denklemler ve bu denklemlerin ¢oziim
yontemleri fen ve miithendislik bilimlerinin ¢ok c¢esitli disiplinlerinde pek ¢ok sayida
problemle baglantili olarak ortaya cikarlar. Ornegin, denge problemleri, 6zdeger
problemleri ve yaymim problemlerinden olusan ii¢ fiziksel kategoriden birinde, cisim
fizigi, plazma fizik, akigkanlar dinamigi, matematiksel biyoloji ve kimyasal kinematik
lineer olmayan kismi diferansiyel denklemlerle modellenir. Lineer olmayan kismi
diferensiyel denklemlerin ¢6ziimlerini elde etmek igin birgok metot son yillarda yogun
bir sekilde calisilmaktadir. Karmasik ve yorucu cebirsel hesaplamalarda
arastirmacilara kolaylik saglayan Maple veya Mathematica gibi sembolik paket
programlarinin kullanilmasiyla bu denklemlerin ¢oziimlerini elde etmek giderek ilgi

cekici hale gelmistir.

Bu boliimde, ikinci mertebeden lineer olmayan kismi diferensiyel
denklemlerin bir smifi i¢in siralama noktalar1 kullanilarak matris denklemine
dontistiirmek ve buradan Bernstein katsayilar matrisini bularak, kesilmis Bersntein seri

¢Ozlimiini elde etmektir.
Lineer olmayan Klein-Gordon denkleminin bir sinifi olan

U, +au, + g u+...+g,u"=f(xt) (xt)e[0,1x[0,T] (3.89)
ile verilen kismi diferansiyel denklemin

u(x,0) = g,(x) }

L0 =g, (390

baslangic kosullar1 altinda ¢6ziimii arastirilacaktir. Burada u(x,t) ; x konum, t
zaman degiskeni, @ ve B (i=1..,n) olmak iizere dalganin yer degistirmesini

gostermektedir.
Bu boliimde, 6nceki kisimlarda kullanilan Bernstein matris metodu, siralama

noktalar1 kullanilarak (3.90) kosullar1 ile birlikte verilen (3.89) denklemine

uygulanmistir. Coziim fonksiyonu kesilmis Bernstein serisi formunda
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N N
ux.t)=uy  (x)=>>a Bl (xt), a<x<b,0<t<T (3.91)

r=0 s=0

olarak almir. Burada a _, (r,s=0,1...,N) belirlenecek olan bilinmeyen Bernstein

katsayilaridir. Ayrica yontemde kullanilacak olan siralama noktalari

x —a+L=3);

T . ..
, t.=—1: 1,]=01,...,N
i N i NJ J

ile verilir.

3.5.1. Temel matris bagintilar

(3.89) ile ifade edilen ikinci mertebeden lineer olmayan KDD’nin, (3.91)
formunda yaklagsik ¢oziimiinii elde etmek i¢in, bilinmeyen Bernstein katsayilarinin
bulunmasi gerekmektedir. Dolayisiyla (3.89) denklemindeki terimlerin matris formu

olusturulmalidir. Oncelikle, (3.91) ¢dziim fonksiyonunun matris formu yazilabilir:
U(X!t) = Xl(X!t) Ul (392)
ve

u(x,t) = By® (X, 1) A, . (3.93)

Buradaki X,(x,t), Kistm 3.1 deki X(x,t)’ye U, ve A, ise U ve A ’ya karsilik

gelmektedir. Rekiirans bagitisinin kurulabilmesi i¢in alt indisler kullanilmistir. Burada
Xi(x,t) Z[Xo,o(l) (xt) ... XO,N(l) (x,t) Xl,o(l)(X,t) Xl,N(l) (X,t) - XN,o(l)(X,t) XN,N(l) (x,1)]

BN(l) (X,t) :[Bo‘o(l) (X,t) cee BO’N(l)(X,t) Bl‘o(l)(x,t) cee B]_’N(l) (X,t) e BN,O(l) (X,t) cee BN'N(l)(X,t)]

seklinde tamimlanmistir. Bu matrisin elemanlart X, ,(x,t)=x"t"; m,n=0,1,...,N
bi¢imindedir. Ayrica bilinmeyen Taylor ve Bernstein katsayilar matrisleri ise

(N +1)* x1 boyutunda olup
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— T
Ulz[uo,o Upg -+ Uon Upg Uy wov Uy = Uy Uy oo uN,N]

— T
Alz[ao,o g - Fon By Sy e Byttt 8yp Ayy e aN,N]

seklinde tanimlanir. Kistm 3.1 den, (3.10) esitligi kullanilarak lineer olmayan

denklemler i¢in u(x,t) fonksiyonunun kuvvetlerinin matris formu belirlenmelidir. Bu
ise

u'(x,t) =X (xt)U, =B, (x)Q, (t)’z\i =X, 0OM' T, ()M Ai , (3.94)

matris bagmtist seklindedir. Burada X(X,t), U, ve A, matrisleri sirasiyla

1x(N +1)?, (N +1)? x1 ve (N +1)% x1 boyutundaki matrislerdir ve
X|(X,t) :[Xovo(i) (X,t) e XOVN(i)(X,t) leo(i)(x,t) cee Xl’N(i) (X, t) te XN’O(i)(X, t) cee XN’Ni) (X, t)]

B, =[B}'(\) B'(X) - BL'(X] Q, '=diag[B, '(t) |

1(N+2)? (N+D)x(N+1)?

O (NYN=I)
seklinde tammlanir. Ayrica burada M’ matrisi, o _) g1 | 1=
m; R I

j—i
0 , i>]
olmak tizere
My My oo My
MT = My My - My
mN0 le e mNN
ve
X()=[1 x - x"1, T@®=[1 t - t"],
__ - T —_ _ - .
M=diag[M'] = o0 TO=diag[TO] . .

A Al Al ‘N N Ai Ni ~i =i —i T
Ai:[AO’O Al AL AL AL LA AL AL ---AN,N]
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" u(x,t)

olur. Son olarak, u®?(x,t) = ot olmak tizere Kisim 3.1 deki (3.7) esitligi (3.8)
X

ve (3.9) ifadesinden
u™v(x,t) =B, ™ (x)Q," (1A =X(Xx)P"M' T(t)P"M A (3.95)

matris bagintisi olarak verilmisti. Boylece,

u™ (x,1) =B, (%) ,Q,” (VA =X,(x)P"M' T()P"MA (3.96)

bagintis1 gecerlidir.

3.5.2. Kosullar i¢in matris bagintilan

Lineer olmayan Klein-Gordon denkleminin bir smifi olan (6.2) baslangig

kosullar1 i¢in (3.15) esitliginden

u(x,t) = XXM TOMA,,  u (xt)=XX)M " THPMA, (3.97)

matris bagmtilar1 elde edilir. (3.97) matris iligkisinde verilen u(x,t) ve u,(Xt)

esitliklerinde ise t yerine O yazarsak,

u(x,0) = X(x)M'T(O)M A, = g,(x),
3.98
U, (%,0) = X(x) M’ -_I_(O)|5 V Al = gz(x) ( :

matris iligkilerini elde edebiliriz.

3.5.3. Coziim Yontemi

Bu kisimda, (3.89) ve (3.90) baslangi¢ kosullari ile verilen, ikinci mertebeden
lineer olmayan kismi diferensiyel denklemi icin (3.91) formunda yaklasik ¢oztimleri

elde etmeye calisacagiz.
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[1k olarak (3.94) ve (3.96) ifadelerindeki matris denklemleri, (3.89) kismi diferansiyel
denkleminde yerine yazilarak, Lineer olmayan Klein-Gordon kismi diferansiyel

denklemi (x,t) €[0,1]x[0,T] araliginda

X, OM' T,()P* M+aX,(\)P* M T,(() M}A, + £ X,()M T, (OM A,

piaui (3.99)
+ot B X (OMTT, (M A, =F(x,1)

matris denklemine doniistiiriiliir. Daha sonra a<x<b ve 0<t <T olmak iizere

(b—a) T

X, =a+ Kk, t':WI; k,1=01,...,N

ile tanimlanan siralama noktalar1 (3.99) denklemine yerlestirilerek,

XM T ()P M+aX, (X )P*MT T (t) MIA, + 4, X, (x )M T, ()M A,

" (3.100)
ot B X (OMTT ()M A, =F(x,, 1)

lineer denklem sistemi elde edilir. Kisaca, bu matris denklemi k,l =0,1,..., N olmak

uzere

VV:L(Xk’tI)A1+W2(Xk’tI)A2 +"'+Wn(xk’t|)'5‘n =F(x.t)

elde edilir. Burada

W (%, 1) = X, (%) M’ -T_l(tj)ﬁz M+aX,(x)P* M’ -T_:L(tj) M+, Xl(Xi)MT-T_l(tj)l\_/l
ve i =2,3,...,n olmak iizere,

Vvi(xk’tl) ::Bixn(xk)MT-T_i (t|)|\_/|

seklinde bagint1 mevcuttur. Buradan genel formda

WA, +W,A, +...+ WA, =F (3.101)

matris denklemi elde edilir. Buradaki matris gosterimleri i =0,1,...,N ve j=0,1,...,n

olmak tizere



seklindedir.

Simdi, (3.90) baslangi¢c kosullarinin temel matris formlarmi olusturmak i¢in siralama
noktalarmi (3.98) matris denklemlerinde yerine koyarak, i, j=0,1,2,...,N olmak

uzere

u(x,,0) = X(Xk)MTT(O) V Al =0,(%)
N _J (3.102)
U, (Xk ,0) = X(Xk) M’ T(O)P A = gZ(Xk)

sistemlerini elde ederiz. Buradan, elde ettigimiz sistemleri k,1 =0,1,...,N ve

0<x <1, 0<t <T i¢in

Glz[gl(xo) 91()(1) gl(XN)]T’ Gzz[gz(xo) gz(xl) gZ(XN)]T!

U =X ()MTTOM =[u;; U, ... U], U=[U, U, ... U, T

V, = X,(x )M'T(O)PM=[v,, Vv, ... Vel V=IVe Voo T

olmak iizere kisaca,

UA, =[G,] yada [U;G,],
ve
VA =[G,] yada[V;G,],

seklinde matris formlarini yazabiliriz.

(3.90) baslangic kosullar1 (3.89) denkleminin lineer kismina ait kosullar olmasi1

nedeniyle, denklemin lineer kismna ait W, matris formunun, 2x(N +1) alt satir1
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silinerek (3.102) kosullarm matris formlar1 yerlestirilir ve W, (i=2,3,...,n)

matrislerinin 2x (N +1) alt satir1 sifir kabul edilirse

W) W, f,
W) W, f
_1 | ;' | WJ- | ;- | = :
Wi Wi fu
U 0 G,
LV 0 | G, |

biciminde matrisler elde edilir. Boylece (3.89) denkleminin (3.90) kosullar1 altinda

WA, +W,A, +..+ WA =F (3.103)
seklinde temel matris denklemi elde edilir. Bu lineer olmayan sistemin ¢oziilmesiyle,

bilinmeyen

ve

A:[[aoo 8oy --- 8oy ] [y By -o-ay ] o [ay, Ay - aNN]]T(NH)le

olmak tuzere kisaca
WA =F yada [W;F] (3.104)

temel matris denklemi seklinde ifade edilebilir.

Son olarak, bulunan a,, ; p,q=0,12,..,N katsayilar1 B6liim 3’de verilen (3.4)

denkleminde yerine konularak

u) =3, B ()

p=0q=0
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yaklasik ¢coziimleri elde edilir.

3.5.4. Hata Analizi

Bu kesimde, Kesim 3’de aciklandigi tizere, (3.89), (3.1)-(3.4) problemi i¢in
uygulanan Bernstein siralama yOdnteminin incelenmesi, bu niimerik ydntemin
tutarhiliginin ve islerliginin ortaya konulmasi ve niimerik ¢6ziimiin iyilestirilmesi i¢in
¢Oziimlerin mutlak hatasi, rezidii hatas1 ve farkli normlar iizerindeki hatalarin

incelenmesi yapilmaktadir.

Burada, (3.22)’de tammlanan e, (X,t) hata fonksiyonu, benzer sekilde elde

edilmektedir. Kesim 2’de tanimlanan L, ve L, normlarinda ve RSM ile tanimlanan

hatalar (3.89), (3.1)-(3.4) probleminin Bernstein siralama yontemi ile bulunan

Uy v (X, 1) yaklagik ¢oziimii i¢in de gecerli olmaktadir.

4. ARASTIRMA BULGULARI
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Bu bolimde, ikinci mertebeden sabit ve degisken katsayili lineer kismi
diferansiyel denklemlerin ¢6ziimii i¢in sunulan, siralama noktalarina dayali Bernstein
matris metodunun dogrulugunu (tutarliligini) ve etkinligini agiklamak i¢in, literatiirde

sikca karsilasilan 6rnekler verilecektir.

4.1. Ikinci Mertebeden Degisken Katsayih Lineer Kismi Diferansiyel
Denklemler icin Bernstein Matris Metodu ile Tlgili Uygulamalar

Ornek 4.1. Ik 6rnek olarak 1-Boyutlu 2. Dereceden lineer hiperbolik telgraf denklemi
ele alinsm. Bu denklem genellikle bir kablo iletisim (tasima) hattindaki elektrik
sinyallerinin dalga hareketlerinde ve dalga yayilimlarinda kullanilir. Ayrica biyoloji
bilimi ve miihendislik bilimi dallarindaki bir¢ok arastrmaci da bu denklemi,
reaksiyon-difiizyon siireglerinin modellemesinde kullanmislardir [44]. Bunun yani sira

bu denklem « >0 ve £ >0 i¢in soniimlii bir dalgay1 temsil etmektedir. Son yillarda,

ileri analiz literatiiriinde ve 2. Dereceden hiperbolik tip denklemlerin niimerik ¢6ziimii
icin kararli metotlarin uygulamalarinda oldukca dikkat ¢ekici bir durumdadir. Buradan

hareketle smir kosullar1 ile birlikte « ve £ bilinen sabitler ve
as<x<b,t>0, a> >0 olmak iizere, 1-Boyutlu 2. Dereceden lineer hiperbolik

telgraf denklemi:

—+2a—+pu=—+f(Xt 4.1
ot a@t d OX (1) 4.1)
ve

{“(X'O) =X, u(x1)=1+x’ 4.2)

u(0,t) =t, u@t)=1+t
seklinde verilsin [45].

1. Durum: Burada a =2, f=1ve f(xt)=2a-2+ (x> +t) oldugunda

problemin tam ¢éziimiiniin U(X,t) = X* +t oldugu bilinmektedir.
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Boliim 3°deki adimlar1 uygulayarak, (x,t)€[0,1]x[0,1] i¢in telgraf denkleminin

matris formunda gosterimi (3.21) bagmtisindan,
{X(%)STT(t,)P’S +2arX(x,)S'T(t) PS+ B°X(x,)STT(t,)S — X(x,)P*S'T(1,)S}| A =F

olarak elde edilir. N =4 igin siralama noktalar1

X, =ih, t =Ilh, h=% L1=01...,4

olmak iizere kosullarin matris formunu elde etmek i¢in (3.16), ve (3.17) ifadelerinden,

siralama noktalar1 (4.2) denklemlerinde yerine yazilarak,

u(x,,0) = X(x,)S'T(0)SA = x ., u(0,t,) = X(0)S"T(t,)S A =t,
u(x,,) =X(x,)S'TTWSA=1+x> , ut)=XDS'T(t)SA=1+t,

seklinde yazilabilir ya da kosullarin temel matrisi

XS'T(0)SA=g, , XS'TM)SA=g,
— —

Ky Kz
X(0)S'TSA=h, , X()S'TSA=h,
Ks K,

olarak gosterilirse, (4.1) denkleminin (4.2) kosullar1 altinda ¢6ziimiinii elde edebilmek

icin olusturulan arttirilmig matris, (3.18) esitliginden,

W ; F
Ki ;i G
[W; 'E]: Kz 7 02
Ks 5 h
Ks 5 hy ]

olarak bulunur.

Burada W matrisin pseudoinverse matrisi, rank (W) = (N +1)> olmak {izere tamm 2.15

ifadesinden,
W = (W W) W'

seklindedir. Buradan bilinmeyen Bernstein katsayilar matrisi, (3.19) esitliginden,
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olarak bulunur. Buradan;

4 4
u(x,t)=u,,(x,t)=>>a  Bys(xt)=x>+t

p=09=0

yaklasik ¢oziimii bulunur. Bu ¢dziim polinom tipli oldugu i¢in, ayni zamanda tam

¢Ozimdiir.

2. Durum: Ornek 4.1’in 2. problemi, hiperbolik tip telgraf denklem
a=8, f=4 ve f(x1)=(B"—2a)e*" i¢cin Dirichlet sinir kosullar,

u(x,0)=¢e*, u(x,)=e""
u(o,t)=e™, u(t)=e""

ile ele alinsm. Problemin tam ¢oziimii, U(x,t) =€*" dir. Bernstein matris metoduyla
yaklasik ¢oziimii bulmak i¢in, N =7,10 ve 15 degerlerine karsilik gelen siralama

noktalari, sirasiyla, (4.3) ve (4.4) denklemlerinde yerine yazilir. Bu durumda telgraf

denkleminin temel matris denklemi,
{XSTTP’S +20XS'T(PS+B*XS'TS—XP’S'TS| A=F
olarak elde edilir. Gosterim kolaylig1 agisindan temel matris denklemi,
XS"TTP’S+ 2aXS'T(PS+p?XS"TS—XP’S'TS =W

olmak tlzere

seklinde gosterilebilir.

Buradan kosullar i¢in temel matris denklemleri,

XS'T(0)SA=g, , XS'T+)SA=g,
— —_—

Ky K,
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X()S'TSA=h,, X(+1)S'TSA=h,
K, Ky

olarak elde edilir. (4.3) denkleminin, (4.4) kosullar1 altinda, siralama noktalarina

dayali Bernstein matris metoduyla yaklasik ¢6ziimiinii bulmak i¢in [W; F] arttirilmis

matrisine kosullarin matrisi de eklenirse olusturulan yeni arttirilmis matris,

Ki 5 O
Kz ;5 92
[W; 'E]: Ks 5 h
K, ; hy
_W 4 F il

seklinde olur. Bu matrise islem kolayligi acisindan Gauss eliminasyon ydntemi

uygulandiktan sonra sifir satirlar1 atilarak [V:V;Ié] bulunur. Boylece bilinmeyen

Bernstein katsayilar matrisi
A=(W)'F

olarak elde edilir. Buradan rank(\/zV):(N +1)*> olmak iizere, W matrisinin

pseudoinverse matrisi W~ bulunup, bilinmeyen Bernstein katsayilari,

S

A=W

T

matris denkleminin ¢6ziimiinden elde edilir.

Simdi iyilestirilmis Bernstein polinom ¢dzlimlerini hesaplayalim. Hata analizi

igin ilk olarak N =3 i¢in yaklagik ¢oziimler u,,(x,t)=0d(x,t) olsun ve rezidi

fonksiyonu

Ry, (X,t) =0, —U, +2a U, + 70— f

olmak tzere hatanin denklemini
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a e3,3(xit) _ a e3,3(xlt) +2a ae3,3(X't) +ﬁ263'3(x,t) _ f (X,t) — _R3,3(X’t) (43)

ot? ox?
€,5(x,0) =¢*, e,(x)=e" »
e,5(0,t)=¢7, e,5(Lt) =" (4.4)

ele alalim. B6liim 3’de verilen matris metodu ile M =8 i¢in (3.23) hata problemini

¢ozersek, N =3 icgin yaklagik Bernstein hata fonksiyonu yaklasimi e;,(x,t) olmak

iizere tyilestirilmis Bernstein polinom ¢6ziimii

Uy g (X, t) = 0(X,t) + €54 (X,1)
= 0.457855420014 — 0.5412224487011x” + 0.252422200148x"* —8.3148651803x 10 3 x°
+3.663590624015x10* x® + (3.367793323932x10”" x® —7.64352525089%107° x°
+9.29341230745x10°x* —4.519773768322 x10* x* + 3.663590624015x 10 )t®
+(7.643525250895 x 10°°x® —1.73477029739x107*x® + 2.10922775855x10* x*
—0.010258053747x* +8.3148651803x107°)t° + (9.29341230745x10° x®
—2.10922775855x107°x® + 0.025645134368x* —0.124722977704x2 + 0.101096637827)t*
+ (4.519773768322x10“ x® —0.010258053747x° + 0.124722977704x" —0.606579826964 X2
+0.477888122599)t2

olarak hesaplanur.

N =7,10 ve 13 degerleri i¢in, iyilestirilmis Bernstein polinom ¢oziimlerin kesme
hatasi, L, normunda maksimum hatast ve L, normunda hatas1 ve RMS hatas1 [39]

hesaplanmistir. Yapilan hesaplamalarda, virgiilden sonraki basamak sayis1 20 olarak

alinmustir.

N =3 icin yaklasimin kesme hatasi i¢in, U(X,t)=€*" ¢oziim fonksiyonunu iki
degiskenli Bernstein serisine agilarak u_,(x,t) katsayilari elde edilir. Bu katsayilar ile
0., (x t) yaklasik ¢oziimiin katsayilari arasindaki (2.45) esitsizliginden, kesme hatasi

u3,3,8

i¢in bir {ist smir

8
€p(3.3) < D |uy y (%, 7) =y (X, 7)| = 0.416312889786859004 x10°°
N=0

olarak bulunur. Problemin tanim bélgesi (x,t) €[0,1]x[0,1] de yaklasimin L, normu
ile verilen maksimum (mutlak) hatasi,

91



€ (3:3) =[|u(X, 7) — Uy 55(X;, 7)||, =0.714235913837x10°°
olarak elde edilir. Burada 0<i<5 ver , [0,1] araliginda sabit sayidur.

Rezidii fonksiyonlarina ait Bernstein hata fonksiyonu yaklagimi u,, (x,t) i¢in

L, normunda hata ve RMS hatast;

1/2
(U(X,7) = Uy55(X;, r))zj =0.45517001145x10"

8
i=0

l_z—hataz[

(U(Xi 1 T) = Uy 55(%;, 7) )2

8
RMS- hata = {| =2 3 =0.82345862221x10°°

olarak bulunur.

Cizelge 4.1.°de, problemin tam ¢6ziimii, Bernstein polinom ve rezidi
fonksiyonu dahil edilerek iyilestirilmis Bernstein polinom ¢6ziimii karsilastirilmis ve
t =1 aninda siralama noktalar1 icin N ve M degerleri arttik¢a tam ¢6ziime oldukca
yakin sonucglar elde edilmektedir. Cizelge 4.2.’de, N ’in farkli degerlerine gore
maksimum hata ve kesme hatasi ve RSM hata degerleri karsilastirmali olarak
verilmistir. Cizelgede, N degerleri arttik¢a problemin ¢éziimiinde yapilan maksimum
hata ve kesme hatasmin azaldig1 gézlenmektedir. Cizelge 4.3.’de, farkli zamanlarda
Bernstein metodunun mutlak hatasi, rezidii fonksiyonunun ilavesi ile verilen
diizeltilmis Bernstein metodunun mutlak hatasi ile Chebyshev Wavelets metodunun
mutlak hatas1 N =12 ve M =10 icin karsilastirilmistir. Rezidii fonksiyonu ile
bulunan lyilestirilmis Bernstein polinom metodunun mutlak hatasnin daha kiigiik
oldugu bu karsilastirmadan gozlemlenmistir. N degerleri arttikga c¢oziimlerdeki
hassasiyet azalmaktadir. Bu nedenle N degeri bu problem icin en fazla 20 olarak
almmigtir. Daha biiyiik degerler icin bilgisayarda islem yapmanin getirdigi yik

artmakta ve programin ¢aligma siiresi uzamaktadir.
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Cizelge 4.1. Ornek 4.1’in N=7,10 ve M =10,13 degerleri icin yaklasik ¢oziimler
ve tam ¢oziimiin karsilastirilmast

Siralama Tam Coziim Bernstein Polinom Iyilestirilmis Bernstein
Noktalari et Coziimii Polinom Coziimii
(x:,8) u(x,t) Uz 7 (X, ;) Uz 720 (% i)
0,9 0.3678794411714423216 0.36787949745874441002 0.36787944004572123686
(0.2,1) 0.44932896411722159143 0.44932895365554702248 0.4493289621346112555
(04,0 0.54881163609402643263 0.54881163788452666872 0.548811631456013354299
(0.6,1 0.67032004603563930074 0.6703200347758001854 0.670320049211064689613
(0.8,9) 0.81873075307798185867 0.81873073144478554114 0.818730757402156852456
()] 1 1.000000000001213488 0.999999999999999998782
(%, %) u(x,t) Usoo (X, 1) Uso 013 (%, ti)
0,9 0.3678794411714423216 0.36787944114564532315 0.367879441171856821315
(02,1 0.44932896411722159143 0.44932896400047312291 0.449328964134544780311
(04,0 0.54881163609402643263 0.54881163614410237883 0.54881163607123356
(0.6,2) 0.67032004603563930074 0.67032004612044316652 0.670320046034318835117
(0.8,9) 0.81873075307798185867 0.81873075304559431871 0.81873075307619759942
(%)) 1 1 1
Cizelge 4.2. Ornek 4.1’in kesikleme maksimum ve RSM hatalarmin, N ’in farkl
degerleri i¢in karsilastirilmasi
N=7, M=10 N=13, M =10
t ey (N,N) € (N, N) RSM-Hata e5(N,N) B (N, N) RSM-Hata
0 0.41E-6 0.71E-6 0.82E-8 8.45E-12 2.1E-13 1.7E-14
0.1 0.75E-5 2.0E-6 1.5E-6 1.21E-12 0.87E-12 5.5E-13
0.3 1.49E-4 7.02E-5 0.3E-5 3.6E-11 4.9E-12 9.3E-13
0.6 5.86E-5 4.66E-5 1.7E-5 3.17E-12 7.0E-12 3.2E-13
0.9 8.69E-5 1.9E-5 0.36E-5 5.8E-12 8.38E-12 2.6E-14
1 3.18E-6 9.4E-7 2.9E-7 4.91E-12 3.6E-13 7.5E-14
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Cizelge 4.3. Ornek 4.1’in N =12, M =12, k =1 igin Chebyshev wavelets metodu,
Bernstein Metodun mutlak hatalarmin karsilastirilmast

Chebyshev . . :
Bernstein Polinom lyilestirilmis Bernstein
Wavelets Metodu .
Metodu Polinom Metodu
[45]
(x,1) M=12,k=1 N =12 N =12, M =10
(0,0.3) 0.5E-11 6.5E-11 1.7E-12
(0.5,0.3) 1.2E-11 2. 1E-11 8.5E-12
(1,0.3) 0.4E-11 6.8E-11 4.4E-12
(0,0.6) 0.4E-12 3.0E-12 3.2E-13
(0.5,0.6) 0.6E-12 2.7E-12 0.21E-12
(1,0.6) 0.2E-12 4.6E-12 2.5E-13
(0,0.9) 0.3E-13 1.3E-13 3.2E-14
(0.5,0.9) 0.6E-13 5.2E-13 0.61E-13
(1,0.9) 0.6E-13 4.1E-13 4.5E-14

Asagidaki Sekil 4.1.°de swralama noktalarina dayali Bernstein matris metodunun

N =10, 15 ve 20 i¢in yaklasik ¢coziimleri, tam ¢oziimle karsilastirilmistir. Coziimler

tam ¢oziime oldukca yakin oldugundan grafikler arasinda fark gozlenmemektedir.
Cizelge 4.2.°de farkli normlarda hata degerleri verilmis ve Sekil 4.1. ve Sekil 4.2.’de

grafiksel olarak ¢6ziimiin dogrulugu ifade edilmistir.

8.0¢-12

6.0e-12

4.0e-12 ~
2.0e-12  ~

0.0e+0 >
1.0 ~
0.8

=
0.0 0.0

Sekil 4.1. Ornek 4.1°in, N =12, M =12, k =1 i¢in iyilestirilmis mutlak hata grafigi
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8,00E-11

7,00E-11

6,00E-11

5,00E-11

4,00E-11

3,00E-11

2,00E-11

1,00E-11

0,00E+00

Chebyshev Wavelets Metodu

Bernstein Polinom Metodu

= Rezidlyel Bernstein Polinom
Metodu

Sekil 4.2. Ornek 4.1 i¢in Chebyshev wavelets metodu, Bernstein Metodu ve

Tyilestirilmis Bernstein metodunun mutlak hatalarmin karsilastiriimasi

3. Durum: Ornek 4.1’nin 3. problemi, hiperbolik tip telgraf denklem

a=2, p=+2 ve f(xt)=2-a+p)e"sin(x) icin smir kosullari,

{u(x,O) =sinx,

u(0,t)=0

u(x,1) =e*sinx
u(Lt)=e"'sinl

ile ele alnsm. Problemin tam ¢oziimii, U(X,t)=e"'sin(x) dir. N ve M nin cesitli

degerleri i¢in yontem uygulanarak Bernstein polinom ¢oziimleri hesaplanir ve

cOzlimlere ait iyilestirilmis hata fonksiyonlar1 tahmin edilir. Cizelge 4.4.°de t=1

anmndaki maksimum mutlak hatalar, tahmin edilen maksimum mutlak hatalar ve

Chebyshev wavelets metodunun mutlak hatasi ile karsilastirilmistir. N ve M degerleri

icin 20 hanede duyarlik kullanilmis olup degerler arttikca mutlak hatalarin azaldig:

gbézlemlenmektedir. Sekil 4.3.’de hiperbolik tip telgraf denklem i¢in tam ¢dziim ve

N,M =10,12 i¢in yaklasik ¢oziime ait grafik verilmistir.
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Cizelge 4.4. Ornek 4.1’in 3. durumu i¢in maksimum mutlak hatalarin karsilastirilmasi

Bernstein polinom ¢oziimleri igin maksimum mutlak hatalari
N 6 7 8 9 10 11 12
Hata 2.3E-4 1.2E-5 3.8E-6 4.7E-7 3.5E-8 8.6E-10  3.0E-12

Iyilestirilmis Bernstein polinom ¢oziimleri i¢in tahmin edilen maksimum mutlak hatalar
(N, M) (6,8) (7,8) (8,10) (9,10) (10,12) (11,15) (12,15)
Hata 5.4E-4 3.9E-4 7.1E-6 8.2E-6 2.6E-10 55E-12 9.5E-14

Chebyshev wavelets metodunun mutlak hatasi [45]
M =12,k=1) t=0.3 t=0.6 t=0.9
Hata 1.1E-13 1.5E-13 0.5E-13

u(x,t)

00 00 X

(a) Tam Coziim

u(x,t)

(b) Yaklasik Coziim
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Sekil 4.3. (a)-(b) Ornek 4.1’in 3. durumu igin tam ¢dziim ve N,M =10,12 i¢in
yaklagik ¢oziim grafikleri

Ornek 4.2. Ikinci olarak,

Ug —Ug + U +U=(2-2t+t*)(x—x*)e ' +2t%e™", 0<x<10<t<l1 (4.5)

hiperbolik tip kismi diferansiyel denklemini

u(x,0)=0
ou(x,0) 0
ot

baslangic kosullar1 ve
u(0,t)=0
{u(l, t)=0
Dirichlet sinir kosullari ile ele alalim. Problemin tam ¢6ziimii u(x,t) =t*(x—x*)e™ dir.
Bu problemi Cizelge 4.6 da, N =10 ve M =10 alarak t =0.5 zamaninda yaklasik
cOzlimleri ve rezidii fonksiyonu entegre edilmis yaklasik ¢oziimlerini hesaplayalim.
ey (x,t) = |u(x,t) —Uy (x,t)| mutlak hata fonksiyonunun farkli N degerleri i¢in ¢izilen
grafikleri Sekil 4.4 (a)-(d)’de sunulmakta olup N degeri artarken mutlak hatalarin
azaldig1 Sekil 4.4.’den goriiliir. Cizelge 4.5.°de, t =1 zamanida farkli X degerleri
icin Iyilestirilmis Bernstein metodu, Rothe-Wavelet metodu (RWM) ve Chebyshev
Tau metodu (CTM)’nin mutlak hatalar1 ile karsilagtirilir. Karsilagtirilan noktalarda,

sunulan metodun RWM’den daha iyi sonuglar verdigi gozlemlenmektedir.

Cizelge 4.5. Ornek 4.2’ nin u(x,1) i¢in mutlak hatalarinin karsilastiriimasi.

RWM [46] CTM [47] B&g;ztg&n Iyllestlrll\;r;ltlzcﬁernsteln
X n=6,m=9 n=m=7 N=7 N=7,M=10
0.125 1.2E-6 5.8E-8 3.14E-7 3.36E-9
0.250 1.9E-6 1.0E-7 7.04E-7 2.0E-8
0.375 2.4E-6 1.2E-7 2.6E-6 5.29E-7
0.500 2.6E-6 1.3E-7 6.17E-7 1.88E-6
0.625 2.4E-6 1.2E-7 3.22E-6 4.57E-7
0.750 1.9E-6 1.0E-7 4.19E-6 8.92E-8
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0.875 1.2E-6 5.8E-8 9.6 E-7 2.76E-9

Cizelge 4.6. Ornek 4.2’ nin u(x;,0.5) i¢in yaklasik ¢oziimlerin aldig1 degerler

Bernstein Tyilestirilmis Bernstein

Polinom Metodu Polinom Metodu
(x.1) N =10 N =10, M =10
(0,0.5) 1.0E-6 1.0E-6
(0.1,0.5) 1.9E-5 4.0E-7
(0.2,0.5) 3.0E-6 2.0E-7
(0.3,0.5) 6.0E-6 1.0E-6
(0.4,0.5) 2.0E-6 0.0E-6
(0.5,0.5) 5.0E-6 1.0E-6
(0.6,0.5) 2.0E-6 0.0E-6
(0.7,0.5) 6.0E-6 1.0E-6
(0.8,0.5) 3.0E-6 2.0E-7
(0.9,0.5) 1.9E-5 4.0E-7
@,0.5) 1.0E-6 1.0E-8

8.0e-7
6.0e-7

Hata 4.0e7

2.0e-7
1.0

0.0e+0

0.0
0-2 0.4

0.6 0.8
X 1.0 0.0

t

() N,M =8,8 i¢in mutlak hata fonksiyonu grafigi
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(b) N,M =10,12 i¢in mutlak hata fonksiyonu grafigi

2.0e-12

Hata 1.0e-12

0.0e+0

t
(c) N,M =16,16 igin mutlak hata fonksiyonu grafigi

2.0e-15

1.5¢-15

Hata 1.0e-15
5.0e-16

0.0e+0

4

(d) N,M =18,18 i¢in mutlak hata fonksiyonu grafigi

t

Sekil 4.4. (a)-(d) Ornek 4.2°in N ve M farkli degerleri i¢in mutlak hata
fonksiyonunun grafikleri

Ornek 4.3. Q={(x,t):—1< x,t <1} bolgesi iizerinde,
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—Au+u = f(x,t) (4.6)

Helmholtz denklemini, Dirichlet sinir kosullariyla birlikte, asagidaki durumlar i¢in ele
alalim [48].

1. Durum: f(x,t) =x+t alinsin. Problemin tam ¢éziimii u=x+t dir. Coziim

fonksiyonunun, polinom fonksiyon oldugu durumlarda, yaklasik ¢oziim tam ¢oziimle

ayni1 olabilmektedir.

N =4 alinarak, (3.7) bagintisindan siralama noktalar1 esit araliklar,

=t =-1 % =t=-05 x=t=0_X=t =08 X% =t =1

olacak sekilde seg¢ilirse, bilinmeyen Bernstein katsayilari,
A= [0,1,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0]
olur. Buradan;

u(x,t) = iiap‘q Bpia(x,t) =1- By (X)B/' () +1- B[ (X) By (t) = x+1

p=0 =0

yaklasik ¢oziimii bulunur. Bu ¢6zlim, ayn1 zamanda tam ¢oziimdiir.
2. Durum: Ornek 4.3’nin 2. problemi, f(x,t) =0 oldugu durumda eliptik tip kismi
diferansiyel denklem
-u, —u,+u=0 (4.7)
ve Dirichlet sinir kosullari,

u(x,—l)zg, u(x D) =xe, u(-Lt) =—e', u(Lt) =¢' (4.8)

ile ele almsin. Problemin tam ¢oziimii, U(X,t)=xe' dir [12]. Bernstein matris

metoduyla yaklagik ¢oziimii bulmak igin N =8,10 , M =8,10 ve 12 degerlerine
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karsilik gelen Chebyshev siralama noktalari, sirasiyla, (4.7) ve (4.8) denklemlerinde

yerine yazilir. Bu durumda temel matris denklemi,

{~XP’STTS—XS'T(P)’S+XS'TS}A=0

olarak elde edilir. Kisaca,

olarak gdsterilebilir.

Kosullarm temel matris denklemi, siralama noktalarinin, (4.6) esitliklerinde yerine
yazilmasiyla

XS'T(-)SA=%, , XS'T(+)SA=2,
K, K,
X(HD)S'TSA=2,

X(-)S'TSA =1,
Ks K,

seklinde bulunur. (4.7) denkleminin, (4.8) kosullar1 altinda, Chebyshev siralama
noktalarima dayali Bernstein matris metoduyla yaklasik ¢Oziimiinii bulmak i¢in

olusturulan arttirilmis matris,

Ki i M
Ky 5 A,
[W; C~;‘] =Kz ; A
Ky 5 A4
_W ; 0 _

seklinde olur. Buradan rank(W) = (N +1)> olmak iizere, W matrisinin pseudoinverse

matrisi W~ bulunup, bilinmeyen Bernstein katsayilari,
A=WG

matris denkleminin ¢éziimiinden elde edilir.
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N =810, M =810 ve 12 degerlerin igin rezidii fonksiyonuna dayali
yontemin tahmini maksimum hata, L, normuyla ifade edilen maksimum hata ve

kesikleme hatasi, Cizelge 4.7.°de karsilastirmali olarak verilmistir. N degerleri
artttkca  bulunan  hata  degerlerinin  olduk¢a  kiiclildigii  ¢izelgelerden

gbzlemlenebilmektedir.

Cizelge 4.7. Ornek 4.3, 2. Durum igin N ’in farkli degerlerine karsilik hata
degerlerinin karsilastirilmasi

(N,M) Kesikleme Hatasi Mutlak Hata Tyilestirilmis Hata
degerleri ep(N,N) €nax (N, N) B\ GG
(8,8) 9.89E-5 1.9E-5 2.42E-6
(10,20) 6.48E-7 4.67E-6 3.01E-8
(12,12) 3.8E-9 7.11E-9 5.4E-11

Son olarak Cizelge 4.8.’de Bernstein matris metodunun, Legendre-Wavelet
metodu [48] ve Chebyshev matris metodu [12] ile N =4, 5, 6 ve 7 degerleri i¢in,
maksimum hatalar1 karsilastirilmistir. Karsilagtirmanin yapilabilmesi i¢in, maksimum
hata tanimi olarak, Legendre-Wavelelet metodunda verilen maksimum hata tanimi

kullanilmistir; Q= {(x,t):—1<x,t <1} bolgesinde maksimum hata,

11 N N 2 pe!
O —{J‘J‘{u(x,t)ZZa,JB,”'N(x)B]”N(t)} dxdt} (4.9)

i=0 j=0

olarak tanimlanir [48].

Cizelge 4.8. Ornek 4.3, 2. Durum i¢in o, , maksimum hatasmm N ’in farkl

degerlerine gore diger yontemlerle karsilastiriimasi
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Legendre- Chebyshev Bernstein Tyilestirilmis
N Wavelet Matris Metodu Siralama Bernstein
degerleri Metodu [48] [12] Metodu Metodu
N =4 2.91E-3 1.04E-2 6.05E-3 4.8E-3
N=5 3.14E-4 4.52E-4 9.26E-4 9.0E-4
N =6 1.96E-5 3.41E-5 1.57E-5 2.93E-5
N =7 1.2E-6 5.93E-6 2.0E-6 6.07E-7

3. Durum: Ornek 4.2’nin son problemi, f(X,t)=3sin(x+t) olarak alindiginda

u(x,t) =sin(x+t) tam ¢éziimiiyle ve Dirichlet sinir kosullar1 ile verilen

—AuU+u = 3sin(x+t)
Helmholtz problemidir.

Cizelge 4.9.’da rezidii fonksiyonuna dayali Bernstein siralama metodunun, Legendre-

Wavelet metodu ve Chebyshev matris metoduyla N =4,5,6 ve 7 degerleri igin

oyy maksimum hatalar1  karsilastirilmistir.  Legendre-Wavelet  metoduyla

karsilagtirma yapilabilmesi i¢in, maksimum hata tanimi, (4.9) denklemindeki gibi
secilmistir. Legendre-Wavelet metodunun kiiciik N degerleri i¢in daha etkili bir
metot oldugu goriilmesine ragmen, Chebyshev matris metodu ve Bernstein siralama
metodu, N degerleri arttik¢a Legendre-Wavelet metoduna gore daha iyi sonug verdigi

gozlemlenmistir.

Cizelge 4.9. Ornek 4.3, 3. durumun o, , maksimum hatasinm N ’in farkh

degerlerine gore karsilastiriimasi

N Legendre-Wavelet Chebyshev Matris Tyilestirilmis
degerleri Metodu [48] Metodu [12] Bernstein Metodu
N=4 1.2E-2 1.86E-2 7.14E-3
N =5 4.04E-4 5.16E-4 5.22E-5
N=6 5.06E-5 2.07E-4 6.4E-5
N=7 1.14E-5 7.83E-6 8.58E-7
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Ornek 4.4. Q={(x,t):—1<x,t <1} bolgesinde, parabolik tip kismi diferansiyel
denklem

u,, +Xu, —u, = f(xt) (4.10)
ve sinir kosullari

u(-L)=0 , ul, =-1 (4.11)

o

olarak alinsm. Burada f(x,t)=0 ve tam ¢dziim u = xe' dir [48].

Bu problemde, diger drneklerden farkli olarak, degisken katsayili bir denklem ve
Dirichlet sinir kosullarina ilaveten, fonksiyonun x=-1 de X ’e gore tiirev kosulu

verilmistir. Buna gore (4.10) denkleminin temel matris denklemi,

{XP’STTS+DXPS'TS-XS'T(P)S}IA=G

olur. Benzer sekilde kosullarin temel matris denklemi, siralama noktalarmin (4.11) de
yerine yazilmasiyla,
XS'TT(-)SA=2, , XSTT(H+)SA=%r, , X(-DS'TSA=2,
—_— —_—

%,—/
Ky K K3

X(+)STTSA=%, , X(-)S'TPTSA=2,
%,_J %/—J

Ky Ks

olarak elde edilir. (4.10) denkleminin, (4.11) kosullar1 altinda ¢6ziimii i¢cin olusturulan

arttirilmis matris,

Ky 5 A
Kz 5 A
(WG] e
Ki 5 Ay
Ks ; As
W ;G|

seklinde olur. Bu sistem ¢oziilerek bilinmeyen Bernstein katsayilar1 bulunur. Cizelge
4.10’da, Bernstein siralama metodunun maksimum hatalari, Legendre-Wavelet
metodunun maksimum hatalar1 ile karsilastirilmistir. Karsilagtrma igin (4.9)

denklemiyle verilen maksimum hata tanim1 kullanilmistir. N *in ¢ok kiiglik degerleri
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icin Legendre-Wavelet metodu, tezde sunulan Bernstein siralama metodundan daha
iyi sonuclar vermistir. Ancak N degerleri arttikga Bernstein siralama ydnteminin

Legendre-Wavelet metodundan daha iyi sonug verdigi gozlemlenmistir.

Cizelge 4.10. Ornek 4.4’{in L, maksimum hatalarmmn N ’in farkl1 degerlerine
gore Legendre-Wavelet metoduyla karsilastirilmasi

N Legendre-Wavelet Bernstein Siralama Tyilestirilmis
degerleri Metodu Metodu Bernstein Metodu
N =4 5.63E-4 8.07E-3 9.10E-4
N=5 7.58E-5 8.46E-5 1.49E-5
N=6 5.90E-6 1.50E-6 2.7TE-7
N=7 1.44E-6 9.50E-7 1.28E-8

Sekil 4.5. (a)-(c) de, (3.33) ile tanimlanan rezidii fonksiyonlarinin tahmini hata

grafikleri karsilastirmali olarak verilmisti. N ve M ’in ii¢ degeri i¢inde, rezidii

fonksiyonu tahmini olarak 10°° hata derecesindedir. Rezidii fonksiyonunun en kiiciik
kaldigi deger (N,M)=7,7 dir. (N,M)=12,12 de rezidii fonksiyonunun degeri
artmaya baglamistir. Bunun nedeni, N degeri arttikca bilgisayar kaynakli islem
hatalarinin artmas1 olarak aciklanabilir. Cizelge 4.11.°de, Bernstein siralama
metodunun maksimum hatalari, N ’in daha biiylik degerleri i¢cin karsilastirilmistir.
Hesaplamalarda virgiilden sonraki hane sayis1 20 olarak alinmistir. Maksimum hatalar,

N degerleri arttikga azalmaktadir.

Cizelge 4.11. Ornek 4.4’iin maksimum hatalarmin N’in farkhi degerleri igin

karsilastirilmasi
N degerleri 7 12 15
L, —hata 2.0E-4 5.0E-10 2.0E-13
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Sekil 4.5. (a)-(c) Rezidii fonksiyonlari ile yontemin farkli N ve M igin

karsilastirmali iyilestirilmis hata grafikleri

Ornek 4.5.

Uy — 2XE Uy + X°t2Ug + Xt Uy — 2U, + XU = 7 (X°t° —=2xt + X°t+x—1)  (4.12)

parabolik tip kismi diferansiyel denklemini

u(x,0)=u,(x,0)=¢*
baslangic kosullar1 ve

u(0,t) =u(L,t) =¢'

smir kosullart ile 0<x<1, 0<t<1 bolgesinde ele alalim. Problemin tam ¢oziimii
u(x,t)=exp(x+t) dir. Bernstein siralama metodu N,M =358 ve 9 ig¢in

uygulayarak yaklasik ¢6ziimleri hesapladik. Cizelge 4.11.°de,

11 12
L, =[u0) -t (), :( (et -u, (0 dxdt]
ve

L, =[u(x,t)—uy ()], = max {Ju(x,t) —uy (x,t)|, 0<x<1,0<t<1]

kullamilarak elde edilen hatalar verilmistir. Tahmin edilen |e, ,, (x,t)| mutlak hata

fonksiyonlar1 ve Rezidii fonksiyonu yardimiyla iyilestirilmis mutlak hata
fonksiyonunun ‘e;,M(X’t)‘:|uN,N,M(X’t)_uN,N(X’t)| farkli N,M degerleri icin

cizilen karsilastirmali grafikleri Sekil 4.6. (a-d) de verilmistir.

N degeri arttikca L, mutlak ve L maksimum hatalarinin azaldigi Cizelge 4.12. den

goriilmektedir. Ayrica, N degeri artarken mutlak hatalarm azaldig1 Sekil 4.6. dan da

goriilmektedir.
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Cizelge 4.12. Ornek 4.5’in L, mutlak ve L, maksimum hatalart

Bernstein Siralama Metodu

N degerleri 3 5 8 9
L, mutlak hata 1.62E-2 7.83E-4 4.5E-7 4.13E-8
L, maksimum hata 8.88E-2 4.9E-4 1.65E-7 4.5E-9
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(b) ‘e;6 (X,t)‘ iyilestirilmis mutlak hata fonksiyonu grafigi
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(© |e818(x,t)| mutlak hata fonksiyonu grafigi
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(d) ‘6;9 (X,t)‘ tyilestirilmis mutlak hata fonksiyonu grafigi

Sekil 4.6. (a)-(d) Rezidii fonksiyonlari ile yontemin N =5,8 ve M =6,8 degerleri

icin karsilastirmali hata grafikleri
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Ornek 4.6. Son olarak,

u, —Uu,, +12u, +4u = 4(cost —3sint)sin x (4.13)

1-Boyutlu 2. Dereceden lineer hiperbolik telgraf denklemini

u(x,0) =sin x
{ut(x,O) =0

baslangic kosullar1 ve

u(0,t)=0
u(l,t) =sinlcost

Dirichlet smir kosullari ile Q={(x,t):0<x,t <1} bdlgesinde ele alalim. Problemin

tam ¢oziimil u(x,t) =sinxcost dir [49].

Sunulan yontem N =5,6,8,12 ve M =6,8,10,15 alnarak probleme
uygulanmistir. Tam ¢6ziim yaklasik ¢6ziim ve rezidii fonksiyonuna dayali
tyilestirilmis mutlak hata grafikleri Sekil 4.7°de verilmistir. Mutlak Hatalar, Quartik
B-Spline siralama metodu [50], Kiibik B-Spline siralama metodu [51], Shifted
Gegenbauer Pseudospectral Metodu SGPM [49] yontemleri Cizelge 4.13. ve Sekil
4.9.°da karsilastirilmistir. Quartik ve Kiibik B-Spline metotlarindan daha iyi sonug
verdigi farkli N degerleri i¢in SGPM metoduna daha yakin sonuglar verdigi
gozlenmistir. Sekil 4.8.’de tam ¢6ziim ve N,M =10,12 i¢in yaklasik ¢oziime ait

grafik verilmistir.

Cizelge 4.13. Ornek 4.6, mutlak hatasmin N ’in farkli degerlerine gére diger
yontemlerle karsilastiriimasi

QBCM [50] KBCM [51] SGPM [49] Bernstein Siralama Metodu
h =0.005, h =0.005, N=4, N =5 N=6 N =8
At =0.001 At =0.001 M, =5 M =6 M =8 M =10
0.2 2.425E-5 6.827E-5 7.449E-6 1.55E-5 4.46E-6 3.8E-9
0.4 7.932E-5 1.494E-4 2.03E-5 0.66E-4 3.36E-6 1.07E-8
0.6 1.21E-4 2.241E-4 1.127E-6 1.43E-6 2.48E-7 5.36E-9
0.8 1.488E-4 2.898E-4 3.369E-5 2.88E-5 6.12E-6 1.25E-9
1 1.646E-4 3.439E-4 8.06E-5 7.71E-5 2.7E-7 8.3E-9
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1.0e-5
8.0e-6
6.0e-6
4.0e-6
2.0e-6
0.0e+0

Hata

0.0 1.0
(@) N,M =5,6 icin [e;(x,1)| mutlak hata fonksiyonu grafigi

1.0e-7
8.0e-8
6.0e-8
4.0e-8
2.0e-8

0.0e+0
1.0

Hata

1.0

0.2
0.0 0.0 X

(b) N,M =6,8 i¢cin |e;8(x,t)|mutlak hata fonksiyonu grafigi

Hata

1.0
! o0 00 7 X
() N,M =8,10 i¢in |e;10 (x,t)|mutlak hata fonksiyonu grafigi

111



1.0e-14

8.0e-15

6.0e-15

4.0e-15

Hata

2.0e-15

1.0

0.0e+0

0.4

ot
S

mutlak hata fonksiyonu grafigi

)|

(x

*
e12,15

=12,15 i¢in

(d) N,M

5,6,8,12 ve

gerleri i¢in karsilastirmali hata grafikler

Sekil 4.7. (a)-(d) Rezidii fonksiyonlar1 ile yontemin N

6,8,10,15 de

M =

(a) Tam Cziim
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10,12 i¢in iyilestirilmis Bernstein Siralama metodu grafigi

(b) N,M

Sekil 4.8. (a)-(b) Ornek 4.5 tam ¢oziim ve N, M

10,12 icin yaklasik ¢dziim

grafikleri

4

004E-04

003E-04

003E-04

002E-04

002E-04

001E-04

5.000E-08

o emmw > o o

0.000E+00 "™

0,8

0,6

0,4

0,2

—#— KBCM e==: « SGPM ‘

‘ e Bernstein Siralama Metodu —e— QBCM

Sekil 4.9. Ornek 4.6 icin farkli yontemler ile Iyilestirilmis Bernstein metodunun

mutlak hatalarinin karsilastiriimasi
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4.2. Bir Boyutlu Parabolik Konveksiyon-Difiizyon Problemleri fle Tlgili

Uygulamalar

Ornek 4.7. {Ik olarak,

—+e—=y— , 0<x<1,t>0 (4.14)

bir boyutlu parabolik konveksiyon-difiizyon denkleminin tam ¢oziimiinii kabul eden
baslangic ve Dirichlet smir kosullar1 altinda ile ele alalim. Burada y =0.02

parametresi viskozite katsayisi ve £ =0.1 faz hizim1 géstermektedir. Denklemin tam

coziimii u(x,t) = exp(l.1771243444677046x —0.09t) seklindedir. [52].

Kesim 3.3 de agiklanan Bernstein siralama metodu ile N =12 ve M =14
degerleri i¢cin yaklasik ¢Oziimleri hesapladik. t=1 , t=2 ve t=5 aninda
(N,M) =(12,14) i¢in yaklasik ¢6ziim ve tam ¢Oziimiin karsilastirmali grafigi Sekil
4.10 ve Rezidii fonksiyonuna dayali ‘efzym(x,t)‘ tyilestirilmis mutlak hata grafigi Sekil
4.11°de gosterilmistir. Bolgeye ait ilk, orta ve son noktalar x=0.1, 0.5 ve 0.9 olmak

lizere ‘efz’m(x,t)‘ iyilestirilmis mutlak hatalar, Redefined cubic B-splines collocation

metodu (RB-Sp) [52], Restrictive Taylor Yaklasimi (RT) [53], Sonlu Farklar Douglass
(D) [54] yontemlerinin mutlak hatalar1 Cizelge 4.14°’de karsilagtirilmistir.
Karsilastirmalardan ortaya ¢ikan sonug, Bernstein siralama yonteminin tam ¢6ziim
bilindiginde diger yontemlere gore daha etkili oldugunu gostermektedir. Ayrica N
degeri arttik¢a hatalarin azaldig1 ancak ¢6ziim siirecinin diger yontemlere gore biraz

daha uzadig1 gbzlemlenmektedir.
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Cizelge 4.14. Ornek 4.7, ‘622,14(x,t)‘ iyilestirilmis mutlak hatasinin diger
yontemlerle karsilastiriimast

Bernstein Siralama Metodu
(N,M)=(12,14)

RB-Sp Metodu [52]

X t=1 t=2 t=5 t=1 t=2 t=5
0.1 1.06E-15 4.24E-14 2.42E-15 1.73E-07 2.29E-07 2.58E-07
0.5 2.37E-14  1.85E-13 7.93E-15 5.24E-07 9.13E-07 1.36E-06
0.9 8.47E-15 3.32E-14 1.21E-14 5.37E-07 8.09E-07 1.12E-06

Restrictive Taylor
Yaklagimi (RT) [53] Douglass (D) Metodu [54]

X t=1 t=2 t=5 t=1 t=2 t=5
0.1 2.22E-16  2.22E-16 3.33E-16 1.33E-04 1.77E-04 2.00E-04
0.5 8.88E-16  1.33E-15 2.44E-15 4.04E-04 7.02E-04 1.05E-03
0.9 0.00E-00 4.44E-16 8.88E-16

4.15E-04 6.30E-04 8.83E-04

u(x,t)

in

. —— t=1 igin yaklagik ¢coziim

+ t=1 icin tam ¢dziim
—— t=2 i¢in yaklasik ¢oziim
- t=2 i¢in tam ¢dzlim

t=5 icin tam ¢oziim

] = t=5 ic¢in yaklasik ¢oziim

Sekil 4.10. Ornek 4.7, t =1,2 ve 5 igin tam ¢dziim ve

5 0.6 07 0.8
X

karsilastirilmasi
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Sekil 4.11. Ornek 4.7 problemine ait N,M =12,14 igin |e;, ,, (x,1)| iyilestirilmis
mutlak hata fonksiyonu grafigi

Ornek 4.8. Bir boyutlu singiiler konveksiyon-difiizyon problemi baslangi¢ kosullari

altinda asagidaki gibi ele alinsin:

u (x,t) =eu, (u,t)—cu (X t)+au(x,t) +S(x,t), 0<x<1,t>0 (4.15)
uO,=et , ulLt)=e . (4.16)

Burada 0< & =0.005 ¢ok kiiciik diflizyon katsayisi, a=0.1 parametresi reaksiyon

hiz, c=—(2+a)Je tasmm hizi ve S(x,t)=0 kaynak terimini gdstermektedir.

X
Denklemin tam ¢dziimii U(X,t) = exp(—t ——j seklindedir. [55].

7z

Problemin Bernstein polinom fonksiyonuna dayali yaklasik ¢6ziimlerini Kesim 3.3°de

aciklanan N =5,7,9 i¢cin Bernstein siralama yontemini kullanarak hesapladik.

Cizelge 4.15°de N ve M ’in farkli degerleri i¢in yonteme ait ¢oziimlerin |ey (X,t)|
maksimum hatalari, iyilestirilmis ¢Ozlimlerin ‘e;YM (X,t)‘ maksimum hatalar1 ve
tahmin edilen ‘eN’M (x,t)‘ hatalar1 verilmistir. t =1 zamanindaki tam ¢oziim ve tezde
sunulan yontemin (N,M)=(7,9) icin ‘e;g(x,t)‘ iyilestirilmis mutlak hatas1 ile

Weak-Form Integral Denklem Metodunun (WFIEM) hata karsilastirmalar1 Sekil 4.12
(a)-(c)’de gosterilmistir.
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u(x,t)

1.0 0.0

(a) Tam Coziim

4.0¢-6

3.0e-6

Hata 20e6
1.0e-6

0.0e+0
0.0

Eo T Hi -
57 ).‘.s.‘i\ ]
g ‘*1.‘?J?r'ﬂii"?:‘:?.‘:'!&‘i:m;:::~'~‘~"*'\"\\\&\\&'
MG \\\
7

og 1
1

(c) WFIEM yontemine ait hata grafigi [55]

Sekil 4.12. (a)-(c) Ornek 4.8 igin tam ¢dziimiin grafigi, yaklasik ¢6ziim ve WFIEM

yontemlerine ait hata grafikleri
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Cizelge 4.15. Ornek 4.8 problemi icin sunulan ydnteme ait maksimum hatalarin

karsilastirilmasi
(N, M) degerleri ey (x,t)| hatast ‘eNYM (X,t)‘ hatas1 ‘e;YM (X,t)‘ hatas1
(5,7) 6.93E-04 1.05E-04 7.42E-04
(7,9) 4.00E-06 3.66E-06 1.45E-07
(9,9) 7.02E-08 5.21E-09 2.80E-09

Ayrica, t=1 igin WFIEM metodunun maksimum hatas1 1.77x10" ve te(0,1]

zaman araligindaki maksimum hatas1 ise 1.91x10™"* seklindedir [55]. Dolayisiyla
tezde sunulan yonteme ait iyilestirilmis ¢oziimlere ait maksimum hatalarin diger
hatalara ve WFIEM yonteminin maksimum hatasina gore, rezidii fonksiyonu
yardimiyla daha giiglii hale getirilmis hata yayiliminda herhangi bir problem olmayip

N degerleri arttik¢ca daha etkili sonuclar verdigi goriilmektedir.

4.3. Iki Uzay Degiskenli Kismi Diferansiyel Denklemler ile ilgili Uygulamalar

Ornek 4.9. ikinci mertebeden iki-uzay degiskenli lineer hiperbolik telgraf denklemi

oQ, Q=[0,1]x[0,1] = R* hesaplama bélgesinin smirin1 belirtmek iizere

U (X%, Y, ) + 2 U, (X, y, 1) + B2 u (X, y,t) =u, (X y, ) +u, (X y,0) + F(x y,t)  (4.17)

seklinde tanimlansin. Burada « >0, g bilinen sabitlerdir. (4.17) denkleminde =0
alindiginda soniimlii dalga denklemine, >0 oldugunda ise telgraf denklemine
indirgenir. t>0 i¢in (X, Yy) € Q bolgesinde ikinci mertebeden telgraf denklemine ait
asagidaki baslangic kosullarini birlestirerek, iki uzay degiskenli baslangic deger
problemini asagidaki gibi elde edebiliriz:

ux,v,00=o(x,y), U(xYy,0)=w(xy), (4.18)

sinir kosullart: (i) Dirichlet sinir kosullari
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u@©,y,) = (y,t), uldyt)=e,(y.1),
{u(x,o,t)ws(x,t), WLy =gk, CHEERT0 (419
veya (ii) Neumann simnir kosullari
u 0, y, ) =y (y, 1), uldy.t) =w,(y.1),
{uy(x,o,o:wg(x,t), U LY =y xy, Y SER 0 (4.20)

Burada v, ¢,;,@ (1<i<4) bilinen diizgiin fonksiyonlardur.

Ik olarak Q bolgesinde tanimli (4.17) ile verilen telgraf denklemini ele alalim.
Burada a=p£=1 , f(xy,t)=2(cost—sint)sinxsiny , ¢(x,y)=sinxsiny ,

w(X,y) =0 olsun. Probleme ait Drichlet sinir kosullar1

=0, ,t)=costsin(l)siny, 0<y<1
{(pl(y ) ?,(y.t) @)siny y 4.21)

o,(x,t)=0, ¢,(x,t)=costsinxsin(l), 0<x<1
seklinde verilsin. Bu problemin tam ¢oziimii
u(x, y,t) =costsinxsiny
seklindedir [47].
N =4 ve M =5 alinip Kesim 3.4’deki adimlar1 uygulayarak, (X,y) €[0,1]x[0,1] ve

t >0 i¢in problemin matris formunda gosterimi siralama noktalar1 kullanilarak (3.67)

ve (3.74)-(3.76) bagintisindan,
MA=F (4.22)
olarak elde edilir. (3.71)-(3.73) matris iliskisinde verilen u(x,y,t) ve u.(X,y,t)

esitliklerinde siralama noktalar1 yerine yazilarak, baslangi¢ kosullar1 i¢in
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u(x, y,t) =B, (x)Q, (Y)R,(0)A =sin xsin y,
B (4.23)
u,(x,y,0) = B, (x) Q, (y)R,” (0)A =0,
Dirichlet smir kosullar1 i¢in
u(0,y,t)=B,(0)Q, ()R, (t)A=0
u, y,t) =B, (1)Q, (Y)R, (t)A = costsin(l)sin y
(4.24)

u(x,0,t) =B,(x)Q,(OR,(t)A=0
u(x,1,t) =B, (x)Q, (YR, (t)A = costsin xsin(l)

matris bagmntilar1 yazilabilir. (4.17) denkleminin (4.21) baslangic ve smir kosullar1
altinda yaklagik ¢Oziimiinii elde etmek igin, (3.78) denklemindeki gibi [W;F]

artirilmig matrise kosullarin (3.79) artirilmis matris formlarmi ekleyerek

(4.25)

=
Rl
I
S NN CC
$

yeni artirilmis matrise sahip oluruz. Boylece bilinmeyen Bernstein katsayilar matrisi

A= (\/:V)’l I§ olarak elde edilir. Son olarak bu lineer sistemin ¢oziilmesiyle,

4

U Y, ) =y, (6 Y, ) =22 > a0, By (X V1)

p=0qg=0 r=0

yaklagik ¢Oziimii bulunur. (3.80) esitligi yardimiyla u,g(X,Yy,t) iyilestirilmis

Bernstein polinom ¢6ziimii elde edilir. Bu ¢ozlimlere ait hata degerleri N =4, M =5
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degerlerine karsilik t <10 farkli zaman araliklarinda, iyilestirilmis Bernstein polinom
¢oziimlerinin L, normunda maksimum hatasi ve L, normundaki mutlak hatasi ve R,
bagil hatasi; iyilestirilmis kuadratik B-Spline metodu- mDQM [56], iyilestirilerek
genisletilmis kubik B-Spline metodu-mECDQ [57] ve lyilestirilmis Bernstein siralama

metodlar1 Cizelge 4.16°da karsilastirilmistir. Yontemlerin birbirine yakin sonuglar
verdigi gozlenmistir. u(x,y,t) Tam ¢6zim, U,(X,Y,t) yaklasik ¢ozim, e,(X,Y,t)
mutlak hata ve rezidii hatasi kullanilarak elde edilen e, (X, y,t) mutlak hata grafikleri
t=12,3 ve N=4, M =5 olmak iizere sirasiyla Sekil 4.13. (a)-(f) ve Sekil 4.14. (a)-

(f)’de verilmistir.

Cizelge 4.16. Ornek 4.9 probleminde farkli zaman araliklarinda L, L, ve R, hata
degerleri karsilastirmasi

mDQM [56] MECDQ [57] Tyilestirilmis Bernstein Metodu
At=0.01,h, =h =0.1 At=0.01,h, =h =0.1 N=4,M=5

t LZ Loo Re LZ Loo Re LZ Loo Re

1 9.97E-4 2.27E-3 5.97E-3 3.75E-6 457E-6 247E-5 1.76E-7 8.94E-7 1.3E-5
2 1.09E-3 2.87E-3 8.5E-3 4.47E-6 5.61E-6 3.82E-5 4.32E-6 4.35E-6 1.26E-4
3 2.29E-4 6.08E-4 7.47E-4 3.7T4E-6 6.28E-6 1.34E-5 3.33E-5 6.48E-6 2.17E-5
5 1.16E-3 2.99E-3 1.28E-3 4.41E-6 538E-6 5.35E-5 5.26E-6 1.61E-6 2.14E-4
7 7.29E-4 1.88E-3 3.16E-3 3.22E-6 3.75E-6  1.53E-5 5.18E-5 1.35E-5 1.02E-5
10 5.89E-4 1.52E-3 2.29E-3 3.18E-6 3.71E-6  1.36E-5 2.61E-6 3.22E-6 4.25E-5
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0.4
0.3
2

0
u(x,y,1) ol

0.0
1.0
1.0

0.0 0.0

(a) t=1 i¢cin Tam ¢oziim

0.4

0.3

0.2
u(xy.1)
0.1

0.0
1.0

0.0 0.0

(b) t=1 i¢in yaklasik ¢6ziim

0.00

-0.05
u(x.y,2)

-0.10

-0.15

1.0

02 ' x

0.0 4o

(c) t=2 i¢in Tam ¢6ziim
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0.0

AN W v
N N N
-0.2 ——
.
ANANAMANRS
NN N N N W .

-0.4

u(xy.3) o
-0.8

1.0

(e) t=3 i¢in Tam ¢oziim

0.0 0.0

(f) t=3 i¢in yaklasik ¢6ziim

Sekil 4.13. (a)-(f) t =1,2,3 igin Tam ¢6ziim ve yaklagik ¢6zliim grafikleri
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0.0006

0.0005

0.0004

0.0003

64(X,y, 1) 0.0002
0.0001

0.0000

0.0

L0 49 ’ X

(@) t=1 icin Mutlak hata e,(X, y,t) grafigi

3.0e-5

2.0¢-5
e, . (xy.1)
45577 0e-s
0.0¢+0

0.0

0.010
0.008
0.006
f:4()(’31’2)0.004
0.002

0.000

(c) t=2 i¢in Mutlak hata e,(x, y,t) grafigi
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0.0015

0.0010
€,5(xy,2)
’ 0.0005

0.0000
0.0

1.0 0.0

0.08
0.06

¢,(x,y,3) 004
0.02

0.00
1.0

1.0

0.0 0.0
(e) t=3 i¢in Mutlak hata e,(x, y,t) grafigi

0.10
0.08

0.06

e4’5(x,y,3) 0.04
0.02

0.00

1.0

1.0

0.0 0.0

(f) t=3 icin iyilestirilmis mutlak hata e, (X, y,t) grafigi

Sekil 4.14. (a)-(f) t =1,2,3 i¢in Mutlak hata e, (X, y,t) ve iyilestirilmis mutlak hata
e,s(X, y,t) grafikleri
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4.4. Lineer Olmayan Kismi Diferansiyel Denklemler ile ilgili Uygulamalar

Ornek 4.10. Lineer olmayan Klein-Gordon denkleminin bir sinifi olan
U, +au, + g u+...+g,u"=f(xt) (xt)e[0,1x[0,T] (4.26)

ile verilen kismi diferansiyel denklemin

u(%.0) =g,(x) } 0<x<1 (4.27)

Ut(X,O) = gz(x)
baslangic kosullar1 altinda ¢oziimii arastirilacaktir.

1. Durum: 0<x<1 araliginda kuadratik nonlineerlife sahip Lineer olmayan

Klein-Gordon denklemini ele alalim. Baslangi¢ kosullar1

{u(x,0)=0 cy<1 (4.28)

u,(x,0)=0"

olmak iizere a=-1, B,=0, B,=1 ve f(xt)=6xt(x*—t>)+x%° verilsin.

Problemin tam ¢6ziimiiniin U(X,t) = X’t* oldugu bilinmektedir [58].

N =4 almarak Kesim 3.5’deki adimlar1 uygulayarak, (X,t)<[0,1]x[0,T] i¢in

problemin matris formunda gosterimi (3.100) bagintisindan,
PLEIMTT )PP M=X, (x )PP MT T, () MIA, + X, (X )M T, ([ )MA, =F(x.t) (4.29)
olarak elde edilir.

(3.97) matris iliskisinde verilen u(x,t) ve U, (X,t) esitliklerinde siralama noktalari

yerine yazilarak,

u(x,0)=X(x )M'T(OMA, =0, u,(X,0)=X(x)M" TOPMA, =0 (4.30)
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seklinde yazilabilir ya da kosullarin temel matrisi

XM TMA=g,=0 , X(X)M'T(OPMA=g,=0
H—J

u Y

olarak gosterilirse, (4.27) baslangic kosullar1 (4.26) denkleminin lineer kismina ait

kosullar olmas1 nedeniyle, denklemin lineer kismina ait Wl matris formunun, 2x5
alt satir1 silinerek (4.30) kosullarin matris formlar1 yerlestirilir ve W, matrisinin 2x5

alt satir1 sifir kabul edilirse

v Wl [h

W W f
No=| W[, W,=|Wz| F=|f,
U 0 0
|V | 0 ] | 0|

biciminde matrisler elde edilir. Boylece (4.26) denkleminin (4.27) kosullar1 altinda
WA, +W,A, =F (4.31)

seklinde temel matris denklemi elde edilir. Bu lineer olmayan sistemin ¢oziilmesiyle,
4 4
u(x,t)=u,,(xt)=>>a  Bri(xt)=xt".
p=0 g=0

yaklasik ¢oziimii bulunur. Bu ¢6ziim polinom tipli oldugu i¢in, ayn1 zamanda tam

¢Ozimdiir.

2. Durum: Ornek 4.10’un 2. problemi, —1< x <1 arahig1 i¢in kuadratik tip Lineer

olmayan  Klein-Gordon  denklem a«=-1 , p=0 , B, =1 e

f (x,t) =—xcost+x*cos’t igin baslangi¢ kosullari,

{u(x,O) =X

, -1<x<1 .
u,(x,0)=0 (4.32)
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ile ele almsin. Problemin analitik tam ¢oziimii, u(x,t)=xcost seklinde verilmistir

[59]. Bernstein matris metoduyla yaklasik ¢oziimii bulmak igin, siralama noktalari

olarak Chebyshev polinomlarinin kdkleri segilirse, yani

krz | 7
X, t): X =cos—, t =cos—, 0<k,I<N
{1):% =00 ’ }

N =4,6 ve 8 degerlerine karsilik gelen siralama noktalari, sirasiyla, (4.26) ve (4.32)

denklemlerinde yerine yazilir. Bu durumda problemin temel matris denklemi,

X (XIMT T, (1) P> M= X, (X )P> MT T,(t,) M}A, + X, (X )IM'T,(t, )M A, =F(x,,t,)

olarak elde edilir. Gosterim kolayligi agisindan temel matris denklemi,
XM'TT,PPM-XP°M'TM=W, ve XMTM=W,

olmak iizere,

seklinde gosterilebilir. Buradan kosullar i¢in temel matris denklemleri, (3.97) matris

iligkisinde wverilen u(x,t) ve u.(Xt) esitliklerinde siralama noktalar1 yerine

yazilarak,
u(x.,0)=X(x )M TOMA, =x, u(x,0)=Xx)M'TOO)PMA, =0 (4.33)

seklinde yazilabilir ya da kosullarin temel matrisi

XI\/ILTJ'T'I\_/IA=Q1, X(XK)MTT(O)ﬁl\_AA:gz (4.34)
v

olarak gosterilebilir. Elde edilen temel matris denkleminin ¢oziilmesiyle N =4, 6

kesme sinirlar1 i¢in Bernstein polinomlar1 cinsinden yaklasik ¢oziimler

u,,(x,1) =4.1666397 %107 xt* —0.4994150xt* —0.5000458xt> + 0.99996718x,
Us o (X, 1) = —1.3880265x10°xt® + 4.1666615x10 *xt* —0.4999948xt* +1.0000051x
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seklinde bulunmus olup bu ¢oziimlere ait hata degerleri N=4,6 ve N =8
degerlerine karsilik x=0.02 ve t=1,3,5,7,10 icin, Bernstein polinom ¢dziimlerinin
L, normunda maksimum hatasi ve L, normunda mutlak hatas1 ve RMS hatas1 [39]

Cizelge 4.17.’de gosterilmistir. Ayrica analitik ve yaklasik ¢oziim grafikleri ile mutlak
hata grafigi sirasiyla, Sekil 4.15. ve Sekil 4.16.’de verilmistir.

o

S
n

S
o

u(x,t)

'
e
n

o
°

o
V:I:/lll’l’g_J

'
|-
P

(a) Tam Coziim

1.5

1.0
"
0.5 ettt e
u, (X0 g0 e

-0.5 LLLT 77
-1.0 \\!!!!,gg!;';:r‘ 23
-1.5

1.0

410 10
(b) N =6 i¢in yaklasik ¢oziim

Sekil 4.15. (a)-(b) Ornek 4.10, 2. Durum icin N =6 kesme smirinda
X,t) €[-1,1]x[0,10] uzay zaman araliginda tam ¢6ziim ve yaklasik ¢6ziim grafigi
t 1,1]1x[0,10 y ligind Ozl yaklasik ¢oziim grafigi

Cizelge 4.17. Ornek 4.10, 2. Durum ig¢in N =4 kesme smirinda farkli hata
degerleri
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x=0.2

t L, -Hata L, -Hata RMS-Hata
1 2.23E-5 4.71E-5 6.50E-5
3 5.64E-5 1.17E-4 1.16E-5
5) 3.38E-5 2.20E-4 9.19E-5
7 3.59E-5 8.24E-4 2.57E-4
10 1.30E-5 7.98E-5 6.94E-5

e(x,t)

Sekil 4.16. Ornek 4.10, 2.Durum i¢in (X,t) €[0,1]x[0,5] uzay zaman arahiginda
N =6 kesme smirmda e(x,t) = |u(x,t) —ueve(x,t)| mutlak hata grafigi

3. Durum: Ornek 4.10’un, 3. problemi, X €[-1,1] araliginda taniml kiibik tip 1-
boyutlu lineer olmayan Klein-Gordon denklem a«=-1, g =1, 5, =0, ;=1 ve
0<t olmak iizere f(X,t)=(-2+x*)cosh(x+t)+x®cosh®(x+t)—4xsinh(x+t) icin

baslangi¢ kosullar1

u(x,0) = x* cosh x
-1<x<1 (4.35)

u,(x,0) = x?sinhx

ile ele alinsin. Problemin tam ¢oziimil, U(X,t)=x"cosh(x+t) dir [60]. Bernstein

matris metoduyla yaklasik ¢6ziimii bulmak i¢in, siralama noktalar1 olarak Chebyshev
polinomlarmin kokleri segildiginde N =4 ve N =6 degerlerine karsilik gelen

siralama noktalari, sirasiyla, (4.26) ve (4.35) denklemlerinde yerine yazilarak temel
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matris denklemleri elde edilir. Elde edilen temel matris denkleminin ¢ozlilmesiyle
Bernstein polinomlar1 cinsinden yaklagik ¢oziimleri hesaplanmigtir. Sunulan yontem,
N =4, 6 kesme smirlar1 alimarak probleme uygulanmistir. Tam ¢oziim, yaklagik
¢oziim ve mutlak hata grafikleri Sekil 4.17. (a)-(b) ve Sekil 4.18.”de verilmistir. Ayrica
farkli zamanlarda N =6 i¢in mutlak hata grafigi Sekil 4.19. ile gosterilmistir. t=1
icin L, L, ve RMS hatasi, radyal baz fonksiyonlar1 [58], kiibik B-Spline metodu

[61], sonlu farklar metodu [60], N =6 kesme smirinda Bernstein siralama metotlari
ile Cizelge 4.18.de karsilastirilmis ve bu yOntemlere yakin sonuglar verdigi

gbzlenmistir.

0.0 -1.0

0.0 -1.0

(b) Ornek 4.10, 3. durumun N =4 i¢in Yaklasik Coziimii

Sekil 4.17. (a)-(b) Ornek 4.10, 3. durumun (x,t) [-1,1]x[0, 2] uzay zaman
araliginda tam ¢6ziim ve N =4 icin yaklasik ¢6ziim grafikleri

Cizelge 4.18. Ornek 4.10, 3. Duruma ait t=1 i¢in L, L, ve RMS hata degerleri
karsilagtirmasi
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Radyal Baz Sonlu

Fonksiyonlart Farklar Kﬁ;fogus[g'l'?e Slraizr:lt\igodu
[58] Metodu [60]
L, 5.0705E-5 1.0284E-9 3.5666E-6 9.3228E-7
L, 2.9474E-4 3.7079E-9 2.5993E-5 1.3394E-5
RMS 2.0789E-5 2.6153E-10 2.5930E-6 6.4770E-6

e(x,t)

Sekil 4.18. Ornek 4.10, 3. Durumun (X,t) €[0,1]x[0, 2] uzay zaman arahiginda
N =6 kesme smirmda e(x,t) = |u(x,t) —ueve(x,t)| mutlak hata grafigi

50 T
u(x,t)

40 T

30 T

Sekil 4.19. Farkli zamanlarda Ornek 4.10, 3. Durum i¢in yaklasik ¢dziim grafigi

5. TARTISMA VE SONUCLAR
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Bu tezdeki amag, miithendislik dallarinda siklikla karsilagilan ikinci mertebe
degisken ve sabit katsayili kismi diferansiyel denklemin, bir boyutlu singiiler pertiirbe
parabolik tip konveksiyon-difizyon probleminin, ikinci mertebeden iki uzay
degiskenli kismi diferansiyel denklemin ve lineer olmayan kismi diferansiyel
denklemlerin bir sinifi olan bir boyutlu kuadratik ve kiibik nonlineerlige sahip Klein-
Gordon denklemin verilen belirli kosullar altinda yaklagik ¢oziimiinii, siralama
noktalarina dayali Bernstein siralama metodu ile bulmaktir. Matematiksel temellere
dayandirilarak gelistirilen metodun, rezidii fonksiyonu kullanilarak hata analizi
yapilmis ve c¢oziimlerin dogrulugu incelenmistir. Yontemin tutarliligini gostermek
iizere degisik kapali bolgelerde, eliptik, parabolik, hiperbolik tipten problemlerin
verilen baglangic kosullar1 (Cauchy Problemi) ve Smir deger kosullar1 (Dirichlet,
Neumann ve karisik kosul) altinda ¢éziimleri bulunmustur. Tiim bu islemlerden sonra,
siralama noktalarina dayali Bernstein metodu ile elde edilen sonuglar su sekilde

siralanabilir:

e Bu metot, iteratif metotlar (B-Spline, Runge-Kutta, Adomian-Decomposition
metodu gibi) agr programlama algoritmalar1 gerektirmeyen direkt bir
metotdur.

e Problemin ¢6zlim fonksiyonun polinom olmasi durumunda, kesme smir1 N ’in
polinomun derecesine kiiclik ya da esit sec¢ilmesiyle Bernstein siralama
metoduyla elde edilen yaklasik ¢6ziim, ayni zaman da tam ¢Oziime esit
olacaktir. Bilinen fonksiyonun polinom fonksiyon olmamasi durumunda ise,
Bernstein seri agcilimina denk gelen Bernstein polinom tabanli seri agilimi yani
N ’in keyfi degerleri arttik¢a yaklasik ¢oziim tam ¢oziime yakimsayacaktir.

e Bilinen fonksiyonun Bernstein polinomu serisine agilabildigi durumlarda, en
1yi yaklasimi elde edebilmek i¢in, fonksiyonun Bernstein a¢iliminda daha fazla
terim almnabilir. Ancak kesme smir1 N ’in ¢ok biiylik secilmesi durumunda,
bilgisayarda igslem yiikii artacagindan, kesme hatalar1 artmakta ve bu durum
verilen problemin c¢odziimiinden bizi uzaklastirmaktadwr. N ’in yeteri kadar

biiyilk secilmesi durumunda, tam c¢oziime oldukca yakin ¢oziimler elde
edilebilir.

e Tam ¢dziimiin bilindigi ya da bilinmedigi durumlarda, Bernstein metoduyla
yaklasik ¢6ziim elde edildikten sonra, verilen probleme rezidii fonksiyonu
ilavesiyle iyilestirilmis tahmini ¢6ziim bulunabilir. Bu tahmini ¢6ziime ait
mutlak hata fonksiyonu yardimiyla, tam ¢6zlim ile yaklagik ¢6ziim problemin
tanim bolgesinde istenilen degerleri bulunarak hata analizi yapilabilir.
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e Sunulan yontem, verilen problemin tiim sonlu araliklarinda uygulanabilir.
Ayrica metot, dikdortgensel olmayan, farkli kapali bolgelerde de ¢oziim
bulmaya uygun bir metottur.

e Ornek 4.3., 2. durum icin Chebyshev siralama noktalar kullanilarak elde edilen
sonuglar, siralama yontemi ile elde edilen sonuglardan daha tutarli olabilir.

e Verilen orneklerde, esit aralikli siralama noktalar1 kullanildigindan N <M
i¢in ‘e;YM (xi,t,)‘ hata fonksiyonu istenen ¢oziime sonsuz normda oldukga

yakindir. Rezidii fonksiyonu eklenerek iyilestirilen Bernstein siralama
metodunun yaklagik ¢6ziimii yine sonsuz normda verilen hatadan daha iyi
sonuglar vermistir.

e Problemin kotii kosullu (ill-poses) olmasi halinde, ¢6ziimiin dogruluk
hassasiyeti azalmakta ve biiyilkk N degerlerinde sapmalar olmaktadir. N kesme
smirinin artmasi ile matris boyutlarinin da oldukga yiiksek oranda artmasi ve
boylelikle yaklasik ¢6ziimiin hesaplanmasinda siirenin uzamasi gibi bir takim
zorluklar ortaya ¢ikmaktadir.

e Sonuglarm giivenirligini test etmek icin hemen hemen tiim uygulamalarda
farkli yontemlerle karsilastirma yapilmis, sekil ve tablolarla N degerleri
biiytidiikce sonuglarin daha fazla tutarh oldugu goriilmiistiir.

e Yontem icin verilen rezidii fonksiyonuna dayali hata analizi, problemlere
uygulanmig ve farkli N degerleri i¢in L, mutlak hata, L, maksimum hata ve

RMS hatalar1 karsilagtirilmistir. L, maksimum hatanin N kesme degerleri
biiytidiikce daha iyi sonuglar verdigi gézlemlenmistir.

Daha sonraki ¢alismalar i¢in sunulan yontem, farkli kapali bolgelerde lineer
olmayan kismi diferansiyel denklemlere, yiiksek mertebeden lineer ve lineer olmayan
kismi diferansiyel denklemlere ve sistemlere, integro-kismi diferansiyel denklemlere,
gecikmeli kismi diferansiyel denklemlere de uygulanabilir. Ayrica bu ¢alismada, iki
boyutlu denklemler i¢cin ¢ozlimler elde edilmistir. Bu metot gelistirilerek iic boyutlu
denklemler icinde ¢oOziimler elde edilebilir. Bunlara ilaveten fractional tiirevli
diferansiyel ve kismi diferansiyel denklem igeren miihendislik modellemelerinde de

kullanilabilir.
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