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OZET
Yiiksek Lisans Tezi

MINKOWSKI 3-UZAYINDA BiSHOP CATISINA GORE
OTELEME YUZEYLERI

Melike CETIN

Manisa Celal Bayar Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dal

Damisman: Prof. Dr. Mustafa KAZAZ

Bu c¢alismada diizlemsel olmayan uzay egrileri tarafindan olusturulan 6teleme
yiizeyleri Minkowski 3-uzayinda Bishop catisina gore incelenmistir. Elde edilen
spacelike ve timelike Gteleme ylizeylerinin birinci temel form, ikinci temel form,
Gauss egriligi ve ortalama egrilikleri hesaplanmistir.

Bu tez ¢alismast ii¢ boliimden olusmustur. Birinci boliimde, Oklid uzaylarinda
ve 3-boyutlu Minkowski uzayinda Frenet ve Darboux ¢atisina gore dteleme yiizeyleri
lizerine yapilan ¢aligmalar iizerine literatiir bilgisi verilmistir. Ayrica Oklid uzaymda
Frenet catisina alternatif bir ¢at1 olan Bishop c¢at1 ve Darboux catisina gore dteleme
yiizeyleri ile ilgili yapilmis ¢alismalar hakkinda bilgi verilmistir.

Ikinci boliimde, 3-boyutlu Oklid uzayinda egriler ve yiizeyler teorisi ile ilgili
temel kavramlara yer verilmistir. Frenet catisi ve Bishop catisina gore tiirev formiilleri
verilerek bu iki cat1 arasindaki iligkiler verilmistir. Bir ylizeyin incelenmesi i¢in gerekli
olan birinci ve ikinci temel form ve yiizeyin egrilikleri 6zet olarak verilmistir. Ayrica
3-boyutlu Minkowski uzayinda temel kavramlar, egriler ve yiizeylerin teorisi ile ilgili
kavramlar 6zet olarak sunulmustur.

Ugiincii boliimde, 3-boyutlu Minkowski uzayinda Bishop ¢atisina gore dteleme
yiizeylerinin birinci temel form, ikinci temel form, Gauss egriligi ve ortalama
egrilikleri hesaplanmistir. Bu hesaplamada spacelike ve timelike 6teleme ylizeyleri
ayr1 ayr1 ele alinarak farkli durumlarda incelenmistir. Spacelike 6teleme yiizeyleri i¢in
dort farkli durumda birinci, ikinci temel formlar, Gauss egriligi ve ortalama egrilikler
hesaplanmistir. Timelike 6teleme yiizeyleri i¢in ise yiizey iizerindeki egrinin spacelike
veya timelike olma durumu goz Oniine alinarak karsilasilan dokuz farkli durum i¢in
birinci, ikinci temel formlar, Gauss egriligi ve ortalama egrilikler hesaplanmigtir.

Anahtar Kelimeler: Minkowski 3-uzayi, 6teleme yiizeyi, Bishop ¢at1, Darboux cati,
temel formlar.

2019, 50 sayfa



ABSTRACT
M.Sc. Thesis

TRANSLATION SURFACES ACCORDING TO BISHOP FRAME IN
MINKOWSKI 3-SPACE

Melike CETIN

Manisa Celal Bayar University
Graduate School of Applied and Natural Sciences
Department of Mathematics

Supervisor: Prof. Dr. Mustafa KAZAZ

In this study, translation surfaces generated by spatial curves which are not
planar are investigated according to Bishop frame in Minkowski 3-space. First
fundamental forms, second fundamental forms, Gaussian curvatures and mean
curvatures of the obtained surfaces are calculated.

This thesis consists of three sections. In the first section, literature information
of about studies on translation surfaces according to Frenet and Darboux frame in
Euclidean spaces and Minkowski 3-space are stated. Moreover, some studies in
Euclidean spaces are summarized on translation surfaces according to Bishop and
Darboux frames which are alternatives to Frenet frame.

In the second section, basic concepts on the theory of curves and surfaces in
Euclidean 3-space are stated. Derivative formulas according to Frenet and Bishop
frames and relations between these frames are given. First and second funfamental
forms and surface curvatures are summarized which are necessary to investigate a
surface. Furthermore, basic concepts of Minkowski 3-space and theory of curves and
surfaces in this space are given by details.

In the third section, first fundamental forms, second fundamental forms,
Gaussian curvatures and mean curvatures of translation surfaces according to Bishop
frame are calculated in Minkowski 3-space. During this calculation, spacelike and
timelike translation surfaces are handled separately for different cases. For spacelike
translation surfaces, first fundamental forms, second fundamental forms, Gaussian
curvatures, and mean curvatures are calculated in four different cases. For timelike
translation surfaces, first fundamental forms, second fundamental forms, Gaussian
curvatures and mean curvatures are calculated in nine different cases with respect to
the curve on the surface is spacelike or timelike.

Keywords: Minkowski 3-space, translation surface, Bishop frame, Darboux frame,
fundamental forms.

2019, 50 pages



1. GIRIS

3-boyutlu Oklid uzayinda ilging yiizeylerden biri iki egri tarafindan iiretilen
oteleme yiizeyidir. Oteleme yiizeyleri quadrilateral (dért kenarli) yapidaki yani, dort
yiizlli ylizeylerdir. Bu 6zellik sayesinde bu yiizeyler, mimaride dizayn amagli ve cam
tavan kaplamalarinda kullanilir. Genellikle bu cam kaplamalar iiggensel cam yiizeyler
ve cam levhalar ile yapilir, ancak dort kenarli elemanlar daha ekonomiktir ve tiggensel
yaptya gore daha seffaftir. Bu nedenle hem gorsel olarak hem de ekonomik olarak

bir¢ok yapinin cam tavan kaplamalar 6teleme yiizeyleridir.

Oteleme yiizeyleri ile ilgili bugiine kadar bircok calisma yapilmistir. 1992
yilinda J. Walrave, L. Verstraelen ve S. Yaprak n-boyutlu Oklid uzayinda minimal
Oteleme ylizeylerini incelediler [1]. 1999 yilinda H. Liu 3-boyutlu uzaylarda Gteleme
yiizeylerinin Gauss egriligini ve ortalama egriligini inceledi [2]. 2002 yilinda D. W.
Yoon “3-boyutlu Minkowski Uzayinda Oteleme Yiizeylerinin Gauss Déniisiimii
Uzerine” adli calismasinda, Gauss déniisiimiine Laplasiyen operatdriinii uygulayarak
Oteleme yiizeylerinin diferansiyel geometrik 6zelliklerini inceledi [3]. 2008 yilinda M.
I. Munteanu ve A. |. Nisor 3-boyutlu Oklid uzaymda 6teleme yiizeylerinin ikinci temel
formunu, ikinci Gauss egriligini ve ikinci ortalama egriligini incelediler [4]. 2010
yilinda M. Cetin 3-boyutlu Oklid uzayinda &teleme yiizeylerinin diferansiyel
geometrik 6zelliklerini inceledi [5]. 2012 yilinda M. Cetin, H. Kocayigit ve M. Onder
Minkowski 3 uzayinda Frenet gatisina gore 6teleme yiizeylerini incelediler [6]. 2014
yilinda F. Giiler, G. S. Atalay ve E. Kasap Oklidyen 3-uzayda Bishop catisina gore
Oteleme yiizeylerini incelediler [7]. 2008 yilinda M. K. Karacan ve B. Biikgii
Minkowski 3-uzayinda timelike egrilerin Bishop catisini incelediler [8]. 2016 yilinda
H. Kocayigit, B. Biikgii ve I. Pektas Minkowski 3 uzayinda Bishop Darboux vektdriine

gore spacelike egrilerin karakterizasyonlarini incelediler [9].

Bu tez ¢aligmasinda, literatiirde yapilanlar g6z oniinde tutularak Minkowski 3-
uzayinda Bishop catisina goére Oteleme yiizeyleri incelenmistir. Bu incelemede,
yiizeylerin ve egrilerin karakterleri gz oniinde tutularak Minkowski 3- uzayinda
Bishop catisina gore dteleme yiizeylerinin birinci temel formu, ikinci temel formu,

Gauss egriligi ve ortalama egrilikleri bulunmustur.



2. GENEL BILGILER

2.1, 3-Boyutlu Oklid Uzayinda Temel Kavramlar
Bu béliimde 3-boyutlu Oklid uzayinda egriler ve yiizeyler ile ilgili temel
kavramlar verilecektir. Burada verilen tanim ve ifadeler i¢in [10, 11, 12] nolu

referanslara bakilabilir.

Tamm 2.1.1. IcR bir agk aralik olsun. E® Oklid uzayinda
diferansiyellenebilir bir egri (veya parametrik bir egri) bir
al>E, toa(t)=(a(t) o (t).a(t))
doniisiimii ile verilir. Eger o :T— E® egrisi C* smifindan ise o egrisine C* smifindan
bir egri denir. Buradaki ¢, :I> R, t—¢o; (t), 1<i <3 fonksiyonlarina o egrisinin
koordinat fonksiyonlart denir. telc R parametresi zaman parametresi olarak
diistiniiliirse, a(t) egrisi hareketli bir noktanin E® deki yoriinge egrisi olarak

alinabilir.

Tanmm 2.1.2. a1 E?, t—>a(t):(al(t),a2 (t),ag(t)) egrisi
diferansiyellenebilir bir egri olsun. a'(t)=(cy(t), a5 (t) a4 (t)) € E® vekidriine
egrisinin o (t) noktasindaki teget vektorii veya hiz vektorii denir.

o (O =[] +[a ()] +[a(t)]

fonksiyonuna « egrisinin skaler hiz fonksiyonu ve

o1 Rt [ (t)=|

!

olarak tanimlanan | o

||a'(t)|| € R reel sayisma da o egrisinin t noktasindaki (skaler) hiz1 denir.

Tamm 2.1.3. Vtel i¢in a’(t);tO olan bir a:I—>E® egrisine diizgiin

(regiiler) egri denir.

Tanim 2.1.4. Vt €1 i¢in ||a'(t)|| =1 olan bir ¢ : 1 E® egrisine birim hizli egri

denir. Bu durumda, t parametresine yay uzunlugu parametresi denir ve genellikle s

ile gosterilir.



Tamm 2.1.5. a:Ic R— E?, aza(t) diferansiyellenebilir bir egri olsun.

t, el olmak iizere « egrisinin t, noktasindan t ye Kadar olan yay uzunlugu

fonksiyonu

s:1>R, t—>s(t)=j“
f

a'(u)”du

ile tamimlanan s fonksiyonudur. Yay uzunlugu fonksiyonu diferansiyellenebilir bir

fonksiyon olup, diferansiyeli
|
dt dt;

olur. Boylece « (t) , hareketli bir noktanin t anindaki konumu olarak diistintildiigtinde

' (u)du =o’ (t)]

ds

priied egrisinin ¢ (t) noktasindaki hizi olur.

Tanim 2.1.6. & :Ic R — E° birim hizh bir e@ri olsun. o' (s) =T (s) esitligi ile
verilen T(s) vektorine o egrisinin ¢(s) noktasindaki birim teget vektor denir.
Vsel igin x(s)=|T'(s)| seklinde tanimlanan x(s)eR reel sayisina o egrisinin
a(s) noktasindaki egriligi denir. «(s)# 0 olan noktalarda T'(s) = x(s) N (s) esitligi
ile verilen N (s) birim vektdriine ¢ egrisinin o(s) noktasindaki asli normal vektorii
denir. B(s)=T(s)xN(s) birim vektoriine o egrisinin &(s) noktasindaki binormal
vektorii denir. B'(s)=—7(s)N(s) ile tammlanan 7(s) sayisina o egrisinin «(S)

noktasindaki burulmasi denir.

Tamm 2.1.7. Birim hizli bir « egrisinin her bir s noktasinda T (s) teget,
N(s) asli normal ve B(s) binormal vektorlerden olusan bir (T,N,B) ortanormal

koordinat sistemi vardir. Bu (T, N, B) ticliisiine hareketli iigyiizlii ya da Frenet catisi

denir.



a birim hizli bir egri ve Vs el igin a"(s)#0 olsun. x(s) ve z(s) sayilar

strastyla, o egrisinin egriligi ve burulmasi olmak tizere Frenet tiirev formiilleri matris

formda
d T 0 K 0 ||T
—|N|=|-x O 7z || N
ds
B 0 —-r 0] B
ile verilir.

Frenet ¢atis1 en az {i¢ kez tiirevlenebilen diizgiin egriler i¢in verilen bir dik
catidir. Ancak egrinin bazi noktalarinda egriye ait egrilik sifirlanabilir. Yani, egrinin
ikinci tiirevi sifir olabilir. Bu durumda egrinin karakteri ile ilgili bir ¢aligma
yapilabilmesi i¢in yeni bir ¢atiya ihtiya¢ duyulur. Béylece, ikinci tiirevin sifir oldugu

durumda da Bishop ¢atisi olarak isimlendirilen yeni bir ¢at1 verilmistir.

Tamm 2.1.8. Oklid uzayinda diizgiin bir « egrisinin Bishop c¢atisi
olusturulurken bu egrinin Frenet ¢atisinda bulunan teget vektor degistirilmeksizin asli

normal ve binormali belli bir agiyla dondiiriiliir. Buna gore bir egrinin Frenet catisi

(T, N, B) olmak {izere olusturulan Bishop catisinda T vektorlii aynen alinir. Bu
vektore dik bir diizlemde bulunan herhangi iki elemanh {N,, N, } bazim alalim. Bu iki

vektoriin tiirevleri sadece T vektoriine baghidir. Boylece olusturulan (T, N,, N2) catisi

dik bir ¢at1 olup, bu ¢atinin tiirev formiilleri;
T 0 k k, ||T
3| N |= -k, 0 0 || N
N, -k, O 0 ||N,
seklindedir. Burada k; ve k, Bishop catisina gére o egrisinin birinci ve ikinci

egrilikleridir. ¢ egrisinin egrilik ve burulmasi ¥ ve 7 olmak tizere, egrilikler arasinda

k,=xcosd, k,=xsind,

K (s) =k +k;, e(s)=arctan%, T(S)Zdi(sS)

2

bagntilar1 vardir [13].



Bir a egrisinin Frenet ve Bishop atilar sirasiyla (T,N,B) ve (T,N;,N,)

olmak iizere bu iki ¢at1 arasinda asagidaki bagintilar vardir [9]:

T=T,
N =cosé&N, +sin6N,,
B =—sin&N, +coséN,,.

Tamm 2.1.9. E", n-boyutlu Oklid uzaymda n—1 boyutlu yiizeye hiperyiizey
ad1 verilir [14].

Tamm 2.1.10. E", n-boyutlu Oklid uzayinda bir M hiperyiizeyi {izerinde
diferansiyellenebilir bir birim normal vektor alanina M iizerinde bir yonlendirme

denir [14].

Tamm 2.1.11. Ortalama egriligi sifir (H = 0) olan regiiler yiizeylere minimal

ylizey ad1 verilir [15].

Tanim 2.1.12. E" in bir hiperylizeyi M ve M nin birim normal vektor alani

U olsun. E" de Riemann konneksiyonu D olmak iizere VX € y(M) igin

S(X)=D,U seklinde tammlanan, S doniisiimiine M iizerinde sekil operatdrii veya

M nin Weingarten doniistimii denir [14].

Tamm 2.1.13. M, E® de bir diizgiin yiizey ve S de M nin sekil operatdrii
olsun. K,H:M >R, K(P)=det(S(P)) ve H(P):%iz(S(P)) seklinde

tanimlanan K ve H fonksiyonlarina sirasiyla M nin Gauss egrilik ve Ortalama

egrilik fonksiyonlart denir. K(P) ve H(P) saylarmna da sirasiyla M nin P

noktasindaki Gauss egriligi ve Ortalama egriligi denir [14, 15].

Tamm 2.1.14. o, f: (a,b) — E® iki uzay egrisi olmak iizere o egrisinin, S

egrisi boyunca hareket ettirilmesi ile elde edilen M (u,v)=a(u)+ p (V) yiizeyine



oteleme yiizeyi ad1 verilir. Burada o ve [ egrilerine, M yiizeyinin iireteg egrileri

denir [15].

3-boyutlu Oklid uzayinda dteleme yiizeylerini Frenet catisina gore birinci
temel formu, ikinci temel formu, Gauss egriligi ve ortalama egriligi [25] de mevcuttur.
3-boyutlu Oklid uzayinda &teleme yiizeylerini Bishop ¢atisma gére birinci
temel formu, ikinci temel formu, Gauss egriligi ve ortalama egriligi [7] de

hesaplanmustir.
2.2.  3-Boyutlu Lorentziyen Uzayinda Temel Kavramlar

Bu béliimde 3-boyutlu Lorentziyen uzayinda egriler ve yiizeyler ile ilgili temel

bilgiler verilecektir.

Tamim 2.2.1. R® reel vektor uzayi iizerinde Lorentziyen i¢ carpim
():R*xR*>R
(a,b)—(a,by=—ab +ab, +a},
olarak tamimlamir. Burada a=(a,,a,,a,) ve b=(b,b,,b,)eR® diir. Bu Lorentziyen
i¢ carpim ile birlikte R® Afin uzay1, Minkowski 3-uzay1 (veya 3 boyutlu Lorentziyen
uzay1 veya Lorentziyen 3-uzay) olarak isimlendirilir ve R} veya E; ile gosterilir [16].
Lorentziyen i¢ ¢arpim pozitif tanimli olmadigindan R} deki vektérler asagidaki gibi

tic farkli Lorentziyen karaktere sahip olabilirler.

Tamm 2.2.2. a :(ai,az,as) € R’ herhangi bir vektsr olsun.
i) (a,a)>0 yada a=0 ise a vektoriine spacelike,
i) (a,a) <0 ise a vektoriine timelike,

i)  (a,a)=0ve a=0 ise a vektdrine null (lightlike) vektér denir [16].

Tanmm 2.2.3. a,be Rf keyfi iki vektor olmak tizere, (a,b)=0 ise a ve b

vektorlerine Lorentziyen anlamda diktirler denir [17].



Tamm 2.2.4. Bir a=(a,,a,,a,) € R} vektdriiniin normu

&=, a)]

olarak tanimlanir. Normu 1 olan vektérlere birim vektorler denir [16].

i)

i)

Tanim 2.2.5.

Hiperbolik aci: a ve b R’ de iki timelike vektdr olsun.

(a, b>:—||a||||b||cosh9 olacak sekilde bir >0 reel sayisina, a ve b
vektorleri arasindaki hiperbolik ac1 denir.

Merkez ac1: a ve b R’ de iki spacelike vektdr ve bu vektorlerin gerdigi
diizlem timelike olsun. (a,b) = ||a||||b||COSh 6 olacak sekilde bir >0 reel
sayisina, a ve b vektorleri arasindaki merkez ag¢1 denir.

Spacelike ac1: a ve b R/ de iki spacelike vektdr ve bu vektorlerin gerdigi
diizlem spacelike olsun. |<a, b>| = ||a||||b||cos¢9 olacak sekilde bir >0 reel
sayisina, a ve b vektorleri arasindaki spacelike ag1 denir.

Lorentziyen timelike ac1: a ,R’ de bir spacelike vektdr ve b, R’ de bir
timelike vektor olsun. |<a, b>| = ||a||||b||sinh0 olacak sekilde bir >0 reel

sayisina, a ve b vektorleri arasindaki Lorentziyen timelike a¢1 denir [18,
19].

Tanmm 2.2.6. a=(a,a,,a,) ve (b,b,b,)eR’ keyfi iki vektér olsun. Bu

vektorlerin Lorentziyen vektorel ¢arpimi

axb=(ab, —ah,,ab, —ahb,ab —apb,)

bigiminde tanimlanir [19,20].

Teorem 2.2.1. a=(a,a,,8,),b=(b,b,,b;),c=(c,c,,c;) , R’ uzayinda ii¢

vektor olsun. Bu durumda

i)
i)
i)

(axb,c)=—det(a,b,c)
(axb)xc=—a,c)b+(b,c)a
(axb,a)=0, <(axb,b)=0



iv)  (axb,axb) =—a,a)b,b)+((a,b))’
dir [19].

Tamm 227. a:lcR->R' , a=a(s) R’ de birim hizli bir
diferansiyellenebilir egri olsun. Eger Vs el i¢in « egrisinin teget vektorii o' (s) bir
spacelike, timelike veya null vektor ise o =« (S) egrisine sirasiyla spacelike, timelike

veya null egri ad1 verilir [16].

Tamm 2.2.8. o :1— R} birim hizl1 bir egri olsun. Vs el i¢in o = a(s) egrisi

spacelike veya timelike olma durumlarina gore Frenet tiirev formiilleri asagidaki gibi

verilir [19,21]:

1. Spacelike Durum: « egrisi birim hizli bir spacelike egri olsun. Dolayisiyla,

egrinin T(s) birim teget vektorii bir spacelike vektordir. Bu durumda T'(s)

vektoriiniin spacelike veya timelike olma durumlarina gore Frenet tiirev formiilleri

asagidaki gibi verilir:

i) T'(s) vektorii spacelike olsun. o egrisinin egriligi «(s) ve burulmasi

7(s) olmak iizere (T,N,B) Frenet catisiun tirev formiilleri matris

formunda
’ T 0 « O|T
d_ N =| K O T N
S
B 0 T 0 ||B

ile verilir. Burada T (S) ve N (S) vektorleri spacelike, B(S) vektori ise timelike

vektor olup,
T(9)=4/(5) N(5)= o). B(6) =T ()N 5
w(s)=[T'(s)], z(s)=—~N'(s).B(s))
dir.



ii) T’(s) vektorii timelike olsun. Bu durumda (T,N,B) Frenet catisinin

tirev formiilleri matris formunda

dT 0 « O|T
—|N|=|x 0 7|N
ds

B 0  0]||B

ile verilir. Burada T(s) ve B(s) vektorleri spacelike, N(s) vektorii ise timelike

vektor olup,
T(5)=(5) N(5)= T BS) =T (<N (9
(5)=IT G (5)=(N'(5).B(s)
dir.

iii) T'(S) null vektér olsun. Bu durumda (T, N, B) Frenet catisinin tiirev

formiilleri matris formunda

ile verilir. Burada x sadece iki deger alabilir. Eger « bir dogru ise k=0 ve diger

tium durumlarda « =1 dir.

2. Timelike Durum: « egrisi birim hizli bir timelike egri olsun. Dolayisiyla,

egrini T(s) birim teget vektorii bir timelike vektdrdiir. Bu durumda T'(s) #0

vektorii bir spacelike vektordiir. (T, N, B) Frenet catisinin tiirev formiilleri

matris formda

q T 0 « OJT
—|N|=|x 0 N
ds

B 0 —r 0|l B

ile verilir. Burada N(s) ve B(s) vektorleri spacelike, T(s) vektorii ise timelike

vektor olup,



x(s)=[T'(s)].z(s)=—(N’(s),B(s))

dir.

3. Null Durumu: « bir null egri olsun. Bu takdirde Frenet tiirev formiilleri

matris formunda

ile verilir. Burada x sadece iki deger alabilir. Eger « bir null dogru ise x =0 dir,

ve diger tim durumlarda x =1 dir.

Tamm 2.2.9. S R’ uzayinda bir yiizey olsun. S yiizeyi iizerine indirgenmis
metrik pozitif tanimli ise S ye spacelike yiizey denir. S yiizeyi iizerine indirgenmis
metrik Lorentziyen metrigi ise S ye timelike yiizey denir. Yani, R} uzayndaki
spacelike (timelike) bir yiizeyin birim normal vektorii timelike (spacelike)
karakterdedir[14]. S yiizeyinin biitiin teget diizlemleri lightlike (null), yani yiizeyin
normal vektorii lightlike ise S ye lightlike yiizey denir [21].

Bir spacelike ylizey lizerindeki herhangi bir noktada teget diizlem spacelike
diizlem oldugundan, bu yiizey ilizerinde yatan biitiin egriler spacelike egrilerdir.
Dolayisiyla, yilizey tiizerinde herhangi bir P noktasindan gegen dik parametre
egrilerinin her ikisi de spacelike egrilerdir. Bununla birlikte, bir timelike yiizey

{izerindeki herhangi bir noktada teget diizlem Lorentziyen diizlemi (yani, R’ de bir

timelike diizlem) oldugundan, bu yiizey iizerinde yatan egriler spacelike, timelike veya
lightlike (null) egriler olabilir. Burada egrilerin null olmasi durumunu goz 6niine
almiyoruz. Dolayisiyla, ylizey tizerinde herhangi bir P noktasindan gegen dik

parametre egrilerinden biri spacelike, digeri ise timelike egridir [19].

10



Tamm 2.2.10. ¢,¢,,&,,&,,& isaret fonksiyonlarmi gdstersin. R} de bir

M (u,v) yiizeyinin birim normal vektérii U olarak verilsin. Bu durumda asagidaki
esitlikleri tanimlayalim:

<Uu’Uu>:gl||Uu||27 <UV7UV>282 ”Uv”2
M, M)y=5E, (M, M)=¢G

(MU,MV>:L,<U,U>:55

JE:Es

M |

U)=—M,U,)=

uu?

M,,,U)==M,U,) =

\Y L
NEXS

m
—M _UY=(M_,U )= ,
< uv > < Y u> \/g
~«(M,,,U)=(M,,U,) =—1

3

&85
Yiizey i¢in |. ve Il. temel formlar1 sirasiyla,

2F

E:E

| = g,Edu® + dudv + &,Gdv?,

dv?

I = ! du2+£ ! 1 ]mdudv+

n
—+ —_—
€& JE&, &8 JEE,

bi¢imindedir[22].

3-boyutlu Lorentziyen uzayinda spacelike ve timelike yiizeylerin teorisi ile

ilgili temel kavramlar asagidaki gibi verilebilir.
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I) Spacelike Yiizeylerin Teorisi:

Diferansiyellenebilir bir spacelike M =M (u,v) yiizeyi iizerinde bir «
spacelike egrisi verilsin. o egrisinin her bir noktasinda Darboux ¢atis1 olarak
isimlendirilen ve (T, g,U) ile gdsterilen ikinci bir ¢ati mevcuttur. Burada T birim
vektorli o spacelike egrisinin bir P noktasinda ylizeye ve egriye teget olan birim
teget vektor alani; U , yilizeyin P noktasindaki birim normal vektor alan1 ve g vektorii
g=-UxT esitligi ile tanimhi birim geodezik normal vektor alamidir. Ayrica U
timelike oldugundan, T ve g birim vektorleri spacelike vektorlerdir. Bu vektorler
arasinda

U=Txg, -T=gxU, —-g=UxT
bagintilart vardir. Burada T vektorii Frenet ve Darboux ¢atilarinin her ikisinde de
ortak oldugundan diger N, B, g ve U vektorleri ayn1 diizlemde bulunurlar. Frenet
catis, T spacelike ekseni etrafinda pozitif yonde ¢=g(s) hiperbolik agilik bir
donmeye tabi tutulursa Darboux ¢atisi elde edilir. Buise g ile N arasindaki merkez
ac1 ve U ile B arasindaki hiperbolik a¢inin ¢ olmasi demektir. Frenet ve Darboux

catilar1 arasindaki bagint1 matris formda

T 1 0 0 T
gl=| O coshg sinhg || N
U 0 sinhg coshg || B

ile verilir. (T,g,n) Darboux catisinin § yayina gore tiirev formiilleri matris formda

TI [0 k kT

d
E g =| - kg 0 Tg g
U k, 7, 0 |U

ile verilir. Burada k;, geodezik egrilik, k normal egrilik ve 7, geodezik burulmadir.

Frenet tlirev formiilleri, Darboux tiirev formiilleri ve Frenet ve Darboux c¢atilari

arasindaki bagitidan

K2 =k —K?
k, =xcoshg
k, =—xsinh¢
7, =T+%
ds

esitlikleri elde edilir [19].
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I1) Timelike Yiizeylerin Teorisi
M bir timelike yiizey olsun. Bu yiizey tizerinde hem spacelike hem de timelike

egri mevcuttur.

I. Timelike Yiizeyler Uzerinde Yatan Spacelike Egrileri

Diferansiyellenebilir bir timelike M =M (u,v) yiizeyi tizerinde bir « spacelike
egrisi verilsin. « egrisinin her bir noktasinda Darboux catisi olarak isimlendirilen
ikinci bir ¢ati meveuttur. Bu hareketli gat1, (T,g,U) ortonormal koordinat sistemi
olarak tanimlanir ve Darboux ani donme vektorii denilen vektorii iceren bir eksen
etrafinda doner. Burada T birim vektorii, « spacelike egrisinin bir P noktasinda

yiizeye ve egriye teget olan birim teget vektor alani; U , yiizeyin P noktasindaki birim

normal vektor alan1 ve g vektorti, g =U xT esitligi ile tanimlh birim geodezik normal
vektor alanidir. Ayrica, g timelike oldugundan, T ve U birim vektorleri spacelike
vektorlerdir. Bu vektorler arasinda
Txg=-U, gxU=-T, UxT=g

bagmtilar1 vardir. Burada T vektorii Frenet ve Darboux catilarinin her ikisinde de
ortak oldugundan diger N,B,g ve U vektorleri ayni diizlemde bulunurlar. Frenet
gatis, T spacelike ekseni etrafinda pozitif yonde ¢=g(s) hiperbolik agilik bir
donmeye tabi tutulursa Darboux catis1 elde edilir. Bu ise g ile N arasindaki
hiperbolik a¢1 ve U ile B arasindaki merkez ag¢inin ¢ olmasi demektir. Frenet ve

Darboux catilar1 arasindaki bagint1 matris formda

T 1 0 0 T
gl=| O coshg sinhg || N
U 0 sinhg coshg || B

ile verilir. (T,g,U) Darboux ¢atisinin S yayma gore tiirev formiilleri matris formda

TI [0 k —k]T
d
E g = kg 0 Tg g
U k, 7, 0 JU

ile verilir. Burada k, geodezik egrilik K, normal egrilik ve 7, geodezik burulmadir.

Frenet tiirev formiilleri, Darboux tiirev formiilleri ve Frenet ve Darboux catilari

arasindaki bagintidan
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2 1,2 2
K —kg—kn,

k, =xcoshg,

k, = xsinhg,

7, =T+d—¢
ds

esitlikleri elde edilir [19].
ii. Timelike Yiizeyler Uzerinde Yatan Timelike Egriler

Diferansiyellenebilir bir timelike M =M (u,v) yiizeyi iizerinde bir o timelike
egrisi verilsin. ¢ egrisinin her bir noktasinda Darboux ¢atis1 olarak isimlendirilen
ikinci bir ¢at1 mevcuttur. Bu hareketli ¢at1, (T,g,U) ortonormal koordinat sistemi
olarak tanimlanir ve Darboux ani donme vektorii denilen vektorii igeren bir eksen

etrafinda doner. Burada T birim vektorii « timelike egrisinin bir P noktasinda

ylizeye ve egriye teget olan birim teget vektor alani; U, yiizeyin P noktasindaki
birim normal vektor alan1 ve g vektori, g =-U xT esitligi ile tanimli birim
geodezik normal vektor alanidir. T timelike oldugundan U ve g birim vektorleri
spacelike vektorlerdir. Bu vektorler arasinda

Txg=-U, gxU=T, UxT=-g
bagintilar1 vardir. Burada T vektorii Frenet ve Darboux catilariin her ikisinde de
ortak oldugundan diger N,B,g ve U vektorleri ayni spacelike diizlemde bulunurlar.
Frenet catisi, T timelike ekseni etrafinda pozitif yonde ¢ = ¢(S) spacelike acilik bir
donmeye tabi tutulursa Darboux ¢atisi elde edilir. Buise g ile N arasindaki ve U
ile B arasindaki spacelike aginin ¢ olmasi demektir. Frenet ve Darboux ¢atilari

arasindaki bagint1 matris formda

T 1 0 0 T
g|= 0 coshg sinhg || N
U 0 —sinhg cosh¢g || B

ile verilir. (T, g,U) Darboux ¢atisinin S yayina gore tiirev formiilleri matris formda

T] (o Kk kT
d
E g = kg O —Tg g
U k, 7, 0 |U
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ile verilir. Burada k; geodezik egriik, 7, geodezik burulmadir. Frenet tiirev

formiilleri, Darboux tiirev formiilleri ve Frenet ve Darboux ¢atilari arasindaki

bagintidan
K2 = k2 + k2,
k, =xcosg,
k,=xsing,
T,=T+ (;—f

esitlikleri elde edilir [19].

Lorentziyen 3-uzayinda Frenet catisina gore 6teleme ylizeylerinin birinci
temel formu, ikinci temel formu, Gauss egriligi ve ortalama egriligi [6] da

verilmistir.

15



3. MINKOWSKIi 3-UZAYINDA BiSHOP CATISINA GORE OTELEME
YUZEYLERI

Bu boliimde Minkowski 3-uzayinda Bishop gatisina gore 6teleme yiizeylerinin

I. ve Il. temel formlari, ortalama egriligi ve Gauss egriligini hesaplayacagiz.

a:1 cR— R} herhangi bir diizgiin egri olsun. o egrisinin bir a(s) noktasindaki
Bishop catist (T,N,,N,) ile gosterilsin. Eger o egrisi bir timelike egri ise bu takdirde

Bishop tiirev formiilleri

T 0 k k|| T
d
—IN; |=|k, 0 O[N,
ds

N,| |k, O N,

ile verilir. Burada
(T, T)==1 (N;,Np)=1 (N,,N,)=1 (T,N)=0, (T,N,)=0, (N;,N,)=0.
Eger o egrisi bir spacelike egri ise bu takdirde Bishop tiirev formiilleri

T 0k kT
d
E Nl = —8k1 0 0 Nl
N,| [ek, 0 0 |IN,

ile verilir. Burada
e=11 (T,T)=1 (N,Np=¢, (N,,N,)=—¢, (T,N;)=(T,N,)=(N;,N,)=0
dir [23].

M, R’ de herhangi bir diizgiin yiizey olsun. o =a(s) de M yiizeyi
tizerinde herhangi bir egri olsun. & egrisi M yiizeyi iizerinde oldugundan egrinin
her bir noktasinda (T, g,U ) ile gosterilen Darboux catisinin var oldugunu biliyoruz.
Burada T, & egrisinin birim teget vektérii; U «(s) egrisi boyunca M yiizeyinin
birim normal vektorii ve g vektoriide g =U xT ile verilen bir birim vektor (
geodezik normal vektordiir) diir. @ egrisinin T birim teget vektorii; (T, N, B)
Frenet gatis1, (T,N,,N,) Bishop ¢atist ve (T,g,U) Darboux ¢atisinda ortak
oldugundan N,B,N,,N,,g,U vektorlerinin hepsi daima ayni diizlem iizerinde

bulunurlar.
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Simdi, M yiizeyi yonlendirilmis bir spacelike ylizey olsun. Bu takdirde M

lizerinde yatan () egrisi de spacelike olacaktir. Bu durumda (T,g,U) Darboux

catisi ve (T, N,, N2) Bishop ¢atis1 arasindaki iligki matris formunda

1 0 0 T
0 coshg sinhg || N,
0 sinhg cosh¢ || N,

Ca -
Il

ile verilir. Burada g ile N arasindaki ag1t , N ile N, arasindaki a¢1 € olmak iizere
¢=y+0 di. (T,g,U) Darboux gatis1 ve (T, N, B) Frenet ¢atis1 arasindaki iligki ise

matris formunda

1 0 0 T
0 coshg sinhg || N
0 sinhg coshg || B

CcC a -
Il

dir. Burada @ agis1 g ve N vektorleri arasindaki agidir.

Simdi de M yiizeyi yonlendirilebilir bir timelike yiizey olsun. Bu durumda
M iizerinde yatan a(s) egrisi bir timelike veya spacelike egri olacaktir. Béylece bu
catilar arasindaki iligki asagidaki gibi verilebilir;

Eger a(s) egrisi timelike ise bu takdirde Darboux ve Bishop catilar1 arasindaki

iliski
T 1 0 0 T
gi=| O cosg sing || N, |,
U 0 —sing cos¢ || N,

ile verilir, burada g ile N arasindaki agt , N ile N, arasindaki ag1 € olmak iizere

¢ =y +6 dir. Darboux ve Frenet ¢atilar1 arasindaki iliski ise

T 1 0 0 T
gl=| O cos¢g sing || N
U 0 —sing cos¢ || B

dir. Burada f acis1 g ve N vektorleri arasindaki agidir.
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Eger a(s) egrisi spacelike ise bu takdirde

T 1 0 0 T
gl=| O coshg sinhg || N,
U 0 sinhg cosh¢ || N,

dir. Burada g ile N arasindakiag1 y, N ile N, arasindaki a¢1 8 olmak iizere

¢=y+0 dir.

Darboux ve Frenet ¢atilar1 arasindaki iliski ise

T 1 0 0 T
gl=| O coshg sinhg || N
U 0 sinhg coshg || B

dir. Burada @ agis1 g ve N vektorleri arasindaki agidir.
Herhangi bir spacelike veya timelike M yiizeyinin |. ve Il. Temel formlari
strastyla,
| = Edu? + 2Fdudv + Gdv?, 1l =ldu? + 2mdudv + ndv®
esitlikleriyle verildigini biliyoruz, burada
E=(M, M), F=(M;,M,), G=(M,M,)
ve
I=U,M,), m=U,M,)n=U,M,,) [21].
M ylizeyinin Ortalama ve Gauss egrilikleri |. ve Il. temel formlarin
katsayilari cinsinden asagidaki gibi verildigini biliyoruz [27].
_GI+En-2Fm
2|EG - F|
ve

In—m?

K=UU)——.
o

Tanmm 3.1. a, f: (a, b) - Rf’ iki egri olsun. Bu egriler tarafindan belirlenen

M oteleme yiizeyi
M (u,v)=a(u)+B(v)
parametresi ile verilen bir yiizeydir. M 6teleme yiizeyi, & egrisinin bir noktasi S
egrisi boyunca hareket ederken o egrisinin kendisine paralel olacak sekilde hareket
ettirilmesiyle olusan yiizeydir [6,24].
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M(u,v)=a(u)+pB(v), R’ de bir dteleme yiizeyi olsun. Eger M yiizeyi
spacelike ise bu takdirde M nin a(u) ve S(v) iireteg egrileri de spacelike olacaktir.
Eger M Gteleme yiizeyi timelike ise bu takdirde M nin a(u) ve S(v) tireteg egrileri

timelike ya da spacelike olabilirler. Simdi bu durumlara gore 6teleme yiizeylerini

inceleyelim.

M yiizeyi tizerindeki a(u) egrisinin Frenet catisini {Ta, N,_, Ba} ; Bishop
catisini {Ta, N/, Ng} ; Bishop egriliklerini k;” ve k;'; Darboux ¢atisi {T,,g,,U}
ile, ﬁ(v) egrisinin Frenet ¢atisini {Tﬂ, N,, Bﬂ} , Bishop catisini {Tﬁ, Nlﬂ, Nf} Bishop

egriliklerini k” ve k{, Darboux g¢atisi {Tﬂ,g ﬂ,U} ile gosterelim. Ayrica

U =U, =U, oldugunu belirtelim.

3.1 Bishop Catisina Gore Spacelike Oteleme Yiizeyleri

O

M (u,v) bir spacelike 6teleme yiizeyi olsun. Bu durumda M (u,v) nin « (u)

ve B(v) iireteg egrileri spacelike egrilerdir. Bdylece asagidaki durumlar verilebilir.

DURUM 1: a(u), Nj spacelike vektorii ile bir spacelike egri ve S(v), N7
spacelike vektori ile bir spacelike egri olsun. Bu takdirde,
| = Edu® + 2Fdudv + Gdv®

|. Temel formunun katsayilar1 asagidaki gibi bulunur:

E=(M,,M,)=(T,,T,)=1,
F=M,M,)=(T,,T;)=cose,

G= <MV1 MV> = <Tﬁ,,Tﬂ> =1,
burada ¢, T, ve T, teget vektorleri arasindaki spacelike agidir. Bdylece 6teleme
yiizeyinin birinci temel formu

| =du?® +2cos pdudv + dv®

olarak elde edilir.
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Simdi, bu yiizeyin birim normal vektoriini bulalm. M yiizeyi spacelike

oldugundan « ve g egrilerinin teget vektorlerinin gerdigi diizlem daima bir spacelike
diizlemdir. Dolayistyla a(u) ve [ (V) teget vektorleri arasindaki spacelike ac1 go(u)

olmak lizere M ylizeyinin birim normali

MUXMV
V= ]
1 MM,
\EG—FZ\
i,
[1-cos’ ¢
1
T T xT
sing -

dir. Simdi de
Il =1du? + 2mdudv + ndv?

I1. temel formunun katsayilarini bulalim.

M, xM
I=U,M,)=GF*"—",M,,) oldugunu biliyoruz. Buradan
MM,
I=;(M xM, ,M >=;(M xM,, M)
”MUXMV” u V! uu \/‘EC;?Z‘ u A uu
1 1 <
olur. Burada = =—— oldugundan
\/\EG—FZ\ \/\1—coszq)\ sing
I:_L(Muva,Mu[)
sing
1 . ,
=—<U SII’](D,Ta>
sing

=(U, k"N +k Ny
=k (U, Ny +kg (U, Ng)
=—k/ cosh ¢, +k; sinh¢,

bulunur. Burada, ¢, agis1 U ve N vektorleri arasindaki hiperbolik agidir.
M,, =0 oldugundan
m=U,M,)=0

dir. Son olarak,
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M, xM,

n=U,M,) =<—”Mu M

M,,) oldugunu biliyoruz. Buradan;

1
n=———
M, =M,
:;(MUXMV,MVQ
\EG—FZ\
1

=——(M,xM M)
sing

(M, xM M)

= _L<U sing,T,)
sing

=(U,T,)

=(U kNS +ky'N7)

=k (U,N/) +k/(U,NJ)
=—k{ cosh ¢, +k/ sinh ¢,

elde edilir. Burada, ¢, acis1 U ve N/ vektérleri arasindaki hiperbolik agidr.

Boylece ylizeyin ikinci temel formu
Il =(—k{" cosh ¢, +k; sinh g, )du® +(—k/’ cosh g, + k!’ sinh ¢, ) dv?
olarak elde edilir. M yiizeyin Gauss egriligi ve ortalama egriligi ise sirasiyla;
In—m?
EG-F?
(ki cosh ¢, +k; sinh g, ) (—k/’ cosh ¢, + k7 sinh ¢, )
1-cos® ¢
(ki cosh g, +k; sinh g, ) (—k/ cosh ¢, +k/ sinh ¢, )
sin® @

K=(U,U)

ve
_GI+En-2Fm
2[EG-F?|
_ —k{ cosh g, + k! sinh ¢, —k;” cosh ¢, +k; sinh g,
- Z‘Sinzq)
_ —k{ coshg, +kZ sinh ¢, —k;” cosh ¢, +k; sinh g,

2sin’ @

olarak bulunur.
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DURUM 2: «a(u) Nj spacelike vektorii ile bir spacelike egri ve S(v) de N/

spacelike vektori ile bir spacelike egri olsun
I. Temel formun

| = Edu® + 2Fdudv + Gdv?
esitligi ile verildigini biliyoruz. Buna gére M yiizeyi i¢in birinci temel formun
katsayilar1 su sekilde elde edilir.

E=(M,M,)=(T_,T,)=1,

F=M,M,)=(T,,T;)=cose,

G=(M,M)=(T,T,)=1
dir. Burada ¢, T, ve T, teget vektorleri arasindaki spacelike agidir. Boylece

Oteleme yiizeyin birinci temel formu

| = du® + 2 cos pdudv + dv?

olarak elde edilir. Bu yiizeyin birim normal vektoriinii bulahm. o (u) ve B(v) teget

vektorleri arasindaki spacelike ag1 go(u) olmak iizere M yiizeyinin birim normal

vektorinin

1
U (U,V):w o XTﬁ

oldugunu 1. durumdan biliyoruz.
Simdi de bu yiizeyin ikinci temel formunun

Il =Idu? + 2mdudv + ndv?

katsayilarmi bulalim. | =(U,M ) = (M, M, oldugunu biliyoruz. Boylece
u x \
1 1
l=——— (M, xM M) = (M, xM M)

MM,

J\EG—FZ\

1 _ 1 _ 1
\/‘EG—FZ‘ \/‘1—005240‘ sing

olur. Burada
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oldugundan
I =_L<Mu xM,,M >
sing
1 . ,
:—<U SIn (D,Ta >
sing
= (U, kNS KGN
=k (U,N)+kyU,N;)
=—k/ cosh ¢, +k; sinh¢,

bulunur. Burada, ¢, acist U ve N/ vektorleri arasindaki hiperbolik agidir.
M,, =0 oldugundan
m=(U,M,)=0.

M, xM,
M, xM

M,

Son olarak, n=(U,M,) =¢( ,M,,) oldugunu biliyoruz. Buradan;
1

n=————

M, xM,|

:;“\Au ><'vlv'lvlvv>

\EG—FZ\

<Mu ><MV’MW>

=,L(Mu xM,,M,,)
sing

= i(U sing,T,)
sing

=(U,T,)

=(U,k{N/ +k/N/)
=k{(U,N/) +kJ(U,N7)
=k sinh ¢, — k2 cosh ¢,

elde edilir. Burada, ¢, agist U ve N/ vektorleri arasindaki Lorentziyen timelike
acidir. Boylece yiizeyin ikinci temel formu

Il =(—k{* cosh ¢, +k; sinh¢,, )du® +(k/’ sinh ¢, —k; cosh ¢, ) dv?
olarak bulunur. Bununla birlikte, yiizeyin Gauss egriligi ve ortalama egriligi sirasiyla;

In—m?
EG-F?
(ki cosh ¢, +k; sinh, )(k!’ sinh ¢, —ky cosh ¢, )
sin® @

K =(U,U)

ve
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_En+2Fm+Gl _ k{sinh¢, —k{ cosh ¢, —k* cosh ¢, +k; sinh ¢,
- 2[EG-F? 2sin’

olarak bulunur.

DURUM 3: or(u) N, spacelike vektorii ile bir spacelike egri ve B(v) Nj spacelike
vektorl ile bir spacelike egri olsun. |. Temel formun
| = Edu® + 2Fdudv + Gdv®

katsayilarini bulalim.

E=(M,,M,)=(T,,T,)=1,
F=M,M,)=(T,,T,)=cose,

G=(M,M,)=(T,,T,)=1.
Boylece 6teleme yiizeyinin birinci temel formu
| = du?® +2cos pdudv + dv®

olarak elde edilir. Bu yiizeyin birim normal vektorii

U (u,v) :_L . XT,
sing
dir. Burada ¢, T, ve T, teget vektorleri arasindaki spacelike agidir.

Simdi de bu yiizeyin 1l =Idu? +2mdudv +ndv? ikinci temel formunun katsayilarin

bulalim.
M, xM,
M, xM, |’

<M

I=U,M,,)=( M) oldugunu biliyoruz. Buradan

1 1
=T (M xM, M, )=———
IR R =

oldugundan

I (M, xM,,M_»

11
JEG-F| fi-cos’g| sing

olur. Burada

24



I =_L(Mu xM,, M)
sing

1
sing
=(U, k"N +k NS

=k (U,N)+kyU,N;)
=k sinh ¢, —k; cosh¢,

(U sin go,T?)

bulunur. . Burada, ¢, acist U ve N, vektorleri arasindaki Lorentziyen timelike

acidir.
M,, =0 oldugundan

m=(U,M,)=0.

M, xM,
M, xM

M,

Son olarak, n=(U,M,) =¢( ,M,,) oldugunu biliyoruz. Buradan;
1

n=————

M, xM,|

:;“\Au ><'Vlv’lvlw>

EG—Fﬂ

<Mu ><MV'MW>

=,L<Mu xM,,M,,)
sing

= i(U sing,T,)
sing

= <U an,>
=(U,kIN/ +kINZ)
=k/(U,N/Y+k/(U,N»
=—k{’ cosh ¢, +k sinh ¢,

elde edilir. Burada, ¢, acis1 U ve N/ vektorleri arasindaki hiperbolik acidir. Boylece

yiizeyin ikinci temel formu

1= (kl" sinh ¢, —kg cosh (l)m)du2 +(—kf cosh ¢, +ky sinh <|>ﬂ)dv2
olarak bulunur.
M yiizeyinin Gauss egriligi ve ortalama egriligi sirasiyla;

In—m?
EG-F?
(" sinh ¢, —k; cosh ¢, )(—k/’ cosh ¢, +k/ sinh ¢, )
sin® ¢

K =(U,U)
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ve

_En+2Fm+Gl _ —k{ cosh, +kJ sinh ¢, + k" sinh ¢, —k; cosh ¢,
- 2[EG-F?| 2sin

olarak bulunur.

DURUM 4: a(u) N, spacelike vektorii ile bir spacelike egri ve ﬂ(v), N/ spacelike
vektort ile bir spacelike egri olsun. |. Temel formun

| = Edu® + 2Fdudv + Gdv®
ile verildigini biliyoruz. Buradan oteleme yiizeyi i¢in birinci temel formun

katsayilarini kolayca elde edebiliriz:
E=(M,M,)=(T,,T)=1

F=M, M,)=(T,,T;)=cose

G=(M, M )=(T,T,)=1
olur. Burada ¢, T, ve T, teget vektorleri arasindaki spacelike agidir. Boylece 6teleme
yiizeyinin birinci temel formu

I = du® + 2cos pdudv + dv?

olarak elde edilir. Bu yiizeyin birim normal vektoriinii bulalim.

M yiizeyinin birim normal vektoriiniin

1
U (U,V):m aXT,B

oldugunu biliyoruz. Simdi de bu yiizeyin 1l =Idu®+2mdudv+ndv® ikinci temel

formunun katsayilarint bulalim.

M, xM
I=U,M,)=(—"—=,M,,) oldugunu biliyoruz. Buradan
M, <M,
I :;“\Au X Mv' |\/qu> :;“\Au X Mv’ Ivluu>
IM, > M, JEG-F?
olur. Burada 1 = ! 1 oldugundan

\/‘ EG-F?| \/‘1—c052 o “sing
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I =_L(Mu xM,, M)
sing

1
sing
=(U, k"N +k NS

=k (U,N)+kyU,N;)
=k sinh ¢, —k; cosh¢,

(U sin go,T?)

Bulunur. Burada, ¢, acis1t U ve N, vektorleri arasindaki Lorentziyen timelike

acidir.
M,, =0 oldugundan

m={U,M,)=0

M, xM,
M, xM

<M

dir. Son olarak, n=(U,M ) =¢ ,M,,) oldugunu biliyoruz. Buradan;
1

n=————

M, xM,|

:;“\Au ><'Vlv’lvlw>

\EG—FZ\

<Mu ><MV'MW>

=,L<Mu xM,,M,,)
sing

= i(U sing,T,)
sing

=U.T,)
=(U,k’N/ +kI/NZ)y
=k/(U,N/) +k/ (U, Nf)
= k! sinh ¢, —kJ cosh ¢,

elde edilir. Burada, ¢, agis1 U ve N/ vektorleri arasindaki Lorentziyen timelike

acidir. Boylece yiizeyin ikinci temel formu

Il = (K, sinh ¢, — kg cosh ¢, )du® +(k{ sinh ¢, —k cosh ¢, ) dv
olarak elde edilir.
M yiizeyinin Gauss egriligi ve ortalama egriligi sirasiyla;

In—m?
EG-F?
(" sinh ¢, —k; cosh ¢, ) (k{ sinh ¢, —kJ’ cosh ¢, )
sin® @

K =(U,U)
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ve
_En+2Fm+Gl _ k{sinhd, —k{ cosh ¢, +k;” sinh ¢, —k; cosh ¢,
- 2[EG-F?| 2sin’

olarak bulunur.
3.2 Bishop Catisina Gére Timelike Oteleme Yiizeyleri

M (u,Vv) bir timelike 6teleme yiizeyi olsun. Bu durumda M (u,v) nin a(u) ve
L (v) treteg egrileri timelike ya da spacelike olabilir. Boylece M timelike 6teleme

yiizeyi i¢in asagidaki durumlar verilebilir.

DURUM 1: a(u) ve p(v) egrilerinin her ikisi de timelike egriler olsunlar.
Dolayistyla U, N/, N#, N/ N/ spacelike vektorlerdir.

I. Temel formun
| = Edu? + 2Fdudv + Gdv?

esitligi ile verildigini biliyoruz. Buna gére M (u,v) timelike dteleme yiizeyi igin
birinci temel formun katsayilarini kolayca elde edebiliriz:
E=(M,M,)=(T,,T,)=-1,

F=(M,M,)=(T,,T,)=-coshe,

G=(M,,M,)=(T,,T,)=-1
olur. Burada ¢, T, ve T, teget vektorleri arasindaki hiperbolik agidir Boylece 6teleme

yiizeyinin birinci temel formu
| = —du® —2cosh gdudv —dv®
olarak elde edilir. Bu yiizeyin birim normal vektoriini bulalim.

a(u) ve B(v) teget vektorleri arasindaki hiperbolik a¢i @(u) olmak iizere M

yiizeyinin birim normali
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M, xM,

M, xM,|

:—1 M, xM
[EG-F?|

:;TaxTﬂ

‘1—cosh2(p‘

1

= T xT
sinhgp “ 7

U(uyv)=

\

dir.

Simdi de bu Yyiizeyin ikinci temel formunun
Il =1du® + 2mdudv + ndv?

katsayilarini bulalim.

M, xM, r -
I=U,M,) _<W,Muu> oldugunu biliyoruz. Buradan
I:———L——(M xM,, M >=———£——4M xM_,M )
||MUXMV|| u v! uu "EG_FZ‘ u v! uu

1
\/‘ EG-F’| 4 \/‘1—cosh2 o ~sinhg

1
_Sinhgp
1
" sinhg
= (U KNS kg NG

=k (U, N)+k3' (U, N3
=k cosh ¢, +k, cosh¢,

oldugundan

olur. Burada

<MU ><|\/lv’l\/|UU>

(Usinho,T,)

bulunur. Burada, ¢, agis1 U ve N, vektorleri arasindaki merkez agidir.

M, =0 oldugundan

m=(U,M,)=0.
Son olarak,
n=U,M )z(M,M y oldugunu biliyoruz. Buradan;
My XM
n=__£——4M xM._, M)
[MyseM, |5
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I S VR VIR VIS

\EG—FZ\

1

n=—
sinh ¢

<Mu ><l\/lv’Mw>

1 . ,
= Sinh(0<U sinho, T,),
=(U,T,)

= (U, KNS + kN

=k (U,N{) +kJ(U,N7)
= k! cosh ¢, + ki’ cosh ¢,

elde edilir. . Burada, ¢, agis1 U ve N/ vektodrleri arasindaki merkez acidir. Boylece
yiizeyin ikinci temel formu
Il = (k;* cosh ¢, +k;  cosh ¢, )du® +(k/ cosh ¢, +ky’ cosh ¢, ) dv*
olarak elde edilir.
M vyiizeyinin Gauss egriligi ve ortalama egriligi sirasiyla;

In—m?
EG-F?
(k;* cosh , +k; cosh, ) (k! cosh ¢, +k{’ cosh ¢, )
sinh® @

K =(U,U)

ve

En+2Fm+Gl  —(Kf coshd, +k; coshd, ) (K cosh g, +k; cosh, )
- 2[EG-F?| 2sinh?

olarak bulunur.

DURUM 2: a(u) N{ spacelike vektorii ile bir spacelike egri ve B(v), N/ spacelike
vektorii ile bir spacelike egri olsun.
Simdi |. Temel formun

| = Edu® + 2Fdudv + Gdv?
katsayilarin1 bulalim:

E=(M,,M,)=(T,,T,)=1,
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F=(M,,M,)=(T,,T,)=cosho,

G=(M,M)=(T,T,)=1.
Burada ¢, T, ve T, teget vektorleri arasindaki merkez agidir.Boylece yiizeyin
birinci temel formu

| = du?® + 2 cosh pdudv + dv?

olarak elde edilir.

a(u) ve pB(v) teget vektorleri arasindaki merkez a¢1 ¢(u) olmak iizere M

yiizeyinin birim normali

1 TxTﬁ

YY) =G

dir.

Simdi de bu yiizeyin ikinci temel formunun
Il =1du® + 2mdudyv + ndv?

katsayilarini bulalim.

M, xM
| =(U,M,)=(—"""*"M_) oldugunu biliyoruz. Buradan
MM,
|=——3——4M xM_,M >=——;L——4M xM_,M_ )
”MUXMV” u v? uu \/‘EC;?Z‘ u v uu
olur. Burada ! oldugundan

\/‘EG ~F?| ) \/\1—cosh2 J “sinhg

1
_Sinhgp
1
" sinhg
= (U KNS kg NG

=k (U, N)+k3' (U, N3
=k sinh¢, +k; cosh¢,

<MU ><|\/lv’l\/|UU>

(Usinho,T,)

Burada, ¢, agis1 U ve N/ vektorleri arasindaki Lorentziyen timelike acidir.
M,, =0 oldugundan

m=(U,M,)=0.
Son olarak,
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M, xM,

n=U,M,) =<—”Mu M

M,,) oldugunu biliyoruz. Buradan;
n= ;<M xM_ ,M_)
[Mysem, ||

:;“\Au xM,,M,)

[EG-F?|

1
“sinhg
1
sinh ¢

=(U,T,)

= (U kNS kNS
=k{(U,N/) +k§'(U,NJ)
= k{ sinh ¢, +k cosh ¢,

n (M, xM ;M)

(Usinho,T,)

elde edilir. Burada, ¢, acis1 U ve N/ vektérleri arasindaki Lorentziyen timelike
agidir. Boylece yiizeyin ikinci temel formu
Il = (k" sinh ¢, +k; cosh, )du® + (K sinh ¢, + k!’ cosh ¢, ) dv?
olarak elde edilir.
M yiizeyinin Gauss egriligi ve ortalama egriligi sirasiyla;

In—m?
EG-F?
(K sinh ¢, +k; cosh, ) (K sinh ¢, +k{ cosh ¢, )
sinh? ¢

K =(U,U)

ve

En+2Fm+Gl (K sinh, +k/ coshdy, )+ (k; sinh ¢, +k; coshd, )
- 2[EG-F?| 2sinh?

olarak elde edilir.
DURUM 3: a(u) N{ spacelike vektorii ile bir spacelike egri ve B(v), N/ spacelike
vektori ile bir spacelike egri olsun.

Simdi |. Temel formun
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| = Edu® + 2Fdudv + Gdv®
katsayilarin1 kolayca elde edebiliriz:
E=(M,M,)=(T,T,) =1,

F=(M,M,)=(T,T,)=coshe,

G=(M,M)=(T,T,)=1.
Burada ¢, T, ve T, teget vektorleri arasindaki merkez agidir. Boylece dteleme
yiizeyinin birinci temel formu

| = du?® + 2 cosh pdudv + dv?

olarak elde edilir.

Bu yiizeyin birim normal vektoriinii bulalim. «a(u) ve £(v) teget vektorleri

arasindaki merkez a¢1 @(u) olmak iizere M yiizeyinin birim normali

U(U,V): T, xTﬁ

sinh g
dir.
Simdi de bu yiizeyin ikinci temel formunun

Il =1du® + 2mdudv + ndv?

katsayilarini bulalim.

M, xM
I=U,M,) =G —"%,M,,) oldugunu biliyoruz. Buradan
[M, <M,
I=;(M xM ,M >=;(M xM ,M )
”MUXMV” u v uu \/‘EG?Z‘ u v? uu
olur. Burada ! oldugundan

\/\EG ~F?| ) \/‘1—cosh2 J “sinhg

1
“sinhg
1
_Sinhgo
= (U KNS +kg NS
=7 (U, NS +kg (UL N
=k sinh¢, +k; coshd,

(M, xM M)

(Usinho, T
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bulunur. Burada, ¢, agis1 U ve N vektorleri arasindaki Lorentziyen timelike

agidir.
M,, =0 oldugundan

m=(U,M,)=0.

Son olarak,
Mu xM,
M, xM

M|

n=U,M,)=( ,M,,) oldugunu biliyoruz. Buradan;

1
n=—
M, xM,|
=;<Mu xM,, M)
[EG - F’|
Wy
_sinhgo

(M, xM M)

(M, xM,, M)

Usinho, T,
sinhgo< 2Ty

=(U.T,)
— (U KNS +KIND)
=K/ (U NS+ kS U ND)
=k{ cosh ¢, +k sinh ¢,
elde edilir. Burada, ¢, agis1 U ve N/ vektorleri arasindaki merkez agidir.
Boylece ylizeyin ikinci temel formu
Il = (k" sinh ¢, +k; coshg, )du® +(k/ cosh ¢, + kg sinh ¢, ) dv?
olarak elde edilir.
M yiizeyinin Gauss egriligi ve ortalama egriligi sirasiyla;
In—m?  (k*sinh¢, +k; coshd, )(k/ coshd, +kf sinh ¢, )

K=U,U =
< >EG—F2 sinh? ¢

ve

En+2Fm+Gl (K coshd, +kg sinh ¢y, )+ (k; sinh ¢, +k; cosh g, )
- 2[EG-F?| 2sinh?

olarak bulunur.
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DURUM 4: a(u) N/ spacelike vektorii ile bir spacelike egri ve B(v), N/ spacelike
vektori ile bir spacelike egri olsun.
Simdi |. Temel formun

| = Edu® + 2Fdudv + Gdv?

katsayilarini bulalim:

E=(M,M,)=(T,,T,)=1,

F=(M,M,)=(T,T,)=coshe,

G=(M,M)=(T,,T,)=1.
Burada ¢, T, ve T, teget vektorleri arasindaki merkez agidr.
Boylece dteleme yiizeyinin birinci temel formu

| =du?® +2cos pdudv + dv?

olarak elde edilir. Bu yiizeyin birim normal vektoriinii bulalim.

a(u) ve pB(v) teget vektorleri arasindaki merkez a1 @(u) olmak iizere M

yiizeyinin birim normali

U(u’v):sinlhgoT“ xT,
dir.
Simdi de bu yiizeyin 1l =Idu®+2mdudv +ndv® ikinci temel formunun katsayilarin
bulalim.
M, xM
|=<U1Muu>=<m, w?

oldugunu biliyoruz. Buradan

I=;<M xM.,M >=;<M xM_,M_ )

T M o=
1

olur. Burada oldugundan

JEG-F?| ) Ji-cosh? g “sinhg
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1
sinh o

<MU ><|\/lv’l\/|UU>

= _1 (Usinho, T
sinh o

= (U, k"N +ky' N3
=k (U,N")+k;(U,N)
=k cosh ¢, +k; sinh¢,
bulunur. Burada, ¢, agis1 U ve N vektorleri arasindaki merkez agidir.

M, =0 oldugundan

m=(U,M,)=0.
Son olarak,
M xM
n= U’MW = > 4 7MW
O M= s, M
oldugunu biliyoruz. Buradan;
1
n=—"—(M,xM,M,)
[M, =M,
1
=—(M,xM,M,)
[EG - F?|
1
=— (M, xM,, M)
sinh g
_ 1! (Usingp,T,)
sinhg
=U,T,)

=(U. kNS +k/N7)
=k/(U,N/y+kf(U,N/)
=k{ sinh ¢, +k cosh ¢,
elde edilir. Burada, ¢, agist U ve N/ vektorleri arasindaki Lorentziyen timelike

acidir.Boylece yiizeyin ikinci temel formu
Il = (K cosh ¢, +kj sinh g, )du® +(k/ sinh ¢, + k/’ cosh ¢, ) dv?
olarak elde edilir.
M yiizeyinin Gauss egriligi ve ortalama egriligi sirasiyla;
In-m? (K cosh @, +k; sinh, ) (k{ sinh ¢, +k/ cosh ¢, )

K=U,U = -
< >EG—F2 sinh? o
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ve

En+2Fm+Gl (K sinh, +k/ coshy, )+ (k; cosh, +k; sinh g, )
- 2[EG-F?| 2sinh?

olarak bulunur.

DURUM 5: a(u) N/ spacelike vektorii ile bir spacelike egri ve B(v), N/ spacelike
vektori ile bir spacelike egri olsun

Simdi | = Edu® +2Fdudv +Gdv? . Temel formun katsayilarini bulalim:
E=(M,,M,)=(T,T,)=1,

F=(M,,M,)=(T,,T,)=cosho,

G=(M,M)=(T,,T,)=1.
Burada ¢, T, ve T, teget vektorleri arasindaki merkez agidir. Boylece dteleme
yiizeyinin birinci temel formu

| =du?® +2cos pdudv + dv®

olarak elde edilir. Bu yiizeyin birim normal vektoriinii bulalim.

a(u) ve pB(v) teget vektorleri arasindaki merkez a¢1 ¢(u) olmak iizere M

yiizeyinin birim normali

U (U,V) = sinlh (pTa xTﬁ
dir.
Simdi de bu yiizeyin 1l =Idu? +2mdudv +ndv? ikinci temel formunun katsayilarin
bulalim.
M xM
| =<U,Muu>=<m, w)

oldugunu biliyoruz. Buradan
1 1

== (M,xM,, M) = ———u
[T M ===

oldugundan

(M, xM,, M)

— 1 —
JEG-F Ji-cosh?g| sinhe

olur. Burada
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(M, xM, M
smhgo

(Usinho, T
SI nh e

:<U'k1 N1a+k2 N2>
=k (U,N/)+k;(U,N;)
=k cosh ¢, +k; sinh¢,

bulunur. Burada, ¢, agis1 U ve N[ vektorleri arasindaki merkez agidir.
M, =0 oldugundan
m={U,M,)=0.

Son olarak,
M, xM,

=M= ]

M)

oldugunu biliyoruz. Buradan;
1
n i
M, <M,
-t MM M)
[EG - F?|

1

~sinhe

(M, xM M)

(M, xM,, M)

U sinh o,
Slh ( .T,)

=(U,T,)

=(U,k/N/ +k/NJ)
=k{(U,N) +k{(U,NJ)
=k{ cosh ¢, +k;’ sinh ¢,

elde edilir. Burada, ¢, agis1 U ve N/ vektorleri arasindaki merkez agidir.
Boylece yiizeyin ikinci temel formu
Il = (K cosh, +kj sinh g, )du® + (k! cosh ¢, + kg sinh ¢, ) dv?
olarak elde edilir.
M yiizeyinin Gauss egriligi ve ortalama egriligi sirasiyla;

—m? k®coshd +k<sinh k” cosh ¢, + k” sinh
K=<U,u>'”m2=(l L ®)ﬁ1 b kg sinh g, )
EG-F sinh® ¢
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ve

En+2Fm+Gl (K coshd, +kJ sinh ¢y, )+ (k; cosh, +k; sinh g, )
- 2[EG-F?| 2sinh?

olarak bulunur.

DURUM 6: «a(u) bir timelike egri ve S(v), N/ spacelike vektorii ile bir spacelike
egri olsun.

Simdi | = Edu® +2Fdudv +Gdv? . Temel formun katsayilarini bulalim:
E=(M,M,)=(T,T,)=-1,

F=(M,,M)=(T,,T,)=sinhe,

G=(M,M,)=(T,,T,)=1.
Burada ¢, T, ve T, teget vektorleri arasindaki Lorentziyen timelike agidir.
Boylece ylizeyin birinci temel formu

| =—du® + 2sinh @dudv + dv?

olarak elde edilir. Bu yiizeyin birim normal vektoriinii bulalim.

a(u) ve S(v) teget vektorleri arasindaki Lorentziyen timelike ag1 ¢(u) olmak

tizere M ylizeyinin birim normali

U(u,v): T xTﬁ

coshg
dir.
Simdi de bu yiizeyin ikinci temel formunun

Il =Idu® + 2mdudv + ndv?
katsayilarini bulalim.

M, xM, M)

|:<U'Muu>:<m’ w

oldugunu biliyoruz. Buradan
1 1

= (M, XM M) =
[T R o=

I (M, xM,, M »

olur. Buradan
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1 11
\/\EG—FZ\ \/\1—sinh2(p\ cosh ¢

oldugundan

1
cosh @

| (M, xM,M_ >

o1 (U cosho,T )
cosh ¢

=U, kN +k;NJ)
=k (U, NP +k5 (U, NS
=k cosh ¢, +k, cosh ¢,

bulunur. Burada, ¢, agis1 U ve N;* vektorleri arasindaki merkez agidir.

M, =0 oldugundan
m=U,M,)=0.

Son olarak,
M, xM, M. )

n=<U,MW>=<W, w

oldugunu biliyoruz. Buradan

1
Nn=——"(M,xM,M,)
My M,

1 MMM
[EG-F?|

1

" cosho

(M, xM,, M)

= U cosho, T,
COShgp< 0

= <U an,>

=(U,k/N/ +kINZ)

=k/(U,N/Y+k/(U,N7»

=k sinh ¢, +kJ cosh ¢,
elde edilir. Burada, ¢, agis1t U ve N/ vektorleri arasindaki Lorentziyen timelike
acidir. Boylece ylizeyin ikinci temel formu

1= (kf‘ cosh ¢, +k cosh <|>w)du2 +(kf sinh ¢, +k; cosh <|>ﬁ)dv2

olarak elde edilir.
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M yiizeyinin Gauss egriligi ve ortalama egriligi sirasiyla;

—m2 “cosh ¢ +k& cosh k” sinh ¢, + k” cosh
PERTITL mzz(k1 b +K; ¢a)(21 ¢ +kj cosh ¢ )
EG-F cosh® ¢

ve

En+2Fm+Gl  —(K/sinhg, +kJ cosh ¢, )+ (K cosh g, +k; cosh¢, )
- 2[EG-F?| 2cosh? ¢

olarak bulunur.

DURUM 7: a(u) bir timelike egri ve B(v), N/ spacelike vektorii ile bir spacelike
egri olsun. Yiizeyin |. Temel formunun

| = Edu® + 2Fdudv + Gdv®
esitligi ile verildigini biliyoruz. Oteleme yiizeyi i¢in birinci temel formun katsayilarini
bulalim.

E=(M,M,)=(T,T)=-1,

F=(M,M,)=(T,,T,)=sinhg,

G=(M,M)=(T,T,)=1.
Burada ¢, T, ve T, teget vektorleri arasindaki Lorentziyen timelike agidir.

Boylece 6teleme yiizeyinin birinci temel formu
| =—du® + 2sinh pdudv + dv*

olarak elde edilir. Bu yiizeyin birim normal vektoriini bulalim.

a(u) ve p(v) teget vektorleri arasindaki Lorentziyen timelike ag1 ¢(u) olmak

tizere M ylizeyinin birim normali

U (u,v)=

T, xT,
cosh @

dir.

Simdi de bu yiizeyin ikinci temel formunun
Il =1du® + 2mdudv + ndv?

katsayilarini bulalim.
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M, xM, M)

|:<U’Muu>:<m’ w

oldugunu biliyoruz. Buradan

1 1

|:—<MUXMV’Muu>= <MUXMV’MUU>

M, >xM,| JEG-F7
olur. Burada
1 _ 1 _ 1
\/\EG—FZ\ \/\1—sinh2¢\ cosh ¢
oldugundan
I = L (M, xM,,M_ >
cosh @

g (U coshe,T,)
cosh @

=U, kN +k;NJ)
=k (U, N +k; (U,N))
=k cosh¢, +k, cosh¢,
bulunur. . Burada, ¢, agis1 U ve N/ vektorleri arasindaki merkez agidir.

M, =0 oldugundan

m=U,M,)=0.
Son olarak,
M xM
n=U,M,)=(—2"— M,
O M= e ] M
oldugunu biliyoruz. Buradan;
1
n=——"-"——(M,xM,,M,)
M, <M,
1
=—(M,xM M)
\EG—FZ\
1
n= (M, xM M)
cosh @
= U cosho, T,
coshgo< o1y
=U,T,)
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n:(U,klﬁNlﬂ+k2ﬂN2ﬂ>
=k/(U,N/y+k/(U,N/)
=k{ cosh ¢, +k sinh ¢,
elde edilir. Burada, ¢, agis1 U ve N/ vektorleri arasindaki merkez agidir.

Boylece yiizeyin ikinci temel formu
Il = (k; cosh ¢, +k; cosh, )du® +(k/’ cosh ¢, +Kky sinh ¢, ) dv’

olarak elde edilir.
M yiizeyinin Gauss egriligi ve ortalama egriligi sirasiyla;
In-m? (K coshd, +k; coshq, )(k!’ cosh g, +ky sinh, )

K={U,U =
< >EG—F2 cosh? ¢

ve

En+2Fm+Gl  —(Kf coshd, +kj sinh¢, )+ (K cosh g, +k; cosh¢, )
- 2|EG-F?| - 2cosh? ¢

olarak bulunur.

DURUM 8: a(u) N; spacelike vektori ile bir spacelike egri ve S(v), bir timelike
egri olsun. Simdi |. Temel formun
| = Edu® + 2Fdudv + Gdv®

katsayilarini bulalim:

E=(M,M,)=(T,T,)=1,

F=(M,M,)=(T,,T,) =sinh g,

G=(M,M)=(T,,T,)=-1.
Burada ¢, T, ve T, teget vektorleri arasindaki Lorentziyen timelike agidir.

Boylece dteleme yiizeyinin birinci temel formu
| = du? + 2sinh pdudv — dv®

olarak elde edilir. Bu yiizeyin birim normal vektoriinii bulalim.
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a(u) ve S(v) teget vektorleri arasindaki Lorentziyen timelike ag1 ¢(u) olmak

tizere M ylizeyinin birim normali

U(u,v): T xTﬁ

coshg
dir.
Simdi de bu yiizeyin ikinci temel formunun

Il =1du® + 2mdudv + ndv?
katsayilarini bulalim.

M, xM, M)

|:<U’Muu>:<m’ w

oldugunu biliyoruz. Buradan

1 1

|:—<MuXMV’Muu>= <MUXMV’MUU>
M, xM,|

J\EG—FZ\
olur. Burada
1 p 1 _ 1
JEG-F?| Ju-sinn?g| coshe
oldugundan
I = L (M, xM,,M_ >
cosh @
= (U cosh,T )
cosh ¢

=(U, k"N +k;NJ)
=k (U, NS +kg (U, NY)
=k sinh¢, +k; coshd,

bulunur. Burada, ¢, agis1 U ve N, vektorleri arasindaki merkez agidir.

M,, =0 oldugundan

m=U,M,)=0.

Son olarak,

M xM
n=U,M,)=+H—"—"%,M,)

M, <M, |
oldugunu biliyoruz. Buradan;

1
n=———(M,xM,M,)
M, <M, |
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n:;(Mu xM,,M,,)
\EG—FZ\
1
cosh @

(M, xM,, M)

= U cosho, T,
COShg0< 0

=(U.,T,)

=(U,kN/ +k/N/)
=k{(U,N/)+kJ(U,NJ)
= k! cosh ¢, +k/ cosh ¢,

elde edilir. Burada, ¢, acis1 U ve N/ vektérleri arasindaki merkez agidir.

Boylece yiizeyin ikinci temel formu
Il = (K sinh ¢, +k; cosh ¢, )du® +(k{ cosh ¢, + k4 cosh ¢, ) dv?

olarak elde edilir.
M yiizeyinin Gauss egriligi ve ortalama egriligi sirasiyla;
In-m?  (ksinh, +k; coshd, )(k/ coshd, +k; coshd, )

K=U,U =
< >EG—F2 cosh® @

ve

En+2Fm+Gl (k! coshd, +kj coshd, )—(k;* sinh ¢, +k5 cosh ¢, )
- 2[EG-F?| 2cosh? ¢

olarak bulunur.

DURUM 9: a(u) N; spacelike vektorii ile bir spacelike egri ve £(v) bir timelike
egri olsun. Simdi |. Temel formun
| = Edu® + 2Fdudv + Gdv?

katsayilarini bulalim:

E=(M,M,)=(T,T,)=1,

F=(M,,M,)=(T,,T,)=sinhg,

G=(M,M,)=(T,T,)=-1.
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Burada ¢, T, ve T, teget vektorleri arasindaki Lorentziyen timelike agidir.
Boylece ylizeyin birinci temel formu
| = du? + 2sinh pdudv — dv®
olarak elde edilir. Bu yiizeyin birim normal vektoriinii bulalim.
a(u) ve B(v) teget vektorleri arasindaki Lorentziyen timelike a1 ¢(u) olmak tizere

M ylizeyinin birim normali

U(uv)= T, xT,

cosh @

dir.

Simdi de bu yiizeyin ikinci temel formunun
Il =1du® + 2mdudv + ndv?

katsayilarini bulalim.
M, xM,

|=<U’MUU>Z<W’MUU

)

oldugunu biliyoruz. Buradan

1 1

|:—<MuXMV'Muu>: <MUXMV’MUU>
M, xM,|

/\ EG-F?|
olur. Burada
1 _ 1 _ 1
\/\ EG-F? \/\1—sinh2 g coshe
oldugundan
| = L (M, xM_,M_ >
cosh ¢
= (U cosho,T )
cosh ¢

=(U, k"N, +ky Ny
=k (U, N +kg (U, Ng)
=k cosh¢, +k; sinh¢,

bulunur. Burada, ¢, agis1 U ve N[ vektorleri arasindaki merkez agidir

M, =0 oldugundan
m=U,M,)=0.
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Son olarak,
M, xM, M. )

n=<U'MW>=<Wa w

oldugunu biliyoruz. Buradan;
1
n=———
My M,
L MM, M)
[EG-F?|

1

- cosh @

<Mu ><Mv’Mvv>

(M, xM,, M)

= U coshe, T,
coshgo< 10

=<U,Tﬂ’>

=(U kNS +kyNJ)
=k/(U,N/) +kJ(U,NJ)
= k! cosh ¢, +k/ cosh ¢,

elde edilir. Burada, ¢, acis1 U ve N/ vektérleri arasindaki merkez agidur.

Boylece yiizeyin ikinci temel formu
Il = (K cosh ¢, +k; sinh ¢, )du® + (k{ cosh ¢, + kf cosh ¢, ) dv?

olarak elde edilir.
M yiizeyinin Gauss egriligi ve ortalama egriligi sirasiyla;
In-m? (k" coshd, +k; sinh, )(k/ cosh ¢, +k; cosh, )

K=U,U =
< >EG—F2 cosh® @

ve

En+2Fm+Gl (K cosh, +kZ coshdy, )—(k;* cosh d, +k; sinh, )
- 2|EG-F?| - 2cosh?

olarak bulunur.
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