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OZET

Yiiksek Lisans Tezi

Kesirli Mertebeden Fonksiyonel Integro-Diferansiyel Denklemlerin Genis Bir
Sinifi I¢in Yeni Sayisal Coziim Metodu

Sercan ONER

Manisa Celal Bayar Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali

Danisman: Do¢. Dr. Ali KONURALP

Bu ¢alismada, karisik kosullar altinda gesitli fonksiyonel integro-diferansiyel
denklemlerin Euler-Taylor Polinomlarinin matris formiilasyonlari ile sayisal ¢oziimler
elde etmek i¢in hizli ve giivenilir sayisal bir yontem Onerilmektedir. Verimliligi ve
Onerilen yoOntemin uygulanabilirligini gostermek icin, baz1 Ornekler ve sayisal
hesaplamalarinin verileri verilmistir.

Girig bolimi disinda bu tez esas olarak iki boliimden olusmaktadir. Girig
boliimiinde tezin amaci ve kapsami agiklanmaktadir.

Ikinci béliimde, integro-diferansiyel denklemler, Volterra-Fredholm integral
denklemler, Kesirli diferansiyel denklemler ve Euler-Taylor Polinomlar ile ilgili
temel kavramlar verilmistir.

Uciincii béliimde integro-diferansiyel denklemler, Volterra-Fredholm integral
denklemler, Kesirli diferansiyel denklemlerin Euler-Taylor Polinomlari ile ¢dziimleri
incelenmistir. Ele alinan farkli 6rnekler {izerinde yontemle daha kisa zamanda diisiik
islem sayilari ile iyilestirilmelerin olacagi gézlemlenmistir.

Anahtar Kelimeler: Euler-Taylor Polinomu, Integro-Diferansiyel Denklem,
Volterra-Fredholm Diferansiyel Denklem, Kesirli Lineer Diferansiyel Denklem,
Gecikme Terimli Kesirli Lineer Diferansiyel Denklem.

2019, 66 sayfa
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ABSTRACT

M.Sc. Thesis

New Numerical Solution Method for a Large Class of Fractional Functional
Integro-Differential Equations

Sercan ONER

Manisa Celal Bayar University
Graduate School of Applied and Natural Sciences
Department of Mathematics

Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Ali KONURALP

In this study, a fast and reliable numerical method is proposed to obtain
numerical solutions with matrix formulations of Euler-Taylor Polynomials of various
functional integro-differential equations under mixed conditions. To illustrate the
efficiency and applicability of the proposed method, some examples and data of
numerical calculations are given.

In the second chapter, basic concepts of integro-differential equations,
Volterra-Fredholm integral equations, Fractional differential equations and
EulerTaylor Polynomials are given.

In the third chapter, Euler-Taylor collocation method is proposed to find the
solutions of integro-differential equations, Volterra-Fredholm integral equations and
fractional differential equations. It is observed that there would be improvements in
different samples in a shorter time with low process numbers.

Keywords: Euler-Taylor Polynomials, Integro-Differential Equation, Collocation
Method, Volterra-Fredholm Differential Equation, Linear Delay Fractional,
Linear Fractional.

2019, 66 pages



1. GIRIS
1.1. Integro-Diferansiyel Denklemlerin ve Euler-Taylor Polinomlarimn Kullanim
Alanlari

Son yillarda genis uygulama alanlarina sahip fonksiyonel integro-diferansiyel denklemler
fizik ve miihendislikte oldukc¢a fazla kullanilmistir. Bu denklemler adi diferansiyel, gecikmeli
diferansiyel denklem impulsif denklemler, integral ve integro-diferansiyel denklemler ve
pantograf tipteki denklemlerden olusur[1-17]. Bu tip denklemler, matematiksel modellerle
ifade edilen dinamik sistemler, kuantum mekanigi, elektrodinamik, populasyon dinamigi,
bulasici hastalik, gemi ve ugaklarin seyir kontrolii, kontrol problemleri, olasilik, sayilar teorisi,
mekanik, astronomi, biyoloji, elektrostatik, endiistriyel uygulamalar gibi uygulamali bilimlerde
onemli rol oynar[18-40]. Yukarida ifade edilen fonksiyonel denklemleri ¢6zmek i¢in oldukca
giictiir. Bu ylizden, yaklasik ¢ozlimlerini bazi niimerik metotlar kullanilarak elde etmek
zorundayiz. Bu metotlarin bazilar1 Lagrange ve Chebyshev interpolasyon yaklasimi[1],
Legendre-Gauss  siralama  metodu[4], one-leg Q-methods[7], Laguerre siralama
metodu[8,12,17], Jacobian eliptik fonksiyon metodu[10],diferansiyel doniisim metodu[11],
Bessel kolakasyon metodu[13,51,57], Bernstein seri metodu[22], Taylor seri agilimi
metodu[30-32,50], Adomian ayrisim metodu[38,49], Geriye dogru degistirme yontemi[2.3],
Varyasyonel iterasyon metodu[20,41,42,43,53], Chebyshev siralama metodu[44,55], B-spline
metodu[47], Runge-Kutta metodu[48], Ustel yaklasim metodu[52,58,60], Taylor siralama
metodu[54], Bernoulli polinom yaklagimi[56], Dickson matris metodu[62], Hibrit Euler-Taylor
matris metodudur[59].Dikkat edilirse miimkiin oldugunca farkli denklem yapilari i¢in ihtiyaca
ve kullanisliliga gore farkli yontemler gelistirilmis ve bu denklemlere uygulanmistir. Bu
caligmada olusturulacak yontem ise pek ¢ok denklem sinifini ihtiva eden daha genis bir mastir
denklem yapisinin yaklasik ¢oziimlerini elde etmek i¢in gelistirilecek olup, yiiksek mertebeden
lineer fonksiyonel integro-diferansiyel denklemlere sahip baslangic deger problemine de
uygulanabilecektir. Ustelik 6nerilen yontemin islerligi yazilan algoritma sayesinde arttirilacak
olup boylece yaklasik ¢oziimler hizlica ve istenilen hassaslikta elde edilecektir.

Bu ¢alismada, baz1 fonksiyonel denklemler i¢in kullanilan matris ve siralama metotlari,

asu,(x)<v,(x)<b

araliginda, cesitli limitlerle, genellestirilmis yiiksek mertebeden lineer fonksiyonel integro-
diferansiyel denklemleri ¢6zmek i¢in iyilestirilip genisletildi.



2. GENEL BIiLGILER

2.1. Gecikme Terimli Volterra-Fredholm Integral Denklemi

Bu yazida Sezer'in bazi fonksiyonel denklemler i¢in kullandigr matris ve siralama
yontemleri, genellestirilmis dogrusal fonksiyonel integral denklemleri

asu(x)<v(x)<b
aralikli degisken ile ¢esitli limitlerle ¢6zmek i¢in gelistirilmis ve genisletilmistir.

mz Vs(x)
i PLOOY(ex+8) =900+ [ K OY(At+ )t (2.1.1)
=0 50 u,(x)

Burada P, (x), g(x),K(x,t), us;(x) ve vi(x) siirekli fonksiyonlar ve katsayilarimizdir.

2.2. Genellestirilmis Fonksiyonel Integro-Diferansiyel Denklemler

Bu yazida Sezer'in bazi fonksiyonel denklemler i¢in kullandigi matris ve siralama
yontemleri, genellestirilmis dogrusal fonksiyonel integral denklemleri aralikli degisken

limitlerle ¢6zmek igin gelistirilmis ve genisletilmistir [84,85].
Bu caligmada, parcali aralikli yiiksek mertebeden

m; my Vs (X)

33 RV gt A) =000+ 2D | KOy (At )t (22)

k=0 j=0 r=0 s=0 Uys (x)
fonksiyonel integro-diferansiyel denklemlerin

m -1
> (@ y @ +b y“ )=y ,i=01..,m-1 (2.2.2)
k=0
karisik kosullar altinda,
N
y(¥) =y, (¥) =D a,E,(x) (2.2.3)
n=0

kesilmis Euler serisi formunda yaklagik ¢oziimleri arastirilacaktir. Burada k=0,1,...,m
j=01..m,, r=01..my ve s=01.,m, icin B;(X), g(x), Us(X), vs(x) a<x<b
arahiginda ve K (x,t) fonksiyonu da a<xt<b bdlgesinde siirekli fonksiyonlar;

asu, <V, <b, E (x) Euler polinomlari, n dereceli polinomlardir ve



En(x)+zn:® E.(x)=2x",n=012,. (2.2.4)

bagintisi ile tanimlanir.

2.3. Kesirli Lineer Diferansiyel Denklemler

Parcal1 aralikl1 kesirli mertebeden

> R09Y" (9 = g0 @31)
diferansiyel denklemlerin -
m-1
> (@, y® (@) +b,y¥ (0) =7,1=0123..,m-1 (2.3.2)
karisik kosullar altmd;,: 0
V)= 3 8., () 233)

kesilmis Euler serisi formunda yaklasik ¢oziimleri arastirilacaktir.

2.3.1 Riemann-Liouville Kesirli integrali ve Caputo Tiirevi

[k olarak 1695 yilinda L’ hospital’in Leinbitz’e yazdig1 ve iginde 1/2. mertebeden
tiirevin anlamini sordugu mektup ile baglar. 1738 de Euler x“ kuvvet fonksiyonunun tam say1
olmayan mertebeden tiirev degerlerini gézlemlemistir. 1823 yilinda Abel tarafindan kesirli

mertebeden bir denklemin ilk ¢oziimleri ortaya konmustur.

Kesirli analizdeki en 6nemli araglardan bir tanesi genellestirilmis faktoriyel fonksiyonu

olarak tanimlanan Gamma (I') fonksiyonudur. Bu fonksiyon x>0 i¢in yakinsak olan has

olmayan bir integral vasitasiyla

I'(x) = (x-1)!= j:tx-le-‘dt
seklinde tanimlanir. Gortildiigl lizere X ’in pozitif tamsayilarda faktoriyel degerini veren bu
Gama fonksiyonu, T'(x+1)=xI"(x) esitligi ve X’in [0,1] araligindaki Gama fonksiyon
degerleri kullanilarak negatif tam sayilar haricindeki negatif reel sayilarda tanimlanacak sekilde
genisletilmektedir. Bu yiizden Gama fonksiyonuna genellestirilmis faktoriyel fonksiyonu da

denilebilmektedir.



Reel eksenin bir sonlu araliginda Riemann-Liouville kesirli integral tanimi soyledir:

—w<a<b<ow olmak lizere Q2=[a,b] reel eksende bir sonlu aralik olsun. @ €C i¢in «a.

mertebeden Riemann-Liouville kesirli intagrali 17, f

1 ¢ f(t)dt
lo, F)(X) = x>a; R(a)>0
(1. F)(0) r(a)i(x_t)l_a( (@) >0)
olarak tanimlanir. & =neN oldugu zaman I, f , f fonksiyonun ardisik n defa integralini

vermektedir. Ayn1 zamanda |, f ifadesi ile

N [ Y t, B 1 X N1
(12 £)(x) _L dtlL dtz...L f(t )t _WL (x—t)"*f (t)dt
seklinde Cauchy formiilii elde edilebilmekte ve |, f tamsay1 mertebeden n Katli adi integrale

esit olmaktadir.

Ozellik: Eger R(a) >0ve S C (R(B) >0) ise, bu taktirde

(5.0 = 2 (c-ay

Q kapali aralik olmak tizere f : Q2 — R fonksiyonuna Q iizerinde mutlak siireklidir denir eger
Ve >0igin, X, Y, € olmak lizere Q’ nin (X,,Y,) ayrik giftlerden olusan alt araliklarin bir

sonlu dizisi

2 (Ye=x%)<d

k
esitsizligini saglayacak sekilde bir pozitif J sayisi var ise

Z| f(y) - f(xk)| <é&.
k
f " (x) e AC[a,b] olacak sekilde Q iizerinde (n—1). mertebeden siirekli tiirevlere sahip reel
degerli f(x) fonksiyonlarmin uzayr AC"[a,b] ile gosterilsin.R(a)>0 ve a¢N igin

n= R(a) +1; €N igin = olsun.

Eger y(X) e AC"[a,b] ise, bu takdirde (°DZ y)(x) Caputo kesirli tirevi, [a,b] araliginda

+

hemen hemen her yerde mevcuttur.

Eger a ¢N ise, D =% ve n =R ]+ 1 olmak iizere (°D¢,y)(x)



C e I T A 1
( D0+y)(x)—r(n_a)a(x_t)a,nﬂ = (I5;"D"y)(x)

Ozellikle, 0 < R(a) <1 ve y(x) € AC[a,b] oldugunda,

1 YO
o] (e = DN

(DY) ==

yazilabilir.

Ayrica

(°Dy, y)(¥) = y(x)
ve ¢ €N i¢in

(“DLY)(X)=D"y(x).
Ozellik: R(x)>0 ve agN iginn = [[ER]] +1; aeN igin n=aolsun. Ayrica R(S) >0

olsun. Bu takdirde asagidaki bagintilar elde edilir:

) (°D(t-a)’)(x)= %(x—a)“, (R(B)) >n

i) (°DE(t—-a))(x)=0, k=01,..,n—1.

iii) Sabit fonksiyonun Caputo tiirevi sifirdir.

aeN ve R(a)¢N, oldugu zaman, °Df, Caputo kesirli tiirev operatorii, 12 Riemann-

Liouville kesirli integrasyon operatoriiniin ters operatorlerini saglar. Fakat R(a)eN ve

3(ax) # 0 oldugunda bdyle bir 6zellige sahip degildir.
Q=[a,b] aralig1 iizerinde

| ], =esssup|f(x)| <o
a<x<b
olacak sekilde Lebesgue reel degerli olgiilebilir f fonksiyonlarinin kiimesi L (a,b) ile

gosterilir. Burada ess sup| f (x)| fonksiyonunun esas maximum degeridir.
Lemma: R(x) >0 ve y(x)e L, (a,b) veya y(x) e C[a,b] olsun.
(a) Eger R(a) ¢ N veya aeN ise, bu takdirde (D12 y)(X) = y(X).

(b) Eger R(ax) e N veya JI(a) =0 ise, bu takdirde

5



Cnha ja _ _(I:++17ny)(a+) _ n-a
(" D15, Y)(*) = y(x) TThoa) (x-a)™".

2.4. Gecikme Terimli Kesirli Lineer Diferansiyel Denklemler
Karisik kosullar altinda lineer kesirli gecikmeli diferansiyel denklem [87]

M

i qu‘ (X)y(ka) (aij+ﬂkj) =g(x)

k=0 j=0

—

[ma]-1

(& y(k)(a) +hy y(k)(b)) =y ,1=0,1, ---’(mla—l_l

k=

(2.4.1)

(2.4.2)

Burada B,(x) ve g(x) a<X<baralifinda siirekli fonksiyonlare,;, £, a,, by ve

katsayilarimizdir.

2.5. Standart Baz Fonksiyonlari ile Euler Polinomlar:

neN olmak iizere Taylor seri agilimi yardimiyla E_, n Euler sayilari

2 = MY
F(t)_et+1_§Enm, lt|<

olarak tanimlanir.

E,(x) Euler polinomlari, n dereceli polinomlardir ve

E, (x)+i(2} E.(xX)=2x",n=012,...

bagintisi ile bulunabilir ki buradan

E,(X)=LE (X)= x—%, E,(X) =Xx* —X,E;(X) = xs—gx2 —%

katsayilari elde edilir. Ayni zamanda E_(X) polinomlari

E'(X)=nE, _,(x), n>1
kosulunu saglayan n>0 dereceli polinomlardir.

(2.5.1)

(2.5.2)



3. COZUM YONTEMI

3.1. Gecikme Terimli Volterra-Fredholm integral Denkleminin Euler-Taylor Kolakasyon

Metodu ile Coziimii

(2.1.1) denkleminin kesilmis seri formunda ifade edilen yaklasik ¢6ziimii

y(x) = yy (x) = Zan E,(X)

olup burada a, n=0,1,2,...,N bilinmeyen katsayilar ve E_(x) Euler polinomlari

En(x)+i(2] E.(X)=2X", n=0,12,...

ile ifade edilir. i1k 5 Euler polinomu

E,(X)=LE(x)= x—%, E,(X) = x> =X,

E,(x)= XS—gXZ +%, E,(X)=x"-2x*+X,..

seklindedir. Euler polinomlar1

E, (X)=mE, ,(x), m>1
kosulunu saglayan polinomlardir.

(3.1.1) formundaki toplam matris formunda yazilirsa

y(x)zy,(x)=E(X)A, n=0,12,...,N
burada

E(X) =[Ey(x) Ey(X) ... Ey(X)]
A=[a, 3 ...a,]
(3.1.5)’te X—>05jX+ﬂj yazilirsa

y(ax+B;) = E(a;x+ B;)A

(3.1.1)

(3.1.2)

(3.1.3)

(3.1.4)

(3.1.5)

(3.1.6)

(3.1.7)

Ote yandan Euler polinomlar1 ve Taylor agilimi ve (3.1.3) yardimiyla standart baz matris

arasindaki iliski X(X)=[1 x ... x"] ve Euler temel matris E(X) =[E,(X) E,(X) ... E\(X)]

ile



1 0 0 - 0]
111 1 0 olr .
1 E(Oj E.(X)
L 1 £ (9
X2 | = E( } 1( ] 1 - 0| E,(x)
|1 2lo) 201 :
o : : L e £, (%)
TNy gy Ny

EOENEHNEN

son denklemin transpozu almip E(X) ¢ekilirse

(X(x)" =TT (E(X))'
X(X)=EX)T
E(X)=X(X)T™

(3.1.8)'te X> X+ f3; yazilirsa

E(ajx+,6j) = X(an-i-ﬂj)T_l
= X(X)B(aj,ﬂj)T_l

Burada B gegis matrisi olup

0 0 0 1 0 pl 2 0 pn2

(Ojalﬂj [Ojaj’gj (Ojal'g]

0 1 110 2 1p1

(ljaiﬁj (1jal’gl

B(akj’ﬂkj) = 0 0 (;jafﬂ?
0 0 0

(3.1.8)°i (3.1.5)°de ve (3.1.9)’u (3.1.7)’de yerine yazilirsa

Y(X) =y, (x) = X ()T "MA

ve

y(a,x+B;) = X (X)B(a;, 4,)T'MA,

Benzer sekilde

YO+ 14) = X (OB(4, )T *MA

(3.1.8)

(3.1.9)

(3.1.10)

(3.1.11)

(3.1.12)



olarak goriilebilir. Cekirdek fonksiyonu K, (X, t) *nin matris formuna doniistiiriilmesi

N
K (x, 1) =D k"xmt"
s=0

= X(X)KSXT(t)
K™ 1 9™"K,(0,0)
* mint axmat"
K, =[k"], mn=0,1,..,N.
Temel matris denklemini olusturmak ig¢in ilk olarak (3.1.11),(3.1.12) ve (3.1.15) matrisleri

(3.1.13)

(2.1.1) denkleminde yerine yazilirsa

ipj ()X (X)B(e;, )T M A= g(x)+mZZX(X)KSQS(x)B(ﬂS, L)TMA  (3.1.14)

burada

Q.00 =" XTOX Ot =[a" (]
ve
(Vs (X))m+n+1 _ (us (X))m+n+l

m (v = . :
g (X) A ,mn=01..N

Simdi siralama noktalarini

X, :a+b&—ai , 1=0,1...,N yada x :a—;b+a7_bcos(7ri/N) ,i=01..,N

(3.1.14)’de yerine koyarsak

i P; (%) X (%)B(a;, B, T'M A—ix (% )K.Q, (%)B(A, )T "MA=g(x,)

=0

—

{i p,-(xox(x»B(a,-,ﬁj)—iX(onst(xi)Bus,us)}T1M A=g(x)

Matris denklemi sistemi veya kompakt formdaki gibi

my m . —
{Z P.X B(a;, )T M ->_ X K.QB(4,, 4,)T ‘M }A:G (3.1.15)
j=0 s=0

temel matris denklemi elde edilir.

(3.1.15) “deki matrislerin agilimi1 asagidaki gibidir:



_Pj(xo) o - 0 |

X (%) X, X,
Rl 0P e
L 00 P00 Jw ey X [ X X0
X(x) 0 0 K., 0 0
g_| 0O X(.xl):~ 0 K- 0 K, 9
0 0 - X(xy) (N+1)x(N+1)° 0 0 s J(N+2)2(N42)2
Q O 0 B(A,u) O 0
5 - 0 Q 0 S0 ) 0 B(/is:,,us) 0
0 0 Q Ly 0 0 B(ﬂs,us) (NN 1
T 0 o 0] M a, 9(%)
s LI Ml acld] e 0
L0 0 T ey M ay 90
Boylece;
W=[wpq]=ipjxs(aj,ﬁj)r1 i X KQ,B(4, )T M (3.1.16)
i

s=0
kabulu altinda (3.1.15) temel matris denklemi a,,a,...,a

(N +1) denklemden olusan

WA =G yada [W;G]
sistemine indirgenir.

Eger

rankW = rank[W,G]= N +1
ise bu taktirde

A=W)"'G
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v » (N+1) bilinmeyen katsayili

(3.1.17)

(3.1.18)



yazilabilir. Bylece igerisinde a, i =0,1,...,N katsayilari olan A matrisi tek olarak belirlenir.

Su halde

N

V()= 3,E,(X)

n=0
Euler polinom ¢6ziimii elde edilir.

3.2. Genellestirilmis Fonksiyonel Integro-Diferansiyel Denklemler
Parcali aralikl yiiksek mertebeden

m; my Vrs(x)

ii P )Y® (o X+ B) =a(X)+ D> _[ Koo (6 0)Y " (At + g4, )dlt

k=0 j=0 r=0 s=0y_(x)

fonksiyonel integro-diferansiyel denklemlerin

m -1

(aiky(k)(a)+biky(k)(b)) =%,i=01..,m-1

k=0

karigik kosullar altinda,

Y00 = ¥, (0= 4, (1)

(3.1.19)

(3.2.1)

(3.2.2)

(3.2.3)

kesilmis Euler serisi formunda yaklasik ¢dziimleri arastirilacaktir. Burada k=0,1,---,m1

1=01..,m, r=01.,m ve s=01..,m, icin ij(X), a(x), U (X), V,(X) a<x<baraliginda

ve K (X,t) fonksiyonu da a<x,t<b bélgesinde siirekli fonksiyonlar; @ <Ug <V, <b,

En(X) Euler polinomlari, I dereceli polinomlardir ve

E, (x)+i(2} E.(xX)=2x",n=012,...

bagntisi ile tanimlanir.

Istenilen

Y00 = ¥, (0= X4, (1)

formundaki kesilmis seri ifadesinin matris formunu, n=0,1,2,...,N i¢in

E(0) =[Ey(X) E(X) ... Ey (¥)]
A=[a a ..a,T

olmak tzere

11

(3.2.4)

(3.2.5)

(3.2.6)
(3.2.7)



y(x) =y (x) =E(x)A (3.2.8)
olarak yazabiliriz. Diger yandan (2.5.3)’den E(x) matrisi ve E’(x) tiirevi arasindaki matris

bagintisi

E'(X) = E(X)M (3.2.9)
olup islemi tekrarlayarak

E"(X) = E'(X)M = E()M?
E"(xX)=E'(x)M?=E(X)M?

(3.2.10)
EOX)=E'(X)M*"=E(X)M* , k=0,1,2,...
bulunur. Burada M matrisi agagidaki gibidir:
0 1 -
00 2 -0
M=|: : . -« | M°=I(Birim matris)
00 0 - N
00 0 - 0]
(3.2.8) ve (3.2.10)’den y,‘f’ (X) "nin matris formu
YO0 =y (x) = EY (XA
=E(X)M*A, k=0,1,... (3.2.11)
olur. (3.2.11)’de X = X+ f3; konulursa
Y (agx+By) = E(ax+ B )M A [k =0,1,...,m, (3.2.12)
elde edilir.
Diger yandan, Euler polinomlarini ve Taylor agilimini kullanarak, X(x)=[1 x .. x"]

standart taban matrisi ve E(x) =[E,(x) E,(x) ... E,(x)] Euler taban matrisi arasindaki matris

bagintisini, (2.5.2) yardimai ile

12



1 0 0 0]
111 _ :
17 13l0) * ° - OE®
X N 1o E,(x)
X2 | = E( } —( ] 1 0|l E,(x)
. 210) 21 :
N : : e £, (x)
~ 7 |1(N) 1IN} 1(N L } -
lo) ale ) 2le)
yazarak bu esitlikte transpoz alinip E(x) ¢ekilirse
(X)) =TT (EM)’
X(x)=EMX)T
E(X)=X(X)T™ (3.2.13)

elde edilir.

(3.2.13)'da X > X+ f3; koyarak,

E(aij"'ﬂkj) = X(aij+ﬁkj)T_1
= X (X)B(ag, B)T™ (3.2.14)

olur. Burada . -
0 1 2 N
et (gleass (o)asas (7 Jorst
1 2 N )
o (e [F)as o [
B(ey, Bi) = 2 N
( kj ﬂk]) 0 O 2 akzjﬂkﬁj) ( zjaijﬂKTZ
N
0 0 0 .. (NJakm}
dir. 3.2.11Yii (3.2.13)°de ve (3.2.12)’ii (3.2.14)de yerine koyalim: )
yO ) =y (x) = X()T M A (3.2.15)
ve
Y (X + B) = X (X)B(atg, B )T "M A (3.2.16)

olacaktir. Benzer sekilde islem yaparsak

13



yO AL+ ) = X()B(A,, ) T'M'A (3.2.17)

oldugunu goriiriiz.
Cekirdek fonksiyonu Krs (X,t) nin matris formuna dontstiiriilmesi asagidaki gibidir:

m 1 0""K(0,0)

= i PO TIEAL Kis=[ks'], mn=01..,N
olmak tizere
N N
Ks (%) =D k"x™t" = X () K X (1) (3.2.18)
r=0 s=0

esitiligi saglanir.

Temel matris denklemini kurmak i¢in, dnce (3.2.16),(3.2.17) ve (3.2.18) matris bagmtilarini

(3.2.1) denklemine yerlestiririz ve asagidaki matris denklemini elde ederiz:

mom,
2.2 P ()X (x)B(ayg, BT "M A=g(x)
o o (3.2.19)
+ 2 X (K Qi (X)B(Ay, 1) T M A
r=0 s=0
Burada
- V(X m+n+1_ u X m-+n+1
Oy (X)=( () CAG) : mn=0,1...,N
m+n+1
olup

Vrs(X) mn
Qu(=[" X OXOdt =[q7 (x)]
bigimindedir. Sonra, (3.2.19)’de

x —a+2=2 x =20 3D iy
N 2 | 2

ile tanimli siralama noktalarini yerine koyarak i =0,1,..., N i¢in

{ii ij (Xi)x (Xi)B(akj’ﬂkj )T 71M “ _ii X (X)KrsQrs (X)B(ﬂ’rs’/urs)T 71M r}A: g(xi)

k=0 j=0 r=0 s=0
matris denklem sistemi veya kisaca temel matris denklemi (kompakt form)

m o m M My _
{ZZ RyX Bag, B)T "M =3 > X K QB (A, 11,)T "M f}A:G (3.2.20)
k=0 j=0 r=0 s=0

14



elde edilir. (3.2.20)’daki matrislerin a¢ilimlar asagidaki gibidir:

R(x) 0 - 0 ] x0T T % o K
e S S
0 L1 S0 P X1 11 X% XN s
X(x) 0 0 K, 0 0
= 0 X(.xl):- 0 _ |0 . 0

0 0 - X(xy) (N+1)x(N +1)2 0 0 - Ky (N2 x(N+1)2

Q. 0 - 0 B(A,, 1) 0 0
_ 0 Q - O r 0 B(A, ) 0
Qs=| . - B4 14) = : ‘ . :
0 0 Qrs Jnsaennany 0 0 Bl ) iy
Tt 0 - 0] M
-1 r
P T
L 0 U T_l_(N+l)2><(N+1)2 _Mr_
3 9(%,)

Ao §’G: Mﬁ)

ay g(XN) (N+1)x1
Boylece;

m M m m _
W :[qu] = ZZ ijx B(akj ’ﬂkj )TilM “ _ZZX KrsQrsB(ﬂrsHurs)T 71M '

k=0 j=0 r=0 s=0

kabulii altinda (3.2.20) temel matris denklemi a,,a,,...,a, (N +1) bilinmeyen katsayili

(N +1) cebrik denklemden olusan

WA =G veya [W;G] (3.2.21)
sistemine indirgenir.

Diger yandan (3.2.2) kosullarinin matris formlari, (3.2.15) matris bagintisin1 kullanarak

15



{E(aikx (a) +bikX (b))TilM k}A: yi

k=0

seklinde olur ve buda U; =[Uy Uy -+ Uy] icin

UA=7 veya [U;;%],i=01..m-1 (3.2.22)

denklem sistemi anlamina gelir.

Sonug olarak (3.2.1) denkleminin (3.2.2) kosullar1 altinda (3.2.3) formunda ¢6ziimii elde etmek
icin, (3.2.21) matrisinin M. satirinin silinerek yerine, kosullara karsilik gelen (3.2.22)’deki m.

satirinin konulmasiyla yeni

WA =G veya [W;G] (3.2.23)
arttirilmis matrisi elde edilir.

Eger

rankW = rank[W,G]= N +1
ise bu taktirde

A=(W)'G (3.2.24)
yazilabilir. Boylece igerisinde & i =0,1,...,N katsayilari olan A matrisi tek olarak belirlenir.
Su halde

N
Y (9) =2 a,E,(x) (3.2.25)
n=0

Euler polinom ¢oziimii elde edilir.
3.3. Kesirli Lineer Diferansiyel Denklemlerin Euler-Taylor Kolakasyon Metodu ile
Coziimii

Bu calismada parcali aralikl kesirli mertebeden

m
D Ry (x)=g(x) (3.3.1)
k=0
diferansiyel denklemlerin
m -1
> (@ yP@+by ®) =y ,i=0123,...m-1 (3.3.2)
k=0

karisik kosullar altinda,
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y(x) = Zan E,(x)

kesilmis Euler serisi formunda yaklasik ¢oziimleri arastirilacaktir.

Istenilen formdaki kesilmis seri ifadesinin matris formunu n=0,1,2,..., N icin

E(C) =[E,(¢) E(x) E,(x) .. E, (<]
A=[a 3 ..a,]

olmak lizere

y(x) 2y, (x) =E(X")A

olarak yazabiliriz.

(3.3.4) denkleminde X=X; yazarsak

[y(6)]=E(§)A

elde edilir.

X (x“)=[(x-c)® (x—c)* (x—c)** ... (x=c)™ D" (x=c)™*]

X)) =[TE(X)T'

Euler polinomlar1 ve X (x*) matrisimizin arasindaki bagintinin transpozunu alirsak

X(x*)=E(X)TT

elde edilir ki
X(x*)(TT) " =E(x")

dir.

T matrisimiz ise

ve X(x%)

X (x*) =1 x* x** x> ... x"“].
(3.3.8)’1 (3.3.4)’te yerine yazarsak

17

(3.3.3)

(3.3.4)

(3.3.5)

(3.3.6)

(3.3.7)

(3.3.8)

(3.3.9)

(3.3.10)



y(x)=X(x“)(TT)"A

bulunur.

Caputo tiirevini alirsak

¢ Dka Y(X) — chax (Xa)(TT)flA

CDka(X(Xa)):[CDka(X_C)O CDka(X_C)la CDka(X_C)(Nfl)a CDka(X_C)Na]

olup ¢ =0 alinirsa matrisimiz

0 0 o -- 0 0 1
I'a+1) 0 0 0 0 (x)
I'2a+1) )
— 7 0 0 X)“*
CDkaXT(Xa): F(a+1) ( )
: : : (X)(Nfl)a
0 0 0 0 _I(Na+1) (x)"
I'((N-Da+1)
olur.
0 0 o -- 0 0
I'a+1) 0 o -- 0 0
I'2a +1) 0 0
B= I'a+1)
0 0 0 I'(Na+1) 0
I'((N-Da+1)

gecis matrisi igin

CDkaX (Xa) — X (Xa)BT
olup k defa Caputo tiirevi alirsak

Csz CDaX(Xa) — CDaX(Xa)BT
CDZax(Xa) — X(Xa)(BT)Z

CDkaX (Xa) — X (Xa)(BT)k
elde edilir.

(3.3.17)’y1 (3.3.12)’de yerine yazarsak
chaX (Xa) — X (Xa)(BT)k (TT)—lA

18

(3.3.11)

(3.3.12)
(3.3.13)

(3.3.14)

(3.3.15)

(3.3.16)

(3.3.17)

(3.3.18)



X=X kolakasyon noktalarini yerine yazarsak

Zm:Pk(xi)y"“(xi):g(xi), i=012,..,N (3.3.19)
Pk(xo)k_o 0 - 0 *D*“y(X,) 9(%,)
0 Pk(_Xl) 0 °Dk“‘y(><1) _ 9(&) (3.3.20)
6 6 Pk(;<N) °Dk“.y(xN) M
olur ve ' " G
ki;ka @ _g (3.3.21)

ifadesi elde edilir.

(3.3.18)’de X yerine x. yazarsak

“Dy(x)=X0¢)BH (M)A (3.3.22)
‘D y(%,) X (x5)
D”‘:y(xl) _ X(:xf‘) (BT)(TT)*A (3.3.23)
“Dy(xy)) (X(x)

iPkX“(BT)k(TT)‘lAzG (3.3.24)

A ’nin solundaki ifadeye W dersek

WA=G (3.3.25)
elde edilir.

(3.3.25) denklemini ¢6zmek i¢in arttirilmis matrisi

Woo Wo, = W 5 9(X)
Wio Wiy Wiy : g(xl)
[W;G]: : : : ; : (3.3.26)
Winogo Wineyn -7 Winepn 9(Xy_1)
Wyo W1 Win : g(XN)

seklinde olusturabiliriz.

Baslangig sartlarinin etkisini bu matrise katmak i¢in herhangi bir satir veya satirlarin yerine
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U, =X“0)B )T =up uy Uy, o uy] (3.3.27)

olarak yerlestiririz. Burada

‘D'y(@)=4,, j=01,2,...(ma~1) (3.3.28)
sartlarindan
X“(a)(B")(TT) A=4, (3.3.29)

oldugunu biliyoruz. Boylece

UJ-Azlj (3.3.30)
denklemi yine arttirilmis matris bigiminde
uOO uOl uON ; /,10
u u eee u 1 Al
Uy oa)= Y . e (3.3.31)
u(ma—l)O u(ma—l)l o u(maf—l) N ﬂ’(ma—l)

yazariz. (3.3.26)’nin m. satirin1 (3.3.30)’un arttirilmis matrisine ekleriz. Su halde kisaca

W.A=G (3.3.32)
cebirsel denklemine ulasmus oluruz. Coziimiin olmast i¢in W rankinin arttirilmis matris olan

(V\7 , G) matrisinin rankina esit yani (N +1) olmasi gerekir.

Boylece

A=W)"G (3.3.33)

katsayilar matrisini verecektir. Bu matris ¢6zlimiin Euler polinomlar1 kullanilarak yazilmis seri

formatindaki katsayilari igerir. O halde

N
y(x)=> a,E, (x%) (3.3.34)
n=0
kestirilmis seri ¢6ziimii beklenen ¢6ziim olacaktir.
3.4. Gecikme Terimli Kesirli Lineer Diferansiyel Denklemlerin Euler-Taylor Kolakasyon
Metodu ile Coziimii

(2.4.1) denklemini (2.4.2) kosullar altinda ¢6zmek i¢in (3.3) boliimiinde agikladigimiz
gibi ¢ozecegiz. Burada y** (a X+ B;) elde etmek igin (3.3.8) denkleminde X —> X+ f3;

yazilirsa
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Burada

olup (3.3.7)’yi (3.3.1 1)’de_ve (3.3.8)’1(3.3.10) da yerine yazarsak

ve

e(akj’ﬁkj) =

E(ayx+B4) =X (aij+ﬁkj)(TT)_l

0

0

= X (\)0(ag, B )T

N N P oN

0

N
(s

N

N .
(o

Yo (x7) 2 Y () = X ()BT (TT) A

y(ka) (aija +:Bkj) =X (Xa)‘g(akjaﬁkj)(BT)k(TT)_lA

elde edilir. Son olarak kolakasyon noktalarini X=X; i¢in yerine yazarsak

mom
Zz ij (Xi)y(ka) (aiji +ﬁkj) =g(x)

k=0 j=0

My

>

k=0 j=0

_ij (XO) 0 0 _chay(XO)_
0 PRy(x) 0 || °D*y(x)
0 0 Ry (%) || “D**y(xy) |
R yka

(Xi)y(ka) (akj X; +ﬂkj) =G

[ 9(%) |
g(x)

L a(xy) |

%/_I
G

‘ Dde(“ijia +:Bkj) = X(Xia)g(akj ’ﬂkj)M k(TT)_lA
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DM y(agxs +B) | X (x)

DIV A || X | s My Ty A

_chay(aijﬁ +ﬂkj)_ X(X\)

M,

i ij (Xi)x(xia)e(akj’ﬁkj)M k(TT)ilAZG

k=0 j=0

matrisleri elde edilir ki A’nin solundaki ifadeye W dersek (3.3.25) deklemi elde edilir.

(3.3.25) denklemini ¢6zmek igin arttirilmis matrisi (3.3.26) denklemi olusur.

Baslangi¢ sartlarinin etkisini bu matrise katmak i¢in herhangi bir satir veya satirlarin yerine

Uj=X“0BT) (M) =[up Uy U, - Uy
olarak yerlestiririz. Burada

‘Dly(a)=4;, j=012,...(mar—1)
sartlarindan
X“(a)(B) (") *A= 4

oldugunu biliyoruz. Boylece

denklemi yine arttirilmis matris bi¢ciminde

Ugo Ugy Uon ; 20
(U, 5 oa)= M o A
u(mcxfl)O u(ma—l)l o u(ma—l)N ; j“(mafl)

yazariz. (3.3.26)’nin M. satirin1 (3.3.30)’un arttirilmis matrisine ekleriz. Su halde kisaca

W.A=G
cebirsel denklemine ulasmis oluruz. Coziimiin olmasi i¢in W rankimin arttirilmis matris olan

(V\7 , é) matrisinin rankina esit yani (N +1) olmasi gerekir.

Boylece

A=W)"G
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katsayilar matrisini verecektir. Bu matris ¢ozliimiin Euler polinomlar1 kullanilarak yazilmis seri

formatindaki katsayilari igerir. O halde

Y00 = 8 E, ()

kestirilmis seri ¢oziimii beklenen ¢6ziim olacaktir.

3.5. Rezidiiel Hata Fonksiyonu ve Mutlak Hata
3.5.1 Volterra-Fredholm integral Denklem ve integro-Diferansiyel Denklem icin
Rezidiiel Hata

Bu boliimde, rezidiiel fonksiyona dayanan hata kestirimi yontem i¢in tanitilmis ve bu

nedenle yaklasik ¢6ziim rezidiiel diizeltme teknigi ile iyilestirilmistir

my m, Vs(X)
Ry () =2 P, () Yy (o +5,)—9(x) =2 I K (DY (At + g )dt
j=0 5=0us(x)

olarak goze alalim. Burada y(x) probleminin tam ¢6ziimiinii temsil ederken €y (x)

e (X)=Y(X) - yy (x)

formundaki hata fonksiyonunu gostermektedir.

-1 m, Vs (x)
EMA@=%FK@%@%H¢D—MM—§:IKJKO%OU+%NFRM@ (35.1.1)
=0 =0 uy (%)

sahip oluruz.

Son olarak (3.5.1.1) denklemi igin boliim (3.1.2)’deki tanitilan metod uygulanir ve

M
ey ()= 3,E,(X) (35.1.2)
n=0
formunda €, ,, (X) i¢in optimize edilmis Euler-Taylor seri polinomu elde edilir. Boylece €y (x)

hata fonksiyonu igin bir yaklagim verilir. (3.2.25) ve (3.5.1.2)’y1 toplayarak optimize edilmis

Euler-Taylor seri ¢oziimii

Y (X) =Yn (X) +eum (X)

bulunur.
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3.5.2. Gecikme Terimli Lineer Kesirli Diferansiyel Denklemler i¢in Rezidiiel Hata

(3.3.21) denkleminin (3.3.28) sartlarina ait yaklasik ¢ozimiim (3.3.34) esitligi ile

verilmisti. Bu ¢ozlimiin denklemi saglamasi gerektiginden

3 R(x)DY(x)-9(x)

degeri X=X, noktasinda yapilan rezidiiel hatay1 vermektedir. Hatay1 minimize etmek i¢in N

kesme degeri

E(x)= <10™*

3R (4)DY(x)-(x)

olacak sekilde segilir. Buradan genel hata fonksiyonu

> R 04)DY(4)-9(%)

N ’nin artmasi durumunda sifira yaklasan bir fonksiyon olmalidir.
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4. ORNEKLER

Ornek 4.1.

[70] Volterra-Fredholm fonksiyonel integral denklemi

0.12328764756963483e ™ +0.25¢* — 0.5¢™ cos(2x)
2x 1

—.[e“xy(t)dt —j—e‘z”xy(t)dt —x?sin(x) —e* sin(2x) +0.5e* sin(2x) + x’y(x) +e*y(2x) =0
0

0

problemini ¢6zelim. Problemin bize verdigi tam ¢oziim y(x)=sin(x) olup burada

katsayilarimiz

Po,o(x) =x’, Po,1(x) =1 oo =104, = Z’ﬁo,o = 01ﬂ0,1 =0

Aoo =L, A01 =2, 11 =0, g1y, =0, Kery o (x,t) =" Ker,, (x,t) =—-e*?"

Uo,o(x) =0, uO,l(X) ~ O’VO,O(X) = 2X’Vo,o (X) 3 2X,V011(X) =1

g(x) =-0.25¢* —0.25¢* % cos(2) + 0.5e> cos(2x) —0.25e* 2 sin(2) + x* sin(x) +e* sin 2x —0.5¢** sin(2x)
m=1m=14a,=0b=1

Tablo 4.1. Ornek 4.1 ‘in N =5 igin niimerik ¢coziimleri

I | x. | Tam Coziim Yaklasik Coziim Mutlak Hata

0. |0. —0.004956195760486892 | 0.004956195760486892
0.2 | 0.19866933 0.23447781527841494 0.0358084844833572
0.4 | 0.389418342 0.3952434767335987 0.005825134424948197
0.6 | 0.564642473 0.5541787256301774 0.010463747764857922
0.8 0.717356091 0.7196883210137508 0.002332230114228006
1. |0.841470985 0.8646744913451849 0.02320350653728842

o s|lw| N RO

Bu tablodaki degerler Mathematica’da ile yazdigimiz kodlarla olusturulmus ve hesaplanmustir.
N =5 kesme degeri i¢in Intel® Core™i7-2670QM CPU@2.20GHz islemcili bilgisayarda Windows 10
Pro siirimii altinda 4,00GB RAM ile Mathematica 11.1.1 programinda yapilan islem siiresi 0.1073

saniyede gergeklesmistir.
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Hata

4 .
4 .
4 .
’ A
. ‘
003t s
'] )
2 A}
' N .
' * Re
002 . K
' 1y .
: Y K¢
[] ‘\ 4
H % ,"
001} 1 . UL ;
' . . . ’
: A et *. l'
N \ L4 . ’
T v . ’
1 A ) . Vi
I' ‘\" ‘\"
: : : : — X
0.2 04 0.6 0.8 1.0
Sekil 4.1. Ornek 4.1°in N =5 i¢in Hata grafigi
Ornek 4.2.
x* T
i j (—t+x) y(-0.01+t)dt + y(x) =0
0

—0.99995x* —0.003333333333333333x° +

Volterra-Fredholm integro-diferansiyel denklemini ¢6zelim[71].
Problemin tam ¢6ziimii y(x) = x* olup denklemin katsay1lari

Poo () =1 PO,l(X) =0, a0 =1 ap; =1, B, =0,58,, =04, =14, =1 iy = —7; 4, = 0,p;, =1,
w, =0, Ker, o (X, t) = x—t,Kery, (X,t) =0, Uy, (X) =0, Uy, (X) =0,v,(X) = X,Vy,(X) =0,

3

009 =- X (1= [t m ~1m, =L, ~0,b =1 ~0.01
12 3 2 ) 1 ) 2 ) ) ) .
olarak alinmistir. N =2 igin Boliim 3’te 6nerdigimiz metot ile tam ¢oziim elde edilmistir.

Ornek 4.3.
Fonksiyonel Fredholm integral denklem

y(X) —JI't X y(t—1)dt —x(1-sin(l))—sin(x) =0

denklemini ¢6zelim [71]. Bu problemin tam ¢oziimii y(x) =sin x olup Boliim 3’te verdigimiz

bigimde yazmak istedigimizde
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t=1Te=1PR,(X)=LPR,(X) =0, oy, =L a,, =1 B,,=0,8,=014,=1

A1 =L plyo =7, 44, =0, vy =Ly, =0, Ker, (x,1) = xt, Kery, (x,t) =0,

Up o (X) =0,Uy,(X) =0,v,(X) =Te, v, (X) =0

9(x) = x(Te cos(Te—7) —sin(Te—7)—sin(z)) +sin(x), m =1, m, =1,8,=0,b=1

denklemin katsayilaridir.

Tablo 4.2. Ornek 4.3 ‘in N =5 icin niimerik ¢dziimleri

i x, | Tam Coziim | Yaklasik Coziim Mutlak Hata
0./0. |0 0 0.
1 0.2| 0.19866933 0.198694744 | 0.00002541343852757727
2 10.4]0.389418342 | 0.389469169 | 0.00005082687705509903
3 [ 0.6 ]0.564642473 | 0.564718714 | 0.00007624031558273181
4 10.8]0.717356091 | 0.717457745 | 0.00010165375411030908
5 |1 |0.841470985 | 0.841598052 | 0.00012706719263788635
08}
06 i
~ — YK
0.4+
_ 4 y:(%)
P4
&”
02+
L ,/
\/,
| I I ! | I | | | L I I | I I I |
0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Sekil 4.2. Ornek 4.3’{in Grafigi
Ornek 4.4.

—1+Xx

y(x)— :[et‘xy(t)dt —~ '([ xsin(t) y(t)dt - %e‘x (2 +e*(4xcos(1-x)+2cos(X)

—X(2+2x+sin(2-2x))+ 2sin(x))) = 0

[72] Volterra denklemini ele alalim. Problemin tam ¢6ziimii y =sin(x)+1 ve katsayilarimiz
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Po,o (x)=1, PO,l(X) =0, Qo =1, Gy, = 0, ﬂo,o =0, ﬂo,l =0, ﬂo,o =1, /10,1 =1 Hoo = 01/10,1 =0,
Ker, , (x,t) =e"™*, Keroyl(x,t) = x.sin(t), Uy o (x,t) =0, uO,l(X) =0, voyo(x) =X,V (X) =x-1

g(x)= %e‘x (2+€” (4xcos(l—x) +2cos(x) — x(2+ 2x+sin(2—2x)) + 2sin(x) )

m =0,m,=1m,=0,m,=La,=0,b=1

olup denklemi iki farkli N kesme degeri i¢in hata grafigini inceledik.

Hata
0.100 P
0.010 + .
0.001 } e
1074
107°
107 : """ e3 (X)

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 €4

Sekil 4.3. Ornek 4.4’iin N =3 i¢in Rezidii ve Mutlak Hata Grafigi

Hata
10_7 =
'I
'l
0% . 'l'
e” " s e’ RN ’
) AR S
1072 4 ‘e .
b Y] !
" .\ M |
by I
107105 v i
; |
11 ] i
w+d L e (x)
: : : : = X
0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 65’5

Sekil 4.4. Ornek 4.4’tin N =5 i¢in Rezidii ve Mutlak Hata Grafigi

Ornek 4.5.

y(x)—ie‘y(ljdt —e” —g(l—eng =0
: 2 3

Volterra denklemini alalim [73]. Problemin tam ¢6ziimii y(x) =e* fonksiyonudur.
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Tablo 4.3. Ornek 4.5 ‘in N =3 icin niimerik ¢6ziimleri

| X Tam Coziim | Yaklagik Coziim Mutlak Hata
0.0. 1.0 0.9999999999999998 | 2.22044604925 x 10716
1 10333 | 1.39561242 | 1.395671607521933 | 0.00005918243584357441
2 | 0.667 | 1.94773404 | 1.9463108481153177 | 0.0014231929393579978
3110 2.718281833 | 2.7032410795239015 | 0.015040748935143622
Hata
0.010 - __—"
0.001} ,/'
1074 o
] T 2
] v
] W
1070 ¢ Yy 3
[ ]
L [ L L L X
0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Sekil 4.5. Ornek 4.5’in N =3 i¢in Rezidii ve Mutlak Hata Grafigi
Hata
1077 ¢ )
10_8 3 - ¢"
= d‘— = ...~ ’
4 “ L4 e 4
100y N "
! 0 P
107105 M :
' i
! ]
] i
wr €,(X)
0.2 0.4 0.6 08 10 €010
Sekil 4.6. Ornek 4.5’tin N =10 icin Rezidii ve Mutlak Hata grafigi
Ornek 4.6.

Y'(X) = 2xy' (5 —2) = y(x) +2y(2x) = g(x) - jo xy't+Ddt+ [ (x+t)y(t -1t
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Birinci mertebeden Volterra-Fredholm fonksiyonel integro-diferansiyel denklemini y(0) =0
sarttyla 0 < X <1 araliginda goz oniine alalim. Burada g(x) = %(3 x*+9x+7) olup denklemin
analitik ¢oziimii y(X) = x tir.

Bu denklemin secilmis olmasi yapisinin, orantili(proportional), gecikmeli, Volterra-Fredholm
terimli integro-diferansiyel denklem i¢ermesindendir. Daha Once 3. boliimde Onerdigimiz

metodu uygulamak i¢in kullanilacak parametre ve fonksiyonlar soyledir:

Po,o (X) =2, PO,l(X) =-1, Pl,o(x) =1, Pl,l(x) =—2X, Ko,o(xit) =X+, Kl,O(Xlt) =—X,
Voo (X) =1,V (X) =X/ 2,000 =2, =1,0, =1/ 2, = -2,
Ao=LiAo=2, 1ty =1, 1,,=1,m =1,i=1,2,3,4

Bu takdirde N =3 kesme degeri alindiginda

1 11 5 3 7]
2 12 4 10 6
1 59 227 18089 31
6 36 108 810 18
1 41 155 319 19

[ 2 12 12 20 6]

arttirilmis matrisi ve sart iginde
0}

[U.; 7, ]satir matrisini [W;G] matrisinin herhangi bir satir1 ile yer degistirdigimizde elde edilen

Nl

[Ui;}/i]:|:1 _% 0

arttirilmis matrisi elde edilir.

WA =G matrisinin ¢oziilmesiyle

=

(®N

[ 29175578 60969699 27217593 18681627 |-
34122245 68244490 34122245 68244490
10109874 63427239 58526496 20431497

34122245 34122245 34122245 34122245
3268818 0528138 4323402 1920456
34122245 34122245 34122245 34122245

86616 983016 1636524 699948
| 6824449 6824449 6824449 6824449 _
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boylece aradigimiz katsayilar 8, =1/2,a =1,a, =a, =0dur.

Bu katsayilarin kullanilmasiyla denkleminin analitik ¢6ziimii olan

3
y.(X) =D a,E (X) =x
n=0
N =3 kesme degeri i¢in bulmus oluyoruz. Diger taraftan N =2 alinarak da tam ¢6ziimii veren

bir polinom ¢6ziimiinii yakaliyoruz.

Ornek 4.7.
Y'(X)=2xy'(3—2) - y(x) +2y(2x)
—g(x) - jo xy'(2t+1dt+ [ (x-+1)y(t-1)dt

Birinci mertebeden Volterra-Fredholm fonksiyonel integro-diferansiyel denklemini y(0) =0

sarttyla 0 < X <1 araliginda goz 6niine alalim [74]. Burada

g (X) — —(X _ XZ)ex/2—l + 2ex—1/2 4 XZeX/Z + Xex/Z
olup denklemin analitik ¢6ziimii y(x) = e* tir.

Bu denklemin se¢ilmis olmasi1 yapisinin, orantili(proportional), gecikmeli, Volterra-Fredholm
terimli integro-diferansiyel denklem icermesindendir. Kesme smirt N =7 alindiginda elde

edilen yaklasik ¢oziim

Y, (x) =1+0.41901x +0.152463x* + 0.0257258x* — 0.00524124x"

+0.0057787x° —0.00106103x° + 0.000245807
olup mutlak hatas1 asagidaki tabloda verilmistir.

Tablo 4.4. Ornek 4.7 ‘in N =7 icin niimerik ¢dziimleri

I | X; | Tam Coziim | Yaklasik Cozim | Mutlak Hata
0./0 |1.0 0

1 10.1]1.15356499 1.15356514 1.49395x10”7
2 10.3]1.33071219 1.33071291 7.19364x10”7
3 | 0.4 153506301 1.53506435 | 1.34125x10°
4 0.6 | 1.77079495 1.77079637 1.42539x10°®
5 | 0.7 | 2.04272707 2.04272761 5.41283x10”
6 | 0.9]|2.35641844 2.35641727 1.17355x10°®
7 11.0{2.71828183 2.71827876 3.06653x10°®
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Tablodan maximum hatanimn 3.06653x10°° oldugu goriilmektedir. Ayrica N =7 alindiginda

hata fonksiyonunu gosteren grafik soyledir:

Hata
0.100
0.001 ~ J
1075
it epbobpbusasprbime g,
N - d A-.---“‘."“-.,‘ -+
10—7 'o',- \\\{/” ﬂ | e7 (X)
. N .l €.
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Sekil 4.7. Ornek 4.7'nin N =7 icin Hata Grafigi

Ornek 4.8.

2.6666666667 x"°

D’y +D"y+y=x*+2+
y+D"y+y 05

Ikinci mertebeden kesirli diferansiyel denkleminin analitik ¢6ziimii Y = x* dir [75].

3. bolimde onerdigimiz metodu uygulamak igin kullanilacak parametre ve fonksiyonlar
P,(x)=1,R(X)=LP,(x)=0,R(x)=0,P,(x)=1, N=5a=1/2 ile verilir.

Kesme degeri N =5 alindiginda kullandigimiz matrisler

0 0 0
= 0 0 0 1 0 0000
T
- 0 0 0 0 0 %10000
2
oﬁo 0 0 O %11000
B: ,T:
ooﬁo 0 0 1334 450
4 2 2 2
0o 0 0 > o o 1o 3210
kNS 2
15\/; l§55§1
0 O 0 160 2 92 2



2
2.17457
2.54061
X=(1 Jx x x¥ x* x?), G=
( Vx ) 3.05923
3.71654
4.50451
matrisleri ile
, L R 1 . u
22 ) 4 ) 2
gLt Nr 1t o2 11 We 308 3 Voo 8 5Ll 3f 5. %r 4
2@25@2@205[20(255[515@ 1025[ ﬂ803J57z
1_1+2+£ Z_\/E.|_2 ﬁ_if %£E\/: __\/7_\/:\/70
2 \5 2 5 \5 \50 2 57 57 10 57
W:
Y R Iy ERR iﬁ 5 ﬁ §P_ 4 ﬁsf 1JE£
2\5 2 5 \5 \5z 2 57 % 5 5|57 0 s 4
1 _1+i+ﬁ é_i_ﬁ_Fi 19 @_1_7\/_ 51 \/_+2 5 3\/_ 32
2J§25J§2J§205[ @255(1015& 1025[ nsaﬁ
1 7 2 1 1 3 3( 8 3 5 151
1 - L sl 24— T L8
2" 2 Jr 2 4J;4 +3J;J; 4 3Jr 16
1 0 0 O 0 0
; 011 11
J5 5 5/5 25 255
5 |2 4|2
1 22 N5 4 \s 1 1 1
1 -= 0 = 0 -=0
b _ 5 5 5 25 25 y 5 2 >
k — ) =
3 3 NN N
3 /= 9,/= o X2 X o X2 o0 o0
1 23 N5 9 N5 2 2 2
5 5 5 25 25
, 204 8 16 3
J5 5 505 25 255
1 1 1 1 1 1

matrisleridir burada bulunmak istenen matris

A:[ao a a,a; aq, as]

33




matrisidir. Yukaridaki matrisleri hesaba kattigimizda 6rnegimize ait ¢oziim ve hata tablosu

sOyledir:

Tablo 4.5. Ornek 4.8 “in N =5 icin niimerik ¢oziimleri

I | X; | Tam Coziim | Yaklasik Coziim Mutlak Hata

0./0 |0 3.330669 x 107° | 3.330669 x 10716
1102 0.04 0.04 4468857 x 10713
2 104 0.16 0.16 6.131206 x 10~ 14
3106 0.36 0.36 9.535705 x 10713
4108 0.64 0.64 2.543631 x 10712
51 1. 1. 4.68824 x 10712

Tabloda maximum hatanin 4.68824x10 " oldugu goriilmektedir. N =5 igin hata fonksiyonun

grafigi soyledir:

Hata

103
1077

lo-1

o
-
= g

!

I

-15 1 1
1015 |}
1

0.0 02 0.4 06 0.8 10

Sekil 4.8. Ornek 4.8’in N =5 icin Hata Grafigi

Bu tablodaki degerler Mathematica’da ile yazdigimiz kodlarla olusturulmus ve hesaplanmaistir.
N =5 kesme degeri i¢in Intel® Core™i7-2670QM CPU@2.20GHz islemcili bilgisayarda Windows 10
Pro siiriimii altinda 4,00GB RAM ile Mathematica 11.1.1 programinda yapilan islem siiresi 0.046875

saniyede gerceklesmistir.
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Ornek 4.9.

3.2X2.5

I'(0.5)
Kesirli diferansiyel denkleminin analitik ¢oziimii y = x® dir[75]. Parametre ve kullanacagimiz

D*y+D"?y+y=x>+6x+

fonksiyonlar P,(x) =1, R,(x)=0,R,(x) =0,R(X) =1, R,(X) =1L, N =6, =1/2 olup denklemle

ilgili matrisler soyledir:

\/O_ o 0 0 000 100 0 000
T
S0 0 0 0 0 0 17 60 000
, 2
0 ——= 0 0 0 0 0 1
NS 1 1.0 000
g_| 0 O N 1E2 39 9000
= 4 T=12 2 2
8 1
0 0 0 — 0 0 0 =23 2 100
<N/ 2
157 15 5 5 5 1 0
0 0 0 T 7 9 5
1 . 15 15
16 -3 =10 = 31
0 0 0 0 0 =0 > > >
R.[0] 0 0 0 0 0
PkH 0 0 0 0 0
6 0
0 P [ 1 } 0 0 0 0 1.0251033570057086
3 2.152853928747359
p-l 0o o o pk[l} o o o |.G=|3444153824321146
2 4.951455572330829
o o o 0 PR F} 0 0 6.7232198578464875
3 8.80540666735282
0 0 0 0 0 PR F} 0
6
0 0 0 0 0 0 R[]
1 -2 o0 1 o 1 o o
U 2 4 2
o E E o, aE
2 2 2 2

35



matrisleri ile

1 I 1 El
! ] ] !
A 53 3
1 Lﬁ 7_3+_3+gF+ﬁ e ___F 5( 5 217 2 e
66 Ve 8 % 3 o\ ¢ 72436[9371192( 2162453;: B
LR B B 1585 5 B 4 B0 Wi %
43fn4 9 33 o 189[4489( 273[41645(
)
113&3 9%& [15 5 2525(21(
—t— St +2\f——— —————
2[(434 TR 82[5
: 15
3+ f( 2Y3 B b _@____ 116[
EFIR PRI i B 2 ol D 453ﬂ4
3 10 25 25 [
RN R L \P Wy J? P 5l 1205 200 e
o V8 3 8l 93 1 0\3 6
L3M 8 _u tlr _2_1 Mf
Lt Wr 43&16 45&16

Yukaridaki matrisleri hesaba kattigimizda 6rnegimize ait ¢coziim ve hata tablosu soyledir:

Tablo 4.6. Ornek 4.9 ‘in N =6 icin niimerik ¢dziimleri

I | X; | Tam Coziim | Mutlak Hata

0./0 |0 4.4408920985006x10*°
1 |0.1| 0.0046296 | 3.139502546822825x10*
2 1031 0.037037 | 5.136446823428287 <10
3105/ 0.125 6.177280909014371x107"
4 10.7 | 0.29629 6.397105067890152 107"
5 10.8| 05787 5.853095785823825x10 "
6 |1 |1 4.731770530952417 x10™"

Ornegimize ait grafigimiz ise
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Hata

T T T [ T T = T L =
0.100
0.001
10-5
P R I e
1 S -
1077 A
\\ ,'
ol
1 L L | | I} |
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Sekil 4.9. Ornek 4.9°'un N =6 i¢in Hata Grafigi

Bu tablodaki degerler Mathematica’da ile yazdigimiz kodlarla olusturulmus ve hesaplanmistir.
N =5 kesme degeri i¢in Intel® Core™i7-2670QM CPU@2.20GHz islemcili bilgisayarda Windows 10
Pro siiriimii altinda 4,00GB RAM ile Mathematica 11.1.1 programinda yapilan iglem stiresi 5.234375

saniyede gerceklesmistir.

Ornek 4.10.

r(2.5)

Kesirli Lineer diferansiyel denklemin analitik ¢ozimi Y = X *dir [76]. Parametre ve

DYy +y=x"+

kullanacagimiz fonksiyonlar ise
P,(X)=0,R(X)=LP,(x)=LN =5a=1/2

olup denkleme ait matrislerimiz
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matrisleri ile 6rnegimize ait hata tablosu

Tablo 4.7. Ornek 4.10 ‘in N =5 igin niimerik ¢oziimleri

I | X; | Tam Coziim | Yaklagik Coziim Mutlak Hata

0.[0 |0 —2.16326 x 10713 | 2.163269563482117 x 10713
1102 0.04 0.03999999944 | 3.560346462094799 x 10~ 14
2 |04 0.16 0.16000008696 | 8.695821840376539 x 1014
306 0.36 0.36000006397 | 1.639799407371356 x 10713
4108 0.64 0.64000000042 | 2.041700142285663 x 10713
511 1. 1.000000000003 | 2.162714451969805 x 1013

Ornek 4.11.

D2y(x)+ D¥*y(x) + y(x) = x +1

Bagley-Torvik denkleminde N = 2,3, 4,... degerleri i¢in baslangi¢ sartin1 hesaba katmadan tam
sonuglar bulunmaktadir [77]. Ancak eger baslangic sartini Ornegin  y(0) =1 alinirsa

onerdigimiz metod ¢oziimlere bilyiik hata miktarlariyla ulagsmaktadir. Bu yiizden Bagley-
Torvik denkleminin ¢6ziimii i¢in compact ¢oziimiin dikkate alinmasi gerekir. Eger baslangi¢

sartt kabul edilip matris formunda yazildiktan sonra arttirllmis [W,G] matrisine
yerlestirdigimizde sistemin ¢6ziimiiniin olabilmesi i¢cin hem W nin hem de yeni [w,G] nin
ranklarmin birbirine esit olmasi gerekir ve N +1 olmas1 gerekir. Ozellikle segti§imiz bu drnekte

sart matrisinin sadece arttirtlmis [W, G] matrisinin ilk satirinda yerine yazilmasiyla elde edilen
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yeni arttirllmig matrisin ranki N+1 olmaktadir. Diger hallerde sistem ¢oziimii 1 parametreye

bagl ¢oziimler vermektedir.

Denkleme ait parametre ve matrisler asagidaki gibidir:

PO(X) = P3(X) = P4(X) =1, Pl(X) = Pz(X) :O, N=4, a=1/2
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elde ederiz. Ornegimize ait tablo ise

Tablo 4.8. Ornek 4.11 ‘in N =4 igin niimerik ¢oziimleri

i | X Tam Y aklasik Mutlak
Cozim | Coziim Hata
0.0 1.0 1.0 0.
1103 1.25 1.25 0.
2 105 1.5 1.5 0.
3 108 1.75 1.75 0.
4 |1 2.0 2.0 0.

Ornek 4.12.

Gecikme terimli lineer kesirli

7 6Xl.5
DL Xy_ 13
y(X) +y(x) + y(z) Tl r(25)

diferansiyel denklemi y(0)=0 ve y(l)=1 smir sartlari ile verilen denklemin tam ¢oziimii

[78,79] Y= X’ olup denklemi katsayilari

Po (X) =0,R, (X) =1R, (X) =1FR, (X) =-1 o=, =La,, =1, =05 6,=0 5,=0, £,=0,
51=0, 8,,=1a,=0 a,=0, a,=0, beo,o =0, bel,o =1, beo,l =0, bel,l =0, 7,=0, n =1,
9(x)=6/[25]x¥? +7/8x*m=15m =1m, =1,m,=0,m, =0,a,=0,b=1

olup denklemimizin hata grafigi asagidaki gibidir:
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Hata
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Sekil 4.10. Ornek 4.12’nin N =2 icin grafigi

Ornek 4.13.

Gecikme terimli lineer kesirli

2000 o

D%3y(x X)—y(x-1)=1-3x+3x* + —
y(x)+y(x) - y(x-1) + +1071r(o.7)

y(x)=x%, -1<x<0

diferansiyel denklemin tam ¢dziimii x> ‘tiir [80,81]. Sayisal degerleri gosterir tablo asagidadir:

Tablo 4.9. Ornek 4.13 “iin farkli N degerleri icin literatiirdeki mutlak hatalar

Mutlak Hata
Kullandigimiz Yontem | [80] [81]
N=4 0.1920505 - -

N=10 (h=0.1) | 9.048704 x 10=° | 0.0710508 | 7.0 x 10~°
N=20 (h=0.05) | - 0.0411543 | -

Yaklagimin mutlak hata grafigi soyledir:
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Sekil 4.11. Ornek 4.13’{in farkli N Degerleri i¢in Hata Grafigi

Gecikme terimli lineer kesirli

D*y(X)+ y(x) = 0.1y(0.8x) + 0.5D“y(0.8X) + (0.32x-0.5)e **+e™*, 0<x

y(0)=0,0<a <1

diferansiyel denklemin analitik ¢6ziimii & =1 igin xe™ ’tir [82,83].

Tablo 4.10. Ornek 4.14 <in N =10 i¢in niimerik ¢oziimleri

N = X Tam Co6ziim Yaklasik Coziim Mutlak Hata

kes

0. 0 0 5.1522805119 x 10~13 5.1522805119 x 10713
1 |01 | 0.0904837418 0.0904837418 1.7270351815 x 10712
2 (0.2 0.16374615 0.16374615 1.4430401318 x 10712
3 103 | 0.222245466 0.222245466 1.1357026430 x 10712
4 |04 | 0.268128018 0.268128018 8.0752071696 x 10~13.
5 0.5 0.30326533 0.30326533 5.2019499818 x 10713
6 0.6 0.329286981 0.329286981 2.2115642650 x 10713
7 0.7 0.347609712 0.347609712 2.1793677973 x 10713
8 0.8 0.359463171 0.359463171 42432724001 x 10713
9 0.9 0.365912694 0.365912694 6.6113781116 x 1071
10 | 1. 0.367879441 0.367879441 1.6232015731 x 10712
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Tabloda maximum hatanin 1.7270 X 10712 oldugu gériilmektedir. Ornege ait yaklasik ¢dziim

grafigi agagidadir:

Yaklasik Cozim

..... a=0.7 igin y.(x)
a =0.8 igin y,(x)
a =0.9 icin y(x)
a=0.95 icin y(x)

[ I I I Il I I I Il I I I Il I I I Il I I I Il X ----- X
0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 Xe

Sekil 4.12. Ornek 4.14’iin N =5 ve Cesitli @ Degerleri i¢in Yaklasik Coziim Grafigi

Ornek 4.15.

Gecikme terimli lineer kesirli
Dy(X)+y(X)+y(x-03) =™, 0<x<1, 2<a<3

diferansiyel denklemin y(0) =1, y'(0) = -1 ve y”(0) = —1 baslangig sartlarryla analitik ¢oziimii
a =1igin € "tir[82].

Tablo 4.11. Ornek 4.15 ‘in farkli N degerleri i¢in niimerik ¢oziimleri

Mutlak Hata
Kullandigimiz Kesirli Geri adim | Reproducing Kernel
Yontem Fark Metodu [80] | Metot[81]
N=5 - 6.8701x 1076
N=7 6.927355x 1077 | - 4.9867x 1078
N=10 (h=0.1) | 9.048704 x 10~° | 0.0710508 -
N=20 (h=0.05) | - 0.0411543 -

Grafigimiz ise
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Sekil 4.14. Ornek 4.15’iin N =7 ve Cesitli @ Degerleri icin Yaklasik Coziim Grafigi
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5. SONUC VE ONERILER

Bu ¢alismada parcali ve degisken araliklarda tanimlanmis Volterra, Fredholm ve her iki
integral terimlerini igeren yiiksek mertebeden genellestirilmis lineer fonksiyonel diferansiyel
ve integro-diferansiyel denklemler karigsik kosullar altinda gelistirilmis Euler-Taylor matris
metodu ile ¢ozlilmiistiir. Bu metodla bulunan polinom ¢oziimleri ya tam ¢oziimii ya da tam
coziime karsilik gelen belirli kesme hatasina sahip seri ¢ézlimlerini vermistir. Ayrica kesme
siirmin arttirilmasiyla yani ¢6ziim polinomun mertebesinin arttirilmasiyla mutlak maximum
hata degerinin azaldig1 gozlemlenmistir.

Bu calismamiz daha sonra hata miktarlarinin azaltmasini ongoren literatiirde kullanilan
kalan fonksiyon yaklasimini (rezidii hata fonksiyonu) géz oniine alarak 6nerdigimiz metottaki
hata miktarlarin1 diistirmeye ¢alisarak genisletilmistir.

Literatiirde bulunan belirli ¢alismalardan elde edilen verileri kullanarak ¢alismalarimizin
dogrulugunu ve saglamasini da yapmaktayiz. Burada, tek bir Caputo tiirev terimine sahip olan
kesirli gecikmeli diferansiyel denklemlerin niimerik ¢6ziimleri, Euler polinomlarindan olusan
seri ¢oztimlerin matris formlar1 yardimi ile incelenmistir. Bu ¢aligmanin temel amaci, kesirli
diferansiyel denklemlere de uygulanabilen kesirli gecikmeli diferansiyel denklemler igin farkli
bir siralama matris yontemi 6nermektir. Algoritmay: gelistirirken, 6nerilen yontem literatiirdeki
cesitli ilk verilerle birlikte ondan fazla probleme uygulandi. Ote yandan, heniiz
ilgilenmedigimiz bazi kesirli gecikmeli diferansiyel denklem siniflari vardir. Burada gelistirilen
yonteme bir miktar ilave ile, bu yontemle ¢oziilebilecek ilgili sorunlarin sayisi arttirilabilir.
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