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1. GİRİŞ 

 

 Sabit genişlikli eğriler matematikte en önemli konulardan biridir. Bu eğriler 

özellikle mühendislik alanında çok sık karşılaşılan ve kullanılan eğrilerdir. Bu sebeple 

birçok matematikçi bu eğriler üzerinde çalışmalar yapmış ve bilimsel makaleler 

yayınlamışlardır. 

 

 Düzlemde sabit genişlikli eğrilere örnek olarak, en yaygını olan çemberi 

verebiliriz. Bunun dışında en çok bilineni Reuleaux üçgenidir. Sabit genişlikli 

eğrilerin, makine parçaları ve madeni para şekilleri gibi birçok uygulama alanı vardır.  

 

Sabit genişlikli eğriler üzerinde ilk çalışma Euler tarafından yapılmıştır [1]. 

Euler bu çalışmada düzlemde sabit genişlikli eğrileri tanımlamıştır. Daha sonra 

Fujiwara, sabit genişlikli eğrileri 3-boyutlu Öklid uzayına taşıyarak, bu eğrileri 3-

boyutlu Öklid uzayında tanımlamıştır [2]. Birçok matematikçi bu eğrileri inceleyerek 

önemli sonuçlar elde etmişlerdir [3,4,5,6,7,8]. Reuleaux, sabit genişlikli eğrilerin 

mühendislik ve kinematikteki uygulamalarını incelemiştir [9]. Köse, 1982 yılındaki 

doçentlik tezinde sabit genişlikli eğriler ve bu eğrilerin bazı karakterizasyonlarını 

incelemiştir [10]. Ardından Mellish’in (1931) sonuçlarını Minkowski fonksiyonuna ve 

bu fonksiyonun türevine bağlayarak ovalin karşıt noktalarındaki eğrilik yarıçapları ile 

ilgili bazı önemli sonuçlara ulaşmıştır [11]. 1986 yılındaki makalesinde Köse, bir uzay 

eğrisi verildiğinde eğri ile karşılıklı noktalarındaki teğetleri paralel, zıt yönlü ve bu 

noktalar arasındaki uzaklıkları sabit olan bir uzay eğrisinin bulunabileceğini 

göstermiştir [12]. Sezer, sabit genişlikli eğrilerin diferensiyel karakterizasyonlarını 

vermiş ve 3-boyutlu Öklid uzayında bir eğrinin sabit genişlikli olması için gerekli 

kriteri ortaya koymuştur [13]. Akdoğan ve Mağden, sabit genişlikli eğrileri n-boyutlu 

Öklid uzayına taşıyarak, sabit genişlikli eğrileri karakterize eden bir diferensiyel 

denklem sistemi elde etmiş ve bu denklem sisteminin yaklaşık bir çözümünü 

vermişlerdir [14,15]. Daha sonra Önder, Kocayiğit ve Candan 3-boyutlu Minkowski 

uzayında sabit genişlikli timelike ve spacelike eğrileri incelemiş ve bu eğrilerin bir 

diferensiyel denklem karakterizasyonunu elde etmişlerdir [16]. Ayrıca 3-boyutlu 

Minkowski uzayında bir eğrinin sabit genişlikli olması için gerekli kriteri vermişlerdir. 

Ardından Kocayiğit ve Önder 3-boyutlu Minkowski uzayında sabit genişlikli timelike 

ve spacelike eğrilerin bazı durumlarda normal eğriler, helis ve küresel eğriler olma 
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durumlarını incelemişlerdir. Kapalı sabit genişlikli spacelike bir eğrinin toplam 

burulmasının 0 (sıfır), sabit genişlikli timelike bir eğrinin toplam burulmasının ise 

2n  ( n ) olduğunu göstermişlerdir [17]. 

 

 Yukarıda bahsedilen çalışmalar göz önünde bulundurularak s ve *s

paratmetrelerine göre sabit genişlikli eğrileri karakterize eden lineer diferensiyel 

denklem sistemleri ve lineer diferensiyel denklemler elde edildi. Burada kontengenez 

açısı kullanılarak   parametresine göre sabit genişlikli eğrileri karakterize eden lineer 

diferensiyel denklem sistemleri ve lineer diferensiyel denklemler verildi. 
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2. GENEL BİLGİLER 

 

 2.1. 3-boyutlu Öklid Uzayında Temel Kavramlar 

Bu bölümde tez çalışmamızda kullanılacak olan 3-boyutlu Öklid uzayındaki 

temel tanım ve teoremler verilmiştir. 

 

Tanım 2.1. 
3
 uzayında iki vektör  1 2 3, ,a a a a  ve  1 2 3, ,b b b b  olsun. 

1 1 2 2 3 3,a b a b a b a b    

eşitliğiyle tanımlanan  3 3 ,     , ,a b a b    fonksiyonu, 
3
 uzayında bir 

iç çarpımdır. Bu çarpıma, 
3
 uzayının Öklid iç çarpımı denir [18]. 

 

Tanım 2.2. 
3
uzayında bir vektör  1 2 3, ,a a a a  olmak üzere 

,a a a  

eşitliğiyle tanımlanan 
3 ,    a a    fonksiyonuna, 

3
uzayında norm denir 

[18]. 

 

Tanım 2.3. 
n
 de bir açık cümle U  olmak üzere bir 

:f U   

fonksiyonunun k  -yıncı mertebeden bütün kısmi türevleri var ve sürekli iseler f  

fonksiyonuna kC  sınıfından diferensiyellenebilirdir, denir [18]. 

 

Tanım 2.4. 
3
uzayında birim hızlı 3: I   eğrisi için  
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   T s s  

eşitliği ile belirli  T s  vektörüne,   eğrisinin  s  noktasındaki birim teğet vektörü 

denir [18]. 

 

Tanım 2.5. 
3 uzayında birim hızlı 3: I  eğrisi için 

   : ,    I s T s     

fonksiyonuna,  eğrisinin  s noktasındaki eğrilik fonksiyonu denir.  s  sayısına 

eğrinin  s noktasındaki eğriliği denir [18]. 

 

Tanım 2.6. 
3
uzayında birim hızlı 3: I  eğrisi için 

 
 

 
1

N s T s
s

  

eşitliği ile belirli  N s  vektörüne,  eğrisinin  s noktasındaki asli normal vektörü 

denir [18]. 

 

Tanım 2.7. 
3
uzayında birim hızlı 3: I  eğrisi için 

     B s T s N s   

eşitliği ile tanımlı  B s  vektörüne,  eğrisinin  s noktasındaki binormal vektörü 

denir [18]. 

 

Tanım 2.8.      , ,T s N s B s  vektörlerine 3: I  eğrisinin  s

noktasındaki Frenet vektörleri denir. 
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      , ,T s N s B s  

kümesine,  eğrisinin  s noktasındaki Frenet çatısı denir [18]. 

 

Tanım 2.9. 
3 uzayında birim hızlı 3: I  eğrisinin Frenet vektör alanları 

, ,T N B  olmak üzere 

     : ,    ,I s B s N s      

fonksiyonuna,  eğrisinin  s noktasındaki burulma fonksiyonu denir.  s  

sayısına eğrinin  s noktasındaki burulması denir [18]. 

 

Teorem 2.1. 
3

uzayında birim hızlı 3: I  eğrisinin Frenet vektör 

alanları , ,T N B olmak üzere eğrilik ve burulması sırasıyla ,   ise 

0 0

0

0 0

T T

N N

B B



 



     
          
         

 

olur. Bu eşitliklere, birim hızlı  eğrisi için Frenet türev formülleri denir [18]. 

 

Teorem 2.2. 
3

uzayında birim hızlı olmayan 3: I   eğrisinin Frenet 

vektör alanları , ,T N B , eğrilik ve burulma fonksiyonları ,  olsun. Bu durumda 

aşağıdaki eşitlikler sağlanır. 

3 2

,       ,        

,
,       

T B N B T
  

  

    
 

  

  
   

  

     
 

  

 

[18]. 
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Tanım 2.10. 3: I  eğrisinin eğrilik fonksiyonu   olmak üzere  
1


 

fonksiyonuna,  eğrisinin eğrilik yarıçapı fonksiyonu denir ve   ile gösterilir [18]. 

 

Tanım 2.11.   ,  C  eğrisinin herhangi bir  x s  noktasındaki teğetinin sabit 

bir doğrultu ile yaptığı açı olsun. Bu eğrinin  T s  ve  T s s   teğetleri arasındaki 

  kontengenez açısı için  

                                                           
0

lim
s

d
s

s ds

 


 


 


                                                 

yazılabilir [19]. 

 

Tanım 2.12.  Her noktasındaki hız vektörü sıfırdan farklı olan eğriye regüler 

eğri denir [19]. 
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3. 3-BOYUTLU ÖKLİD UZAYINDA FRENET ÇATIYA GÖRE SABİT    

GENİŞLİKLİ EĞRİLERİN KONUM VEKTÖRÜ 

 

3E Öklid uzayında  C ve  *C  birim hızlı ve sabit genişlikli iki eğriyi göz 

önüne alalım. Bu eğriler üzerinde alınan *,x x karşıt noktalarındaki T  ve *T  teğet 

vektörleri paralel ve zıt yönlüdür [12]. 

 

Teorem 3.1.    *C sabit genişlikli eğrisinin  * *x s noktasındaki konum 

vektörü 

                                    * *

1 2 3x s x s s T s s N s s B s                                  (3.1) 

olup  -eşitlikteki     1,2,3i s i  değerleri  C  eğrisinin yay parametresi olan s ’ye 

göre türevlenebilen fonksiyonlardır- burada 

1

2

0 0

3

0 0

0

cos sin

cos sin

A d B d

B d A d

 

 



    

    



   
    

   

   
    

   

 

 

 

yazılır [12]. 

İspat:    (3.1) eşitliğinde s ’ye göre türev alınırsa, 

     

* * *

*

31 2
1 2 3

*
*

31 2
1 2 2 3

. ,

       = . ,

 

dx dx ds

ds ds ds

dd ddx
T N N T B B N

ds ds ds ds

ds
T

ds

dd d
T T N N T B B N

ds ds ds

 
      

 
      



         

       

 

elde edilir. 
*T T   olduğundan, 
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*

31 2
2 1 3 21

dd dds
T T N B

ds ds ds ds

 
      

    
             

     
 

bulunur. Buradan, 

*

31 2
2 1 3 21 ,    0,    0,

dd dds

ds ds ds ds

 
                 

eşitlikleri elde edilir. Bu eşitlikler düzenlenirse, 

                                                   
*

1
2 1 ,

d ds

ds ds




 
   

 
              (3.2) 

                                                   2
1 3 ,

d

ds


                   (3.3) 

                                                   3
2

d

ds


                             (3.4) 

denklem sistemi elde edilir. Şimdi de sabit genişlikli eğrileri  ’ya göre karakterize 

eden diferensiyel denklem sistemini bulalım. (3.2) eşitliği düzenlenirse,                                                                                                  

                                                    

*

1
2

*

1
2

1
2*

1 ,

. . 1 ,

1

d ds

ds ds

d d ds d

d ds d ds

d

d


 

  
 

 

 
  

 

   

   

   

 

elde edilir. Tanım 2.10. ve Tanım 2.11.  göz önüne alınır ve her iki taraf   ile 

bölünürse, 

                                         

 

1
2*

*1
2

1 1
,

                     

d

d

d

d




  


  



   

  

 

 

elde edilir. Burada  * f     yazılırsa, 

                                                      1
2

d
f

d


 


                                                                  (3.5) 
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elde edilir. Şimdi aynı şekilde (3.3) eşitliği düzenlenirse, 

2
1 3

d

ds


     , 

                                                      2
1 3.

d d

d ds

 
  


   , 

                                          2
1 3

d

d


   


                                                                 

elde edilir. Her iki taraf   ile bölünürse, 

                                           2
1 3

d

d


  


                                                 (3.6)   

bulunur. Son olarak (3.4) eşitliği düzenlenirse,                

                                           3
2

d

ds


   ,                                                             

                                                       3
2.

d d

d ds

 
 


  , 

                                                       3
2

d

d


  


   

elde edilir. Her iki taraf   ile bölünürse, 

                                           3
2

d

d


 


                                                      (3.7)                                       

bulunur.  C  ve  *C  eğrilerinin karşıt noktaları arasındaki uzaklık sabit olduğundan, 

                                                  * 2 2 2

1 2 3 sabitx x                                     (3.8) 

yazılır. (3.8) eşitliğinin   ’ya göre türevi alınırsa, 

                                                   
1 1 2 2 3 3

1 1 2 2 3 3

2 2 2 0,

0

     

     

    

    
                                  (3.9) 

elde edilir. (3.6) ve (3.7), (3.9) denkleminde yerlerine yazılırsa, 
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                                         1 1 2 1 3 3 2 0,              

                                              1 1 1 2 2 3 2 3 0,            

                                               1 1 2 0                                                                    (3.10) 

elde edilir. 
1 2 0     olması halinde (3.5) denkleminden   0f    olduğu görülür. 

Buna göre  *C  eğrisi,  C  eğrisinin 1 2 3d t n b      sabit vektörü ile 

ötelenmesidir.   0f d    vektörü sabittir. 

Şimdi, (3.5), (3.6) ve (3.7) denklemlerini göz önüne alalım. İki durum vardır: 

 

1. 1 sabit   ve 2 0   olsun. Bu durumda 

(3.5) denkleminden   0f     

(3.6) denkleminden 1

3

sabit
 

 
   

(3.7) denkleminden 3 sabit     

elde edilir. Bu ise  C  eğrisinin eğilim çizgisi (helis) olmasıdır. 

 

2. 1 0   olsun. Bu durumda 

(3.5) denkleminden  2 f         

(3.6) denkleminden 
2 3                                                                         (3.11) 

(3.7) denkleminden 
3 2                                                                     (3.12) 

elde edilir. (3.11) denkleminin  ’ya göre türevi alınırsa, 

2 3 3 3           

elde edilir. Bu eşitlik,  (3.11) ve (3.12) eşitlikleri kullanılarak düzenlenirse, 
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2 3 3 2

2 2

2 3 2

2 22
2 2

2 2

2 2 2

2

2 2 2

,

0,

0,

0,

0,

      

        


       



   
    




   



     

     


     

 
   


   

 

                                               
3

2 2 2 0                                          (3.13) 

2. mertebeden lineer diferansiyel denklemi elde edilir. Burada 
dz

d



  dönüşümü 

yapılırsa ve bu dönüşüm, (3.13) denkleminde yerine yazılarak eşitlik düzenlenirse, 

32 2

2 2
22 2

. . . 0
d ddz d z dz

d d d d d

 


    

 
   

 
, 

32

2 2
22

. . . 0
d ddz d d z dz

d d d d d d

 


     

   
    

  
, 

32

2 2
22

. . . . 0
d ddz d dz d z dz

d d dz d d d d

 


     

   
    

  
, 

32 2 2

2 2 2
22 2 2

. . . . . . 0
d d ddz dz dz d z d z dz dz

d dz d d d dz d dz d d

  


      

   
      

  
, 

3 32 2 2

2 2 2
22 2 2

. . . . . . 0
d d ddz d z dz d z dz dz

d dz d d dz d dz d d

  


     

   
      

   
, 

3 32

2
22

. . 0
ddz dz

d dz d




 

   
    

   
, 

                                                        
2

2
22

0
d

dz


                                                  (3.14) 

2  ye göre 2. mertebeden sabit katsayılı lineer homojen diferansiyel denklemi elde 

edilir. Şimdi, (3.14) denklemini çözelim. 

 2 2

21 0        1 0         DD D i      , 
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                                                  2 cos sinA z B z   , 

                                                            2

0 0

cos sinA d B d

 

    
   

    
   
                        (3.15) 

bulunur. Benzer şekilde (3.12) denkleminin  ’ya göre türevi alınırsa, 

     
3

3 3 3 0          

elde edilir. Buradan, 

2

3
32

0
d

dz


   

bulunur. Bu diferansiyel denklemin çözümü de, 

                                              3

0 0

cos sinC d D d

 

    
   

    
   
                       (3.16) 

olur. (3.15) ve (3.16) çözümleri, (3.11)’de yerlerine yazılırsa, 

0 0 0 0

sin cos cos sinA d B d C d D d

   

          
        

            
        
     

elde edilir. Buradan C B  ve D A  bulunur. Böylece, 

1

2

0 0

3

0 0

0,

cos sin ,

cos sin

A d B d

B d A d

 

 



    

    



   
    

   

   
    

   

 

 

 

elde edilir. Böylece teorem ispatlanmış olur.  

 1 2 3, ,   değerleri (3.1)’de yerine yazılırsa  *C sabit genişlikli eğrisinin 

 * *x s noktasındaki konum vektörü aşağıdaki gibi elde edilir: 

*

0 0 0 0

cos sin cos sinx x A d B d n B d A d b

   

       
   

       
   

    . 

 Şimdi,  x s ve  * *x s noktaları arasındaki uzaklığın sabit olduğunu 

gösterelim. Burada, 
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*

1 2 3d x x t n b        

olup, bunun normu daima sabittir. Çünkü,  

1

2
2 2 2 2

0 0 0 0

2 2 2 2

0 0 0 0

cos 2 cos .sin sin

cos 2 cos .sin sin

A d AB d d B d

d

B d AB d d A d

   

   

       

       

 
  

 
 
   
 
 

   

   
, 

2 2d A B   

elde edilir. 
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4. 3-BOYUTLU ÖKLİD UZAYINDA SABİT GENİŞLİKLİ EĞRİLERİ 

KARAKTERİZE EDEN DİFERENSİYEL DENKLEM SİSTEMLERİ 

 

Teorem 4.1.  C ve  *C  birim hızlı ve sabit genişlikli iki eğri,  *C  

eğrisinin  * *x s  noktasındaki konum vektörü (3.1)’de ifade edildiği gibi 

               * *

1 2 3  x s x s s T s s N s s B s       

olmak üzere, bu eğriyi s  ve *s  parametrelerine göre karakterize eden diferensiyel 

denklem sistemi 

*

1
2

2
1 3

3
2

1
d ds

ds ds

d

ds

d

ds





 




 
   

 

  

 

 

şeklinde ifade edilir [12]. 

İspat:  (3.1) ifadesinin s ’ye göre türevi alınırsa Teorem 2.1. de ifade edilen 

Frenet formülleri de kullanılarak,  

     
* * *

31 2
1 2 3*

.   
dd ddx dx ds dx

T N N T B B N
ds ds ds ds ds ds ds

 
                  

elde edilir. Burada 
*

*

*

dx
T

ds
  ve 

dx
T

ds
  yazılarak, 

                    
*

* 31 2
1 2 2 3.   

dd dds
T T T N N T B B N

ds ds ds ds

 
                                  

elde edilir. 
*T T  olduğundan, 

*

31 2
2 1 3 21  

dd dds
T T N B

ds ds ds ds

 
      

    
             

     
 

yazılır. Buradan, 
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*

31 2
2 1 3 21 ,    0,    0

dd dds

ds ds ds ds

 
                                                   

denklem sistemi elde edilir. Böylece teorem ispatlanmış olur. 

 

Teorem 4.2.   C ve  *C  birim hızlı ve sabit genişlikli iki eğri,  *C  

eğrisinin  * *x s  noktasındaki konum vektörü (3.1)’de ifade edildiği gibi 

               * *

1 2 3  x s x s s T s s N s s B s       

olmak üzere, bu eğriyi Tanım 2.11. de ifade edilen   açısına göre karakterize eden 

diferensiyel denklem sistemi 

 1
2

2
1 3

3
2

d
f

d

d

d

d

d


 




 








 

  

 

 

şeklinde ifade edilir [12]. 

           İspat: Tanım 2.10. ve Tanım 2.11.’deki gibi  , 
d

ds


 *

*
 ,  

d

ds




1
 ,  

  

*

*

1



  olduğundan; (3.2), (3.3) ve (3.4) denklemlerinin oluşturduğu denklem 

sistemindeki (3.2) eşitliği göz önüne alınırsa, 

     

*

1
2

*

1
2

1
2*

1 ,

. . 1 ,  

1

d ds

ds ds

d d ds d

d ds d ds

d

d


 

  
 

 

 
  

 

   

   

   

 

elde edilir. Her iki taraf   ile bölünerse ve   *  f     alınırsa, 
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1
2*

*1
2

1
2

1 1

, 

               

d

d

d

d

d
f

d




  


  




 



   

  

 

    

elde edilir. Şimdi de, denklem sistemindeki (3.3) eşitliği göz önüne alınırsa, 

      

2
1 3

2
1 3

2
1 3

2
1 3

0,

,

. ,

d

ds

d

ds

d d

d ds

d

d


  


  

 
  




   



  

  

  

  

 

yazılır. Her iki taraf   ile bölünürse, 

                                                         2
1 3

d

d


  


                                                                  

elde edilir. Son olarak benzer şekilde (3.4) eşitliği için de, 

                                                         

3
2

3
2

3
2

,

. ,

d

ds

d d

d ds

d

d


 

 
 




  



 

 

 

 

yazılır. Her iki taraf   ile bölünürse, 

                                                         3
2

d

d


 


                                                                    

bulunur. Bu denklemlerin oluşturduğu oluşturduğu denklem sistemi, 

                                                         

 1
2

2
1 3

3
2

,

,

d
f

d

d

d

d

d
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şeklinde yazılır. Bu da, teoremin ispatıdır. 
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5.   3-BOYUTLU ÖKLİD UZAYINDA s  VE *s  PARAMETRELERİNE GÖRE 

SABİT GENİŞLİKLİ EĞRİLERİ KARAKTERİZE EDEN DİFERENSİYEL 

DENKLEMLER 

 

Teorem 5.1. 3-boyutlu Öklid uzayında s ve *s  parametrelerine göre sabit 

genişlikli eğrileri karakterize eden diferensiyel denklemlerden biri  

                                             
3 1 2 1 1 1 0 1 4a a a a a                                                       (5.1) 

olmak üzere, burada 3 2 1 0 4, , , ,a a a a a  değerleri, 

 

 

 

   

3

3

2

2

5 3 3 2 2

1

4 2 3

0

3 * 2 * *
3 2 2 3 3 2

4 3 2

,

,

,

3 ,

1

a

a

a

a

d s d s ds
a

ds ds ds

 

  

        

     

           






     

 

            
  

 

şeklindedir. 

İspat:  (3.2) denklemini göz önüne alalım. Bu denklemin her iki tarafının s  

parametresine göre türevi alınırsa, 

                                                        
2 *

1 2 2 2

d s

ds
                                               (5.2) 

elde edilir. Diğer taraftan (3.2) denkleminden 2 yalnız bırakılarak, 

                                                         

*

1

2

1
ds

ds





 
   

                                                   (5.3) 

bulunur. (5.3), (5.2)’de yerine yazılıp düzenlenirse, 
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* 2 *

2

1 1 2 2
1

ds d s

ds ds
      

 
        

 
                         (5.4) 

olur. (3.3) denklemindeki 
2   değeri, (5.4)’te yerine yazılır ve düzenlenirse, 

                                    
* 2 *

2

1 1 1 3 2
1 ,

ds d s

ds ds
       

 
         

 
               

                                   
* 2 *

3 2

1 1 1 3 2
1

ds d s

ds ds
        

 
        

 
                      (5.5) 

bulunur. (5.5)’te her iki tarafın tekrar türevi alınır ve düzenlenirse, 

 
* 2 *

2 3 2 2

1 1 1 1 1 1 3 32

2 * 3 *

2 3

1 3

                      ,

ds d s

ds ds

d s d s

ds ds

                  

 

                      
 

 

 

     

   

3 2 2 5 2 3 3 4 2 3

1 1 1 1

3 * 2 * *
3 2 2 2 3 3

3 2

3

1 0
d s d s ds

ds ds ds

                     

            

                   
   

            
  

 

elde edilir. Buradan, 

 

 

 

   

3

3

2

2

5 3 3 2 2

1

4 2 3

0

3 * 2 * *
3 2 2 3 3 2

4 3 2

,

,

,

3 ,

1

a

a

a

a

d s d s ds
a

ds ds ds

 

  

        

     

           






     

 

            
  

 

olduğu görülür. Böylece teorem ispatlanmış olur. 
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Teorem 5.2.  3-boyutlu Öklid uzayında s ve *s  parametrelerine göre sabit 

genişlikli eğrileri karakterize eden diferensiyel denklemlerden bir diğeri de 

                                             
3 2 2 2 1 2 0 2 4b b b b b                                                  (5.6) 

olup, burada 3 2 1 0 4, , , ,b b b b b  değerleri, 

 

  

         

   

3

2

2 2

1

2 22 2 2 2 2

0

* 2 *
2

4 2

,

,

,

3 3 ,

1 2

b

b

b

b

ds d s
b

ds ds

  

  

        

              

           

  

   

           
 

               
 

 
                

 

 

şeklindedir. 

İspat: (3.3) denkleminin her iki tarafının s  parametresine göre türevi alınırsa  

                                              
2 1 1 3 3                                                (5.7) 

elde edilir. (3.2) ve (3.3) eşitlikleri, (5.7)’de yerine yazılırsa,  

                                          
*

2 2

2 1 2 3 1
ds

ds
       

 
         

 
                (5.8) 

denklemi elde edilir. (3.3) eşitliğinin her iki tarafı   ile, (5.8) eşitliğinin her iki tarafı 

  ile genişletilirse, 

                             
*

2 2 2

2 1 2 3 1 ,
ds

ds
         

 
         

 
                 (5.9) 

                                               
2 1 3                                                       (5.10) 

eşitlikleri elde edilir. (5.9) ve (5.10) eşitlikleri taraf tarafa toplanırsa, 

                         
*

2 2 2

2 2 3 2 1
ds

ds
            

 
           

 
              (5.11)            
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bulunur. Bu eşitlikten,  

                               

*
3 2 2

2 2 2 2

3

1
ds

ds
        


  

 
       

 
 

                        (5.12) 

yazılır. Şimdi  (3.3) eşitliğinin her iki tarafı   ile, (5.8) eşitliğinin her iki tarafı   ile 

genişletilirse, 

                                 
*

2 2

2 1 2 3 1 ,
ds

ds
           

 
         

 
              (5.13) 

                                                 
2 1 3                                                     (5.14) 

eşitlikleri elde edilir. (5.13) ve (5.14) eşitlikleri taraf tarafa toplanırsa, 

                          
*

2 3

2 2 1 2 2 1
ds

ds
             

 
           

 
            (5.15) 

bulunur. Bu eşitlikten, 

                                

*
2 3

2 2 2 2

1

1
ds

ds
         


  

 
       

 
 

                      (5.16) 

yazılır. (5.8) eşitliğinin her iki tarafının s  parametresine göre türevi alınırsa, 

                 

   2 2 2 2

2 1 1 2 2 3 3

* 2 *

2
         1

ds d s

ds ds

             

 

              

 
   
 

            (5.17)  

elde edilir. (3.2), (5.12) ve (5.16) eşitlikleri, (5.17)’de yerine yazılır ve düzenlenirse, 
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*

2 3

2 2 2 2 2

* *
3 2

2 2 2 2

1

                          1 1

                          

ds

ds

ds ds

ds ds

                       

              

 
                     

 

   
                   

   

     

     

    

2 2 2 2 2

2 2 2

* 2 *

2 2

2 2

2 2

                          1 ,

                       

           

ds d s

ds ds

              

             

             

          

 
              

 

               
 

   

   

   

2 22 3 2 2

22 22 2 2

* 2 *
2

2

               
2 2 2 2

                          1 2
ds d s

ds ds

                


             

           

              
 
             

 
                

 

 

elde edilir. Buradan, 

 

  

         

   

3

2

2 2

1

2 22 2 2 2 2

0

* 2 *
2

4 2

,

,

,

3 3 ,

1 2

b

b

b

b

ds d s
b

ds ds

  

  

        

              

           

  

   

           
 

               
 

 
                

 

 

olduğu görülür. Böylece teorem ispatlanmış olur. 

 

Teorem 5.3.  3-boyutlu Öklid uzayında s ve *s  parametrelerine göre sabit 

genişlikli eğrileri karakterize eden 3. diferensiyel denklem 

                                             
3 3 2 3 1 3 0 3 4c c c c c                                                    (5.18) 

olmak üzere, burada 3 2 1 0 4, , , ,c c c c c  değerleri, 
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3

3

2

2

2 2 3 3 5

1

2 3 4

0

*
4 2

4

,

,

,

3 ,

1

c

c

c

c

ds
c

ds

 

  

         

     

 




 

     

   

 
   

 

 

şeklindedir. 

İspat: (3.4) eşitliğinin s  parametresine göre türevi alınırsa 

                                                     
3 2 2                                                     (5.19) 

elde edilir. Burada (3.3) ve (3.4) eşitliklerinden 2  ve 
2   değerleri çekilip, (5.19)’da 

yerine yazılırsa, 

                                                        23
3 1 3 ,

 
   




               

                                                       2 3

3 3 1 3                                                    (5.20)                

bulunur. Bu eşitlikten,  

                                                          
3

3 3 3
1 2

    


 

  
                                       (5.21) 

yazılır. Şimdi (5.20) eşitliğinin türevi alınırsa, 

                     2 2 2 3

3 3 3 3 1 1 3 33                                          (5.22) 

elde edilir.  (3.2) ve (5.21) eşitlikleri (5.22)’de yerlerine yazılır ve eşitlik düzenlenirse, 

 
3 *

2 2 2 33 3 3
3 3 2 3 32

1 3 ,
ds

ds
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*

3 2 2 2 2 3 4 3 4 2

3 3 3 3 3 2

4 5

3 3

1

              3

ds

ds
                    

    

              
 

 

 

bulunur. Burada (3.4) denkleminden 2 ’nin eşiti yerine yazılır ve düzenlenirse, 

     3 2 2 2 3 3 5 2 3 4

3 3 3 3

*
4 2

3

1 0
ds

ds

                      

 

                  
   

 
   

 

 

elde edilir. Buradan, 

 

 

 

3

3

2

2

2 2 3 3 5

1

2 3 4

0

*
4 2

4

,

,

,

3 ,

1

c

c

c

c

ds
c

ds

 

  

         

     

 




 

     

   

 
   

 

 

olduğu görülür. Böylece teorem ispatlanmış olur. 
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6.   3-BOYUTLU ÖKLİD UZAYINDA   AÇISINA GÖRE SABİT GENİŞLİKLİ 

EĞRİLERİ KARAKTERİZE EDEN DİFERENSİYEL DENKLEMLER 

 

Teorem 6.1.  . 3-boyutlu Öklid uzayında   kontengenez açısına göre sabit 

genişlikli eğrileri karakterize eden diferensiyel denklemlerden biri  

                                             
3 1 2 1 1 1 0 1 4a a a a a                                                       (6.1) 

olmak üzere, burada 3 2 1 0 4, , , ,a a a a a  değerleri, 

 

 

 

       

3

2

2 2

1

0

3 3

4

,

,

1 ,

,

a

a

a

a

a f f f





  



      



 

 

 

    

 

şeklindedir [12]. 

İspat:  (3.5) denkleminin  ’ya göre türevi alınırsa, 

                                                           1 2 f                                                  (6.2) 

elde edilir. (3.6), (6.2)’de yerine yazılır ve düzenlenirse, 

 1 1 3 f        , 

                                                  
 1 1

3

f  




  
                                              (6.3) 

bulunur. (6.3) denkleminin  ’ya göre türevi alınırsa, 

                       
       

 

1 1 1 1

3 2

.f f         




          
               (6.4) 

elde edilir. Şimdi (3.7), (6.4)’te yerine yazılırsa, 
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     3 3

2 1 1 1 1 1 1f f f                                         

bulunur. Burada, (3.5) eşitliğinden elde edilen  2 1 f     değeri kullanılarak ve 

düzenlenerek, 

     

 

             

 

   

3 3 3 3

1 1 1 1 1 1 1

2 2

1 1 1 1

3 3

1 1

                                    ,

1

0,

f f f

f

f f

f

                    

 

                   

  

   

                   

 

                 

 

              2 2 3 3

1 11 0f f f                    

 

denklemi elde edilir. Bu denklem,  *C  eğrisini 1  e göre karakterize eden diferansiyel 

denklemdir. Buradan 3 2 1 0 4, , , ,a a a a a  katsayıları, 

 

 

 

       

3

2

2 2

1

0

3 3

4

,

,

1 ,

,

a

a

a

a

a f f f





  



      



 

 

 

    

 

şeklinde bulunur. 

 

Teorem 6.2.  3-boyutlu Öklid uzayında   kontengenez açısına göre sabit 

genişlikli eğrileri karakterize eden diferensiyel denklemlerden bir diğeri  

                                                  
3 2 2 2 1 2 0 2 4b b b b b                                                (6.5) 

olmak üzere, burada 3 2 1 0 4, , , ,b b b b b  değerleri, 
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3

2

2

1

2
2

0

4

,

,

1 ,

3 1 ,

b

b

b

b

b f f





 

   

   



 

 

   

  

 

şeklindedir. 

İspat:  (3.6) eşitliğinin türevi alınırsa, 

 2 1 3 3           

elde edilir. (3.5) ve (3.7) kullanılarak, 

     
2

2 2 3 2f             

bulunur. Buradan, 

   

 

2

2 2 2

3

f    




   



 

elde edilir. Bu eşitliğin türevi alınırsa, 

          
 

 
 

2
2 2 2

3 2 2 2 2 2

2

2
f

f
  

           
 

                 
     

 

elde edilir. (3.7) eşitliği kullanılarak düzenlenirse, 

                

       

2
2 2

2 2 2 2. 1 3 . 1

0f f

           

   

             
 

   

 

elde edilir. Buradan 3 2 1 0 4, , , ,b b b b b  katsayıları, 
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3

2

2

1

2
2

0

4

,

,

1 ,

3 1 ,

b

b

b

b

b f f





 

   

   



 

 

   

  

 

şeklinde bulunur.  

 

Teorem 6.3.  3-boyutlu Öklid uzayında   kontengenez açısına göre sabit 

genişlikli eğrileri karakterize eden 3. diferensiyel denklem 

                                                  
3 3 2 3 1 3 0 3 4c c c c c                                                 (6.6) 

olmak üzere, burada 3 2 1 0 4, , , ,c c c c c  değerleri, 

    

 

 

         

   

   

2

3

2

2
2 2

1

3

0

3

4

,

2 ,

2 1 ,

,

c

c

c

c

c f



 

    

 

 



 

     





 

şeklindedir. 

İspat: (3.7) denkleminin türevi alınarak, 

          3 2 2         

elde edilir. Bu eşitlik, (3.5) ve (3.7) denklemleri kullanılarak ve düzenlenerek, 

                                                     
23

3 1 3
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2 3

3 3 1 3                                  (6.7) 

şeklinde elde edilir. Buradan, 

                                                    
   

 

3

3 3 3

1 2

    




  
                            (6.8) 

yazılır. (6.7) eşitliğinin türevi alınırsa, 

               
2 2 3

3 3 3 3 1 1 3 32 3 .                                

elde edilir. (3.5) ve (6.8) eşitliklerinden yararlanarak, 

       
   

 

         

3

3 3 3

3 3 3 3 2

2 2 3

2 3 3

2

                             . 3 .f

    
        



       

              
 
 

      

 

bulunur. Burada, (3.7) eşitliği yerine yazılır ve düzenlenirse, 

       
   

 

         

3

3 3 3

3 3 3 3 2

2 2 33
3 3

2

                             . 3 . ,f

    
        




      



              
 
 

 
      

  

 

                 

   

2
2 2 2 3

3 3 3 3

3

2 2 . 1 .

. 0f

            

 

            
 

 

 

elde edilir.  Buradan 3 2 1 0 4, , , ,c c c c c  katsayıları, 
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2

3

2

2
2 2

1

3

0

3

4

,

2 ,

2 . 1 ,

. ,

c

c

c

c

c f



 

    

 

 



 

     



 

 

şeklinde bulunur. 
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