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SIMGELER VE KISALTMALAR DiZiNi

D, (t,«)
D]
<D,
D]
Dy

E(G)

ADM
BOM
CLSN
CPU
CWM
DM
DTM
FTM

n. dereceden Dickson polinomu

Riemann-Liouville kesirli tiirev operatorii

Caputo kesirli tiirev operatorii

Jumarie Kesirli tiirev operatorii

Caputo-Fabrizio kesirli tiirev operatorii

Bir G, cizgesinin ayritlar kiimesi

Baglantili ve basit bir ¢izge

a degerine gore n. mertebeden kesirli integral operatorii
n tepeli tam cizge

Bir G, cizgesinin matching polinomu

Hesaplama limiti

n tepeli yol ¢izge

Bir G, cizgesinin K’l1 esleme sayisi

Bir G, cizgesinin tepeler kiimesi
Problemlerin/Denklemlerin tam ¢6ziimii

Dickson veya matching polinomuna gore yaklasik ¢o6ziim

Kismi diferansiyel denklemlerin tanimli oldugu dikddrtgensel bolge

Q bdlgesinin sinir1

Baglantililik sayist

Euler gama fonksiyonu

Adomian ayrigtirma metodu
Bernoulli islevsel matris metodu

Chebyshev-Lobatto siralama noktalari

Bilgisayarin merkezi islem birimi (Central processing unit)

Chebyshev dalgacik metodu
Fark metodu
Diferansiyel doniistim metodu

Fermat Tau metodu



HAM Homotopi analiz metodu

HDM Haar dalgacik metodu

HPM Homotopi pertiirbasyon metodu
LDM Laplace ayristirma metodu

LeTM Legendre Tau metodu

LGM Laguerre-Gauss metodu

LM Laplace metodu

LuT™m Lucas Tau metodu

LWM Legendre dalgacik metodu

MC Siireklilik metodu

PM Pertiirbasyon metodu

PSM Kuvvet seri metodu

RKM Cogaltici ¢ekirdek metodu

SCP Chebyshev polinom metodu

SCT Degistirilmis Chebyshev Tau metodu
SGM Sinc-Galerkin metodu

SM Spline metodu

SSN Standart siralama noktalari

TIPIM Taylor-Jumarie pargali interpolasyon metodu
TS Taylor seri metodu

VIM Varyasyonel iterasyon metodu



SEKILLER DiZiNi

Sekil 2.2.1. Yol (Pn) ve tam (Kn) ¢izge siniflart........cccccevvvevveieiieneeieseese e,
Sekil 2.2.2. Kyo tam ¢izgesi (a) ve onun komsuluk matrisinin grafigi (b) ..........
Sekil 4.1.1. Problem 4.1.1’in o =0 ve N=2-5 igin kalan fonksiyonlari ............
Sekil 4.1.2. Problem 4.1.3 i¢cin N=2 ve farkli a degerleri kullanarak Dickson
polinom ¢odziimlerinin tam ¢6zlim ile karsilastirilmast ....................
Sekil 4.1.3. Problem 4.1.4’tin e,, A =2, N=3,4 ve farkli & degerleri i¢in
Dickson polinom ¢dziimlerinin tam ¢oziim ile karsilastirilmasi......
Sekil 4.1.4. Problem 4.1.4’in e, A =2, N=3,4 ve farkl1 o degerleri i¢in

Dickson polinom ¢dziimlerinin tam ¢6ziim ile karsilastirilmast......
Sekil 4.1.5. Problem 4.1.4’{in {el,ez} , A=—2,N=4ve farkli o degerleri i¢in

Dickson polinom ¢dziimlerinin tam ¢dziim ile karsilastirilmast......
Sekil 4.1.6. Problem 4.1.4’lin e,, A = —%, N=3 ve farkli @ degerleri igin

Dickson polinom ¢dziimlerinin tam ¢6ziim ile karsilastirilmast......
Sekil 4.1.7. Problem 4.1.4’tin e,, A =2, N=3,4 ve =0 degerleri i¢in kalan

fonksiyonlarmin kargtlagtirtlmast...........cceveiiiniiiiiieniiseeseee
Sekil 4.1.8. Problem 4.1.7 i¢in Dickson polinom ve tam ¢oziimlerin

Kargtlagtirtlmast ....c.eeeeeiiee i
Sekil 4.1.9. Problem 4.1.7 i¢in kalan fonksiyonlarinin fiziksel davranislarinin

Kargtlastirtimast .........eeeiueeiiiiiie i
Sekil 4.1.10. Problem 4.1.7 i¢in mutlak hata fonksiyonlarinin karsilagtirilmasi.

Sekil 4.2.1. Ornek 4.2.1%in hy, (t) =sin(t) degeri i¢in y,(t)| kararli ¢dziimiiniin

I = [—4 x10°,8x 103] araligindaki kontur grafigi..........cccccveinnnnn.

Sekil 4.2.2. Ornek 4.2.2 igin tam ve Dickson polinom ¢dziimlerinin
Karstagtirtlmast ......c.oeeveiiiiiii i

Sekil 4.2.3. Ornek 4.2.3’iin {hy, (t),hy, (t), 9, (s)} = {t*.¢,s* —s} ve 4, =1
degerleri igin y, (t)| kararli ¢oziimiiniin | :[—2x103,2x103]

araligindaki kontur grafigi........c.cccoovviiiiiiiii
Sekil 4.2.4. Ornek 4.2.3’iin {hy, (t),hy (1), 9, (5)} = {t*~t7,sin(t),s7} ve

A, =1 degerleri i¢in tam ve Dickson polinom ¢6ziimlerinin

Karstlastirtlmast .......eeeiieiiiiii i
Sekil 4.2.5. Ornek 4.2.3”iin {hy, (t),h (1), 9, (s)} = {t*,5" —s} ve 2, =-1

degerleri i¢in ortoeksponansiyel kalan fonksiyonlarin karakteristik

JAVIANTIST .ot
Sekil 4.2.6. Ornek 4.2.4%iin hy, (t) = |_tJ icin tam ve Dickson polinom

¢Oziimlerinin karsilastirtimast .......ccccoovveeiiiie e
Sekil 4.2.7. Ornek 4.2.4 igin Y, (t)| kararh ¢6ziimiiniin | = [—4><102 : 4><102]

araligindaki kontur grafigi..........cccooviiiiiiiiiii
Sekil 4.2.8. Ornek 4.2.5 icin Dickson polinom ¢dziimiiniin & ve S

parametrelerine gore davraniSi........oceveiieereiieeseesese e

\Y

42
42

52



Sekil 4.2.9. Ornek 4.2.6 i¢in Dickson polinom ¢dziimiiniin o parametresine
ZOTE dAVIAMISL ..o, 60
Sekil 4.2.10. Ornek 4.2.6 igin; (a) Tam ¢6ziimiin kontur grafigi, (b) Dickson

polinom ¢oziimiiniin « € [—100,100] araligindaki kontur grafigi... 60
Sekil 4.2.11. Ornek 4.2.7 igin Dickson polinom ¢dziimiiniin o parametresine

GOTE dAVIANISL ...t 61
Sekil 4.2.12. Ornek 4.2.7 icin kararl ¢oziimiin o [—2 x10°,2 ><103]

araligindaki kontur grafigi.......cccccocvviviiiiiiiniii e 62
Sekil 4.3.1. Model 4.3.1 i¢in Dickson polinom ¢oziimiiniin farkli kesirli tiireve

OTE dAVIANIST ..uvvveiiiiie ittt rr e 65
Sekil 4.3.2. Model 4.3.1’in S, =2 degeri i¢in Dickson polinom ¢6ziimiiniin

farkli o degerine gore davrani§i........ccoovvveviiiiiiiiiici 66
Sekil 4.3.3. Model 4.3.2°nin Py (t)=0.1, Q, (t) =0.01 ve T=1 degerleri i¢in

Dickson polinom ¢6ziimiiniin /4, ve [ ’e gore davranisi ............... 67
Sekil 4.3.4. Model 4.3.2°nin P, (t) =Q, (t) =0.001 ve T=4 degerleri i¢in

¢oziimlerin genis araliktaki simtilasyonu...........ccccoeviniiiiicniininnne 68

Sekil 4.3.5. Model 4.3.3’lin 3, =1.8 ve T=1 degerleri i¢in (a): tam ¢oziimiin
kontur gizgileri alani; (b): Dickson polinom ¢6ziimiiniin
I = [—2 x10%,2 ><102] araligindaki kararli kontur ¢izgileri alani..... 69

Sekil 4.3.6. Model 4.3.3’iin T=20 i¢in Dickson polinom ¢6ziimiiniin £,

degerine EOre daAVIANIST ...cc.vvveiveeiiiieeiiee e 69
Sekil 5.1.1. Uygulama 5.1.1 i¢in parcali araliktaki matching polinom ve tam

cozimlerinin karsilagtirtlmast ........c.ocoveevieeieereeie e 75
Sekil 5.1.2. Uygulama 5.1.2 i¢in farkli siralama noktalarina gére L hata

hesabinin N degerine gore logaritmik 6l¢iide karsilastirilmasi........ 77
Sekil 5.1.3. Uygulama 5.1.2 i¢in Padé-matching polinom ve tam ¢6ziimiiniin

[0,14] zaman araligindaki salinim hareketi...........cccoocevvervriernnennns 77
Sekil 5.1.4. Uygulama 5.1.2 i¢in Y;, (t) ¢Ozlimiiniin [0,5] araligindaki faz

QUZICIN .. 78
Sekil 5.1.5. Uygulama 5.1.3 i¢in ¢ozlimlerin karsilastirilmast ............cccccveenneee 79
Sekil 5.1.6. Uygulama 5.1.4 i¢in mutlak hata degerlerinin N ve t zaman

degiskenine gore karsilagtirtlmast ..........cccoooeiiieiiiiiiniiieee 80
Sekil 5.1.7. Uygulama 5.1.4 i¢in Padé-matching polinom ve tam ¢oziimiin

[0,150] zaman araligindaki salinim hareketi.............cccoccooeniiiinnns 81
Sekil 5.1.8. Uygulama 5.1.4 i¢in y,, (t) ¢Ozlimiiniin [0,2] araligindaki faz

QUZISMT ... 81
Sekil 5.2.1. Model 5.2.2 i¢in tam ve matching polinom ¢éziimlerinin

Karsagtirtlmast .....cvveeiieeeiiie e 90

Sekil 5.2.2. Model 5.2.3 i¢in C (a), CF (b), RL (c) ve J (d) kesirli tiirev
yapilarini i¢eren metot ile elde edilen matching polinom

¢cOziimlerinin yer deGIStIMEST .......cvvervrrreerieieeree e 94
Sekil 5.2.3. Model 5.2.3 i¢in mutlak hata fonksiyonlarinin karsilastirilmasi. ... 94
Sekil 5.2.4. Model 5.2.5 i¢in tam ve matching polinom ¢dziimlerinin n

acisindan yer deGiStirmesi . .....uevereeiiiiiiieii e 97

Vi



Sekil 5.2.5. Model 5.2.5 i¢in tam ve matching polinom ¢dziimlerinin n
acisindan [0,15] araligindaki davranisi ........c.ccecvvvveiiiieniiie e,
Sekil 5.3.1. Problem 5.3.1’in £ =0.5 yiiksek soniim kuvvetine ve T =1
degerine gore ¢ozlimlerinin karsilagtirtlmast .......cccocceeviiiieiiennnene
Sekil 5.3.2. Problem 5.3.1’in ©=0.5 yiiksek soniim kuvvetine ve T =50
degerine gore ¢coziimlerinin salinim hareketi ..........cccocvvvieeiinnnnnn,
Sekil 5.3.3. Problem 5.3.1’in ¢ =0.5 yiiksek soniim kuvvetine ve T =50
degerine gore ¢oziimlerinin faz diizlemlerinin karsilastirilmast .....
Sekil 5.3.4. Problem 5.3.1’in g = 0.1 diisiik soniim kuvvetine ve T =50
degerine gore ¢ozlimlerinin salinim hareketi ...........cccoooeiiiiiiiinnene
Sekil 5.3.5. Problem 5.3.1’in g =0.1 diisiik soniim kuvvetine ve T =50
degerine gore ¢ozlimlerinin faz diizlemlerinin karsilastirilmast ......
Sekil 5.3.6. Problem 5.3.2 i¢in kesirli tiirevinin matching polinom ¢ézliimiiniin
UZETINE ETKIST. 1.vviiieieiiiiiiie s
Sekil 5.3.7. Problem 5.3.2°nin « =1 ve T =30 degerleri i¢in ¢dziimlerinin
SAlINIM RATEKE ..o
Sekil 5.3.8. Problem 5.3.2’nin @ =1 ve T =30 degerleri i¢in ¢éziimlerinin
faz diizlemindeki tutarliligl ......ccooveiiiiiiiiiiise
Sekil 5.3.9. Problem 5.3.3 i¢in kesirli tiirevinin matching polinom ¢6ziimiiniin
UZETINE CTKIST. .vviiveiiiiiieiie ettt bbb
Sekil 5.3.10. Problem 5.3.5 i¢in kesirli tiirevinin matching polinom
¢OZUMUNUN UZETINE CtKIST...vvreivereiiieeiieeeiiee e e
Sekil 5.4.1. Model 5.4.1 igin Y,(t) ¢dziimiiniin farklh kesirli tiireve gore yer
AEGISTITINEST +.evveieiiiie ittt
Sekil 5.4.2. Model 5.4.2°nin Durum 1 i¢in matching polinom ¢6ziimiiniin
kesirli tiirev bakimindan yer degistirmesi .........ccoocvvervrrieereenineennne.
Sekil 5.4.3. Model 5.4.2°nin Durum 3 i¢in matching polinom ¢6ziimiiniin
kesirli tiirev bakimindan yer degistirmesi .........ccocvvererrieereniieennn.
Sekil 5.4.4. Model 5.4.2°nin Durum 1-3 i¢in metodun yakinsakliginin
N ve ¢, parametrelerine gore logaritmik 6l¢tideki simiilasyonu...
Sekil 5.4.5. Model 5.4.3’tin A =0.5 degeri i¢in matching polinom
¢ozlimiiniin kesirli tiirev bakimindan yer degistirmesi. ...................
Sekil 5.4.6. Model 5.4.3’tin A =1 degeri i¢in matching polinom ¢6ziimiiniin
kesirli tiirev bakimindan yer degistirmesi .........cccocvvvveriiieiiinniinnnns
Sekil 5.4.7. Model 5.4.3’lin ¢, =2 ve A degerleri i¢in matching polinom

COZUMUNUN AAVIANISL....vvviiiiieiiie e
Sekil 5.4.8. Model 5.4.3 i¢in metodun yakinsakliginin N, «, ve 4

parametrelerine gore logaritmik dlgiideki simiilasyonu...................
Sekil 5.4.9. Model 5.4.4’tin n=4, £ =0.6 ve farkl kesirli tiirev degerleri igin

y,(t) ile seri ¢oziimiiniin [166] karsilagtirilmast ............cccccvveinee

Sekil 5.5.1. Model 5.5.1’in t ve « degerlerine gore yayingan matching
POlINOM COZUMICTL. ... e

Sekil 5.5.2. Model 5.5.2’nin & = 0.5 degeri igin (a) “u, (x,t) matching
polinom ¢6ziimii ve (b) mutlak hata fonksiyonunun grafigi............

Sekil 5.5.3. Model 5.5.2’nin & = 0.9 degeri igin (a) “u, (x,t) matching
polinom ¢6ziimii ve (b) mutlak hata fonksiyonunun grafigi............

\l

98

107

107

108

109

110

111

112

112

113

115

122

125

126

127

129

129



Sekil 5.5.4. Model 5.5.3’iin (a) ’u,,(X,t) matching polinom ¢dziimii ve (b)

mutlak hata fonksiyonunun grafigi. .........c.ccoovvviivieiiininiis 144
Sekil 5.5.5. Model 5.4.3 i¢in metodun yakinsakliginin N, C ve J

parametrelerine gore logaritmik dl¢lideki simiilasyonu................... 145
Sekil 5.5.6. Model 5.5.4’iin C, o, =0.3, o, =0.2 ve p =1 i¢in akiskanin bir

tiipteki simiilasyonu ((a): yaklasik ¢6zliim; (b) tam ¢6ziim)............. 146
Sekil 5.5.7. Model 5.5.5’in L =1 degeri i¢in ¢oziimiiniin ve mutlak hata

grafiklerinin yayllimi.......cococeiiiiiiiii e 147
Sekil 5.5.8. Model 5.5.5’in L =3 degeri i¢in ¢dzlimiiniin ve mutlak hata

grafiklerinin yaylimi.......ccoocveiiiiiiiii 147
Sekil 5.5.9. Model 5.5.5 i¢in metodun yakinsakliginin N, C ve J

parametrelerine gore logaritmik dlgiideki simiilasyonu................... 148

Sekil 5.5.10. Model 5.5.6 i¢in ¢Oziimiin ve mutlak hata hesabinin grafikleri..... 149
Sekil 5.5.11. Model 5.5.6 i¢in metodun yakinsakliginin N, C ve J

parametrelerine gore logaritmik dl¢lideki simiilasyonu................... 149
Sekil 5.6.1. Ornek 5.6.1’in ¢, = 0.8 igin ¢6ziimiin ve mutlak hata grafikleri.... 158

Sekil 5.6.2. Ornek 5.6.1 i¢in metodun yakinsakligmin N degerine gore

logaritmik 6l¢iideki SIMUlasyonu ..........ccocvvveiiiiiinienicc e 158
Sekil 5.6.3. Ornek 5.6.2 i¢in Ug(X,0.5) matching polinom ¢dziimiiniin «

degerine gore fiziksel hareketi ... 160
Sekil 5.6.4. Ornek 5.6.3 i¢in matching polinom ¢dziimiiniin iki ve ii¢ boyutlu

GrafiKIEIT ... 161
Sekil 5.6.5. Ornek 5.6.3 i¢in metodun yakinsakligiin N degerine gore

logaritmik 6lciideki sSimilasyonu. ..........ccccooviieiiiiiicniee 162
Sekil 5.6.6. Ornek 5.6.4 igin U, (X,t) matching polinom ¢dziimiiniin ve

mutlak hata hesabinin grafigi..........cccoooviiiiiiiie, 164
Sekil 5.6.7. Ornek 5.6.4 i¢in metodun yakinsakligmin N degerine gore

logaritmik o6lciideki SImUlasyonu .........ccccovvviiieniiiiiciee 165

VI



TABLO DiZiNi

Sayfa

Tablo 4.1.1. Problem 4.1.1 i¢in Dickson polinom ¢oziimlerinin diger

metotlarin ¢ozlimleri ile Karsilastirtlmast. ........ccoocveveiienneiiinieene. 30
Tablo 4.1.2. Problem 4.1.4°tin A =2 igin Dickson polinom ¢6ziimiiniin ve

mutlak hatanin karsilastirtlmasi............cccoceeeiiiiiee i, 35
Tablo 4.1.3. Problem 4.1.5 i¢in metotlarin karsilagtirtlmast............cccocvvverennnnne 38
Tablo 4.1.4. Problem 4.1.6 i¢in metotlarin karsilastirilmasi...........cccceeevivneeenns 39
Tablo 4.2.1. Orek 4.2.1 i¢in &, Ve oy v hatalarin karsilastirilmast ............... 51

Tablo 4.2.2. Ornek 4.2.2 i¢in &, Ve & ,, hata hesaplarinin karsilastirilmasi ... 53
Tablo 4.2.3. Ornek 4.2.3 { o (t),hy (1), 94 (S)} = {tz,et,s2 —S} icin mutlak ve

o, hata hesaplamalarinin karsilastirilmast ..., 54
Tablo 4.2.4. Orek 4.2.3%iin {hg, (t),h (1), 9, (5)} = {t* —t*,sin(t),s’}

degerleri i¢in mutlak ve &, hata hesaplamalarinin

Karstlastirtlmast ........eeoeieiiie 55
Tablo 4.2.5. Ornek 4.2.4 i¢in mutlak ve &, hata hesaplamalarinin
Karsilastirtlmast........coooiviiioiiiiiec e 57

Tablo 4.2.6. Ornek 4.2.6 igin |e t. |—|y( )= Yu (t)| ve

‘eN "(t)-yx (1) | )| hata hesaplamalarmm karsilagtirilmast... 59
Tablo 4.3.1. Model 4.3.2°nin 3, =1, =2, F,(t)=0.1 ve Q,(t)=0.01

degerlerine gore mutlak hata degerlermln karsilastirilmasi........... 67
Tablo 5.1.1. Uygulama 5.1.2 i¢in hata hesaplamalarinin farkli siralama ve

metotlara gore karsilagtirtlmast........cocceeeviiiniiiiii e 76
Tablo 5.1.2. Uygulama 5.1.2 i¢in CPU siiresinin ve L_ hata hesabinin N

degerine ve ¢izge yapisina gore karsilastirilmasi ...........cceeeeeennne 76
Tablo 5.1.3. Uygulama 5.1.2 igin CLSN’daki mutlak hatalarin

Karstlagtirtlmast ........oooeieiiic 7
Tablo 5.1.4. Uygulama 5.1.3 i¢in CLSN’nda farkli ¢izge yapisini igeren

metodun mutlak hata degerlerinin karsilastirilmasi..........c............ 78
Tablo 5.1.5. Uygulama 5.1.4 i¢in CPU siiresini ve L_ hata hesabinin N

degerine ve ¢izge yapisina gore karsilastirilmast ...........cceeeuveennee 80
Tablo 5.1.6. Uygulama 5.1.5 i¢in hata hesaplamalarinin farkli siralama

noktalarina ve metoda gore karsilastirilmast .........cccoocvevieiiinens 82

Tablo 5.2.1. Model 5.2.2 i¢in L, ve diizeltilmis L hata hesaplamalarinin

N, M, ve C, CF, RL, J kesirli tiirevlerine gore karsilagtirilmasi .... 90
Tablo 5.2.2. Model 5.2.2 igin CPU siiresinin (sn.) N, M, ve C, CF, RL, J keSIrII

tiirevlerine gore karsilagtirllmast .........cccooeveeviiiniie i 90
Tablo 5.2.3. Model 5.2.37iin n=2 degeri i¢in giincel ve var olan tam ¢6ziimlerin
Karstagtirtlmast ........eooeiiiiie e 92

Tablo 5.2.4. Model 5.2.4 igin giincel ve var olan sonuglarin karsilagtirilmast. .. 95
Tablo 5.2.5. Model 5.2.5 i¢in CPU siiresinin ve L hata degerlerinin N, M,

L=1, n=2 degiskenlerine gore karsilastirilmast............c.cceeeurrrunnne 96



Tablo 5.2.6. Model 5.2.6 i¢in mutlak hata ve diizeltilmis mutlak hata
hesaplariin C, CF, RL ve J tiirev tipleri agisindan
Kargtlagtirtimast .......c.oooviiiiriiiie

Tablo 5.2.7. Model 5.2.6 igin CPU siiresinin N, C, CF, RL ve J
parametrelerine gore karsilagtirtlmast..........ccocovvcveiiciiiiiiiiiicnns

Tablo 5.3.1. Problem 5.3.1 igin R, hata iist siurinm @(At), N ve o =2
degerlerine gore karsilastirtlmast..........ccecvviiiiiiiiiciicncs
Tablo 5.3.2. Problem 5.3.1 i¢in R, hata iist siirinin @(At), N ve o =1.99
degerlerine gore karsilastirtlmast..........ccocvviiieiiiiiicns
Tablo 5.3.3. Problem 5.3.2°nin « =1 i¢in metotlarin sonuglarinin
Karsilastirtlmast........ccooiuirieiiiiie e
Tablo 5.3.4. Problem 5.3.4%{in farkli « igin farkli metotlara gore mutlak
hatalarin karsilagtirtlmast..........cccocovieeiiiiinc e
Tablo 5.3.5. Problem 5.3.4 i¢in @(At), N ve a =1.5 degerlerine gore R,

hata {ist sinirinin karsilastirtlmasi ........cccocevevcveeieeiiiee e
Tablo 5.4.1. Model 5.4.1’in ¢, = 2 degeri igin sayisal sonuglarinin

Karsilastirtlmast.........coocviiieiiiiiec e
Tablo 5.4.2. Model 5.4.1’in ¢ = 2 degeri i¢in hata testlerinin ve CPU

stiresinin (sn.) karsilagtirtlmast .........ccccvvieniiiiiiie e
Tablo 5.4.3. Model 5.4.2’nin Durum 1 ve ¢ = 2 i¢in mutlak hata degerlerinin

Karstlastirtlmast .........ooiviiiiiie i
Tablo 5.4.4. Model 5.4.2°nin Durum 2 ve ¢ =2 i¢in mutlak hata degerlerinin

Karstastirilmast ........oooeieiiiie i
Tablo 5.4.5. Model 5.4.2°nin Durum 3 ve ¢ =2 igin say1sal sonuglarin

Karstlagtirtlmast ........oooeiiiie e
Tablo 5.4.6. Model 5.4.3’iin 4 =0.1 ve ¢, =2 degerleri i¢in sayisal

sonuglarin karsilagtirtlmast ..o
Tablo 5.4.7. Model 5.4.3’iin 4 =0.5 ve ¢, =2 degerleri i¢in mutlak hata

hesaplamalarinin karsilagtirtlmast..........cccovevereeienieernsie e
Tablo 5.4.8. Model 5.4.3’tin A =1 ve o, =2 degerleri i¢in mutlak hata

hesaplamalarimin karsilagtirtlmast........c.cccovevereeienieeriesie e
Tablo 5.4.9. Model 5.4.3iin 4 =0.5 degeri i¢in hata hesaplamalarinin ve

CPU siiresinin (sn.) karsilastirtlmast .........cccooovvieeiiiniiciciieen,
Tablo 5.4.10. Model 5.4.4’tin n=4 ve o =2 degerleri i¢in hata

hesaplamalarinin ve CPU siiresinin (sn.) karsilastirilmasi. ...........
Tablo 5.4.11. Model 5.4.4’lin =0.6 i¢in ¢, ve dogrusal olmama

durumlarina gore hata tist sinir1 degerlerinin karsilastirilmasi. .....
Tablo 5.4.12. Model 5.4.5 i¢in L hatasinin karsilagtirtlmast............cc.ccoovvennne

Tablo 5.5.1. Model 5.5.2’nin « = 0.5 i¢in CPU siiresinin ve mutlak hata
hesabinin C ve J kesirli tiirevlerine gore karsilastirilmast .............
Tablo 5.5.2. Model 5.5.3 igin mutlak hata hesabinin karsilastirilmast ...............
Tablo 5.5.3. Model 5.5.3 i¢in sunulan metodun CPU siiresinin C, J ve N
hesaplama limitine gore kargilastirilmast.. .......cccocovevviiiniiiniinnnns
Tablo 5.5.4. Model 5.5.6 igin giincel ve var olan metotlarin bagil hatalarinin
Karsilastirtlmast........ccoocvereeiiiiiee e

99

99

106

106

111

114

114

122

123

124

125

125

130

130

130

131

133

134
134

143
145

145



Tablo 5.6.1. Ornek 5.6.1 icin hata hesaplamalarinin metotlara gére
Karsilastirtlmast.........oooiiirioiiiiiec e

Tablo 5.6.2. Ornek 5.6.2 i¢in metodun yakimsakliginin 3, ve N degerlerine

gore Karsilastirilmast.......ocuveiieie i
Tablo 5.6.3. Ornek 5.6.3’{in ¢, =1.8 degeri igin mutlak hata hesaplamalarinin

Karsilastirtlmast........ccooiuireeiiiiee e
Tablo 5.6.4. Ornek 5.6.3 i¢in CPU siiresinin (sn.) ;, ve N degerlerine gore

Karsilastirtlmast.........oooiiirioiiiiiec e
Tablo 5.6.5. Ornek 5.6.4’iin o, =2.9 ve 3, =0.9 degerleri i¢in mutlak hata

hesaplamalarinin karsilagtirtlmast..........ccoeeeeeiiiiiiiiieneee e

Xl

159

159

162

162



TESEKKUR

Calismamin her asamasinda bana destek olan, bilgi ve deneyimleri ile yol
gosteren degerli danisman hocalarim Sayin Prof. Dr. Mehmet SEZER’¢ ve Sayin Dog.
Dr. Ersin ASLAN’a, bilgi ve tecriibesi ile lisansiistii 6grenim hayatimin zorlu
asamalarinda manevi her yonden yardimci olan, tecriibeleri ile beni aydinlatan ve
destegini hi¢ eksik etmeyen, kendisini tanimaktan biiyik onur duydugum degerli
hocam Saym Prof. Dr. Nurcan BAYKUS SAVASANERIL e, bugiinlere yetismemde
emegi gecen tiim hocalarima, 6grenim hayatim boyunca beni maddi ve manevi olarak
destekleyen ve hep yanimda olan aileme yiirekten tesekkiir ederim.

Omiir Kivang KURKCU
Manisa, 2019

Xl



OZET
Doktora Tezi

Dickson ve Graph-Matching Polinomlarinin Temel Matris Ozellikleri ve
Fonksiyonel Integro-Diferansiyel Denklemlere Uygulamalari

Omiir Kivan¢ KURKCU

Manisa Celal Bayar Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dal

Danmisman: Prof. Dr. Mehmet SEZER

I1. Damisman: Dog¢. Dr. Ersin ASLAN

Bu tez, fen bilimleri ve miithendislik gibi alanlarda ortaya ¢ikan fonksiyonel
integro-diferansiyel denklemler ve onlarin Kkesirli ve kismi diferansiyel, integral
denklemler gibi bazi genel alt siniflarinin yaklasik ¢oziimlerini, Dickson ve graf-
matching polinomlarina dayanan matris-siralama metotlart kullanilarak elde
edilmesini amaglamaktadir. Bu metotlar, polinomlarin matris bagintisindan, siralama
noktalarindan ve temel matris denkleminden olusmaktadir. Metotlar, denklemlerdeki
fonksiyonlarin siralama noktalarindaki matris acilimlart alindiktan sonra genel matris
sisteminde ¢6ziimlenmesini gergeklestirmektedir. Boylece, metotlar direkt olarak
¢cozlime hizl ve etkili bir bicimde ulasabilmektedir. Ayrica, metotlarin verimliligini
test edebilmek i¢in kalan hata analizi, kalan fonksiyonuna ve birinci-ikinci ortalama
deger teoremlerine dayali yakinsaklik analizleri olusturulmustur. Her iki metodun
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1. GIRIS

Gilinimiizde bilim, teknoloji ve sanayinin giinden giine hizli gelismesiyle
karsilasilan dogal ve fiziksel olaylarin bilimsel olarak yorumlanmasi, matematiksel
yapilariin olusturulmasit ve davraniglarinin incelenmesi zorlasmaktadir. Karsilasilan
bu olaylarin modellenmesinde matematiksel yapilara basvurulmaktadir. En ¢ok
kullanilan matematiksel yapilardan ikisini diferansiyel ve integral denklemler
olusturmaktadir. S6z konusu gelismelerle bu denklemlerin yapilari, kullanilmaya

baslandigi ilk yillarindan itibaren birgok degisime ve gelismeye devam etmektedir.

Diferansiyel ve integral denklemlerin kullanilmasindaki en biiyiik
avantajlardan birisi, olaylarin fiziksel anlamdaki hareketini/davranisin1 direkt olarak
aktarilabilmesidir. Bu yiizden, bu yapidaki denklemler fen, miihendislik ve sosyal
bilimler gibi birgok alanlarda uygulama alanma sahiptir. Ornek olarak, mekanikteki
bir sarkacin hareketi; basit harmonik hareket olarak bilinip diferansiyel denklem
yapisiyla [1] ve iyonosferik yiikseligin hesabi; Schlomilch’in integral denklemi ile
modellenebilmektedir [2]. Diger taraftan, karmasik olaylarin giintimiizdeki
karsilasilmasindaki artis sebebiyle ele alinan matematiksel yapilari da gelismeye
baslamigtir. Buradan yola ¢ikarak, diferansiyel ve integral denklemlerin birlestirilmesi
sonucunda integro-diferansiyel denklemler ortaya ¢ikmistir. Bu denklemler, ele alinan
modelin ¢esidine, zaman degiskenine gore adi tiirevli veya uzay-zaman degiskenlerine
gore kismi tiirevli yapiya sahiptirler. Ayrica, bahsedilen gelisimi takip edebilmek i¢in
adi veya kismi mertebeden integro-diferansiyel denklemlerin; gecikmeli, fonksiyonel
smurli, fonksiyonel gecikmeli, oransal gecikmeli, degiskene gore gecikmeli yapiya
sahip formlarmin kullanimi giin gectikge artmaktadir. Bunun sebebi, bilim ve
teknolojinin hizla gelismesiyle ele alinan olaylarin modellenmesi bu yapilarin
kullanilmasi ile miimkiin olabilmektedir. Bu genel formdaki denklemler, alt yapisini
olusturan ¢esitli denklemlere kolayca indirgenebileceginden ve biinyesindeki
diferansiyel-integral ~ kisimlarinin ~ yapisi, modelleme  amacina  gore
gelistirilebileceginden genis bir uygulama alanina sahiptir. Bu alanlardan bazilari;
matematik, biyoloji, fizik, miihendislik, mekanik, ekonomi, -elektrodinamik,

elektromanyetik, viskoelastisite, 1s1 ve kiitle transferi olarak bilinmektedir [3-17].



Ote yandan, giiniimiizde kesirli analizin; fizik, akiskan mekanigi, kiitle ve 1s1
transferi [38,41,74-77,138,180] gibi bir¢ok alanlarda kullaniminin artmasina bagh
olarak Kkesirli mertebeden integro-diferansiyel denklem yapilarina doniistiiriilen
karmasik olaylarin fiziksel yorumu elde edilebilmektedir. Bu yorumun elde edilmesi
icin ¢esitli matematiksel yapili analitik ve sayisal metotlar iiretilmektedir. Ayrica
metotlarin, giincel gelismeleri yakalayabilmesi i¢in yapilarinin da gézden gegirilmesi
gerekmektedir. Onemle belirtmek gerekecektir ki ¢ogu zaman bahsedilen denklem
yapilarini analitik olarak ¢6ziimlemek oldukca zor veya miimkiin degildir. Bu ylizden,
son yillarda, diinyanin bir¢ok yerinde bilim insanlar1 ve arastirmacilar sayisal
metotlarin gelistirilmesinde ve uygulanmasinda biiyiik ¢aba harcamaktadir. Buradan

yola ¢ikarak;

e Adi mertebeden integro-diferansiyel denklemler ve gecikmeli, integral, fark gibi
¢esitli formlarin ¢6zimii igin;
Legendre [8], Chebyshev [9], Dickson [10-11], Taylor [12], Bernoulli [13], Bessel
[14], Chelyshkov [15] ve Laguerre [16] polinomlarina dayali matris-siralama
yontemleri gelistirildi. Ayrica, tersine yerine koyma [17], Adomian ayristirma
[18], varyasyonel iterasyon [19], homotopi pertiirbasyon [20], Runge—Kutta—

Nystrom tipindeki Fourier siralama [21] metotlar1 yer almaktadir.

e Kesirli mertebeden diferansiyel denklemlerin ¢6ziimii i¢in;
Taylor [22,23] ve Bernstein [24] matris-siralama, tiimlev (quadrature) [25],
diferansiyel dontisiim [26], Fermat Tau [27], ¢oklu Olgekli siralama [28] ve
homotopi pertiirbasyon [29] metotlar1 gilincel olarak sunulan yontemler
arasindadir. Ozel olarak, Heris ve Javidi [30] periyodik ve anti-periyodik kosullu
kesirli gecikmeli diferansiyel denklemler iizerinde c¢alisma gercgeklestirdiler.
Rahimkhani ve ark. [31] Bernoulli dalgacik metodunu uygulayarak kesirli
pantograf diferansiyel denklemlerin ¢oziimlerini arastirdilar. Cermak ve ark. [32]
sabit gecikmeli kesirli diferansiyel denklemlerin ¢oziimlerinin asimptotik ve

kararlilik davraniglarini incelediler.

e  Kesirli kismi mertebeden diferansiyel denklemlerin ¢oziimii i¢in;
Chebyshev dalgacik matris [33], ongoriicii-diizeltici yaklagim [34], yar1 analitik
[35], Galerkin sonlu eleman yaklasimi [36], ayrik Adomian ayristirma [37],
2



standart olmayan sonlu fark [38] metotlar1 yer almaktadir. Ozel olarak, Rihan [39]

bazi ¢ -metotlar yardimiyla gecikmeli parabolik ve zaman degiskenine gore

kesirli kismi diferansiyel denklemleri ele almistir.

e  Kesirli kismi mertebeden integro-diferansiyel denklemlerin ¢ézlimii i¢in;
Giliniimiizde, bu yapidaki denklemler i¢in gelistirilen metotlar az sayidadir fakat
giin gegtikce gelistirilme sayilart artmaktadir. Bunlardan bazilari, ¢ogaltici
cekirdekli Hilbert uzay [40], sonlu fark- 6 [41] ve ardisik algoritmik [42]

metotlar1 yer almaktadir.

Yukarida belirtilen matris-siralama metotlarinin, problemlerin ¢dziimiiniin
elde edilmesinde ve var olan metotlar ile karsilastirmalarinda olduk¢a etkin yontem
olusturduklar1 gozlemlenmistir. Bu metotlarin islevi ve tutarliligi, polinomlarin
saglamis oldugu tekrarli baglantilarinda ortaya c¢ikan katsayilarin degerine gore
degigsmektedir. Buradaki katsayilarin cebirsel degeri de polinomun kurulu yapisina
baghidir. Daha 6zel olarak, biinyesinde bir cebirsel parametre bulunduran polinomun
matris-siralama yonteminde kullanilmas: sayesinde iretilen ¢oziimlerin tutarliligini

arttirabilmek miimkiin olabilir mi sorusu yer almaktadir.

Genellikle kimya alanindaki hesaplamalarda kullanilan ve giinden giine
uygulama alanlar1 artan ¢izge polinomlar, tiretildikleri ¢izge siniflarinin yapisina gore
degismektedir. Yani, basit ve baglantili bir ¢izge sinifinin yapisi; tepe ve ayrit sayisina
ve bu c¢izge elemanlarinin arasindaki iliskiye gore degisim gostererek olusturdugu
polinomun iyi kurulu olup olmamasini etkilemektedir. Dolayisiyla, bir ¢izgenin yapisi
ile olusturdugu polinomu arasindaki iliski, bir sayisal metoda entegre edilerek, ortaya
¢ikan sonuglarin tutarliligl, ¢izge yapisina gore degisebilir mi sorusu meydana
gelmektedir.

Bu ¢alismada, parametreli Dickson polinomuna ve matching ¢izge polinomuna
dayali metotlar gelistirilerek yukarida bahsedilen iki sorunun cevabi1 aranmistir. Bu iki
metot sayesinde, Ozellikle literatiirde 6nemli yere sahip olan fakat sayisal ¢oziimlerine
az rastlanan ve genellikle fen ve miihendislik alanlarinda ortaya ¢ikan problemlerin,

tek bir genel denklem yapisi altinda toplayarak parametreli Dickson ve graf-matching



polinom ¢oziimlerinin elde edilmesi amaglanmistir. Bu genel denklem yapisi
sayesinde, metotlarin ¢oziim formlar1 direkt olarak olusturup, programlama ve
hesaplama asamalarinda kolaylikla sonuca ulasilmaktadir. Ayrica, metotlarin
yakinsakligi, gelistirilen yeni yakinsaklik analiz testleriyle ve parametreli ¢oziimlerin
tutarliligr da kontur ¢izgileri yardimiyla incelenmesi amaglanmistir. Hesaplamalar,
yakinsaklik analiz testleri ve simiilasyonlar, bilgisayar ortamindaki programlari

yazilarak gerceklestirilmigtir.



2. GENEL BIiLGILER

2.1. Dickson Polinomu ve Temel Ozellikleri
Bu boliimde, gelecek béliimlerde aktarilacak olan Dickson polinomuna dayali
matris-siralama metodunun temelini olusturan Dickson polinomu ve temel

ozelliklerinin hakkinda bilgi verilecektir.

Dickson polinomlar1 sonlu alanlar tizerinde L.E. Dickson tarafindan 1897
yilinda kesfedildi [43] ve daha sonra B. W. Brewer tarafindan yeniden ele alind1 [44].
Dickson polinomlar1 bir ve ikinci tip olmak iizere ikiye ayrilmaktadir [43-45]. n.

dereceden birinci tip ve reel o parametreli {D,(t,a),D,(t,@),....D,(t,@),...}

Dickson polinomu asagidaki gibi genel formiilde tanimlanmaktadir [43-46]:

2] y
Dn (t’a)= " (n p

j(—a)pt(“zp), n>1, —o<t<oo, (2.1)
p=0 n- p p

burada, ilk bes Dickson polinomu D, (t,a) =2, D (t,a):t , D, (t,a) =t?-2a ,
D, (t,a)=t>-3ta ve D,(t,a)=t*-3t°a+a” olarak tammlidir. Birinci tip Dickson

polinomlarinin temel 6zellikleri asagidaki gibi verilebilir:
(2.1) formiiliine ek olarak D, (t,&) polinomlari rekiirans bagmtisini
D,(t,a)=tD,,(t,a)—aD, ,(t,a), n>2.

olarak olusturmaktadir [45].

y=D, (t,a) polinomlar1 asagidaki ikinci mertebeden degisken katsayili

diferansiyel denklemin ¢dziimlerini olusturabilmektedir [45]:

(t2—4a)y"+ty'—n2y:0, n=0123,....

D, (t, a) polinomlarinin iirete¢ fonksiyonu



seklinde tanimhidir [45].

Dickson polinomlart icerdigi « parametresinin kombinatorik 6zelliklerinin

yan1 sira bilinen bircok polinom ailelerine déniisebilmektedir. Ornegin, o =—1 igin

L,(t) Lucas (w-) ve Q,(t/2) Pell-Lucas polinomlarma; =1 i¢in birinci tip
2T,(t/2) Chebyshev polinomlarma; «=2 i¢in FL (t/3) Fermat-Lucas

polinomlarina doniisebilmektedir [45,46].

D, (t,a) polinomlar1, vektoér notasyonlari kullanilarak matrisler agisindan

asagidaki gibi ifade edilebilirdir [45]:

(Pes (1), Dus 1) =04 1) Dusia)) ] .

(Dp.n (@), Dy (tx))=(D, (t.x), D,y (t,a))[cl) _ﬂn :

burada, m=0 i¢in

D,=2 ve D, =t icin,

tanimlidir.

Dickson polinomlarinin ¢esitli alanlarda uygulamalar1 ve 6zellikleri mevcuttur.
Ozel olarak, sonlu alanlar teorisinde, Kloosterman toplamlarda, permiitasyon

polinomlar yapilarinda, cebir ve sayilar teorisinde sikga yer almaktadir [47-52].



Ayrica, 2™’li sonlu alan iizerinde, tek dereceli D, (t,1) Dickson polinomlari

kriptografik uygulamalari, modern bilgisayarlar yardimiyla yapilmistir [49]. Bu
polinomlar i¢in daha detayli bilgi Lidl ve ark. [45]’min kitabinda ve [43-52]

calismalarinda bulunabilirdir.

Dickson polinomlarinin, matris-siralama metodunda kullanilmasinin sebebi;
Dickson polinomlar1 biinyesinde « parametresini barindirmasi sayesinde elde
edilecek ¢6ztimlerin kararlilik davranisini inceleyebilmektir. Buradan yola ¢ikarak, ilk
kez, parametreli kalan fonksiyonuna dayanan yakinsaklik analizi, ortoeksponansiyel
kalan fonksiyonun karakteristiginin incelenmesi miimkiin olabilecektir. Bu gelisimler

sayesinde ve « parametresinin yardimiyla simiilasyonlar gergeklestirilebilecektir.

2.2. Cizge Teorisi ve Matching Polinomunun Temel Ozellikleri
Bu boliimde, gelecek bolimlerde bahsedilecek olan matching polinomuna
dayali matris-siralama metodunun temelini olusturan ¢izge teorisi ve matching

polinomu hakkinda temel bilgi verilecektir.

Cizge teorisi, biinyesinde birgok calisma alani barindirmaktadir. Bunlardan
bazilari; zedelenebilirlik teorisi, ger¢ek hayat problemlerin ve aglarin modellenmesi,
ulagim, algoritmalar ve matematiksel kimya alanlari olarak bilinmektedir [53-59]. Bir
basit ve baglantili ¢izge (graf), tepe ve tepeleri birlestiren ayritlardan olusmaktadir
[57,58]. Temel ¢izge smiflart; tam (Kn), yol (Pn), cevre (Cn), tekerlek (Wmn) ve yildiz
(Km,n) olarak bilinmektedir [57,58]. Tam ve yol graflar1 bazi siniflar1 igin Sekil
2.2.1°de gosterilmistir ve kolayca tahmin edilecegi tizere Ki sadece bir tek tepe

igermektedir.

Bir ag yapisindan modellenen bir ¢izge, cogu zaman disaridan gelecek
miidahalelere agiktir ve burada bu ¢izgenin gosterecegi dayanma giicii, modellenen
cizgenin yapisina gore degisecektir. Ornegin, Sekil 2.2.1°deki tam ¢izge ve yol ¢izge
yapisindan olusan modellere bir miidahale oldugunda, bu iki ¢izge sinifinin
gosterecegi dayanma giicii farkli olacaktir. Bu diislinceden yola ¢ikarak, bir ¢izgenin
veya agin, bir miidahale veya bozuklukla karsilastiktan sonra gdstermis oldugu

dayanma giiciiniin olgiilebilmesi “zedelenebilirlik” olarak tanimlanmaktadir [53-



55,60]. Harary [57] tarafindan sunulan baglantiilik sayisi, bir ¢izgenin

zedelenebilirligini dlgcen parametrelerden bir tanesidir.

Bu parametre, basit bir G ¢izgesini baglantisiz hale getirmek igin ¢izgeden

atilmasi gereken en az sayidaki tepe sayisina baglantililik sayisi olarak tanimlanmigtir

[57]. Matematiksel olarak, bir basit G ¢izgesinin, & (G ) baglantililik say1si
x(G)=min{[S|:S <V (G)},

formiilii ile ifade edilebilir ve burada, V (G), G’nin tepe(ler) kiimesi ve |S| , G’nin tepe

kesim kiimesidir [57]. Benzer olarak, ayrit baglantililik sayisi da tanimlanmistir [57].

Sekil 2.2.1 igin gosterilen ¢izge siniflarinin baglantililik sayilari; K‘( P)=1ve
K(Kn) =n-1 olarak elde edilmistir [57]. K(Kn) degeri, K(Pn) degerinden oldukga

biiyiik ve n degerine baghdir. Dolayisiyla, tam ¢izge yapisi, yol ¢izge yapisina gore
daha saglam ve giivenilir yapiya sahip oldugu bu parametre yardimiyla goriilmektedir.
Cilinkii tam ¢izgenin tiim tepeleri birbirleriyle komsu olup, herhangi bir miidahale veya
hasar ile karsilastiginda, baglantili yapisim1 kuvvetli bir bicimde siirdiirebilecektir.
Ayrica, ayrit sagilim sayisi [53] ve ayrit kopma derecesi [54] gibi zedelenebilirlik

parametreleri bahsedilen sonucu da desteklemektedir.

L L & & L
Ps
— o
K> K; K

Sekil 2.2.1. Yol (Pn) ve tam (Kn) ¢izge siniflari.

2.2.1. Matching Polinomu
1972 yilinda, Heilman ve Lieb [61] monomer-dimer sistemlerin teorsinde

kullandiklar1 bir polinom ileri siirdiiler, fakat ¢aligmalarinda bu polinom igin 6zel bir
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isim Dbelirlemediler. 1979 yilina gelindiginde, Farrell [62], bu polinomun adim
“matching polinomu” olarak adlandirdi. Ayrica, bu polinom giiniimiize gelene kadar
birgok isimle kullanildi. Ornegin, acyclic [63] ve reference [64] isimleri de literatiirde

yer almaktadir.

G, cizgesi, n sayidaki tepeye ve m sayidaki ayrita sahip olsun. Bu takdirde,

G, cizgesinin matching polinomu genel olarak (bkz. [61-66])

M, (G, t)= > (~1)" p(G,. k)t™

k=0

seklindeki agik formiilii ile tanimlidir. Burada, p(Gn,k), k’l1 esleme sayisidir ve
ayrica herhangi basit bir ¢izge i¢in k=0 degerinde p(G,0)=1 esleme sayisi olarak
alinir [61-66].

1988’de Hosoya [59] kimya alaninda yer alan matching ve bazi diger
polinomlarin matematiksel 6zelliklerini ve fiziksel-kimyasal yorumlarini olusturdu.
Aihara [64] tek doniisli konjuge edilmis sistemler i¢in reference (matching)
polinomunu kullandi. Godsil ve Gutman [67] matching polinomunun 6zelliklerini ve
bu polinomun, karakteristik (characteristic) polinom ile arasindaki bagintiy1 olusturdu.
Yan ve Yeh [68] altboliim halindeki ¢izgelerin matching polinomu iizerine ¢aligma
gerceklestirdi. Araujo ve ark. [69] matching polinomu ile hipergeometrik fonksiyonlar
arasindaki bagmtiyr bulmak i¢in matching polinomunu genellestirdiler. Babic ve ark.
[70] poli-gizgelerin matching polinomunu elde etmek igin bir genel metot sundular.
Bian ve ark. [71] orto- ve iist-zincirlerin matching polinomu i¢in riikiiranslarini elde
etti.

Matching polinomunun bazi temel cebirsel 6zellikleri [65]:

° p(G,1)=m,

M_l(

e p(G,2)= > d12+d22+...+dnz),

burada, di, G gizgesindeki v; tepelerinin derecesidir.



e k>n/2=p(G,k)=0,
e p(Gk)=0=p(G,k+1)=0,

olarak verilmistir.

Diger taraftan, matching ve independence polinomlari arasinda bir bagnti
mevcuttur. Bu baginti, bir G ¢izgesinin independence polinomunun, G’nin line
¢izgesinin matching polinomuna esit olarak ortaya ¢ikmaktadir [72]. Buna ek olarak,
matching ve chromatic polinomlarinin arasindaki bagint1 Farrell ve ark. [73] tarafindan

ileri stirilmustiir.

Bazi polinomlar, 6zel ¢izge siniflarinin matching polinomu ile elde edilebilir.
Ornegin, Kn tam ¢izge smifinin matching polinomu, modifiye edilmis Hermite
polinomuna esittir [63,65]. Bu esitligi, Gutman [63,65]'nin ¢alismasindan

yararlanarak daha detayli gostermek gerekirse; tanim geregi
M, (Ko t)=1, M, (K, t)=t,

mevcuttur ve Kz, Ks, Kj ¢izgeleri i¢in devam edilirse

1 = =
(Kot) Z t“k{ k=0= p(K,,0)=1
k=

=(-1)".142° +(-1) 1172 =t -1,
(-1)
3 k=0=> p(K ,0):1
K 3-2k 3
=(=1)°. 130 +(=1) 3432 =t -3t
(-1)°

6 k=0= p(K,,0)=1
M, (K, t) =D (-2) p(K, k)t"*{ k=1= p(K,,1)=6
0 k=2=p(K,2)=3

= (1) 1470 +(=1) 6142 +(-1)" .31 =t" —6t*+3,

burada, p(K4,2)=6;27—%(32+32+32+32)=3’tﬁr.
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Bu islemlere devam edildiginde, K, tam ¢izge smifinin matching

polinomunun genellestirilmis formiilii (bkz. [63,65])

el (2K
M, (K,.t)=> (-1 (2kk)![2kjt : (2.2)

olarak elde edilir ve bu formiiliin yineleme bagmtisi (bkz. [63,65])

M, (K,.t)=tM (K _,t)-(n-1)M (K 1),
seklinde gergeklesir ve bu formiiller, modifiye edilmis Hermite polinomuna esittir

[63,65]. Benzer sekilde, P, yol ¢izge smifinin matching polinomu (bkz. [66])
M, (P,t)=t"?(t" —n+1),
olarak veya

Mn (P t):tMn—l(Pnfl’t)_M”*Z(P”*Z’t)’

n?'

yineleme bagntis1 olarak tanimlanabilir. Burada, ilk dort polinom,; MO(PO,t)=1,
M, (R.t)=t, M,(P,,t)=t>-1 ve M,(P,,t)=t—2t olarak mevcuttur. Diger ¢izge

siniflart i¢in matching polinomu, Weisstein [66]’in ¢alismasinda da bulunabilir.

Matris-siralama yonteminde, tam ve yol ¢izge siiflarinin matching polinomu
kullanilacaktir. Ozellikle, tam ¢izge sinifinin alinmasinin sebebi; bu ¢izge smifinin
Bolim 2.2.°de aktarilan zedelenebilirlik anlamindaki dayanikli yapist yani
baglantililik durumunu miidahalelere ragmen siirdiirebilmesidir. Tam c¢izgenin bu
kararl1 yapisi, bir diger deyisle tiim tepelerinin birbirine komsu olmasiyla esleme
islemlerinin tutarl sayilar elde etmesine yol agmistir. Ayn1 zamanda, tepe sayisi
arttik¢a bu tutarlilik bozulmadan devam edecektir. Sekil 2.2.2°de Kz tam ¢izgesinin
dayanikli yapist kendi seklinden (a) ve ayrica komsuluk matrisinin grafiginden (b)
gorilmektedir. Burada, (b) grafiginde tarali alan, tepelerin birbirlerine gore komsuluk
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degerlerini vermektedir ve beyaz kdsegensel alan, tam ¢izgenin dongii (loop) olmayan

yani basit bir ¢izge oldugunu gostermektedir.

Sekil 2.2.2. Ky tam ¢izgesi (a) ve onun komsuluk matrisinin grafigi (b).

2.3. Kesirli Analizin Olusumu ve Temel Ozellikleri

Bu boliimde, kesirli mertebeden diferansiyel ve kesirli mertebeden kismi
diferansiyel denklemlerin yapisini olusturan kesirli analiz hakkinda bilgi verilecektir.
Ayrica, kesirli tiirev tanimlari, Dickson ve matching polinomlarina dayali matris-

siralama metotlarinin alt yapisini olugturacaktir.

f(t) fonksiyonu I={[a,b]:a,be]R} iizerinde siirekli bir fonksiyon, D

diferansiyel operator ve I'(n) fonksiyonu Euler gamma fonksiyonu olsun. Bu

takdirde, kesirli analizin temelini olusturan asagidaki tanimlar verilebilir:

Tamm 2.3.1. [74-76] Farz edelim ki n>0 ve t>a (n,teR) olsun. Bu takdirde,

f (t) fonksiyonunun kesirli integrali

L

()= F(n)-;[(t_s)n_l f(s)ds,

formiilii ile elde edilir ve burada, J. kesirli integral operatoridiir.

12



Tamm 2.3.2. [74-76] Farz edelim ki t>a ve n,teR olsun. Bu takdirde, n.

mertebeden kesirli Riemann-Liouville tirevi

((”1 )DWJ. m_Hf(s)ds, [n1—1<n<fn],

f(n)(t), neN

DI (Y)=

olarak tanimlanir.

Riemann-Liouville tirevi, ilk kesirli tiirev tanimlarindan birisi olmasinin

yaninda formiiliinde, reel sabitin tiirevi almirken sorun meydana gelmektedir. Ornegin,
I’in 1/2’nci mertebeden Riemann-Liouville tiirevi 1/ \/t? olarak hesaplanmaktadir,
yani kisaca ":D}? (1) =1/+/tz "dir. Ancak temel analize gére reel bir sabitin tirevi

stfirdir. Buradaki sorunu diizeltmek i¢in Caputo [77] asagidaki kesirli tiirev formiiliinii

olusturmustur:

Tamm 2.3.3. [77] Farz edelim ki t >a ve n,t € R olsun. Bu takdirde, n. mertebeden

kesirli Caputo tiirevi

sY " 0" (s)ds, [n]- 1<n<m

f(")(t), neN

g,c_..-,

o0t (= | FITH)

olarak tanimlanir.

Ayrica, son yillarda, Jumarie [78], Riemann-Liouville tiirevindeki sorunu
diizeltmek i¢in yapisinda degisiklik gergeklestirdi ve Ghosh ve ark. [79], Jumarie’nin
olusturdugu formiilii genellestirdiler. Caputo ve Fabrizio [80] bolgesel ve tekil

olmayan yeni bir kesirli tiirev formiiliinii olusturdular.

Tamm 2.3.4. [78] Farz edelim ki t>0 (teR) olsun. Bu takdirde, n. mertebeden

kesirli Jumarie tiirevi

13



L Dli.(t—s)_“(f(s)— f(a))ds, 0<n<1

D" (1D "f (1)), m>1& m<n<m+1

olarak sundular.

Tamm 2.3.5. [80-81] Farz edelim ki t >0 olsun. Bu takdirde, n. mertebeden kesirli

Caputo-Fabrizio tiirevi

t J—
D) f (t):ﬁfexp[—mj f'(s)ds, 0<n<1,

4 1-n
tanimlidir.

Ozel olarak, m>1 ve ne[0,1] oldugunda “;Dy*" f (t) hesabi
"Dy (1) = D5 (D7 (1)),

olarak elde edilir [80-82].

Yukaridaki tanimlar, tek degiskenli fonksiyonun t (zaman) degiskenine gore
olusturulmustur. Benzer sekilde, ¢ift degerli fonksiyonun t ve x (uzay) degiskenine

gore tanimlanabilirler.

Tanim 2.3.2-2.3.5°de belirtilen kesirli tiirev operatdrleri, Dickson ve matching
polinomlarma dayali matris-siralama metotlarinda kullanilip, elde edilen sonuglar bu

operatorlere gore karsilastirilacaktir.
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3. DICKSON VE MATCHING POLINOMLARININ TEMEL MATRIS
OZELLIKLERI

Bu boliimde, Dickson ve matching polinomlarinin temel matris 6zellikleri ve
matris-siralama metotlarinin - bu polinomlart igeren genel ¢6ziim formlari

olusturulacaktir.

3.1. Dickson Polinomunun Temel Matris Ozellikleri

(2.1) denklemindeki D(t,er) Dickson polinomunun matris bagitisi

D(t,a)=X(t)S(e), (3.1)
olarak yazilir ve burada,
D(t,a)=[D,(t.a) Dy(t,a) - Dy(ta)], X(t)=[1 t £# - "],
ve N’nin ¢ift degerine gore
i 2 0 0 0 0 i
0 -@(—a)O 0 0 0
2(1 1 2(2 0
fofear o o) ° °
S"(a)= 0 §@(-a)1 0 §@(—a)f’ 0
N E+1
N N N L N(N 0
N E ()2 0 N é—l ()2 0 W[OJ(_Q)
122 2 i

matrisi olusturulur ve tek degeri i¢in
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2 0 0 0 0 ]
o ififear o : :
i@(‘“)l 0 2@(—&? 0 0
s'(@)=| o 2@(-@1 0 2@(_0()‘) o |
N Ns+
| 0 ﬁ ﬂj (*a)w 0 B‘N}l @ji (fa){%J* E[g](a)o_

matrisi olusturulmaktadir.

Ele alinan problemlerin veya denklemlerin Dickson polinomunu igeren genel

¢Ozlim formu

y(t)=y, (t)=2i;ynDn (ta), (3.2)

olarak verilir. Burada y, ’ler bilinmeyen Dickson polinomunun katsayilaridir ve N

¢ozlimiin derecesi olup metodun hesaplama limitini gostermektedir. Simdi, (3.1)

bagmtisini kullanarak, (3.2) Dickson polinom ¢éziimiiniin matris bagintisi
y(t)=y,(t)=D(ta)Y = y(t)=X(t)S(a)Y, (3.3)
olusturulmaktadir. Burada,
Y=y % - W],

katsayilar matrisidir.

(3.3) ¢6ziim bagmtisinin k. mertebeden adi tiirevini

y“ (t)=DY (t,a)Y,
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olarak ya da
y¥ (1) = X9 (1)S(e)Y =y (1)= X (t)B*S(a)Y, k=01..., (34)

seklinde olusturulabilirdir. Burada,

0 00 -0
0 2 0 0
0 0 3 -0

olarak tiirevin gegis matrisi mevcuttur.

Bu bolimdeki (3.2)-(3.4) matris bagintilari, 4’ncii ana boliimdeki Dickson
matris-siralama metodunun:
e Boliim 4.1°de diferansiyel ve integral denklem yapisindaki model problemlere,
e Bolim 4.2’de en genel yapidaki fonksiyonel gecikmeli integro-diferansiyel
denklemlere,
e Boliim 4.3’te baz1 kesirli model diferansiyel denklemlere,

uygulanmasinda temel matris bagintilarini olusturmaktadar.

3.2. Matching Polinomunun Temel Matris Ozellikleri

(2.2) denklemindeki tam ¢izgesinden iiretilen M (K, ,t) matching

polinomunun matris bagintisi

M, (K,.,t)=X(t)K, (3.5)

n?

olarak yazilir ve burada
M, (K ) =[Mo (Kot) M, (Kit) - My (K] X(=[1 t € 1],

ve
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K" =

matrisi olusturulur.

Ele alinan problemlerin veya denklemlerin, tam ¢izge ile iiretilmis matching

polinom yapisindaki genel ¢6ziim formu

y(t) =y, ()= y.M, (K,.1), (3.6)

olarak tanimlanir ve burada Y, ’ler bilinmeyen matching polinomunun katsayilaridir.

(3.5) matris bagintisim1 kullanarak, (3.6) matching polinom ¢oziimiiniin matris

bagintisi
y(t) =y, (t)=M, (K, )Y = y(t)= X (t)KY, (3.7)

olarak ifade edilebilir ve burada Y matrisi, (3.3) bagintisinda yer alan matris ile ayni

yapiya sahiptir.
(3.7) ¢6ziim formunun k. mertebeden adi tiirevinin matris bagintisi

y (1) = XO (1) KY = y¥ (t) = X (1) B*KY , k=0,12,..., (3.8)

ve burada B matrisi, (3.4) bagintisinda yer alan matris ile ayn1 yapiya sahiptir.
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Belirtmek gerekicektir ki yol ¢izgeye (Pn) dayanan matching polinom
¢Ozlimiiniin ve tlirevinin matris bagintilart; (3.7) ve (3.8) matris bagintilarindaki gibi

benzer sekilde elde edilebilirdir.

(3.7) ve (3.8) matris bagmtilar1 yardimiyla, kismi integro-diferansiyel

denklemlerin K, tam ¢izgesinin matching polinomu ile iiretilen genel ¢6ziim formu

()2t (1) =3 Sy M. (KM (Kot (3.9)

yapisina sahiptir. Burada y  ’ler bilinmeyen matching polinom katsayilaridir. (3.5)

matris bagintis1 kullanarak, (3.9) ¢6ziim formunun matris yapisi

u(xt)=uy ()= M, (K, )M, (K, )Y = X () K(X())(K)Y, (3.10)
olarak olusturulabilir. Burada,

X (t)=diag[ X (t)], K =diag[K],
Y:[yoo Yo 0 Yono Yo o Yin Yno yNN]T'

dyle ki diag[K] ifadesi, K matrisinin kdsegen matris olarak yazilmasim ifade
etmektedir.

Dickson ve matching polinomlarina dayali matris-siralama yontemlerinde
kullanilacak olan standart (SSN) ve Chebyshev-Lobatto (CLSN) siralama noktalari

sirasiyla
b-a). - i
t = a+(—jl ve t :a—+b+a—bcos i : (3.11)
N 2 2 N

olarak tanimlanir ve burada i=0,1,....N ve te [a, b] ’dir. Bu iki siralama noktalarinin

metotlardaki kullanimi, ele aliman problemin cinsine gore (tekil, degisken katsayili
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olmasi gibi) belirlenebilmektedir. Ornegin, CLSN, tekil diferansiyel denklemlerin,

sunulan metotlar ile ¢éziimiinde etkin rol oynamaktadir.

Bu bélimdeki (3.6)-(3.10) matris bagmtilari, 5’nci ana boliimdeki matching

matris-siralama metodunun:

e Bolim 5.1°de birlestirilmis ¢oklu gecikmeli fonksiyonel nétr diferansiyel
denklemlere,

e Bolim 5.2°de ¢oklu gecikmeli ve degisken katsayili kesirli diferansiyel
denklemlere,

e Boliim 5.3’te {igiincii dereceden dogrusal olmayan kesirli diferansiyel denklemlere,

e Bolim 5.4’de uygulamali bilimlerde ortaya ¢ikan besinci dereceden dogrusal
olmayan kesirli diferansiyel denklemlere,

e Bolliim 5.5’de ¢oklu gecikmeli uzay-zaman kesirli kismi diferansiyel denklemlere,

e Bolim 5.6’da uzay-zaman kesirli kismi integro-diferansiyel-gecikmeli
denklemlere,

uygulanmasinda temel matris bagintilarini olusturmaktadir.

Belirtmek gerekir ki Boliim 4 ve 5°deki Dickson ve matching polinomlarina
dayali matris-siralama metotlar1 i¢in her bir problemin ¢dziimiine 6zel genel bir
bilgisayar programi Mathematica yaziliminda olusturulmustur. Karsilagtirmalarda
elde edilen CPU siiresi; Mathematica’nin Timing modiilii kullanilarak, programin

islem siiresi hesaplanmustir.
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4. DICKSON MATRIS-SIRALAMA METODUNUN UYGULAMASI
4.1. Fen Bilimlerinde Ortaya Cikan Bazi Model Problemlerin Coziimii
Bu béliimde, fen bilimlerinde ortaya ¢ikan bazi problemlerin Dickson matris-

siralama metodu ile ¢oziimlerini elde edilecektir. Ele alinan problemler, asagidaki

kapali formda incelenecektir:

LLy(t)]+N[y(t)]=g(t), ast<b, (4.1)

burada,

seklindedir ve karisik kosullar

m-!

za.ky a)+b,y" (b)=7,i=0,,...,m-1, (4.2)

formunda olup burada, m sayisi, (4.1) denkleminin mertebesini belirlemektedir. (4.1)

denkleminin Dickson polinom ¢éziimii, (3.2) formunda arastirilacaktir.
Kiirk¢ii ve ark. [10,11] tarafindan y(t) Y (t) ve y® (t) fonksiyonlarin,

Dickson polinomuna dayanan matris bagmtilar1 daha dnceden olusturulmustu. Bu

matris bagintilartyla beraber yeni matris bagintilar1 olusturulsun.

Ik olarak, (3.11) siralama noktalarmi ve (3.4) matris bagintisin1 kullanarak,

(4.1) denkleminin, L[y(t):' dogrusal kismi i¢in matris bagintist olusturulsun:

[L[y(ti)ﬂ - =D PXB'S(a (4.3)
r=0
seklinde tanimlidir ve burada,
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Ly(W)]]  [r(ty) o
Ll y(t,) P (t)
|:L|:y(tl ):I:I(N+l)><l - l: 1 :| ’ Pr B l ’
LLy(t)]] 0 ° R (k)
0100 0
X (t,) t o 0020 0
N
¥ thl) z} t.1 t:I: ,B:(:) O O 3 N 0 , (BY: birim matris).
X(tN) 1t . tu 0 00O0UDO
000 0 0

Simdi, (4.1) denkleminin, N[y(t)} dogrusal olmayan kismi i¢in matris

bagintilart olusturulsun:
[Qu(t)y* (& )](NH)X1 =QuXS(a)(X)S(a)Y, (4.4)
burada Qsv (s =V = 2) matrisi, Pr matrisinin yapisiyla aynidir ve

YoY

o _ . - Y
X = dlag [X (ti ):I(N+l)><(N+l)2 ;S (0() - dlag [S (a):I(N+1)2><(N+l)2 Y= 1 !

YnY (N+1)°x1

seklindedir.
[Qu(t)Y(6)Y (6)] 0 =QuXS(a)(X)(B)S ()Y, (4.5)
burada,
B = diag [B](N+l)z><(N+1)2 ,
seklindedir.
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[Qu(t)Y(6)Y"(6) ] 0 = QXS (@)(X)(B?)S (@)Y, (4.6)

burada,
B* = diag I:BZJ(N+1)ZX(N+1)Z ’
seklindedir.
[QZO (t' ) y3 (t ):I(N 1)x1 = QXS (a)( )z) §(“)(§)§(Q)Yz , (4.7)
burada,
on_
= ) o — . . _ yY—
X = diag |:(X):|(N+1)2><(N+1)31 S(a)= dlag[S(a)](Nfo(Nﬂ)S veY=|" ,

Y (N+1)°xt

seklindedir.

Xl

[Qu(t) Y (8)Y ()]0 =QuXS(@)(X)S(2)(X')S ()Y, (48)

burada,

X' = diag[ XB ] , XB =diag[ X (t,)B]

(N+1)x(N+1)° (N+1)x(N+1)*

seklindedir.
Simdi, (3.11) siralama noktalar1 ve (4.3)-(4.8) matris bagmtilar1 yardimiyla

¢oziim metodunu olusturulsun. (4.3) denklemini kullanarak, (4.1) denkleminin

dogrusal kisminin genel matris bagintisi

[L[y(t )]](Nﬂ)x1 :Zm:PrXBrS(a)Y ,

r=0
W
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seklindedir ve benzer sekilde (4.4)-(4.8) matris bagmtilarin1 kullanarak, (4.1)

denkleminin dogrusal olmayan kisminin genel matris bagintisi

[N [y(ti )]J(N+l)><l =VY +2Y '

olur. Burada

seklinde tanimlanir. Boylece, temel matris denklemi

WY +VY +ZY =G,

ya da kisaca

W;V; Z: G], (4.9)
olarak yazilabilir ve burada,

G=[g(t) 9(t) -~ 9(t)].

seklindedir. Diger taraftan, (4.2) karisik kosullarin matris bagintisi, (4.3) matris
bagintisini kullanarak asagidaki gibi elde edilir:

UY =n=[UY;;n] i=01...,m-1, (4.10)
burada,

Ui =[u, U, ... uiN]::Z:;[aikX(a)+bikx(b)]BkS(a)Y,
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yapisindadir. (4.9) formundaki sistemden m satir sayisi ¢ikartildiktan sonra (4.10)
kosul matris matrisi (4.9) formunda yerine yazilir. Boylece, asagidaki arttirilmis matris

sistemi elde edilir:

[W; V;Z: GJ

Bu arttirilmis matris sistemi ¢oziildiigiinde, Y Dickson katsayilar matrisi elde
edilir ve bu katsayilar, (3.2) ¢6ziim formunda yerine yazildiginda Dickson polinom

¢Oziimiine ulasilir.

4.1.1. Kalan Fonksiyon ile Yakinsakhk Analizi

Ayati ve Biazar [83] calismalarinda homotopi pertiirbasyon metodu igin
Banach uzayinda yakinsaklik analizi gerceklestirdiler. Bu calisma dogrultusunda,
Dickson polinom ¢dziimiiniin tutarliligini, kalan fonksiyonu yardimiyla Banach
uzayinda inceleyelim. Ayrica, bazi yazarlar tarafindan yaklasik ¢6ziimleri gelistirmek
icin kalan fonksiyona dayanan hata analiz yontemleri kullanild: [10,11,17,84-86].

Kalan fonksiyonu farkli N ve o degerleri i¢in ayirt edici bir 6zellik gostereceginden,

Dickson polinom ¢oziimlerin davraniglarimi  inceleyebiliriz. Ry, (t) kalan

fonksiyonu, Y, (t) ¢Oziimii, (4.1) denkleminde yerine yazildiginda, yani

Rua (O =Ly () ]+ N[y ()]-0(1).

olarak elde edilir. Burada R, ,(t) fonksiyonu asagidaki gibi [a,b] veya (a,b)

araliklari icin sirasiyla

Ry.(t): [ab]>R,

veya

Ru.(t): [a+&b-¢]> R, (& yeterince kiigiik reel sayn),

olarak tanimlanabilir. Ayrica, R, (t) , Taylor agilim formunda yazilabilir:
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N
Ryg (t)=dy+dt+dt> +...+dt" =>"dt".

n=0

Simdi, yukaridaki bilgileri kullanarak, yakinsaklik analizi i¢in gerekli teoremi

olusturalim.

Teorem 4.1.1 B bir Banach uzay: géstersin. {R,, (t)}z:2 kalan fonksiyon dizisi bu

uzayda yakinsak olsun. Bu takdirde, asagidaki esitsizlik saglanir:
HRN+1,a (t)H S My HRN,a (t)H ' (4.11)

oyle ki 0< g, <1 ve g, B’de bir sabittir.

Ispat. Gostermemiz gerekir ki {RN,a (t)}z:2 kalan fonksiyon dizisi B’de bir Cauchy

vae (1) norm fonksiyonunu ele alarak, bu fonksiyonu

asagidaki gibi yazabiliriz:

IRy (t)H:sup{':z ‘tef[ab] yada[a+e,b- g]}}

ssup{ dlite
n=0

=‘RN+l,a (b)"

{[a,b] yada [a+ g,b—g]}}

boylece (4.11) esitsizligi b noktasinda
‘RN+1,a (b)‘ < Hy ‘RN,a (b)‘ : (4.12)
olarak yazilabilir. (4.12) esitsizligi

[Ru s (0) <[Ryne (B) =Ry ()] < (11 ~1)[Ry . (b)].
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seklinde yazabilir ve bu esitsizlik asagidaki gibi genellestirebilir:

olarak yazilabilir ve bu esitsizlikte g4 <1 olarak alindiginda

lim [R,, (b)-Ry,, (b)|=0,

N,K—ow

olur. Boylelikle, {RN’a (b)}oo dizisi B Banach uzayinda Cauchy dizisi olup

yakinsaktir.

4.1.2. Model Problemler

Bu boliimde, baz1 model problemler ¢oziilecektir ve elde edilen sonuglar, farkli

o parametresi ve N hesaplama limiti i¢in degerlendirilip, bu sonuglar sekil ve

tablolarda gosterilecektir.

Problem 4.1.1. [86,87] Elektriksel problemlerde kullanilan, Van Der Pol osilator

denklemini
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y"(t)-0.05(1-y* (1)) y'(t) + y(t)=0, 0<t<1,

olmak tizere baslangi¢ kosullarini y(O) =0 ve y’(O) =0.5 olarak ecle alalim. Burada,

P,(t)=P,(t)=1,P,(t)=-0.05,Q,,(t)=0.05. Temel matris denklemi asagidaki gibi

olusturulabilir:

[P, X +P,XB+P,XB?} S ()Y +Q21xs(a)(i)§(a)(>?')§(a)\7=G,
w Z
burada N=2 i¢in
100 ~0.05 0 0 005 0 O
PBh=P=/010],R= 0 -005 0 |, Qy 0 005 0 [,
001 0 0 -005 0 0 005
12(1) 100022000 0 0 2
X=[1 = =|,X=|0 001 = =00 0[,B°=|0 0 0],
2 4 2 4 -
111 0000O0O0T1T1]1
2 0 2a
S(a)=[0 1 0 |, X =d|ag[(x5)lw)zx(w,
00 1
010000000
XB=/0 0001100 0f,
000000012

ve siralama noktalari

olarak ifade edilir. Kosullarin matris bagintisi

[Uy; m]=[2 0 —2a ; O]ve[U,; n]=[0 1 0 ; 05],

28



olarak yazilabilir. Kosul matrisleri, W matrisinde yerine yazildiginda, arttirilmis

matrisi

WY +2Y =G, (4.13)
elde edilir. (4.13) arttirilmis matris sistemi ¢oziildiigiinde Dickson polinom katsayilar

{y, =0.012667, y, = 0.5, y, = 0.012667!,

olarak elde edilir. Bu katsayilar, (3.2) ¢6ziim formunda yerine yazildiginda, Dickson

¢Oziimiinl, =1 i¢in

)| = iyn D, (t,1)=(0.012667)2+(0.5)t+(0.012667)(t* - 2)

= 0.5t +0.012667t,

olarak elde edilir. (4.13) sistemini, N=2"den N=5’e kadar ¢o6ziilerek, kalan fonksiyonu
farklit N ve « i¢in bulunabilir. Tablo 1°de, N=3 ve N=5 i¢in Dickson polinom
¢oziimleri, Runge-Kutta, Gear ve Chebyshev seri metotlarinin [87] ¢éziimleri ile
karsilastirilmaktadir. Tablo 4.1.1°den goriilecegi lizere diger metotlara hizli bir

yaklasim saglanmuigtir.

Simdi, Teorem 4.1.1°1 kullanarak, Dickson polinom ¢6ziimlerinin tutarliligini

inceleyelim:

N+1
HRN+1,0: (t)H:SUp{ ~ n

L te 01]}<sup{N " te[o,l]}:‘RNﬂ,a (1),

=0

bu ifade

‘RN+1,0: (1)‘ < /uN ‘RN,a (1)‘ )

olarak ifade edilir. Bu takdirde, kalan fonksiyonlar dizisi, ¢ =0 igin
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0

IR @}, ={IReo O] Roo (W] [Reo ) [Reo (D))}

olarak hesaplanir ve buradan

= {‘ - (1)‘ ‘RA"O (1)‘ ‘Rs,o (1)

‘Rz,o (1)‘ , ‘Rs,o (1)‘ , ‘R4,0 (1)

seklinde yazilip ve

‘RN +1,0 (1

Ry (1)

{‘<1,

{0.5182, 0.0568, 0.0286, 0.0031,...},

“ - } ={0.1096, 0.5041, 0.1093,...},

olarak ifade edilir. Kolayca goriilebilir ki {Ry o (1)} dizisi [Ry.;o (L)< sy [Ry o (1)

esitsizligini, £, <1 ve t=1 degerlerine gore saglar. Boylece {RN,O (1)}:]:2 dizisi, B

uzayinda yakinsaktir. {‘RN,O (t)‘}:,z dizisinin ilk dort terimi Sekil 4.1.1°de ayrica

gosterilmistir. Gortlilecegi lizere N degeri arttirildikca, bu ilk dort terim sifir degerine

yaklasmaktadir.

Tablo 4.1.1. Problem 4.1.1 i¢in Dickson polinom ¢oziimlerinin diger metotlarin
¢oziimleri ile karsilastirilmas.

yi(t);
N=3, =05

Chebyshev
seri N=10
[87]

Runge-Kutta
metodu [87]

Gear
metodu [87]

0.0
0.2
0.4
0.6
0.8
1.0

0

0.0998345862
0.1966697402
0.2865025553
0.3653301246
0.4291495412

0.0998313015
0.1966562669
0.2865564127
0.3658540489
0.4312717286

0

0.0998321663
0.1966564148
0.2865373683
0.3657715085
0.4310507066

0

0.0998321792
0.1966564313
0.2865373842
0.3657715349
0.4310507546

0

0.0998321668
0.1966564167
0.2865373709
0.3657715117
0.4310507104
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Sekil 4.1.1. Problem 4.1.1’in « =0 ve N=2-5 i¢in kalan fonksiyonlari.

Problem 4.1.2. [2,88-91] Iyonosferik yiikseklik problemlerinde kullanilan dogrusal
formdaki Schlémilch’in integral denklemini

w2

2 . _ 2
;‘([y(tsm(s))ds_lwzt , —m<t<rm,

ele alahm. Bu denklemin tam ¢dziimii y(t)=1+2zt* *dir. Wazwaz [88,89] bu

denklemin bazi simiflarin1 bir diizenleme yontemiyle beraber Adomian ayristirma
metodunu kullanarak ¢ozmiistiir. Burada, bu denklem herhangi bir diizenleme
yapmadan direkt olarak ¢ozebilir yani baslangi¢ hesaplama limitini N=2 alarak temel

matris denklemi

—XIS(a)Y =G,
2 X1 )
seklinde olacaktir ve burada
1 -z ~° -
X=[1 0 0 ,Izjdiag[l sin(s) Sinz(S):IdS,G=[1+7Z'3 1 1+7r3]T,
T 72_2 0
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matris yapilart mevcuttur. Bu matris denklemi ¢oziildiigiinde
{¥,=0.5+27a,y,=0,y,=2x},

Dickson polinom katsayilari elde edilir ve bu katsayilar, (3.2) formunda yerine

yazildiginda, ele alinan problemin

Y, (t) = ZZ) Y,D, (t.a) =(0.5+27a)2+0+(27)(t* - 2ar) =1+ 271>,

n=0
olarak tam ¢oziimiine ulasilir. Ayrica, N > 2 i¢in ayn1 ¢6ziim elde edilmektedir.

Problem 4.1.3. [89] Dogrusal olmayan formdaki Schlémilch’in integral denklemini

g 2l 3 y
;!y (tsm(s))ds—?, n<t<rm,

ele alalim. Denklemin tam ¢0ziimii y(t)=t2 ’dir.  Denklem, N=2 ve

a={-1,0, 0.1, 1} i¢in ¢dziilsiin. O halde temel matris denklemi

olarak olusturulur. Burada,

1 -7 #°
X=[1 0 0|, M,(s)=diag[1 sin(s) sin’(s)],
1 = °

X, (sin(s))=[1 sin(s) sin’(s)],
M, (s) =diag[ X, (sin(s)) X,(sin(s)) X,(sin(s))]. X,(t)=diag[1 t t*],
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M, =diag| X,(-7) X,(0) xz(n)],G{% 0 %}

matris yapilart mevcuttur. Temel matris denklemi ¢oziildiigiinde farkli & i¢in Dickson

polinom ¢oziimleri

y,(t) | =—85473+1.7321t%, y,(t) | =2.7756x10"" +4.291x10 °t +t7,

a=0 a=0.1

Y,(t) | =t%, y,(t) | =-2.2205x107"° +8.9548x10"°t +t*,
a=1

a=-1

elde edilir. Burada vy, (t) | i¢in tam ¢Oziime ulasilmistir. Ayrica, Y, (t) | ve
a=1 a=0.1

Y, (t) | ¢Oziimleri, tam ¢dziime ¢ok yakin ¢oziim yapilaridir. Bu ¢oziimler Sekil

a=-1

4.1.2°de gosterilmistir.

g - Tam ¢dzim &l
- . —-*-—yzﬁt); =01 0

Sekil 4.1.2. Problem 4.1.3 i¢cin N=2 ve farkli @ degerleri kullanarak Dickson polinom
¢Ozlimlerinin tam ¢6ziim ile karsilastirilmasi.

Problem 4.1.4. [89,92-98] Genel yapidaki birinci tipteki Bratu problemini

y”(t)+ley<t) =0, 0<t<1,
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olmak {izere y(O) =0 ve y(l) =0 (veya y’(O) =0) baslangi¢ (veya sinir kosullari)

altinda ele alalim. Birgok yazar, Bratu problemini sayisal levha lizerinde [92], termal
yanma teorisinde [93], evrenin genislemesini tasvir eden Chandrasekhar modelinde
[94], elektro lif ¢ekimi yonteminde [95] kullanmislardir. Ayrica, Adomian ayristirma
ve homotopi pertiirbasyon yontemlerini kullanarak Bratu tipindeki problemleri
¢cozmiislerdir [89,96,98].

Simdi, bu problemi ¢6zmeden 6nce ¥ fonksiyonunun Taylor seri agilimini

kullanarak, bu problemi

2 2 3
ey (t)+A+Ay(t)+ Zyz(t) =0 vee,:y"(t)+A+Ay(t)+ /Iyz(t) + /1y6(t) =0,

olarak iki formda yazabiliriz. e, ve e, denklemlerinin temel matris denklemi

e {PX+P,XB’} S ()Y +Q;,XS () X (S(a))Y =G,

e

olarak olusturulur.

Yukaridaki denklemler, A = {—7:2, -2, 2} , N=3, 4 ve farkli o degerleri i¢in

¢ozilsiin. Tablo 4.1.2°den goriilecegi iizere elde edilen sonuglar, Laplace ayristirma
metodunun (LDM) [97] sonuglarina gore ¢ok daha tutarhidir. Sekil 4.1.3-4.1.5’den
goriilecegi lizere farkli A, o ve N degerleri i¢cin Dickson polinom ¢o6ziimleri,
denklemin tam ¢oziimii ile uyum igerisindedir. Sekil 4.1.3-4.1.5’den ayrica fark
edilecegi tlizere o parametresi elde edilen ¢oziimlerin davraniglarinda 6nemli rol
oynamaktadir. Sekil 4.1.6’da A =—7° i¢in tam ¢oziime yakin bir yaklasim elde
edilmistir, benzer bir yaklasim homotopi pertiirbasyon metoduyla [98] elde edilmistir.

Kalan fonksiyonlarin grafikleri A =2 degeri i¢in Sekil 4.1.7°de gosterilmektedir.
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Tablo 4.1.2. Problem 4.1.4’tin A =2 igin Dickson polinom ¢6ziimiiniin ve mutlak
hatanin karsilagtirilmasi.

t Tam ¢6ziim Y, (ti ) : LDM [97] |e4 (ti )| : |eLDM (ti )|
() [97] &, a=0 &, =0 [97]
0.1 0.1144107440 | 0.1137542000 | 0.1122817141 | 6.566e—04 | 2.129e-03
0.2 0.2064191156 | 0.2049549134 | 0.2022094162 | 1.464e—-03 | 4.210e—-03
0.3 0.2738793116 | 0.2715097812 | 0.2676925058 | 2.370e—-03 | 6.187e—-03
0.4 0.3150893646 | 0.3119381017 | 0.3070874506 | 3.151e—03 | 8.002e-03
0.5 0.3289524214 | 0.3253708298 | 0.3193532294 | 3.582e—-03 | 9.599¢-03
0.6 0.3150893646 | 0.3115505775 | 0.3041598403 | 3.539e—-03 | 1.093e—-02
0.7 0.2738793116 | 0.2708316139 | 0.2619458909 | 3.048e—-03 | 1.193e-02
0.8 0.2064191156 | 0.2041798649 | 0.1940413072 | 2.239e—-03 | 1.238e—-02
0.9 0.1144107440 | 0.1131729137 | 0.1035373785 | 1.238e—03 | 1.087e—-02
0.5 T T T T T T T
0.45 i
04f b 4 i
035 /.1_‘;_\- \'“-.& 1
I T
> 03fF ~ /.,"H ~ J
/-/. /q’ & .\f’:‘,{
0.2517 si('/ g & Tam gziim; A=2 . -'\_‘ i
il ’,-’:}3’ —<-y,tfora=0&e, q ‘-\._\ |
i —a-—y,(t)fora=0&e, N
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Sekil 4.1.3. Problem 4.1.4’tin e,, A =2, N=3,4 ve farkli & degerleri i¢in Dickson

polinom ¢odziimlerinin tam ¢6zlim ile karsilastirilmasi.
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Sekil 4.1.4. Problem 4.1.4’tin e, A =2, N=3,4 ve farkli & degerleri i¢in Dickson
polinom ¢oziimlerinin tam ¢6zlim ile karsilastirilmasi.
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Sekil 4.1.5. Problem 4.1.4%iin {e,e,} , A=-2, N=4 ve farkli « degerleri i¢in

Dickson polinom ¢dziimlerinin tam ¢dziim ile karsilastirilmasi.
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5 Tam ¢ozim; A=-n?
—= —ya(t); n=-1& e,
— yz(t); o=4 & e,

— yal{t); a=0 & e,

Sekil 4.1.6. Problem 4.1.4’{in e,, 1 =-7z", N=3 ve farkli & degerleri igin Dickson
polinom ¢odziimlerinin tam ¢6zlim ile karsilastirilmasi.
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ol o5 IRy, e, & A=2 I |
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]
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(=]
- Ini| -
IR, o

Sekil 4.1.7. Problem 4.1.4’in e,, A=2, N=3,4 ve a=0 degerleri i¢in kalan
fonksiyonlariin karsilastirilmasi.

Problem 4.1.5 [99-104] Blasius’un sinirlayici tabaka problemini

0+ 530y (0)=0, tefo)
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olmak iizere y(0)=0, y’(0)=0, y'(«)=1 kosullar1 altinda ele alalim. Bu problem

akigkan mekaniginde bir¢ok bilim insanlari tarafindan kullanilmigtir [99,100]. Blasius
[99] bu problem i¢in seri metoduyla bir ¢oziim elde etti. Ayrica, baz1 sayisal ve yari
analitik yontemler ¢éziimiiniin davranisini incelemek i¢in kullanilmistir [101-104].

Burada tiglincii kosuldan goriilecegi lizere problemi ¢ozmek i¢in bazi diizenlemeler

yapmak gerekecektir. Bu amag ile yazarlar iiiincii kosulu y”(0) =7 olarak belirledi

ve boylece 7 degerini, ¢oziimiin kesinligini arastirarak hesapladilar [101-104].

Burada 7 =0.333338 olarak alinacaktir [102]. O halde temel matris denklemi

P,XB’S ()Y +Q, XS (a) X (B*)(S(a))Y =G,

olarak olusturulur. Kosullar, bu matris denklemine eklendiginde te[0,5.5] dahili

durumu [102] i¢in Tablo 4.1.3’te tasvir edilen sonuglar, N=5 ve o ={0, 0.5} ile elde

edilmistir. Goriilecegi tizere, sunulan metot, Taylor serisi (TS), Adomian ayristirma

(ADM) ve diferansiyel doniisiim (DTM) metotlar1 [102] ile iyi uyum igerisindedir.

Tablo 4.1.3. Problem 4.1.5 i¢in metotlarin karsilastirilmasi.

Ys (ti) vl Ys (ti ) : TS ADM DTM
t. 4=0 0—05 [102] [102] [102]
001 0 0 0 0 0

0.5 | 0.0417 | 0.0415 | 0.0415 | 0.0415 | 0.0415
1.0 | 0.1664 | 0.1652 | 0.1656 | 0.1656 | 0.1656
15 | 03727 | 0.3685 | 0.3702 | 0.3701 | 0.3702
2.0 | 0.6560 | 0.6466 | 0.6502 | 0.6500 | 0.6501
2.5 | 1.0074 | 0.9902 | 0.9965 | 0.9963 | 0.9965
3.0 | 1.4121 | 1.3851 | 1.3971 | 1.3968 | 1.3971
3.5 | 1.8473 | 1.8101 | 1.8442 | 1.8377 | 1.8381
40 | 2.2816 | 2.2360 | 2.3065 | 2.3057 | 2.3063
45 | 2.6725 | 2.6240 | 2.7902 | 2.7901 | 2.7930
5.0 | 29652 | 2.9245 | 3.2422 | 3.2833 | 3.3284
5.5 | 3.0912 | 3.0757 | 3.2049 | 3.7806 | 4.4050
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Problem 4.1.6. [105-108] Oksijen difiizyon problemini

V(04 2y (0)= 0.76129y (t)

V(0= y(t)+0.03119"

0<t<1,

olmak iizere y'(0)=0 ve 5y(1)+y'(1) =5 karisik kosullar1 altinda inceleyelim. Bu

problem, N=4 ve a =60 degerleri i¢in ¢oziildiikten sonra Tablo 4.1.4’de sayisal
sonuglar karsilastirilmaktadir. Tablo 4.1.4°1 inceleyerek belirtmek gerekir ki Dickson
polinom ¢oziimiinli, & parametresi yardimiyla diizeltilip tutarli hale getirilmistir.
Ayrica, Tablo 4.1.4°den belirtmek gerekir ki sunulan metodun hesaplama limiti,
Bernoulli islevsel matris (BOM, n=14) [107] ve B-spline (n=60) [108] metotlarinin

hesaplama limitlerinden kiigtiktiir.

Tablo 4.1.4. Problem 4.1.6 i¢in metotlarin karsilastirilmasi.

Ya(t); BOM n=14 | B-spline n=60
t, o — 60 [107] [108]
0.0 | 0.82391698 | 0.82848328 | 0.82848327
0.1 | 0.82525940 | 0.82970609 | 0.82970608
0.2 | 0.82925815 | 0.83337473 | 0.83337472
0.3 | 0.83586847 | 0.83948991 | 0.83948990
0.4 | 0.84504310 | 0.84805279 | 0.84805277
0.5 | 0.85673216 | 0.85906493 | 0.85906491
0.6 | 0.87088322 | 0.87252832 | 0.87252831
0.7 | 0.88744131 | 0.88844531 | 0.88844530
0.8 | 0.90634886 | 0.90681855 | 0.90681854
0.9 | 0.92754576 | 0.92765099 | 0.92765098
1.0 | 0.95096931 | 0.95094580 | 0.95094580

Problem 4.1.7. [109-114] Kiris problemini

y(4)(t)+ f(t)y(t)=g(t), 0<t<1,

olmak iizere y(0)=0, y(l) =0, y"(0)=0, y"(1)=0 kosullari altinda ele alalim.

Kiris problemi, matematik ve miihendislik alanlarinda yaygin olarak kullanilmaktadir

[109-114]. Bu problemin analitik ¢oziimii Timoshenko ve Woinowsky-Krieger [109]
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tarafindan sunulmustur. Sonradan, Usmani [110] f(t) fonksiyonsal katsayisini

—f (t)<z olarak belirledi ki bu da bir tek ¢dziimii saglamaktadir. Son yillarda,

problemin pozitif ve negatif ¢6ziimleri i¢in varlik ve teklik teoremleri ayrica
calistlmistir [111]. Simdi, Bougoffa ve ark. [112] ve Bonanno ve Bella [113]

tarafindan ¢alisilan elastik kiris problemini asagidaki formdaki gibi ele alalim:

2 4 4

y (t)+% yo (1) - y(t):%sin(ﬁt), 0<t<1,

kosullar yukaridaki belirtilen kosullar olmak {izere problemin tam ¢ozimi

y(t) =sin(zt) dir. Temel matris denklemi
{P,X +P,XB’ + P,XB*| S (a)Y =G,

seklinde olacaktir. N=5-11 alarak metot uygulandiktan sonra problem ¢oziiliir.
Dickson polinom ¢6ziimii, tam ¢6ziim ile beraber Sekil 4.1.8’de resmedilmistir.

Buradan, ¢6ziimlerin tutarli oldugu goriilmektedir.

Teorem 4.1.1’den Dickson polinom ¢oziimlerinin yakinsakligi incelenirse

teorem geregi

N+1

Dt

n=0

d "

HRN+1,0: (t)H = Sup{

: te(O,l)}Ssup{':i; : te(O,l)}:‘RNM (1—5)‘,

olarak yazilir ve

Ryse (1-8)| < sy |Ry (1),

seklinde elde edilir. Burada & yeterince kiigiik reel bir degerdir. £=0.1 olarak

secerek kalan fonksiyonlar dizisi =1 i¢in
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(IR, (09)))" = {\Rm(oe)\,\Re,l(0.9)\,\R71(0.9)\,\R81(o.9)\,},
Ros (09)][Ro (09)][Ress (0.9)]

olarak yazilabilir ve

Z{‘RM(OB)‘ IR, (0.9)] |Re1(0.9)] [Ry1(0.9)] Ry, (0.9)] |Ry,(0.9)] }
" [Re2(0:9)]|Rs1(0.9)] 'R, 1 (0.9)] '[Rex (0-9)] Ry (0.9)] "[Ryp (0-9)]
={0.10755,0.96580,0.10102, 0.71674,0.05613,0.55576, ...},

olarak elde edilir yani

elde edilir. Burada goriilecegi lizere { R (0.9)}:::5 dizisi,

|Ry,11 (0.9)| < 22y [Ry 1 (0.9)] esitsizligini, 14, <1 ve t=0.9 degerlerine gore saglar.

Dolayisiyla, bu dizi B uzayinda bir Cauchy dizisi olup yakinsaktir. Kalan
fonksiyonlar ve mutlak hata fonksiyon grafikleri sirasiyla Sekil 4.1.9 ve Sekil
4.1.10°da gosterilmistir.

1.1
ik
o
0.9r :
\ A
08
.\
>0.7r 3,
0.6 8- Tam ¢éziim
—x—Y,,(t) a=1
0.5 yg(t); a=1
—a —Yy,lt) a=1
0.4 8
03 1 1 1 1 1 1
0.1 0.2 0.3 0.4 05 06 07

Sekil 4.1.8. Problem 4.1.7 igin Dickson polinom ve tam ¢oziimlerin karsilagtirilmasi.
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Sekil 4.1.9. Problem 4.1.7 igin kalan fonksiyonlarinin fiziksel davraniglarinin
karsilastirilmast.

Mutlak hata

—A-— |89{t)|; a=1

2r —)(—|E11(l:]|;rt=1 -

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

Sekil 4.1.10. Problem 4.1.7 i¢in mutlak hata fonksiyonlarinin karsilagtirilmas.

4.2. En Genel Yapidaki Fonksiyonel Gecikmeli Integro-Diferansiyel
Denklemlerin Coziimii

Bu béliimde, en genel yapidaki fonksiyonel integro-diferansiyel denklemlerin
¢oziimlerini elde etmek i¢in Dickson matris-siralama metodunu gelistirilecektir ve
literatiirde bulunmayan bu en genel yapidaki denklemleri etkin bir sekilde sayisal
¢cozliimlerini elde edebilmesi amaclanmaktadir. En genel yapidaki fonksiyonel

gecikmeli integro-diferansiyel denklemleri
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P, ()Y (hy (1) = F O+ 34, | Ky (t5)y" (g, (s))ds,  (414)

olmak tlizere ve

m-1
a,y" (a)+b,y¥ (b)=y,, i=01,...,m -1, (4.15)
k=0
karigik kosullari altinda ele alahm. Burada, t,se[a,b], RB;(t), f(t), K (ts),
hi(t), 9n(s), u,(t) ve 9, (t) fonksiyonlar, [a,b] araliginda analitik

fonksiyonlardir (a<u, (t)< 3, (t)<b). 4, uygun bir sabittir. Fonksiyonel gecikme

fonksiyonlar1 hy (t) ve grv(s) yardimiyla (4.14) denklemi asagidaki denklem

yapilarina kolayca déniistiiriilebilir:

[ ]
>
=
e — Y )

Ayrica, yukaridaki ifadelere ek olarak, (4.14) denklemi farkli yapilarda ele
alinabilir. Ornegin, gecikmeli (ya da fark) diferansiyel denklemler, integro-

diferansiyel-fark denklemler ve integral denklemler vb.

(4.14) denklemi kisaca

olarak yazilabilir ve burada D, (t) ve | (t) ifadeleri sirasiyla diferansiyel ve integral

kisimlarin1 gostermektedir.
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Simdi X(t) Taylor polinomunun matris formu ile E(t) ortoeksponansiyel
polinomunun matris formu arasindaki bagmtiy1r olusturalim. Bu bagmti kalan
fonksiyonunun karakteristik davranisini belirlemede kullanilacaktir. Ama O6nce
eksponansiyel ve ortoeksponansiyel polinomlar1 hakkinda temel bilgi verelim [115-
118]. Son yillarda her iki polinomda pantograf tipindeki gecikmeli diferansiyel

denklemleri ¢dzmek iin kullanildi [117,118]. {1, e, e™,..., e™,...} eksponansiyel
polinomlar dizisini belirtsin [117]. Benzer sekilde, siklikla ortoeksponansiyel olarak
adlandirilan ortogonal eksponansiyel polinomlar, E(t)=[e” e™ e ... e™]

matris formunda gosterilir [118]. Bu takdirde, X(t) ile arasindaki E(t) baginti

) (W (1 ]
) . 1 2! Kl
et o\t _9)\2 9\ _to_
L, @ @ 2" [t
e 1 2! ! t
R G G R = i | R
s T
e—(K+l)t : : tK
BT |, (oK -1y (-K-1) (K -1)" [XT(®)
i 1 2! Kt |
TT
olarak olusturabilir. Kisaca
E(t)=X(t)T=X(t)=E()T, [T|#0, (4.16)

olarak tanimlanabilir. Simdi, D, (t) ve I(t) kisimlarmin matris bagmtilar: sirasiyla

olusturulsun. (3.4) bagintisinda t — hy (t) yerine yazarak asagidaki matris bagmntisi

elde edilir:

y" (hy (t))= X (hy (1)) B*S ()Y, (4.17)
burada,

X(hkj(t)):[l hkj(t) hkzj(t) hg(t)}
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olarak ifade edilir. Benzer sekilde,
¥ (9n (s))=X(9,(s))B'S(a)Y, (4.18)

yazilabilir. (3.11) siralama noktalarin1 ve (4.17) matris bagintisini, D, (t) kismina

ekledigimizde, D, (t) kisminin temel matris denklemi

™ M
Dy =Y > P X;B“S(a)Y, (4.19)
k=0 j=0
seklindedir ve burada
D, (t,) Pi(tt) O 0
o= )| p | O R 0
D, (ty) 0 0 Py (ty)

matris yapilar: mevcuttur.

Integral kisminda yer alan K, (t,s) ¢ekirdek fonksiyonu

3 Kets = K, (65) = X (£)C, X (5), (4.20)

i=0 j=0
olarak yazabilir. Burada,

L1 87K, (0,0)
Co=lef]. q Tt atos)

i, j=01...,N
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olarak hesaplanir. (4.18) ve (4.20) matris bagmtilari, |(t) formunda yerine

yazildiginda, I(t) kismi i¢in

[1(1)]=3 3 2,X (1)C,. Q. (1) B'S (a)Y | (4.21)

Qrv(t)zrj X" (s)X (9, (s [I s"g" (s } dm ()], mn=01...,N

olarak ifade edilir. (3.11) siralama noktalarini, (4.21) temel denkleminde yerine

yazarak | (t) kisminin temel matris denklemini

M3 M

z=22

r=0v

OM"‘
—
X
~—
—_—
O]
<
—_—
Z|
\<_/
m
U)
/—\
\_/
-<

(4.22)

seklide olusturabilir. Burada,

1(t,) X(t,) O 0
2 R COR B IR LY 0 |
I ( N) (N+1)x1 0 0 0 X (tN) (N+1)x(N+1)
Crv 0 O Qrv (tO)
Erv = 0 " 0 ) Mrv = Qrv:( )
0 0 0 C, (N+2)*x(N+1)* Qn (tN) (N+1)°x(N+1)

matrisleri yer alir. (4.19) ve (4.22) matris denklemleriyle, (4.14) denkleminin temel

matris denklemi
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{imzz P, X, B" -fizmm(ew)(m)Br}s(a)v “F,

k=0 j=0 r=0 v=0
W
elde edilir ya da kisaca
{Dy-Z}Y =F,
%’_J
W

gosterilir. Bu ifade {Y,, ¥;,---, Yy} bilinmeyen Dickson katsayilart igin (N+1) tane bir

cebirsel denklem sistemine denktir [10,11]. Temel matris denklemini
WY =F veya [W ; F], (4.23)

kompakt formunda yazabiliriz. Burada

matris yapisindadir.

(3.4) matris bagintisi ile (4.15) karigik kosullarin matris bagintisi
UY =y, =[U;; w], i=01...,m -1, (4.24)

olarak olusturulur ve burada
m -1
U =[u, U, ... uy]=D[a.X(a)+b X (b)B*S(a)Y,
k=0

seklindedir. (4.23) formunda yer alan m, satir sayis1 kaldirilip yerine satir sayis1 kadar

(4.24) kosul matris(leri) eklendiginde asagidaki arttirilmis matris sistemini elde edilir:

47



Woo Wo, Won ) f (to)
Wio Wi, Win ) f (t1)
I: Y IE:| N WN—m1 0 WN—mi,l WN—m1 N ’ f (tN—ml)
Uoo Uoy Uon ) Y,
Uy Uy Uy ) A
| Un10  Umo1n Upan s Vi -1

burada rankW :rank[VV ; If] = N +1’dir. Boylece, Dickson katsayilar matrisi

Y=(W)"F,

elde edilir. Son olarak bu katsayilar, (3.2) ¢6ziim formunda yerine yazildiginda

Dickson polinom ¢6ziimiine ulasilir.

4.2.1. Hata Analizi ve Ortoeksponanasiyel Kalan Fonksiyonun
Karakteristik Davranisi

Kalan fonksiyona dayali diizeltme ve teorisi, Oliveira [84] ve Celik [85]’in
calismalarinda bulunabilir. Dickson matris-siralama yontemi igin kalan fonksiyona
dayali hata analizi, Kiirk¢li ve ark. [10,11] tarafindan gelistirilmistir. Buradan yola
cikarak, kalan hata analizini, (4.14) denkleminin Dickson polinom ¢ozlimlerini

gelistirmek icin diizenlensin. Algoritmik olarak bu analiz agsagidaki gibi verilebilir:

Adim 1: Yaz Ry (t)« L[y, (t)]- f(t), burada L[y, (t)]=D, (t)-1(t)
seklindedir;
Adim 2: Yaz L[e, (t) |« L[ y(t)[-L[yy (t)]=—Ry(t),

burada ey (t)=y(t)—y, (t) seklindedir;

m, -1
Adim 3: Yaz )| [ajkefj" (a)+b,el’ (b)] «0;

k=0

Adim 4: 2. ve 3. adimdaki problemi ¢oz;
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M
Admm 5: Bul e, (t)« > y,D,(t,«), burada e, (t), hata probleminin Dickson

n=0
polinom ¢oziimiidiir ayrica tahmini hata fonksiyonu olarak da adlandirilabilir;

Adim 6: Yaz vy, (1)< yy(t)+ey, (t), burada y,,, (t) dizeltimis Dickson
polinom ¢oziimidiir;

Adim 7: Yaz Eg, (t)«<y(t)-yyu(t) , burada Eg, (t) dizeltilmis hata

fonksiyonudur.

Boylece, kalan hata analizi tamamlanmis olur. Ayrica, sayisal
karsilagtirmalarda kullanmak i¢in 6, ve o, hata hesaplarindan yararlanilir

[119,120]:

Oy =

1 e (h) ve o, :\/: e\ (ti)/\/gyz (t), (4.25)

1
N ¢

burada t,,t,...,t, noktalart (3.11) siralama noktalaridir. (4.25) formiillerinden

yararlanarak asagidaki diizeltilmis hata hesab1 yapabilir:

S = i SR 4) v o = (SR () /S0,

burada E, , (t), kalan hata analizinden elde edilen diizeltilmis hata fonksiyonudur.

Simdi, ortoeksponansiyel kalan fonksiyonunu olusturarak, N hesaplama

limitine gore karakteristik davranigini arastirilsin.

Teorem 4.1. N hesaplama limiti arttirildik¢a ve t, b degerine yakinsarken

R, x (t)‘ —0

gerceklesir bu da ortoeksponansiyel kalan fonksiyonunun karakteristik davranisini

belirler.
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Ispat Ortoeksponansiyel kalan fonksiyonunun matris bagmtisini olusturmak igin

Ry (t) fonksiyonunun K’nei dereceden Taylor agilimini alinsin. Burada K degeri

K > N =2 olarak alinir. Boylece, Ry (t) nin matris bagintisi

o]
Cl

Ry(t)=cp+ct+..+¢t"=[1 t t* - t“|lc, |=X(1)J, (4.26)
X |
_CK_
J

olarak yazilabilir ve burada c,,c,,...,c, reel sabitlerdir. (4.16) matris bagintisini,

(4.26) denkleminde yerine yazarak Ry (t) fonksiyonu

Ry (1)=E()T "I =de" +de? +...+d.e ", (4.27)

ortoeksponansiyel kalan fonksiyonu formunda olarak yazabilir. Burada, R,  (t), bir

azalan fonksiyon olup minimum degerini b noktasinda alir ve d, katsayilari, T™J

matris islemiyle bulunur.

(4.27) denklemi kullanilarak, N arttirildik¢a ve t, b degerine yakinsarken

R (t)‘ — 0 olur ve bu ifade ortoeksponansiyel kalan fonksiyonun bir karakteristik
davranigini belirler. Bir diger deyisle L[yN (t)] ile f (t) arasindaki fark azalir; bu

durum R, (t) fonksiyonu iizerinde etkili olur.

4.2.2. Sayisal Ornekler
Metodun, uygulanabilirligini ve etkinligini gostermek icin ¢esitli 6rnekleri ele
alinsin. Sayisal sonuglar tablolarda tartisilip ve Dickson polinom ¢oziimleri, sekillerde

yorumlanacak ve ¢oziimlerin kararliligi, & parametresine gore simiile edilecektir.
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Ornek 4.2.1. [119] Fonksiyonel Fredholm integral denklemini

1
y(t)+ey(hy(t))=3e" +e"V" —je"sy(s)ds, ~1<t,s<1,
O

ele alahm. Burada, hy(t)= {t2 12, sin(t), te‘t} fonksiyonlarini gostermektedir.
Denklemin tam ¢oziimii y(t) = e dir. Simdi, denklem, N=8, M=9, & =0.5 ve farkli
hy (t) parametreleri i¢in ¢dziilsiin. o ve oy ,, hata hesaplamalari, Tablo 4.2.1°de

Chebyshev siralama metodu [119] ile karsilastirilmistir. Sekil 4.2.1°den goriilecegi

tizere kararli Dickson polinom ¢6ziimleri, o parametresinin | :[—4><103,8><103]

araliginda yer almaktadir ve o =-5x10° ya da o =8.5x10° oldugunda, elde edilen

¢oziim, tam ¢O6zim ile uyumlu degildir. Ayrica, Taylor a¢ilimmi K=50 alarak,

ortoeksponansiyel kalan fonksiyonu farkli N’ler i¢in olusturulmustur. R,,(t) ,

R.s(t), R.;(t), R(t) ve R,;,(t) fonksiyonlarmin karakteristik davramsi

lim{

t—>1

Ros (1), [Rer (D), [Res (D)), [Roo (1))}

:{8.23e—01, 3.37e—04, 7.59e-05, 4.74e—-06, 6.15e—09},

R.2 ()

olarak elde edilir.

Tablo 4.2.1. Omnek 4.2.1 igin &, ve oy v hatalarin karsilagtirilmast.

h (t) t7/2 sin(t) te™
o Og9 Oy Og9 Oy Oy Og
a=05 [119] a =05 [119] a=05 [119]
Hata | 4.12e—08 | 4.34e—07 | 1.14e—09| 4.14e—09 | 1.29e—-06| 2.41e—06

Ornek 4.2.2. [120,121] Volterra-Fredholm integral denklemini

hOO (t)

1
y(t):eit—et(hoo(t)—l)-k J‘ et+sy(s)d5_Iet+mo(5)y(hoo(S))dS, 0<t,s<1,
0

0

ele alalim. Burada, hy, (t)=In(t+1) olup ve denklemin tam ¢dziimii y(t)=e™" dir.
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Sekil 4.2.1. Ornek 4.2.1%in hy, (t)=sin(t) degeri icin Y, (t)| kararh ¢dziimiiniin
I =[—4><103,8><103] araligidaki kontur grafigi.
Denklem, N={2,5} ve M={3,6} degerleri i¢in ¢ozildiigiinde elde edilen

sonuclar Tablo 4.2.2’de Lagrange ve Taylor metotlarinin [120,121] sonuglari ile
karsilastirilir. Tablo 4.2.2 ve Sekil 4.2.2°den goriildiigii gibi Dickson polinom ¢oziimii,

N ve M degerlerinin arttinlmasiyla gelistirilmistir. K=50 i¢in R,,(t), R.;(t),
R.4(t), R.s(t) ve R.(t) ortoeksponansiyel kalan fonksiyonlarmin karakteristik

davranisi

MR, (V) [Rea (O] [Rea (O] [Res (O] [Res (V)]

t—l
={5.31e—-02, 2.38e—02, 6.42e—03, 104e—03, 2.48e—05},

tutarli olarak elde edilir.

Ornek 4.2.3. Ikinci mertebeden fonksiyonel integro-diferansiyel denklemini

t+1

Y (t+1) =ty (g (1) + Y (o (1)) = £ (1) + A j tsy'( gy (s))ds, 0<t,s<1,
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olmak iizere y(0)=1 ve y'(0)=0 baslangi¢ kosullari altinda ele alalim. Tam ¢ziim
y(t)=cos(t) “dir. {hoo (t),hy (), 9y (s)} fonksiyonlarm sirastyla {tz e, 8% — S} ve
{t3 —t%,sin(t), sz} olarak segcilsin ve burada belirtilen uygun fonksiyonlar1 denklemde

yerine yazarak tam ¢oziim ile f (t) fonksiyonu kolayca hesaplanir. Farkli N ve 4,

degerleri i¢in denklem ¢oziildiigiinde mutlak ve &, hata hesaplamalar1 « =1 degeri

icin Tablo 4.2.3 ve Tablo 4.2.4’de gosterilmistir. Goriilecegi lizere hata toleransi, farkli

A, degerleri i¢in degisim gostermektedir.

Tablo 4.2.2. Ornek 4.2.2 igin S, ve S, ,, hata hesaplarinin karsilastirilmast.

6, Giincel metot | Taylor metodu | Lagrange metodu
a=05 [121] [120]
6, 3.181e-02 3.594e -02 3.274e-03
5,, 6.086e—-05 - —
5~ 2.145e-04 3.051e-04 4.302e - 07
5., 1.665e-09 = -
2 T T T T T
Tam gozim
1er —s— Y, (t); =1 ]
e A .

Sekil 4.2.2. Ornek 4.2.2 i¢in tam ve Dickson polinom ¢dziimlerinin karsilastiriimast.
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Diger  taraftan, kararli  Dickson

Yo (1)

a

polinom  ¢Oziimii

acel =[—2x103,2x103] araliginda elde edilir ve bu araligin haricinde, ¢6ziim

kararsiz duruma geger. Ornegin @ =+5x10° degeri icin kararsiz ¢ziim elde edilir. Bu
yiizden, Sekil 4.2.3’ten gozlemlenecegi lizere kontur egrileri diiz hatlarii kaybeder.
Sekil 4.2.4°’den ayrica fark edilir ki ¢oziimler, tam ¢6ziime hizli bir sekilde

yaklagmaktadir.

Bununla beraber Taylor agilim derecesini K=50 alarak, R,,(t), R.4(t),

R.s(t), R.o(t) ve R, (t) ortoeksponansiyel kalan fonksiyonlarmm, =1 i¢in

karakteristik davranist Sekil 4.2.5’de ve ayrica sayisal olarak

R.2 ()

R.s (1)

Ros (O] [Rea (O [Reso (O}

={5.41e—01, 2.00e—02, 2.48e—04, 5.98e—06, 0.},

|im{
t—1

elde edilir.

Tablo 4.2.3. Omek 4.2.3 {hy, (t),hy, (1), 950 (5)} = {t*,€',5* =5} i¢in mutlak ve &,

hata hesaplamalarinin karsilastirilmasi.

Ao -1 0 1
Co RO RO | RO | RO | RG] )
N=5 N=9 N=5 N=9 N=5 N=9
00| 0 6.66e—-16 | 2.22e-16 | O 1.11e-16 | 1.11e-16
0.2 | 4.48¢e—-03 | 1.64e—07 | 6.92e—04 | 2.00e—-07 | 3.74e—04 | 4.60e-09
04| 1.42e—-02 | 1.89e—-07 | 2.15e—-03 | 4.39e—-07 | 1.14e—-03 | 3.58e-08
0.6 | 2.56e—-02 | 1.62e—-08 | 3.83e—03 | 6.16e—07 | 2.00e—-03 | 5.48¢e -08
0.8| 3.69e—-02 | 3.41e—07 | 5.50e—-03 | 7.66e—07 | 2.87e—-03 | 5.08e -08
1.0| 4.78¢-02 | 7.09e—-07| 7.13e—03 | 9.10e—-07 | 3.73e—03 | 3.56e-08
Sy 3.01e-02 | 3.29e—-07| 4.49e-03 | 6.05e—-07 | 2.35e—03 | 3.98e-08
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Tablo 4.2.4. Omek 4.2.3%in {hy (t),h, (1), 9, (s)} ={t* ~t?sin(t),s?} degerleri

icin mutlak ve &, hata hesaplamalarinin karsilastirilmasi.

Ao

ti

-1

0

1

les ()

N=5

& ()

N=9

e (1)

N=5

e ()]

N=9

les ()

N=5

e ()]

N=9

0.0
0.2
0.4
0.6
0.8
1.0

1.11e-16
1.35e-03
4.45e - 03
8.33e-03
1.25e-02
1.67e-02

2.22e-16
4.91e -07
1.72e-06
3.40e-06
5.32e-06
7.30e -06

2.22e-16
4.05e-03
1.39e-02
2.67e-02
4.08e-02
5.52e-02

0

5.02e -06
1.79e-05
3.55e-05
5.53e-05
7.56e—-05

2.22e-16
1.02e -04
1.96e - 04
1.63e-04
2.91e-05
1.46e - 04

6.66e-16
3.71e-08
3.72e-08
1.08e-08
1.77¢e-08
4.61e-08

Oy

1.03e-02

4.07e—-06

3.36e—-02

4.23e-05

1.40e—-04

3.04e-08

/ T
50005- ;
(

~5000 \5 K b

-10000

0.0 0.2 0.4
t

Sekil 4.23. Omek 4.2.3%in {hy (t),h(t),0,(s)} = {t*.€",5"—s} ve A4,=1
degerleri igin y,(t)| kararli ¢oziimiinin | :[—2 x103,2x103] araligindaki kontur
grafigi.
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Sekil 4.2.4. Omek 4.2.3%in {hy, (t),h, (1), g (5)} = {t* —t*,sin(t),s*} ve A,=1

degerleri i¢in tam ve Dickson polinom ¢oziimlerinin karsilastirilmasi.

05
[

04|

0.3l @ |Res(t)]
= - |Res(t)]
4 |

02} = |Re10(t)]

04|

0ol

0.0 08 1.0

t

Sekil 4.25. Omek 4.2.3in {hy(t),h,(t), 0, (s)} = {t*e',5° =5} ve A,=-1

degerleri i¢in ortoeksponansiyel kalan fonksiyonlarin karakteristik davranisi.

Ornek 4.2.4. [122] Uygulamali bilimlerde karsilasilan parcali-siirekli argiimanli
fonksiyonel diferansiyel denklemini

y'(t)+5y(t)+3y([t])=0, 0<t<0.9,
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olmak tizere y(O) =1 baslangi¢ kosulu altinda ele alalim. Denklemin tam ¢oziimii

1]
y(t):(e5t +g(e5t —1))(e5+g<e5 —1)j dir. Li ve Zhang [122] ¢alismalarinda

bu tipteki denklemin asimptotik ¢oziimiini belirlediler. Denklem ¢oziildiigiinde,
Dickson polinom c¢oziimii, =05 ve a=10° degerleri icin Sekil 4.2.6°da
resmedilmistir. Ayrica, Sekil 4.2.7°den goriiliir ki y, (t)| kararli Dickson polinom
¢Oziimii o parametresinin I=[—4x102,4><102] araliginda bulunmaktadir. Mutlak

hatalar & =0.5 igin N degerinin degisimine gore Tablo 4.2.5’de karsilastirilmustir.

1 * T T T T T T T T
o Tam ¢ozim
0.8 R ¢ .
VL % yaﬁt); 0=0.5
V&
v .
061 1 — = —y, () a=10°
W
04F Ny 1
i
0.2F Ui |
= N
or » x .
M "
W
n2r N R .
~ N ><
04r S gl .
_— .
06F R HEe e
—D[‘l 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 06 0.7 0.8 0.9

Sekil 4.2.6. Ornek 4.2.4°iin hy, (t) = \_tJ icin tam ve Dickson polinom ¢dziimlerinin
karsilastirilmasi.

Tablo 4.2.5. Ornek 4.2.4 igin mutlak ve &, hata hesaplamalarmin karsilagtirilmasi.

b |es (t )| |e7 (t )| |es (t )|
0.0 1.56e-12 9.54e-12 497e-14
0.2 2.34e-04 2.99e-05 | 4.03e-06
0.4 1.08e—-04 1.59%-05 | 1.58e-06
0.6 7.13e-05 1.32e-05 | 7.40e-07
0.8 2.49e-04 1.41e-05 7.93e—-06
0.9 1.00e-02 2.01e-03 | 3.62e-04
Sy 4.09e—-03 7.59e-04 | 1.28e—-04
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Ornek 4.2.5. [123] Kararlilik teorisinde kullanilan Hayes diferansiyel denklemini

y'(t)=ey(t)+By(t-7)+g(t), 0<t<1,

olmak iizere y(0)=y'(0)=1 baslangi¢ kosullari altinda ele alalim. Gecikme

parametresi 7 =1 ve farkli &, S8 parametreleri i¢in tam ¢dziim y(t)=e' dir. Problem

coziildiikten sonra farkli ¢ ve S parametreleri i¢in Dickson polinom ¢oziimleri Sekil

4.2.8°de gosterilir.

1000

500+

-500

_1[][][] _I I 1 I I 1 I L 1 L I 1 |_
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8

t

Sekil 4.2.7. Ornek 4.2.4 igin y,(t)| kararl ¢dziimiiniin I:[—4x102,4x102]

araligindaki kontur grafigi.

Ornek 4.2.6. [124] Gecikmeli ve soniimlii osilatér denklemini
y'(t)+y'(t-1)+y(t)=1-sin(2-t)+0.5sin(2-t), 1<t <2,

olmak iizere y(1)=0.459698 ve y'(1)=0.841471 baslangi¢ kosullar1 altinda ele

alalim. Tam ¢6ziimii
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55 T T T T T T T T T
N
51 ~5 .
451 \3\\ 1
s 8- Tam ¢dzlm \‘_>
ey () =10 & 5=10
35k oy, (1) e=0.36 & 3=-6.74 .
. Al Y, (1) ¢=-6.66 & 3=-5.32
; ]
/ V(D) e=-666 & 3=674| |
251 a 5
/ =
o F - ]
/ T
|/ - 4
151/ a— e
/ N o e
1&___@,_ & — — i I I
O 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Sekil 4.2.8 Ornek 4.2.5 icin Dickson polinom ¢dziimiiniin & ve S parametrelerine
gore davranist.

y(t)=1-cos(t)+0.5(t—1)cos(t—1)—0.5sin(t-1),

seklindedir. N=9 alarak problem ¢oziilsiin. Tablo 4.2.6’da elde edilen sonuglar, spline
metodunun [124] sonuglari ile karsilagtirilmistir. Goriilecegi {izere daha iyi sonuglar
elde edilmistir. Sekil 4.2.9, tam ¢6ziim ile Dickson polinom ¢oziimiiniin arasindaki
tutarlihigr gostermektedir. Ayrica, Sekil 4.2.10 bu ¢odziimlerin kontur ¢izgilerini

gostermektedir.

Tablo 4.2.6. Ornek 4.2.6 igin e, (t

hesaplamalarinin karsilastirilmasi.

D=1y () v (0] ve fe ()] =]y () - v (0] hte

t. |e9 (t, )| Spline & (t, )‘ Spline
metodu metodu
a=0.1 a=01 N

& (t)] [124] e ()| [124]
125 | 1.98e-04| 1.27e-02 1.25e—-03| 4.40e-02
150 | 7.20e—-04| 2.39e-02 2.56e—-03 4.32e-02
1.75 | 1.42e-03| 3.32e-02 2.98e-03 2.86e—-02
2.00 | 2.15e-03| 3.72e-02 2.75¢e-03] 1.83e-03
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1.3 T

121

11r

09

08

0.7

~&- Tam ¢dzlm
—-x-—Yg(t) =0

—o—y,(t): a=+ 400

0.6

0.5

1 1.1 12 13 14 15 16 1.7 18 19 2

Sekil 4.2.9. Ornek 4.2.6 i¢cin Dickson polinom ¢dziimiiniin ¢ parametresine gore
davranisi.

20F ‘ - . 1000 F

500

Tam ¢ézim

-500

~1000 ]

t
(@) (b)

Sekil 4.2.10. Ornek 4.2.6 i¢gin; (a) Tam ¢dziimiin kontur grafigi, (b) Dickson polinom
¢coziimiiniin o € [—100,100] araligindaki kontur grafigi.

Ornek 4.2.7. Ugiincii dereceden ¢oklu gecikmeli ve degisken katsayili diferansiyel
denklemi

y"(t)—t?y"(t+1)+e'y’ (0.5t -1)—(t* +1)y (t-x)=g(t), 0<t<1,
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olmak iizere y(0)=0, y'(0)=1 ve y"(0)=0 baslangi¢ kosullar: altinda ele alalim.

Denklemin tam ¢ziimii y (t) =sin(t) dir ve
g(t)=e'cos(1-0.5t)—cos(t)—(1+t°)sin(t)+t*sin(t+1),

seklindedir. Problem, hesaplama limiti N=10 alarak ¢6ziilsiin. Dickson polinom
¢Ozliimil, « € [—5><103,5><103} araliginda incelensin. Sekil 4.2.11 tam ¢oziim ile elde
edilen ¢ozlimleri farkli & parametresine gore karsilastirmaktadir. Ayrica, Sekil 4.2.12
Dickson polinom ¢ozliimiiniin kontur cizgileri « € [—5><103, 5><103] araliginda
gosterilmektedir.  Bu  sekilden — goriilecegi  ilizere  kararli  ¢Oziimler,

ae [—2 x10°,2x 103] araliginda yer almaktadir.

‘12 T T T T T T T T T

e
1F < ]

-
e B
0.8} o P
e -2
):A/ - -
e LB
> 0.6 = s .
0.6 //’d‘/ ,E,
o -
~ o
04F o P 1
y:d <3 Tam ¢dziim
- - 3
o2k /_E/ —-*-—ym(t), a=+ 2x10 4
g —&—y,,(t); a=% 5x10°
-~
DH-J' 1 1 I I I I I I I

0 0.1 0.2 03 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Sekil 4.2.11. Ornek 4.2.7 i¢in Dickson polinom ¢dziimiiniin  parametresine gore
davranisi.
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Sekil 4.2.12. Omek 4.2.7 icin kararli ¢dziimiin « e[—2x103,2><103] araligindaki
kontur grafigi.

4.3. Baz1 Kesirli Model Diferansiyel Denklemlerin Coziimii
Bu bdliimde, bazi kesirli mertebeden model diferansiyel denklemleri ¢6zmek
icin Dickson matris-siralama metodunu uygulanacaktir. Ele alinan denklemlerin genel

formila

ipk (t)y"” +ZQ )y (t)y () =g(t), m>m,, (4.28)

olmak uzere ve

LN

mg—.

v (a)=y;, m =maks{[ 5 ]: 0<k<m}, (4.29)

i=0

baslangi¢ kosullari altinda incelenecektir. Burada, {4,,7,} € R, B (t), Q(t) ve

g (t) fonksiyonlart a<t<b araliginda tanimhidir, ayrica y; degerleri reel sayilardir.
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Dickson polinom ¢6ziimlerini (3.2) formunun, (3.3) matris bagintisi altinda

elde edilecektir ve matris sisteminde, (3.11) standart siralama noktalari kullanilacaktir.

(3.3) matris bagintisi, Caputo anlamindaki kesirli tiireviyle [77] birlestirilerek

asagidaki matris bagntisini elde edilir:
YA (0)= Dty (1) =X (1) S(a)Y, f eR™, (4.30)

burada,

X (t)=] $Df (1) D (t) - SO ()],
ve ¢D/* gosterimi Caputo anlamindaki tiirev gosterimidir (bkz. Caputo tiirevi [77]).

Benzer sekilde, y(7 ) (t) ifadesi, (4.30) matris bagintis1 bi¢iminde yazilabilir.

Siralama noktalar1 yardimiyla, (4.28) denkleminin dogrusal kisminin matris formu

m
[W](N+l)><1 = ; ka(ﬁk)s (a)Y !

burada,
W (t,) R(t) O 0
wo W& e | O R(Y) o
W (ty) 6 0 P (ty)

seklindedir. Diger taraftan, (4.28) denkleminin dogrusal olmayan kisminin matris

formu

burada, r=12,...,m,,
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r+1

Z :[qu](Nﬂ)x(Nﬂ)w p=01...,(N+1), q=01...,(N+1)"",

Q) o 0
0 Q, (t ) 0 ) _ -
Q = 2 E 1 .t X :dlag[x(ti)](N+l)kX(N+l)m, i=01...,N,
0 0 Qr (tN)
S™ (a)=diag[ S (o) ]| L L keligin: S (@) =S (a),
ve
*r *r= *( *(r— T . vy
Y :[on (r-1) A4 (G yY ( l)lx(ml)m’ r=1 icin: Y (r-1) Y,

olacaktir. (4.30) ve (4.31) matris denklemlerini kullanarak (4.28) denkleminin temel

matris denklemi

WY +> ZY" =G, (4.32)

r=1
olarak olusturabilir.

(4.32) denkleminde yer alan W matrisinin son m, satirini kaldirip, (3.3) matris

bagintis1 yardimiyla olusturulan baslangi¢ kosullarinin matris bagintilari, W

matrisinde yerine yazildiktan sonra arttirilmis matris sistemi
WY +ZY" =G, r=12,...,m,

olarak elde edilir. Bu matris sistemini ¢oziimiinden olusan katsayilari, (3.2) formunda

yerine yazarak ¢oziime ulagilir.

4.3.1. Model Problemler
Bu boliimde, sunulan metodun dogrulugunu ve giivenilirligini test etmek i¢in
ic adet model problem ele alinacaktir ve elde edilen ¢oziimler, & parametresine gore

kontur ¢izgileri yardimiyla kararliligini incelenecektir.
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Model 4.3.1. [125] Yar iletkenin elektrik alani i¢in kullanilan ikinci tip kesirli

Painlevé diferansiyel denklemini
y () -ty (t)-2y*(t)=1, 0<t<1, 1< B, <2,

olmak tizere y(O) =1ve y'(O) =0 baslangi¢ kosullar1 altinda ele alalim. Problemin

tam ¢Oziimii bilinmemektedir. Metodu N=2(1)7 hesaplama limitlerini uygulayarak

farkli f3, igin ¢oziilsin. y;(t) | Dickson polinom ¢dziimii, Mathematica programi
1

a=0.
ile elde edilen ¢oziim ile Sekil 4.3.1°de gosterilmistir. Ayrica, Dickson polinom
¢Oziimiiniin fiziksel anlamdaki davranisi, farkli & parametreleri géz oniine alinarak

Sekil 4.3.2°de verilmistir.

‘104 T T T T T T T T T
—-@-- Mathematica ¢ozliml; 4 =2
1.035 . 0 r
yo(t); 3,22 A
- s
103k —&— ysit); .-JQ=1.9 PRl
)
yo(t): 3,=1.8 y
1.025 . ’ .
— 8-y (th 5,=1.7 kg
-,
- 1021 L
J
e
1.015 oo
. - ‘/,‘@/ . &
101 s A e §
a - po ,«‘9 2
L L LT @ i
1.006 ey g
o &
1 3_‘ 1 1 1 1 1 1 1 1 ]
o 001 002 003 004 005 0068 007 008 009 04

t

Sekil 4.3.1. Model 4.3.1 i¢in Dickson polinom ¢dziimiiniin farkli kesirli tiireve gore
davranisi.
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103 T T T T T T T T T
1.02 .
1.01 G .
& E\\
= oy & \ 2&
_ g-— % 3
> @G T3 &9 N 4
1) a=0 A
ooaf | O ¥sia= N
yo(t) a=5
— & ys(t); =20
0.98 -
—a— ys(t); a=-10
Dg? 1 1 1 1 1 1 1 1 1

0 0.1 002 003 004 005 006 007 008 009 01
t

Sekil 4.3.2. Model 4.3.1’in 3, =2 degeri i¢in Dickson polinom ¢dziimiiniin farkli o
degerine gore davranist.

Model 4.3.2. [126] Titresim kontrol ve elektriksel sistemlerde modellenen Van der

Pol-Duffing osilatér denklemini
YA (1) =Ry (1) (L= y* (1)) y ¥ (1) +y (1) + Qs (1) y* (1) =0, 0<t<T,

olmak iizere y(0)=2 ve y'(0)=0 baslangi¢ kosullar1 altinda inceleyelim. Burada,
0<f,<1 ve 1< <2 ’dir. Problemin tam ¢6ziimii bilinmemektedir. Problem,

P, (t)={0.1, 0.001} ve Q,(t)={0.01, 0.001} alarak ¢oziilsiin. Sekil 4.3.3 vy, (t) |

a=1
Dickson polinom ¢oziimiinin £, ve [  kesirli tiirevlerin durumlarma gore
davranigini gostermektedir. Tablo 4.3.1 sunulan metodun ve Haar dalgacik metodunun

(HDM) [126] mutlak hatalarin1 karsilastirmaktadir. Ayrica, Y, (t) | ¢oziimi T=4

a=1

genis zaman araligi i¢in Sekil 4.3.4°de simiile edilmistir.
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Tablo 4.3.1. Model 4.3.2°nin B, =1, f,=2, P,(t)=0.1 ve Q;(t)=0.01 degerlerine
gore mutlak hata degerlerinin karsilastirilmasi.

O R
S m=16 [126]
0.0156 | 1.94e—-07 | 1.0e—-05
0.1094 | 2.72e—-05 | 1.0e—-03
0.2344 | 2.14e-04 | 2.4e-03
0.3594 | 6.16e—04 | 3.9e-03
0.4844 | 1.06e—03 | 6.0e—03
0.6094 | 1.09e—-03 | 9.1e-03
0.7344 | 7.15e—-05 | 1.43e-02
0.8594 | 3.48e—-03 | 2.26e—02
0.9844 | 1.04e—-02 | 3.56e—-02
2= T T T T T T T T
18 ﬂ:xg
o .' . g
N g\""-.\O_
16 N
N : -.\O-
- 1al Ez _
---@-- Mathematica ¢ozlmii; .-'I1 =2, .-'J{}=1 \\ > o
121 v, 3,22, 5,=1 RN
oy, (M) 5,=19, 5,=095 Na
1F y?(t); .-'J1=1.8, .-'JQ=0‘9
- B —y?(t); .-'J1=1.?, .-'Jﬁ=0.85
08 0 EII.I1 DTZ EI'.I3 074 EI'.IS EI'.IB Df 7 EII.IE Df 9

Sekil 4.3.3. Model 4.3.2°nin P, (t)=0.1, Q,(t)=0.01 ve T=I degerleri i¢in Dickson

polinom ¢6ziimiiniin 4, ve /3 ’e gore davranisi.
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28 — ]
ﬂ\ﬁh Mathematica ¢ézimli; a, =2, 3,=1

15F ‘5\3\ —-s-—Yglt) 5,52, 5,=1

\’k —&— ya(t); .J1=1,9, .JG=D,95

Sekil 4.3.4. Model 4.3.2’nin P, (t) =Q, (t) =0.001 ve T=4 degerleri i¢in ¢oziimlerin

genis araliktaki simiilasyonu.

Model 4.3.3. [127-129] Mekaniksel titresimlerde ortaya c¢ikan dogrusal osilator

denklemini

y® () +y(t)=0, 0<t<T, 1< 4 <2,

olmak iizere y (0) =lvey (O) =0 baslangi¢ kosullar altinda inceleyelim. Problemin

tam ¢oziimii y(t):Eﬂoyl(—tﬂ") "dir. Problem, B, =18 igin ¢oziildikten sonra

Dickson polinom ¢dziimiiniin, a € | = [—2 x10%,2 ><102] kararlilik araligina karsilik

gelen kontur cizgileri Sekil 4.3.5’de simiile edilmistir. Ayrica, yq,(t) | ¢oziimii
a=0.5

genis zaman araliginda, £,  Kesirli tirevine goére Sekil 4.3.6’da davransi

incelenmistir.
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200+ 1000

500 I

100

—100}F -500}

~200F,

. : -1000},
0.0 02 0.4

0.0 0.2 0.4
t t

(@) (b)

Sekil 4.3.5. Model 4.3.3’iin £, =1.8 ve T=1 degerleri i¢in (8): tam ¢6ziimiin kontur
cizgileri alani; (b): Dickson polinom ¢dziimiiniin | =[—2><102,2><102] araligindaki

kararli kontur ¢izgileri alani.

m cos(t); Bp=2 — By=2 @ Po=1.9 -+~ Bo=1.8 - Bp=1.7

Sekil 4.3.6. Model 4.3.3’{in T=20 i¢in Dickson polinom ¢ziimiiniin /4, degerine gore
davranisi.
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5. MATCHING MATRIS-SIRALAMA METODUNUN UYGULAMASI

5.1. Birlestirilmis Coklu Gecikmeli Fonksiyonel Notr Diferansiyel
Denklemlerin Coziimii

Bu boliimde, birlestirilmis ¢oklu gecikmeli fonksiyonel nétr diferansiyel
denklemlerin ¢oziimiinii elde etmek i¢in matching polinomu matris-siralama
metodunda Kkullanilacaktir. Bu denklem sayesinde literatiirde bulunan 6zel ve notr
yapidaki denklemleri tek bir yapida ele alinabilecektir. Burada, birlestirilmis ¢oklu

gecikmeli fonksiyonel notr diferansiyel denklemleri

SR (t)y¥(h, (t))+[Q(t)y(”) m*i(hj RV (t)y" 7 (z, (t))] =f(t), (5.1

olmak tlizere ve
m-1
>a, v (a)+by¥ (b)=7, i=01,..,m-1, (5.2)
k=0

karigik kosullar altinda sayisal ¢oziimiinii aragtirilsin. Burada, m>n, P, (t), Q(t),
R(t), f(t) ve {hk ('[),rj (t)} fonksiyonel gecikme fonksiyonlar1 olup a<t<b

araliginda analitiktirler.

(5.1) denkleminin matching polinom ¢6ziimii; (3.6) ¢oziim formu ile
bulunacaktir ve burada tam c¢izge yapisi ile beraber yol ¢izge yapisinin matching

polinomu yardimiyla ¢éziimler incelenecektir. (3.7) matris bagintisinda, t — h, (t)

yerine yazildiginda

y" (h (1)) = X (h (1)) BKY , (5.3)

burada
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seklindedir ve benzer sekilde
y" (7, (1) = X (z; (1)) B"KY, (5.4)

elde edilir. (3.11) siralama noktalari ile birlikte (5.3) ve (5.4) matris bagintilarini, (5.1)

denkleminde yerine yazarak temel matris denklemi

{PkaBk +QXB" + R(”ij“-i} KY=F, (5.5)
W

olarak elde edilir. Burada,

W (t,) P(t) O 0
W = W(L) , P = ° R () >,
Wt ) 0 o R (tv)
Q) 0 RO(L) 0 0 |
o=| © Q(:tl) Rz O R(”:(tl) o
0o 0 Q(ty) i : 0 RO(t,)|
X(h ()] 1 h(t) - h(t) f(t)

matris formlart mevcuttur. (5.5) matris denklemi kisaca

WY =F veya [W ; F], (5.6)
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olarak yazilabilir.

Diger taraftan, (5.2) kosullarinin matris bagintisi
UY=r=[U,; ] i=01...,m-1, (5.7)

olarak ifade edilir ve burada
m-1
U =[u, U, - uy]=>[aX(a)+b X (b)]B*KY,
k=0

matris bagintis1 mevcuttur.

Daha 6nceki Dickson matris-siralama metodunda oldugu gibi herhangi m satiri,
(5.6) sisteminden kaldirildiktan sonra (5.7) kosul matrisleri (5.6) sistemine eklenir ve
bu arttirilmis matris sistemi ¢oziildilkten sonra bilinmeyen matching polinom
katsayilar1 elde edilir. Bu katsayilar (3.6) ¢oziim formunda yerine yazildiginda

matching polinom ¢6ziimiinii elde edilir.

5.1.1. Hata Analizi ve Laplace-Padé Metodu Yardimyla Coéziimiin
Salinim Hareketi
Bu béliimde hata analizini uygulamak i¢in Boliim 4.2.1°de aktarilan kalan hata

analizinin benzer yapisi takip edilecektir. Burada kalan fonksiyonu

olarak tanimlidir. Hata analizi uygulandiktan sonra e, ,, (t) tahmini hata fonksiyonu

bulunup diizeltilmis matching polinom ¢dziimii y, , (t) =y, (t)+ey y (t) olarak elde

edilecektir.

Diger taraftan, yakin tarihte, Pezza ve Pitolli [28] kendi metotlarinin

tutarliligini 6lgmek i¢in tam ve yaklasik ¢ozliimii iceren bir yakinsaklik oran testi
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uyguladilar. Burada bir problemin tam ¢6ziimii olsun veya olmasin, kalan
fonksiyonun, metodun tutarliligini gozlemlemek i¢in daha iyi bir yol sagladigim
gosterilmesi amaglanmaktadir. Bu sebeple, Pezza ve Pitolli [28]’nin formiilii ve kalan

fonksiyonu yardimiyla giincel bir yakinsaklik oran testini sonug olarak verilsin,

Sonug 5.1. Ry (t) kalan fonksiyonu, [a,b] araliginda analitik olsun, bu takdirde N

hesaplama limitine karsilik gelen yakinsaklik testi

ks{|Ry (X
Cr, =log maks{Ry ()} | 4

maks{|Ry..(x)]} 109(2)

a<x<b

olarak hesaplanir. Burada, Cr, <0 kalirsa yakinsaklik tutarlilig1 saglanmaz.

Ayrica, matching polinom ¢oziimiiniin genis zaman aralifinda salinim
hareketini tahmin etmek bir hayli zor olacaktir. Bu yiizden, matching matris-siralama
metodunu, Laplace-Padé metodu [130,131] ile birlestirerek ¢oziimlerin genis
araliktaki salinim hareketini belirlenebilecektir. Burada, Laplace-Padé metodu, Padé
yaklasim yontemi [132] ve Laplace doniisiimiinden olusmaktadir. Padé yaklasim
yonteminin ve Laplace doniisimiin detayli bilgisi [130-132] ¢aligmalarinda

bulunabilirdir.

(3.6) matching polinom ¢6ziimiinii, Laplace-Padé metodunda [130,131]

kullanarak, ¢6ziimiin salinim hareketi asagidaki algoritma ile elde edebilir:

o0

G(s) < L{yy (t)} = [yy (t)edt, (L{}: Laplace doniisiimii);

e H (S) «H (]—'j <« P{G Gﬂ , burada P [] : Pad¢ yaklasim yontemidir [132];

t—l/s t
o You(t)« L’l{H (s)} burada y, , (t), Padé-matching polinom ¢dziimiidiir ve
L™ {.} : ters Laplace doniisiimiidiir.
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Boylece, matching polinom ¢oziimii ile elde edilen yeni ¢oziimiin salinimli

hareketi detaylica incelenebilir olacaktir.

5.1.2. Sayisal Uygulamalar
Bu bolimde, metodun verimlili§ini gozlemlemek i¢in aydinlatici bazi

uygulamalar: ele alinacaktir. Sayisal sonuglar tablolarda, grafiksel sonuglar ise

sekillerde resmedilecektir. Burada, ‘eNK (t)‘ ve ‘e,ﬁ (t)‘ fonksiyonlari, sirasiyla tam ve

yol ¢izgesinin matching polinomuna dayanan metodun sonuglari gostermektedir.

Benzer sekilde Yy (t) ve y; (t) ¢Oziimleri gosterilmektedir.

Uygulama 5.1.1. [133] Notr gecikmeli diferansiyel denklemi

1 1 1 1 3
"M)+2y|t-=|=—y(t)+=y(t-1)+=y|t-=], 0<t<2,
y()+4y( ZJ y()+4y( )+4y( j 5

ele alinsin. Burada, denklemin parcali aralikta diizgiin-olmayan tam ¢ézimii asagidaki

gibidir:

11 1 1 1
t)=—"e'—Zt+—, 0<t<=;
y( ) 8 ¢ 2 " 8 2
1 1
y( ):§_£_ge[tZj_Ee_t_FEe(tzj’ lgtgl’
4 2 32 8 6 2
(t)= 43_3t 11 Ly _ﬁe‘(“%j _ 9t ey
32 8 256 32 64
L9089 e M 3
64 256 8 2

Ayrica, denklemin bu araliklarda tanimlanan baslangi¢c kosullari sirasiyla

y(0)=0, y(0.5)=0.2910203 ve y(1)=0.2157346 seklindedir. Problemi, tam

cizge ile kurulmus metodun, hesaplama limiti N=8 ve CLSN alinarak ¢oziilsiin.
Metodun kesinligini degerlendirebilmek icin elde edilen ¢oziimler, farkli araliktaki
tam ¢ozlimler ile Sekil 5.1.1’de gosterilmistir. Diger taraftan, Fabiano ve Payne
[133]’nin ¢alismasindaki Sekil 1°den goriilecegi iizere sunulan metodun daha iyi

yaklasim sagladigi goriilmektedir.
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Sekil 5.1.1. Uygulama 5.1.1 igin pargali araliktaki matching polinom ve tam
¢oztimlerinin karsilastirilmast.

Uygulama 5.1.2. [134,135] Elektrodinamikte kullanilan fonksiyonel pantograf

denklemi

y'(t)—y(%]+2cos(%)y(éj—Zsin(%)y(%): f(t), 0<t<T,

olmak tizere ve y(O) = 0.5 baslangig¢ kosulu altinda ele alalim. Burada, T ={1,5,14},

salinimli tam ¢dziimii y(t) = 0.5(008(2'[) +sin (Zt)) "dir ve

2t

f (t) = cos(2t)—sin (2t)—%sin (%)+%ces(§j :

fonksiyonu mevcuttur. Denklemi, SSN ve CLSN kullanarak hesaplama limiti N=2"den
N=10’a kadar alinarak ¢oziilsiin. Elde edilen sonuglar, Adomian ayristirma [134] ve
direkt [135] metotlarin sonuglari ile Tablo 5.1.1°de karsilastirilmistir. Ayrica, kalan
hata analizi uygulanarak yaklasik ¢oziimler Tablo 5.1.1°de gelistirilmistir. Tablo

5.1.1°den dikkat edilecegi lizere sunulan metot, belirtilen diger metotlardan daha iyi

yaklagim saglamistir. Tablo 5.1.2 metodun islem siiresini ve L, hata hesabini farkli N

ve ¢izge tabanli metoda gore karsilastirmaktadir. Buradan kolayca goriiliir ki tam ¢izge
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yapisini igeren metot, yol ¢izgesi yapisini igeren metottan ¢ok daha iyi sonuglar

vermektedir. Tam ve yol ¢izgelerini igeren metodun irettigi mutlak hata degerleri,

CLSN’nda Tablo 5.1.3’te verilmistir. Sekil 5.1.2 CLSN ve SSN’nda L hatalarini

logaritmik 6lgiide gostermektedir. Bu sekilden goriilecegi iizere CLSN igeren metot

N arttirildik¢a ¢ok daha tutarlidir.

Diger taraftan, Padé-matching polinom ¢o6ziimii, [0,14] zaman araliginda tam
¢Ozlim ile beraber Sekil 5.1.3’te verilmistir. Ayrica, matching polinom ¢6z{imiiniin
[0,5] zaman araliginda faz diizlemi olusturularak Sekil 5.1.4’de resmedilmistir. Tam

cizge yapisini igceren metodun yakinsaklik tutarliligi asagidaki gibi elde edilir:

{Cr,,Cr,,Cr,,Cr,,Cr,,,Cr,} = {6.00, 1.80, 6.36, 2.12, 6.65, 2.39} > 0.

Tablo 5.1.1. Uygulama 5.1.2 i¢in hata hesaplamalarinin farkli siralama ve metotlara
gore karsilagtirilmasi.

L[ @] | ()] | [ESa(t)] | feb(e] | Adomian | Diret
CLSN CLSN CLSN SSN [134] [135]
0.2 | 4.68e—08 | 9.72e—13| 9.99e—-16 | 3.02e-12 | 7.47e—-11 | 2.98e-12
0.4]1.82e-07 | 7.71e—13| 3.55e-15 | 3.02e—-12 | 2.44e—-09 | 9.65e-13
0.6 | 1.51e—-08 | 3.38e—12| 8.88e—15 | 2.34e—-12 | 1.88e—-08 | 3.17e-12
0.8| 7.23e—07 | 1.07e-11| 1.22e-15 | 5.67e-14 | 8.07e—08 | 6.27e—13
10| 2.12e-06 | 1.60e—11| 2.54e-14 | 8.16e—10 | 2.50e—07 | 3.09e-12

Tablo 5.1.2. Uygulama 5.1.2 i¢in CPU siiresinin ve L_ hata hesabinin N degerine ve
¢izge yapisina gore karsilastirilmasi.

N (t) Yao (1) Yso (1)
Stire (sn.) 0.109 5.672
L, hata | 1.55e-15 | 7.21e-13
yn'" (1) Y300 (t) Y200 (t)
Stire (sn.) 2.594 208.13
L hata | 7.43e—14 | 1.66e—01
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Tablo 5.1.3. Uygulama 5.1.2 i¢in CLSN’daki mutlak hatalarin karsilastirilmasi.

‘ellé) (t )‘ ‘elFE) (t )‘
3.21965e -13

t

0.095492| 3.21632e-13

0.345492| 2.43350e—-12 | 2.43350e -12
0.654509| 7.13041e-12 | 7.13063e-12
0.904509 | 1.35744e—-11 | 1.30747e-11

1.60166e-11

1.000000 | 1.60165e-11

Hata
107
10°°
10°° % | hata; (SSN)
=~ [ hata; (CLSN)
. . . N
- B 8 10

2
Sekil 5.1.2. Uygulama 5.1.2 i¢in farkli siralama noktalarina gére L hata hesabinin N

degerine gore logaritmik Slgiide karsilastiriimasi.

0.8 T T T T T T
; e
5 A R 0B A
0.6 i r i % ¥ 45
\ L | % o A B
' - ! ::l
¥ kg oy B | i
041 itk oy ® [—® o
\ }F i ] k Bf: | ) -]
! K I ® \ i & Ix 1
B [ 1 : I | |
oo B4 oL ]
‘f ® i ! B ?’C i xf &
- ofF | ! ¥ # | . B ] i
¥ " i i ® ® ] ! i
| | = ] I . ® T
¥ ; i | ; # g | :
D2F i o L ; - ¢ : | 4
| | s ! I i [
® H | " i ; |
# i LA . :
04 LI i F A %7 Y
bo! R4 i ; g
D6k LR ® % Lo Tam ¢dzim |
VoW
£ B oYl
_Da 1 1 1 1 1 1
0 2 4 6 8 10 12 14
t

Sekil 5.1.3. Uygulama 5.1.2 i¢in Padé-matching polinom ve tam ¢éziimiiniin [0,14]

zaman araligindaki salinim hareketi.
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Sekil 5.1.4. Uygulama 5.1.2 i¢in Y, (t) ¢Oziimiintin [0,5] araligindaki faz diizlemi.

Uygulama 5.1.3. [136] Duruma bagli gecikme igeren diferansiyel denklemini
Y (0)+y(y(t)-y(t)= %_ In(t)+In(1+In(t)), 1<t <5,

olmak tizere y(l) =1 baslangi¢ kosulu altinda ele alinsin. Problemin tam ¢6ziimii

y(t)=In(t)+1 *dir. Bellen ve Zennaro [136] duruma bagl gecikme igeren

diferansiyel denklemler icin bir yakinsaklik teoremi olusturdular ve bu problemin
yakinsaklik sonucunun, olusturduklar: teoremi sagladigini gosterdiler. Simdi, N =12
alarak, farkli ¢izge yapilarini igceren metot ile problem ¢oziilsiin. CLSN’ndaki sonuglar
Tablo 5.1.4’de verilmistir. Kolayca goriilebilir ki sayisal sonuglar, farkli ¢izge yapisini
iceren metoda gore degismistir. Elde edilen ¢oziimlerin yer degistirmesi Sekil 5.1.5°de
tam ¢ozlim ile karsilastirilmistir. Diger taraftan, tam ¢izge yapisini iceren metoda gore

yakinsaklik tutarlilig:

{Cr,,Cr,,,Cr,,Cry,Cr, } = {1.22,1.23,1.25,1.26, 1.27} >0,

olarak elde edilir.
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Tablo 5.1.4. Uygulama 5.1.3 i¢in CLSN’nda farkli ¢izge yapisini igeren metodun

mutlak hata degerlerinin karsila

stirilmasi.

t

el (1)

e (t)

1.267949
2.000000
3.000000
4.000000
4.732051
5.000000

8.76517e—-07
2.37452e - 06
1.84892e - 06
5.11436e-07
2.19583e - 06
3.16548¢e - 06

1.75461e-05
1.64821e—-05
1.65046e - 05
1.67478e -05
1.89133e - 05
1.53346e-04

28 T T T T T T T

281 8- Tam ¢odzum e

¥, (1)

—xem Y0
22r ]

247

0.8 1 1 1 1 1 1 1

t
Sekil 5.1.5. Uygulama 5.1.3 i¢in ¢6ziimlerin karsilastirilmasi.

Uygulama 5.1.4. Ugiincii mertebeden birlestirilmis fonksiyonel nétr diferansiyel

denklemi
y"(t7)+ty" (t)—e'y" (£ =1) - (t+1)y'(t-1)+ y(0.5t) = f (1),

olmak iizere y(0)=1, y'(0)=0 ve y"(0)=-4 baslangic kosullar1 altinda ele

alalim. Burada, 0<t<T, T={2, 150},

f (t) = cos(t)—4tcos(2t)+4e' cos(—2+2t*)+2(1+t)sin (—2+2t)+8sin(2t*),

79



ve tam ¢dzim Yy(t)=cos(2t) *dir. N=6,10 ve 14 degerlerine gore problem
coziildiigiinde, N arttirildikca Sekil 5.1.6’dan goriilecegi iizere mutlak hata
degerlerinin azaldigi gdzlemlenmistir. Y, ,,(t) Padé-matching polinom ¢dziimiiniin

[0,150] araligindaki salinim hareketi tam ¢oziim ile beraber Sekil 5.1.7°de simiile
edilmistir. Ayrica, matching polinom ¢oziimiiniin [0,2] araligindaki tutarlihigi faz
diizlemi olarak Sekil 5.1.8’de verilmistir. Tablo 5.1.5 tam ¢izge i¢eren metodun, yol
cizge igeren yapisindan ¢ok daha iyi sonuglar aldigini gostermektedir. Tam c¢izge

yapisini igeren metodun yakinsaklik tutarliligi

{Clg,Cr,Chyy,Cryy Cry ) = {2.41,1.02,1.67,0.81,1.85) > 0,

olarak elde edilir.

0.5 T T T T T T T T T

0451 | —e— e

0.4 10 -

035 A

0.3 1

Mutlak hata
(=]
3
(%]
T
1

Y- TS PRI St - S & & & &
1 11 12 13 14 15 18 17 18 19 2

Sekil 5.1.6. Uygulama 5.1.4 i¢in mutlak hata degerlerinin N ve t zaman degiskenine
gore karsilastirilmasi.

Tablo 5.1.5. Uygulama 5.1.4 i¢in CPU siiresini ve L, hata hesabinin N degerine ve
cizge yapisina gore karsilagtirilmasi.

W) | Yio(t) | Vi (1)
Siire (sn.) 0.390 25.578
L, hata | 2.70e-11 | 5.75e—-09
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Sekil 5.1.7. Uygulama 5.1.4 i¢in Padé-matching polinom ve tam ¢6ziimiin [0,150]
zaman araligindaki salinim hareketi.

y'(t)

0.5 140

Sekil 5.1.8. Uygulama 5.1.4 i¢in y,, (t) ¢dziimiiniin [0,2] arahiindaki faz diizlemi.

Uygulama 5.1.5 [137] No6tr gecikmeli diferansiyel denklemini
y’(t)+\/costy'(\/t_)+(sin \/t_+e‘)y(sint) = f(t), 0<t<1,

olmak iizere ve y(O) =1 baslangi¢ kosulu altinda ele alinsin. Problemin tam ¢6ziimii

y(t) =e"dir ve

f(t) =e' +e'Jcost +e™™ (sin J‘f+e‘) ,
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seklindedir. Farkli N ve M degerlerine gore problemi ¢oziilsiin. Tablo 5.1.6’dan

goriilecegi lizere elde edilen mutlak ve L hata degerleri, Haar dalgacik seri

metodunun (HDM) [137] hata degerlerine gére ¢ok daha tutarlidir. Buna ek olarak,
kalan hata analizi ile gelistirilmis ¢6ziimlerin sonuglar1 Tablo 5.1.6’da verilmistir. Tam

cizge yapisini iceren metodun yakinsaklik tutarlilig
{Cr,,Cr,,Cr,,Cr,,Cr,,Cr,,Cr, | = {4.29, 452, 4.18, 6.69, 2.27, 6.40, 2.73} >0,

olarak elde edilir.

Tablo 5.1.6. Uygulama 5.1.5 i¢in hata hesaplamalarinin farkli siralama noktalar1 ve
metoda gore karsilastirilmast.

: ‘ezlt( (t )‘ ‘Ers (t )‘ ‘Ef,e (t )‘ ‘Ef,e (t )‘ HD[IY:I)’%':A'

i CLSN CLSN CLSN SSN
0.0625 | 1.18e—05 | 8.72e—07 | 4.08¢—08 | 4.24e—09| 2.00e-04
0.1875 | 5.21e—05 | 2.42e—-06| 4.00e—08 | 6.87e—08| 9.60e—02
0.3125 | 5.15e—05 | 5.40e—07 | 5.72¢—08 | 1.18e-07 | 1.88e—02
0.4375 | 7.39e—06 | 1.47e—06 | 1.46e—08 | 2.99e—08 | 2.70e—02
0.5625 | 3.48e—05| 5.04e—07 | 8.92e—08 | 3.80e—08| 1.0le—02
0.6875 | 2.62e—05| 1.95e—06 | 4.71e—08 | 3.26e—-08 | 6.00e—03
0.8125 | 3.52e—-05| 1.38¢e—06 | 5.25e—08 | 4.58e—08| 4.00e-03
0.9375 | 4.70e—05| 1.51e—06 | 4.88e—08 | 3.60e—-08 | 1.10e-03
L, hata  |ey|, =4.44e-016 less]|, =1.89e—004 [137]

5.2. Coklu Gecikmeli ve Degisken Katsayih Kesirli Diferansiyel
Denklemlerin Coziimii

Bu béliimde, tam ¢izge yapisini igeren matching polinomuna dayanan matris-
siralama metodunu Kullanilarak ¢oklu gecikmeye ve degisken katsayiya sahip kesirli
mertebeden diferansiyel denklemlerin yaklasik ¢6zliimii arastiracagiz. Ele alinacak

denklemler bir tek formiil altinda

m

DR (1) DIY (A b+ s, )= f (), n20, c<t<d,

k=0

(5.8)
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olmak lzere ve

[n]-1 _ .
Zoci,nDJy(C)+dj,nDjy(d):Tj’ (59)
j=

karigik kosullari altinda ele alinacaktir. Burada P, (t), f(t) fonksiyonlar: [c,d]
araliginda analitiktir; 4, 7, Ve g, uygun sabitlerdir; " D]'y(t) (an, neR+)

operatort, y(t) fonksiyonun t degiskenine gore n. mertebeden tam say1 veya kesirli

tirevini gostermektedir; ayrica M ifadesi Caputo (C) [77], Riemann-Liouville (RL)
[74-76], Caputo-Fabrizio (CF) [80-82] ve Jumarie (J) [78,79] anlamindaki tiirevleri

tek bir sembol altinda ifade etmektedir.
Simdi, metodu olusturmak igin gerekli matris bagintilarini olustursun. (5.8)

denkleminin matching polinom ¢6ziimi; (3.6) ¢6ziim formu ile elde edilip, (3.7) matris

bagmtisinin kesirli tiirevi asagidaki gibi yazilabilir:
U Dly(t)= "X, (t)KY, neR", k=0,1,...,m, M={C,CF,RLJ}, (5.10)

burada, n =0 igin
Xo()=[1 t 8 - "],

ve n=0 icin

" X (t)=[t“” Dy (1) Di(t) - D] (t”)],
matrisleri mevcuttur.

(5.10) denkleminde t yerine A  t+ s, yazarak kesirli tiireve ve coklu

gecikmeye sahip matris bagintisi

:VI D:y(ﬂ'k,nt-i_/uk,n): MXk,n (;Lk,nt+ﬂk,n)KY ’ (511)

elde edilir ve burada,
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Mxk,n(ﬂk,nt+ﬂk,n):|:tM Dg(l) t'\AD;(ﬂk,nt-i_ﬂk,n) PAD:(ﬂk,nt+ﬂk,n)N:|a

matrisi mevcuttur ve benzer olarak asagidaki matris n =0 icin elde edebilir:

KXo (ﬂk,0t+ﬂk,0):|:1 (ﬂk,ot"'ﬂk,o) (ﬂk,0t+ﬂk,0)N:|'

(5.11) denkleminden belirtmek gerekir ki M=RL alindiginda bir reel sabitin
tiirevi sifirdan farkli gikacaktir. Ornegin, Dé’ 2 (1) =1/tz *dir ki bu da c=0 icin

st

sonsuzluk elde edilmesine sebep olacaktir. Bu yiizden ¢=107"° sifira ¢ok yakin

oldugu i¢in hesaplamalarda kullanilacaktir.

(5.8) denkleminin temel matris denklemi, (3.11) siralama noktalarini ve (5.11)

matris bagintisini (5.8) denkleminde yerine yazarak elde edilir:

W = ipk,nxk,nK =WY =F, (5.12)
k=0
burada,
W (t,) P () 0 0
W 0 P 0
W= (ti) P = n () :
Wit,) 0 0 - R,(t)

v xk,n (Ak,nto +:uk,n )_
M Xk,n (ﬁ'k,ntl + fuk,n)

n

_M Xk,n (j'k,ntN +/uk,n)_

D) DN (Atetan) VDI (Ateta)
- tMDE;] (1) tMDg(ﬂ'k,ntl_i_:uk,n) tMD;(Ak,ntl—i_:uk,n)N ,
_tM D::: (1) tM D; (ﬂk,ntN +:uk,n) tM D; (ﬂk,ntN +/uk,n)N_
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F=[f(t) ft)  f(t)],
matris yapilart mevcuttur. (5.12) denklemi ayrica
W F], (5.13)

olarak yazilabilir.

(5.9) kosullarinin matris bagintisi
UY=z7,=[U;; 7;],i=01,.,[n]-1, (5.14)

olarak yazabilir ve burada,

matris yapist mevcuttur.

(5.13) sisteminde yer alan m satir1 kaldirildiktan sonra (5.14) kosul matrisleri
(5.13) sistemine eklenir ve bu arttirilmis matris sistemi ¢oziilditkten sonra bilinmeyen
matching polinom katsayilarini elde edilir. Bu katsayilar (3.6) ¢6ziim formunda yerine

yazildiginda matching polinom ¢oziimiine ulasilir. Buradaki arttirilmis matris sistemi

Woo Woy Won ; f (to)
Wio Wi, Wiy ; f (t1)
W El= WN—]'n'\Jrl,O WN—|'n'|+l,l WN—|_n'|+l,N , f(tN—fn'|+l)
W F]= _ :
Ugo Uoy Uon ) %o
U Uy Uy , 21
| Urntvo Unjan 7 Unpan Toja |
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formundadir ve rankW =rank[W ; F]= N +1 olarak mevcuttur.

5.2.1. Kesirli Tiireve Bagh Olarak Kalan Hata Analizi

Bu béliimde hata analizini uygulamak i¢in Boliim 4.2.1°de aktarilan kalan hata
analizinin benzer yapisi takip edilecektir. Buna ek olarak, kalan fonksiyonunun
davranigi, N hesaplama limitinin yani sira kesirli tlirevin degisimine gore de bagh

olacaktir. (5.8) denklemi i¢in kalan fonksiyonu

Ry (t) = Zpk,n (t) MtD::yN (ﬂk,nt"',uk,n)_ f (t) ,

k=0

olarak tanimlanir ve hata analizi uygulandiktan sonra e, , (t) tahmini hata fonksiyonu

bulunup diizeltilmis matching polinom ¢oziimii Yy (t) =y, (t)+ey, (t) elde

edilecektir.

Ayrica, buradan su sonug ¢ikar ki

‘y(t)— Yn (t)‘ < én

Y (t)=yym () <& }:gNM<5N’VtE[C1d], (5.15)

olup, &, ve g pozitif tam sayilar1 sifira gok yakin olacaktir. Diger bir deyisle, N
ve M degerleri arttirildikga, &, Ve &, arasindaki fark artacaktir. Boylelikle,

gelistirilmis  matching polinom ¢oziimiiniin davranmist  biiylik Olgiide tahmin

edilebilecektir.

5.2.2. Kesirli Model Problemler

Bu béliimde, bazi kesirli model problemleri, C, CF, RL ve J tiirev formiillerini
iceren matching polinomuna dayanan matris-siralama yontemini kullanilarak
coziilecektir. Sayisal sonuglar tablolarda ve elde edilen ¢6ziimlerin davranislar: farkli
n tiirevi igin sekillerde gosterilmistir. " L, ™ X, ., " yy (t), Vey(t) ve ME ()
ifadeleri; M={C, CF, RL, J} kesirli tiirevlerine goére elde edilen sonuglari
gostermektedir.
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Model 5.2.1. [30] Periyodik olmayan kosullu ve gecikmeli kesirli diferansiyel

denklemi

U Dy (t)+y(t-1)= f(t), 0<t<2,

olmak tlzere ve y(O) = —y(2) kosullar1  altinda incelensin.  Burada,
Poo (t) =P, (t) =1, Ao =1, mo=-1, A4, =1, 140,=0 ve Caputo tirevini

kullanarak, f(t) fonksiyonu

_ (3t r(2)t*
(t)= r(28) T(L8)

+t2 =3t +1,

olarak elde edilir. Farkl1 kesirli tiirev tiplerini ve N=3 alarak problem ¢6ziilsiin. (5.12)

matris denklemi geregi

{Po,oxo,o + Po,o.zM Xl,O.Z} KY =F, (5.16)
W

temel matris denklemi elde edilir. Burada,

1 00 1 -1 1 1 0 -1
Poo =Poo2=|0 1 0|, Xeo=|1 0 0Of, K={0 1 0|,
01 1 1 1 0 0 1
0 0 0 0 0 0
¢ Xio2 = ) X0, =0 1.0737 1.1930 |, cF X0, =0 11060 1.1520 |,
0 1.8694 4.1542 0 1.9673 4.2612

ve problemin tanim aralig1 10'° <t <2 olarak alindiginda, RL tiirevi kullanilarak

1361.32 1.70e—13 1.89e-29
RLx. ~=10.85894 1.07367 1.19297 |,

1,02 —

0.74775 1.86937  4.15416
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matrisi elde edilir.

“Kios » TXigs s MXy, Ve ’X,,, matrislerini igeren (5.16) matris

denklemini hesaplanmistir. Ornek olarak, © X, ,, matrisini igeren (5.16) denklemini

hesaplayarak arttirilmis matris sistemini

1 -1 0 ; 1
[W ; F]: 1 1.07370 0.1930 ; -0.8807 |,
1 0 -1 -1

elde edilir. Belirtmek gerekir ki yukaridaki matris sistemi, <" X,,,, " X,,, Ve

’ X 02, matris yapilar1 kullanildiginda farkli sayisal yapiya sahip olacaktir.
Yukaridaki matris sistemi ¢oziildiigiinde
y=[0 -1 1],

bulunur ve matching polinom ¢6ziimii

2

Y, (t) = zynMn(Kn’t) = yOMO(KO’t)+ Y1M1(K1’t)+y2M2(K2’t)
n=0

=(0)-1+(-1)-t+1:(t*-1)
=t*-t-1,

olarak elde edilir ki bu ¢6ziim, problemin tam ¢6ziimiidiir. Bu baglamda ayni ¢6ziim,
F Xioss Xip, Ve ' X, matris yapilarmi kullanarak elde edildigi goriilmiistiir.

Heris ve Javidi [30] ¢alismalarinda, kesirli geri diferansiyel formiiliiniin adim boyunu
h =0.0001 kullanarak y(1)’in en iyi yaklasik degerini 7.2526e —05 olarak elde ettiler.

Goriilecegi lizere burada problemin tam ¢6zlimii direkt olarak elde edilmistir.

Model 5.2.2. [27,138,139] Newton akiskaninda bir sert plakay1r modelleyen Bagley-
Torvik kesirli diferansiyel denklemi

88



D?y(t)+ " Dg2y(t)+y(t)= f(t), 0<t<1,

olmak iizere y(O) =0 ve y’(O) =1 baslangi¢ kosullar1 altinda inceleyelim. C, CF,

RL, J kesirli tiirevleri kullanilarak, f (t) fonksiyonu

f(t)= ﬁ[cos(t)s[\/g]—sin(t)c(

f(t)= T ++/2cos(t)S (

3N

N f (t)=—e ™ +cos(t)—sin(t),

)

NN

Ve

f (t)=0.02779t*F, (3;3.75,3.25;~t* / 4) - 0.687774t"*|F, (2;2.75, 2.25;t* / 4)
+0.56419,F, (1;1.75,1.25;-t* / 4) Ik,

belirtilen tiirev tipleri i¢in sirasiyla elde edilmistir. Burada,

2

J'sm( ]dx ve C(t jcos(”; de,

integralleri Fresnel integralleridir [140] ve ,F, hipergeometrik fonksiyonu, F,

genellestirilmis hipergeometrik fonksiyonunun bir 6zel halidir [140]. Problemin tam

¢oziimii y(t)=sin(t) dir. Farkli kesirli tiirev tiplerini igeren metodun hesaplama

limitini N=4’den N=32’ye kadar alarak problem ¢oziilsiin. Ayrica, kalan hata analizi
kullanilarak elde edilen ¢oziimler gelistirilsin. Tablo 5.2.1°de L ve diizeltilmis L

hata hesaplamalari, Fermat Tau (FTM) ve degistirilmis (shifted) Chebyshev Tau
(SCT) islemsel matris metotlar1 [27,139] ile karsilastirilmistir. Goriilecegi tizere
giincel sonuglar, belirtilen metotlarin sonuglarindan ¢ok daha iyidir. Bunlara ek olarak,
sunulan metodun CPU siiresi, farkli N i¢in FTM [27] nin siiresi ile karsilagtirilmistir,
Tablo 5.2.2’den goriilecegi lizere sunulan metot, farkli kesirli tiirev tiplerini igermesine
ragmen FTM’den ¢ok daha kisa islem siiresinde ¢6ziim tretmistir ve fark edilecektir

ki N=32 i¢in CF’li metot, CF’nin kompakt eksponansiyel fonksiyon igermesi
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nedeniyle kismen yavas

islem gdstermistir.

Bu yiizden,

sunulan metodun

uygulanabilirligi icin C, CF, J tlirev yapilarini kullanilmalidir. Elde edilen ¢6ziimler

tam ¢oziim ile beraber Sekil 5.2.1°de resmedilmistir.

Tablo 5.2.1. Model 5.2.2 i¢in L, ve diizeltilmis L hata hesaplamalarinin N, M, ve
C, CF, RL, J kesirli tiirevlerine gore karsilastirilmas.

N,M °L, L, "L, L, FTM [27] | SCT [139]
4 51e—-04 | 4.0e—04 | 5.1e—-04 | 5.1e—-04 | 2.7e-04 | 3.4e-04
45 | 22e—-05 | 1.9e-05 | 2.6e—05 | 2.2e—05 | — —

8 6.5e—09 | 6.1e—09 | 6.1e—09 | 6.5e—09 | 3.5e—-07 | 4.3e—07
89 | 15-10 | 1.4e-10 | 15e-10 |1.5e-10 | - —

16 1.6e-15 | 7.8e—-16 | 5.6e-14 | 3.8e—15 | 4.2e-10 | 1.8e-08
32 9.9e-16 | 4.2e-14 | 44e-16 | 9.9e—-16 | 5.8e-12 7.1e-10

Tablo 5.2.2. Model 5.2.2 i¢in CPU siiresinin (sn.) N, M, ve C, CF, RL, J kesirli

tiirevlerine gore karsilagtiriimasi.

N C’li glincel | CF’li glincel | RL’li giincel J’li giincel FTM [27]
metot metot metot metot
4 0.9375 0.4375 1.3125 0.2344 23.16
8 2.5156 1.4375 3.2344 0.3438 110.78
16 9.0313 32.094 10.063 0.6406 313.27
32 34.391 1469.0 36.203 1.2188 1023.85
“r1T T T 17 T [ 1T T T4
0.8 ? 1
07k : .
0.6 o o 1
05f i 4 i
> 04f 5;:""\' .
03f - .
0.2t /:;r'/' i
’_/ <8 Tam godzlm
01 & Cysm 1
0%’ —&= Sy, (1) .
201 : : : ' ' : ' ' '
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Sekil 5.2.1. Model 5.2.2 igin tam ve matching polinom ¢odziimlerinin karsilastirilmasi.
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Model 5.2.3. [141] Mekaniksel, optiksel ve elektriksel sistemlerde parametrik

rezonans i¢in modellenen kesirli Mathieu diferansiyel denklemini

MDDY(t)+(1-0.32cos(3t))y(t) =0, 1<n<2, 0<t<2,

olmak lizere ve y(O) =0, y(O) =1 baslangi¢ kosullar1 altinda N=10, farkli n ve kesirli

tirevleri i¢in ¢6ziilsiin. Ayrica, kalan hata analizi M =12 igin uygulansin. Tablo 5.2.3
giincel metodu, Runge-Kutta [142] ve birinci-ikinci ¢esit Chebyshev polinom
metotlar1 (SCP) [142] ile n=2 igin karsilagtirmaktadir. Bu tablodan goriilecegi iizere
giincel sonuglar, belirtilen metotlarin sonuglari ile iyi uyum igerisindedir. Farkli kesirli
tirev tiplerine ve n degeri bakimindan matching polinom c¢o6ziimlerinin yer
degistirmesi Sekil 5.2.2°de gosterilmistir. Buradan goriilecegi iizere matching polinom
¢oztimii farkli kesirli tiirevlerine gore farkli yer degistirmesi gostermistir. Dolayisiyla,

Sekil 5.2.2 asagidaki gibi yorumlanabilir:

e n degeri 2’ye yaklastikca; (a) seklinde yer alan ¢ Yio (t) ¢Oziimiiniin yer
degistirmesi, (b) seklinde yer alan <"y, (t) ¢Ozlimiiniin yer degistirmesinden daha
tutarhdir.

e n degeri 2’ye yaklastikca; (d) seklinde yer alan vy, (t) ¢Oziimiiniin yer
degistirmesi, (c) seklinde yer alan "y, (t) ¢Ozlimiiniin yer degistirmesinden daha
tutarhdir.

e vy, (t) ¢ozlimii digerleri ile karsilastirildiginda bu problem i¢in en uygun ¢6ziim

yapisina sahiptir.

Diger taraftan, Sekil 5.2.3 mutlak hatalarin 3-boyutlu grafik davranislarin

farkli N’e gore resmetmektedir.

Model 5.2.4. [143] Genellestirilmis kesirli diferansiyel denklemini
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olmak iizere ve y(0)=y'(0)=
Problemin tam ¢dziimii y(t)=t’ *diir. C tiirevini igeren metot ile problem

¢oziildiigiinde Tablo 5.2.4’den gozlemlenir ki N=3 i¢in elde edilen giincel sonuglar,
Laguerre-Gauss metodunun (LGM) N=22 [143] i¢in elde etmis oldugu sonuglardan
cok daha iyidir. Ayrica, benzer sonuglar; CF, RL ve J tiirevleri kullanildiginda da elde

edilmistir.

Tablo 5.2.3. Model 5.2.3’in n=2 degeri i¢in gilincel ve var olan tam ¢6ziimlerin

y”(O)=O baslangi¢ kosullar1 altinda ele alalim.

karsilastirilmasi.
t ‘v (t “Vioro (1 SCP SCP Runge-Kutta
o (1) sz (1) (L. cesit) | (2.cesit) | metodu [142]
m=10 [142] | m=10 [142]
0.1 | 0.996591 0.996590 0.996589 0.996582 0.996589
0.2 | 0.986247 0.986242 0.986247 0.986245 0.986242
0.4 | 0.943250 0.943236 0.943232 0.943233 0.943238
0.6 | 0.866936 0.866915 0.866922 0.866917 0.866917
0.8 | 0.753746 0.753718 0.753723 0.753722 0.753721
1.0 | 0.603763 0.603730 0.603727 0.603730 0.603734
1.2 | 0.422373 0.422336 0.422343 0.422342 0.422340
1.4 | 0.219367 0.219329 0.219338 0.219335 0.219333
1.6 | 0.006062 0.006024 0.006022 0.006025 0.006028
1.8 | -0.207745 | -0.207781 | —-0.207773 | -0.207771 —0.207776
2.0 | —0.415250 | —-0.415124 | —0.415133 | -0.415136 —0.415130
"J"@‘“%“?M;L\g\ o Oyt n=2 ]
08l kg ——Cy, (h:n=18]
“&'w-. \"\U CY (1) n=1.6
06k ° o X\\E‘('- . or TR
o B ==y (t)n=13
0al \sl\m -. & |
” o2 i \g i
\&\”@u y!
02h \ﬁ\x |
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] 02 0.4 0.6 08 1 12 14 16 18 2
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Sekil 5.2.2. Model 5.2.3 i¢in C (a), CF (b), RL (c¢) ve J (d) kesirli tiirev yapilarini iceren
metot ile elde edilen matching polinom ¢6ziimlerinin yer degistirmesi.

0.2

0.15

B Ce, vl n=1.8

-0 4
2 e 01 n=1.8
15 15 2
'oos ! .
: 0.5

0 0
Y X

Sekil 5.2.3. Model 5.2.3 i¢in mutlak hata fonksiyonlarinin karsilastirilmasi.
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Tablo 5.2.4. Model 5.2.4 igin giincel ve var olan sonuglarin karsilagtirilmas.

Zaman CYs(ti) LGM N=22
t, [143]

0.1 8.3e—17 6.3e — 06
0.2 8.3e—-17 3.9e-05
0.3 8.3e—-17 1.0e—-04
0.4 8.3e—-17 1.9e-04
0.5 8.3e—-17 2.9e-04
0.6 8.3e—17 4.1e-04
0.7 5.6e—-17 5.3e-04
0.8 1.1e-16 6.6e—04
0.9 1.1e-16 8.0e—-04
1.0 1.1e-16 9.5e-04

Model 5.2.5. [144] Fiziksel sarkacin davranigini belirleyen dogrusal kesirli osilator

denklemi

"Dy (t)+w?y(t)=0, 0<t<L, 1<n<2,

olmak iizere ve y(O) =0, y’(O) = w baslangi¢ kosullar1 altinda ele alalim. Burada,
w=1, L ={1,15} ve n=2 i¢in tam ¢dziim y(t)=sint dir. Farkl kesir tiirev tiplerine

gore metot ve kalan hata analizi uygulandiginda CPU siiresi (sn.), Lucas- ve Legendre-
Tau metotlarma (LuTM ve LeTM) [144] gore oldukea tutarli sonuglar Tablo 5.2.5°de

verilmistir. Sekil 5.24 vy, (t) ¢oziimiinlin yer degistirmesini, L=1 ve n
arttirildigindaki durumu ile gdstermektedir. Ayrica, Sekil 5.2.5 Y, (t) ¢dziimiiniin
L =15 genis araliktaki davranisini gostermektedir. Sekil 5.2.4 ve 5.2.5°de Caputo
tiirev tipinin bu model i¢in (L=1) en iyi kesirli tirev yaklagimmni sundugu

anlagilmaktadir. Benzer sekilde, Caputo-Fabrizio tiirev tipinin en iyi yaklagim sundugu

L =15 i¢in de saptanmaktadir.
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Tablo 5.2.5. Model 5.2.5 igin CPU siiresinin ve L, hata degerlerinin N, M, L=1, n=2

degiskenlerine gore karsilastirilmasi.

Giincel metot LUTM [144] LeTM [144]
¢ . CPU L, CPU L, CPU
N, M sn. sn. sn.
4 1.3e-03 O 1.3e-04 1235 8.3e—-03 19.47
4,6 50e-06 O - - - -
8 1.1e—-08 0. 5.4e-07 33.58 2.5e-06 45.17
8,10 1.6e-11 0 — - — -
16 1.1e-16 0. 2.2e-14 67.59 | 5.4e-14 95.24
32 1.1e-16 0.05 | 4.4e-16 91.27 9.3e-15 174.12
0.9 T T T
0.8
0.7
0.6
0.5
0.4
0.3 —8— Tam ¢oziim n=2| 7
ok —e— "y, (1) n=1.9 |
' | —%-=Cy (0:n=1.8
L o Win=17 | ]
Dﬂ 1 1 i i i i i i i
0 0.1 0.2 0.3 04 0.5 06 0.7 0.8 0.9 1
t
(@)
0.9 T T
0.8
0.7
0.6
0.5
0.4
0.3 —8— Tam ¢goziim n=2
ok —e—"Fy (in=19 | |
I —%-=CFy ();n=1.8 |
01 ¥ OFy (0 n=17
D'ﬁ'. I I | | | | | | |

0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

(b)



0.9 T T T T T T T T T

—+&— Tam ¢dzlm n=2
—o— "ty (1 n=19

0.8

070 | _ RL.Jym{t); n=1.8

0.6 Rty ol n=1.7

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

Sekil 5.2.4. Model 5.2.5 i¢in tam ve matching polinom ¢dziimlerinin n agisindan yer
degistirmesi.

@ sin(t) =2 o Cyyo(t); n=1.99 = Fyy(t); n=1.99

1.0+

0.5}
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-@- sin(t) n=2 Rlyso(t); n=1.99 = Jy,0(t); n=1.99

1.0+

0.5}

-0.5

-1.0f L

Sekil 5.2.5. Model 5.2.5 igin tam ve matching polinom ¢oziimlerinin n agisindan [0,15]
araligindaki davranisi.

Model 5.2.6. Coklu gecikmeli ve degisken katsayili kesirli diferansiyel denklemi
sin(t) 1Dy (t—1)+ D"y (0.5t) —t*D'y (t)+ty(2t) = f (t), 0<t<1,

olmak iizere ve y(O) = y'(O) =1 baslangi¢ kosullar1 altinda ele alinsin. Problemin tam
¢oziimii y(t)=e'’dir ve f(t) fonksiyonu kesirli tiirev tipine gore degismektedir.
Problem ¢oziildiikten sonra kalan hata analizi N=8, M=10 hesaplama limitleriyle
¢oziimleri gelistirmek i¢in kullanilmistir. Tablo 5.2.6 kalan hata analizinin farkli
kesirli tlirev tiplerine gore uyumlu oldugu agikca ifade edilebilir. Ayrica, (5.15)

tahmininin Tablo 5.2.6’da saglandig1 goriilmektedir. CF ve RL tiirev tiplerini igeren

metodun daha iyi sonuglar aldig1 gézlemlenmistir.
Bunlara ek olarak, metodun CPU siiresi Tablo 5.2.7’de gosterilmistir, buradan

goriilecegi lizere RL tiirevini metotta kullanmak uzun iglem siiresi almistir. Bu yiizden,

problemi etkili sekilde ¢ozmek i¢in CF tiirev tabanli metot se¢ilmelidir.
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Tablo 5.2.6. Model 5.2.6 i¢in mutlak hata ve diizeltilmis mutlak hata hesaplarinin C,

CF, RL ve J tiirev tipleri agisindan karsilastiriimas.

t ‘Ceg (t)‘ ‘CEMO (t)‘ ‘CFes (t)‘ ‘CF Es.0 (t)‘
0.1 225-06 3.96e—-10 6.31e—08 1.08e—09
0.2 1.10e—05 3.06e—09 8.32e—07 3.75e—09
04 579 -05 2.34e—-08 7.79e—06 1.03e—08
0.6 15le-04 7.33¢-08 2.63e-05 1.31e-08
0.8 2.85e—04 1.55e—07 5.97e—05 8.32e—09
10 4.37e-04 26le-07 1.10e—04 5.00e—09

t \ Rle, (t)\ \ " Earo (t)\ \Jeg (t)\ \J = (t)\
0.1 1.28¢-06 1.12e-10 1.34e—-06 1.32e—09
0.2 523-06 4.63-10 5.14e—06 5.07e—09
04 2.05e-05 1.80e—09 1.77e-05 1.74e—08
0.6 4.17e-05 3.55¢-09 3.03e-05 2.98¢-08
0.8 6.12e-05 4.99e-09 3.44e—05 3.78¢-08
1.0 7.09e-05 b554e—09 2.30e—05 2.27e—08

Tablo 5.2.7. Model 5.2.6 igin CPU siiresinin N, C, CF, RL ve J parametrelerine gore

karsilastirilmasi.
N Cllimetot CF’limetot RL’limetot J’li metot
4 2.25 0.42 3.53 0.56
16 22.1 5.25 27.5 2.78

5.3. Ugiincii Dereceden Dogrusal Olmayan Kesirli

Denklemlerin Coziimii

Diferansiyel

Bu béliimde, tam ¢izge yapisini igeren matching polinomuna dayanan matris-
siralama metodu kullanilarak {i¢iincii dereceden dogrusal olmama durumunu igeren
kesirli diferansiyel denklemlerin yaklasik ¢oztimlerini elde edilecektir. Ele alinacak

denklemleri bir tek formil altinda

Y RYIM+ Y Y Y QL YTOYTOYTm=9(t), (617)

Oéaéml Oﬁl‘lészSI’ZSI‘lOSI’SSrZ

olmak tlizere ve
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-1

[3,y% ()+b,y® (b)]= v, i=01,....m—1, (5.18)

3

=
1l
o

karigik kosullari altinda ele alalim. Burada, te[a,b], y(t) ve g(t) fonksiyonlar:

[a,b] araliginda analitiktir; {e,1;,1,,r,} parametreleri tam sayil1 ve kesirli mertebeden

tiirevlerdir; m=maks{m,m,}(m,m,eZ%) ve P, Q , a, , b, uygun

N3

sabitlerdir.

Simdi, (5.17) denklemini ¢6zmek i¢in metodun temel matris bagmtilart

olusturulsun. (3.7) denkleminin kesirli tiirev formiiliinii & >0 olarak alarak
y (1) = M (K, 1)Y = X9 (©)KY, (5.19)
matris bagintisi olusturulur. Burada,

M (K,,t)

508 (Mo (K1) D5 (M (K,it) = §D5 (M (K1) ],
ve
XO)=[Dg(1) Dy D5 - DF(M)],

seklindedir. Dolayisiyla, (5.19) matris bagintisin1 ve (3.11) siralama noktalarini

kullanarak, (5.17) denkleminin dogrusal kisminin matris bagintist

{ 2 Pay(”‘)(ti)} > PXKY, (5.20)

Ogasml OSaSml

olarak elde edilir. (5.17) denkleminin ti¢iincii dereceden dogrusal olmayan kismi igin

matris bagintisi
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> 2 ZQw,@y“l)(ti)y"z)(ti)y@(ti)}=

Osrlsmz OSrZSI‘lOSrser
S % ¥ QX UK (X)(R) X7 |(K)(7),

Osrlsm2 Osrzsrlogr?)srz

(5.21)

olarak olusturulabilir. Burada 6zellikle m, =0 ve r, =0 i¢in

(@0 )= (KX (K]7

gerceklesir. Ayrica, (5.21) matris bagintisi kolayca ikinci dereceden dogrusal olmayan

forma asagidaki gibi indirgenebilir:

x> Zorl,rzv(”«oy“”(to}= > 30, X K(xP)K)Y, 622

0sr1£m20§r2£rl OsrlstOSrzsrl

(5.20), (5.21) (veya (5.22)) denklemleri bir araya getirilerek

3 RXOKY T B 30, XK (X YR)(XT|(R)7 =e.

Osfzsml Osrlgm2 Osr2§r10§r3sr2

(5.23) matris bagintisi

W= S PX«Kvwez=Y ¥ 3 er,rz,rgx“l)K(W)(R)[W)(?),

OSaSml Osrlgmzogrzsrlosragrz

(5.24)

olarak ifade edilir. Burada,

Pa = diag [Pa ](N+l)><(N+l) ] er.’rzlr3 = dia-g [er’rz’rSJ

(N+1)x(N+1)
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X (@) = X(a?(tl) - Dy (1) Dy(t) - ng(t ,
(@) ‘
X)) | eppw) Spp() - Sor ()
X () 0 0 |
W: 0 X(rz)(tl) 0
(ry)
- 0 0 0 X (tN )_(N+1)X(N+l)2
(r3) = di (rg) - — di —
X dlag[ X :|(N+l)2><(N+l)3, : dlag[ « J(Nﬂ)zx(Nﬂ)Z’
K= diag[ K ](N+1)3X(N+1)3 YE[wY oy yNY]T '

V=[yY w¥ - v Y] 6=[o() at) - o(t)]

matrisleri mevcuttur. Diger taraftan, (5.19) matris bagintisin1 kullanarak (5.18)
kosullarinin matris bagintisi

m-1
YlaM®(K,,a)+b,M® (K b)Y =y, i=01,....m-1,  (5.25)
k=0
olarak yazilabilir ve

uy =y, :>[Ui: 1//i], i=0,1,...m-1,

seklinde kisaltilabilir. Burada,

olarak yazilabilir. (5.24) matris denklemleri kisaca

WY +ZY =G veya [W ;Z:G], (5.26)
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olarak ifade edilebilir.

(5.26) sisteminde yer alan herhangi m sayidaki satir kaldirildiktan sonra (5.25)
kosul matrisleri (5.26) sistemine eklenir ve bu arttirilmis matris sistemi ¢oziildiikten
sonra bilinmeyen matching polinom katsayilar1 elde edilir. Bu katsayilar, (3.6) ¢6ziim

formunda yerine yazildiginda matching polinom ¢6ziimiine ulasilir.

5.3.1. ikinci Ortalama Deger Teoremine Dayanan Yakmsakhk Analizi ve
Hata Tahmini

Bu boliimde, metodun yakinsaklik analizini ve hata tahminini olusturmak i¢in
Hobson [145]'nin ve Dixon [146]’nin 20. yy.’daki ¢alismalarinda goriilen ikinci
ortalama deger teoremini ve kalan fonksiyonu kullanilacaktir. Ilk olarak ikinci

ortalama deger teoremi lemma olarak asagidaki gibi ifade edilebilir.

Lemma 5.3.1. [145,146] Let f(t):[a,b]— R" integrallenebilir bir fonksiyon ve

w(t) :[a,b] > R" integrallenebilir bir pozitif fonksiyon olsun. Bu takdirde,

b

Q= £ o,

a

gergeklesir 0yle ki ¢ e[a,b] mevcuttur ve f(c) degeri; f(t) fonksiyonunun, [a,b]
araliginda tanimli @(t) agirhk fonksiyonuna gore bir ortalama degeri olarak

adlandirilir. Ozellikle o(t) =1 icin

i f (Da(t)dt = f(C)(b—a),

gerceklesir ki bu ise integral hesabi i¢in birinci ortalama deger teoremini ifade

etmektedir.

Metodun yakinsaklik analizini ve hata tahmini olusturulmadan 6nce bu

hesaplamalarda kullanilacak olan R, (t) kalan fonksiyonu
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Re®= D PYS®+ 2 > 2 Qo WO OY®-a(t),

OSasml Ogrlgm2 OsrzsrlOSrssrz

(5.27)

olarak tanimlanir. Lemma 5.3.1 ve (5.27) denklemi yardimiyla metodun N degerine

gore yakinsaklik analizi asagidaki gibi olusturabilir.

Teorem 5.1.1. R, (t) fonksiyonu [a,b] araliginda integrallenebilir ve w(At) ,

(4 € R) parametreli bir pozitif agrilik fonksiyonu olsun. Bu takdirde,

i R, (D)o (At)dt

R, =

Ta)(,u)dt

gerceklesir. Burada, |QN degeri metodun hassasiyetini; N ve @(At) parametreli agirlik

fonksiyonuna gore hata st sinirin1 belirtmektedir.

Ispat Integrallerin esitsizlik 6zelliginden

T R, (D)o(At)dt

< T|RN (t)w(At)|dt,

yazilabilir ve @w(At) fonksiyonu pozitif fonksiyon oldugu igin

< i|RN ()| @(At)dt,

a

T R, (D)o(At)dt

olarak ifade edilebilir. Lemma 5.3.1 geregince
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T| Ry (t)| e(At)dt

=Ry,

a
b

[ (at)dt

T R, (D)w(At)dt

<|R, (c)ﬁw(zt)dt = |Ry ()| <

elde edilir. Burada IQN , N ve @(At) degiskenlerine gore hatanin ist sinirini, kalan

fonksiyonuna dayali hesabini belirtmektedir.

5.3.2. Sayisal problemler
Bu boliimde, matching sunulan metodunu kullanarak bazilart uygulamali

bilimlerde olmak iizere bes adet zorlu problemi ¢éziimlenecektir.

Problem 5.3.1. [147] Mekaniksel sistemlerde, kaos ve vibrasyon teorilerinde
kullanilan kesirli mertebeden soniimlii ve harici kuvvet icermeyen Duffing

diferansiyel denklemini

y @ (t)+uy' (t)+5y(t)+y*(t) =0, te[0,T], 1<a<2,

olmak iizere ve y(0)=0, y'(O) =1 baslangi¢ kosullar1 altinda ¢oziilsiin. Burada,

problemin tam ¢oziimii bilinmemektedir ve # parametresi sonim kuvvetini

gostermektedir. (5.24) temel matris denklemi geregince, problemin temel matris

denklemi
(RX +PX®+P,X@)KY +Qyp0 XK (Y)(R)(?)(?)\? =G,

olmak tizere 1, T ve a degiskenleri ele alinarak daha 6nce bahsedilen islemler takip
edildikten sonra matching polinom ¢oziimleri elde edilir. Ayrica, Bolim 5.1.1°de
bahsedilen Laplace-Padé yontemi kullanilarak ¢dziimiin salinim hareketi elde edilir.
Sekil 5.3.1 matching polinom ve Mathematica c¢oziimlerinin karsilagtirmasini

vermektedir. Burada, Mathematica ¢oziimii « =1 i¢in
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NDSolve[{y"[t] + * y[t] +5y[t] + (¥t])"3== 0, y[0] =0,
y'0]==1}, y[t].{t,0, THI[L.L 2]],

modiili ile elde edilmistir.

Sekil 5.3.2 ve 5.3.4 ¢ozlimlerin salinim hareketlerini, [0,50] zaman araliginda

gostermektedir ve ayrica Kesirli tiirevin ve soniim parametresinin matching polinom
¢Ozlimii tizerindeki etkisi kolayca bu sekillerde goriilmektedir. Sekil 5.3.3 ve 5.3.5
matching polinom ve Mathematica ¢ozlimlerinin faz diizlemleri arasindaki tutarlilig

belirtmektedir. Metodun st hata smir1 @(At), N ve o degerlerine gore Tablo 5.3.1

ve 5.3.2°de gosterilmektedir.

Tablo 5.3.1. Problem 5.3.1 igin R, hata iist siirinin @(At), N ve « =2 degerlerine
gore karsilastirilmast.

o(t)IN | 4 5 6 | 7 | 8
It+1)
A1=10" 2.53e-02 | 7.58e-02 | 1.24e-02 | 8.27e-03 | 3.47¢-03
A1=10" 3.04e-02 | 6.54e-02 | 1.41e-02 | 9.57e-03 | 2.92e-03
exp(At)
A=1 2.89e-02 | 1.76e-01 | 1.57e-02 | 1.20e-02 | 7.49e-03
A=-1 2.69e-02 | 1.25e-01 | 1.40e-02 | 9.73e-03 | 6.41e-03
A=-10° 2.78e-02 | 5.75e-02 | 1.31e-02 | 9.35e-03 | 1.83e-03

Tablo 5.3.2. Problem 5.3.1 i¢in R, hata iist s @(At) , N ve o =1.99

degerlerine gore karsilastirilmasi.

o(t) I N | 6 |

I't+A4)

1=10" 3.72e-01 | 4.07e-02 | 554e-02 | 1.62e—02
1=10" 2.55e—01 | 1.94e-02 | 4.28e—02 | 1.08e—02
exp(At)

A=-1 | 207e—01 | 1.31e—02 | 3.88e—02 | 1.08e—02
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04}
0.3}
=

0.2 — Mathematica Céziimii; a=2
o y;(t); a=2

0.1 --a-- yq(t); a=1.9
<o yr(t); a=1.8

0.0

0.0 0.2 04 0.6 08 1.0
t

Sekil 5.3.1. Problem 5.3.1’in ¢ =0.5 yiiksek sonim kuvvetine ve T =1 degerine
gore ¢ozlimlerinin karsilastirilmasi.

04—
0.3
) — Mathematica goziimii
sl t); a=2
02l yi.p(t)
- y7p(t); a=1.9
L
0.1+t
i h
0.0 M
1 i g
0
=01+
-0.2
s
-0.3
0 10 20 30 40 50

t

Sekil 5.3.2. Problem 5.3.1’in ¢ =0.5 yiiksek soniim kuvvetine ve T =50 degerine
gore ¢oziimlerinin salinim hareketi.
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yit)

(C) y7,p (t) = 1.9

0.15

0.20

Sekil 5.3.3. Problem 5.3.1’in #=0.5 yiiksek soniim kuvvetine ve T =50 degerine
gore ¢ozlimlerinin faz diizlemlerinin karsilagtirilmasi.
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— Mathematica ¢ozimii
04} E
P -0 y7p(t); a=2
-

—+ yrp(t); @a=1.9

0 10 20 30 40 50

Sekil 5.3.4. Problem 5.3.1’in x#=0.1 diisikk soniim kuvvetine ve T =50 degerine
gore ¢ozlimlerinin salinim hareketi.
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v(t)

(b) Y7 (t) ;=2

109



1.0f
0.5|
I ool
_05 L
-1.0 - - - -
~0.4 ~02 0.0 0.2 0.4
y(t)

©) ¥;5(t); =19

Sekil 5.3.5. Problem 5.3.1’in ¢ =0.1 diisiik soniim kuvvetine ve T =50 degerine

gore ¢ozlimlerinin faz diizlemlerinin karsilagtirilmasi.

Problem 5.3.2. Elektriksel devrelerde ve kaotik sistemlerde kullanilan kesirli

mertebeden harici (dis) kuvvet icermeyen Van der Pol denklemini

y® (1)-0.05(1-y* (1)) y“ (t) + y(t) =0, t [0,T], 0< e <1,

olmak iizere ve y(0)=0 : y’(0)=0.5 baslangic kosullar1 altinda inceleyelim.

Problemin tam ¢oziimii bilinmemektedir. N=5 alarak problemi ¢oziiliip, ¢6ziimiin
salmim hareketini elde etmek i¢in Laplace-Padé yontemini uygulansin. Sekil 5.3.6’da
matching polinom ¢oziimleri, & kesirli tiirevine gore belirtilmistir. Ayrica, Akyiiz-
Dascioglu ve Cerdik-Yaslan [87]’in ve Kaur ve ark. [126]’nin ¢aligmalarinda,
yazarlar bu problemin, tam sayr mertebeli halinin ¢dziimlerini; Runge-Kutta [87],
Chebyshev seri [87] ve Haar dalgacik [ 126] metotlarini kullanarak elde ettiler. Burada,
bu problem kesirli mertebeden hali ile ¢6ziimlenmistir. Tablo 5.3.3 giincel sonuglar ile
bahsedilen metotlarin sonuglarim1 tam sayili mertebeye gore karsilastirmaktadir.
Goriilecegi lizere giincel sonuglar, var olan sonuglar ile iyi uyum igerisindedir. Diger
taraftan, matching polinom ve Mathematica ¢oziimlerinin genis araliktaki salinim
hareketleri Sekil 5.3.7°de verilmistir ve onlarin faz diizlemleri Sekil 5.3.8’de simiile

edilmistir.
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Sekil 5.3.6. Problem 5.3.2 i¢in kesirli tiirevinin matching polinom ¢6ziimiiniin iizerine
etkisi.

Tablo 5.3.3. Problem 5.3.2°nin « =1 igin metotlarin sonuglarinin karsilagtirilmasi.

t y;(t) | Runge-Kutta | Chebyshev |Haar dalgacik
[87] [87] [126]
0.1 | 0.05004 | 0.05004 0.05004 0.05004
0.2 | 0.09983 | 0.09983 0.09982 0.09983
0.3 | 0.14887 | 0.14886 0.14885 0.14886
0.4 | 0.19666 | 0.19965 0.19664 0.19665
0.5 | 0.24270 | 0.24270 0.24275 0.24270
0.6 | 0.28653 | 0.28653 0.28653 0.28653
0.7 | 0.32771 | 0.32770 0.32771 0.32770
0.8 | 0.36579 | 0.36577 0.36576 0.36577
0.9 | 0.40039 | 0.40034 0.40040 0.40034
1.0 | 0.43115 | 0.43105 0.43104 0.43105

Problem 5.3.3. Mekanikteki bir problem i¢in olusturulan kesirli mertebeden dogrusal

olmayan diferansiyel denklemi

YO (1) = y (@) + uy? ©) Yy @) + w2y () (v (1)? + y*(t) = 0, t €[0,0.5], 0< x <1,

olmak iizere ve y(O) =A, y’(O) =0 baslangi¢ kosullar1 altinda ele alalim. Ayrica,

denklemin tam ¢oziimii bilinmemektedir. Lev ve ark. [148] yakin gegmiste tam sayili
mertebeden ve hiza baglh elastik modiilii modelleyen bu mekaniksel problemi

olusturdular.
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Sekil 5.3.7. Problem 5.3.2°nin ¢ =1 ve T =30 degerleri i¢in ¢dziimlerinin salinim
hareketi.
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Sekil 5.3.8. Problem 5.3.2’nin =1 ve T =30 degerleri igin ¢6ziimlerinin faz
diizlemindeki tutarliligi.

Wu ve He [149] ¢alismalarinda tam sayili mertebeli bu problemi ¢ozmek igin

homotopi pertiirbasyon metodunu uyguladilar ve A>2/ J3=1.1547 degerinde
periyodik ¢oziim elde edilecegini saptadilar. Burada, N =7 alarak problem, farkli «
ve A=15 i¢in c¢ozilsiin. Sekil 5.3.9’dan goriilecegi lizere ¢Ozlimler tutarh

formdadairlar.
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Sekil 5.3.9. Problem 5.3.3 i¢in kesirli tiirevinin matching polinom ¢dziimiiniin iizerine
etkisi.

Problem 5.3.4. [150] Kesirli mertebeden dogrusal olmayan sinir deger denklemini

y“ (1) +ey* (1) = g(t), te[01], 1< <2,

olmak tizere y(O) =0, y(l) =1 sinir kosullar1 altinda ele alalim. Burada, problemin

tam ¢oziimii y(t) =t *dir ve a =15 icin g(t) =105/32t> +e*"t’ elde edilir.
Problem, farkli N ve a degerleri ile ¢oziilsiin. Tablo 5.3.4 « degerine gore giincel
metodun (N =10) ve Legendre dalgacik metodunun (LWM) (m=12) [150] mutlak

hata hesaplamalarimi karsilastirmaktadir. Dikkat etmek gerekirse sunulan metodun
hesaplama limiti N, N = m -1 olarak LWM’nin m hesaplama limitine karsilik
gelmektedir ve kolayca goriilebilir ki elde edilen sonuglar, LWM’nin sonuglarina gore

olduk¢a tutarhidir. Ayrica, ist hata sinirt parametrelestirilmis @(At) agrilik

fonksiyonuna, N ve o degerlerine gore Tablo 5.3.5’de verilmistir.

Problem 5.3.5. [151] Sosyal ve biyoloji alanlarinda ortaya ¢ikan kesirli mertebeden
dogrusal olmayan lojistik diferansiyel denklemini

y@ (t)—(0.01)7y(t)(1-y(t)) =0, te[0,1], 0< <1,

olmak lizere ve y(O) = 0.75 baslangi¢ kosulu altinda inceleyelim. Burada, tam ¢6ziim
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y(t) = 0.75/ (0.75+(1-0.75)e "),

olarak « =1 igin tanimlidir.

Hesaplama limitini N =8 alarak problem ¢oziilsiin. Sekil 5.3.10’dan kolayca

goriilebilir ki farklt & degerine gére matching polinom ¢dziimi, tam ¢oziim ile iyi

uyum igerisindedir.

Tablo 5.3.4. Problem 5.3.4’tin farkli ¢ igin farkli metotlara gore mutlak hatalarin

karsilastirilmasi.

t.

Giincel
a=11

a=11
[150]

Giincel
a=13

a=13
[150]

Gincel
a=15

a=15
[150]

0.1

1.76e-05

291e-04

2.86e—-05

1.98e-04

2.67e-05

9.70e-05

0.2

3.49e-05

5.42e-03

1.68e-05

2.22e-03

3.35e-05

9.39e-04

0.3

1.09e-04

6.02e-03

2.09e-05

3.02e-03

2.07e-05

1.51e-03

0.4

1.57e-04

1.39e-03

5.83e-05

6.88e—-04

3.96e-07

3.40e-04

0.5

1.50e-04

8.41e-03

7.42e-05

4.51e-03

1.71e-05

2.42e-03

0.6

8.19e-05

1.27e-03

5.77e-05

6.54e-04

2.03e-05

3.10e-04

0.7

2.97e-05

5.77e-03

1.01e-05

3.03e-03

6.12e-06

1.48e-03

0.8

1.54e-04

5.11e-03

5.79e-05

2.34e-03

2.41e-05

6.34e-04

0.9

2.33e-04

3.43e-03

1.18e-04

4.02e-03

5.90e-05

4.67e-03

Tablo 5.3.5. Problem 5.3.4 i¢in w(At), N ve « =15 degerlerine gore R, hata iist

siniriin karsilastirilmasi.

w(At) IN

4

10

I't+A4)

A=107°

8.07e—-02

3.32e-02

2.81e-03

2.25e—-03

2.18e-03

1.25e-03

9.36e—-04

A=10"7

3.73e-02

1.56e-02

1.41e-03

1.17e-03

1.10e-03

6.25e-04

4.85e-04

exp(At)

A=-1

1.69e-02

7.10e-02

4.69e-03

2.73e-03

3.85e-03

1.59e-03

9.84e-04

A=-10°

1.70e-02

8.05e-03

1.20e-03

1.17e-03

0.52e-04

5.20e-04

4.78e-04
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Sekil 5.3.10. Problem 5.3.5 icin kesirli tlirevinin matching polinom ¢dzlimiiniin
tizerine etkisi.

5.4. Uygulamalh Bilimlerde Ortaya Cikan Besinci Dereceden Dogrusal
Olmayan Kesirli Diferansiyel Denklemlerin Coziimii

Bu béliimde, tam ¢izgenin matching polinomuna dayanan matris-siralama
metodunu gelistirerek besinci dereceden dogrusal olmama durumunu igeren Kesirli

diferansiyel denklemleri
m 5
SROY ) +>Q MY (1) =9g(t), & 20, ast<h, (5.28)
k=0 r=2

olmak tizere ve

-1

3

[a;y"” (a)+byy?” (b) |= 7, m=maks{[ &, [}, 1=01,...m-1, (5.29)

—
1]
o

karisik kosullari altinda ele alalim. Burada, y(t), R (t), Q,(t) ve g(t) fonksiyonlari
[a,b] araliginda taniml1 fonksiyonlardir; ¢, € R* tam sayili veya kesirli mertebeden

tiirevi belirtmektedir; a; ve b,

; reel katsayilardir.

(5.28) denklemini indirgeyerek asagida detayl bilgileri verilen; Lane-Emden,

Lienard, Troesch ve Flierl-Petviashvili denklemleri ¢oziimlenebilir:
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ice

Lane-Emden denklemi; en ¢ok karsilasilan tekil problemlerden birisi olan ve termal
akis1 bir kiiresel gaz bulutu boyunca modelleyebilmektedir [152,153] ve ayrica,

beyaz ciice denkleminin yer ¢ekimi tahminini ger¢eklestirebilmektedir [94].

Lineard denklemi; elektriksel devrelerin salinim hareketlerini, fizikteki soniimlii ve
sonlimlii olmayan sarkag problemini ve ayrica kaotik sistemlerin modellenmesinde

onemli rol oynamaktadir [154-158].

Troesch denklemi; bir kisitlandirilmis plazmanin manyetostatik alana gore
davraniginin  belirlenmesinde ve gaz gozenekli elektrotlar teorisinde
kullanilmaktadir. Ayrica, elektrokinetik arastirmalarinda karsilasilmaktadir [159-

162].

(n+1) dogrusal olmama derecesini iceren Flierl-Petviashvili denklemi; Jipiter
gezegeninde bulunan biiyiik kizil lekenin fiziksel yorumunda kullanilmasinin yani

sira yari-jeostrofik teorisinde meydana gelmektedir [163-167].

Simdi, (5.28) denklemini ¢ézmek i¢in tam ¢izgenin matching polinomunu

ren matris siralama metodunun matris bagintilarii gelistirelim. (3.6) tipindeki

¢oziim formuna ait (3.7) matris bagmtisinin her iki tarafin1 ¢, degerine gore tiirevi

alindiginda

Y ()= M) (K, )Y = X @KY, (5.30)

matris bagintisi elde edilir. Burada,

M (€, 1) = 55 (Mo (Ko ) T5% (Mu(K51) -+ §D5 (M (K1)

ve

X @) =[$D5 (1) Dy () Dg () - D)),
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matrisleri olusturulur ve matris bagmtisindaki C sembolii, tiirevlerin Caputo

anlaminda [77] alindigin1 belirtmektedir.

(5.30) matris bagmtisim1 ve (3.11) siralama noktalarini, (5.28) denkleminin

dogrusal kisminda yerine yazildiginda, dogrusal kismin matris formu
Y RMY 1) =Y PXKY, (5.31)
k=0 k=0

elde edilir. Burada,

P, =diag [Pk (t)]

(N+1)x(N+1) ’
(X)) |0 o () o Dk ()
e 2| X(8) | TO(D) D (L) o D (E)
(o) - o "
X)) D) D () SOy (tY)]

matrisleri tanimlidir. Benzer sekilde, (5.28) denkleminin dogrusal olmayan kisminin

matris formu

S0y =3 [oxk v, 5:32)

s=

olarak olusturulur. Burada,

Qr = d|ag [Qr (t)](N+1)><(N+l) !

X (to) 0 0
s (s-1)- - 0 X e 0
X:diag{x} ,;(: ) (ti) . ) :
(N+1)Sx(N+1)(+D) : : K :
0 0

X (tN ) (N+D)x(N+1)?

s ) (s-1)- (r-1)- (r-2)- (r-2)- (r-2-71"
K =diag| K Y =YY oY ey Y
(N+1) D (N1 (s+D)
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matrisleri mevcuttur ve ayrica (S—) (veya (r-)) isareti; matrislerin lizerindeki ¢izgi

say1sin1, dogrusal olmama derecesine gore belirtmektedir. Ornegin;
0- 3- =
X=X veya X=X,
olarak verilebilir.

(5.31) ve (5.32) matris formlarin birlestirerek temel matris denklemi

m (@) 5 r-1 s— s— \(r-1)-
D PXUKY +Z( QrXKj Y =G, (5.33)
k=0 r=2\ s=0

W z

r

elde edilir. Burada,

G=[g(t) a(t) - o(t)].

matrisi tammmlidir. Kisaca, (5.33) matris denklemi

5
WY +>°Z =G veya [W; Z,;...; Z;: G], (5.34)

r=2
matris sistemi olarak ifade edilebilir.

(5.30) matris bagintis1 yardimiyla, (5.29) karisik kosullarinin matris formu

-1

[aMP(K,,a)+b;MP (K b)Y =7, i=01,...,m-1,

3

I
o

i

olarak olusturulur ve kisaca

uy =r, :>[Ui:Z'i], i=0,1,...m-1, (5.35)

olarak yazilabilir. Burada,
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matrisi mevcuttur.

(5.34) sisteminde yer alan m satir1 kaldirildiktan sonra (5.35) kosul matrisleri,
(5.34) sistemine eklenir ve bu arttirilmig matris sistemi ¢oziildiikten sonra bilinmeyen
matching polinom katsayilar1 elde edilir. Bu katsayilar, (3.6) ¢oziim formunda yerine

yazildiginda matching polinom ¢6ziimiine ulasilir. Burada ki artirilmis matris sistemi

[W v :G} =
B . r r r 7]
Woo Woq o Won ) Zog Zy Zyy g (to)
. r r r
Wio Wiy t Wiy ) Zy Z); Z)y g (to )
. r r r .
Waimo Wneme 7 Waemn 0 Znemo Inema 7 Znemn - O (to) '
Ugo Uy oo Ugy X 0 0 .- 0 LT,
Uy Uy, oo Uy X 0 0 0 LT
| Ungo  Unaz - U 0 0 0 - T |
formundadir.

5.4.1. Kesirli Kalan Fonksiyonuna Gore Hata Analizi

Bu boliimde, metodun gegerliligini ve verimliligini arastirmak i¢in kesirli tiirev
degerine ve N limitine gore bir hata analizi sunulacaktir. Bu hata analizi temel olarak
ortalama deger teoremini ve (5.28) denkleminden elde edilen kesirli kalan
fonksiyonunu igermektedir. Burada, kesirli kalan fonksiyonuna goére bir hata analizi
olusturulacaktir. Bu analizin avantajlarindan birisi, ele almman problemin tam
¢Oziimiiniin bilinmemesi durumunda metodun iiretmis oldugu matching polinom

¢ozlimiiniin kesinligini degerlendirilebilecektir.

Teorem 54.1. R, () (o 20, k=0,1,...,m) kesirli kalan fonksiyonu, L [a,b]

uzayinda tanimlansin. Bu takdirde, metoda ait hatanin st sinir1
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SPast

o O]
IQ t, e(a,b),

b-a)

o

olarak N ve ¢, degerlerine gore belirlenebilir.

Ispat (5.28) denkleminden L [a,b] de tanmimli Rak'N(t) kesirli kalan fonksiyonu

R ® = SROYEO+ 30, 0% 0-9 (),

elde edilir. Ayrica, Oguz ve Sezer [15]’in calismasindan bilinmektedir ki Rak’N(t)

fonksiyonu ¢, degerine bagli olarak

b
[R, n @t

b
‘|
a

R, o (t)‘dt, (5.36)

yazilabilir ve integraller i¢in ortalama deger teoremini kullanarak

b

[R, n®)dt|=(b-a)R

s b e(a,b), (5.37)

elde edilir. Bu takdirde, (5.37) denklemi, (5.36) esitsizliginde yerine yazildiginda

SPast

G

(ba)

(Zk,

ifadesi gerceklesir. Burada, t,e(a,b) ve Fiak'N hata st smirini, N ve ¢

degerlerine gore ifade etmektedir. Boylece, metodun gecerliligini ve verimliligi

yiiksek oranda tahmin edilebilir.
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5.4.2. Model Problemler

Bu boliimde, bazi dogrusal olmayan model problemler sunulan metot ve hata
analizi ile degerlendirilecektir. Diger taraftan, E.,,, ortalama karesel hata ve o, hata

hesaplamalari, ¢ozlimlerin tam ¢6ziimlere gore tutarliligini 6lgmek i¢in kullanilacaktir.

Bu iki hata hesabi sirasiyla asagidaki gibi tanimlanabilir [119,168]:

(Y -y () ; ;
Eaws = |/ N Ve oy =\/Z y(t) - yN(t) /\/Z Y(t)

burada, y(t) tam ¢oziim, Yy, (t) matching polinom ¢6zimi ve t ’ler siralama

noktalaridir. Tiim sonuglar tablo ve sekillerde verilmistir.

Model 5.4.1. [169-171] Kesirli mertebeden dogrusal olmayan Lane-Emden

diferansiyel denklemini

y(@ (t)+% y(% (t)+y°(t)=0, 0<,<1,1<a <2, te(0,1),

olmak tizere ve y(0) =1, y'(0) =0 baglangic kosullar1 veya y(0)=1, y(1)=+/3/4

sinir kosullart altinda ele alalim. Burada, o4 = 2¢, ’dir ve tam ¢dziim ¢, =2 igin

y(t) = «/3/ (3+1%) olarak tamimlidir. Problemin temel matris denklemi

1— 1- 2- 2— 3— 3— 4— 4-4-

olarak olusturulur. Sunulan metodu N =3 ve CLSN i¢in uygulandiginda bu matris
denklemi ¢oziiliir ve istenilen ¢oziimler elde edilir. Sekil 5.4.1 acik olarak kesirli
tiirevin, ¢Oziimiin tizerine olan etkisini belirtmektedir. Tablo 5.4.1 sunulan metot ile
varyasyonel iterasyon metodunu (VIM) [169] karsilastirmaktadir. Dikkat edilirse
burada VIM’in hesaplama limiti m =2, giincel metodun N =12 degerine karsilik

gelmektedir.
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Bunlara ek olarak, Tablo 5.4.2 hata hesaplamalarin1 ve CPU siiresini N’nin
diistik degerleri i¢in gostermektedir. Bu tablodan fark edilecegi tizere sunulan metot
L, hata degerini N =3 icin 4.20e—04 olarak verirken, Haar dalgacik-siralama
metodu [171] m=8 hesaplama limiti i¢in 1.97e —03 olarak vermistir. Diger taraftan,
Tablo 5.4.2’den goriilecegi lizere hata iist sinir1 iki ondalik hassasiyetinde elde

edilmistir.

T T T T T T T T T
e -
0.98 ‘,“\‘ E
0.96 F >\.ﬁ\ -
0.94 - “k i
0.92 7
> 091 7
.88 Tam gozim; a =1, a,=2
L - - B
0.86 _'*'_”0_1’ rL1—2 « !
0.84 —c&l—rtﬁ=0.95, rL1=1.9 \\_ 4
Bz
0.82 F rtﬁ=0,9, rL1=1,8 \\ |
— B — = = Y
osl & -y 0.85, o, 1.7 +
i i i i i i i i i
0 01 0.2 0.3 04 05 06 07 08 09 1

t

Sekil 5.4.1. Model 5.4.1 igin y,(t) ¢Ozimiinin farkli kesirli tiireve gore yer
degistirmesi.

Tablo 5.4.1. Model 5.4.1’in ¢ =2 degeri i¢in sayisal sonuglarinin karsilastiriimast.

t | Tamgozim |y (t) |VIMII6O]| |e,(t)| |[le,(t)| [169]
0.1 | 0.998337 | 0.998243 | 0.992067 | 9.40e-05| 6.27e-03
0.2 | 0.993399 | 0.993148 | 0.987282 | 2.51e-04| 6.12e-03
0.3 | 0.985329 | 0.984996 | 0.979461 | 3.33e-04| 5.87e-03
0.4 | 0.974355 | 0.974070 | 0.968827 | 2.85e—04 | 5.53e-03
0.5 | 0.960769 | 0.960650 | 0.955679 | 1.19e-04 | 5.09e-03
0.6 | 0.944911 | 0.945020 | 0.940377 | 1.08e—04 | 4.53e-03
0.7 0.927146 | 0.927460 | 0.923325 | 3.14e-04 | 3.82e-03
0.8 | 0.907841 | 0.908253 | 0.904958 | 4.12e-04 | 2.88e-03
0.9 | 0.887357 | 0.887681 | 0.885714 | 3.24e-04 | 1.64e-03
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Tablo 5.4.2. Model 5.4.1’in ¢, = 2 degeri igin hata testlerinin ve CPU siiresinin (Sn.)

karsilastirilmast.

A

N R,y Erus L oy Siire

00

2 |1.40e-01|4.06e—03|7.21e-03] 3.51e—-03 | 0.0625
3 11.96e-02|2.88e—04|4.20e—04| 2.64e—-04 | 0.5156

Model 5.4.2. [154,172] Lienard tipindeki dogrusal olmayan diferansiyel denklemi
y"(t)+h(y(®)y'®) +h,(y() = hy(0), (5.38)

ele alalim. Burada h (y(t))y'(t), h,(y(t)) ve hy(t) fonksiyonlar: sirasiyla soniim,

dengeleyici ve harici kuvvetleri ifade etmektedir [154,172]. Bu denklemden
yararlanarak Van der pol osilatér denklemi h, (y(t)) = x(y*(t)—1) igin elde edilebilir

[157,158]. Feng [156] caligsmasinda (5.38) denkleminin 6zel bir formunu
y'(1)+ Ry +Q;y° (t)+Qsy°(t) =0, (5.39)
ve bu denklemin farkli {P,,Q,,Q.} degerleri i¢in birka¢ tam ¢dziimiinii elde etti. Daha

sonra, Kumar ve ark. [154] ve Syam [172] (5.39) denkleminin asagida belirtilen kesirli

mertebeden modeli i¢in yaklasik ¢oziimlerini elde ettiler:

Yy (1) + Ry +Qy* () +Qy* (1) =0, 1< o <2. (5.40)
(5.40) denklemini ti¢ durum altinda inceleyelim:

Durum1: P, =-1, Q, =4 ve Q, =-3 oldugunda (5.40) denkleminin tam ¢6ziimii ve
baslangi¢ kosullar1 [154,156]:

2(1+tanh(t)) 1

- -1 =1
y(t) = 5 ,y(O)—ﬁ,y(O) 207
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seklinde olacaktir.

Durum 2: By=-1, Q,=3 ve Q,=-27/16 oldugunda (5.40) denkleminin tam

¢oziimii ve baslangi¢ kosullar1 [156,172]:

h
y(t>=,/w, y(0>=\/§, y(0) =%,

seklinde olacaktir.

Durum3: P, =-0.1, Q, =2 ve Q, =1 oldugunda (5.40) denkleminin tam ¢6ziimii ve

baslangi¢ kosullar [156]:

sech®(0.316228t)

y(t) = 0.433437 \/

seklinde olacaktir.

2 —0.0606636sech”(0.316228t)’

y(0) = 0.311243, y'(0) =0,

Bu ii¢ durumda, farkli ¢, degerleri igin (5.40) denklemi ele alinsin. Tablo 5.4.3

ve 5.4.4 bulunan sonuglar ile kuvvet seri (PSM) [172] ve homotopi analiz metotlarinin
(HAM) [154] sonuglarimi1 Durum 1 ve 2 i¢in karsilastirmaktadir. Tablo 5.4.5 mutlak

hata degerlerini N =5 ve Durum 3 i¢in ayrica vermektedir. Kolayca goriilecegi lizere

sunulan metot, PSM ve HAM metotlarina gore oldukea tutarlidir. Sekil 5.4.2 ve 5.4.3

¢Ozlimiin farkl kesirli tiirev degerlerine gore davranigini belirtmektedir. Ayrica, Sekil

5.4.4 N ve ¢, degerlerine bagl olarak hatanin st sinir degerlerini logaritmik 6l¢iide

listelemistir.

Tablo 5.4.3. Model 5.4.2°nin Durum 1 ve ¢ =2 i¢in mutlak hata degerlerinin

karsilastirilmasi.
t & (6)] PSM [172] [ HAM [154]
0.02 1.2e-07 1.9e-06 1.9e-06
0.04 2.2e-06 1.5e-05 6.3e-06
0.06 9.0e-06 4.9e-05 4.9e-05
0.08 2.3e-05 1.1e-04 1.1e-04
0.10 4.6e-05 2.2e-04 2.2e-04
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Tablo 5.4.4. Model 5.4.2°nin Durum 2 ve ¢ =2 i¢in mutlak hata degerlerinin
karsilastirilmasi.

t & ()1 PSM[172]
0.02 1.3e-07 2.2e-06
0.04 2.6e-06 1.7e-05
0.06 1.0e-05 5.8e-05
0.08 2.6e-05 1.4e-04
0.10 5.3e-05 2.6e-04

Tablo 5.4.5. Model
karsilastirilmasi.

542’nin Durum 3 ve o, =2 igin sayisal sonuglarin

t Tam ¢dziim ys(t) les(t)]

0.02

0.3112361584

0.3112361584

2.74e-011

0.04

0.3112169014

0.3112169004

9.82e-010

0.06

0.3111848109

0.3111848046

6.30e-09

0.08

0.3111398937

0.3111398723

2.14e-08

0.10

0.3110821592

0.3110821054

5.39e-08

0.86

)

084 )
0.82 )
)

08k e e -

Sekil 5.4.2. Model 5.4.2’nin Durum 1 i¢in matching polinom ¢éziimiiniin kesirli tiirev
bakimindan yer degistirmesi.
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0.312
0.311
0.31

0.309

= 0.308 “ ]
™
0.307 1
—e -y (tha=
0306 | — s~y (t) a,=1.9
0305 —ﬂ—ys(t); t}:1=1.8
- —a— Y (th o =17
D:}m 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.05 01 0.15 02 025 03 0.35 0.4 0.45
t

Sekil 5.4.3. Model 5.4.2’nin Durum 3 i¢in matching polinom ¢éziimiiniin kesirli tiirev

bakimindan yer degistirmesi.

0.5

—a— i, hata; Durum 1
—-3-— I}, v hata; Durum 2
— & — [y v hata; Durum 3

Logaritmik hata

(@) o, =2 igin
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—a— 1 4 hata; Durum 1
—-3¢-— {2 4 v hata; Durum 2
Ry 4y hata; Durum 3

Logaritmik hata

1 1 1 1 1
2 25 3 3.5 4 4.5 5
N

(0) o =1.9 i¢in

Sekil 5.4.4. Model 5.4.2’nin Durum 1-3 i¢in metodun yakinsakliginin N ve ¢
parametrelerine gore logaritmik 6l¢iideki simiilasyonu.

Model 5.4.3. [159,173-177] Kesirli mertebeden Troesch diferansiyel denklemi

y' (t)-Asinh(Ay(t)) =0, 1< &, <2, te[0,1],

olmak iizere ve y(0)=0, y(1)=1 smr kosullar1 altinda ele alalim. o, =2 i¢in

problemin tam ¢oziimii [177]:
y(t)——smh (y( ) (it|1—0.25(y’(0))2)j,

seklinde olup burada sc(-|-) Jacobi eliptik fonksiyonudur; y'(0) =2v1—2z olup z

asagidaki askin (transandantal) denklemini ¢6zer [177]:

. A
MZSC(/HZ).

N
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Diger taraftan, y(t) tam ¢Oziimiiniin t, :/Ifl(ln (8)—|n(y'(0))) degerinde
tekil bir noktast mevcuttur yani y(t,) — oo gergeklesir [159,177]. Dolayisiyla, bu

Ozellik, problemin sayisal yontemler ile ¢oziimiiniin elde edilmesini zorlagtirmaktadir.
Bu yiizden, sunulan metodu probleme uygulayabilmek i¢in baz1 degisiklikler yapmak

gerekecektir. Ik &nce, sinh(y(t)) fonksiyonunun Taylor seri agilimini kullanarak

yukaridaki problemi

AV A0,
6 120

y“o (1) - A%y(t) -

seklinde  yazabilir. Ayrica ¢Oziimiin  kesirli  tiireve  gore  davranisi
degerlendirilemeyecegi i¢in y(1) sinir kosulu yerine y'(0) ikinci baslangi¢c kosulu
bulunmalidir. Bu yiizden, N =5, ¢,=2 ve 4=0.5 i¢in problem ¢oziildiigiinde
ikinci baglangi¢ kosulu y'(0) =0.959444 olarak elde edilir. Benzer sekilde N =5,
a,=2 ve A=1i¢in y'(0) =0.850795 elde edilir. Simdi bu ikinci baslangi¢ kosulunu
dikkate alarak problemi kesirli tiirev anlaminda ¢oziilsiin. Elde edilen sonuglara gore

bazi uygulamalar ve ¢gikarimlar asagidaki gibi olusturabilir:

o Sekil 5.4.5 ve 5.4.6 ¢oziimiin farkli kesirli tiireve gore yer degistirmesini

belirtmektedir.

e Tablo 5.4.6’dan goriilecegi iizere N=3 i¢in sunulan metot yedi onadalik

hassasiyetinde yakinsama saglarken siireklilik metodu (MC) [175] y =9’da dort

ondalik hassasiyetinde yakinsama saglamistir.

e Tablo 5.4.7 ve 5.4.8’de sunulan metot, sinc-Galerkin (SGM) [176], homotopi
pertiirbasyon (HPM) [173], Laplace (LM) [174], pertiirbasyon (PM) [174] ve spline
(SM) [174] metotlan ile karsilastirilmaktadir. Fark edilecegi {izere sunulan metot

ile daha kesin sonuglara ulasiimistir.

e Hata hesaplamalar1 ve CPU siiresinin karsilagtirilmasi N degerine gore Tablo

5.4.9°da agiklanmustir.
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e Sekil 5.4.7°den ifade edilecegi lizere A nin degeri arttirildik¢a matching polinom

¢Ozlimiiniin i¢ biikeyligi artmaktadir.

e Sekil 5.4.8°de N, ¢, ve A degerlerine baglh olarak hatanin tst smir degerleri

logaritmik ol¢iide listelenmistir.

12 T T T T T T T T
——Vy,(t) a,=2
1F (t)
(1) ay
sl (t); oy
=06
0.4
02r
@ 0.9
0.96 0.98 1
0 I I I I I I I I I
] 01 0.2 0.3 0.4 05 06 0.7 08 09 1

Sekil 5.4.5. Model 5.4.3’tin 4 =0.5 degeri i¢in matching polinom ¢dzlimiiniin kesirli
tirev bakimindan yer degistirmesi.

1.2 T T T T T T T T T

= s
0.2 &

Sekil 5.4.6. Model 5.4.3’iin A =1 degeri i¢in matching polinom ¢oziimiiniin kesirli
tiirev bakimindan yer degistirmesi.
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Tablo 5.4.6. Model 5.4.3’in 1=0.1 ve ¢, =2 degerleri i¢in sayisal sonuglarin

karsilastirilmasi.

t | Tam ¢oziim ys(t) le;(t)| |MC y =9 [175]
0.1 | 0.09983510 | 0.09983520 |9.76e-08 0.0998
0.2 | 0.19968019 | 0.19968039 | 1.99e-07 0.1997
0.3 | 0.29954524 | 0.29954555 | 3.05e-07 0.2996
0.4 | 0.39944026 | 0.39944067 |4.15e-07 0.3994
0.5 ] 0.49937523 | 0.49937575 |5.20e-07 0.4994
0.6 | 0.59936016 | 0.59936077 |6.07e-07 0.5994
0.7 | 0.69940506 | 0.69940571 |6.49e-07 0.6994
0.8 | 0.79951996 | 0.79952057 | 6.09e-07 0.7995
0.9 | 0.89971490 | 0.89971534 | 4.37e-07 0.8997

Tablo 5.4.7. Model 5.4.3’tin 21=05 ve oa,=2 degerleri igin mutlak hata
hesaplamalariin karsilastirilmasi.

t, [ Jes(t)| |SGM [176][ HPM [173] [ LM [174] | PM [174] [SM [174]
0.1]40e-05| 7.7e-04 | 7.7e-04 | 7.7e-04 | 8.2e-04 |7.7e-04
02]80e-05| 1.5e-03 | 1.5e-03 | 1.5e-03 | 1.6e-03 |1.5e—03
03]1.2e-04| 21e-03 | 22e-03 | 2.1e-03 | 2.3e-03 [2.1e-03
04]1.6e-04| 27e-03 | 27e-03 | 2.7e-03 | 2.9e-03 [2.7e-03
05|20e-04| 3.0e-03 | 3.0e-03 | 3.0e-03 | 3.2e-03 [3.0e—03
06]22e-04| 31e—03 | 3.1e-03 | 3.1e-03 | 3.4e-03 |3.1e-03
0.7]23e-04| 3.0e-03 | 3.0e-03 | 3.0e-03 | 3.2e-03 [3.0e—03
08[21e-04| 24e—03 | 25e-03 | 2.4e—03 | 2.7e-03 |2.4e-03
09|14e-04| 1.5e-03 | 1.5e-03 | 1.5e-03 | 1.6e-03 |1.5e—03

Tablo 5.4.8. Model 5.4.3’in A=1 ve
hesaplamalariin karsilastirilmasi.

o, =2 degerleri i¢in mutlak hata

t | |es(t)| |SGM [176][HPM [173] [ LM [174] [ PM [174] | SM [174]
0.1[56e-04| 29e-03 | 3.1e-03 | 2.9¢-03 | 3.6e-03 | 2.8e—03
02]1.1e-03| 56e-03 | 6.2e-03 | 59e-03 | 7.1e-02 | 5.6e-03
03]1.7e-03| 8.2e-03 | 9.0e-03 | 8.2e-03 | 1.0e-02 | 8.2¢e-03
04]23e-03| 1.0e-02 | 1.1e-02 | 1.0e-02 | 1.3e-02 | 1.0e-02
05]2.8e-03| 1.2e-02 | 1.3e-02 | 1.2e-02 | 1.6e-02 | 1.2e-02
06]3.2e-03| 1.3e-02 | 1.4e-02 | 1.3e-02 | 1.7e-02 | 1.3e-02
0.7[33e-03| 1.3e-02 | 1.4e-02 | 1.3e-02 | 1.7e-02 | 1.3e-02
08[31e-03| 1.1e-02 | 1.2e-02 | 1.1e-02 | 1.5e-02 | 1.1e-02
09]21e-03| 7.4e-03 | 7.8e-03 | 7.4e-03 | 9.7e-03 | 7.4e-03
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Tablo 5.4.9. Model 5.4.3’tin A =0.5 degeri i¢in hata hesaplamalarinin ve CPU
stiresinin (Sn.) karsilagtirilmas.

Erus L, Oy Siire Siire
N 0y =2 =2 =2 =2 |a,=19
2| 872¢e—03 | 1.29¢e-02 | 1.11e-02 | 0.0625 | 0.2969
3| 251e-04 | 3.84e-04 | 3.52e-04 | 0.5469 | 1.0469
4 | 1.79e-04 | 2.66e—04 | 2.65e-04 | 4.4688 | 5.3750
51 159e-04 | 2.31e-04 | 242e—04 | 32516 | 32.672

Sekil 5.4.7. Model 5.4.3’iin o, =2 ve A degerleri i¢in matching polinom ¢6ziimiiniin
davranigi.

Model 5.4.4. [163-167] n+1’nci dereceden dogrusal olmayan Flierl-Petviashvili

denklemini asagidaki gibi kesirli mertebeli formunu

y'@ (t)+%y(“°) ()-y"@)-y™(®) =0, 0< e, <1,1< <2, t€[0,0.1],
olmak tizere y(O) =p ve y’(O) = 0 baslangi¢ kosullar1 altinda inceleyelim. Burada,
oy = 20, dir ve problemin tam ¢6ziimii bilinmemektedir, fakat Wazwaz [166] tam
say1 mertebeli problemin (o, =1 ve o =2 igin) seri ¢dziimiinii sekizinci dereceye

kadar elde etmistir. Simdi, N, n ve kesirli tiirevleri ele alarak problem ¢oziilsiin.
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Logaritmik hata

Logaritmik hata

Sekil 5.4.8. Model 5.4.3 igin metodun yakinsakliginin N, o, ve A parametrelerine

T T T T T
10718 \ea——— 3
. [ i S e— |
10°2F ' 3
e
Rl R P 3
1073 3
104 E —a— f,; hata; A=1 |
—-3¢-— Ity y hata; A= 0.5
Bty o hata; A= 0.1
0% E
.ID-G I I I I I
2 25 3 35 4 45 5
N
(@) o, =2 igin
T T T T T
l -
~_
107 ~ ]
\?ﬂ————_ﬂ_______*]
: —a— B, ;. hata; A= 1
N —-3¢-— f{,; v hata; A= 0.5
1072 A £y 5 hata; A= 0.1]7
N, e L
>(_.-_ - T — T
.10-3 1 I I I L
2 25 3 35 4 4.5 5

(b) o, =1.7 icin

gore logaritmik o6l¢lideki simiilasyonu.

Tablo 5.4.10°da elde edilen ¢6zlim ile seri ¢oziimii [166] arasindaki mutlak
hata hesaplamalari, E,,,, o, ve CPU siiresinin karsilastirilmalari listelenmistir. Bu
tablodan goriilecegi iizere sonuglar ve programin islem siiresi oldukca tutarli ve
dikkate degerdir. Diger taraftan, Tablo 5.4.11 n ve kesirli tiirev degeri bakimindan

metodun dogrulugunu hata iist sinir1 degerleri vasitasiyla dogrulamaktadir. Sekil 5.4.9

132



matching polinom tekel (monopol) ¢6ziimiiniin yer degistirmesini kesirli tiirev

degerine gore ifade etmektedir.

Tablo 5.4.10. Model 5.4.4’in n =4 ve ¢ =2 degerleri igin hata hesaplamalarinin ve
CPU siiresinin (sn.) karsilastirilmasi.

=06
t le,@)] | le@)] | le,@)] | les(t)l
0.02 |5.17e—09 [2.61e—09|1.39e—09| 9.66e—10
0.04 |[3.01e—08|167e—081.28e—08| 1.11e—08
0.06 | 1.03e—07 |6.56e—08 |5.61e—08 | 5.23e—08
0.08 |271e—07 [1.92e-07 |1.68e—07 | 1.61e—07
0.10 |6.00e—07 |4.56e—07 |3.98e—07 | 3.88e—07
Eo | 426607 [ 299207 [2.10e—07 | 1.89e—07
o, |580e-07 |3.89e-07|3.13e—07| 2.88e—07
Sire | 3.0625 | 4.2969 | 9.1875 | 40.1094
p=1
t l&, () | le()] | [e®] | [e®)l
0.02 |1.71e—06 | 8.40e—07 | 2.45e—07 | 1.83e—07
0.04 |7.37e—06 |3.72e—06 | 1.40e—06 | 1.15¢-06
0.06 | 1.86e—05 | 1.00e—05|4.74e—06 | 4.17e—06
0.08 |3.82e—05|222e—05|1.24e—05| 1.14e—05
0.10 |6.99e—05 |4.38e05|2.73e—05| 2.58e—05
e | 502605 |2.64e—05|146e-05| 1.27e—05
o, | 4.09e—05|2.29e-05|1.30e—05| 1.16e-05
Sire | 27344 | 4.2656 | 95781 | 38.9688

Model 5.4.5. [178] Dordiincii dereceden dogrusal olmayan kesirli mertebeden

baslangi¢ deger problemini
y* (1) y* (t) = 2.256764t —t°, t[0,1],

olmak lizere ve y(O) = y’(O) =0 baslangi¢ kosullar1 altinda inceleyelim. Problemin

tam ¢oziimi y(t)=t2 ’dir. N=2 alarak problem c¢oziildiikten sonra, elde edilen

¢Oziimlerin tam ¢6zlime gére mutlak hata hesaplamalari, cogaltici ¢ekirdek metodunun

(RKM) [178] mutlak hata hesaplamalari ile Tablo 5.4.12°de karsilastirilmistir.
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Buradan acikga ifade edilir ki sunulan metodun ilk hesaplama limiti (N=2),

RKM’nin ilk hesaplama limitine (k=1) [178] gore daha iyi yaklagim saglamaktadir.

0.6008
oo Seri gozlUmi; raﬁ=1, n1=2 H
0.6007 - =1 =2 7
—-— o=l =
0.6006 - raa=0,975, a, =1.95
—a— rLQ=0,95, rL1=1,9
060057 | _5._ 0, =0925, a,=1.85
= 0.6004
0.6003 -
0.6002 [ T
I g ]
0.6001 :%.; ~ e
—-—-E""'ﬁfﬁ-":"“'
D E@_ 1 1 1 1 1 1 1 1 1 l
0 0.01 002 003 004 005 006 007 008 0.09 01

t

Sekil 5.4.9. Model 5.4.4’tin n =4, £=0.6 ve farkl kesirli tiirev degerleri igin Y, (t)
ile seri ¢oziimiinilin [166] karsilastirilmasi.

Tablo 5.4.11. Model 5.4.4’tin #=0.6 i¢in ¢, ve dogrusal olmama durumlarina gore

hata {ist sinir1 degerlerinin karsilastirilmasi.

3. dereceden 4. dereceden 5. dereceden

R " dogrusal olmama |dogrusal olmamaldogrusal olmama

B (n+1=3) (n+1=4) (n+1=5)
|Q24 7.16e-04 4.25e-04 2.10e-04
|Q23 1.01e-03 5.26e-04 2.43e-04

|:§2 , 1.51e-03 7.12e-04 3.05e-04
|§194 1.90e-03 9.71e-04 5.13e-04
|Q193 2.43e-03 1.46e-03 8.67e-04
ﬁlg , 4.40e-03 2.66e-03 1.61e-03

Tablo 5.4.12. Model 5.4.5 igin L, hatasinin karsilagtirilmasi.

Sunulan metot RKM k,n = {1,5} RKM k,n={1,10}| RKM k,n = {1,20}
N=2 [178] [178] [178]
2.45¢ 03 5.24e 03 5.06e 03 5.01e 03
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5.5. Coklu Gecikmeli ve Uzay-Zaman Kesirli Kismi Diferansiyel

Denklemlerin Coziimii
Bu boliimde, tam ¢izgenin matching polinomuna dayanan matris-siralama
metodunu, c¢oklu gecikmeli ve uzay-zaman degiskenlerine gore kesirli kismi

diferansiyel denklemleri tek bir formiil altinda ¢dziimlenecektir. Bu formiili

Em:“ Po (X) A DSU(S X+ Ty Bt + 0y, ) = 9(X,1), 0< <2, (5.41)

k=0
seklinde olmak {izere ve

,D'u(x,e)=,w,(x), D"u(x,e)= w,(x), n=01, (5.42a)

wDu(ct)= 7 (t) |, ,Du(dt)=,7(t)|.,n=01, (542b)

X=C x=d

(2 ’daki baslangi¢ ve 0Q ’daki simir kosullar1 altinda ele alacagiz. Burada u(x,t),

«Pea (X) ve g(x,t) fonksiyonlari
Q={(xt):ic<x<d, est<f},

dikdortgensel bolgede analitiktir; o6, , , 7, . B, Ve o, uygun sabitlerdir;
nDyu(x,t) (a€Z) operatéri, u(x,t) fonksiyonunun x ve t degiskenlerine gore « .

mertebeden tam sayili veya kesirli tiirevini gostermektedir ve ayrica M sembolii
Caputo (C) [77] ve Jumarie (J) [78,79] anlamindaki kesirli tiirev tiplerini tek bir

sembol altinda belirtmektedir.

Alternatif olarak (5.41) denkleminin

ix R (X) DU (5k,ax + T o Pt + Gk,a)

k=0

+ Peo (X) 1DSU(8, X+ Ty s Bl + 010 ) = G (K1),
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genisletilmis formu elde edilir.

Simdi, (5.41) denklemini ¢6zmek i¢in tam ¢izgenin matching polinomunu
igeren matris siralama metodunun matris bagintilar1 olusturulsun. (3.9) tipindeki
¢oziim formu altinda, (3.10) matris bagintisinin her iki tarafin1 uzay ve zaman

degiskenlerine gore « . mertebeden tiirevi alinirsa

“DIu(x,t)="X, , (x)KX(t)KY
(5.43)

"DIu(x,t)= X (x)S"X,, (t)KY

matris bagntilar1 elde edilecektir. Burada, 0<a <2, k=0,1,...,m, M={C, J} ve

a =0 i¢in
Xkyo(x)=[1 X x° . xN], kao(t)=[1 t t° - tN],

seklindedir ve ayrica o # 0 i¢in

"X (x)=[ VDI (1) YD7(x) - ¥Dr(x")]. X, (t)=diag[ "X, (t)],

"X () =[1D2 () MDE() - MDE ()],
matrisleri tanimlidir.

(5.43) matris bagmtilarina X — 6, X+7,, Ve t— S t+o, , yazildiginda

asagidaki matris bagintilart meydana gelmektedir:

UDSU(S X+ Ty Beal #0110 ) = M K (S X+ 7 ) KX (Bt +ak’a)RY

NDIU(S X+ Ty g Beol #0140 ) = X (S X+ 7, ) KM X, (ﬁkyat+ak'a)RY
(5.44)
Oyle ki o =0 i¢in
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Mxk,o (5k,OX+Tk,O):|:1 (5k,OX+Tk,0) (5k,ox+7k,o)N]

Ve

X (8% 7o) =[ 1 (Aox+70) + (Sox+7ia)" |

matris yapilar1 tanimlidir.

(5.44) matris bagintilarini kisaltilmis formda, yani
W DIU(8, X +T, o Bt +0y, ) terimini, (5.41) denkleminin zel haline ve uzay-

zaman kesirli tiireve gore asagidaki gibi yazilabilir:

'\QD:U (5k,aX+Tk,a’ﬂk,at +O—k,a) =F " D:U (5k,ax+ z—k,oz’ﬂk,ozt +O—k,a) = anman '

uzay 't

(5.44) matris bagintilarini ve (3.11) siralama noktalarini, (5.41) denkleminde

yerine yazarak temel matris denklemi

W =" (PewFuay + P Framan )Y = WY =G, (5.45)

X ' k,a ' uzay t" k,a' zaman

olarak olusturulur. Burada,

W =W (xt) W(Xt) - W(xuty) = W(Xut) - W(xet)]

wPa(X%) 0 0
P
ka'a :th’a - O x,t ka(xl) 0 ,
0 O X,t Pk,a(XN)

G:[G(Xo’to) G(Xo’lﬁ) G(XO’tN) G(XN’tO) G(XN‘tN)]T’

matrisleri yer almaktadir.
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Simdi (5.42a)-(5.42b) kosullarmin matris bagmtilart olusturulsun. Benzer
sekilde, (3.11) siralama noktalarini, (3.10) ve (5.43) matris bagintilarini1 ele alarak,

uzay-zaman tiirev formundaki baslangi¢ kosullarinin matris bagintisi

(5.46)

olacaktir ve burada n=0,1 ve 1=0,1,...,N . (5.46) matris bagintilarinin sol yanlar

XU:[XD”u(xO,e) D"u(x,e) - XD”u(xN,e)]

(5.47)
n n n T
U =[,Du(x,e) Du(x.e) - Du(xye)]
olarak yazilabilir. Benzer sekilde, sinir kosullarinin matris bagintilari
Du(c,t)= X" (c)KX (4)KY = 7, (t)
(5.48)
D"u(c,t) =X (c)KX(t)KY = 7, (%)
olusturulur ve (5.48) matris bagintilarinin sol yanlari
V., =[,Du(ct,) ,Du(et) - ,Du(ct,)]
(5.49)
.
AVA :[tD”u(c,tO) D"u(c,t) -+ Du(c,ty )]

olarak yazilabilir. Burada dikkat etmek gerekirse (5.48) ve (5.49) matris bagintilari,
diger sinir degeri d’ye gore benzer sekilde tanimlanabilirdir.

s ele alinan problemin kosul sayisin1 gostermek iizere (5.45) denkleminde yer
alan W matrisinin son (N+1)(N+1-s) sayidaki satir1 kaldirildiktan sonra W matrisi,

(5.47) ve (5.49) kosul matrisleriyle birlestirildiginde arttirilmis matris sistemi
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w G
(WiG|=l U 5 (%),
Moo x?’n(ti)

olarak olusturulur ve diger kosul matrisleri, ele alinan probleme uygun olarak bu

sistemde  kullanilir.  Ayrica, bu sistem ¢6ziim  {retebilmesi  igin

rankW =rank[W; G] =(N +1)2 olarak saglanmalidir. Sistem dogrusal olarak (lineer)

coziildiiglinde Y katsayilar matrisi elde edilir ve bu katsayilar (3.10) ¢6ziim formunda

yerine yazildiginda matching polinom ¢6ziimiine ulasilir.

5.5.1. Kalan Hata Tahmini ve Yakinsakhk Analizi
Simdi, (5.41) denkleminin elde edilen matching polinom ¢dzlimlerini
gelistirmek i¢in kesirli tiireve dayali kalan hata tahminini olusturalim. ilk olarak, (3.10)

matching polinom ¢ozliimiinii, (5.41) denkleminde yerine yazarak (2 ’da tanimli

Ry (x,t) kalan fonksiyonunu

RN (X’t) = Zx,t Pk,zx (X) X'\,/tl D:UN (é‘k,zxx_'_rk,zx’ﬂk,at +O_k,a)_ g (X’t) ’

k=0

olarak elde edilir ve bu fonksiyon yardimiyla, e, (x,t) hata fonksiyonu L dogrusal

operatorii altinda

L[ ey (xt)]=L{u(x,t)]-L{uy (x,t)]=-Ry (xt), (5.50)

olarak tanimlanir. (5.42a)-(5.42b) kosullari ile birlikte (5.50) denklemi, sunulan metot

yardimiyla ¢6ziilen bir hata problemini olusturmaktadir. Bu takdirde, hata probleminin

¢oziimii e,  (x,t) tahmini hata fonksiyonu olup

K K
e (X1)=D 2y M, (K, x)M, (K t), K>N,

p=0r=0

olarak elde edilir. Boylece, matching polinom ¢oziimii
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Uy (1) =uy (1) +ey « (X 1) ve By (X t) =u(X,t)—uy ¢ (X,t),

seklinde gelistirilebilir. Burada, uy (X,t) diizeltilmis matching polinom ¢6ziimiinii

ve Ey « (X, t) diizeltilmis hata fonksiyonunu belirtmektedir.

Simdi, sunulan metodun yakinsakligini; € dikdortgensel bolgede tanimli olan

kalan fonksiyonun ortalama degeri vasitasiyla inceleyen yeni bir teorem sunulsun.

A

Teorem 5.5.1. Ry (x,t) fonksiyonu Q bélgesinde integrallenebilir olsun ve Ry

degeri hata iist stnirm1 N hesaplama limitine gore belirtsin. Bu takdirde, metodun

yakinsaklig1
R (xtjon
RN (Xo,to)‘ﬁ 2 J.J.dA :RN; (Xoato)E(C,d)X(e,f);
Q

formiilii altinda etkin bir seklinde hesaplanir.

Ispat Cift katl1 integraller icin iicgen esitsizligi kullanilarak

J.J.RN (x,t)dA

< [[|Ry (x.t)|dA, (5.51)

ifade edilebilir. Analiz’de yer alan iki degiskenli fonksiyonlar i¢in ortalama deger

tanimina (teoremine) gore Ry (x,t) fonksiyonunun Q bolgesindeki ortalama degeri,

mutlak deger fonksiyonu altinda

”RN (x,t)dA
RN(xo,tO):QT:

Q

[[Ry (x,t)dA

=Ry (%.1,)|[[dA, (5.52)
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olarak hesaplanir. Burada, J dA>0 ve (x,t))e(c,d)x(e, f)dir.
Q

(5.52) denklemini, (5.51) esitsizliginde yerine yazarak

[[IRy (x.t)]dA

\RN(xo,to)\gdAgg\RN(x,t)\dA:\RN(xo,to)\s e ffoa =Ry,

ifadesi gerceklesir. Bu ise ispat1 tamamlar.

Boylece, N hesaplama limitine gore metodun yakinsaklig1 agik ve etkin bir

sekilde hesaplanmis olur.

5.5.2. Model Problemler
Bu béliimde, sunulan metodu kullanarak literatiirde yer alan bazi1 zor model

problemlerin ¢oztimleri arastirilacaktir. Sayisal sonuglar tablolarda, matching polinom

¢oziimleri ve onlarin hata fonksiyonunun degerleri sekillerde belirtilmistir. “u,, (x,t
) g N

¢oziimii, metotta M={C,J} kesirli tiirev yapilari ele alinarak elde edildigini ifade

etmektedir.

Model 5.5.1. [39] Zaman kesirli gecikmeli difiizyon denklemini

"Dyu(x,t)= Diu(x,t)+u(x,t+o,,), t=0, 0<x<1,

olmak iizere u(x,0)=x—x’ baslangig kosulu ve u(0,t)=u(1,t)=0 smr kosullar
altinda ele alalim. Problemin tam ¢6ziimii bilinmemektedir. « ={0.51}, zaman
gecikmesi o,, =-0.5 ve M=C alinarak problemi hesaplama limiti N=13 i¢in ¢dzelim.

Sekil 5.5.1’de matching polinom ¢oziimlerinin, t ve o degerlerine gore farkli yayilma
davranig1 gosterdigi gozlemlenmistir. Buradaki ¢oziimler 2.14063 saniye gibi kisa

siirede elde edilmistir.
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Sekil 5.5.1. Model 5.5.1’in t ve a degerlerine gére matching polinom ¢dziimlerinin
yayilim hareketleri.

Model 5.5.2. [34] Etki altindaki bir pargacigin olasilik yogunluk islevinin zamana gore

gelisimini hesaplayan zaman kesirli Fokker-Planck denklemini

Du(x,t)= "D [XDl(—1)+ XDzju(x,t), x€[0,1], te(0,1],
olmak iizere u(x,0) = x—x* baslangi¢ kosulu ve

3ta 2t2a ta 2t2a
0t)=- - , u(l,t ,
4O ey Taeza) UMY T e Tarze)

sinir kosullart altinda inceleyelim. Problemin tam ¢oziimii

u(Xt):x—x2+(2X_3)ta— as
’ F(l+a) T(1+2a)’

olarak bilinmektedir.

C ve J’li metodu uygulayarak problemin ¢oziimleri elde edilir. Sekil 5.5.2 ve
5.5.3 tam ¢o6ziim ile matching polinom ¢6ziimiiniin arasindaki tutarliligi, & degerine
gore mutlak hata hesabinin grafigi olarak gostermektedir. Tablo 5.5.1 mutlak hata
hesabinin siralama noktalarindaki degerlerini ve CPU siiresini farkli kesirli tiirev

degerine gore vermektedir.
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(@)

(b)

Sekil 5.5.2. Model 5.5.2’nin & =0.5 degeri igin (a) “u,(x,t) matching polinom

¢ozliimii ve (b) mutlak hata fonksiyonunun grafigi.

(b)

Sekil 5.5.3. Model 5.5.2’nin @ =0.9 degeri igin (a) “u,(x,t) matching polinom

¢ozlimii ve (b) mutlak hata fonksiyonunun grafigi.

Tablo 5.5.1. Model 5.5.2’nin « =0.5 i¢in CPU siiresinin ve mutlak hata hesabinin C
ve J kesirli tiirevlerine gore karsilastirilmasi.

X.

t

e (%.1)]

e (1)

0.16
0.28
0.40
0.52
0.64
0.76
0.88
0.94

0.16
0.28
0.40
0.52
0.64
0.76
0.88
0.94

2.85e-03
1.53e-03
1.03e-03
7.00e -04
4.94e-04
2.86e - 04
1.20e-04
1.94e-04

2.43e-03
1.33e-03
8.87e-04
5.73e-04
2.44e-04
1.34e-03
5.70e-03
9.00e-03

Stire (sn.)

2.98

3.25
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Model 5.5.3. [33] Uzay-zaman kesirli kismi diferansiyel denklemini

“Dseu(x,t)+ N Dytu(x,t) = g(x.t), x,te[0,1],

olmak iizere u(x,0)=x*+1, u,(x,0)=2x, u(0,t)=t*+1 ve u,(0,t) = 2t kosullar

altinda ele alalim. Problemin analitik ¢6ziimii u(x,t)= (X2 +1) (t2 +1) dir ve

1“(3)x27°‘0 (t2 +1) 1“(3)t2_"’1 (x2 +1)
r(3-a;) T(3-a)

g(x1) =

fonksiyonu mevcuttur. Problemi, {e, =1/2,¢, =1/3}, C ve J parametrelerine gore

¢oziilsiin ve yaklasik ¢coziimleri kullanarak kalan hata tahmini uygulansin. Sekil 5.5.4
matching polinom ¢dziimiinii ve mutlak hata fonksiyonunun grafigini belirtmektedir.
Tablo 5.5.2’de giincel sonuglar, Chebyshev dalgacik metodunun (CWM) [33]
sonuglar1 ile karsilastirilmistir. Bu karsilastirmadan goriilecegi lizere matching
polinom ¢6ziimleri, CWM’nin ¢oziimiinden ¢ok daha tutarlidir ki sunulan metodun
hesaplama limiti N =10 olup CWM’nin hesaplama limitinin m’'=11 degerine
karsilik gelmektedir ve ¢oziimler, CWM’nin m’' =24 degerine gore elde edilmistir
[33]. Ayrica, C ve J kesirli tiirevlerine gére metodun hesaplama siiresi Tablo 5.5.3’te
verilmistir. Teorem 5.5.1 geregince C ve J kesirli tlirevlerine gore metodun

yakinsaklig1 Sekil 5.5.5°de logaritmik dl¢iide incelenmistir.

Sekil 5.5.4. Model 5.5.3%iin (a) *u,(x,t) matching polinom ¢dziimii ve (b) mutlak
hata fonksiyonunun grafigi.
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0.100 v . E

E # SRy hata

0.010 - 5 A J

3 Ry hata
0.001 ¢
£ 107t

T

1051
1075
107 L

6 7 8 9 10 11 12

Sekil 5.5.5. Model 5.4.3 i¢in metodun yakinsakliginin N, C ve J parametrelerine gore
logaritmik 6l¢iideki simiilasyonu.

Tablo 5.5.2. Model 5.5.3 igin mutlak hata hesabinin karsilastiriimasi.

X

L

e (%)

e (%)

‘CElo,lZ(XUti)

‘ ’ Eio12 (Xi 3¢ )‘

CWM
m’ =24 [33]

0

1/8
2/8
3/8
4/8
5/8
6/8
718

0

1/8
21/8
3/8
4/8
5/8
6/8
718

2.8666e —15
1.1520e-10
3.7782e-10
2.7052e-10
1.2312e-09
3.3416e-09
2.0019e-07
1.1738e-05

4.4409e -16
6.8812e-11
3.8862e -10
2.2098e -10
1.1474e-09
2.6789e—-09
1.3094e - 07
6.7186e - 06

3.5527e-15
1.0159e -12
8.1162e -12
1.5479e-11
1.7972e-11
6.7362e —12
4.1009e-10
1.8830e - 07

8.4377e-15
4.3405e-12
1.5427e-11
2.9850e-11
4.1307e-11
9.0832e-12
7.9464e-10
3.7623e - 07

9.6888e —-08
1.9934e - 06
2.2430e - 06
9.4261e-07
7.2845e -07
2.4646e-07
5.4979%e -07
6.1688e - 07

Tablo 5.5.3. Model 5.5.3 i¢in sunulan metodun CPU siiresinin C, J ve N hesaplama
limitine gore karsilastirilmasi.

M Caputo formiilii ile (C) Jumarie formiilii ile (J)
Uy (X1) [ ug(X,t) [ U, (Xt) | us (1) [ U (X,t) | uy, (%) | ug(X,1)
Siire (sn.) | 1.07 | 155 | 361 | 117 | 1.78 | 3.92

Model 5.5.4. [179] Akiskanlar mekaniginde kullanilan homojen olmayan uzay-zaman

kesirli kismi Navier-Stokes diferansiyel denklemini

DU (x,t)~ “QD§“1U(x,t)—§ “Dgtu(x,t)-p=0, 0< e, <@, <1,
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olmak tizere u (X,O) =1-x*, u (O,t) = 1+( p —4)t ve u, (O,t) =0 kosullar1 altinda
cozelim. Burada, peR olmak iizere problemin tam ¢éziimii, ¢, =, =1 igin
u (X,t) =1—x? +( p—4)t dir ve u (X,t) bir tiipteki akiskan hizin1 zaman ve kesirli
tireve bagl olarak ifade etmektedir [179]. Problem, N =15 alinarak ¢oziildiikten
sonra “u (x,t) veya ’u (x,t) ¢dziimlerinin akis grafikleri, tam ¢dziimiin grafigi ile

ayni davranisa sahip oldugu Sekil 5.5.6’da gozlemlenmektedir. Ayrica, uygulanan
bilgisayar programi, C ve J igeren metodun islem siiresini sirasiyla 10.08 saniye ve

10.39 saniye olarak vermistir.

e :
-3 e -

. SR

x\-. 3

\ -
N g 1o
0.0 t
@)

Sekil 5.5.6. Model 5.5.4’tin C, ¢, =0.3, g =0.2 ve p =1 i¢in akiskanin bir tiipteki
simiilasyonu ((a): yaklasik ¢6zlim; (b) tam ¢6ziim).

Model 5.5.5. Coklu gecikmeli ve dalga tipindeki uzay-zaman kesirli kismi diferansiyel

denklemini

"D ?u(xt)="D;yu(x-1,t-1)+ D'u(x,0.5t-0.5)+u(x,0.2t)+ g (x,t),

olmak iizere u(x,0)=sin(x), u,(x,0)=cos(x) baslangic kosullart  ve
u(0,t)=sin(t) , u(L,t)=sin(L+t) Dirichlet smir kosullari altinda ¢oziilsiin.
Burada, x,te[0,L] *dir ve problemin tam ¢dziimii u(x,t)=sin(x+t) olarak

tanimlanip, g(x,t) fonksiyonu M=C i¢in asagidaki formdadir:
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g(x,t)=-0.5¢c05(0.5—x—0.5t)+0.75x"° cos (2 -t), F, (1;1.75,1.25;—x" / 4)
—0.75t* cos(x), F, (1;1.75,1.25,~t* / 4) - 1.13t°* F, (1;1.25,0.75,~t* / 4)
sin(x)-1.13x*°F, (1;1.25, 0.75;—x° /4)sin (2—t)—sin(x+0.2t),

burada  F, fonksiyonu genellestirilmis hipergeometrik fonksiyonudur [140].
Problem, N=10, N=25, L=1 ve L=3 degerleri i¢in ¢ozildigiinde ¢dziimlerin
yayilimi1 ve mutlak hata hesabinin grafikleri Sekil 5.5.7 ve 5.5.8’de resmedilmistir. Bu
sekillerden goriilecegi lizere matching polinom ¢dziimleri, uzun zaman araliginda ve
diisiik N degeri i¢in elde edilmesine ragmen tam ¢6ziim ile iyi bir uyum igerisindedir.
Belirtilen hesaplama limitlerini kullanarak, metodun islem siiresi, C ve J tiirevleri i¢in
sirastyla 4.25 ve 10.61 saniye olarak elde edilmistir. Teorem 5.5.1 geregince

metodun yakinsakligi logaritmik 6lctideki Sekil 5.5.9°da verilmistir.

t
@) ‘u,(x,t) ¢dziimii (b) mutlak hata grafigi
10 g

Sekil 5.5.7. Model 5.5.5’in L =1 degeri igin ¢oziimiiniin ve mutlak hata grafiklerinin
yayilimi.

(@) U, (x,t) ¢oziimii (b) mutlak hata grafigi

Sekil 5.5.8. Model 5.5.5’in L =3 degeri i¢in ¢6ziimiiniin ve mutlak hata grafiklerinin
yayilimi.
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Ch
0.001} + Ry hata
A
JRy hata
1075
[c]
L
107
A \/4
10 11 12 13 14 15

Sekil 5.5.9. Model 5.5.5 i¢in metodun yakinsakliginin N, C ve J parametrelerine gore
logaritmik 6l¢iideki simiilasyonu.

Model 5.5.6. [180-182] gecikmeli ve zaman kesirli kismi diferansiyel denklemini

"Dyu(x,t)=0.25Du(xt-1)+ ,Du(x,t)+g(xt), 0<xt<1,

olmak {izere u(O,t)Zt2 ve u(l,t)=et2 Dirichlet kosullar1 altinda inceleyelim.
Burada, problemin tam ¢dziimii u(X,t) = exp(x)t* olup g(x,t) fonksiyonu, M=C ve

M =J i¢in asagidaki gibi tanimlidir:
g(xt)=-0.5exp(x)(t —1) +1.50451exp(x)t"* —exp(x)t*.

Bu problem, sahil formasyonundaki kum yayiliminin modellenmesinde ortaya
cikmaktadir [180-182] ve u(x,t) fonksiyonu, x (alan) ve t (zaman) degiskenlerine
gore ¢okelti konsantrasyonunu sergilemektedir [180-182]. Du ve ark. [180] yakin
zamandaki ¢alismalarinda bu problemin ¢6ziimlerini, Taylor-Jumarie serileri ile
birlikte parcali interpolasyon teknigini kullanarak elde ettiler. Simdi, burada sunulan
metodu kullanarak problem ¢oziilsiin. Elde edilen ¢oziim ve hatanin grafikleri Sekil
5.5.10°de verilmistir. Sekil 5.5.11 metodun yakinsakligin1 logaritmik olc¢iide ilk on
hesaplama limiti igin ayrica simiile etmistir. Diger taraftan, Tablo 5.5.4 giincel metot
ile var olan metotlar arasindaki karsilagtirma yapmaktadir ve bu karsilagtirmadan ifade

edilecegi tizere N =10 (h=0.1) i¢in giincel metot, fark metodu (DM) [182], ¢ogaltici
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¢ekirdek (RKM) [180,183] ve Taylor-Jumarie pargali interpolasyon (TJPIM)
(h =0.000001) [180]

saglamistir.

metotlarna kiyasla tam ¢oziime c¢ok daha iyi yaklagim

(@) “uy,(x,t) ¢oziimii

(b) mutlak hata grafigi

Sekil 5.5.10. Model 5.5.6 igin ¢oziimiin ve mutlak hata hesabinin grafikleri.

Tablo 5.5.4. Model 5.5.6 i¢in giincel ve var olan metotlarin bagil hatalarinimn
karsilastirilmast.

(x1)

C
elO

N =10
(h=0.1)

J

€
N =10
(h=0.1)

DM
[182]

RKM
[180,183]

TIPIM
h = 0.000001
[180]

(0.2.1)

3.0087e-011

2.3630e-011

5.2135e-04

9.3154e-02

2.0019e-07

(0.4.1)

3.7722e-011

3.4186e-011

5.8586e-04

1.1490e-01

2.6208e-07

(0.6.1)

2.7654e-011

2.9658e-011

6.0037e-04

9.2228e-02

2.2924e-07

(0.8.1)

8.9031e-012

1.1920e-011

6.9588e-04

4.8021e-02

1.3398e-07

0.100 -

0.001 |-

Hata

1070

10-11 1

« SRy hata

m Ry hata

B
N

10

Sekil 5.5.11. Model 5.5.6 i¢in metodun yakinsakliginin N, C ve J parametrelerine gore
logaritmik 6l¢iideki simiilasyonu.
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5.6. Uzay-Zaman Kaesirli Kismi Integro-Diferansiyel-Gecikmeli
Denklemlerin Coziimii

Bu boliimde, tam g¢izgenin matching polinomuna dayanan matris-siralama
metodunu, uzay-zaman degiskenlerine gore kesirli kismi integro-diferansiyel-
gecikmeli denklemleri tek bir formiil altinda inceleyerek yaklasik ¢oziimlerini elde

edilecektir. Bu formiil

a A
o ku(x,t)_'_ 0 ku(X—Z'ﬂk,t—cTﬁ.k)

a a = g(x’t)
k ot « % axﬁk (5 53)
b t '
+ A IKf (x,t,s)u(x,s)ds +2VIKV(x,t, s)u(x, s)ds,
seklinde olmak iizere ve 0Q ’daki
u(a,t)=c(t),u(b,t)=c,(t), (5.54)

Dirichlet smir kosullar1 altinda ele alinacaktir. Burada, O0<¢g, <3
0<p. <2 (k = 0,1) Caputo anlamindaki [77] kesirli tiirevleri belirtmektedir;
gecikme parametreleri 7, 0,20 olarak tamimhdir; {Pak ’Qﬁk A A} reel
katsayilardir; {K,(xt,s), K,(x,t,5)} ¢ekirdek fonksiyonlar1 u(x,t) ve g(xt)

fonksiyonlar1
Q={(x,t):xe[a,b], te[c,d]}=R?,
dikdortgensel bolgede analitiktir.

(5.53) denklemi kullanilarak, difiizyon ve Barbashin tipindeki kismi integro-
diferansiyel denklemler [184-186], coklu terimli ve uzay-zaman gecikmeli zaman
kesirli kismi integro-diferansiyel denklemler gibi bazi 6zel problemlere kolayca
indirgenebilmektedir. Ozellikle belirtmek gerekir ki radyasyon yayiliminda,
matematiksel biyolojide ve tasinim problemlerinde [184,185] ortaya ¢ikan Barbashin

tipindeki bu denklemler, (5.53) denklemi sayesinde iiretilebilmektedir.
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Alternatif olarak, (5.53) denklemi kisaca

D(x,t) = g(x,t)+ A, I, (x, t)+ 4,1, (x,1), (5.55)
seklinde yazilabilir. Burada,

a A
8ku(X,t)+ aku(X—Tﬂk,t—Gﬂk)
at“k By axﬂk

D(x,t) = Pak e (xt) = .TKf (x,t,s)u(x,s)ds,

ve

t
l,(x,t) = j K, (X,t,5)u(x,s)ds,
oyleki D(x,t), I,(x,t) ve I, (x,t) fonksiyonlar: sirastyla tiirevsel, Fredholm integral

ve Volterra integral kistmlarini belirtmektedir.

(5.53) denkleminin ¢oziimlerinin (3.9) formunda elde edilecektir. Simdi,

metodu olusturabilmek i¢in ilk olarak D(x,t) kisminin matris bagintist olugturulsun.

(3.10) matris bagintisini, B, uzay ve ¢, zaman kesirli tiirevleri alindiginda

8" u(xt — a™u(xt) _ —
ax—ﬂk) X ve &_gk_ X (X)KT, (t)(K)Y, (5.56)

matris bagintisi elde edilir. Burada, 0< ¢, <3, 0< 5, <2 (k=0,1),

o'k 0%
Xﬁk(x)zéxﬁk I:l X XN:I’ Xak(t): I:l t - tN:I,

ve
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(5.56) matris bagintisinin uzay tlirevli kismina X—>X—17, Ve t—)t—aﬂk

yazilarak

A
0 ku(x—rﬁk,t—aﬁk)

ox’

= X, (=74 JKT (t=0,, JKY, (5.57)

matris bagintisi elde edilir ve burada,

By

Xﬂk(x_rﬁk):%[l (X_Tﬂk) (X_Tﬂk)N:|’ T(t—aﬂk):diag[x(t—aﬂk)},

matris yapilart mevcuttur.

(3.11) siralama noktalari ve (5.56), (5.57) matris bagmtilar1 yardimiyla,

D(x,t) kisminin matris formu

D =P, XKT, +Q, X, (z, |KT (o, )}K (5.58)

olarak elde edilir ve burada P, Qﬂk matrisleri sabit matrislerdir.

Simdi, (5.53) denkleminin, Fredholm-Volterra integral kisimlarinin matris

bagntilarini olusturulsun. K, (x,t,s) ¢ekirdek fonksiyonu Taylor serisi yardimiyla

asagidaki gibi acilimi yazilabilir [187]:

K, (x,t,8) = iiikpqrxptqs',

p=0g=0r=0
ve bdylece bu fonksiyonun matris bagintisi

[ K (xt,5) |= X(OT(OK, X (s), (5.59)
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seklindedir ve burada,

) B 1 ap+q+rKf (X,t,S)
Ky _[kpqr]’ kpqr B plg!r!  oxPotios”

, p,9,r=0,1,...,N,

tanimlidir. Benzer sekilde, K, (X,t,s) c¢ekirdek fonksiyonun matris bagintisi
[K,(xt,8)]= X ()T (K, X (s), (5.60)

olarak tanimlidir.
(3.10) ve (5.59) matris bagintilari1 kullanarak, Fredholm integral kisminin

matris bagintisi

[1,(x1)]= IX(X)T_(t)Kf X" ()X (x)KT (s)Kvas (5.61)

= X(X)T (K, R, (x,1)KY,

seklindedir. Burada,

R, (x,t) = TXT ()X (x) Km)ds ,

tanimlidir. Benzer sekilde, (3.10) ve (5.60) matris bagmtilarin1 kullanarak Volterra

integral kisminin matris bagintisi

[IV(X,t)]=_£X(X)T(t)KvX ()X (x) KT (s)Kyds (5.62)

= X (X)T (K, R, (x,t)KY,

seklindedir. Burada,
t
R, (%) = [XT ()X () KT (s)ds,

tanimlidir.
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(3.11) siralama noktalarin, (5.61) ve (5.62) matris formlarinda yerine yazarak,

Fredholm ve Volterra integral kisimlarinin matris formlar sirasiyla

I, =XTK,R,K ve I, = XTK,R K, (5.63)

olarak son hallerini alirlar.

(5.58) ve (5.63) matris formlar1 yardimiyla, (5.53) denkleminin temel matris

denklemi

{D-2,1,-41,}Y =G veya [W : G], (5.64)

olarak olusturulur ve burada,

W=D-1,-4l,,

ve

G:[g(Xo,to) g(XO’tl) g(XO’tN) g(XN’tO) g(XN’tN)]T’

matris yapilari mevcuttur.

Diger taraftan, (5.54) Dirichlet smir kosullarinin matris bagintilari, (3.10)

matris bagintis1 yardimiyla

u(a,t)= X(a)KT(t)P_(Y =c, (1), (5.65)

olarak olusturulur ve (3.11) siralama noktalarini, (5.65) matris bagintilarinda yerine

yazarak



matrisleri elde edilir. Burada, U ve C matrislerinin boyutlar1 sirasiyla

(N +1)>x2(N +1) ve 1x2(N +1) olarak tanimlidr.
(5.64) matris denklemindeki W ve G matrislerinin 2(N +1) sayidaki herhangi

satir1 kaldirildiktan sonra W ve G matrisleri sirastyla U kosul ve C deger matrisleri

ile birlestirilir. Boylelikle, arttirilmis matris sistemi
W : G
[W : G]:{ _ } (5.66)

elde edilir ve burada, W ve G matrisleri sirasiyla ((N +1)2 -2(N +1))><(N +1)2 ve

(( N +1)2 -2(N +1))><1 boyutlarinda matrislerdir.

(5.66) arttirilmig matris sisteminin ranki (N +1)2 oldugunda bu sistem Y

matrisini, yani katsayilar matrisini iiretecektir. Boylelikle Y matrisini, (3.10) matris

formunda yerine yazarak, (5.53) denkleminin matching polinom ¢6ziimii elde edilir.

5.6.1. Kalan Fonksiyona Dayal Hata Tahmini ve Yakinsaklik Analizi
Bu boliimde, (5.53) denkleminden elde edilen ¢oziimleri gelistirmek i¢in kalan
fonksiyona dayali hata tahmin yoOntemini gelistirip ve daha sonra metodun

yakinsakligini incelenecektir. Hata tahminini uygulayabilmek i¢in kalan fonksiyonu
R, pn (X 1) = DX ) =4 1 (X, 1) = 4, 1, (X, 1) =g (X, 1),

olarak elde edilecektir ve e, (x,t) hata fonksiyonu

L[ ey (xt)]=L[u(xt)]-L{uy (xt)]=-R, ;. (X1), (5.67)

esitligini vermektedir ve burada L[-] dogrusal operatordiir.
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Ayrica, Dirichlet sinir kosullar1 homojen kosullar olarak belirlenmistir. (5.67)
denklemi ve homojen kosullar, sunulan metot ile ¢oziilen bir hata problemini

olusturmaktadir. Bu problem ¢oziildiigiinde

K K
eN,K (X’t) = zzyqum (Kp’ X)Mpq (KQ’t)’ K>N,

p=0g=0
tahmini hata fonksiyonu elde edilir ve bu fonksiyon yardimiyla, uy (X,t)

gelistirilmis yaklasik ¢oziim ve diizeltilmis hata fonksiyonu E, . (X,t) asagidaki gibi

elde edilir:
Uy (X 1) =uy (X t)+ey  (X1) ve Ey (X 1)=u(Xt)—uy « (X.1),
burada, u (X,t) ele alian problemin tam ¢6ziimiidiir.

Simdi, metodun yakinsakligini, {e,, B} kesirli tiirevlerini iceren R, ,  (X,1)

kalan fonksiyonuna ve ¢ift kathh integraller i¢in ortalama deger teoremine dayali
yakinsaklik analizi olusturalim. Bu analiz, esas olarak Teorem 5.5.1°de verilen

analizin yapisindan gelistirilmistir. Buradaki hata iist siiri, R, ; (x,t) fonksiyonuna

bagli olup belirtilen teoremin formiiliiyle ayn1 yapiya sahiptir.

Teorem 5.6.1. R, (x,t) fonksiyonu Q bolgesinde integrallenebilir olsun ve

R, s hata ist smirmi; o, S kesirli tirevlerine ve N hesaplama limitine gore

a

belirtsin. Bu takdirde, metodun yakinsaklig1

ﬂ R, s (X:1)]dA

RaﬁyN(xo,tO)‘g Q J..fdA = IQWYN, (X.t,) e(a,b)x(c,d),

olarak etkin bir seklinde hesaplanir.
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Ispat. Teorem 5.5.1’in ispat1 ile aym prosediir takip edilecektir.

5.6.2. Sayisal Ornekler
Bu boliimde, dort adet zorlu kesirli kismi integro-diferansiyel denklemlerin

matching polinom ¢6ziimleri elde edilecektir.

Ornek 5.6.1. [186] Difiizyon tipindeki zaman kesirli kismi integro-diferansiyel

denklemini

d"u(x,t) du(x.t)
atao aXZ

= g(x,t)—ju(x,s)ds, xe[-1,1], t€[0,1], O0< ¢, <1,

olmak iizere u(-1,t)=0 ve u(1,t)=0 Dirichlet sinir kosullar1 altinda matching
polinom ¢oziimii hesaplansin. Burada, problemin tam ¢ozimi o, =1 igin

u(x,t) = (1-x%)sin(x+t) dir ve g(x,t) fonksiyonu, ¢, =1 igin

g(x,t) = (1—x®) cos(x) +12x° cos(x +1t) + (1+30x* —x®)sin(x +1),

olarak elde edilir.

(5.64) temel matris denklemi yardimiyla, bu problemin temel matris denklemi

IXKT, K+Q,X, (7,)KT (0, )K -4, XTK,RK |Y =G,

seklindedir ve sunulan metodun prosediirii uygulandiktan sonra problemin ¢oziimii

elde edilir. Sekil 5.6.1’de o, =0.8 i¢in ¢oziimiin ve mutlak hata fonksiyonunun
grafigi resmedilmistir. Sekil 5.6.2°de IQ%’N hata iist smirnin degeri, N ve ¢

degerlerine gore logaritmik Ol¢lide simiile edilmistir. Ayrica, Tablo 5.6.1’den ifade

edilebilir ki N =10 i¢in elde edilen giincel mutlak hata degerleri, N ={16,32} i¢in

Haar dalgacik metodu (HDM) [186] ile elde edilen mutlak hata degerlerinden daha
distiktiir.
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(@) uy,(xt) coziimii (b) mutlak hata grafigi

Sekil 5.6.1. Ornek 5.6.1’in o, = 0.8 i¢in ¢dziimiin ve mutlak hata grafikleri.

0.010 ¢ A
— Ry hata; ag=0.8
0.001} ® Ry hata: ag=0.6

107 E 4

105 4

Logaritmik hata

108 .

107 3

108 b = . | . i ; . =
10 11 12 13 14 15

Sekil 5.6.2. Ornek 5.6.1 icin metodun yakinsakhiginin N degerine gore logaritmik
Olctideki simiilasyonu.

Ornek 5.6.2. Radyasyon yayiliminda, matematiksel biyolojide ve tasim
problemlerinde karsilagilan Barbashin tipindeki [184,185] uzay kesirli kismi integro-
diferansiyel denklemini

aﬁou(x,t)

i —2u(x,t) = g(x,t)+j(x+t+s)u(x,s)ds, x,teQ=[0,1], 0< B, <1,

olmak tizere u(0,t)=texp(Bt) ve u(l,t)=(1+t)exp(B,(1+t)) Dirichlet smir

kosullar1 altinda ele alalim. Burada, problemin tam ¢éziimii
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u(x,t) = (x+t)exp(S,(x+t)) *dir ve g(xt) fonksiyonu, B, kesirli tiirev degerine

gore degisecektir. B, =1 i¢in

g(x,t) =exp(x)(2—e+exp(t) —t + x(x+t —2) —exp(t)(x +t) —e(x* + xt)),

elde edilir. Problem giincel metot ile ¢ozilildiikten sonra matching polinom ¢éziimiiniin

fiziksel hareketi, Sekil 5.6.3te kesirli ve tam sayili mertebeye gore incelenmistir. Buna

ek olarak, IQﬂO'N hata st smiri, S, ve N degerlerine gore Tablo 5.6.2°de

degerlendirilmistir ve bu tabloda sonuglarin oldukea tutarli oldugu goriilmiistir.

Tablo 5.6.1. Ornek 5.6.1 igin hata hesaplamalarinin metotlara gore karsilastiriimast.

t

€0 (X, D)
a,=0.8

| Bz (X, 1)
a,=0.8

&, (x,1)]

o, =1

HDM [186]
N =16x16

HDM [186]
N =32x32

0.1

1.5527e-03

6.2514e-06

1.8056e-03

1.1233e-02

9.4331e-03

0.2

1.5552e-03

6.6420e-06

1.6620e-03

2.1878e-02

4.2862e—-03

0.3

1.5432e-03

6.8471e—-06

1.6275e-03

2.6102e-02

5.1332e-03

0.4

1.5167e-03

7.1366e-06

1.5828e-03

1.2412e-02

1.1215e-02

0.5

1.4756e-03

7.6625e—-06

1.5271e-03

3.8287e-02

1.7217e-02

0.6

1.4203e-03

8.0693e-06

1.4560e—-03

1.3611e-02

7.9450e-03

0.7

1.3513e-03

7.7969e-06

1.3813e-03

1.5722e-02

3.0593e-03

0.8

1.2693e-03

7.4991e-06

1.2912e-03

2.3730e-02

4.6042e-03

0.9

1.1749e-03

8.4049e-06

1.1900e-03

7.8461e-03

1.0081e-02

1.0

1.0692e-03

1.5955e-08

1.0784e-03

3.2637e-02

1.5236e-02

L

00

1.1812e-03

8.4049e-06

2.9553e-03

3.2394e-02

8.9718e-03

Tablo 5.6.2. Omek 5.6.2 i¢in metodun yakinsakhigmin 3, ve N degerlerine gore

karsilastirilmasi.
N | 3, 0.5 0.7 0.9 1
8 3.18e-009 2.55e-005 452e-005 | 1.92e-008
9 7.61e-010 1.31e-009 5.19e-008 | 5.91e-010
10 1.16e-010 5.15e-011 191e-010 | 1.63e-011
11 7.37e-012 4.57e-009 5.37e-011 | 4.48e-013
12 2.57e-012 9.11e-012 3.05e-012 | 3.41e-013
13 1.15e-012 1.02e-012 1.34e-012 | 1.55e-013
14 1.50e-014 | 4.14e-014 2.11e-013 | 3.27e-013
15 1.25e-013 2.77e-014 1.13e-013 | 5.89e-013
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? T T T T
o Tam gdzim By=1

6| —— 4 =1

4 .=0.9
5[ 4.=0.8
—a-— 4 =07
4 =0.6

o

(=]

o

(=]

Sekil 5.6.3. Ornek 5.6.2 icin Ugy(x,0.5) matching polinom ¢dziimiiniin ¢, deZerine

gore fiziksel hareketi.
Ornek 5.6.3. Coklu terimli ve zaman kesirli kismi Fredholm-Volterra integro-

diferansiyel denklemini

dMu(x,t)  8%u(xt) 4 ou(x-1,t-1)
ot ot ox

+u(x,t) =g(x,t)

+j(x—t —s)u(x,s)ds —j(xt)U(X, s)ds,

olmak iizere u(0,t)=a,sin(t) ve u(l,t)=e;sin(1+t) Dirichlet sinir kosullari
altinda ¢oziimii arastirilsin. Burada, x,teQ=[0,1F , 1<, =2a,<2 ve g(xt)
fonksiyonu, {e, =1, = 2} i¢in
g(x,t) =2((x(t—-1)+t)cos x + (x —t —1) cos(x +1) +cos(2 — x —t)
— (14 xt) cos(x +t) —sin x+sin(x +1)),

olarak elde edilir. Problemin tam ¢dziimii u (X,t) = o, sin(x +t) ’dir. Problem, N =7
i¢in ¢dziildiikten sonra iki ve ii¢ boyutlu matching polinom ¢6ziimii ¢, degerine gore
Sekil 5.6.4’de belirtilmistir. N ve ¢, parametreleri degistirildikce, logaritmik

Ol¢iideki hata iist sinirinin degerleri Sekil 5.6.5°de izlenmistir. Goriilecegi tizere N
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degeri artirildik¢a metodun kesinligi de artmaktadir. Ayrica, metodun farkli kesirli
tirev degerleri kullanildiginda, kesinligi ve tutarliliginda degisim olmadig: ifade
edilmelidir. Mutlak ve diizeltilmis mutlak hata degerleri diisitk N degerleri i¢in Tablo
5.6.3’te incelenmistir ve CPU siiresi, N limiti agisindan Tablo 5.6.4°de

degerlendirilmistir.

181

ut.4 a” o o Tamgbz. a, =2

+a1=2
—s-a,=19
a1=1.8
—-9-—a1=‘|.7
a,=16
a1=1.5

D.G 1 1 1 1 1 1
0 0.1 0.2 0.3 04 05 06 07 048 09 1

(b) u,(x,0.5) ¢dziimiiniin ¢, degerine gore iki boyutlu grafigi

Sekil 5.6.4. Ornek 5.6.3 igin matching polinom ¢dziimiiniin iki ve ii¢ boyutlu
grafikleri.
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o Ry hata: a,=2
& Ry hata: a,=18 |

Ry hata; a,=15

Logaritmik hata

107121

13
N

Sekil 5.6.5. Ornek 5.6.3 igin metodun yakinsakhiginin N degerine gore logaritmik
Olciideki simiilasyonu.

Tablo 5.6.3. Omek 5.6.3’iin a, =1.8 degeri igin mutlak hata hesaplamalarinin

karsilastirilmasi.

(x1)

l&(x D]

& (x,1)]

& (X, D)]

| ElO,ll(X1 t) |

(0.2,0.2)

7.59e-04

3.06e-05

8.56e—-06

2.55e-07

(0.4,0.4)

2.97e-03

9.61e-05

3.41e-05

1.88e—-06

(0.6,0.6)

5.41e-03

1.59e-04

6.27e-05

4.11e-06

(0.8,0.8)

5.17e-03

1.45e-04

6.10e-05

4.46e-06

Tablo 5.6.4. Omek 5.6.3 igin CPU siiresinin (sn.) a, ve N degerlerine gore

karsilastirilmasi.
IN | a,— | 15 1.8 2
7 3.25 | 288 | 2.20
8 3.98 | 452 | 3.70
9 5.98 | 6.13 | 548
10 8.28 | 855 | 742
11 11.77 111.64 | 10.25
13 20.73 | 20.73 | 18.95
15 35.61 | 35.64 | 32.72

Ornek 5.6.4. Coklu uzay-zaman gecikmeli ve uzay-zaman degiskenlerine gore kesirli

kismi Fredholm-Volterra integro-diferansiyel denklemini
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o“ou(x,t) _26ﬁ1u(x—0.5,t -05) 3

—u(x—-0.8,t—-0.8) = g(x,t
o — U )=g(x1)

+%_1.(X —t2 +5¥)u(x,s)ds + %;[(x +1)(t +1)(s +1)u(x,s)ds,

olmak iizere u(0,t) =0 ve u(1,t) = g, cos(t) Dirichlet sinir kosullart altinda ¢dziimii
aragtirilsin. Burada, x,teQ=[0,1], 2< a,<3, 0< 4 <1 ve g(xt) fonksiyonu

{a, =3, 4, =1} icin

g(x,t) = x(-0.3587 —1.26221x +1.26221t*) — 6 cos(0.5 —t)
+4.5(-0.8+ x) cos(0.8—t) + 3xsin(t) —1.5x(1+ x)(1+1)
(=1+cos(t) + (1+t)sin(t)),

olarak elde edilir. Problemin tam ¢dziimii u(X,t) = e;,xcos(t) ’dir. Sunulan metodu ve
kalan hata analizi uygulandiktan sonra matching polinom ¢ozimi N ve K
degerlerine gore elde edilir. Coziim ve mutlak hata hesabi farkli {¢,, 4} degerleri i¢in

Sekil 5.6.6’da verilmistir. Metodun yakinsakligini, hesaplama limitine ve kesirli tlirev
degerine gore gosteren hata iist sinir degeri Sekil 5.6.7°de simiile edilmistir. Diger
taraftan, hata hesaplamalarinin degerleri farkli N degerleri i¢in Tablo 5.6.5’de

degerlendirilmistir ve bu tablodan goriilecegi iizere U, (X,t) ¢oziimii, kalan hata

tahmin analizinin K =13 hesaplama limiti ile gelistirilmistir.

Tablo 5.6.5. Ornek 5.6.4’in a,=29 ve B =0.9 degerleri i¢in mutlak hata
hesaplamalariin karsilastirilmasi.

O | el | oD [ [Enm(xb)

(0.1,01) | 536604 | 9.27e-05 | 2.05e-05
(0202) | 154e03 | 2.22e-04 | 5.12e 05
(0.3,03) | 296603 | 3.70e-04 | 8.15¢-05
(0.404) | 454e03 | 5.20e-04 | 9.98e 05
(0505) | 583e-03 | 6.53e-04 | 1.18e 04
(0.6,06) | 6.31e 03 | 7.28e 04 | 1.82e 04
(0.707) | 5.67¢-03 | 6.54e-04 | 3.15¢ 04
(0.8,08) | 4.11e-03 | 3.05e-04 | 3.75¢-04
(0.9,09) | 2.28e—03 | 254e-04 | 5.89¢-05
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1.5
14
1.3

12

11

o Tamg¢dzim a0=3 & ..fi‘1 =1
—w—a,=3& 4,=1

081 —« —0,=29&73,=09

— B —a0=2.8 & ,531 =0.8
—&-—0, =27 & 3,=0.7 N

D. ? 1 1 1 1 1 1 1 1 1
] 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 09 1

y
(@) u,(0.5,t) ¢dziimiiniin iki boyutlu grafigi

0.8

(b) o, =2.7 ve B, =0.7 igin mutlak hata grafigi

Sekil 5.6.6. Ornek 5.6.4 igin U,,(X,t) matching polinom ¢dziimiiniin ve mutlak hata
hesabinin grafigi.
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1071 o Ry hata: a,=3 & f,=1 i
= Ry hata; a,=2.7 & ,=0.7
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= 10-11 L 4

10-13 |

1I0 1I1 1I2 1I3 1I4 1I5

N

Sekil 5.6.7. Ornek 5.6.4 igin metodun yakinsakhiginin N degerine gore logaritmik
Olciideki simiilasyonu.
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6. SONUC VE ONERILER

Bu tez olusturulmadan 6nce, genis bir literatiir arastirmasinin ardindan 6zenle
secilmis calismalar kataloglanarak; bilim diinyasinin hangi konular iizerine
odaklandigi, giincel olarak calisilan alanlar, hangi model problemler daha az ele
alinmistir ve bu modellerin literatiirdeki 6nemleri aragtirilmistir. Buradan yola ¢ikarak,
literatiire 6nemli katki yapacak sekilde Bolim 4 ve 5’de yer alan sunulan metotlarin
uygulama calismalarinda; metotlar, adim adim gelistirilerek giincel problemlerin

¢coziimlenebilmesi ve var olan sonuglar ile karsilastirilabilmesi hedeflenmistir.

Bu tezde, genellikle fen ve miihendislik alaninda karsilasilan integro-
diferansiyel denklemler ve g¢esitli simiflarinin parametreli Dickson ve matching
polinomlarina dayali metotlar kullanilarak ¢oziimleri elde edilmistir. Coziimlerin
tutarlih@l, yakinsaklik analizleri ve parametreli yaklasim ile incelenip, bilgisayar
ortaminda hesaplamalar1 gerceklestirilmistir. Ayrica, B6liim 4 ve 5’de yer alan her bir
denklem yapisi i¢in genel bir bilgisayar programi yazilmistir. Boylece, elde edilen
sonuglar bilimsel olarak degerlendirilip literatiirde yer alan calismalardaki sonugclar ile

birebir olarak karsilastirilabilmistir.

Dickson polinomuna dayali matris-siralama metodu; dogrusal olmayan
diferansiyel ve bazi integral model denklemlerin, su ana kadar yapilmis en genel
yapidaki fonksiyonel gecikmeli integro-diferansiyel denklemlerin ve giincel kesirli
model diferansiyel denklemlerin ¢6ziilmesinde kullanilarak literatiire nemli katkida
bulunulmustur. Matching polinomuna dayali matris-siralama metodu; su ana kadar
gelistirilen matris-Siralama metotlarindan farkl olarak ilk kez ¢izge yapisi dikkate
alinip, olusturulan polinomun iyi kurulumu vasitasiyla olusturulabilmistir ve
birlestirilmis c¢oklu gecikmeli fonksiyonel notr diferansiyel denklemlerin, c¢oklu
gecikmeli ve degisken katsayil1 kesirli diferansiyel denklemlerin, {i¢iincii dereceden
dogrusal olmayan kesirli diferansiyel denklemlerin, uygulamali bilimlerde ortaya
cikan besinci dereceden dogrusal olmayan kesirli diferansiyel denklemlerin, ¢oklu
gecikmeli uzay-zaman kesirli kismi diferansiyel denklemlerin, uzay-zaman kesirli
kismi integro-diferansiyel-gecikmeli denklemlerin ¢oziimlenebilmesini miimkiin

kilmastir.
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Boliim 4 ve 5’de elde edilen sonuclar incelendiginde, metotlarin literatiirde yer
alan diger metotlara gore oldukca dikkat ¢ekici oldugu ve iyi yaklasim sagladigi
gozlemlenmistir. Coziimlerin, sayisal ve grafiksel sonuglar1 sirasiyla tablo ve
sekillerde incelenip yorumlanmigtir. Ayrica, Dickson polinom ¢oziimlerinin o
parametresine goére kararlilik alanlarinin  bilgisayar ortaminda simiilasyonu
saglanmistir. Boylece, ¢ parametresinin, c¢oziimlerin davranisini belirleyebildigi
gozlemlenmistir. Diger taraftan, kalan fonksiyonuna ve sabit nokta teoremine dayanan
yakinsaklik analizi ve ortoeksponansiyel polinomu yardimiyla kalan fonksiyonun
karakteristik davranist Dickson matris-siralama metodu icin etkin bir sekilde
kullanilmistir. Bunlara ek olarak, N hesaplama limitine gére matching matris-siralama
metodunun yakinsakligini inceleyen hata iist simiri hesaplamalar1 teorik olarak
ispatlanip, problemlerde uygulamasi yapilmistir ve bu formiilasyon, incelenen
denklem yapilarma gore gelistirilmistir. Ornek olarak, kesirli tiireve sahip diferansiyel
denklemler icin kesirli tiireve ve N’e bagl kalan fonksiyonunu iceren hata {ist sinir

hesaplamasi gergeklestirilmistir.

Metotlarin, N hesaplama limiti arttirildigi zaman, metodun yakinsakliginin
artmast yani ¢oziimiiniin tutarlihigmimn gelistigi gézlemlenmistir. Kalan hata analizi
(tahmini) yaklasimiyla elde edilen ¢oziimlerin gelistirilmesi saglanmistir. Ayrica,
sayisal yaklasim hesaplamalarinda 6nemli bir karsilastirma kistast olan CPU islem
sliresinin; sunulan metotlarin, bilgisayar programlari sayesinde hesaplamasi hassas bir

sekilde yapilip karsilagtirmalarda kullanilmastir.

Sonug olarak, matematiksel yapilarin giiniimiiz diinyasinda ne kadar énemli
oldugu, ¢oziimlenebilmesi ve ayn1 zamanda yorum getirilebilmesi i¢in bir hayli ¢caba
sarf edildigi goriilmektedir. Bu yiizden, giliniimiizde kullanilan yontemler, farkli
yapilar ile birlestirilerek hizla gelisen; bilime, teknolojiye ve bunlarin getirdigi
zorluklara uyum saglayabilmesi amaglanmaktadir. Bu diisiinceyi amag edinerek, bu
calismada farkli iki polinom yapilarina dayali iki metot gelistirilmistir. Tiim sonuglara
dayanarak, sunulan metotlarin; bilim, teknoloji ¢aligma alanlarina ¢6ziim ve yenilik
getirdigi agikca goriilmektedir. Gelecekte, ele alinacak daha ileri yapidaki karmagik
problemler igin metotlarin yapisindaki ufak diizenleme veya diizenlemelerle miimkiin

olabilecegi vurgulanmaktadir.
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