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OZET

Yiiksek Lisans Tezi

Cesitli Fonksiyonel Integro Diferansiyel Denklemlerin Niimerik Céziimleri icin
Matris Tabanlh Morgan-Voyce Polinom Yaklasim

Niliifer YOLTAY

Manisa Celal Bayar Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dah

Damisman: Dog. Dr. Ali KONURALP

Bu c¢alismada, karisik kosullar altinda ¢esitli fonksiyonel integro diferansiyel
denklemlerin Morgan-Voyce polinomlarinin matris formiilasyonlar1 ile sayisal
¢oziimlerini elde etmek igin hizli ve giivenilir sayisal bir yontem Onerilmektedir.
Onerilen yontemin verimliligini ve uygulanabilirligini gdstermek icin, baz1 6rneklere
bu metot uygulanmis olup, bu érnekler i¢in sayisal hesaplamalar tablolar ve grafiklerde
verilmistir.

Giris boliimii disinda bu tez esas olarak dort boliimden olugmaktadir. Giris bolimiinde
tezin amaci ve kapsami agiklanmaktadir.

Ikinci boliimde, integro-diferansiyel denklemler ve Morgan-Voyce polinomlari ile
ilgili temel kavramlar verilmistir.

Ucgiincii boliimde birinci mertebeden integro-diferansiyel denklemlerin ve yiiksek
mertebeden gecikmeli Fredholm ve Volterra integro-diferansiyel denklemlerin
Morgan-Voyce polinomlar ile ¢oziimleri incelenmistir.

Dérdiincii boliimde ele alinan farkli 6rnekler tizerinde yontemle daha kisa zamanda
diisiik islem hacmi ile iyilestirilmelerin olacagi gézlemlenmistir.

Anahtar Kelimeler: Morgan-Voyce Polinomu, Integro-Diferansiyel Denklem,

Siralama Metodu

2019, 70 sayfa
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ABSTRACT

M.Sc. Thesis

Matrix Based Morgan-Voyce Approximation for the Numerical Solutions of
Various Functional Integro Differential Equations
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Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Ali KONURALP

In this study, a fast and reliable numerical method is proposed in order to find
numerical solutions of various functional integro differential equations subject to
mixed conditions by using the matrix formulation of Morgan-Voyce polynomials. To
show the applicability and productivity of the proposed method, we applied the
Morgan-Voyce matrix method and their figures and tables are given with the obtained
data.

Except from the introduction part, this thesis consists mainly of four chapters. The aim
and scope of the thesis are explained in the introduction.

In the second chapter, basic concepts related to integro-differential equations and
Morgan-Voyce polynomials are given.

In the third chapter, Morgan-Voyce polynomials of first order integro-differential
equations and high order delayed Fredholm and Volterra integro-differential equations
are examined.

It has been observed that there will be improvements with different process in a shorter
time on different samples discussed in the fourth section.

Keywords: Morgan-Voyce Polynomials, Integro-Differential Equation,

Collocation Method.

2019, 70 pages
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1. GIRIS

1.1. lintegro-Diferansiyel Denklemlerin ve Morgan-Voyce Polinomlarinin

Kullanim Alanlar

Bilindigi iizere miihendislik, biyoloji, mekanik, endiistri gibi bir¢ok alanda
matematiksel ve fiziksel problemler integro-diferansiyel denklemler ile
modellenebilmektedir [1]. Fiziksel problemlerin matematiksel modellemeleri,
biyolojik modelleme, kimyasal kinetik, akiskanlar dinamigi, salgin hastaliklarin
modellemeleri, cama sekil verme gibi ¢esitli alanlarda goriiliir. Bu tip denklemlerin
¢Oziimii i¢in kullanilan analitik yontemler, temel yontemler olarak g6z Oniine alinir.
Fakat denklemlerin ¢6ziimii analitik yontemler ile bulunamadiginda yeni
hesaplamalara dayali ¢oziim Oneren teknikler uygulanabilir. Chebyshev Siralama
Yontemi [25], Taylor Siralama Y 6ntemi [26], Hermite Siralama Y ontemi [27], Bessel
Siralama Yontemi [28], Legendre Siralama yontemi [29], Laguerre Siralama Y 6ntemi
[30], Morgan-Voyce siralama yontemi [6] gibi farkli polinomlara 6zgii niimerik

yontemler gelistirilmistir.

Yar “T” seklinde kendini tekrarlayan bir merdiven aginin matris parametreleri
incelenirken ortaya atilan Morgan-Voyce polinomlart 1959 yilinda ilk defa Morgan-
Voyce tarafindan tanmimlanmistir [2]. Bu polinomlar, iizerinde elektrik devreleri
bulunan merdiven ag: ile ilgili ¢alismalarda kullanilmistir [3,4,5]. Bu polinomlar
carpanlarina ayrilabildiginden, herhangi bir etkiye cevap vermek igin matris
parametreleri uygun sekilde kullanilabilir. Ayrica, herhangi bir ag fonksiyonunun
kokleri ve kutuplari, bu polinomlarin kokleri ile bulunabilir. Bu polinomlar, herhangi
bir uyarimla tekrarlayan merdivenlerin ag tepkisini belirlemek i¢in kolaylikla

uygulanabilecegini gostermektedir.

Lineer diferansiyel denklemler [7], lineer diferansiyel fark denklemleri [21],
multi-pantograph denklemler [22], genellestirilmis pantograph denklemler [23] ve
degisken gecikmeli homojen olmayan diferansiyel denklemler [24] i¢in Ozellikle
matris tabanli Morgan-Voyce Polinomlari ile ¢oziim metodu gelistirilmistir. Ancak
literatlir tarandiginda lineer yiiksek mertebeden fonksiyonel(orantili veya degisken

gecikmeli)  Fredholm-Volterra integro-diferansiyel denklemleri iceren karigik



kosullara sahip baslangi¢-sinir deger problemleri bu polinom kullanimi ile ¢6ziim

oOnerisi veren herhangi bir ¢alismaya rastlamadik.

Bu tez calismasmin asil amaci; daha once yapilmamis lineer yliksek
mertebeden fonksiyonel(orantili veya degisken gecikmeli) Fredholm-Volterra
integro-diferansiyel denklemleri igeren karisik kosullara sahip baslangig-sinir deger
problemlerin niimerik ¢6ziimlerini elde etmek i¢in matris tabanli Morgan-Voyce
polinom yaklagim teknigini dnermektir. Ayrica olusturdugumuz algoritma ile, sayisal
coziimleri elde ederken optimum siire kullanimini saglamayr amaclamaktayiz.
Aragtirmanin sonunda, Onerilen ydntemin uygulanabilir ve verimli oldugunu

gostermek igin gesitli niimerik 6rnekler verilir.
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2. GENEL BIiLGILER

2.1. Integro-Diferansiyel Denklemlerin Tanitilmasi

Bilinmeyen y(x) fonksiyonunun oldugu denkleme

y(x) = f(x)+/1iK(x,t)y(t)dt ,a<t<b (2.1.1)

homojen olmayan Fredholm integral denklemi ve
t
y(X) = f(x)+/1IK(x,t)y(t)dt ,a<x<b (2.1.2)

denklemine de Volterra integral denklemi denir. Ayni zamanda bilinmeyen

fonksiyonun tiirevlerini igeren

F(x, y(X), Y (X),..., Y™ (X)) :ﬂ,le(x,t)y(t)dt ,a<t<b (2.1.3)

F (X, y(X), Y (X),..., Y™ (X)) =/1_|X'K(x,t)y(t)dt ,a<x<b (2.1.4)

bi¢cimindeki denklemlere sirasiyla Fredholm integro-diferansiyel ve Volterra integro-

diferansiyel denklem denir. Bu denklemlerde; a < x,t <b olmak lizere d ve b
sabitleri integralin sinirlari, Y bilinmeyen fonksiyon, g(x), a<x<b araliginda
tanimli fonksiyon ve K(x,t) ¢ekirdek fonksiyonu a < X ,t<b bolgesinde tanimlidir.

A # 0 reel veya kompleks bir parametredir. Bu tez ¢alismasi boyunca kullanacagimiz

Fredholm-Volterra integro-diferansiyel denklemin genel formu

m b X
> ()Y (x)=g(x)+ le. K(x,t)y(t)dt+ ﬂzj. K(x,t)y(t)dt (2.1.5)
k=0 a 0
seklinde olup denkleme iliskin karisik kosullar
m-1
2@y (@) +hy“ b) =4 L i=0,1,..,m-1
k=0
ile verilir. Bununla birlikte 1 ={x:xeR,a<x<b} ve J<m olmak iizere

fonksiyonel Fredholm-Volterra integro-diferansiyel denklemleri ve bu denkleme

iliskin kosullar1

11



=g(x)+ZF: j K, (% 0)y? (A, t+ p, )dt (2.1.6)

m-1

Y (@yP @ +by b)) =4,i=01...,m-1  (2.17)

=~

olarak ele alacagiz. Burada 0<k <m i¢in fk (), o< j<J igin Pj(X) ve g(x)

fonksiyonlar1 | araliginda tanimlanan fonksiyonlardir. i=0,1,...m-1 Ve

k=0,1,..m-1 icin a,,b,, « B ve A problemde verilen uygun sabitlerdir. y(x),

(2.1.6)-(2.1.7) Dbaslangig-sinir deger probleminin elde edilecek tam ¢oziim
fonksiyonudur.

2.2. Morgan-Voyce Polinomlarimin Tanitilmasi
Bu tez boyunca goz Oniine alacagimiz Morgan-Voyce serisini olusturan

n=0,1,..,N icin B (x) Morgan-Voyce polinomlari
nn+j+1) .
B.(X) = z( 1 jx‘ 2.2.1)
o\ N—)

kapal1 formuna sahiptir. ilk dért n degerine karsilik gelen Morgan-Voyce polinomlari

1 , =0
X+ 2 ,h=1

B, (X)=1x*+4x+3 ,n=2 (2.2.2)
x> +6x*+10x+4 ,n=3

ile verilebilir. Morgan-Voyce polinomlarinin sagladig diferansiyel denklem

X(x+4)B."(x) +3(x+2)B, (x) -n(n+2)B,(x) =0 (2.2.3)

12



formunda ikinci mertebeden degisken katsayili lineer homojen diferansiyel

denklemdir. (-4,0) aralig1 iizerinde \/x* +4x agirlik fonksiyonuna gére ortogonal bir
fonksiyon dizisi olan Morgan-Voyce polinomlarinin genel grafigi Sekil 2.1°de

verilmistir [2,6].

Sekil 2.1. Morgan-Voyce polinomlarinin grafigi

13



3. MATERYAL VE YONTEMLER

3.1. Birinci Mertebeden Lineer Fredholm-Volterra integro-Diferansiyel
Denklemlerin Coziimleri i¢cin Matris Tabanh Morgan-Voyce Siralama
Yontemi

3.1.1. Problemin Tanitilmasi
| =[a,b]c R aralig1 iizerinde, baslangi¢ deger problemi olarak birinci

mertebeden degisken katsayili homojen veya homojen olmayan lineer Fredholm-

Voltera integro-diferansiyel denklemi

v(x)
[ Koty (3.1.1.1)

f() Y )+ f,(x) y(x) = 9(x) + j Ky (x,t)y(t)dt +
a u(x)

ve

ay,Y(@)+by,y(b) =4, (3.1.1.2)
sartin1 gbz Oniine alalim. Bu problemde hem Fredholm hem de Volterra tipli integral
kisimlar1 mevcuttur. Denklemin yapisi geregi olusturulacak ¢oziim yontemi, bu
denklemin herhangi bir terimi yada terimleri eksiltildiginde birinci mertebeden
degisken katsayili homojen veya homojen olmayan lineer Fredholm-Voltera integro-
diferansiyel denkleminin herhangi bir alt sinifindan segilen bir denklemi de basarili bir

sekilde ¢ozebilecek sekilde hazirlanmistir. Burada a <u(x) <v(x) <b olmak iizere
u(x), v(x), f(x) ve g(x) fonksiyonlari X e | araliginda tanimlanan fonksiyonlar,
Ay, byve A, ise sabitlerdir. (3.1.1.1)-(3.1.1.2) probleminin ¢dzimi y(x)

fonksiyonudur.

3.1.2. Coziim Yontemi ve Temel Matris iliskileri
(3.1.1.1) denkleminin y(x) ¢oziimiine yakinsayan kesilmis Morgan-Voyce

serisi

y(x) =y, (x)= iaan(x), N>m, xel (3.1.2.1)

olarak alinsin. Sonlu (3.1.2.1) serisini, Morgan-Voyce polinomlarinin elemani oldugu

n=0,1,..., N igin

B(x)=[B,(X) By(x) -+ B,(X)] (3.1.2.2)

14



matrisini ve

A=[a, a - a] (3.1.2.3)
bilinmeyen katsay1 matrisini kullanarak

y(x) =Yy (x)=B(x)A (3.1.2.4)
matris formuna doniistiirebiliriz. Ote yandan, X(x) = [xo Xt xP XN] matrisi

ve (2.2.1) bagintis1 kullanilarak elde edilen

1
0 0 0
0
J Lo
0 0
1 0
R= 3 4 5
0
2 1 0
: : : 0

) () () - (%)

katsay1 matrisini ele aldigimizda, B(x) matrisi

B(X) = X(x)R (3.1.2.5)
bagintisin1 saglamaktadir. Ayrica, (3.1.2.5)’in her iki tarafinin X’e gore birinci

mertebeden tiirevi alindiginda

olur. X (x) ile birinci mertebeden tiirevi arasinda kurulacak bir matris bagimntisi i¢in

gerekli hesaplamalar yapildiginda

00 - 0 0 O
10 0 0 00
r_(020. 0 00 . T° =1 (Birim matris)

000 - (N=1) 0 0

15



katsay1 matrisi bulunur ve bu matris yardimiyla Morgan-Voyce polinomlarinin birinci

mertebeden turev matrisi
B'(X)=X(X)T'R’ (3.1.2.6)

bagintisi ile verilir. Boylece (3.1.2.4), (3.1.2.5) ve (3.1.2.6) esitlikleri kullanildiginda

bilinmeyen fonksiyon ve birinci tiirevi matris formunda
y(x) =y, (X)=B(X)A=X(X)RTA (3.1.2.7)

ve

y'(X) 2y, (X)=B'(x)A=X'(X)RTA= X (X)T'R'A (3.1.2.8)
esitlikleri ile ifade edilir. Simdi integral kisminin matris formlarini elde etmeye
gecelim. Cekirdek fonksiyonlari K, (X,t), K, (X,t) ve bunlara ait tamamlayici
fonksiyonlar olan Q; (X,t), Q,(Xt) nin matris formuna déniistiiriilmesi asagidaki
gibidir:

Oncelikle Fredholm integral kismindaki K; (X,t) cekirdek fonksiyonunun Taylor seri

1 kullamldigind o gem 1 o™"K,(0,0)
acilimi ullanildiginda ,n=0,1....N 1¢1n = ve
Y g m,n ¢ p mlnl axmatn

K = [k;m](Nﬂ)X(N 41 olmak tizere ¢ekirdek fonksiyona karsilik gelen matris form

K, (x,t) =X (XK, X (t) (3.1.2.9)
m+n+1 m+n+1
olup gf" = m olmak {izere tamamlayici fonksiyonu
b mn
Qf :L XT(t)X(t)dt :[qf ](N+l)><(N+l) (3.1.2.10)

formu ile verilir. Volterra integral kismindaki KV (X,t) gekirdek fonksiyonu i¢in

Taylor seri agilimi kullanildiginda benzer sekilde m,n=0,1,...,N i¢in
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kvm”— 1 am“'KV(O,O)
min!  ox"éat"

karsilik gelen matris form

e K, =[k/ n](N+1)X(N+1) olmak {izere cekirdek fonksiyona

K, (x,t)= X (X)K, X" (t) (3.1.2.11)
m+n+l  m+n+l
olup g, (X) = m olmak iizere tamamlayici fonksiyonu
Qv (x)= _[u XT (t) X (t)dt = [q\r/m (X)](N+l)><(N+l) (3.1.2.12)

seklindedir.

Ayrica degisken katsayili fonksiyonlarin F (x) ve Fl(X) i¢cin matris formlari

F(x)=diag[f,() f(x) ... f,(0]
ve
FR(x)=diag[f,(x) f,(x) ... f,(x)]
ile verilir. Buna gore yukaridaki matrisleri kullandigimizda (3.1.1.1) denklemini

(RO)X(X) RTT+F,(x) X (\)RT)A=g(x)
+X (X)K,QRTTTA+ X (X)K,Q,(X)R'TTA
(3.1.2.13)

seklinde kisaca yazabiliriz. i =0,1,..., N olmak iizere

X, =a+bTi (3.1.2.14)

tanimli siralama noktalari (3.1.2.14), (3.1.2.15) denkleminde yerine konursa, (3.1.1.1)

denklemine iliskin temel matris denklemi kompakt formda
(le R'TT +F,X RT—YKQF?+—YK@5T_T)A:G (3.1. 2.15)
ile verilir. (3.1.2.15) denklemindeki matrislerin agik formlar1 sdyledir:
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F o 0 fo(:xl) 0 F - 0 fl(:xl) 0
0 0 e fo(Xy) (N+(Ns) 0 0 - fxy) (ND(Ns)
X (%) 1 % - X X() 0 - 0
o | I N LA
XOW] 1 % oy (N+x(N+D) 0 0 - XD diwpnony ,
K. 0 0 L, 0 0
R 0 K, 0 K - ? K, 0
0§ Fovpan? 0 0 - K (N+X(N+D?
M, Q) 0 0
T YUl e 0 e o ’
0 0 - Qe 0 0 o QXN fnaaytanany?
T’ 8 9(%)
T e o
T JoNaay2nsn) AN sy (X)) Jnsapa

(3.1.2.15) denklemindeki parantez igi
W =[w,]=F, X R'TT+F, XR" =X K, Q,R"T" +-X K,QR"T" (3.1.2.16)

olmak tizere d;,a;,...,ay (N +1) bilinmeyenli (N +1) cebirsel denklemden olusan

(3.1.2.16) temel matris denklemi

WA=G veya [W;G] (3.1.2.17)

sistemine indirgenir.

Buda Uy =[Uy Uy - Ugy] igin
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UsA=7, veya [Ug;7,] (3.1.2.18)

denklem sistemi anlamina gelir.Sonug olarak (3.1.1.1) denkleminin (3.1.1.2) kosullar1
altinda (3.1.2.1) formunda ¢6ziimii elde etmek igin, (3.1.2.17) matrisinin m. satirinin

silinerek yerine, kosullara kars1 gelen (3.1.2.18) deki m. satirinin konulmasiyla yeni

WA =G
veya
Wiy W, t Wl(N +1) ; g (Xl)
Wy, W, t W2(N+1) ; g (Xz)
W;G]= .
Uy Uy, 208 Uy (n) ) Yo
_W(N any Weesoney 0 Wegeey 0 9 (X<N AN+ )_

arttirllmis matrisi elde edilir. Eger
rankW = rank[W,G]

ise bu taktirde
A=W)'G

yazilabilir. Boylece igerisinde & , i =0,1,...,N katsayilart olan A matrisi tek olarak

belirlenir. Su halde

W (0=32,8,()

denklem sistemi anlamina gelir. Morgan- VVoyce polinom ¢oziimii ile elde edilir.
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3.2. Yiiksek Mertebeden Lineer Gecikmeli Fredholm-Volterra integro-
Diferansiyel Denklemlerin Coéziimlerinin Morgan-Voyce Polinomlar:

ile incelenmesi

3.2.1. Problemin Tanitilmasi

| =[a,b]= R aralig1 lizerinde, baslangic deger problemi olarak, yiiksek

mertebeden degisken katsayili homojen veya homojen olmayan lineer Fredholm-

Voltera integro-diferansiyel denkleminin

J

3,00y + 3P (9y" (ax+ ) =

k=0 j=0

900+ [ Kooy (A t+ )t

F Vs (x)
1=0u; (x)

fonksiyonel integro-diferansiyel denklemlerin kosullar1

m-1

Z(aiky(k)(a)+biky(k)(b)):ﬂ’l ,1=01..,m-1

=~

(3.2.1.1)

(3.2.1.2)

olup f.(X), Pj(X) ve g(x) fonksiyonlar1, X el aralifinda tanimlanan fonksiyonlardir.

3, f, 4,0 ve A uygun sabitlerdir.

3.2.2. Coziim Yontemi ve Temel Matris Tliskileri

Yiiksek mertebeden degisken katsayili homojen veya homojen olmayan lineer

Fredholm-Voltera integro-diferansiyel denkleminin ¢dziimii y(x) dir.

Bu ¢alisgmanin amaci, problemin ¢éziimiinii (3.2.1.1) — (3.2.1.2) kesilmis Morgan-

Voyce serisi olarak almaktir.

y(x) =y, () =iaan(x), N>m, xel

(3.2.1.3)

Burada, a,,N= 0,1...,N bilinmeyen katsayilardir. Yukarida (2.2.1) ile tamimladigimz

B,(X), n=0,1....,N i¢in Morgan-Voyce polinomlarmmn tanimladig: fonksiyonlardir.
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Ik olarak, kesilmis Morgan-Voyce serisi (3.2.1.3) ile tanimlanan (3.2.1.1)

denkleminin y(x) ¢6ziimiinii ele alacagiz; Sonlu (3.2.1.3) serisini, Morgan-Voyce

polinomlariin elemani oldugu n=0,1,..., N igin

BX)=[By(x) B.(X) - B,(¥)]

matrisini ve

A=[a, a - an]T

bilinmeyen katsayr matrisini kullanarak

y(¥) = yy (x) = B(x)A (3.2.1.4)

matris formuna doniistiirebiliriz. Ote yandan, X (x) = [XO Xt x5 . XN] matrisi

ve (2.2.1) bagintis1 kullanilarak elde edilen

1
0 0 0
0
)
0 0
1 0
R= 3 4 5
0
2 1 0
: : : 0
N +1 N+2 N +3 2N +1
| N N -1 N-2 0 |
katsay1 matrisini ele aldigimizda, B(x) matrisi
B(X)= X(X)R' (3.2.1.5)

bagmtisini saglamaktadir. (3.2.1.5)” in her iki tarafinin X e gore K. tiirevi

alindiginda
BY(x)=X*(XR", k=0,12,...m
X (x)ile k. tiirevi arasinda kurulacak bir matris bagintis1 i¢in gerekli hesaplamalar

yapildiginda
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o 0 0 -- 0 0 0]
100 - 0 0 O
T 0 2 0 O 0 O ; T °=1 (Birim Matris)
000 (N-1) 0 0
0 0 0 - 0 N O]

katsay1 matrisi bulunur ve bu matris yardimiyla Morgan-Voyce polinomlarinin birinci

mertebeden tiirev matrisi
B'(x)=X'(X)R" =X(X)T'R’
ve stirecin tekrarlanmasiyla K. mertebeden tiirev matrisi
BY(x)=X(X)(T")*R",k=0,12,...,m (3.2.1.6)

bagintisi ile verilir. Boylece (3.2.1.4), (3.2.1.5) ve (3.2.1.6) esitlikleri kullanildiginda

bilinmeyen fonksiyon, birinci ve k. mertebeden tiirev matris formunda
y(X) =y, (X)=B(X)A=X(X)RTA
ve
y'(X) =y, (X) =B'(X)A=X'(X)RTA=X(X)R'TTA (3.2.1.7)

y©¥ () =y’ () =B () A= X (R A

(3.2.1.8)
=X(X)T)R'A k=012,...

esitlikleri ile ifade edilir. Gecikme kisminin K. mertebeden tiirev matris formunu elde

edebilmek i¢in (3.2.1.8) de X yerine ax+ £ doniisimiinii yazalim. k =0,1,2,... Ve

a=0i¢in
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Dl f)= 0 0 [;jazﬁo (l\;jazﬂw
N
0 0 0 (N]aNﬂO

olmak lzere

y“(@x+p)=X(@x+A)(T") R'A=X()D(@ AT )R'A  (321.9)
seklindedir. Diger tarafta ki integral kisminin matris formlarini elde etmeye gecelim.
Cekirdek fonksiyonlart K, (X,t), K, (X,t) ve bunlara ait tamamlayict fonksiyonlar
olan Q; (X,t), QV(X,t) ‘nin matris formuna donistiiriilmesi (3.1.2.9), (3.1.2.10),
(3.1.2.11), (3.1.2.12) de verilmistir. Ayrica degisken katsayili fonksiyonlarm F, (X) ve

Pj (X) i¢in matris formu

F.()=diag[f,(x) f.(x) ... f. ()]
ve
P,(x) =diag[ p;(x) p;(X) ... p;(¥)]

ile verilir. Birinci mertebeden matris denklem sistemi  (3.1.1.1) ‘de verilmis olup

yiiksek mertebeden genel matris denklemi J<m olmak kosuluyla

> EX (T + 3R X (9D AT =g(9)

E Vi (X) v WX
+>. .[ K, (6 0)y " (At + g )dt+ > _[ Q, (X, )y (At + 1, )dt
1=0u,(x) v=0u,x)

(3.2.1.10)
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Fredholm-Volterra integro diferansiyel kisminda ¢ekirdek, tamamlayici ve tiirev

fonksiyonlar yerine yazildiginda
{Z FX )+ 3P X (0D (e AT |RTA=
9(X)+io>< O)K; (¥)Q; (X)D(A;, 1, )T'RT (3.2.1.11)
3 X (9K, (909D )R I <

elde edilir. i =0,1,...,N ile taniml

siralama noktalar1 (3.2.1.10) denkleminde yerine konursa temel matris denklemi

(kompakt form)

{{i FX(TNH® +i P, X D(a,ﬂ)(TT)“)} RT

f r v 3
> XK;Q; D(4;, 4 )R'TT = > XK, QVD(/L,,,uV)RTTT}A= G (32112
f=0 v=0

seklindedir. Fonksiyonlarin matris formlari

f(x) 0 - 0 px) 0 - 0
T L

0 0 Kl vy | 0 0 - pi(x)-(N+1)x(N+1)

X (%) 1 X - X X(%) 0 - 0
R | IS LI

x(;(N) 1 X.N X"Z‘ (N+Dx(N+1) O O ":X(;(N) (N+Dx(N+D)?
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— 0 K 0
K—fz O Kf 0 Kv: : :V
0 0 f (N+1)2><(N+l)2’ 0 0 KV (N+l)2><(N+1)2’
%f ° 8 Q%) 0 - 0
o I ool 0 Qe o |
0 0 - Q (N+1)x(N+1)? 0 0 o QulXy) (N +1)2x(N +1)2
TT a, a(x,)
— T
TT — -I:- ,A: 8:1 ’ G — g(xi)
TT (N+1)%x(N+1) ay (N+1)x1 g(XN) (N+1)x1

seklindedir. Buradan

W =[w;] = iFkX(TT)(k) +inx D(a,ﬂ)(TT)”)}RT

(3.2.1.12)

f Tl v -
_ZX Kf Qf D(ﬂ’f Huf)RTTT _ZX KVQVD(A\/’IUV)RTTT}
f=0 v=0

kabulii altinda (3.2.1.11), @,,3;,...,dy (N +1) bilinmeyen katsayili (N +1) cebrik

denklemden olusan
WA =G veya [W;G] (3.2.1.13)

sistemine indirgenir.
Buda U; =[U U, -+ Uy] igin

UA=7 veya [U;%] ., i=01..,m-1 (3.2.1.14)

denklem sistemi anlamina gelir.
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Sonug olarak (3.2.1.1) denkleminin (3.2.1.2) kosullar1 altinda (3.2.1.3) formunda
¢oziimii elde etmek igin, (3.2.1.13) matrisinin m. satirinin silinerek yerine, kosullara

kars1 gelen (3.2.1.14) deki m. satirinin konulmasiyla yeni

WA =G veya
I Wiy W, Wl(N+l) ; g(xl)
VV.Zl Wgz : : WZ('N+1) ; g (Xz)
W;G]= e b U Z
Wy Wy 7 W : g (X(Nﬂ)(w) )_

arttirtlmis matrisi elde edilir. Eger
rankW = rank[W, G]

ise bu taktirde
A=W)"G

yazilabilir. Boylece igerisinde &, i=0,1,...,N katsayilart olan A matrisi tek olarak

belirlenir. Su halde
N
yN (X) = Zan Bn (X)
n=0

denklem sistemi anlamina gelir.

3.3. Rezidiiel Hata Analizi

Degisken katsayili, lineer, fonksiyonel integro-diferansiyel denklemlerin
yaklasik coziimlerini elde edebilmek i¢cin Morgan-Voyce siralama ydntemimizi
kullandik. Elde edilen yaklasik ¢oziimlerin gergek ¢coziimlere daha iyi yaklasabilmesi
icin ek araglar kullanabilmekteyiz. Burada ¢oziimlerin yaklasikliginin iyilestirilmesi
i¢in, yaklasik ¢oziimiin orijinal denklemde yerine yazildiginda elde edilen kalinti
fonksiyonunun 6zdes olarak sifira denk olmasini saglayan ek ¢oziimleri goz Oniine

alacagiz. Metot su sekildedir:
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> 1, (0¥0 00+ X P00y (@x+ )

E Vi (x)

> [ KDY (At + )t (3.3.1)

f=0uy (x)

V vy (X)

- I Q, (X, )y (At + a4, )dt =g(x), a<x<b

v=0u, (x)

denklemin
m-1
> @y @+by O 0) =4 , i-01..m-1 (33.2)
k=0

sartlar1 altindaki yaklasik ¢oziimii

N
y(x) =y, (x)=>2,B,(x),N>ma<x<b
n=0

ile ifade edilen kesilmis Morgan-Voyce serisi olsun. Yy (X) ve gerekli tiirevleri alinip

orijinal denklemde yerine yazildiginda

> 1, 00¥0 00+ X P00y (ax+ )

E Vi(X)

> KDY (At g )t (3.3.3)

f=0u,(x)

Vv Vv(x)

[ QUYY (At + )t = g(0) +R, (x), a<x<b

v=0u, (x)

denklemi elde edilir. Bu denkleme ait sartlar
m-1
Z(aik Yy @+, v M) =4 ,i=01,..,m-1 (3.3.4)
k=0

seklindedir. Ry (X), rezidii kalnt: fonksiyonudur. Y, (X) Morgan-Voyce polinom

¢coziimil ile y(x) tam ¢ozlimii arasindaki fark hata fonksiyonu olup

ey (X) = y(X) =y, (x) (3.3.5)
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ile tanimlanir. Bu fonksiyonun tanim araligindaki X degerleri i¢in mutlak degerini
mutlak hata olarak alacagiz. Hata fonksiyonu ile ilgili denkleme ulagsmak i¢in, (3.3.1)-
(3.3.2) denkleminden (3.3.3) —(3.3.4) denklemleri taraf tarafa ¢ikarilirsa

Zf(x)(y(k’ y("))(X)+ZP(X)(y(')(ax+ﬂ) Y (ax+ )

E Vi(X)
=2 [ KOOt + p0) =y (At + )t

f=0u; (x)

v W(X)
=2 | QOO (At +4,) — Y (At + p,))dt = =Ry (%)
v=0 u, (x)

(3.3.6)
Z(aw(y (@-yy @) +h, (yO0)-y’() =0, i=01..,m-1 (33.7)
elde edilir. Simdi (3.3.5) ,(3.3.6)-(3.3.7)’de yerine yazilirsa

> 1,006l 00+ X P, () (ax+ )

Vi (X)

—ZF: I K, (X, t)efl (At + , )dt (3.3.8)
> | Qe (At + )dt =Ry ()

ml(a,ke(k (a)-bel(b)=0, i=01,..,m-1 (3.3.9)

=0

=~

homojen kosullara sahip diferansiyel denklem elde edilmis olur. (3.3.8)-(3.39)
coziildiigiinde elde edilen e, (x) hata fonksiyonu, y, (X) ¢oziimiine karsilik gelen
tamamlayict fonksiyon olup yaklasik ¢Oziimiin iyilestirilmesini saglar. (3.3.8)
denkleminin yapist (3.3.1) ana denklemimizin yapisina benzer olup bir Onceki
boliimde Onerilen ¢oziim teknigi burada tekrar uygulanabilirdir. Morgan-Voyce

polinom yaklasimi (3.3.8) -(3.3.9) baslangi¢-sinir deger problemine uygulandiginda

M kesme sinir olmak iizere €y (X) tahmini hata fonksiyonu bulunur. Béylece
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Yy (X) Morgan-Voyce polinom ¢6ziimiiniin tahmini hata fonksiyonu ile birlikte

(N, M) kesme sinirli iyilestirilmis yaklasik ¢oziimiiniin toplami olan Yy y (x)

Ynm (X) =Yy (X) +Eym () (3.3.10)

formundadir.
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4. ARASTIRMA BULGULARI VE TARTISMA

Morgan-Voyce siralama Yyonteminin uygulanabilirligini ve verimliligini
gostermek icin, birinci mertebeden degisken katsayili ve yiiksek mertebeden degisken
katsayil1 lineer gecikmeli integro-diferansiyel denklem oOrnekleri bu kisimda ele
alinmustir.

Ornek 4.1. [13] Tam ¢dziimii y(x) =sinx fonksiyonu olan y(0) =0 baslangic

sart1 altindaki y'(X)— I y(t)dt=1,0<x<1
0

Volterra Integro-diferansiyel denklemini goz éniine alalim. Bu denklemin (3.1.1.1)

formundaki fo (x)=0, fl(X) =8 fz (X)=0,9(x) =1, denklemin verilen katsayilari olup

K, (X) =1 ¢ekirdek fonksiyonudur.
Morgan-Voyce polinomunun geg¢is matrisi

B,(X) =1,B,(X) =X+2 seklindedir.

10 0 0 0 O]
X)) | |1 ¢ % = o5 s X(x) 0 -+ 0
XD | 1 R % o omes| o 0 X(x)- 0
X = : _1 3 9 27 81 243 » X = . <.
: 5 25 125 625 3125 : : -
X(XN) 1 % % % % % 0 0 - X(XN) (N+1)x(N+1)?
111 1 1 1|
Genel formda
1 0 0 0 0 O] 01 0 0 0 O]
2 1 0 0 00 0 02000 T7
R=341000,TT=000300,T_T_TT
4 10 6 1 0 O 000040
520 21 8 1 0 000005 T Jovsansy
6 35 56 36 10 1] 00000 O]

gecis matrislerini elde ederiz. Cekirdek fonksiyonlarin matris formu
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<
o O ©O O o

ve

x

o aft s Pt NP

seklinde olup

formda belirtilmistir. Siralama noktalart N = 5igin

O O O O O o

\llx\‘ mlxm mlxm blxb wlxw leN

O O O O o o

0°|Xm \llx\‘ mlxm L‘,.||><U_‘ #lxb wlxw

O O O O o o

(olx@ mlxm \llx\‘ o,lxm mlxm blxb

0 0

0 0

0 0

0 0

0 0

0 O_(N+l)><(N+1)

X x8 ]

5 6

x8 X’

6 7

X’ X8

7 8

X8 x°

8 9

@ 10

9 10

10 11 J(N+1)2x(N+1)2
a‘O

A= % y G
ay (N+1)x1

|
N T e = T =

% =0;x =0,2x,=0,4,%=0,6;x,=0,8x =1

W temel matris denklemi tarafindan tanimlanir.
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4 10 20 35 |

o
[HEY

1 71 1906 33841 482051 1001756
5 50 375 2500 15625 15625
1 47 2378 11134 703082 4938167
W =[w,_]= 5 25 375 625 15625 46875
pq 1 119 974 57361 985793 2587694
5 50 125 2500 15625 15625
1 73 3544 18154 1341824 3846731
5 25 3715 625 15625 15625
1 71 4 W 511 1060
5 2 3 4 5 3

sartlarin matris formu
U]l=[L 2 3 4 5 6]

olup, denklemin y(0) =0 baslangi¢ sart1 altinda ¢6ziimii elde etmek i¢in, WA=G

matrisinin m. satirinin silinerek yerine, kosullara karsi gelen UiA=7/i deki m.

satirinin konulmasiyla

Usnl=L 2 3 456 ; (]

WA =G veya [\/\7,(;] 'da ikame edilirse dogrusal cebirsel sistem elde edilir. Bu

sistem, problemin yaklasik ¢6ziimiinii verir.

Tablo 4. 1. Ornek 4.1 ‘in N =5 i¢in niimerik ¢dziimleri

i | x Tam Coziim | Yaklasik Coziim | Mutlak Hata | Tau-err[13]
N=5 N=5 N=5 N=5
1102| 0.198669 0.198675 5.8213x10® 2.60x107°
2104 0.389418 0.389427 83049x10° 3.24x1077
310.6| 0.564642 0.56465 731519%10°® 5.53x10%
4108| 0.717356 0.717363 682656x10° 4.12x10°
5 1. 0.841471 0.841476 4.81927x10 1.96x10™

Bu tablodaki degerler Mathematica’da kendi yazdigimiz kodlarla
olusturdugumuz program ile hesaplanmistir. Program arttirilmig matris formunda

sartlarin eklenmesi agamasinda bir dizi islem yapip optimize ¢6zlimii veren katsayilari
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buldurmaktadir. N =5 i¢in Intel® Core™i5-2410M CPU@2.30GHz 2.30GHz islemcili
bilgisayarda Windows 7 Ultimate siiriimii altinda 4,00GB RAM ile Mathematica 11.0.1.0

programinda yapilan iglem siiresi 2.10 saniye olup ¢6ziim tam ¢dziime en yakin olmak

tizere ¢ok hizli bir sonugtur.

08t

06 |

04+

02+

y(x)
Y,(X)

4.x1075 ¢

3.x1076}

2.x1076}

1.x1075}

02 04 0.6 0.8

Sekil 4. 1. Ornek 4.1%in grafigi

10

0.2 04 0.6 08

Sekil 4. 2. Ornek 4.1°in hata grafigi
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Ornek 4.2. [14] Tam ¢bziimii y(x) = x fonksiyonu olan y(0) =0 baslangig sart1
1
altindaki y'(X) — j xty(t)dt =1—x/3,0<x, t<l
0

Fredholm integro-diferansiyel denklemini géz 6niine alalim. Bu denklemin (3.1.1.1)
formundaki f,(X)=0, f,(x) =1, f,(X)=0,9(x) =1-X/3, denklemin verilen

katsayilari olup K, (X) =Xt ¢ekirdek fonksiyonudur.

iixo; 10 0 X(X) 0 - 0
R RIS I A ,
: {1 4 : o
X(XN) 0 0 "'X(XN) (N+L)x(N +1)2
T7
1 00 0 0O
T = |T°T
R=|2 1 0|, T"=|1 0 0|, TT=
3 41 0 20

=
T (N+1)?x(N+1)

K; 0
000 o K, 0
Kf = 1 , Kf = .
000 '
_0 0 - Kf-(N+1)2><(N+1)2
1 1 Qf 0 0
13 3 0 o 0
Q=lt 3 i g4 0 ,
1 1 1 :
3 4 5
0 0 Qs (N +1)2x(N+1)
a, 1
A=| G=|3
2
3
N _(N+1)x1
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Siralama noktalart N =2, igin
% =0x=0,5x=1

W =[w,]=F, X RTT-XK, QR T"

24

35

1
1 83
3
1
3 1

W temel matris denklemi tarafindan tanimlanir.
U-=[L 2 3 0]

Denklemin y(0) =0 baslangi¢ sarti altinda ¢6ziimii elde etmek i¢in, WA=G

matrisinin m. satirmun silinerek yerine, kosullara kars: gelen U; A=, deki m.satirmmn

konulmasiyla WA =G veya [\/\7,6] 'da ikame edilirse, dogrusal cebirsel sistem elde

edilir. Denklem de tam ¢6ziim bulunmustur.
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08 1

061

04 ¢

021

02 04 06 08 10
Sekil 4. 3. Ornek 4.2’nin grafigi

Ornek 4.3. [15] Tam ¢bziimii y(x)=(x—1)sinhx fonksiyonu olan

y(0) — y(1) = 0 baslangic sartlar1 altinda
1 X

y'(X)— y(x)—f(x+t)y(t)dt—jxy(t)dt =e‘(1-3)+e*(3x-2), 0<x, t<1,
0 0

Volterra-Fredholm integro diferansiyel denklemini g6z 6niine alalim.

Bu denklemin (3.1.1.1) formundaki f(X) =-1, f,(x) =1 g(x) =e*(1-3)+e " (3x-2),

denklemin verilen katsayilari olup K (X) =X+t, K (X) =X cekirdek fonksiyonlaridir.

Temel matris denklemindeki matris formlar1 su sekildedir :

X(X,) X(%) 0 - 0
) o] X0 xo| O XG0 |
X(xy) (N+D)x(N+1) 0 0 - X(xy) (N +1)x(N+1)?
1 0 0 0 0 O] 01 0 0 0 0]
2 1 0 0 0 O 0 02000 T7
3 4 1 0 0 O 0 00 300 — T
R: ,TT — ’ TT — T ’
4 10 6 1 0 O 0 000 40
5 20 21 8 1 O 0 00 0 OS5 T7 (N+D)x(N+1)
_6 35 56 36 10 1] _0 0 00O 0_
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—17_, 9¢¥8
10eY® 10
ao 2/5
-7 4e
A a1 G 562/ + 5
= . y =
. -11 7%
10e3/5 + 10
aN 4 n 345
545 5
=1,e
2e + 2

Siralama noktalart N =6, N=7,N =8,N =9 i¢in

W =[w,]=F, X R'TT+F, XR" =X K, Q,R"T" +-X K,QR'T"

sorunun temel matris denklemi tarafindan tanimlanair.

Denklemin y(0) — y(1) =0 baslangi¢c sart1 altinda ¢6ziimii elde etmek icin, WA=G
matrisinin - m. satirinin silinerek yerine, kosullara karsi gelen U/ A=, deki m.

satirinin konulmasiyla WA =G veya [VV,G] 'da ikame edilirse, dogrusal cebirsel

sistem elde edilir. Bu sistem, problemin yaklasik ¢6ziimiinii verir.

Tablo 4. 2. Ornek 4.3” in farkli ve N degeri i¢in niimerik karsilastirmalar

X Morgan-Voyce Hilbert Space
Metodu N =6 Metodu N =51
[15]

0.16 | 2.69147x107 1.14499x108
0.32 2.3525%10°7 5.33005x108
0.48 | 3.69819x107 8.09302x108
0.64 | 6.90231x108 7.19185x108
0.80 | 5.30847x107’ 2.10790x10®
0.96 | 4.03788x10® 8.30909x10°8

Giris degerleri yukarida belirtilmis olup N =6 i¢in tam ¢dziimii y(x) = (X—l)SinhX

olmak iizere algoritmamizi Mathematica programina uygulayarak elde ettigimiz

program hesaplama islemi yaptiktan sonra ¢6ziim fonksiyonu i¢in 6 farkli ¢6ziim
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tiretip bu ¢oziimlerin grafiklerini ¢izmeye ¢alismistir. N =6 N =8i¢in Intel® Core™i5-
2410M CPU@2.30GHz 2.30GHz islemcili bilgisayarda Windows 7 Ultimate siiriimii altinda
4,00GB RAM ile Mathematica 11.0.1.0 programinda yapilan iglemin siiresi 3.35 saniyede
gerceklestirilmistir. Farkli N degerleri ile bulunan sonuglar, [15]’e ait olan N =51
degeri i¢in olusan sonuca gore daha verimlidir. N =6 i¢in alinan kestirme degerine
gore cok hizli bir sonugtur. Ayn1 zamanda bu siire icerisinde U ile tanimladigimiz
sart matrisini 6x6 tipindeki W matrisin her bir satiriyla tek tek degistirilerek elde edilen
sonuclar gosterilmistir. Kisa slirede bu sonucu almak literatiirde ki diger makalelerin

mevcut oldugu degerlere gore daha iyi oldugu séylenmelidir.

y
' ' ' ' y X
0.2 04 06 038 10
-005
-010
-015
-020
— ¥
-025 | Vs (X)

Sekil 4. 4. Ornek 4.3 iin grafigi
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8.x1078}

7.x1078}

6.x1078 ¢

5.x 1078}

4.x1078}

0:2 0:4 O.‘6 O.é l.‘O
Sekil 4.5. Ornek 4.3’iin hata grafigi

Ornek 4.4. [16] Tam ¢oziimii Y(X)=ex fonksiyonu olan y(0) =1 baslangi¢

sartlar1 altinda
y'(x) — y(x—1) - j y(H)dt =0, 0<x, t<1
x—=1
gecikmeli Volterra integro-diferansiyel denklemini g6z oniine alalim.

[lk olarak problemi agalim.

x-1

y'0)-y(x=1)+ [ y(t)dt— [ y@®dt=0

0

Bu denklemin (3.1.1.1) formundaki f,(X) =0, f,(x) =1 p,(X) =-1,9(x) =1,

denklemin verilen katsayilar1 olup K, (X)=-1 cekirdek fonksiyonudur.

Temel matris denklemindeki matris formlar1 su sekildedir :

X(X,) X(X%) 0 - 0
X _ 0 X -0

x| *0 xo| O Xt ’
X (xy) (N+D)x(N+1) 0 0 ---X(xy) (N+L)x(N+1)?
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10 0 0 0 O 010000
2 1 0 0 0 O 002000
R34 1 0 00 [000300
/410 6 1 0 0" (0000 40/
520 21 8 1 0 000O0O0SGHS
6 35 56 36 10 1| 00000 O]
"
T’ EN
== |TT & 0
T =] , A= 7|, G=g
0
TT 1) (N + a
(R " _0_(N+1)><l
N =4 i¢in gekirdek ve yardimci fonksiyonun matris formu;
1 00 0 0
00000
Ki={0 0 0 0 0}
00000
0 0 0 0 0]
1 L1 +X7) L1007 H0) H (L0 ) H (L0 +x7) |

FEELE0 X)) LX) LR XY BT X)) (14 X)° +XE)
Q= 1(-(-1+x)°+x°) 1(-(-1+x)*"+x*) 1(-(-14%)°+x°) E(-(-1+%)°+x°) L(~(-1+x)"+x")
L(=1+x)" +xY) 2((-1+x)°+x°)  2(=(-1+%)°+X°) L(~(-1+X)"+x") E(~(-1+X)°+x%)

1) +0) F((140° %) H(—(-14X)" X)) B (1407 +x° (14 %)°+X° |

K, 0 - 0 Q 0 - 0
P IR o-? 0 seklindedir.
0 0 V _I(N+1)2x(N+1)? 0 0 Qv (N+1)2x(N+1)?

Siralama noktalart N =4, N =6,N =8 i¢in
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w =[Wi,-]={i FX (T)® +ipjx D(a,,B)(TT)“)}RT

~Y XK, QDA )R T }

sorunun temel matris denklemi tarafindan tanimlanair.

Denklemin y(0)=1 baslangi¢ sarti altinda ¢6ziimii elde etmek igin, WA=G

matrisinin - m. satirinin silinerek yerine, kosullara karsi gelen UiA:7/i deki m.

satirinin konulmasiyla WA =G veya [VV,G] 'da ikame edilirse, dogrusal cebirsel

sistem elde edilir. Bu sistem, problemin yaklagik ¢6ziimiinii verir.

Tablo 4. 3. Ornek 4.4’ in farkli N degeri icin niimerik karsilastirmalar

X Laguerre Laguerre Siralama | Morgan-Voyce | Morgan-Voyce

' | Siralama Metodu | Metodu N =8[16] | Metodu N=4 | Metodu N =8
N =4[16]

0.2 4.1670x10 1.5829x10°® 4.63766x10* | 1.20523x10°®

0.4 1.4750%x1073 2.1689x10° 1.44591 x10° | 1.44122x10°®

0.6 2.47470%x107 2.0004x10°® 8.63373x10* 1.0799x10°

0.8 2.9179x107 1.7385x10° 1.44444x10°3 7.29389x107

1.0 3.0410x10°® 1.8455x10°° 1.58389x10°3 7.36354x107

Giris degerleri yukarida belirtilmis olup N =4 i¢in tam ¢dziimii y(x)=e" olmak
lizere algoritmamizi Mathematica programina uygulayarak elde ettigimiz program
hesaplama islemi yaptiktan sonra ¢6ziim fonksiyonu i¢in 4 farkli ¢6ziim {iretip bu
¢oziimlerin grafiklerini ¢izmeye c¢aligmistir. N =4 igin Intel® Core™i5-2410M
CPU@2.30GHz 2.30GHz islemcili bilgisayarda Windows 7 Ultimate siiriimii altinda 4,00GB
RAM ile Mathematica 11.0.1.0 programinda yapilan islemin siiresi 3.50 saniyede
gerceklestirlmistir. Farkli N degerleri ile bulunan sonuglar, [16] ya ait olan N farkli
degerleri i¢in olusan sonuglara gore kiyaslandiginda N =4 i¢in alinan kestirme

degerine gore cok hizli bir sonugtur. Ayn1 zamanda bu siire igerisinde U ile
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tanimladigimiz sart matrisini 4x4 tipindeki W matrisin her bir satirtyla tek tek

degisitirilerek elde edilen sonuglar gdsterilmistir.

y
25+
20+
— y()
15t
AW
X
0.2 0.4 06 08 1.0
Sekil 4.6. Ornek 4.4’iin grafigi
y
0.0015
0.0010 t
0.0005
‘ ‘ ‘ — X
0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Sekil 4.7. Ornek 4.4’iin hata grafigi
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Ornek 4.5. [31] Tam ¢dziimii y(x) =sin(x) fonksiyonu olan y(0) =0, y'(0) =1

baslangi¢ sartlar1 altinda
y'(X) -2 y(X)+ y(%) = —Lsin(x) +sin(%) + xcos(x) + Ity(t)dt =0, 0<x, t<i
0

gecikmeli Volterra integro-diferansiyel denklemini géz oniine alalim.
Bu denklemin (3.1.1.1) formundaki

fo(X) ==314, f,(x) =0, f,(x) =1, p,(x) =1, g(x) =(—11/ 4)sin(x) +sin(x/ 2) + xcos(x),
denklemin verilen katsayilart olup KV (X) =t cekirdek fonksiyonudur.

Temel matris denklemindeki matris formlar1 su sekildedir :

X (%) X(%) 0 - 0
X _ -0
X = (Xl) X = O X(Xl) E ’
X (%) (N+D)x(N+1) 0 0 - X(xy) (N+D)x(N+1)2
1 0 0 0 O] 01 0 0 0 0]
21 0 0 0 O 0 02000 T7
R:3 1 0 O O,TT:000300’T—T_TT |
4 10 6 1 0 O 0 000 40
5 20 21 8 1 O 0 00 0 OS5 T Jinstyzeensn
|6 35 56 36 10 1] 0 0000 O]
_0_
0
Ch) 0
A: a.i , G: 0
: 0
ay 0
0
LOd(nsapa

N =7 i¢in gekirdek ve yardimci fonksiyonun matris formu
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01 00 O0O0O0UDO
0 0O0OO0OOOTUOD
0 OO0 O0OOOTP O
0 OO0 O0OOTOTP O
KV: 'Q = Q (X) +1)x(N+
000000O0O0O =0
0 0O0OO0OOOTODO
0 OO0 O OOTP O
L0 0O O OO 0O 0 04
K, O 0 Q O 0
— 0 K 0 — 0 0
KV: :V y v = . QV ’
0 0 V _I(N+1)>x(N+1)? 0 0 Qv (N+1)?x(N+1)?

seklindedir. Siralama noktalart N =4, N=7,N =10 igin

i =[Wu]={iﬁ>< )"+ P D(a,ﬂ)(TT)m}RT

~Y XK, Q,D(, )R T" }

sorunun temel matris denklemi tarafindan tanimlanir.

u.:[12345 6780}
01 4 10 20 35 56 84 O

Denklemin y(0) =0, y’'(0) =1 baslangi¢ sart1 altinda ¢6ziimii elde etmek i¢in, WA =G

matrisinin
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m. satirmin silinerek yerine, kosullara kars1 gelen UiAZJ/i deki m. satirinin

konulmasiyla WA =G veya [V\~/,G] 'da ikame edilirse, dogrusal cebirsel sistem elde

edilir. Bu sistem, problemin yaklasik ¢oziimiinii verir.

Tablo 4. 4. Ornek 4.5> in N =7 degeri icin niimerik ¢dziimleri

i X Tam Coziim | Yaklasik Coziim Mutlak Hata

1 | 0.142857 0.142372 0.142372 4.78481x1071°
2 | 0.285714 0.281843 0.281843 1.12754x10°°
3 | 0.428571 0.415572 0.415572 1.76329x107°
4 | 0.571429 0.540834 0.540834 2.37813x107°
5 | 0.714286 0.655078 0.655078 3.26687x107
6 | 0.857143 0.755975 0.755975 8.56322x1010
7 1. 0.841471 0.841471 1.06247x1077

Tablo 4. 5. Ornek 4.5’ in farkli ve N degeri icin niimerik karsilastirmalar

X Taylor Siralama | Taylor Siralama Morgan-Voyce Morgan-Voyce

Metodu N =7 Metodu N =10 Metodu N =7 Metodu N =10

[31] [31]

0.2 2.35x1077 7.00x1071° 1.160878x101° | 3.419486x10
0.4 5.27x107 1.50%x107° 2.570925x1071% | 8.065770x10
0.6 9.32x107 2.40%x107° 4.583513x1071% | 2.567945x10"
0.8 5.60x1077 3.00x107° 9.687931x101° | 5.357936x10713
1.0 3.37x10° 1.06x1077 4.639874x10% | 3.186451x107*?

Tablo 4. 6. Ornek 4.5’in farkh N=7 ve N =10 degeri igin zaman karsilastirmalari

N=7 N =10
Siire 4.90 7.28
Mathematica’da  yazmis oldugumuz algoritmanin  Ornek 4.5 igin

uygulanmasinda elde edilen 4.90 saniyelik bir zaman diliminde diferansiyel denklemin
N=7 i¢in 7 farkli yaklasik ¢6ziim fonksiyonunu hesaplayip fonksiyonun tanim

araligindaki x degerleri i¢in sonuglar1 gordiigiimiiz Tablo 4.4 vermektedir.
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Sekil 4.8. Ornek 4.5’in grafigi
y
08 _ P
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06 /'
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/ f— = y7,7(x)
/
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Sekil 4.9. Ornek 4.5’in iyilestirilmis ¢oziim grafigi
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Ornek 4.6. [32] Tam ¢oziimii y(x) =1+e> fonksiyonuolan y(0) =2, y'(0) = -1

baslangi¢ sartlar1 altinda
1
y' (X)€Y (x+1)- [y(t-Ddt =e ™, 0<x, t<1
0
gecikmeli Fredholm integro-diferansiyel denklemini gbz oniine alalim.

Bu denklemin (3.1.1.1) formundaki

f,(x)=0, f,(x) =0, f,(X) =1, p,(X) =0, p,(x) =—***, g(X) =€, denklemin verilen

katsayilari olup K; (X) =1 ¢ekirdek fonksiyonudur.

Temel matris denklemindeki matris formlar1 su sekildedir :

X (X,) X(X%) 0 - 0
x=| < x=| § 70 ,
X (xy) (N+D)x(N+1) 0 0 ---X(xy) (N+L)x(N+1)?
1 0 0 0 O] 01 0 0 0 O
2 1 0 0 0 O 0 02000 T7
R=3 1 0 O O,TT=000300,T_T_TT |
4 10 6 1 0 O 0 000 40
5 20 21 8 1 O 0 000 O0 S5 T7 (N+D(NAD)
_6 35 56 36 10 1_ _000000_
_0_
a, )
Ch
A: . , G: 0
0
ay
LOJ(nsapa

N =5 i¢in ¢ekirdek ve yardimci fonksiyonun matris formu
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1 00 0 0O
0 000 O0TO O
K, = 0 00 0 O0O ,
0O 00 0 O0DO
0 00 O0O0DO
0000 0 0]
__|lo K 0 5 _| 0 0
o |0« .0 @ ,
0 O e Kf (N+1)2><(N+1)2 0 O e Qf (N+l)2><(N+1)2

seklindedir. Siralama noktalar1 N =5 i¢in

W =[w;]= {i RX(TT)® +i P X D(a,ﬁ')(TT)“)} R

f -
_Z XK, Q; D(4 ’/Jf)RTTT}
=0

sorunun temel matris denklemi tarafindan tanimlanir.

u.{12345 60}
"101 4 10 20 35 2

Denklemin y(0) =2, y’(0) = —1 baslangig sart1 altinda ¢6ziimii elde etmek i¢in,

WA =G matrisinin  m. satirinin silinerek yerine, kosullara kars1 gelen Ui A= 7, deki

m. satirinin konulmasiyla WA =G veya [V\~/,G] 'da ikame edilirse, dogrusal cebirsel

sistem elde edilir. Bu sistem, problemin yaklasik ¢6ziimiinii verir.
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Tablo 4. 7. Ornek 4.6’ min N =5 degeri icin niimerik ¢dziimleri

i X Tam Yaklasik Mutlak Hata
Coziim Cozlim

1 0.2 1.81873 1.81909 0.000363586

2 0.4 1.67032 1.67153 0.001217383

3 0.6 1.54881 1.55103 0.002220242

4 0.8 1.44932 1.45243 0.003108179

5 1.0 1.36787 1.37161 0.003731995

Tablo 4. 8. Ornek 4.6’ min N =5 degeri i¢in niimerik karsilastirmalar

Laguerre Morgan Voyce
Methot N =5 Methot N =5
X [32]
0.2 0.16719x10* 3.63586x10*
0.4 0.16719x10* 1.217383x10°3
0.6 0.2035036x1072 2.22042x107
0.8 0.291468x102 3.108179x10°
1.0 0.3570559x10% | 3.731995x1073
Mathematica’da  yazmis oldugumuz algoritmanin  Ornek 4.6 igin

uygulanmasinda elde edilen 7.30 saniyelik bir zaman diliminde diferansiyel denklemin
N =5 i¢in 5 farkli yaklasik ¢6ziim fonksiyonunu hesaplayip fonksiyonun tanim

araligindaki x degerleri i¢in sonuglart gordiigiimiiz Tablo 4 .7 vermektedir.
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Sekil 4.10. Ornek 4.6 nin grafigi

y
2.0 4
\ ----- y(x)
1-9; \ - ¥s (X)
: - ~ y55(x)
1.8+ :
| NC
17} N,
16+ N
[ \\
: ™~
15+ \
[ \\
147 | | | | —
: 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Sekil 4.11. Ornek 4.6 nin iyilestirilmis ¢dziim grafigi
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Ornek 4.7. [18] Tam ¢oziimii y(X) = x> +x fonksiyonu olan y(0) =0, y’(0) =1

baslangic sartlar1 altinda

(x—DyKQ5x+D=g00—5ﬁ;Xﬁya+DdL 0<x<1

gecikmeli Volterra integro-diferansiyel denklemini géz 6niine alalim.
Denklemin verilen katsayilari

f,(x)=0, f,(x) =0, f,(X) =0, p,(x) =x -1,
g(x) =—2+5x/4-5x*/2+x*/16-191x°/ 64-3x"/2—x°/ 4,

gekirdek fonksiyonu K, (X)=xt?/2 olup integralin alman simir degerleridir

U, (X) =X/ 2, V,(X) = X* + X seklindedir.

Temel matris denklemindeki matris formlar1 su sekildedir :

X (%) X(X) 0 -~ 0
X _ 0 X -0
X = gm x| @) : ,
X (xy) (N+D)x(N+1) 0 0 ---X(xy) (N+1)x(N+1)?
1 0 0 0 O] 01 0 0 0 O
2 1 0 0 0 O 0 02 0O00O0 T7
3 1 0 0 O 0O 00 3 00— T
R= T = T =|T ,
4 10 6 1 0 O 0O 00040
5 20 21 8 1 O 0 000 O 5 TT (N+1Y2x(N+1)
_6 35 56 36 10 1_ _0 0 00O 0_
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-2
A=| . , G=|-&
: _ 501
64
N J(N+1)x1
N =2 i¢in ¢ekirdek ve yardimei fonksiyonun matris formu
0 0O
KV = O o % ! Qv :[Qv(x)] ’
0 0O
K, O 0 Q O 0
— 0 K 0 — 0 0
Kv=| . 7 ,Q, =] . < ,
0 0 Kv (N+1)?x(N+1)2 0 0

Qv (N+1)%x(N+1)2

Yukaridaki matris tanimlamalar1 kullanilarak Ornek 4.6 daki denkleminin Morgan-

Voyce polinomlari1 g6z oniine alinarak yazilmis ¢6ziimii icin gerekli bilinmeyen katsayilari
veren denklem sistemi

W =[w;] {Emj FX(TT)® +_§J: P, X D(a,ﬂ)(I'T)“’} R'

S XK, QDA )R TT }

olmak tlizere

WA=G

olarak verilir.
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Ui{lzso}
01 41

olup, denklemin y(0) =0, y’(0) =1 baslangic sartlar altinda ¢oziimiinii elde etmek igin,

WA =G matrisinin m. satirmin silinerek yerine, kosula kars1 gelen UiAZ Yi M.satirmin
konulmasiyla WA =G cebirsel sistem elde edilir. Bu sistem, problemin yaklasik seri

¢coziimiindeki bilinmeyen Morgan-Voyce Polinomlariin katsayilarini verir.

Mathematica’da yazmis oldugumuz algoritmanin Ornek 4.7 icin uygulanmasinda
elde edilen 2.25 saniyelik bir zaman diliminde diferansiyel denklemin N =2 i¢in 2 farkli

yaklasik ¢6ziim fonksiyonunu hesaplayip fonksiyonun tanim araligindaki tam ¢oziimiinii

y(X) = X* + X vermistir.

Ornek 4.8. [18] Tam ¢oziimii Y(X) = |n2(X+3) fonksiyonu olan

y(0) = In*(3), y'(0) = 2In(3) / 3 baslangig sartlar1 altinda

Y (X)+In(x+3)y'(x)+e*y(x/2) = g(x)—joxmdt, 0<x<1

t+3

gecikmeli Volterra integro-diferansiyel denklemini goz 6niine alalim.

Denklemin verilen katsayilari

f,(x)=0, f,(xX) =In(x+3), f,(X) =1, p,(X) =€,

9(x) = 2(1-In(x +3)) + 2(x2+ 3)In*(x+3) reInt(x/243) 4 In®(x+3)—1In*(3) |
(x+3) 3

¢ekirdek fonksiyonu K (X)=-1/(t+3) olup integralin alman siur degerleri

u,(X) =0,v,(X) = X seklindedir.

Temel matris denklemindeki matris formlar1 su sekildedir :

X (X%,) X(%) 0 -~ 0
X _ 0 X e 0

X = (:Xi) X = . (.Xl). : 1
X (%) (N+D)x(N+1) 0 0 - X(xy) (N+D)x(N+1)?
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1 O 0 O O 01 00O0PO
2 1 0 0 0 O 0 02000 T7
R=3 1 0 O O’TT:O 0 0 30 O,F_TT
4 10 6 1 0 O 0 000 40
5 20 21 8 1 O 0 00 0O S5 T7 (N+1Y2(N )
|6 35 56 36 10 1] 0 0000 O]
1.98967 |
1.95048
E
a, 1.9248
A=l . , G={1.91153
a 1.90964
oo 1.91813
11.93605 |
N =6 igin ¢ekirdek ve yardimei fonksiyonun matris formu
(1 12 _1 1 _ 1 1 _ 1]
3 9 27 8l 243 729 2187
0O 0O 0 O 0 O
0O 0O 0 O 0 O
Ki=lo oo o0 o0 o0 [Q=[Q®]
0O 0O 0 O 0O O
0O 0O 0 O 0 O
10 0 O 0 O 0 O i
K, O 0 Q O 0
_ 0O K --- 0 _ 0 e 0
Ko=| . :v . : Q= : Q:V . : '
0O O K 0 0 Q (N+1)2x(N+1)?

V_(N+1)2x(N+1)?
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seklindedir. Yukaridaki matris tanimlamalar1 kullanilarak Ornek 4.8 deki denklemin Morgan-
Voyce polinomlart goz oniine alinarak yazilmig ¢éziimii igin gerekli bilinmeyen katsayilar

veren denklem sistemi

w =[Wu]={i RX(TT) 3 PX D(a,ﬁ)(TT)m}RT

$XK, QVWWW}

olmak lizere

WA=G

seklindedir.

U =

[1 234 5 6 7 1.20695}
01 4 10 20 35 56 0.732408

olup, denklemin y(0) =In*(3), y'(0) =2In(3) /3 baslangi¢ sartlar altinda ¢oziimiinii elde

etmek i¢cin, WA =G matrisinin m. satirinin silinerek yerine, kosula karsi gelen UiA: Vi

m.satirin konulmasiyla WA = G cebirsel sistem elde edilir. Bu sistem, problemin yaklasik
seri ¢oziimiindeki bilinmeyen Morgan-Voyce Polinomlarinin katsayilarini verir. Bu 6rnege
karsilik gelen yaklasik seri ¢oziimleri farkli N degerleri i¢in bulunmus olup asagida tablo ve

sekillerle gosterilmistir.
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Tablo 4. 9. Ornek 4.8’ in N =6 degeri icin niimerik ¢dziimleri

i X Tam Coziim Yaklasik Coziim Mutlak Hata
1 0.16666 1.32867 1.32867 1.54076x1078
2 0.33333 1.44955 1.44955 3.3279x10®
3 0.5 1.56942 1.56942 4.76395%1078
4 0.66666 1.68814 1.68814 4.87567x107®
5 0.83333 1.80562 1.80562 1.15836x1077
6 1 1.92181 1.92181 1.68287x10®

Tablo 4. 10. Ornek 4.8’ in farkli N degerleri igin literatiirdeki niimerik karsilastirmalar

X Morgan-VVoyce Morgan-Voyce Borhanifar and Sadri | Dickson Polinom Metot
' Metot N =6 Metot N =7 [19]N =7 [18] N =6

0.2 2.03937x108 2.10756x10%° 1.09x10% 2.04x108

0.4 3.78686x107 3.9524x10° 2.61x10°® 3.79x108

0.6 5.38006x10° 5.53714x10° 3.32x107® 5.38x108

0.8 6.72077x107 1.17059x10°® 3.28x107® 6.72x108

1.0 1.68287x10° 1.41678x107 3.62x108 1.68x10°®

Tablo 4. 11. Ornek 4.8 in farkli N degerleri igin literatiirdeki zaman karsilastirmalar

Morgan-Voyce
Metot N =6

Morgan-Voyce
Metot N =7

Dickson Polinom
Metot [18] N=7

Borhanifar and
Sadri [19]N =7

Stre

1.02

0.85

2.152

2.917

Mathematica’da yazmis oldugumuz algoritmanin Ornek 4.8 icin uygulanmasinda

elde edilen 1.02 saniyelik bir zaman diliminde diferansiyel denklemin N =6 igin 6 farkli

yaklasik ¢oziim fonksiyonunu hesaplayip fonksiyonun tanim araligindaki X degerleri i¢in

sonuglar1 gérdiigiimiiz Tablo 4.10 vermektedir.
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1.9}

1.8}

1.7¢

1.6}

15¢

1.4}

1.3}

— y(x)
Y% (X)

1.9

1.8}

1.7¢

1.6}

1.5}

1.4}

1.3¢

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Sekil 4.12. Ornek 4.8’in grafigi

0.2

0.4 0.6 0.8 1.0

Sekil 4.13. Ornek 4.8’in iyilestirilmis ¢oziim grafigi
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Ornek 4.9. [33] Tam ¢éziimii y(x) = x? + x—1 fonksiyonu olan y(0)=-1, y(1)=3
baslangi¢ sartlar1 altinda
(X +1)y"(0.2x) + xy'(x =1) = (x = 1) y(x+2) + y(x) = g (X)
+ 2} X y'(t)dt — %j) +1(xt2 +tx?)y"(t)dt ,
0

0

0<x, t<1,Volterra-Fredholm integro diferansiyel denklemini g6z oniine alalim.
Bu denklemin (3.1.1.1) formundaki

£00=L py () ==(x=1), p.() =% P,(x) = (€ +), g(x):—%———x S

denklemin verilen katsayilari olup K, (X) =2X, K (X) = xt’ +tX* ¢ekirdek fonksiyonlaridir.

Temel matris denklemindeki matris formlar1 su sekildedir :

X (X
XEO; Y 0 X(%) O 0
x=| "ol 1 og) x| O 0D 0
: & A %
X(xy) 0 0 - X(xy)

T
100 000 T
- TT
R=|2 1 0|T7=|1 0 0|, T =
3 4 1 02 0

T
T (N+1)2x(N+1)

N =2 igin ¢ekirdek ve yardimei fonksiyonun matris formu
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0 0O
K,=|0 0 1],Q =[Q(x)],
010
K, 0 0 Q ©0 0
_ 0 K 0 — 0 0
KV = :V ’ Q\/ = (D:V
0 0 V_I(N+1)2x(N+1)? 0 0 Qv (N+1)2x(N+1)2

seklindedir. Yukaridaki matris tanimlamalar1 kullanilarak Ornek 4.9. daki denklemin Morgan-Voyce
polinomlar1 géz Oniine alinarak yazilmis ¢éziimii i¢in gerekli bilinmeyen katsayilar1 veren denklem

sistemi

W =[w;] {Zm: FX(TT)Y +2ij D(a,/i')(I'T)“)} R

f N \" W
~ > XK, QDA )R T =X X KVQVD(AV,M)RTTT}
f=0 v=0
olmak lizere

WA

Il
®

seklindedir.

Ui{l 23—1}
01 6 3

Denklemin y(0) = —1, y(1) = 3 baslangig sart1 altinda ¢oziimii elde etmek i¢in, WA=G

matrisinin m. satirinin silinerek yerine, kosullara karsi gelen UiA=7/i deki m. satirinin

konulmasiyla WA=G veya [V\~/,G] 'da ikame edilirse, dogrusal cebirsel sistem elde edilir.
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Mathematica’da yazmis oldugumuz algoritmanin Ornek 4.9 icin uygulanmasinda elde edilen 0.062

saniyelik bir zaman diliminde diferansiyel denklemin N =2 igin 2 farkl yaklasik ¢oziim fonksiyonunu

hesaplayip fonksiyonun tamim araligindaki tam ¢éziimiinii  y(X) = X®+X—1 vermistir.

10 ¢

05

-05 ¢

-10r

0.2 04 0.6 0.8 10
- y(X)

¥, (X)

Sekil 4.14. Ornek 4.9’in grafigi

61



5. SONUC VE ONERILER

Bu tezde ¢esitli fonksiyonel Fredholm- Volterra integro diferansiyel denklemlerin
coziimlerine ulasmak i¢cin Morgan-Voyce Polinomlarina dayali, matrislerin kullanilarak
gelistirildigi Morgan-Voyce matris metodu Onerilmistir. Morgan-Voyce matris metodu bazi
orneklerde problemin tam ¢ézlimiine ulastirirken, baz1 6rneklerde problemin hassas yaklagik
coziimlerini elde etmeye imkan vermistir. Bazi Orneklerde yaklasim polinomunun
tyilestirilmesi i¢in rezidii hata fonksiyonu kullanilmis ve tam ¢oziime yakinsayan daha hassas
iyilestirilmis ¢Ozlimler bulunmustur. Referans alinan oOrneklerdeki hata miktarlart ile
onerdigimiz Morgan-Voyce matris metodunun kullanilmasiyla elde edilen hata miktarlar

karsilastirildiginda metodumuzun basarisi tablolardan goriilmektedir.

Morgan-Voyce yonteminin énemli bir avantaji; bilgisayar programlart kullanilarak
yaklasik ¢oziimler daha kolay elde ederiz. Daha kisa hesaplama zaman ve daha diisiik islem
sayisi iyilestirme ile sonuglanir. Orneklerin gegerliligi ve uygulanabilirligini gdstermek igin
calismamizda Ornekler verilmistir. Uyguladigimiz teknik Wolfram Mathematica programi
kullanarak bilgisayarda gergeklestirilmistir. Ag¢iklayict 6rneklerle bu yontemin uygulanmasini
gdstermek igin tatmin edici sonuglar elde edilmistir. Onerilen yaklagimlar bu yontemi gok
cekici hale getirir. Niimerik orneklerde elde edilen degerler kullanilan yontemin etkinligini

gostermis olur.
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