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OZET
Doktora Tezi

Gecikmeli Diferansiyel Denklemlerin Perturbasyon-iterasyon Metodu ile
Analizi

Muhammet Mustafa BAHSI

Manisa Celal Bayar Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Makine Miihendisligi Anabilim Dal

Damsman: Prof. Dr. Mehmet CEVIK

Bu tezde gecikmeli diferansiyel denklemler i¢in yeni bir ydntem olan
perturbasyon-iterasyon metodu ortaya konulmustur. Yontem, Taylor seri agilimindaki
tiirevin mertebesi ve yaya agilimindaki diizeltme teriminin sayisina bagli olarak iKi tip
algoritma ile sunulmustur. Gecikmeli diferansiyel denklemlerin ii¢ farkli sinifi igin
ayr1 ayri algoritmalar elde edilmistir. {lk olarak zaman gecikmeli diferansiyel
denklemler i¢in perturbasyon-iterasyon algoritmalar1 gelistirilmistir. Bu denklem
smifi icin Ui¢ farkli sayisal ornek ele alinmistir. Sonrasinda pantograf tipi gecikmeli
diferansiyel denklemler i¢in perturbasyon-iterasyon algoritmalari gelistirilmis, bu
denklem siifi i¢in ise alt1 farkli problem ele alinmigtir. Son olarak bir¢ok miithendislik
probleminin matematiksel modeli olarak ortaya ¢ikan ge¢mis fonksiyonuna dayali
zaman gecikmeli diferansiyel denklemler igin perturbasyon-iterasyon algoritmasi
gelistirilmis ve {i¢ farkli sayisal ornege uygulanmigtir. Tim bu sayisal 6rneklerin
perturbasyon-iterasyon c¢oziimleri grafik ve tablolar ile sunulmustur. Yontem,
varyasyonel iterasyon yontemi, siralama yontemi ve homotopi perturbasyon ydntemi
gibi bilinen birgok yontem ile karsilastirilmigtir. Ayrica gelistirilen algoritma ile
fiziksel sistemlerin matematiksel modeli olan gecikmeli Mathieu ve gecikmeli
sontiimlii Mathieu denklemleri ¢oziilerek denklemlerdeki gecikme teriminin etkisi
ortaya konmustur. Frezeleme kesme isleminin matematiksel denklemine de uygulanan
yontem ile sistemin kararl ve kararsiz ¢oziimleri elde edilmistir.

Anahtar Kelimeler: Perturbasyon-iterasyon metodu, perturbasyon-iterasyon
algoritmasi, gecikmeli diferansiyel denklem, pantograf tipi gecikmeli diferansiyel
denklem, gegmis fonksiyonu, gecikmeli Mathieu denklemi, frezeleme kesme islemi.

2019, 117 sayfa



ABSTRACT
PhD Thesis

The Analysis of Delay Differential Equations with the Perturbation-Iteration
Method

Muhammet Mustafa BAHSI

Manisa Celal Bayar University
Graduate School of Applied and Natural Sciences
Department of Mechanical Engineering

Supervisor: Prof. Dr. Mehmet CEVIK

In this thesis, perturbation-iteration method, which is a new method for delay
differential equations, has been introduced. The method is presented with two types of
algorithms depending on the order of the derivative in the Taylor series expansion and
on the number of correction terms in the straightforward expansion. Perturbation-
iteration algorithms are obtained separately for three different classes of delay
differential equations. Firstly, perturbation-iteration algorithms are developed for time
delayed differential equations. Three different numerical examples for this class of
equations are discussed. Then, perturbation-iteration algorithms are developed for
pantograph type delay differential equations and six different problems are considered
for this class. Finally, perturbation-iteration algorithm is developed and applied to
three different numerical examples for time delayed differential equations based on
the history function which emerged as the mathematical model of many engineering
problems. Perturbation-iteration solutions of all these numerical examples are
presented with graphs and tables. The method is compared with many well-known
methods such as variational iteration method, collocation method and homotopy
perturbation method. In addition, the mathematical model of the physical systems of
delayed Mathieu and delayed damped Mathieu equations are solved and the effect of
the delay term in the equations is demonstrated. Stable and unstable solutions of the
system are obtained by the method applied to the mathematical equation of the milling
cutting process.

Keywords: Perturbation-iteration method, perturbation-iteration algorithm, delay
differential equation, pantograph type delay differential equation, history function,
delayed Mathieu equation, milling cutting process.

2019, 117 pages



1. GIRiS

Ozellikle II. Diinya Savasi sonras1 otomatik kontrol sistemlerinin gelismesi ve
kullaniminin yayginlagsmasi sonucunda fonksiyonel diferansiyel denklemlerin 6zel bir
smifi olan gecikmeli diferansiyel denklemler, otomatik kontrol sistemlerinin modeli
olarak ortaya ¢ikmistir. Geri bildirim kontrolii igeren herhangi bir sistem zaman
gecikmeleri igcermektedir. Gecikme, sinirli zamanda hassas bilgi edinme ve ona geri
tepki gosterme gerekliliginden ortaya ¢ikmaktadir. Ortaya ¢ikan bu durum kontrol
iceren sistemlerin matematiksel modellerinde gecikmeli diferansiyel denklemlerin
ortaya ¢ikmasina neden olmustur. Daha sonra biyolojide popiilasyon dinamigi
problemlerinin  kimyada termokimyasal reaksiyon problemlerinin  makina
miihendisliginde mekanik titresim problemlerinin, fizikte bazi lazer problemlerinin ve
cesitli bilim dallarinin birgok probleminin modeli olarak gecikmeli diferansiyel
denklemler kullanilmigtir. Tim bu problemlerin modellerinin analizinde hassas bilgi
edinme gereksiniminden dolayr modellerin matematiksel denklemi olan gecikmeli

diferansiyel denklemler i¢in hassas ¢6ziimlerin elde edilmesi de 6nem kazanmustir [1].

Diger taraftan, Avrupa’daki sanayi devrimiyle birlikte, insan giiciiniin yerini
makineler aldi, bunlar buhar kazanlari, modern degirmenler ve gesitli makinalarla
kendini gosterdi. Bu cihazlar elle yeteri kadar diizenlenemedi ve bdylece otomatik
kontrol sistemleri i¢in yeni gereksinimler ortaya ¢ikti. Samandira regiilatorii, sicaklik
regiilatorii, basing regiilatorii ve hiz kontrol cihazi gibi ¢esitli kontrol cihazlari icat
edildi. Ondokuzuncu yiizyilin ortalarinda matematikgiler otomatik kontrol
sistemlerinin kararliliklarin1 ilk kez inceledi ve G. B. Airy kontrol sistemlerinin
kararsizliklarini diferansiyel denklemleri kullanarak ilk kez tartist1 [1]. Sonrasinda, J.
C. Maxwell dogrusallagtirdig1 diferansiyel denklemlerin karakteristik denkleminin
koklerini bularak kararlilik analizi yapan bir yontem gelistirdi [1]. Sistemin
parametrelerinin sistemin kararlig1 tizerindeki etkisini karakteristik denklemin negatif

reel kismina bakarak belirledi [1].

Kontrol miithendisligi, uzaktan kontrol, biyoloji, niifus dinamigi, yapilarda aktif
kontrol sistemleri ve miihendisligin diger bazi alanlarinda meydana gelen gelismeler
gecikmeli diferansiyel denklemlere olan ilgiyi her gegen giin arttirmaktadir. Bu tiir

denklemler ile modellenen sistemler, bu sistemlerin davraniglar1 ve bunlarin farklh
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yontemlerle ¢oziimleri konusunda birgok ¢alisma yapilmaktadir. Bu alandaki giincel
ve kaydadeger calismalarin 6nemli bir kism1 Erneux [1] ile Shampine ve Thomson’a
[2] ait kitaplarda bulunabilir. Herhangi bir geribildirim kontrolii igeren bir sistem
kesinlikle zaman gecikmesi igermektedir. Sonlu zamandan kaynaklanan bu durum
hassas ¢Oziim gerektirmektedir ve bu nedenle zaman gecikmeli diferansiyel
denklemlerin sayisal ¢éziimlerinden elde edilecek sonuclarin hassasiyeti biiyiik dnem

tasimaktadir.

Insperger ve Stepan [3] lineer gecikmeli sistemlerin kararlilik analizi i¢in etkin
bir sayisal yontem sunmuslardir. Yontem, siirekli zaman gecikmesi olan Mathieu
denklemine de uygulanmistir. Asl ve Ulsoy [4] gecikmeli diferansiyel denklemlerin
tam ¢ozlimlerini elde etmek i¢cin Lambert fonksiyonlar1 kavramina dayali yeni bir
analitik yaklasim sunmuslardir. Coziim Lambert fonksiyonlari cinsinden yazilmis
modlarin sonsuz serisi formunda bulunmustur. Farkli orneklerdeki gecikme
denklemleri i¢in tekil modlar, serbest ve zorlamali tepkiler incelenmis ve sonuglar
sunulmustur. Bocharov ve Rihan [5] biyobilimlerde kullanilan ve dinamiklerinin
anlagilmasinda sayisal yaklasimlarin temel bir ara¢ oldugu gecikmeli diferansiyel
denklemlerin matematiksel modellerini incelemis ve bu modelleri aragtirmak igin
kullanilan sayisal teknikleri yorumlamislardir. Buna gerekge olarak da dogadaki belli
biyolojik islemlerde, biyosistemlerin analizinde, adi diferansiyel denklemlere gore
gecikmeli diferansiyel denklemlerin daha uygun ve gergekci olmasini gostermislerdir.
Liu vd. [6] ikinci mertebe gecikmeli diferansiyel denklemlerin analitik ¢oziimlerini
elde etmek i¢in varyasyonel iterasyon yontemini (VIM) kullanmiglardir. Yakinsama
sonuglar1 elde edilmis ve ¢oziim prosesinde makul bir Lagrange ¢arpani segebilmek
icin etkin bir teknik tasarlanmistir. Anakira vd. [7] gecikmeli fark denklemlerinin
yaklasik analitik ¢6zlim algoritmasini bulmak i¢in ilk kez optimal homotopi asimtotik
yontemini kullanmiglardir. Bu yaklasim, diger perturbasyon yontemlerinin aksine
kiiclik veya biiyiik parametrelere bagl degildir ve yaklasim serilerinin yakinsamasinin
kontrol edilebilmesine imkan vermektedir. Dehghan ve Salehi [8] biyolojideki
dogrusal olmayan zaman gecikmeli bir modelin varyasyonel iterasyon ve Adomian
ayristirma yontemleri gibi yari-analitik yaklasimlarla ¢oziimlerini elde etmislerdir. Bu
yontemler  kiiglik  perturbasyonlara, dogrusallastirmaya ve degiskenlerin
ayriklastirilmasina gerek duymadiklari i¢in islem hacmini azaltmaktadirlar. Xu vd. [9]

negatif soniimleme ve gecikmeli geri besleme kontrolii olan gecikmeli bir osilatoriin
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dinamik analizini yapmislardir. Calisma sonucunda, diizgiin ayarlanmis gecikme
sayesinde kontrollii gecikmeli sistemin kararli dengeye veya periyodik ¢dziimlere veya
yari-periyodik ¢oziimlere veya birlikte var olan kararli ¢oziimlere sahip olabilecegini
gostermisledir. Gecikmeli diferansiyel denklemlerin farkli ydntemlerle analizi
konusunda bir¢ok bilim insani ¢alismalar gerceklestirmistir. Saeed ve Rahman [10]
gecikmeli diferansiyel denklem sistemlerini ve Evans ve Raslan [11] da gecikmeli
diferansiyel denklemleri Adomian decomposition yontemi ile ¢6zmiislerdir. Vanani
ve Aminataei gecikmeli diferansiyel denklemlerin bir alt sinifi i¢in ¢oklu karesel
yaklagim ile sayisal ¢oziimler elde etmistir [12]. Yu [13] varyasyonel iterasyon
yontemi ile ¢oklu-pantograf tipi gecikmeli denklemleri ve Wang ve Wang [14] ise
Legendre-Gauss siralama yontemi ile lineer olmayan gecikmeli diferansiyel
denklemleri ¢ozmiislerdir. Bu arastirmacilarin disinda bir¢cok arastirmaci tarafindan

yapilmis baskaca ¢aligmalar da mevcuttur.

Giilsu ve Sezer [15, 16] gelistirdikleri matris islemlerine dayali Taylor matris
yontemini kullanarak lineer fark denklemleri ve lineer diferansiyel-fark denklemleri
i¢in sayisal ¢oziimler bulmuslardir. Giilsu vd. [17] benzer bir ¢alismay1 Legendre ve
Taylor polinomlarin1 hibrit ederek matris yontemiyle lineer fark denklemlerinin
sayisal ¢ozlimiinii bulmuglardir. Matris islemlerine dayali bu seri ¢6ziim yontemi
siralama yoOntemi ile birlestirilerek farkli seriler ile ¢dziim yoOntemlerinin onii
acilmistir. Bu konuda, Giilsu vd. [18, 19] Hermit ve Chebyshev polinomlari ile lineer
diferansiyel-fark denklemlerinin, Yiizbasi [20, 21] Bessel polinomlarini kullanarak
lineer tekil diferansiyel-fark denklemlerinin ve retartded ve advanced tipi diferansiyel
denklemlerin sayisal ¢oziimlerini elde etmistir. Gokmen ve Sezer [22], Taylor
polinomlarini kullanarak fark denklemleri i¢in, Kurt vd. [23] Fibonacci polinomlarini
kullanarak diferansiyel-fark denklemleri i¢in matrise dayali siralama yontemini
kullanmiglardir. Erdem ve Yalginbas [24] diferansiyel-fark denklemleri igin sayisal
¢ozlim algoritmasini Bernoulli serileri ile matris islemlerine dayali siralama metodu

kullanarak gelistirmislerdir.

Yiizbas1 ve Sezer [25] lineer gecikmeli diferansiyel denklemler i¢in Legendre
serilerini kullanarak sayisal ¢oziimler elde etmis ve residiiel hata fonksiyonuna dayali
hata tahmin algoritmalar1 gelistirmistir. Yiizbas1 ve Sezer [26] basgka bir ¢alismalarinda

ise gecikmeli diferansiyel denklemlerin sinir deger problemleri i¢in hata tahmin
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algoritmalar1 ve sayisal ¢oziim yontemleri geligtirmislerdir. Yiizbast vd. [27, 28] lineer
gecikmeli diferansiyel denklemler i¢in hata tahmin algoritmalar1 ve sayisal ¢oziim
yontemleri gelistirmislerdir. Bu hata tahmin algoritmalarin1 kullanarak tam ¢oziimii
bilinmeyen gecikmeli tek serbestlik dereceli kiitle yay sisteminin matematiksel modeli
icin Cevik vd. [29] tstel formdaki serileri kullanarak siralama yontemi ile bazi
modellerin sayisal ¢oziimlerini elde etmislerdir. Bu ¢alisma ile yontem ve hata tahmin
algoritmalar1 bir miihendislik problemine uygulanmistir. Bahsi vd. [30] ortogonal iistel
fonksiyonlara dayali siralama yontemi ile gecikmeli ve pantograf tipi denklemler i¢in

sayisal ¢oziimler elde etmis ve hata tahmin algoritmalari sunmuslardir.

Gecikmeli diferansiyel denklemlerin ¢oziimii i¢in bu yontemlerin disinda
perturbasyon yontemleri de gelistirilmistir [1]. Wang ve Hu [31] ikinci mertebe
gecikmeli diferansiyel denklemlerin ¢6ziimii i¢in ¢ok Ol¢ekli perturbasyon yontemini
ve Lindstedt—Poincaré yontemini kullanmistir. Shakeri ve Dehghan [32] gecikmeli
diferansiyel denklemlere ve Biazar ve Ghanbari [33] ise pantograf tipi gecikmeli
denklemlere homotopi perturbasyon yontemini uygulamislardir. Ayrica perturbasyon
yontemleri fark denklemleri, diferansiyel denklemler, integro diferansiyel denklemler

ve cebirsel denklemler i¢in de sik¢a kullanilmistir [34].

Perturbasyon yontemlerinin temel kisitlamasi kiigiik bir parametrenin olma
zorunlulugudur. Bu parametre, verilen denklemden kaynaklanan fiziksel parametre ya
da alternatif olarak suni olarak eklenen bir parametredir. Bir¢ok yontem bu
kisitlamanin {izerine kurulmustur. Bu kisitlamanin kaldirilmasi i¢in perturbasyon
yontemlerinin hibrit olarak kullanildig1 birgok yontem gelistirilmistir. Bunlardan biri
cok Olgekli metot (multiple scales) ile Lindstedt—Poincaré yonteminin beraber
kullanildig1 ¢ok 6lg¢ekli Lindstedt—Poincaré (MSLP) yontemidir [35]. Diger bir hibrit
perturbasyon yontemi ise, direk perturbasyon yontemi ve iterasyon yontemlerinin
birlesimi olan iterasyon perturbasyon yéntemleridir [36-41]. Iterasyon perturbasyon
yontemleri kuvvetli lineer olmayan salinim problemi [26], van der Pol denklemi [39]
ve tek serbestlik dereceli lineer olmayan salinimli mekanik sistemin denklemi [40] gibi
temel miihendislik problemlerine uygulanmustir. iterasyon perturbasyon yontemlerine
alternatif ve daha etkili bir hibrit yontem, Pakdemirli [38] tarafindan perturbasyon-
iterasyon yontemi olarak sunulmustur. Perturbasyon-iterasyon yontemi, perturbasyon

acilimindaki diizeltme teriminin sayisina ve Taylor serisine agiliminin tiirevinin
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mertebesine gore perturbasyon iterasyon algoritmalari (PIA) ile sunulmustur. Bu yeni
perturbasyon-iterasyon yontemi ilk olarak cebirsel denklemler i¢in kok bulma
algoritmasi olarak sunulmustur [42]. Sonrasinda yontem, yiiksek dereceli cebirsel
denklemler igin gelistirilmistir [43, 44]. Daha sonrasinda, bir fizik problemi olan Bratu
tipi [45] diferansiyel denklemlere ve Fredholm ve Volterra tipi integral denklemlere
[46] uygulanmistir. Bunun disinda kabul goren bu yeni yontem birgok arastirmaci
tarafindan farklt problemler icgin gelistirilmektedir. Yildiz vd. [47] degisken
viskoziteye sahip bir Newton akiskan1 ve {igiincli mertebe akiskanin paralel plaka akis1
problemi i¢in gelistirdikleri perturbasyon-iterasyon yontemi ile direk perturbasyon
yontemine gore daha iyi sonuglar elde etmislerdir. Ayrica yontem fin denklemine [48],
ikinci mertebe siniis hiperbolik lineer olmayan Troesch denklemine [49] ve Lotka-

Volterra denklemine [50] uygulanmistir.

Bildik ve Deniz perturbasyon-iterasyon yontemini modifiye ederek yontemin
etkinligini arttiran ¢alismalar yaymlamislardir. Bildik ve Deniz modifiye edilmis
perturbasyon-iterasyon yontemi ile lineer olmayan diferansiyel denklemlerin bazi
smiflart [51], Klein-Gordon denklemi [52], Burger ve dalga denklemleri [53] i¢in
perturbasyon-iterasyon algoritmalar1 gelistirmislerdir. Bahs1 ve Cevik [54] pantograf
tipi gecikmeli diferansiyel denklemler sayisal ¢oziimleri i¢in perturbasyon-iterasyon
yontemini sunmuslardir. Kovacic vd. [55] Mathieu denklemlerinin farkli siniflari ile

ilgili genel bir calisma sunmuslardir.

Bu tezde, birgok bilim insani tarafindan ele alinan fonksiyonel diferansiyel
denklemlerin bir alt sinifi olan gecikmeli diferansiyel denklemler ve diger bir alt sinifi
olan pantograf tipi gecikmeli diferansiyel denklemlerin sayisal ¢ozlimlerini bulmak
i¢in yeni bir perturbasyon yontemi gelistirilmesi amaclanmaktadir. Bir¢ok arastirmaci
icin giincel bir konu olan gecikmeli diferansiyel denklemler i¢in klasik perturbasyon
yontemlerinin aksine kiigiik perturbasyon parametresi ihtiyact olmayan yeni bir
yontem olan perturbasyon-iterasyon metodu onerilmistir. Metot, perturbasyon
acilimindaki diizeltme teriminin sayisina ve Taylor seri ac¢ilimindaki tiirevin
mertebesine gore iki tip algoritma ile sunulmustur. Sunulan algoritmalar ile elde edilen
perturbasyon-iterasyon c¢oziimleri, farkli yontemler ile elde edilen ¢oziimler ile
karsilastirilmistir.  Literatiirde sikca karsilagilan zaman gecikmeli diferansiyel

denklemler i¢in gelistirilen perturbasyon-iterasyon algoritmalari, degisken katsayili
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yiiksek mertebeli ii¢ farkli sayisal 6rnege uygulanmis ve bilinen bir iterasyon yontemi
ile karsilagtirilmigtir. Pantograf tipi gecikmeli diferansiyel denklemler i¢in gelistirilen
algoritmalar ise alt1 farkli 6rnege uygulanmustir. ikisi lineer ve dérdii lineer olmayan
alt1 farkli problem ele alinmis, literatiirde bilinen birgok yonteme gore daha iyi
sonuglar elde edilmistir. Bir¢ok miihendislik probleminin matematiksel modeli olarak
ortaya c¢ikan gecmis fonksiyonuna dayali gecikmeli diferansiyel denklemler igin
perturbasyon-iterasyon algoritmas1 gelistirilmis ve ti¢ farkli sayisal Ornege
uygulanmigtir. Tiim bu sayisal drneklerin perturbasyon-iterasyon ¢oziimleri grafik ve
tablolar ile sunulmus ve bir¢cok bilinen yontem ile karsilagtirilmistir. Gelistirilen
algoritmalar ile fiziksel sistemlerin matematiksel modeli olan gecikmeli Mathieu ve
gecikmeli soniimlii Mathieu denklemleri ¢oziilerek denklemdeki gecikme teriminin
etkisi ortaya konmustur. Ayrica Frezeleme kesme isleminin matematiksel denklemine

de uygulanan yontem ile sistemin kararli ve kararsiz ¢oziimleri elde edilmistir.



2. GECIKMELI DIFERANSIYEL DENKLEMLER

Gecikmeli diferansiyel denklemler fonksiyonel diferansiyel denklemlerin bir
smifidir [56]. Myshkis [57] fonksiyonel diferansiyel denklemleri, t zaman bagimsiz
degiskeni ve u(t) bagiml degiskeninin ¢esitli formlarini iceren denklemler olarak
tamimlamustir. Bu denklemler bir¢ok miihendislik probleminin modeli olarak ortaya
¢ikmalariin yaninda fizik, kimya, biyoloji ve ekonomi gibi temel bilimlerde de birgok

olaym matematiksel olarak modellenmesinde sik¢a kullanilmislardir.

Fonksiyonel diferansiyel denklemler literatiirde birka¢ farkli smifa
ayrilmiglardir. Fonksiyonel diferansiyel denklemlerin bazi 6zel siniflari; retarded
fonksiyonel diferansiyel denklemler, neutral fonksiyonel diferansiyel denklemler,
stochastic fonksiyonel diferansiyel denklemler ve stochastic retarded fonksiyonel

diferansiyel denklemler olarak siralanabilir [58].

Neutral tipi fonksiyonel diferansiyel denklemler literatiirde gecikmeli
diferansiyel denklemler veya fark denklemleri olarak da adlandirilmaktadir [58]. Bu
tezde fonksiyonel diferansiyel denklemlerin alt sinifi olan gecikmeli diferansiyel
denklemler ele alinacaktir. Gecikmeli diferansiyel denklemler, tek serbestlik dereceli
sistemlerde [29], vakum borulu salinim probleminde [59], takim tezgahinin titresim
probleminde [60], tren pantograflarinin matematiksel denkleminde [61] ve ugak
motorlarinin  ayrilabilir  kaplamasinin  sokiilmesinin  matematiksel  olarak
modellenmesinde [62, 63] oldugu gibi birgok miihendislik probleminin matematiksel
modeli olarak karsimiza ¢ikmaktadir. Bu problemlerin ve diger alanlarda karsilagilan
problemlerin analizi i¢in birgok arastirmaci gecikmeli diferansiyel denklemleri
bagimsiz terimleri ve ele alman kosullari ile birbirinden farkli siniflara ayirarak
incelemistir. Bu denklemlerin tamamini temel teskil eden ve literatiirde en sik

karsilasilan problemler {i¢ ana baslik altinda incelenmistir.

2.1. Zaman Gecikmeli Diferansiyel Denklemler

Bu gruptaki denklemler T > 0 ve t bagimsiz degisken olmak iizere t — 1
noktasinin reel sayilar {izerinde tanimli u fonksiyonu altindaki goriintlisii u(t — 1)
terimini igeren klasik diferansiyel denklem teorisi altinda ele alman gecikmeli

diferansiyel denklemlerdir. Arastirmacilar tarafindan birgok sayisal yoOntem
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kullanilarak ele alinan problemlerin sayisal ¢oziimleri elde edilmistir [64-66]. Bu

problemler baslangi¢ veya kosullari altinda ele alinmigtir [15-29].

Yiiksek mertebeden degisken katsayili lineer gecikmeli diferansiyel denklem

D POUO© +ult -1 = g© XY
k=0

baslangi¢ kosullar1 olan
uP0)=a, , k=0,1,2,..,m—1 (2.2)

ile wverilir [29]. Burada P,(t) ve g(t); 0 <t< oo zaman araliginda siirekli

fonksiyonlar ve a;, bilinen sabitlerdir.

2.2. Pantograf Tipi Gecikmeli Diferansiyel Denklemler

Orantili (Proportional) gecikmeli diferansiyel denklemler olarak da bilinen,
pantograf tipi gecikmeli diferansiyel denklemler, fonksiyonel diferansiyel
denklemlerin 6zel bir tipi olan diferansiyel denklemlerdir. Bu denklemler uygulamali
matematigin elektrodinamik, kontrol sistemleri, say1 teorisi, olasilik ve kuantum
mekanigi gibi bir¢ok farkli alaninda problemlerin modellenmesinde kullanilmaktadir.
Birgok arastirmaci pantograf tipi gecikmeli diferansiyel denklemler i¢in analitik ve
sayisal yontemler gelistirmislerdir [67-74]. Liu ve Li pantograf tipi diferansiyel
denklemlerin analitik ¢oziimlerini ve 8-yontemi ile sayisal ¢6ziimlerini bulmuslardir
[67]. Bu denklemlerin siralama yontemleri ile sayisal ¢oziimlerini bulmak igin
aragtirmacilar Hermite [69], Taylor [70], Chebyshev [71] polinomlar1 ile matris
islemlerine dayali yontemler sunmuslardir. Brahim vd. lineer olmayan pantograf tipi
gecikmeli diferansiyel denklemlerin tam ¢oziimii i¢in prosediirler gelistirmislerdir

[72].

a, b, A birer reel say1, |a| + b < 0 ve 0 < A < 1 kosullarin1 saglayan birinci

mertebe pantograf tipi baslangi¢ deger problemi



Z—Iz = au(t) + bu(At), u(0) =1 (2.3)

i¢in Liu [75] 6-y6ntemini sunmustur.

T >0 ve 0<A<1 olmak iizere ikinci mertebe pantograf tipi gecikmeli
diferansiyel denkleminin

d*u

—7 = feu®u@n),  te[0r] (2.4)

siir deger kosullari,
u(0) = b, u(T) =c (2.5)

altindaki ¢oziimii i¢in Bica vd. [73] sabit nokta teknigi ile sayisal ¢oziimler elde
etmistir. Ayrica yapay sinir aglari, 0rnek arama yontemi, genetik algoritmalari, aktif

kiime algoritmas1 gibi yontemler ile (2.4)’lin ¢oziimleri elde etmistir [73].

2.3. Ge¢mis Fonksiyonuna Dayal Gecikmeli Diferansiyel Denklemler

Bazi gecikmeli diferansiyel denklemlerin zamana bagli ¢6ziimii i¢in sadece
belirli bir andaki baslangic durumunun bilinmesi tek basina fiziksel sistemlerin
tanimlanmasinda yeterli olmamaktadir. Bun tip denklemlerde zaman gecikmesi t’ya
esit uzunluktaki bir araliktaki ¢oztiim profili verilmesi gerekmektedir. Yani, t = —1
ile t = 0 araliginda sonsuz boyutlu bir baslangi¢ kosullar1 seti tanimlanmasi
gerekmektedir. Dolayisiyla bir zaman gecikmeli diferansiyel denklem sonsuz boyutlu
bir problemdir. Bu da gegmis fonksiyonuna dayali gecikmeli diferansiyel
denklemlerin yapica adi diferansiyel denklemlerden olduk¢a farkli oldugunu

gostermektedir [1].

Yiiksek mertebeden gecmis fonksiyonuna dayali kosullart olan gecikmeli

diferansiyel denklem

u®(t) = f(t,u(t),u(t - T)), as<t<bh (2.6)



ve kosullar

udM)=a;, 0<i<k-1
(2.7)
u(t) = h(t), a—1<t<a

olarak tanimlanir [76]. Burada t > 0 ve f(t) siirekli fonksiyon ve h(t) fonksiyonu
[a — 7, a] araliginda siirekli gegmis fonksiyonudur (history function). (2.7) de taniml
gecmis fonksiyonuna dayali kosullar1 olan (2.6) denklemi Bo6liim 2.1°de tanimlanan
klasik gecikmeli diferansiyel denklemlerden farkli olarak ge¢mis fonksiyonuna dayali
gecikmeli diferansiyel denklem olarak adlandiriimaktadir.

Gegmis fonksiyonuna dayali gecikmeli diferansiyel denklemin adi diferansiyel
denklemden nasil farklilastigini gérmek igin temel birinci mertebe lineer adi bir

diferansiyel denklem ele alalim.

du

diferansiyel denkleminin
u(0) =1 (2.9)
baslangi¢ fonksiyonu altindaki ¢oziimii
u(t) = ekt (2.10)
iistel fonksiyon seklindedir.
Fiziksel olarak, bu ¢oziimde u(0) =1 baslangi¢ kosulu herhangi bir t

anmdaki bagimli degiskenin degerini bulmamizi saglamasina ragmen problemin

basladig1 andan 6ncesi yani gegmisi hakkinda herhangi bir bilgi vermemektedir.
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Bir gecikmeli diferansiyel denklem icin gecikme teriminin probleme
eklenmesi, problemin baslangicini ve herhangi bir t anindaki durumunu dogrudan

etkilemektedir.

(2.8) adi diferansiyel denklemi ile karsilastirmak igin asagidaki gecikmeli

diferansiyel denklemi

du

ve (2.11) denkleminin ge¢mis fonksiyonunu
u(t) =1, —-T<t<0 (2.12)

ele alalim. (2.11) denkleminin w(t — ) terimi t aninda problemin t — T anin1 verir.
Burada, 7 gecikme olarak adlandirilir. Ayrica (2.8) adi diferansiyel denkleminin
baslangic degeri (2.9)’dan farkli olarak (2.11) gecikmeli diferansiyel denkleminin
[—7,0) araliginda tanimli gegmis fonksiyonu ile verilmistir. Bu farkliligin problemin

¢Oziimiinii dogrudan etkileyecegi agiktir.

(2.11) gecikmeli diferansiyel denklemi t = 0 baslangi¢ anini degil baslangi¢
anindan 6nceki gegmis fonksiyonunu da saglamalidir. Bunun i¢in problemin baglangic
anindan baglayarak t biiylikligiindeki yar1 agik araliklarda adim yontemini [77]

kullanarak analitik olarak ¢ozelim.

[0, 7) aralig1 i¢in (2.11) denklemi

du
i k, u(0) =1, 0<t<rt (2.13)

olur. Buradan (2.13) iin ¢6ziimii;

u(t) =kt+1, 0<t<rt (2.14)
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olacaktir. [t, 27) aralig1 i¢in (2.11) denklemi (2.14)’den

du
E=k2t—kzr+k, u(t) =kr+1, T<t<21 (2.15)

olur. Buradan (2.15)’in ¢oziimii,

k? kt)?
u(t) = 7t2 — (k*0)t + kt + ( 2) +1, 1<t<2t (2.16)

olacaktir. Problemin bu sekilde ¢oziiliirse k = —1 ve T = 1 i¢in ¢6ziimii Sekil 2.1°de
goriilmektedir. Ayrica problemin ¢oziimiinin MATLAB kodu ve ¢iktilart EK A.1’de
verilmistir. Sekil 2.1°den goriildiigii tizere (2.11) gecikmeli diferansiyel denklemi

salinim yapmaktadir. Yani (2.8) adi diferansiyel denklemin ¢6ziimiinden farklidir.

Gecikmeli Diferansiyel Denklemin Coztimii

----- Adi Diferansiyel Denklemin Cozimi
Sekil 2.1. Gegmis fonksiyonuna dayali (2.11) gecikmeli diferansiyel denkleminin

k=-1 ve t=1 igin analitik ¢oziimii ile k = —1 i¢in (2.8) adi diferansiyel

denkleminin analitik ¢6zlimiiniin karsilastirilmasi
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3. PERTURBASYON-ITERASYON METODU iLE COZUM

Perturbasyon yontemleri [34] fizik ve miihendislikte ortaya c¢ikan lineer
olmayan matematiksel modellerin analizinde kullanilan en yaygin yaklasik ¢6ziim
yontemlerinden birisidir. Direk perturbasyon yonteminde € << 1 olacak sekilde u(t)

bagimli degiskenin direk perturbasyon agilimi asagidaki gibi tanimlanir.

u(t) = up(t) + euc, (t) + €%u,, (t) + - (3.1)

Burada u,, (t), uc, (t), ... ler diizeltme terimleridir. (3.1) direk acilimi ile problemin &™
(n > 1) mertebesindeki ¢oziimii; agilimin uy(t) ve ug, (t), uc, (@), ..., uc (£)
diizeltme terimlerini igeren n + 1 lineer denklem sisteminin ¢oziimii ile elde edilir.
Direk perturbasyon yonteminin en 6nemli kisitt kiigiik & parametresi bulunma
zorunlulugudur. Bu kisitin ortadan kaldirilmasi i¢in bazi alternatif yontemler
gelistirilmistir. Bu yontemlerden bazilart modifiyeli Lindstedt—Poincaré yontemi [78],
lineerlestirilmis perturbasyon yontemi [79], Homotopy perturbasyon yontemi [80] ve
cok Olgekli Lindstedt—Poincaré yontemidir [35]. Bu yontemlerde genellikle lineer

olmayan terimler belirli doniisiimlerle lineerlestirilerek problemler ¢oéziilmektedir

[79].

Iterasyon-perturbasyon yontemi olarak adlandirilan perturbasyon ydntemi de
kiiglik parametre kisitini ortadan kaldirmak i¢in gelistirilmistir [81]. Bu yontem birgok
probleme uygulanmustir. [36, 37, 39-41, 81-87]. He tarafindan gelistirilen iterasyon
perturbasyon yontemlerinde [81] bir dnceki iterasyon sonuglart kullanilarak iterasyon
fonksiyonunda lineer olmayan terimler lineerlestirilir [45]. Genellikle iterasyon-
perturbasyon yontemlerinde iterasyon uygulanmadan 6nce denklemler farkli forma
dontstiiriiliirler. Bu ylizden gelistirilen algoritmalar belirli problemler igin

gecerlidirler [45].

Bu tezde gelistirilecek olan perturbasyon-iterasyon yontemi iterasyon-
perturbasyon yOntemi gibi iterasyona dayali bir perturbasyon yontemi olmasina
ragmen temel farkliliklar icermektedir. Perturbasyon-iterasyon yontemi yukarida

bahsedilen yontemlerin aksine yontemin uygulanabilmesi i¢in ele alinan denklemin
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farkli formda yazilmasina ve 6n kosullar bulunmasina gerek olmayan bir yontemdir.
Ayrica yontem sadece belirli bir problem i¢in degil genel denklem siniflari i¢in ¢oziim
algoritmalar1 sunmaktadir [45]. Perturbasyon-iterasyon yontemi, cebirsel denklemlere
[42-44], Bratu denklemine [45] , Fredholm ve Volterra tipi integral denklemlere [46],
degisken viskoziteye sahip bir Newtonyen akiskan ve ii¢lincii dereceden akiskanin
paralel plaka akist problemine [47], fin denklemine [48], ikinci mertebe siniis
hiperbolik lineer olmayan Troesch denklemine [49] ve Lotka-Volterra denklemine

[50] uygulanmuis ve etkili ¢oziimler elde edilmistir.

Perturbasyon-iterasyon algoritmalari, kisaca PIA(n,m) olarak tanimlanir.
Burada n degeri (3.1) perturbasyon agilimindaki diizeltme terimi sayisin1 ve m ise
Taylor seri agilimindaki tiirevin mertebesini tanimlar. Genellikle n<m dir, aksi halde
diizeltme terimi hesaplanamaz. n ve m degerlerinin arttirilmasi ile yontemin daha
dogru ve etkin sonuglar vermeyecegi yukarida bahsedilen ¢alismalarda
gozlemlenmistir. Ayrica bu ¢alismalarda arastirmacilar siklikla PIA(1,1) ve PIA(1,2)
algoritmalarini tercih ederken ve bazi ¢aligmalarda ise PIA(2,2) algoritmas: da

sunulmustur.

Bu tezde zaman gecikmeli diferansiyel denklemler, pantograf tipi gecikmeli
diferansiyel denklemler igin PIA(1,1) ve PIA(L1,2) algoritmalart ve gecmis
fonksiyonuna dayali (history function) zaman gecikmeli diferansiyel denklemler igin

PIA(1,1) algoritmasi gelistirilmistir.

3.1. Zaman Gecikmeli Diferansiyel Denklemler icin Perturbasyon
iterasyon Metodu
T € R* olmak tizere u(t — 7) gecikme terimini iceren k. mertebe gecikmeli

diferansiyel denklemin kapali formdaki en genel hali asagida verilmistir.

F(u®,... v, uu,et) =0, 0<t<bh (3.2)

Burada u = u(t) , u, = u(t —t) ve & perturbasyon parametresidir. (3.2)
denklemi, (2.1) denklemi gibi bir¢cok aragtirmaci tarafindan ele alinan problemlerin

tamamini kapsadigindan dolayi (3.2) denklemi i¢in algoritmalar gelistirilecektir.
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(3.2) denkleminin baslangi¢ kosullari
u®0)=y; , i=012..,k—1 (3.3)
seklindedir.

3.1.1. PIA(1,1) Algoritmasi

PIA(1,1) algoritmasinda, bir diizeltme terimli perturbasyon agilimi ve birinci
mertebe tiirev i¢in Taylor a¢ilimi yapilmustir. (3.2) denkleminde verilen u(t) bagimli
degiskenine her bir iterasyon i¢in bir diizeltme terimli direk agilimi (yaya agilimi)

uygularsak (3.1)’den asagida verilen esitlik elde edilir.
Unp1 = Up + €Uy (3.4)

burada (u.), perturbasyon-iterasyon algoritmasinin n. diizeltme terimidir. Daha
sonra (3.4) denklemi (3.2) denkleminde yerine konur ve birinci mertebe tiireve gore

Taylor serisine agilirsa

k ’
F(uf1 ), Uy, (W), O, t) +
k I} k
Fu(k) (u'l('l. )I ) unl un; (u‘[)n, O, t)S(uC)gl ) + e +

k I 1
Ful (u,(l ), vy Uy, Uy, (u‘[)n: 0: t>€(uc)n +

o (3.5)
Fu(un ), s Up, Uy, (U7, O, t)e(uc)n +
Fu (w2, ottty (), 0,8) () ) +
Fg(u,(lk), ey Upy, Uy, (W), O, t)s =0
denklemi elde edilir. Burada ()’ zamana gore tiirevi tanimlar ve
e _OF _OF _OF  _OF . _OF 3.6)
R R A Yt ou, ¢ e '
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olarak elde edilir. Tiim tiirevler € = 0 da bulunmustur ve (3.5) denklemi asagidaki gibi

daha sade formda yazilabilir.
(k) , F
Fu(k) (uc)n + Fu’ (uc)n + Fu(uc)n + Fu,((ur)c)n =—F — E (37)

(3.2) denkleminin PIA(1,1) ¢6ziimii i¢in (3.3)’de verilen kosullarini saglayan
en diisik mertebeden polinom baslangi¢ fonksiyonu u, olarak tanimlanirsa, (3.7)
algoritmasi kullanilarak (u.), diizeltme terimi bulunur. Bulunan diizeltme terimi ve
Uy ¢oziimii (3.4) yaya agiliminda yazilarak u, birinci iterasyon ¢oziimii bulunur.
Benzer sekilde, iterasyona bagli (3.4) direk acilimi ve (3.7) algoritmasi ile bir dnceki
iterasyonda elde edilen PIA(1,1) ¢o6ziimii kullanilarak problemin n. iterasyon ¢6ziimii

u,, bulunur.

3.1.2. PIA(1,2) Algoritmasi
PIA(1,2) algoritmasinda, perturbasyon agiliminda bir diizeltme terimi ve
Taylor agiliminda ikinci mertebe tiirev i¢in acilim yapilmistir. (3.4) denklemi (3.2)

denkleminde yerine konur ve ikinci mertebe tiireve gore Taylor serisine agilirsa
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F(uflk), ey Upy Uy, (U, O, t)

+ F 00 (u,(lk), ey Uy, Uy, (U, O, t)s(uc),(lk) + -
+ Fyr (uflk), ey Uy, Uy, (U )y, O, t)s(uc);l

+ Fu(ugk), ey Up, U, (U1, O, t)e(uc)n

+ B (12, oty (), 0,)£((u) D

+ Fg(u,(qk), s Uy, Uy, (U7, O, t)e

1 . / 2
+ EFu(k)u(k) (uf1 ), ey Uy, Uy, (U7, O, t)SZ((uC)El )) 4o

1
+ EFu’u’ (u;k)’ ey u;u Un, (u‘r)n' 0, t)gz((uc);z)z

(3.8)

1

45 Faa(U0, ety () 0,62 ()3
1

5 g (U85, o U, (0, 0,€)2 ()
1

+ Esngs(u,gk), e, U, Uy, (U ), O, t)
+ F 00, (-1 (ug‘), e Uy, Uy, (U, O, t)sz(uc),(qk) ()% + ...
+ Fu(k)u(u;k), e U, Uy (W), O, t)gz(uc);k) (Ue)n

P 0y, (U2 Uty (), 0,)£2 (1) () )

+ Fu(k)g(ug‘), ey Uy, Uy, (U, O, t)Sz(uc);k) + e

 F (U, o iy U, (), 0, )2 () (1D

o F oty (U, ot i, (), 0, )2 () () Do

 Fore (U2, ooyt U, (), 0, ) €2 (u)y

+ Bty (01?1, 0,) €2 (1) (1) D

k ’
+ Fug(u,(l A Uy, Uy, (U )p, 0, t)sz(uc)n

R (U, o iy, (1), 0,6)€% () ) = 0

olarak elde edilir. Tiim tiirevler € = 0 da bulunmustur ve (3.8) denklemi agagidaki gibi

daha sade sekilde yazilabilir.
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k /
(eF ,u0 + stu(k)g)(uc);) + -+ (eF + €2F ) (uc)n

+ (eF, + €2Fe) (udn + (eFy, +€%F, ) (u) On

1 k 2 1 !
+ 58217'u(k)u(k)((uc),(1 )) + -+ EgZFu,u,((uc)n)z

1 2 2 1 2 2
+§£ Fuu(uc)n_i'ig Futur((ur)c)n

k k—
+ ngu(k)u(k—l) (uc); )(uc)% D 4o (3.9)
k
+ EZFu(k)u(uC)fﬁz )(uc)n
k
+ ngu(k)uT(uC)gl )((u‘[)c)n + -

+ EZFu’u(uc);L(uc)n + EZFu’uT(uc);L((ur)c)n

1
+ nguuT(uc)n((ur)c)n = —F —¢F; — EEZFSS

(3.2) denkleminin P1A(1,2) ¢ozliimii igin (3.3)’de verilen kosullar1 saglayan en
diisik mertebeden polinom baslangic fonksiyonu u, olarak tanimlanirsa, (3.9)
algoritmasi kullanilarak (u.), diizeltme terimi bulunur. Bulunan diizeltme terimi ve
Uy ¢oziimii (3.4) yaya agiliminda yazilarak u; birinci iterasyon ¢oziimii bulunur.
Benzer sekilde, iterasyona bagli (3.4) direk acilimi ve (3.9) algoritmasi ile bir dnceki
iterasyonda elde edilen PIA(1,2) ¢6ziimii kullanilarak problemin n. iterasyon ¢6ziimii

u, bulunur.

3.2. Pantograf Tipi Gecikmeli Diferansiyel Denklemler icin Perturbasyon-
Iterasyon Metodu
0 <A< 1 olmak ftizere u(At) terimini igeren k. mertebe pantograf tipi

gecikmeli diferansiyel denklemin kapali formdaki en genel hali asagida verilmistir.
F(u®,. ', u,u,et) =0, a<t<bh (3.10)

Burada u = u(t) , uy = u(At) ve & perturbasyon parametresidir. (3.10)
denklemi, (2.3) ve (2.4) denklemleri gibi birgok arastirmaci tarafindan ele alinan
problemlerin tamamini kapsadigindan dolayr (3.10) denklemi igin algoritmalar

gelistirilecektir.
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(3.10)’da verilen denklemin karigik kosullart soyledir.

(a)iu® (@) + (a);u® (B) + (az) u® () = y;,
i=0,1,2. k-1

(3.11)

Burada Vi i¢in (a,);, (@3);, (a3); E Rve B € R dyleki a < 8 < b dir.

3.2.1. PIA(1,1) Algoritmasi
(3.4) denklemi (3.10) denkleminde yerine konur ve birinci mertebe tiireve gore

Taylor serisine agilirsa

k ’
F(ul?, ..., tn, (), 0, t)
k
+ F 00 (uflk), ey Upy, Uy, (U1, O, t)g(uc); ) ...

k I} !
+ Ful (u,,'g ), fon g un, un; (u,l)ny O' t)g(uc)n

(3.12)
k r
+ Fu(u; ) .., Up, Up, (U ), O, t)s(uc)n
+ Fuz(ur(lk)' 'u;uun' (uA)n' 0, t)g((ul)c)n
+ Fs(u,gk), e Up, Uy, (U35, O, t)e =0
denklemi elde edilir ve
F _6F F_E)FF_E)FF_aFF_aF 313
u(k)_mﬂ"'i u’_Wl u_£' uy — . e =37 ( )

6u,1 de
olarak elde edilir. Tiim tiirevler € = 0 da bulunmustur ve (3.12) denklemi asagidaki

gibi daha sade formda yazilabilir.

F o0 + -+ Four(ue)y + Fy(uedn + Fyy (W) dn
F (3.14)

:—Eg—;
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(3.10) denkleminin PIA(1,1) ¢6ziimii i¢in (3.11)’de verilen kosullar1 saglayan
en diisiik mertebeden polinom baslangi¢ fonksiyonu u, olarak tanimlanirsa (3.14)
algoritmasi kullanilarak (u.), diizeltme terimi bulunur. Bulunan diizeltme terimi ve
uy ¢oziimii (3.4) yaya agiliminda yazilarak u; birinci iterasyon ¢oziimii bulunur.
Benzer sekilde, iterasyona bagli (3.4) direk agilimi ve (3.14) algoritmasi ile bir 6nceki
iterasyonda elde edilen PIA(1,1) ¢oziimii kullanilarak problemin n. iterasyon ¢oziimii

u,, bulunur.
3.2.2. PIA(1,2) Algoritmasi

(3.4) agilimu (3.10) denkleminde yerine konur ve ikinci mertebe tiireve gore

Taylor serisine agilirsa
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F(u,(lk), ey U, Uy, (U7, O, t)

+ F im0 (uflk), ey Uy, Uy, (U7, O, t)s(uc),(lk) + -
+ Fy (u,(lk), ey Un, U, (U, O, t)e(uc)%

+ E, (ugk), ey Upy U, (U1, O, t)e(uc)n

+ By (s, o iyt (1), 0,8) () I

+ Fg(u,(lk), ey Upy, Uy, (U35, O, t)e

1 . , 2
+ EFu(k)u(k) (ufl ), e Wy Uy (U, 0, t)gz((uc)gl )) + -

1
5 Fura (02, Uty (), 0, )2 (u)y)?

(3.15)

1

+ EFuu(ur(lk)i T u;u Un, (u)L)nt 0, t)gz(uc)%
1

+ E Fu)Lu)L (u;k), e u;v Un, (ul)n: 0, t)gz ((uﬂ)c)%
1

k ’
+ Estss(ufl ) ey Ui, Uy, (Uy) 1, O, t)

k 1 k k—1
+ F (0, (k-1 (ufl ), ey Upy, Uy, (U7, O, t)gz(uc)f1 )(uc); N,
k ’ k
+ Fu(k)u(uq(‘L ), vy Up, Uy, (ul)n' O, t)gz(uc); )(uc)n

k ’ k
+ Fy0y, (U2, o U i, (), 0, 6)E2 (@S () D

k , "
+ Fu(k)g(ur(l ), ey Upy, Uy, (U1, 0, t)gz(uc),(@ )y

P12, o ity ), 0, )2 ()i ()

o Pty (0 et ey (), 0,8)€% ()i (1) D
t Fore (U2, oty U, (), 0, 8) €2 (e,

o Fuy (407, sty (), 0, 6) 22 (Udn((u) Do

+ Fue (1, oy ity (), 0, )22 (u)s

+ Fupe (U, -ty (), 0,£) €2 () D = 0

olarak elde edilir. Tiim tiirevler € = 0 da bulunmustur ve (3.15) denklemi agagidaki

formda yazilabilir.
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k /
(eF ,u0 + stu(k)g)(uc);) + -+ (eF + €2F ) (uc)n

+ (eFy + €2Fe) (udn + (B, +2F,e ) (u) On

1 k 2 1 1
+ 58217'u(k)u(k)((uc),(1 )) + -+ EgZFu,u,((uc)n)z

1 1
+ 5 &2 Fu (o + 5 £ Fupu, ()7

k k-1
+ ngu(k)u(k—l) (uc); )(uc)gl ) 4. (3.16)
k
+ ngu(k)u(uC)gl )(uc)n
k
+ SZFu(k)ul(uc); )((uz)c)n 4o

+ EZFu’u(uc);L(uc)n + EZFu’u,l(uc);z((uA)c)n

1
+ nguul(uc)n((uA)c)n =—F —¢F, — ESZF:SS

(3.10) denkleminin PIA(1,2) ¢6ziimii i¢in (3.11)’de verilen kosullari saglayan
en diisiik mertebeden polinom baslangi¢c fonksiyonu u, olarak tanimlanirsa, (3.16)
algoritmasi kullanilarak (u.), diizeltme terimi bulunur. Bulunan diizeltme terimi ve
Uy ¢oziimii (3.4) yaya agiliminda yazilarak u, birinci iterasyon ¢oziimii bulunur.
Benzer sekilde, iterasyona bagli (3.4) direk agilimi ve (3.16) algoritmasi ile bir 6nceki
iterasyon da elde edilen P1A(1,2) ¢6ziimii kullanilarak problemin n. iterasyon ¢6ziimii

u,, bulunur.

3.3. Ge¢mis Fonksiyonuna Dayal Gecikmeli Diferansiyel Denklemler i¢in
Perturbasyon-iterasyon Metodu

7 € Rt olmak iizere u(t — t) gecikme terimi veya tiirevlerinden en az birini
iceren ve 0 < A < 1 olmak tizere u(At) terimi veya tiirevlerini de igeren k. mertebe

gecikmeli diferansiyel denklemin kapali formdaki en genel hali asagida verilmistir.
Fu®, . u,uu®, . w/ u,y®,. w),uy6,t) =0 (3.17)

burada 0<t<b, u=u(t), u,=u(lt—1), uy =u(At) ve & perturbasyon

parametresidir.
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Vi i¢in (ay);, (ay)i,(a3); ER ve BER oyleki a<pf <b ve h(t)
fonksiyonu [—7,0] araliginda tanimli olmak tizere (3.17)’de verilen denkleminin

kosullar1

()@ (0) + (a);uP(B) + (az) u®(b) = v;,
i=1..,k-1

(3.18)

ve

u(t) = h(t), —T<t<0 (3.19)

olarak tanimlanmuistir.

(3.17)’de ele alinan k. mertebe u(t — ) gecikme terimini veya tiirevlerinden
en az birini igeren gecikmeli diferansiyel denklemin [0, b] tanim araligindaki ¢6ziimii
i¢in (3.19) da verilen problemin baslangi¢ zamanindan 7 gecikme zamani kadar 6nceki
¢Ozlimii problemin gegmis fonksiyonu (history function) olarak tanimlanmaktadir.

h(t) ge¢cmis fonksiyonu —7 < t < 0 araliginda tanimlidir.

(3.17) denkleminin [0, 7] alt araliginin ¢6ziimiinde u(t — 7) gecikme terimi
problemin ge¢mis fonksiyonu h(t) ile hesaplanir. [0, ] i¢in u(t — 7) = h(t — ) dir.
Ayni alt aralikta problemin gecikme teriminin herhangi bir mertebeden tiirevi ise
geemis fonksiyonun aynmi mertebeden tiirevine esit olacaktir. Problemde gec¢mis
fonksiyon veya herhangi tiirevi problemdeki ilgili gecikme teriminde yerine konur ve
gelistirilecek PIA algoritmas: ile problemin [0, t] araligindaki ¢6ziimii bulunur.
Problemin tanim araligi [0, b] 'nin ¢t = T olmak iizere her bir alt araligindaki PIA
¢ozimi igin gegmis fonksiyonu, bir onceki alt araliktaki PIA ¢oziimiidiir. Elde
edilecek tiim alt araliklardaki ¢oziimler birlestirilirse problemin tanim araligindaki

¢Oziim bulunur.

b € R* olmak iizere, problemin [0, b] tanim aralig1
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J = [9] (3.20)

T

alt araliga boliinecektir. Burada, [.] tavan (ceiling) fonksiyonudur. Tavan fonksiyonu

X , XEL

I%€Z 5 x<i<x+1l  xegz OB

x €ER olmak lzere [x]= {

tanimlanmaktadir.

Problemin tanim araligi D = [0,b] ve j = 1,2, 3, ...,] olmak lizere problemin
j. alt arah@in1 D; olarak tamimlayalim. Bu durumda problemin tamim aralig1 D, D; alt

araliklarinin birlesimi olarak asagidaki gibi ifade edilir.

]
} U[(j - Dz, j1] , b=Jz
A UDf v jfi (3.21)
j=1 [(— D7, it U[J — Dr,b] , b#JT
\j=1

(3.17) geg¢mis fonksiyonuna dayali gecikmeli diferansiyel denkleminin

yukarida tanimlanan her bir D; = [(j — 1)1, /7] alt araliginda ayr1 ayri ¢dziimleri
bulunacaktir. j =1,2,...,J] olmak iizere (3.17) denkleminin bilinmeyen bagimli

degiskeni u(t), D; alt aralifinda uPJ olarak tanimlanacaktir.

(3.17) denklemi (3.21)’ de tanimlanan her bir alt araliktaki ¢6ziimii i¢in

FP1 ((uDl)(k), oo, (P uPls, (uf1 (k), o (ufl)l,ufl g, t) 0, teD,

(k) !
FP2 (@P)®, .., (uP2y, uP2, (1), ., (u?) g et

0, teD, (3.22)

' ) /
FPJ <(uDl)("), e, (WP, UPT, (uf]) ,...,(uf’) ,uf] g, t> =0, teD

denklem sistemine dontistiiriiliir. (3.17) denklem sisteminde gecikme terimleri; D; alt
aralifinda problemin bilinen ge¢mis fonksiyonuna (h(t)) ve j > 1 i¢in D; alt
araliginda ise D;_; alt arahiginin n. iterasyon ¢oziimiine (usj ~*(t)) esit olacaktir. Bu

yiizden (3.17) denkleminin u,®, ..., u,’ ve u, bagimsiz degiskenleri her bir aralikta
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t’ye bagl bilinen fonksiyonlardir. Dolayisiyla (3.22) denklem sisteminin her birinde

gecikme terimleri t bagimsiz degiskeninin bir fonksiyonu olarak alinmistir.

(3.17) gegmis fonksiyonuna dayali gecikmeli diferansiyel denkleminin

(3.22)’de verilen D; alt aralifindaki F Dj denkleminin n. iterasyon ¢oziimii uﬁj olmak

lizere, problemin n. iterasyon ¢oziimii

ur(t) » teD,
Dy ) te>D
Uy () = {7 T (3.23)
w’(t) , teD
olacaktir.

3.3.1. PIA(1,1) Algoritmasi
(3.17) gegmis fonksiyonuna dayali gecikmeli diferansiyel denklemin (3.22)’de

verilen D; alt araligindaki F°i denkleminin n. iterasyon ¢dziimii u,’ i¢in bir
diizeltme terimli direk agilimi her bir iterasyon i¢in uygulanirsa asagida verilen esitlik

elde edilir.

D;j

Wipar = WPy +e(u)) . j=1,2.) (3.24)

D; . . , g
Burada (ucj> perturbasyon-iterasyon algoritmasinin n. diizeltme terimidir.
n

Daha sonra (3.24) denklemi FPj denkleminde yerine konur ve birinci mertebe tiireve

gore Taylor serisine agilirsa
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Dj

: N ® : (k) .
P21 (@2, @, (157) T @), 0.t

+F(D’l')]_)(k) ((qu)n(k), o, WP, (uf")n(k) e, (WP, 0, t) € ((ufj)n)(k)
u
+ oo
+F([;;j), ((uDi)n(k), e, WPy, (ufj)n(k) e (WP, 0, t) £ ((uCDj)n)’
Dj

Dj () . (k) _ D;
+FuDjj ((uDJ)n e, (UP)),, (u}‘L )n o, (WP, 0, t) e(uy),’ +

D; N () _ b B _ pA B (3.25)
F’Dj (k)((uDJ)n ,...,(uDJ)n,(uAJ)n ,...,(uDJ)n,O,t>e((uA’)C)n

Uy

N
+F(D’éu), (00, (7)o, (7). )
U
Vi

+FuD§’J; (P, P (3 )n(k) s P 0,6) e (7))

n

D;j (B _ pj\ .
+E (@20, ®, s @2 () 0P, 0,8) € = 0

denklemi elde edilir.

(3.25)’deki terimler

o0 OFY b, _ OFP  p  OFP

(uDj)(k) a(uDj)(k) ym (uD]-)' a(uDj)r PP auDj'

D; OFPj D OFPi  p, OFPj
F/l. o =—  FJ) ,=— FJ) =" (3.26)

p® KT Dy DN\'’" D D;’ .

(“,1]) 0 (uf’) (uaj) d (uA’) v’ ou,’

p; OFP

€ de

seklinde tanimlidirlar. (3.25) kisaca asagidaki gibi yazilabilir:
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sz (ufj):lk) + 4+ FDL,)I (uf}'); + Fulgj (ufj)n

e C)7 ey () (), oo

'LLA A

(3.27) denklemi FPJ denkleminin PIA(1,1) algoritmasidir.

D, alt araliginda tanimli FP* denkleminin PIA(1,1) ¢dziimii icin dnerecegimiz
u(l))j (t) baslangic fonksiyonu igin (3.17) probleminin (3.19)’da sunulan geg¢mis
fonksiyonu h(t) ve (3.18)’de verilen diger kosullar kullamlir. j > 1 i¢in D; alt

araliginda tanimli FP/ denkleminin PIA(1,1) ¢bziimii icin Onerecegimiz uODj ®
baslangig fonksiyonu, D;_; alt araligmin {ist smir1 (j — 1)t noktas1 D; alt araliginin alt
sinirt oldugundan dolay: bir dnceki D;_; alt aralifinda elde edilmis PIA(1,1) ¢ziimii

kullanilarak bulunacaktir.

4/ (6= D7) =, (G~ D)
(u0") (G =D7) = (w™) (G- D)
(

u
u

oD’)” (G-Dr1)= (u,ﬁ”"l)" (G —-Dr) (3.28)

uopj)(k—l) (G - 1) = (ug,-_l)(k-l) (( = 1))

D; alt araliginin baglangig¢ fonksiyonu (3.28)’de verilen k adet esitligi saglayan
(k —1) . mertebeden PkD_jl(t) =ag+ ast + ayt? + -+ ap_1t*"1 polinomu ile

belirlenir. PkD_j , (t) polinomunun katsayilarinin matrisi APj
Ali=[ay, a; a; - agp4]T = (MPi)"1BPi (3.29)

matris ¢carpimiyla bulunur. Burada
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MPj

r . k-1
1 (-Drt ((1 - 1)7)2 ((l B DT) k-2
o 1 2 -1t (k= 1D(G - Dr) (3.30)
100 2 (k= Dk = 2)(G - 12)
0 0o 0 (k - 1)!

ve

(
B = (usj—l)” ((] _ 1)1’) (3.31)
(

seklindedir.

uODj (t) = PkD_jl(t) olarak belirlenen baslangi¢ fonksiyonunun (3.27)
algoritmasi kullanilarak (uc)gj diizeltme terimi bulunur. Bulunan (uc)gj diizeltme

terimi ve .’ baslangic fonksiyonu (3.24) yaya aciliminda yazilarak W birinci
0 y 1

iterasyon ¢Oziimi bulunur. Benzer sekilde, iterasyona bagl (3.24) yaya agilimi ve

(3.27) algoritmasi ile bir dnceki iterasyonda elde edilen PIA(1,1) ¢6ziimii kullanilarak

roblemin . iterasyon ¢oziimii u- bulunur
p . yon ¢ n .
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4. PERTURBASYON-ITERASYON METODUNUN ETKINLIGININ
SAYISAL ORNEKLERLE DOGRULANMASI

Bu boliimde, 3. Boliim’de gelistirilen PIA algoritmalari zaman gecikmeli
diferansiyel denklemler icin li¢ farkli sayisal Ornege, pantograf tipi gecikmeli
diferansiyel denklemler icin alt1 farkli sayisal 6rnege ve ge¢mis fonksiyonuna dayali
gecikmeli denklemler i¢in ise ti¢ farkli sayisal 6rnege uygulanmistir. Tiim bu sayisal
ornekler, literatiirdeki bilinen diger yontemlerle karsilastirilarak yontemin dogrulugu

ve etkinligi test edilmistir.

PIA algoritmalari ile ¢oziilen tim problemler MAPLE ve MATLAB sembolik
programlar: yardimiyla ¢oziilmiistiir. Elde edilen ¢oziimler grafikler ile gosterilmis ve
¢ozlimlerin analizinde ve diger yontemler ile karsilastirilmasinda grafikler ve
tablolardan yararlanilmistir. Ayrica bulunan ¢éziimlerin dogrulugunu gostermek i¢in

hata analizi yapilmaistir.
Ele alinan problemin, tam ¢oziimii u(t), n. iterasyon PIA ¢6zimii u, (t) ve

taniml1 oldugu aralik [a, b] olmak iizere, hata fonksiyonu ve maksimum mutlak hata

degeri sirasiyla agsagidaki gibi tanimlanmistir.

en(t) = u(t) — u,(t) (4.1)

En = lu(®) — un(®lle = max{| u, (t) —u(®)|,a <t < b} (4.2)

(4.1)’de tanimlanan hata fonksiyonun mutlak degeri mutlak hata fonksiyonu

olarak adlandirilacaktir.
4.1. Zaman Gecikmeli Diferansiyel Denklemler icin Sayisal Ornekler

Bu boliimde (3.2) denklemi igin gelistirilen PIA algoritmasi ile ii¢ farkli sayisal

ornek ¢oziilmistiir.
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4.1.1. Sayisal Ornek 1
Asagidaki dordiinci mertebeden degisken katsayili gecikmeli diferansiyel
denklemin [64]

ot
(eu"(®) +T-ut -1 =0, 0=t<1 (4.3)

asagidaki baslangi¢ kosullarina gore

u(0) =0,u'(0) =-1/2,u"(0) =1/4,u"'(0) = -1/8 (4.4)

t
tam ¢oziimii u(t) = e 2z dir. (4.3) denklemini (3.2) kapali formunda asagidaki gibi

yazalim.

£
Fu™, . uu,et) =u®(@) +u” () + —u(t—1) =0 (4.5)

16e2

(4.5) denkleminin u(t — 1) gecikmeli teriminin Oniine & suni perturbasyon
parametresi koyulmustur. Burada & = 1 dir. (4.5) denkleminin PIA(1,1) ¢6ziimii igin

(3.6) daki terimler hesaplanir. (4.5)’in sifir olmayan terimleri

Fu(w) =1
Fulll = 1
1 (4.6)
Fo=——7=u,(t-1)
16ez

F=u"® +ul'®

olarak bulunur. Buradan (3.7) denkleminde verilen perturbasyon agiliminda n.

diizeltme terimi i¢in agsagidaki iterasyon formiilii elde edilir.

@) + WO = ———un(t - D)~ uP O - (O @)
16e2
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(4.4)’ de verilen baslangi¢ kosullarini saglayan baslangi¢ fonksiyonu

1 1 1
et —f2——¢3 4.8
Uo(t) Zt 8 48t (4.8)

olarak alinir ve (4.7) denklemine (4.8) baslangic kosulu yazildiginda (u,)q(t)
diizeltme terimi bulunur. Bu terim (3.4) yaya a¢iliminda yazildiginda (4.3)
probleminin birinci iterasyon ¢oziimii PIA(1,1) algoritmas: ile elde edilen birinci

iterasyon ¢0ziimii

1
1 et (—71 + 48e5) 7 1, 1
t) = t* — t
) =35 E T2048° *" "3840° °
+ V4 3t 1 3% + L
2 —_ 2 -
92160 ° 2304° 48
1 , (4.9)
1 2(-71+48e2) 1 t(-71+48e2)
- +
768 r 384 .
1
1 —71+48e>
384 1

olarak bulunur.

Problemin PIA(1,1) algoritmasi ile elde edilen birinci iterasyon ¢6ziimii u4 (t)
nin (4.2) kullanilarak E; = 1,82 x 107® maksimum mutlak hata degeri
hesaplanmistir. (4.9) ¢6ziimiiniin mutlak hata fonksiyonunun grafigi Sekil 4.1.’de

verilmistir.

Problem (4.3)’iin (4.9) birinci iterasyon ¢oziimii ve (4.7) PIA(1,1) algoritmasi
ile ikinci iterasyon c¢oziimii elde edilmistir. Ikinci iterasyon ¢dziimiiniin elde
edilmesinde kullanilan ¢6ziim algoritmasinin MATLAB kodlar1 ve bu kodlarin ¢ikisi

EK A.2’de sunulmustur.
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2,0E-06
1,8E-06 |—Birinci PIA(1,1) iterasyon ¢6ziimiiniin mutlak hata fonksiyonu
1,6E-06
1,4E-06
1,2E-06
< 1,0E-06
= 8,0E-07
6,0E-07
4,0E-07
2,0E-07
0,0E+00

0 0,1 0,2 0,3 04 05 0,6 0,7 0,8 0,9 1

Sekil 4.1. Problem (4.3)’tin PIA(1,1) algoritmasi ile elde edilmis birinci iterasyon

¢oziimiiniin mutlak hata fonksiyonu

Sekil 4.2.°de verilen u,(t) ¢oziimin [0,1] araligindaki mutlak hata

fonksiyonunun maksimum mutlak hata degeri E, = 7,54 x 10~ %olarak bulunmustur.

7E-09 |—Ikinci PIA(1,1) iterasyon ¢dziimiiniin mutlak hata fonksiyonu

Sekil 4.2. Problem (4.3)’lin PIA(1,1) algoritmasi ile elde edilmis ikinci iterasyon

¢oziimiiniin mutlak hata fonksiyonu

Diger taraftan problemin iigilincli iterasyon ¢Oziimii us(t) "in mutlak hata

fonksiyonu Sekil 4.3.” de verilmistir. u;(t) ¢oztimiiniin maksimum mutlak hata degeri
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ise E5 = 4,48 X 10711 olarak bulunmustur. ilk {i¢ iterasyon ¢dziimiinde maksimum

mutlak hata degerinin giderek azaldig1 goriilmektedir.

5E-11
4,5E-11 | —— Ugciincii PIA(1,1) iterasyon ¢dziimiiniin mutlak hata fonksiyonu
4E-11
3,5E-11
3E-11
2,5E-11
2E-11
1,5E-11
1E-11
5E-12

les(t)]

0 0,1 0,2 0,3 04 05 0,6 0,7 0,8 0,9 1
t

Sekil 4.3. Problem (4.3)’tin PIA(1,1) algoritmasi ile elde edilmis {iglincii iterasyon

¢oziimiiniin mutlak hata fonksiyonu

Iterasyon degeri arttikga maksimum mutlak hata degerlerinin azaldig1 Tablo

4.1.°de acikga goriilmektedir.

Tablo 4.1. Problem (4.3)’tin farkli iterasyon degerleri i¢in elde edilen maksimum

mutlak hata degerleri

n 2 3 4 5 6
E, 7.51le—9 450e—11 3.22¢—13 243e—15 498e-17

4.1.2. Sayisal Ornek 2
Asagida verilen dordiincii mertebeden degisken katsayili  gecikmeli

diferansiyel denklemin

' V10 V10
(efu”'(t)) +2V10e“ ™ i0etu( t — arcsin— | = 0,
10 (4.10)

t=0
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asagida verilen baglangic kosullar1 altindaki
u(0) =0, u'(0) =1, u''(0) =2, u"(0) =2 (4.11)
tam ¢oziimii u(t) = etsint dir [65].
(4.10) denklemi (3.2) kapali formuna gore diizenlenirse;

F(u(“’), o, U, Uy, &, t)

=u® () +u""(t)

(4.12)
V1o V10
+ e2v/10eY " o u (t — arcsin W) =0

seklinde yazilabilir. Burada (4.10) denkleminin u(t—arcsin\/%) gecikmeli

teriminin Oniine € suni perturbasyon parametresi konulmustur. (4.12) denkleminin

PIA(1,1) ¢6ziimii i¢in (3.6) daki sifirdan farkli terimleri hesaplanir. Bu terimler

Fu(w) =1
Fu”’ = 1

/10 V10 (4.13)
F, = 2V10e““™ 1oy, <t — arcsin T)

F=u™ (@) +ul'®

olarak bulunur. Buradan (3.7) denkleminde verilen perturbasyon agiliminda n.

diizeltme terimi i¢in asagidaki iterasyon formiilii elde edilir.

W) () + (w)y (8

i, Y10 V10
= —2v10eY“" 1oy, (t — arcsin F) (4.14)

—u(6) —ul' (D
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(4.11)’de verilen baslangi¢ kosullarini saglayan en diisiik mertebeden polinom

baslangi¢ fonksiyonu
1
u(t) =t +t%+ §t3 (4.15)

olarak alinir ve (4.10) probleminin PIA(1,1) algoritmasi (4.14) ile diizeltme terimi elde
edilir. Bulunan diizeltme terimi ile (3.4) direk a¢ilimindan birinci ve ikinci iterasyon

¢Ozlimleri

u,(t) = 10.6291210119482¢t + 9.62912101194816e~*
—3.81456050597408t% + 1.93818683532469¢3
—0.401175865815396t* + 0.0467877908105845t°
—0.0242360581156431t° — 9.62912101194816

u,(t) = 1062.24636221263t + 1177.14694532216e "

+115.90058310953te "t — 471.67288955155¢2
—471.67288955155t% + 138.574199332262t3
—29.7310259885565t* + 4.94703512031942t5
—0.680202771716038t° + 0.0710064083504364t”
—0.00620595247744794t8 + 0.000419561794989165t°
—1177.14694532216

(4.16)

olarak elde edilir.

Problemin PIA(1,1) algoritmasi ile elde edilen birinci iterasyon ¢ozimii u, (t),
ikinci iterasyon ¢Oziimii u,(t) ve problemin tam ¢6ziimii Sekil 4.4.’de verilmistir.
Sekilde gorildigii gibi, [0,4] araliginda u,(t) tam ¢oziimden kiigiik bir sapma

gosterirken, u, (t) ise tam ¢6ziim ile neredeyse tamamen ¢akigmistir.
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-55 L
0 0,4 0,8 1,2 1,6 2 2,4 2,8 3,2 3,6 4
t
Tam Coziim - - = PIA(1,1) Birinci Iterasyon Coziimii

- = =PIA(1,1) Ikinci Iterasyon Céziimii

Sekil 4.4. Problem (4.10)’un PIA(1,1) algoritmasi ile elde edilmis birinci ve ikinci

iterasyon ¢oziimleri ile problemin tam ¢6ziimiiniin karsilagtirilmasi

Tablo 4.2°de n = 2,3,4,5 ve 6 igin PIA(1,1) algoritmasi ile elde edilen
iterasyon ¢Oziimlerinin 0 < t < 1 araligindaki maksimum mutlak hata degerleri

verilmistir. Iterasyon degeri n arttikga maksimum mutlak hata degeri azalmaktadir.

Tablo 4.2. Problem (4.10)’un n = 2,3,4,5 ve 6 i¢in PIA(1,1) algoritmasi ile elde

edilen iterasyon ¢oziimlerinin maksimum mutlak hata degerleri

2 3 4 5 6
E, 347e-01 9.88e — 04 1.53e — 07 1.01e — 08 4.62e — 09

4.1.3 Sayisal Ornek 3

Asagidaki ticiincii mertebeden gecikmeli diferansiyel denklemin

u'"(t) = —u(t) —u(t —0.3) + 703, 0<t<1 (4.17)

baslangi¢ kosullari
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u(0) =1, u'(0) = -1, u’(0)=1 (4.18)
altindaki tam ¢oziimii u(t) = e~* dir [66].
(4.17) denklemi (3.2) kapali formuna gore asagidaki gibi diizenlenmistir.

Fu®™, . uu,,et)=u"(t)+u(t) —e t%3 + cu(t — 0.3)
( &) (.19
=0
Ayrica u(t — 0.3) gecikmeli teriminin oniine € suni perturbasyon parametresi
konulmustur. Burada ¢ = 1 dir. (4.17) denkleminin PIA(1,1) ¢6ziimii i¢in (4.19)’un

sifir olmayan terimleri

Fyr =1

E =1

F. = u,(t — 0.3)

F=u,'(t) + u,(t) — e t+03

(4.20)

olarak bulunur. Buradan (3.7) perturbasyon agiliminda n. diizeltme terimi igin

asagidaki iterasyon formiilii elde edilir.
(uc);{’(t) + (uc)n(t) = _un(t - 03) - u;{,(t) - un(t) + e_t+0'3 (421)

(4.18)’de verilen baslangi¢ kosullarini saglayan en diisiik mertebeden polinom

baslangi¢ fonksiyonu olarak
1
u(t)=1—-t+ Etz (4.22)

alimirsa (4.21) PIA(1,1) algoritmasi ve (3.4) yaya acilimi ile elde edilen birinci

iterasyon ¢0zimii
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269 13 t2 1 3 1,3 443
w0 =~ 3ot 3t~ 7 F3e W gre W+ ggge
+( 3 1 1) t V3t
— ——e10 | e2 _
100 3°°)¢%\ 2 (4.23)

olarak elde edilir.

PIA algoritmasi ile elde edilen sonuglarin karsilastirilmasini yapmak amaciyla
bu Ornekte diizeltme fonksiyonlarmin iterasyon Ozelligi kullanilarak sayisal
yaklagimlar elde edilmek {izere gelistirilmis bir iterasyon yontemi olan Varyasyonel
Iterasyon Metodu (VIM) c¢oziimleri kullanilmistir. Sekil 4.5°de PIA(1,1) ve VIM
birinci iterasyon ¢oziimleri verilmistir. Sekil 4.6’da her iki metodun ikinci iterasyon
¢cozlimleri verilmistir. PIA(1,1) algoritmasiyla bulunan ilk iki iterasyon ¢oziimleri ile
ilk iki iterasyon VIM [66] coziimleri karsilastirildiginda, PIA ¢oziimleri VIM

¢oziimlerine gore tam ¢dzlime daha ¢ok yakinsadigi goriilmektedir.

1
0,5
0 N .
= < T~ol
= S ~]
-0,5 S N
.\'
\
1 .
-1,5
0o 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2 22 24 26 28 3
t
Tam Coziim - = =PIA(1,1) Birinci iterasyon Coziimii

- - = VIM Birinci Iterasyon Coziimii

Sekil 4.5. Problem (4.17)’nin PIA(1,1) algoritmas: ve VIM ile elde edilmis birinci

iterasyon ¢oziimlerinin problemin tam ¢6ziimii ile karsilastirilmast

38



0,8

0,6
&
=

0,4

0,2

0

0 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2 22 24 26 28 3
t
Tam Coziim - = =PIA(1,1) ikinci Iterasyon Coziimii

- - = VIM Ikinci iterasyon Coziimii

Sekil 4.6. Problem (4.17)’nin PIA(1,1) algoritmasi ve VIM ile elde edilmis ikinci

iterasyon ¢oziimlerinin problemin tam ¢6ziimii ile karsilagtiriimasi

Problem (4.17)’nin PIA(1,1) algoritmasi ile ve VIM ile elde edilmis ikinci

iterasyon ¢ozlimlerinin mutlak hata fonksiyonlar1 Sekil 4.7.’de verilmistir.

0,09

0,08 ——PIA(1,1) Ikinci Iterasyon C6ziimiiniin Mutlak Hata Fonksiyonu

0,07
0,06

=0,05

by
0,04
0,03

0,02

0,01 7

— = = VIM Ikinci Iterasyon Céziimiiniin Mutlak Hata Fonksiyonu

0 - =

o 02 04 06 08 1 12 14 16 1,8 2 22 24 26 28 3

t

Sekil 4.7. Problem (4.17)’nin PIA(1,1) algoritmasi ile ve VIM ile elde edilmis ikinci

iterasyon ¢ozlimlerinin mutlak hata fonksiyonlarinin karsilastirilmasi
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4.2. Pantograf Tipi Gecikmeli Diferansiyel Denklemler icin Sayisal
Ornekler
Bu béliimde, (3.10) denklemi i¢in gelistirilen perturbasyon iterasyon yontemi

ile sayisal 6rnekler ¢oziilmiistiir.

4.2.1. Sayisal Ornek 1

Asagida verilen birinci mertebeden lineer denklemin

(1) (1) 10 (t) 10 B =t=1 (4.24)
— S 4.24
u +u 1 u c) =771 e s, 0<t<
baslangi¢ kosulu
u(0)=1 (4.25)

altindaki tam ¢oziimii u(t) = e~ dir [88].

(4.24) denklemi (3.10) kapali formunda & suni parametresi ile agagidaki gibi

yazilabilir.

1 oty 1 1,
/ — ! —_C — —_ R = 426
F(u',u,uy, s, t) = u'(t) +u(t) glOu(5)+108 55 =0 (4.26)

Burada € = 1 olarak alinmistir. (4.26) denkleminin (3.14) de verilen PIA(1,1)

algoritmasina gore sifir olmayan tiim terimleri

u = 1
u = 1
1 t (4.27)
Fe=—Tgtn (5)
1 _1,
F=u,t)+u,(t)+-—es

10

olarak hesaplanir. (4.27) de bulunan tiim terimler (3.14) PIA(1,1) algoritmasinda

yerlerine yazilirsa
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1 1 1
(RO + () = T5tn (5) ~Wa® —wn(®© = g * @429

elde edilir. (4.28) denklemi (4.26)’nin PIA(1,1) algoritmasidir. (4.25) baslangig

kosulunu saglayan en diisiik mertebeli polinom olan
Uy =1 (4.29)

baslangi¢ fonksiyonu olarak segilirse (3.4) ac¢ilimi ile (4.28) in ¢6ziilmesi ile elde

edilen n. iterasyonun diizeltme terimleri (4.24) {in PIA(1,1) ¢6zlimleri asagidaki gibi

elde edilir.
11 41
= —— 5 JR—
=70 8¢ 40°¢
1 N 1 i, 5 _1, 4 9599 _,
=—4+—e 5 ———¢ 25
Y27 702 T320°¢ 384 ¢ 9600 °
1 1 W N 1 a1V 125 1
- _— 5 — 25 — 125
U3 =703 76800 °¢ 3072° 95232 °
11904001 _, (4.30)
e’ bl
11904000
1 + 1 _lt 1 _it + 25 —Lt
= 5 — 25 125
%4 = 70% T 95232000 ° 737280 ° 761825 °
15625  _1, 74280959999 _,

T 118849536 " T 74280960000 °¢

(4.30)’de verilen ¢oziimlerin elde edilmesi i¢in yazilan MATLAB kodu EK

A.3’de verilmistir.

PIA(1,1) yontemi ile elde edilen ¢oziimlerin mutlak hata degerleri ile diger
sayisal ¢oziimlerin literatlirde verilen mutlak hata degerlerinin karsilastirilmasi Tablo
4.3’ de verilmistir. Agik¢a goriilmektedir ki, 4. iterasyon igin PIA(1,1) ile elde edilen
¢Oziime ait mutlak hata degerleri diger yontemlere gore daha kiiciiktiir. Elde edilen
sayisal ¢Oziimler problemin tam ¢oziimiine yakinsamistir. Ayrica n = 4 i¢in elde

edilen ¢oziimler VIM [66] ile elde edilen ¢6ziimlerle neredeyse aynidir.
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Tablo 4.3. Problem (4.24)’in PIA(1,1) ve diger yontemlerle elde edilen sayisal

¢ozlimlerinin mutlak hata degerlerinin karsilastiriimasi

Taylor JRC
_ Stirekli
VIM [66] Matris a=pB=05 PIA{11)
metod [90]
metodu [89] [88]

t n=4 N = 64 n=4
271 240e—15 1.24e—10 3.33e—11 393e—14 1.43e—-15
272 791e —17 9.74e—11 4.13e—11 2.16e—14 791le—-17
273 2.53¢ —18 7.00e —11 4.62¢e—11 1.66e—15 2.53e—18
274 8.03e —20 9.14e—11 4.89e—-11 6.21le—15 8.03e —20
27° 2.52e —21 528e—11 5.05e—11 3.68¢—14 2.52e¢—-21
276 7.00e —23 195e—11 4.74e—11 4.54e—14 7.92e —23

Aragtirmacilar tarafindan pantograf tipi denklemler igin gelistirilen ve
literatiirde yer almig dort farkli yontemden elde edilmis ¢oziimlerin mutlak hata
fonksiyonlarmin belirli noktalardaki degerleri ile bu noktalardaki PIA(1,1) algoritmasi
¢oziimlerinin hata degerleri karsilastirilmistir. Elde edilen ¢6ziimler ve hata degerlerini

bulan MATLAB kodu EK A.3’de sunulmustur.

Tablo 4.3°de bahsedilen yontemlerin genel olarak yaklagimlarimi 6zetleyelim.
VIM diizeltme fonksiyonlarinin iterasyon 6zelligi kullanilarak ¢esitli problemler igin
sayisal yaklagimlar elde edilmek {izere gelistirilmis bir iterasyon yontemidir. Jacobi-
rasyonel Gauss yontemi (JRC) Jacobi polinomlar1 ve siralama noktalar1 kullanilarak
gelistirilmis bir seri ¢oziim yontemidir [88]. Taylor Matris Metod Taylor polinomlari
ve temel matris iglemleri ile problemlerin matris denklemlerine doniistiiriilerek
problemlerin sayisal ¢ozlimlerinin elde edilmesine mesine seri ¢6ziim yontemidir [89].
Siirekli Metod c¢ekirdek teorisinin fonksiyonel diferansiyel denklemlerde yeterli
yaklasimlar gostermemesiyle yeniden iiretilerek gelistirilmis, ¢ekirdek teorisine dayali

yontemdir [90].
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4.2.2. Sayisal Ornek 2

Asagida birinci mertebe pantograf tipi gecikmeli diferansiyel denklemi ele
alalim [69].

u'(t) + u(t) + u(0.8t) =0, 0<t<1 (4.31)
Baslangi¢ kosulu
u(0) =1 (4.32)

olan bu denklemin tam ¢6ziimii yoktur. (4.31) denklemi (3.10) kapali formunda & suni

parametresi ile asagidaki gibi yazilabilir.

F(u',u,uy, &,t) = u'(t) + u(t) + eu(0.8t) =0 (4.33)

burada € = 1 dir. (3.14) denkleminde verilen PIA(1,1) algoritmasinin sifirdan farkli
terimleri

Fo=1

F,=1

F, = u,(0.8t)

F =un(t) + uy(¢)

(4.34)

olarak bulunur ve bu terimler (3.14) denkleminde yerlerine yazilirsa

(Ue)n () + (uedn(t) = —un(0.8t) — up () — un(t) (4.35)

denklemi elde edilir. (4.32) baslangi¢ kosulunu saglayan

en diisiik mertebeli polinom baslangi¢ fonksiyonu olarak alinir ve (4.35) denklemine

uygulanarak asagidaki iterasyon ¢oziimleri elde edilir.
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u =—-1+2e7t
4
u, =1+ 10e~t — 10e7s
218 4, 250 _1s
uz; = —1 +Te‘t —50es +Te 25 (4.37)
21490 _, 1090 _+ 1250 _1s, 31250 _e+
U, =1+ et — e s + ezs—5493125

549 9 9

Tablo 4.4.’de (4.31) denkleminin n =5,6,7,8,9 iterasyon degerleri igin
PIA(1,1) ¢oziimleri verilmistir. Iterasyon sayisi arttikca c¢dziimlerin yakinsadig

goriilmektedir.

Tablo 4.4. Problem (4.31)’in PIA(1,1) ¢ozlimlerinin belirli noktalardaki degerlerinin

karsilastirilmasi
t; us(¢) ug(t) uy (t) ug(t) ug(t)
0 1 1 1 1 1
0.2 0.6646909 0.6646910 0.6646910  0.6646910 0.6646910
0.4 0.4335604 0.4335607 0.4335607  0.4335607 0.4335607
0.6 0.2764790 0.2764824 0.2764823  0.2764823 0.2764823
0.8 0.1714677 0.1714846 0.1714841  0.1714841 0.1714841
1 0.1026142 0.1026723 0.1026700 0.1026701 0.1026701

Diger sayisal yontemlerin sonuglari ile PIA(1,1) sonuglarinin karsilagtirilmasi
Tablo 4.5.” de verilmistir. Tablo 4.5’de sunulan, Hermite [69], Taylor [70] ve Laguerre
[91] metotlar1 matris islemlerine dayali seri ¢6ziim yontemleridirler. Bu yontemlerde
sirasi ile Taylor, Hermite ve Laguerre polinomlari kullanilarak sayisal ¢oziimler elde
edilmistir. Walsh Metodu [92] operasyonel matrisler ve Walsh fonksiyonlar
kullanilarak gelistirilmis bir yontemdir. Direk Adams-Moulton metodu [93] ise birim
adim fonksiyonlar1 kullanilarak Walsh Metoduna benzer bir yaklasimla problemin
sayisal ¢oziimiinii bulmak i¢in gelistirilmis bir yontemdir. Hem farkli polinomlarin ve
fonksiyonlarin kullanildig: tiim bu yontemler ile hem de PIA(1,1) algoritmasi ile elde
edilen sonuglar esit sayida islem tekrar1 ve ¢oziim mertebeleri esas alinarak

karsilastirilmistir.
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Tablo 4.5. Problem (4.31)’in PIA(1,1) ¢dziimiiniin diger sayisal yontemler ile

karsilastirilmasi

Walsh
metot [92]

DAM [93]

Hermite
metot [69]

Taylor
metot [70]

Laguerre

PIA(1,1)
metot [91]

m = 100,
h =0.01

N =8

N =8

0.2
0.4
0.6
0.8

1
0.665621
0.432426
0.275140
0.170320
0.100856

1
0.664677
0.433540
0.276460
0.171464
0.102652

1
0.664691
0.433561
0.276482
0.171484
0.102670

1
0.664691
0.433561
0.276482
0.171484
0.102744

1 1
0.6646910 0.6646910
0.4335607 0.4335607
0.2764831 0.2764823
0.1714942 0.1714841
0.1027437 0.1026701

1,2

0,8

0,6

u(t)

0,4

0,2

0 0,1

0,2

0,3

Sayisal Coziim (ddensd)

0,4
t

0,5

0,6

0,7

0,8 0,9 1

--m--PIA(1,1) Besinci Iterasyon Coziimii

Sekil 4.8. Problem (4.31)’in PIA(1,1) besinci iterasyon ¢oziimii ile MATLAB ddensd

fonksiyonu ile elde edilen sayisal ¢oziimiin karsilastirilmasi

Shampine [94] neutral tipi gecikmeli diferansiyel denklemler gelistirdigi

sayisal yontemin MATLAB fonksiyonu paket programin kiitiiphanesine ddensd ismi
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ile eklenmistir. Problem (4.31)’in PIA(1,1) besinci iterasyon ¢oziimii ile MATLAB 1n
ddensd fonksiyonu ile elde edilen sayisal ¢oziimiiniin karsilastiriimasi Sekil 4.8.’de

verilmistir.

4.2.3. Sayisal Ornek 3
Lineer olmayan pantograf tipi gecikmeli diferansiyel denklemin

t
W@ =-22(3)+1, 0=t (4.38)
baslangi¢ kosulu
u(0) =0 (4.39)

ile tam ¢6ziimii u(t) = sin(t) dir [95].

(4.38) denkleminin (3.10) kapali formunda u? G) pantograf teriminin

ontindeki katsay1 suni perturbasyon parametresi ¢ = 2 alinarak asagidaki formda

yazilmstir.

t
F(u',uuy, & t) = u'(t) + su? (E) -1=0 (4.40)

PIA(1,1) algoritmasinda verilen (3.14) denkleminde sifir olmayan terimler

Fy=1
t

F o= (E) (4.41)

F=u,(t)—-1

olarak bulunur. (3.14) denkleminde verilen perturbasyon agiliminda n. diizeltme

terimi i¢in asagidaki iterasyon formiilii elde edilir.
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t\  u,(t)—1
I (®) =~ (5) - — (442
2 2
Baslangi¢ fonksiyonu
Uy =t (4.43)
olarak segcilirse, PIA(1,1) ¢oziimleri
1
=t——t3
Uy c
1 1 1
3 6" T120" " Bo64
D 1 34 1 5 1 N 61 9 (4.44)
BTETE T1200 T 50400 T 23224320
67 1 1

£11 4 13 _ 15
3406233600 12881756160 7990652436480

elde edilir. Farkli n iterasyon degerleri icin maksimum mutlak hata degerleri Tablo
4.6.’da verilmistir. Burada n iterasyon degeri arttikga elde edilen PIA ¢odziimlerinin

maksimum mutlak hata degerlerinin azaldig: gériilmistiir.

Tablo 4.6. Problem (4.39)’un ilk alt1 iterasyon PIA(1,1) ¢dziimlerinin maksimum

mutlak hata degerleri

n 1 2 3 4 5 6
E, 813e—3 7.16e—-5 123e—7 438e—11 291e-—15 5.35e—20

Problem (4.39) literatiirde [95, 96], Homotopi Asimtotik Metot (HAM) ve
Optimal Homotopi Asimptotik Metot (OHAM) ile ¢oziilmistir. HAM yontemi
problemin yakinsama bodlgesi ve ayarlanmasi esasina dayali iken, OHAM yo6nteminde
benzer bir yaklagim esas alinsa da HAM yonteminden esneklik derecesi agisindan daha
iyi bir yontem oldugu ortaya konmustur [60]. Problemin HAM ile elde edilen
maksimum mutlak hata degeri 1.2 X 107% ve OHAM ile elde edilen maksimum
mutlak hata degeri 4 X 1078 iken PIA(1,1) ile elde edilen maksimum mutlak hata
degeri 5.35 x 10720 dir. Ayrica, Sekil 4.9°da, (4.39)’un PIA(1,1) algoritmasi ile elde

47



edilen ilk ii¢ iterasyon ¢dziimleri (n = 1, 2, 3) ile problemin tam ¢6ziimii verilmistir.

Gortildiigii gibi n degeri arttikga PIA ¢ozliimii tam ¢oziime yakinsamaktadir.

0 04 08 12 16 2 + 24 28 32 36 4 4,4

Tam C6zim  ===-- PIA(1,1) Birinci Iterasyon Coziimii

- - = PIA(1,1) ikinci Iterasyon Coéziimii ~ — = =PIA(1,1) Ugiincii iterasyon Coziimii

Sekil 4.9. Problem (4.39)’un PIA(1,1) ile elde edilen ilk {i¢ iterasyon ¢oziimii ile

problemin tam ¢oziimiiniin karsilastirilmasi
4.2.4. Sayisal Ornek 4

Asagidaki ikinci mertebeden lineer olmayan pantograf tipi gecikmeli

diferansiyel denklemin
t
W) = —u (E) —u2(t) +sint(t) + sin?(t/,) +8,  t>0  (445)

baslangi¢ kosullari
u(0) =2, u'(0)=0 (4.46)
altindaki tam ¢6ziimii u(t) = (5 — cos2t)/2 dir [97].

PIA(1,1) ¢bziimii;
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(4.45) denklemi & =1 suni perturbasyon parametresi ile (3.10) kapali

formunda asagidaki gibi yazilir.

F@'", u',u,uy, & t)
— W) +e <u (5)+2 (x)) ~ sin*(t) (4.47)
i ()

(4.47) denklemi kullanilarak (3.14) denkleminde verilen PIA(1,1) algoritmasindaki

sifir olmayan terimler agagidaki gibi bulunur.

F,r=1
t 2
F; = uy (5) + up (1) (4.48)

F =ull(t) — sin*(t) — sinz(t/z) -8

(4.48) denklemindeki terimler (3.14) denkleminde yerlerine yazilir ise ele

alinan problemin diizeltme terimini bulacagimiz denklem elde edilir.

t
) (0 = —u, (E) —ull(6) — u3(E) + sin*(£) + sin?(t/,) + 8 (4.49)
Denklemin (4.46) kosullarint saglayan baslangic fonksiyonu

olarak segilir ve (4.49) denklemine uygulanirsa asagidaki ¢oziimler elde edilir.
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L SRV
= — — = 5 _—
Y1770 8° 40°¢
t

3 5 7

= 2096 cos(2t) + 2cos (5) + ﬁcos(Bt) ~ 33768 cos(4t)
1 1

~ %400 cos(5t) — 36864 cos(6t) + 5097152 cos(8t)

839 23 23 23 (4.51)

———cost + —t?cost ———tsin(2t tsin(4
128605 +16t cos 128tsm( )+16384 sin(4t)

+ 23 t2cos(2t) t?cos(4t) 231: int
256 coS 16384 coS 7 sin
178493 4439 529 3043867103

2 4 6
* 65536

U;

~12288° 7680° T 471859200

PIA(1,1) algoritmastyla bulunan birinci iterasyon ¢oziimii, VIM ile elde edilen
birinci iterasyon ¢oziimii ile ayn1 sonuglar1 vermistir [97]. Ote yandan, Sekil 4.10 ve
Sekil 4.11” de goriildiigii tizere ikinci ve tiglincii iterasyon PIA(1,1) ¢oziimleri VIM ile

elde edilen ¢oziimlere gore tam ¢oziime daha yakindir.

3,2

3 ./'

0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1

Tam Cézim === PIA(1,1) ikinci iterasyon Coziimii
- - = VIM Ikinci iterasyon Céziimii

Sekil 4.10. Problem (4.45)’in ikinci iterasyon PIA(1,1) ve VIM ¢oziimleri ile tam

¢Oziimiin karsilastirilmasi
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2,8
2,7
2,6
2,5

£24

2,3
2,2

2,1

0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1

Tam C6zim ~ ====- PIA(1,1) Ugiincii Iterasyon Coziimii

- - = VIM Ugiincii Iterasyon Coziimii

Sekil 4.11. Problem (4.45)’in {igiincii iterasyon PIA(1,1) ve VIM ¢oziimleri ile tam

¢Ozimiin karsilastirilmasi
PIA(1,2) ¢oziimii;

(4.45) denklemine (3.16) denkleminde verilen PIA(1,2) algoritmasini
uygulamak icin denklemin lineer olmayan u?(t) teriminin ve pantograf u(%)

teriminin 6niine uygun suni & parametresi konularak problem, (3.10) kapali formunda

asagida yazilmistir.

Fu",u',u,uy, & t) =

u’() + eu’(t) + e%u (%) - (sin4(t) + sin? (%) - 8) =0 (452

burada ¢ = 1 dir. (3.16) PIA(1,2) algoritmasinin sifirdan farkli terimleri
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F,r=1

e = Zun(t)
F =uz(®)
t (4.53)
Fee = 2uy <_)
2
t
F =}/ (t) — sin*(t) — sin? (E) -8

olarak elde edilmistir. (4.52) denkleminin (4.53)’de verilen terimleri (3.16)

denkleminde yerine konursa diizeltme terimini veren denklem asagidaki gibi bulunur.

(U + 2u, () () ()
=~y (3) = wi® ~ w3® + sint(®) + sin? (5)  (454)

+8

Problemin baslangi¢ kosullarin1 saglayan baslangi¢ iterasyon fonksiyonu
(4.50), (4.54) algoritmasinda uygulanarak problemin PIA(1,2) birinci iterasyon

¢Ozumu

263 49 1 1
= g ~gg 0820 ~ 35 005" (20) + g5 cos*(©)
(4.55)

1 1
-2 tsin(t)cos(t) — 3 cos(t)

olarak bulunur.

Sekil 4.12°de, (4.51)’ de verilen problemin, PIA(1,2) algoritmasi ile elde edilen
birinci iterasyon ¢6ziimii, VIM ile elde edilen ¢oziimler ve problemin tam ¢oziimii
karsilastirilmistir. Burada agikga goriildiigii tizere PIA(1,2) algoritmasiyla elde edilen
birinci iterasyon ¢oziimii VIM ile elde edilen ilk ii¢ iterasyon ¢oziimiinden daha iyi

sonug vermistir.
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’
’
/
2,8 7
/ o
7/ P *
/ 7 _
2,6 Lo .-
'd ¥ ” -
E P e o 4;
= 7 . Ve
2,4 -, ,, '/"”
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Sekil 4.12. Problem (4.45)’in PIA(1,2) algoritmasi ile elde edilen birinci iterasyon
¢oziimiiniin VIM ile elde edilen ikinci ve iigiincii iterasyon ¢6ziimleri ve problemin

tam ¢Oziimiin karsilastiriimasi

4.2.5. Sayisal Ornek 5

Degisken katsayili lineer olmayan pantograf tipi gecikmeli diferansiyel

denklem
W) = u() - o (£> £>0 (4.56)
t 2
ve baslangi¢ kosullari
u(0) =0, u'(0)=1 (4.57)

ile verilen problemin tam ¢oziimii u(t) = te~¢ dir [72].

(4.56) denklemi & =1 olarak secilen suni perturbasyon parametresi
kullanilarak (3.10) kapali formunda
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Fw", u',u,ug, & t) =u"(t) + ¢ (tgz u? (%) - u(t)) =0 (4.58)

Seklinde yazilabilir. PIA(1,1) algoritmasinda verilen tiim sifirdan farkli terimler

(4.58)’den asagidaki gibi elde edilir.

Fun =1

8 t
Eo= ol (2) - ua® (4.59)
F =ull(t)

(4.59) denkleminde elde edilen tiim terimler (3.14) algoritmasinda yazilirsa her

bir iterasyon i¢in

8
WO = = 2 (5) + w(® - w1 © (4.60)

diizeltme terimi elde edilir. (4.57) baslangi¢ kosullarini saglayan baslangig iterasyon

fonksiyonu
uy(t) =t (4.61)

olarak secilirse (4.60) denklemi ile diizeltme terimleri bulunur. (3.4) agilim

kullanilarak problemin PIA(1,1) ¢oziimleri asagidaki gibi elde edilir.

1
u, (t) =t —t? +gt3

1 5 1 1 (4.62)
=t—t>+—-t3 ——t*+—t>———1t°
T‘Z( ) T2V 7360 T80! T 8640

Farkli n iterasyon sayilar1 igin maksimum mutlak hata degerleri E,, Tablo
4.7.°de verilmistir. Burada iterasyon sayis1 arttikca maksimum mutlak hata

degerlerinin diizgiin bir sekilde azaldig1 goriilmektedir.
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Tablo 4.7. Problem (4.57)’ninn = 2,3, ..., 7 igin PIA(1,1) ¢6zlimlerinin maksimum
mutlak hata degerleri

n 2 3 4 5 6 7

E, 56le—3 159 -5 2.75e—7 3.68e—9 6.76e—11 4.94e—13

4.2.6. Sayisal Ornek 6

Ikinci mertebe lineer olmayan pantograf tipi gecikmeli diferansiyel denklem
X
') = W@P + uE@Pu(3),  x=0 (4.63)

ve sinir kosullari

u@ =1 u() :% (4.64)

ile tanimli problemin tam ¢6ziimii u(x) = 1/(1 + x) dir [73, 74].

(4.63) denklemi asagidaki formda & perturbasyon parametresi ile asagidaki

formda yazilir.

=0

Burada € = 1 alinmustir. (4.65)’in PIA(1,1) algoritmast i¢in sifirdan farkli terimleri

Fyr=1
F=- (([unm]z + [ (01t (g)) (4.66)
F=uj/(x)

olarak bulunur. (4.66)’da verilen terimler (3.14) PIA(1,1) algoritmasinda yerine
konursa
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(W () = —uy/(x) + (([u(x)]z + [ () Pt (§)> (4.67)

diferansiyel denklemi elde edilir. Problemin baglangi¢ kosullarini saglayan baslangi¢

fonksiyonu;

uy(x) = 1 —; (4.68)

olarak segilebilir. (4.68) baslangig iterasyon fonksiyonu (4.67) denklemine yazilir ve
elde edilen diizeltme terimi ile (3.4) ag¢ilimi kullanilarak PIA(1,1) ¢ozlimleri asagidaki

gibi bulunur.

073, 1 18, 3 o 1
960 * T 2% T96* T160" T960” (4.69)

u(x) =1

Sekil 4.13’de PIA(1,1) algoritmasinin ilk ii¢ iterasyon ¢oziimii ile problemin

tam ¢Oziimii verilmistir. Iterasyon ¢dziimleri tam ¢dziime yakinsamaktadir.

56



N\
0,9 RN
’ N\
™
0,8 A
S . X ~
o) S, X >
< >
: 0,7 b ~ X > -
0,6 T~ TTSs
0,5 B
0,4
0 0,2 0,4 X 0,6 0,8 1
Tam Coziim - - = PIA(1,1) Birinci Iterasyon Coziimii
- = =PIA(1,1) Ikinci Iterasyon Coziimii ~ ----- PIA(1,1) Ugiincii Iterasyon Coziimii

Sekil 4.13. Problem (4.63)’tin PIA(1,1) algoritmasinin ilk ii¢ iterasyon ¢oziimii ile

problemin tam ¢6ziimiiniin karsilastirilmasi
Sekil 4.14°de PIA(1,1) algoritmasinin ilk {i¢ iterasyon ¢oziimiiniin mutlak hata

fonksiyonlart verilmigtir. Maksimum mutlak hata degeri ilk iterasyon i¢in 0.03013

iken, tiglincii iterasyon degeri i¢in 0.00262 degerine diismiistiir.
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Sekil 4.14. Problem (4.63)’iin PIA(1,1) algoritmasinin ilk ii¢ iterasyon ¢dziimiiniin

mutlak hata fonksiyonlarinin grafiklerinin karsilagtirilmasi

4.3. Gecmis Fonksiyonuna Dayali Gecikmeli Diferansiyel Denklemler icin
Sayisal Ornekler

Bu bolimde (3.17) formundaki gegmis fonksiyonuna dayali gecikmeli
diferansiyel denklemler igin Bolim 3.3.°de gelistirilen PIA(1,1) algoritmasi

kullanilarak gesitli sayisal 6rnekler ¢oziilmiistiir.

4.3.1. Sayisal Ornek 1
Ikinci mertebe lineer gegmis fonksiyonuna dayali gecikmeli diferansiyel

denklem

u'(t) = —%u(t) + %u(t — 1), t € [0,m], (4.70)
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ve gegmis fonksiyonu
h(t) =1 —sin(t), —nt<t<0. (4.71)

olan probleminin tam ¢oziimii u(t) = 1 — sin(t) dir [98, 99]. Burada (2.6)’da verilen
a=0, b=m ve T=m oldugundan (3.20)’den | = E] =1 alt aralikta ¢6zlim

bulunacaktir. Bu yiizden (4.70)’in PIA ¢6ziimi u,(t) = u,[;l (t) olarak alinir.
(4.70), (3.22) formunda & suni perturbasyon parametresi ile

FPr((P)”, ), ub e, t)

= (WP () + %suDl ) - %u”o (t —m) (4.72)

= WP)"(t) + %euDl(t) - %h(t —m)=0

olarak belirlenir. Burada D, = [—m, 0] dir. (3.27) algoritmasinin (3.26)’da verilen

sifirdan farkli terimleri

D —

Fumny' =1

p, 1 p,

B = 5u(© @.73)

1
FPv = (uP)n(0) — Sh(t—m)

olarak bulunur. (4.73)’teki terimler (3.27)’de yerine konursa

" 1 1
(@)1 = —5uR® - (WP - She = m)
(4.74)

1, 1 .
=— Eunl(t) — (WP () + > (1-sin(t —n))

diferansiyel denklemi elde edilir.

59



Problem ikinci mertebe (k = 2) oldugundan PlD1 (t) polinomunun katsayilar

matrisi  (3.30)’da  tanimlanan MP: = [(1) (1’ ve (331 de tammlanan
_ [R(0) 1 L ,
X (O) = 1 matrislerinin (3.29) da taniml

AP1 = (MP1)"1BD: = [_1 1] carpimina esit olacagindan, uOD1 (t) baslangic fonksiyonu

ug'(t) =P () =1—t (4.75)

olarak secilir ve (4.70) denklemi ve (3.24) ac¢ilimi ile PIA(1,1) ¢oziimleri asagidaki

gibi bulunur.

1 1 sin(t)
Dy _ _ 3
Ul =u () = —=t3—=t+1-—
SORINGET-REEIRE R

1 1 1 3sin(t)
Dy _ 5 3
= " — 1—

u, () = uy(t) = 480t +24t 4t+ 2

1 1 1 1 7sin(t)
Dq _ _ 7 £5 3
UL () = us(t) = t7 — —t3——t+1-—
3 (O =us(®) = 352958 ~og0¢ tagt "t 8 (4.76)

1 1 1
Dq _ r_ 9 7 5
U () = uy(t) = — t? + t’ — t
4 ® 4(0) 5806080 80640 1920
1, 1 15sin(t)

+—t3——t+1-

96 16 16

Sekil 4.15.”de PIA(1,1) algoritmasinin ilk dort iterasyon ¢oziimii ile problemin
tam ¢oziiml verilmistir. Gorildigii lizere iterasyon sayisi arttikga ¢oziimler tam
¢Oziime yakinsamaktadir. Problem (4.70)’in PIA(1,1) c¢oziimi icin gelistirilen
MATLAB kodu ve programin ¢iktilar1 EK A.4° de sunulmustur.
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Sekil 4.15. Problem (4.70)’in PIA(1,1) algoritmasinin ilk ii¢ iterasyon ¢oziimii ile

problemin tam ¢6ziimiiniin karsilagtirilmast

(4.70)’in PIA(1,1) c¢oziimlerinin maksimum mutlak hata degerleri ile Cubic
spline [99] ve Direk Adams-Moulton metot [99] yontemlerinin ¢odziimlerinin
karsilastirilmasi Tablo 4.8’de sunulmustur. Seong vd. [99] gelistirdikleri yontemlerin
hesaplama siirecinde kullandiklar1 kodlarin ¢agirdigr toplam fonksiyon sayisini
“Totally Called Function” (FCN) olarak adlandirmislardir. Ayrica PIA(1,1)
algoritmasimin ¢oziimlerinin elde edilme siireleri saniye cinsinden verilmistir.
Gorildigii gibi kesme siir n arttikga maksimum mutlak hata degeri azalmaktadir.
Ayrica PIA(1,1) ¢oziimii ile elde edilen ¢oziimler bu iki yontemle elde edilen sonuglara

gore daha 1yi sonuglar vermektedir.
Iterasyon sayisinin artmasi islemci siiresi (CPU) arttirmasma karsin

Maksimum mutlak hata degerinin ¢ok kii¢iik oldugu durumlarda dahi islem siiresi

birkag saniye olarak 6l¢tilmiistiir.
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Tablo 4.8. Problem (4.70)’in PIA(1,1) ¢6ziimlerinin Cubic spline ve Direk Adams-

Moulton yontemlerinin ¢éziimleri ile karsilastiriimasi

Cubic spline
DAM [99] PIA(1,1) PIA(L,1)
[99]
_ h = 7T/lo_ i FCN CPU zamani
i n E,
(Adim Sayisi) (s)

0 1.84e — 02 6.12e —06 122 4 4.32e — 05 2.712
1 4.62e — 03 3.10e—07 288 5 1.39e — 05 3.385
2 1.16e — 03 2.92e—-08 494 6 3.30e — 07 4.058
3 2.89e —04 2.87e—09 819 7 6.03e — 09 4.733
4 7.23e—05 231le—10 1231 8 8.75e — 11 5.406
5 1.81e =05 2.10e—11 1960 9 1.03e — 12 6.124
6 452e —06 6.37¢—12 3331 10 1.01e — 14 6.797

4.3.2. Sayisal Ornek 2

Ikinci mertebe lineer gecikme fonksiyonlu zaman gecikmeli diferansiyel

denklem

gecmis fonksiyonu ve baglangic degeri

u(t) =t?>+3t+2,

olan problemin tam ¢6ziimii

-1<t<0,

u'(t) +ult) =ult—1),
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(4 cos(t) —sin(t) +t2 +t—2 , 0<st<1
tcos(t) cos(1
—2tcos(t) sin(1) + ( )2 ) + t2
—4 4+ 2cos(1)(cos(t) + tsin(t)) —t
cos(t)cos(1) t

u@ =t—5 — tpsin@sin(l) Rt
N (3‘305(2& + 4) cos(t)
N <_ cos(1) N 7sin(1) 1> sin(t)
\ 2 2
dir [76, 99].

(2.6)'da verilen @ = 0, b = 2 ve T = 1 oldugundan (3.20)'den J = |*| = 2 alt
aralikta ¢6ziim bulunacaktir. (4.77) probleminin tanim araligt D = [0,2] ve (3.21)’e
gdre problemin tanim arahg D = U%_, D; = D; U D, = [0,1] U [1,2] alt araliklarinin
birlesimi olarak yazilir. Boylece (4.77)’nin PIA ile n. iterasyon ¢dziimii (3.23)’den

ut(t) , teD; =[01]

I olarak alinir.
unz(t) ) t € DZ = [112]

un(t) = {

(4.77), (3.22) formunda ¢ suni perturbasyon parametresi ile

FPr = (wP)" () + euPi(t) —uPe(t—1) =0

FP2 = (uP2)"(t) + euP2(t) —uPr(t—1) =0 (4.79)

denklem sistemine doniistiiriiliir. Burada € = 1 alinmustir. (4.79) denklem sisteminin
u:j(t), (j=1,2) ¢odziimlerinin bulunmasi i¢in (3.27) algoritmasimin (3.26)’da

tanimlanan sifirdan farkli terimleri

Dj

(")

FDJ' — u:j(t) (4.80)

. =

II=1

FPi = (u:j)” (t) — uzj_l(t -1)

olarak bulunur. Bu terimler (3.27) PIA(1,1) algoritmasinda yerine konursa;
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(ufj): ®=u’ () - (u:j)” ®+w '(t—1), j=12  (481)

diferansiyel denklemi elde edilir. (4.81) denklemi (4.77)’nin tanim araligindaki alt

araliklarin ¢oziimlerinin bulunmasi i¢in kullanilacaktir.
Jj = 1i¢in;

VneN? icin ul(t—1D =ut—1)=(t-12+3(0t—-1)+2
oldugundan (4.81) denklemi D, alt araliginda;

@) (®=-ur@® - () ©-¢-1D*-3t-1)-2 (482

olacaktir. (4.77) problemi ikinci mertebe (k = 2) oldugundan PlD t(t) polinomunun

katsayilar matrisi (3.30)’da tanimlanan MPt = [é 2 ve (3.31)’de tanimlanan B”t =

h(O)] _ 12 . . ,
20y T [0] matrislerinin (3.29) da tamml

AP1 = (MP1)"1BD1 = [(2)] carpimina esit olacagindan, uOD1 (t) baslangi¢ fonksiyonu

ug (t) = P (t) = 2 (4.83)

olarak secilir. Boylece (4.77) denklemi ve (3.24) agilimi ile PIA(1,1) ¢oziimleri

asagidaki gibi bulunur.
t* 3
ut(t) =Gte -2
(4.84)
D, A o S
U, () =——=——t+—+——t"+ 2

360 120 6 6

Jj = 2 i¢in;
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ugla,_l)::__a—n6__a—n54_a—n44_a—n3__(

t —1)?> + 2 oldugundan
360 120 6 6

(4.81) denklemi

(t'— D°  (t-1)°
60 120

() () = —ur () — (u2?)" () -

t-D* (-1)°
+ 6 + 6

(4.85)
- (t—-1)%*+ 2

olacaktir. (4.77) problemi ikinci mertebe (k = 2) oldugundan PlD2 (t) polinomunun

katsayilar matrisi (3.30)’da tanimlanan MPz = [(1) 1 ve (3.31)’de tamimlanan
ug*(1) ol - 4 o0
BPz = ) (1) 107 matrislerinin  (3.29)° da tammh APz = 107
120 120
carpimina esit olacagindan, uo2 (t) baslangig¢ fonksiyonu
797 107
up2(t) = P2 (1) = 360 120° (4.86)

olarak se¢ilir. Boylece (4.77) denklemi ve (3.24) agilimi ile PIA(1,1) ¢oziimleri

asagidaki gibi bulunur.
D, 2
= - - —+—- 2
(0 20160 * 5040 180 120 6 * 6 e
£10 +9 +8 +7 £6 £5
b2y = — — — — 4.87
t) = + +
Uz () 1814400 362880 10080 5040 360 120 (4.87)
tt 3
t—+——t2+ 2
6 6

Boylece ele alinan (4.77) probleminin PIA(1,1) algoritmasiyla 2. iterasyon ¢oziimii
(4.84) ve (4.87)’den
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(Lt 1'L5+t4+t3 t?+ 2 teD
360 120 6 6 ’ 1
t10 t9 t8 t7

- - + +
1814400 362880 10080 ' 5040
to > t* 3 5 ’

_———————+—— 24 2

\ 360 120 6 + 6 +

U, (t) = A (4.88)

t € D,

olarak bulunmus olur.

Seong ve ark. [99] bu problemi ¢6zmek i¢in Direk Adams-Moulton Metodunu
(DAM) ve Martin ve ark. [76] ise Variable multistep metodunu (VMM)
kullanmiglardir. DAM yo6ntemi direk metot ve sabit adim boyutlar1 kullanilarak
gelistirilmis bir yontem iken VMM yontemi c¢esitli adim boyutlarina dayali bir
yontemdir. Tablo 4.9’da problem (4.77)’nin PIA(1,1) c¢oziimlerinin belirli
noktalardaki mutlak hata degerleri ile DAM [99] ve VMM [76] yontemleri ile elde
edilmis ¢oziimlerin mutlak hata degerleri verilmistir. Tabloda acik¢a goriildiigii gibi
PIA(1,1) ile elde edilen ¢oziimlerin hata degerleri diger iki yonteme goére daha iyi
sonuglar vermistir. Seong ve ark. tarafindan tanimlanan toplam fonksiyon ¢agirilma
sayilar1 da (FCN) tabloda sunulmustur. iterasyon sayisi n = 5 oldugunda PIA(1,1)
algoritmasi i¢in ¢agirilan fonksiyon sayisi 52 iken, n = 6 i¢in 60 olarak belirlenmistir.
Seong ve ark. bir kodun sayisal hesaplamalar1 yapabilmek i¢in toplam kullandig1
fonksiyon sayisint FCN olarak tanimlamustir. Ayrica, PIA(1,1) algoritmasinin

karmasiklig1 O(n?) mertebesindedir.
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Tablo 4.9. Problem (4.77)’nin PIA(1,1) ¢oziimiiniin diger sayisal yontemler ile

karsilastirilmasi
VMM
DAM [99] PIA(L,1)
[76, 99]

t FCN n=>5 n==~6
0.1280 4.98e — 08 1.18¢e — 09 61 8.03e —20 7.23e—24
0.2360 1.72e — 07 1.37¢ — 08 67 1.23e —16 3.78e — 20
0.3418 3.58e — 07 6.10e — 08 67 1.04e — 14 6.73e —18
0.4444 591e — 07 1.76e — 07 67 242e —13 2.64e—16
0.5440 8.58e — 07 7.82e — 07 67 2.73e —12 4.46e —15
0.6412 1.14e — 06 2.57e - 07 67 1.95e — 11 4.44e - 14
0.7346 1.44e — 06 1.36e — 06 67 9.95e —11 2.96e — 13
0.8264 1.75e — 06 2.21e—06 69 4.07¢ —10 1.53e—12
0.9136 2.05e — 06 3.35e—-06 73 1.34e — 09 6.23e —12

1 2.34e — 06 4.86e — 06 73 3.96e —09 2.19e-—11
1.1264 497e — 08 9.91e — 09 6.04e — 11
1.2368 1.91e — 07 1.49¢ — 08 9.33e —11
1.3405 4.05e — 07 1.95e - 08 1.23e—10
1.4440 6.88e — 07 2.39e—08 1.51e—-10
1.5420 1.01e — 06 2.78e — 08 1.77e — 10
1.6386 1.37e¢ — 06 3.14e - 08 2.01e—10
1.7309 1.75e — 06 3.45e—-08 2.21e—10
1.8206 2.14e — 06 3.72e — 08 2.38¢ —10
1.9103 254e — 06 393e—-08 2.53e—-10

2 2.94e — 06 4.05e — 08 2.61e —10

Problem (4.77)’nin farkli iterasyon degerleri i¢in PIA(1,1) ¢6ziimlerinin
maksimum mutlak hata degerlerinin karsilastirilmasi ve ¢oziimlerin elde edilme
siireleri Tablo 4.10° da sunulmustur. Buna gore, kesme smirinin artmast mutlak
maksimum mutlak hata degerlerini diisiiriirken, ¢oziim siiresini arttirmaktadir. Buna
karsin yiliksek hassasiyetteki ¢oziimler i¢in PIA(1,1) algoritmasi ile ¢oziim birkag

saniye gibi kisa siirelerde elde edilmektedir.
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Tablo 4.10. Problem (4.77)’nin farkli iterasyon degerleri i¢in PIA(1,1) ¢6ziimlerinin
maksimum mutlak hata degerlerinin ve ¢oOziimlerin elde edilme siirelerinin

karsilastirilmasi

n 2 3 4 5 6
E, 125e—02 3.10e—04 4.44e—-06 4.05e—08 2.61e — 10
CPU

2.69s 3.94s 5.26s 6.48s 7.66s

suresi

4.3.3. Sayisal Ornek 3
Birinci mertebe lineer olmayan gecikme fonksiyonlu zaman gecikmeli

diferansiyel denklemin

W) =1+u(t) - 2u (—) —w(t-m), O<t<m (4.89)

gecmis fonksiyonu
h(t) =cos(t), t<0 (4.90)

olarak verilmistir [94]. Burada a = 0, b = m ve t =  oldugundan (3.20)’den J =

E] = 1 alt aralikta ¢6ziim bulunacaktir. Bu yiizden (4.89)’un PIA ¢oziimii u,(t) =

uﬁl (t) olarak alinir.
Denklem (4.89), (3.22) formunda & suni perturbasyon parametresi ile

FP1((uPr), uPr,uPo(t), ¢, t)
2
= WP)"(t) — 1 — uP1(t) + 2eulr (%)
+ (uPo)' (t — m) (4.91)

= @P)"(0) — 1 — uPi(t) + 2euPs (%)

—sin(t—m) =0
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olarak belirlenir. Burada € = 1 olarak alinmistir. (3.27) algoritmasinin (3.26)’da

verilen sifirdan farkli terimleri

b _ oo (EY) (4.92)
o= (”” (2))

FP1 = (uP1)!(t) — 1 — ubi(t) — sin(t — 1)

olarak bulunur. (4.92)’deki terimler (3.27)’de yerine konursa

(@), @ = (), ©

= —WP)L () + 1+ ubt(t) + sin(t — m) (4.93)
¢ 2
£ (”31 (z))
diferansiyel denklemi elde edilir. ug *(t) baslangi¢ fonksiyonu

olarak secilirse (4.93) denklemi ve (3.24) agilimi ile PIA(1,1) ¢6ziimleri asagidaki gibi

bulunur.

cos(t) et sin(t)
WO =wm® =—F——5+——+1
12 cos (5) ¢ 4sin (5) 47t
D _ _ 2] 4k 2
uzl(t) = uz(t) = T 4ez + 5 + 20 (495)
2
3 (cos (5)) tet £y t 3co0S (5) 3
N V7 ez +—_ 2/ 4 =
+ > > 2 cos (2> ez + > + 7

Sekil 4.16.’da (4.89)’un PIA(1,1) algoritmasinin besinci iterasyon ¢oziimii ile
problemin MATLAB ddensd fonksiyonu ile ¢6ziimii verilmistir. PIA ile elde edilen
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¢oziim problemin ddensd fonksiyonu ile elde edilen sayisal ¢oziimii ile aynidir. Sekilde
goriildigi gibi PIA(1,1) ¢6zlimii, ddensd fonksiyonu ile elde edilen sayisal ¢oziim ile

uyumludur.

0,8

0,3

u(t)

0,2

-0,7

-1,2
0 0,444 0,889 1,333 ¢ 1,777 2,221 2,666 3,11

Sayisal Coziim (ddensd) - = =PIA(1,1) Besinci Iterasyon Coziimii

Sekil 4.16. Problem (4.89)’un PIA(1,1) algoritmasinin besinci iterasyon ¢oziimii ile
MATLAB ddensd fonksiyonu ile ¢6ziimiiniin karsilastirilmasi
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5. PERTURBASYON-ITERASYON METODUNUN MUHENDISLIK
PROBLEMLERINE UYGULANMASI

Bu boliimde, 3. Boliim’de gelistirilen PIA algoritmalarinin etkinligini 4.
Boliim’de ¢oziilen sayisal 6rnekler ile dogruladigimiz perturbasyon-iterasyon yontemi
cesitli mithendislik problemlerine uygulayacagiz. Yontem, gecikmeli diferansiyel
denklem ile modellenmis mekanik problemleri olan, gecikmeli Mathieu denklemine,
gecikmeli soniimlii Mathieu denklemine ve takim tezgahi titresim denklemine

uygulanmistir.

5.1. Gecikmeli Mathieu Denkleminin Perturbasyon-iterasyon Metodu ile

Coziimii

Mathieu denklemi linecer olmayan titresim teorisinin en Onemli
denklemlerinden birisidir [100]. ilk olarak eliptik membranin titresim probleminde
tartigilan denklem, Mathieu’nun kendi ismi ile anilmistir [101]. Bunun yaninda
Mathieu denkleminin farkli formlar1 birgok miithendislik probleminde ortaya ¢ikmustir.
Bunlardan biri periyodik zorlamali sistemlerdir. Sekil 5.1°de sunulan diisey dogrultuda
periyodik hareketli mesnetli matematiksel sarkag¢ problemi bunlardan biridir. Sistemin

hareket denklemi

g A > .
" = 5-
u’ + (— — —cost | sinu 0 ( 1)

dir [101]. Burada u yer degistirme agisi, g yergekimi ivmesi, L sarkacin uzunlugu, A

genlik ve mesnetin diisey hareketi Acost dir. Sistemin zorlama frekansi Q ve dogal
frekans1 w, = \/% olarak tanimlanir. Mesnetin hareketi AcosQt ve sinu~u kabul

edilirse (5.1) denklemi
AQ?
u’ + | we? — Tcosﬂt u=0 (5.2)

formuna doniisiir. Denklemi boyutsuz hale getirmek icin t — Qt doniisimi (5.2)

denklemine uygulanir. Diger taraftan boyutsuzlastirma parametreleri
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A 2
e=-1, s=-9_ _%_ (5.3)

olarak tanimlanirsa (5.2) denklemi asagidaki formda yazilir.

u'" + (6 + ecost)u = 0 (5.4)
Ikinci mertebe lineer adi diferansiyel denklem olan (5.4) denklemi klasik Mathieu
denklemidir. (4.97) denkleminin farkli formlar1 da Mathiue denklemi olarak

adlandirilmaktadir. Kovacic ve ark. [55] bu denklemlerin bir arada sunuldugu bir

calisma yayinlamislardir.

‘ A cost

Sekil 5.1. Diisey dogrultuda periyodik hareketli mesnetli matematiksel sarkag
problemi [55]

Parametrik hareketli mesnetli olan bir sisteme bagli salinim yapan bir sistemi
denge konumuna getirebilmek i¢in lineer bir kontrol kuvveti uygulanirsa, geri
bildirimden kaynaklanan bir gecikme olacaktir. Gecikmenin sisteme etkisi, iKinci

mertebe lineer gecikmeli diferansiyel denklem olan gecikmeli Mathieu denklemi

u''(t) + (8 + ecost)u(t) = qu(t — 1) (5.5)
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ile tanimlanmistir [102]. Burada { gecikme teriminin katsayist ve gecikme temel
period degeri 2 ye esittir [102]. Probleminin baglangi¢c kosullart u(t) = 0.001,

—17 <t < 0veu'(0) = 0 olarak alinmistir.

Boliim 3.3’de sunulan PIA algoritmasi ile Gecikmeli Mathieu denkleminin

¢Oziimiinii [0, 47r] araliginda bulalim.

(2.6)’da tanimlanana = 0, b = 4 ve T = 2 oldugundan (3.20)’den | =

% = 2 alt aralikta ¢6ziim bulunacaktir. (5.5) probleminin tanim araligi D =

[0,47] ve (3.21)’e gdre problemin tamim araligi D = U%, D; = D; U D, = [0,2] U
[27, 47] alt araliklarin birlesimi olarak yazilir. Boylece (4.77)’nin PIA ile n. iterasyon
ull(t) , teD, =[02n]

D olarak alinir.
u,’(t) , teD,=[2m4n]

¢ozimi (3.23)’den u,, (t) = {

(4.99), (3.22) formunda & suni perturbasyon parametresi ile

FPr = (uP)"(t) + (6 + ecost)uli(t) — (ulo(t —17) =0

FPz = (uP2)""(t) + (6 + ecost)uP2(t) — quPli(t — 1) = 0 (5.6)

denklem sistemine donistirtlir. (5.6) denklem sisteminin u:j(t), (j=12)

¢oziimlerinin bulunmasi i¢in (3.27) algoritmasinin (3.26)’da tanimlanan sifirdan farkl

terimleri

Pl =
uJ (5.7)
P;Dj = costuﬁj(t)

= () (0 + 8, (®) — Gyt~ 1)

olarak bulunur. Bu terimler (3.27) PIA(1,1) algoritmasinda yerine konursa;
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() @0 +5 ().

= —costusj(t)
iz 5.8
(un’) @ +8u,"(®) = qu, (¢ = D) oY

)

&
j=1,2

diferansiyel denklemi elde edilir. (5.8) denklemi, (5.5)’in tanim araligindaki alt

araliklarin ¢6ziimlerinin bulunmasi i¢in kullanilacaktir.
6 =18, & = 1ve { = 0.5 i¢in problemin ¢6ziimiinii bulalim.
j = 1igin;

vn €Nt igin uﬁo (t — 2m) = u(t — 2m) = 0.001 oldugundan (5.8) denklemi

D, alt araliginda;

("), ©® +18(u"),
= —costup*(t) — (u,’ ) () + 18u-' (1) (5.9)

— 0.0005

olacaktir ve (5.5) problemi ikinci mertebe (k = 2) oldugundan P,”*(t) polinomunun

katsayilar matrisi (3.30)’da tanimlanan MP1 = [(1) (1)] ve (3.31)’de tanimlanan

. h(O)] 0.001 I
D; _ — 5
BYi = [u, o) = [ 0 ] matrisleri (3.29) da tanimli
AP1 = (MP1)"1BD1 = [0'%01] carpimina esit olacagindan, uODl(t) baslangi¢
fonksiyonu
21(t) = PP1(6) = 0.001 5.10
u,'(t) = PR 1(t) =0. (5.10)

olarak secilir ve (5.10) denklemi ve (3.24) acilimi ile PIA(1,1) ¢oziimleri asagidaki

gibi bulunur.
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" (®) = 513000 COS(3‘/—t) ~ 17000 5 * 35000
ufl(t) = %COS(3\/—Q + =12000 cos(t)
* 338000 %5 ©) (5.11)
— %COS(B\EQ cos(t)
722\({;0 sin(3v2t) sin(t) + =eons

(5.11)’de sunulan 1. ve 2. iterasyon ¢dzlimlerinin yaninda 3. ve 4. iterasyon

PIA ¢oziimleri EK A.5’de sunulmustur.

Jj = 2 igin;

upt(t — 2m) = 33277 cos (3\/§(t - 2n)) cos(t — 2m) +

33796000 612000

2 63
238000 “0° (t —2m) — 23252000 €08 (3\/—(t - 2n)) cos(t — 2m) —
631v2_ . : 13 33277
7242000 > (Bﬁ(t B 27'[)) sin(t = 2m) + 2556 = F3796000 08 (3\/5“ B 27t)) +
2
s1z000 05 (1) + 5opa55 €0s”(8) — mrog €08 (3\/_“ B 27r)) cos(t) +
631\/_
7242000 ° (3\/_@ - 27'[)) sin(e) + 7oo0
oldugundan (5.8) denklemi
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() (®) +8(u?)

= —costu 2(t) (u ) (t) — 18uD2(t)

33277
+ O'S(W cos (3\/§(t — 27-[))
t 2
* 512000 “*®) * 238000 (5.12)
631
~ 13252000 cos (3\/5(1: - Zn)) cos(t)
631\/—
7242000 Sln (3\/_(1: —_ 27‘[)) S]n(t)
+ 13
476000)

olacaktir. (5.5) problemi ikinci mertebe oldugundan PlD2 (t) polinomunun katsayilar
matrisi u?l(t) ¢ozimii ve (3.30) ve (3.31) ¢oOzimleri hesaplanarak,

(3.29)’ da tamiml katsay1 matrisi elde edilir. Buradan ug %(t) baslangic fonksiyonu

ug?(t) = P*(t)

1039
= 1071000 <°s(6v2m)

30391 (5.13)
+-5069400VF}[$H(6VFH)4_133875

30391
10138800

\/_nsm(6\/_7r)t

olarak segilir ve (5.5) denklemi ve (3.24) agilimi ile PIA(1,1) ¢6ziimii asagidaki gibi
bulunur.
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u2(t)
_ 892813112904416637092824217957
"~ 31603965892678671397168349184000

cos(2t) 4_20772908464171673cos(t—-6«/?71)+3x/7t
13328000 54273512428139446272000

26323243161184921 cos(t + 6v2m) — 3V2t
- 54273512428139446272000
150612577646717851053529
~ 95959962671437087506432000
2214541899769534380210542855229
T 75568842706637735635449011607961600

(2v2 x 20772908464171673)cos(t — 6v2m) + 3V2t
9045585404689907712000

(2V2 x 26323243161184921)cos(t + 6v2m) — 3V2t
a 9045585404689907712000 (5.14)
2214541899769534380210542855229
T 8890452083133851251229295483289600

1993087709792580942189488569706 17 cos(3v2t — 6v2r)
2222613020783462812807323870822400

7849358604226099
+ 1507597567448317952000 2 205(3V2¢ ~ 6V2r)

8119986965821626060771990469173
10795548958091105090778430229708800

33277 _
- 6\/§7T) - mZﬁﬂ Sll’l(3\/§t - 6\/57'[)
33277

+ m 2\/51’ sm(3\/§t — 6\/57'[)

N 43042402838655619061
52683901074514479415296000

ufz(t) = ...

cos (3\/§(t — Zn))

cos(t)

sin(t)

t cos(t)

242 sin(3\/§t

Boylece ele alinan (5.5) probleminin PIA(1,1) algoritmasiyla 2. iterasyon

¢Oziimii elde edilmis olur. ikinci iterasyon ¢oziimii u?z (t) EK B.1’de sunulmustur.

Sekil 5.2°de gecikmeli Mathieu denkleminin ikinci iterasyon ve igiinci
iterasyon P1A(1,1) ¢oziimlerinin MATLAB dde23 kodu ile bulunan sayisal ¢oziimlerle

uyum gosterdigi goriilmektedir.
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0,0012

0,0007

0,0002

u(t)

-0,0003

SIERRARS

-0,0013

-

0 3,14 6,28 9,42 12,56
t

—— MATLAB Sayisal Coziim (dde23) = = =PIA(1,1) ikinci Iterasyon Coziimii
————— PIA(1,1) Ugiincii Iterasyon Coziimii

Sekil 5.2. Gecikmeli Mathieu denkleminin PIA(1,1) algoritmasinin ikinci ve ti¢lincii
iterasyon ¢6ziimii ile MATLAB (dde23) sayisal ¢oziimiiniin karsilagtirtlmasi (6 =
18.0,e =1, { = 0.5, ve T = 2n)

¢ = 0 durumu i¢in Klasik Mathieu denkleminin PIA(1,1) algoritmasi ile elde
edilen dordiincii iterasyon ¢ozimii ile gecikmeli Mathieu denkleminin dérdiincii
iterasyon ¢oOziimleri Sekil 5.3’de sunulmustur. Gecikme teriminin katsayist ¢ ‘nin
farkli degerleri ile gecikme teriminin sisteme etkisi agik¢a goriilmektedir. Gecikmeli
terimin sistemde soniim etkisi yaptig1 goriilmektedir. Burada klasik Mathieu denklemi
Boliim 3.1°de sunulan PIA(1,1) algoritmast ile gecikme teriminin katsayilari sifir

alinarak ¢Ozllmiistiir.
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-0,0012
0 3,14 6,28 9,42 12,56

Sekil 5.3. Gecikmeli Mathieu denkleminin gecikme teriminin katsayisinin farkli
degerleri { = 0, 0.5 ve 1 i¢in PIA(1,1) dordiincii iterasyon ¢oztimleri (§ = 18, € = 1,

T = 2m)

Sekil 5.4’de gecikmeli Mathieu denkleminin & =5 i¢in PIA(L,1)
algoritmasinin besinci ve altinci iterasyon ¢oziimii ile MATLAB (dde23) sayisal
¢Oziimiiniin karsilagtirilmasi verilmistir. PIA(1,1) algoritmasi ile elde edilen sonuglar
sayisal ¢Oziimle uyumludur. § = 18 ve d = 0.5 olmak iizere € = 1 i¢in sayisal
¢ozlim ile problemin {igiincii iterasyon PIA(1,1) algoritmasi ¢6ziimii uyumlu iken, € =
5 i¢in sayisal ¢oziim ile problemin altinci iterasyon PIA(1,1) algoritmasi ¢oziimii
uyumludur. Sistemin perturbasyon parametresi € arttik¢a sistemin sayisal ¢oziimiine

yaklagma hizinin azaldig1 gézlemlenmistir.
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0,0012

0,0007

0,0002

u(t)

-0,0003

V
SIARRARR

-0,0013

0 3,14 6,28 9,42 12,56
t
—— MATLAB Sayisal Coziim (dde23) - = =PIA(1,1) Besinci Iterasyon Céziimii
- - = PIA(1,1) Altinc Iterasyon Coziimii

Sekil 5.4. Gecikmeli Mathieu denkleminin PIA(1,1) algoritmasinin besinci ve altinci
iterasyon ¢oziimii ile MATLAB (dde23) sayisal ¢oziimiiniin karsilagtirilmasi (6 =
18.0,e =5, =0.5,vet = 2m)

Mathieu denkleminin periyodik mesnet hareketinin problemdeki teriminin
katsayisinin sisteme etkisi ii¢ farkli € degeri igin incelenmis ve gecikmeli Mathieu
probleminin PIA(1,1) c¢oziimleri Sekil 5.5°de verilmistir. Periyodik hareketin
katsayisinin ~ biliylimesi ile sistemin belirli periyotlarla genliginin arttig1
gozlemlenmistir. Burada, § = 18, { = 0.5 ve T = 2w olmak lizere, e =1vee =5
icin altinct ve € = 10 i¢in sekizinci iterasyon PIA(1,1) algoritmasi ¢oziimleri

sunulmustur.
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0,0012

0,0007

0,0002

u(t)

-0,0003

-0,0008

-0,0013
0,00 0,71 1,52 2,49 3,54 4,56 5,38 6,19 7,00 7,90 8,87 9,9311,0011,96

Sekil 5.5. Gecikmeli Mathieu denkleminin ¢ =1, 5 ve 10 degerleri igin PIA(1,1)
¢oziimleri (6 = 18, { = 0.5, T = 2m)

Sekil 5.6’da € =1, { = 0.5 ve T = 27 olmak {iizere, Gecikmeli Mathieu

denkleminin farkli § degerleri igin PIA(1,1) ¢6ziimleri sunulmustur. Bu degerin

degisiminin titresimin periyodunu etkiledigi acik¢a goriilmektedir.
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0,0012

0,0007

-0,0008

-0,0013
0 3,14 6,28 9,42 12,56

t
----- 5 ---10 —18

Sekil 5.6. Gecikmeli Mathieu denkleminin § = 5, 10 ve 18 degerleri i¢in PIA(1,1)

¢oziimleri (¢ =1, { = 0.5, T = 2m)

Sekil 5.3’de, gecikmeli Mathieu denkleminin gecikme teriminin katsayisinin
farkli degerleri i¢in gecikme teriminin etkisi arastirilmis ve gecikme teriminin sisteme

soniimleyici etki yaptigr gozlemlenmistir. Diger taraftan denklemin gecikme terimi

qu(t — D)~u(t) — {Tu'(t)

olarak kabul edilirse [1], gecikmeli Mathieu denkleminin gecikme terimi séniim terimi
olarak denkleme yazilir. Gecikme teriminin pozitif degerleri igin ({ > 0), kabul geregi
soniimleme artar ve sistemin salinimina yavaslatici etki yapar. Bu da elde ettigimiz

sonuglar ile uyumludur.
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Gecikme terimi i¢in sunulan bu kabul genel bir yaklasim sunsa da problemde
gecikme etkisinin tam olarak g6zlemlenmesine engel olabilecektir. Bu ylizden soniim
ve gecikme etkisini birlikte incelemek i¢in gecikmeli s6niimlii Mathieu denklemini
0zel olarak inceleyecegiz. Hem gecikme hem de soniim etkisinin birlikte incelenecegi
bu boliimde gecikme teriminin katsayisinin negatif deger almasi durumunda sisteme

etkisi de incelenecektir.

5.2. Gecikmeli Soniimlii Mathieu Denkleminin Perturbasyon-iterasyon
Metodu ile Coziimii
Ikinci mertebe lineer gecikmeli diferansiyel denklem olan gecikmeli séniimlii

Mathieu denklemi [102, 103]

u''(t) + ku'(t) + (6 + ecos(t))u(t) = qu(t — 1) (5.15)

seklinde tanimlanmustir.

Gecikmeli sonlimlii Mathieu denkleminin ikinci iterasyon PIA ¢6ziimi EK
B.2’de sunulmustur. PIA(1,1) besinci iterasyon ¢ézliimii ve birinci mertebe gelismis
¢ok kademeli homotopi perturbasyon yontemi (Enhanced Multistage Homotopy
Perturbation Mthod-EMHPM) [104] ¢6ziimii ile MATLAB dde23 kodu ile bulunan
sayisal sonuclar Sekil 5.7°de karsilagtirllmistir. PIA ¢6ziimiiniin EMHPM ile elde

edilen ¢oziime gore sayisal ¢oziimle daha uyumlu oldugu goriilmiistiir.
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-0,0015
0 3,14 6,28 9,42 12,56

t

= MATLAB Sayisal Céziim (dde23) - = =PIA(1,1) Besinci iterasyon Coztimii
- - - EMHPM

Sekil 5.7. Gecikmeli soniimlii Mathieu denkleminin PIA(1,1) algoritmasinin besinci
iterasyon ¢Oziimii ve birinci mertebe EMHPM ¢oziimii ile sayisal ¢oziimiiniin

karsilastirilmasi (k = 0.2, =3.0,e =1, = —1,ve t = 2n)
Sontimlii ve gecikmeli Mathieu denkleminde soniim teriminin sisteme etkisi

Sekil 5.8’de farkli soniim katsayilar1 ile analiz edilmistir. Buradan agikga

goriilmektedir ki aktif kontrol altinda soniim terimi sistemi soniimlemektedir.
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Sekil 5.8. Gecikmeli sontimlii Mathieu denkleminin soniim teriminin katsayisinin k =
0,0.1 ve 0.2 degerleri i¢in PIA(1,1) besinci iterasyon ¢oziimleri (6 = 18, e =1,7 =
2, { = 0.5)

Gecikmeli sonlimsiiz Mathieu probleminde gecikme teriminin katsayisinin
pozitif degerleri i¢in soniim etkisi olusturdugu gézlemlenmisti. Sekil 5.9’de soniimli
gecikmeli Mathieu denkleminin gecikme teriminin katsayisinin pozitif degerleri igin
ayni etki gézlemlenmistir. Ayrica gecikme teriminin negatif degerlerinin sistemin

hareketinin belirli bir genlikte kalmasina neden oldugu goriilmektedir.

85



0,0012

0,0008 \ (\

>
i

\ "
: L
! ‘ \ h
[ \ '. ] '|
0,0004 ! [ 1 1
(] ] [ |
0 ] N
i\
i
)
pegl
0
| |
W/
NV A
-0,0004 \ ) Vi \ 'l \
: Wi ' Vol \
\\" ‘\-’ “J’ ‘\‘I' ‘\
y
-0,0008 y \! v
v
iy
-0,0012
0 3,14 6,28 9,42 12,56
t
—0 -==05 = mm—-e- 0.87

Sekil 5.9. Gecikmeli sontimlii Mathieu denkleminin soniim altinda gecikme teriminin

katsayisinin { =0, 0.5 ve —0.87 degerleri i¢in PIA(1,1) doérdiincii iterasyon
¢oziimleri (6 =18,e =1,7 = 2m, k = 0.2)

5.3. Frezeleme Makinesinde Kesme Islemi Denkleminin Perturbasyon-

Iterasyon Metodu ile Coziimii

Artan endiistriyel rekabetin iiretici maliyetlerinin diismesini tesvik etmesiyle
tiretim stirecinde talash sekillendirme islemlerinin kullanim1 yayginlasti [105]. Talagh
sekillendirme isleminin etkinligi, talas debisinin oranina bagli olarak devir siiresi,
makinanin ¢alisma siiresi ve takim yipranmast gibi temel etkenlere baghdir. Bu
parametrelerin optimizasyonu 6nemlidir. Titresim ise bu optimizasyonu sinirlayan en

onemli etkenlerden biri olarak gorilmektedir [106]. Yineleme etkisi, takim
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tezgahlarimin titresimini agiklamada kabul gormiis en yaygin nedendir. Bu etki 6nceki
gecislerin disli gegisinden dolayi tirettigi dalgali parca ile ilgilidir [60, 106-108]. Bu
yineleme etkisi baska bir deyisle gecikme ihmal edilirse, sistemin modeli sontimlii bir
salinim problemine doniisiir ve bu sistem kararlidir. Bu da problemin dogru analiz
edilmesini imkansiz kilar. Bu yiizden ele alinan sistemlerin matematiksel olarak
modellenmesi ve elde edilen modelin sayisal ¢6ziimii 6nem kazanmistir. Bunun
sonucunda, bir¢ok arastirmaci bu alanda ¢alismakta ve bircok sayisal yontemi bu

problemin matematiksel modeline uygulamaktadir [104, 109].

Makine takimlarinin titresimi kompleks dinamik islemlerin en 6nemlilerinden
biridir. Makine takimlarinin hassasiyeti ve kesme islemi esnasinda olusan titresimden
dolay1 bu titresimleri agiklamak ve tahmin etmek i¢in birgok model ortaya konmustur.
Islenecek bir malzemeden talas seklinde parga ¢ikarilma islemi esnasinda meydana
gelebilecek kiigiik bir bozulma, islenecek parga tizerinde bir soniimlii titresime neden
olur. Islenecek parcanin yiizeyinde dalgalanmalar meydana gelerek, bir sonraki
adimda talas kalinliginda farkliliklar meydana gelir. Bu islemin mekanik modeli Sekil
5.10°da verilmistir. Takimin kesme kuvveti, islenecek pargcadaki ve takimdaki asil ve
gecikmeli yer degistirme degerlerine bagh olarak degiseceginden sistemde gecikme
olacaktir [1]. Bu gecikme etkisinden dolay1 olusan zaman gecikmesi olmakta ve takim
islemi (frezeleme islemi) gecikmeli diferansiyel denklemler ile matematiksel olarak
modellemektedir [60].

bir dnceki kesme isleminden
«4—— Kkavnaklanan dalgalanma

u(t —1)

N\

mevcut kesme igleminden
kaynaklanan dalgalanma

u(t)
takim

islenecek parca

Sekil 5.10. Frezeleme isleminde gecikme etkisinin mekanik modeli [1]
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Frezeleme isleminin mekanik modeli i¢in Sekil 5.11°de bir sematik diyagram
gosterilmistir. Modelin sadece u dogrultusunda esnek oldugu kabul edilirse, sistem tek
serbestlik dereceli olarak ele alinmis olacaktir. Takima etki eden kesme kuvvetlerinin

toplamindan sistemin hareket denklemi

u” () + 2wt (t) + wiu(t) = m_u (5.16)

m

olarak elde edilir [106]. Burada w,, sistemin agisal dogal frekansi, ¢ soniim katsayisi,

m,, aletin modal kiitlesi ve F, sifir helezonlu kesici i¢in u yoniinde kesme kuvvetidir.

i e A=
| ! ey

§ _|' _;"I"I'.\' -...'I_ _____.d"?':;;-— |I|' k
\ P\ = " ; :_, 2 ;l —
| :n' I. -.\ FU TR ;‘—-"'.,"-.",-"-,,— !:

:I" Il.l.l-. I|| l.'|I| ta.klm mrﬁ"‘. L1 |: e ] J
P \

e N
-q:ll tk\)z\-(.f. \\1 i
'} ilerlente._

—_— -

| islenecek parca u

Sekil 5.11. Frezeleme isleminin tek serbestlik dereceli mekanik modeli [106]

Frezeleme isleminde kesme kuvveti F, ve bilesenleri Sekil 5.12°de
sunulmugtur. j. dig tizerindeki kesme kuvveti F;’nin tegetsel kesme kuvveti bileseni
Fi; ve normal kesme kuvveti bileseni Fy; olmak iizere, u dogrultusunda, j. dis

tizerindeki kesme kuvveti
Fuj = g(¢;(0))(=Fy; cos(p; (1)) — Fnjsin(ep;(1))) (5.17)

olarak bulunur. (5.17)’de tamimli g(¢;(t)) fonksiyonu, anahtarlama fonksiyonudur.

j. dis kestiginde degeri 1, diger durumlarda 0 dir [110, 111].

1, ¢y <o 421 <
g(#;®) = {0 ’ Pse < ¢’(2§§; m<¢ (5.18)
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Burada ¢ ve ¢, parganin disliye giris ve ¢ikis agisidir.

Takimin donme yonii ve ilerlemesi arasindaki iliski temel alinarak asagi
frezeleme ve yukari frezeleme seklinde iki frezeleme yontemi tanimlanmaktadir. Her
iki frezeleme temelde ayni sonuglar vermesine karsin dinamikleri birbirinden farklidir.
ay kesme oranmin agisal derinligi olarak tanimlarsak, sistem ¢g = 0 ve ¢, =
arccos (1 — 2ay,) i¢in yukari frezeleme, ¢ = arccos (2a; — 1) ve ¢, = m iginse

asag1 frezeleme yapmaktadir [104].

Sekil 5.12. Frezeleme isleminde kesme kuvvetinin (F;) bilesenleri [106]

Tegetsel ve normal kesme kuvveti bilesenleri dogrusallastirilmis kesme
katsayilar1 K; ve K, nin ¢arpimi olarak kabul edilir. a,, kesmenin nominal derinligi

ve w ani talas genisligi olmak iizere

ve

dir. w;(¢t) fonksiyonu, her bir dis icin ilerleme biiyiikliigii olan h degerine, j. disin
acisal konumu olan ¢;(t) fonksiyonuna ve yapinin esnek yondeki yinelenmesine bagl

olacak sekilde asagidaki gibi yazilir.
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w;(t) = hsin (qb]- (t)) + [u(t) — u(t — 7)] sin (qu(t)) (5.21)

burada zaman gecikmesi iki disli arasindaki gegis periyoduna esittir. Yani T = 60/nz,

dir. n devir/dak cinsinden hiz ve z,, takim dis sayisidir.

(5.18), (5.19), (5.20) ve (5.21) denklemleri (5.17) denklemine yazilir ve z,

takim dis sayis1 kadar toplanirsa, dis tizerindeki kesme kuvvetinin u bileseni

Fu() = ) g(9;(®)[ Kb cos(¢;(0)
j=1

5.22
— Kqbsin(g;(¢))] {h-sin (¢; (1)) (522)
+ [u(t) — u(t — 7)] sin (q,')j(t))}
olarak elde edilir [104].
j. disin agisal konumu
2 2mj
@) = (%) t+ ; (5.23)
ve t-periyodik 6zel kesme kuvvetleri
K0 = ) g(0)sin (#,0) (Kcos (¢;©) + Kusin ((0)))
= (5.24)
fo® = > g (9;®) sin(¢;0)) (Kucos () + Kusin ()
j=1
olarak tanimlanir ve (5.24) kuvvetleri (5.16) denklemde yerine konur ve I/o® terimi

mm

elimine edilirse [106], sistemin hareket denklemi
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apKs()

m

u” () + 2{w,u’ (t) + wiu(t) = — [u(t) — u(t — 1)] (5.25)

olarak bulunur [40].

Boliim 3.3’de sunulan PIA algoritmasi ile (5.25) denkleminin ¢oziimiinii
[0, 47] araliginda bulmak probleminin tanim aralig1 D = Uj*=1 D; olacak sekilde D; alt
araliklarin birlesimi olarak yazilir. (5.25) denklemi ¢ suni parametresi ile D; alt

araliginda

FPi= P)" () + 2¢w, (W) (£) + wiu®i(t)
+ apKs(t) [euPi(t) — uPi-1(t — 1)]d = 0, (5.26)

m

j=1,..,4

denklem sistemine donistiirilir. (5.26) denklem sisteminin ugj(t), (G=1,..,4)

¢oziimlerinin bulunmasi icin (3.27) algoritmasinin (3.26)’da tanimlanan sifirdan farkl

terimleri
F =1
(u?)
D.
F/’l ,=2
oy
Fi = w?

(5.27)
- a,Kg(t .
R = 2500

m

FPi = (u:j)” (®) + 2¢w, (ugj)l (t) + w%uﬁj(t)

a,K.(t .
——pmS( )ug"l(t—r)
m

olarak bulunur. (5.27)’deki terimler (3.27) PIA(1,1) algoritmasinda yerine konursa;
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(") ©+250n (w”) ©+0} ()

L LEQN

m

— ((usj)” (t) + 2{w, (u:j)’ (t) + a),zlusj(t) 529

a,K(t .
- s )us"l(t—r))/s
m
diferansiyel denklemi elde edilir. (5.28) denklemi, (5.25)’un j. alt araligindaki

¢Oziimlerini verir,

Asagi frezeleme durumu i¢in parametrelerin degerleri z,, = 2, az = 0.1, w,, =
5793 rad/s, { =0.011, m,, = 0.03993kg , K, = 6 X 108N/m? ve K, =2 X
108N/m? olarak alinmistir. Ayrica, sistemin ge¢mis fonksiyonu h(t) = 0.001 dir.
(5.25) denkleminin (5.28) PIA algoritmas: ile a, = 2mm ve n = 10000 rpm igin
dordiincii iterasyon ¢oziimii Sekil 5.13’de verilmistir. Burada sistem kontrol altinda
soniimlenmektedir. Hizin ayni, kesme derinliginin a,, = 3mm olmasi1 durumunda
sistemin soniimlenmedigi ve par¢a deformasyonunun arttigi Sekil 5.14’de PIA(1,1)
dordiincii iterasyon ¢oziimiinde goriilmektedir. Hizin ayn1 n = 20000 rpm, kesme
derinliginin a,, = 2mm olmasi durumunda da sistemin soniimlenmedigi ve parga
deformasyonunun arttigi Sekil 5.15°de PIA(1,1) besinci iterasyon ¢oziimiinde

goriilmektedir.
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0,0016

0,0008

u(t)

-0,0008 U

-0,0016

0 0,003 0,006 0,009 0,012
t

——PIA(1,1) Dordiincii iterasyon Coziimii

Sekil 5.13. Denklem (5.25)’in a, = 2mm ve n = 10000 rpm igin PIA(1,1)

algoritmasi ile dordiincii iterasyon ¢oziimii

0,004

0,002

u(t)

-0,002

-0,004

0 0,003 0,006 0,009 0,012

t.
—PIA(1.1) Dordiincu Iterasyon Cozimi

Sekil 5.14. Denklem (5.25)’in a, = 3mm ve n = 10000 rpm igin PIA(1,1)

algoritmasi ile dordiincii iterasyon ¢oziimii
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0,002

0,001 (\

u(t)

-0,001

-0,002

0 0,003 0,006 0,009 0,012

t.
—PIA(1,1) Dordiincii Iterasyon Coziimii

Sekil 5.15. Denklem (5.25)’in a, = 2mm ve n = 20000 rpm i¢in PIA(1,1)

algoritmasi ile dordiincii iterasyon ¢oziimii
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6. SONUC VE ONERILER

Fonksiyonel diferansiyel denklemlerin bir sinifi olan gecikmeli diferansiyel
denklemler i¢in perturbasyon-iterasyon metodu gelistirilmistir. Perturbasyon
acilimindaki diizeltme teriminin sayist bir ve Taylor seri agilimindaki birinci mertebe
ve ikinci mertebe tiirevlerine gore PIA(1,1) ve PIA(1,2) perturbasyon iterasyon
algoritmalari elde edilmistir. Yontemin kiigiik perturbasyon kisitlamasi olmadigindan,
gecikmeli diferansiyel denklemlerin alt sinifi olan zaman gecikmeli diferansiyel
denklemler, pantograf tipi gecikmeli diferansiyel denklemler ve ge¢cmis fonksiyonuna
dayali zaman gecikmeli diferansiyel denklemler igin perturbasyon-iterasyon
algoritmalar1 gelistirilebilmistir. Baska bir deyisle, keyfi perturbasyon parametresi
kullanilabilmesi yontemin Onemli bir avantaji olmaktadir. Ayrica elde edilen
¢oziimlerin fonksiyon olmasi yontemin baska bir avantajidir. Kiigiik iterasyon
degerleri i¢in uygun ¢oziimler bulunsa da iterasyon arttik¢ca ¢6ziim fonksiyonlarinin
terim sayisinin hizla biliylimesi bazi problemleri ¢oziimlerinin karmasik say1 yada
fonksiyonlar igermesine sebep olmaktadir. Bunun i¢in sekiiler terimlerin ayiklanmasi

gerekliligi ortaya ¢ikmaktadir.

Yontem gecikmeli diferansiyel denklemlerin ele alinan tiim alt siniflarina
basartyla uygulanmistir. Incelenen tiim sayisal 6rneklerde iterasyon sayisinin artmasi
ile maksimum mutlak hata degerlerinin azaldigi gozlemlenmistir. Perturbasyon
iterasyon ¢oziimleri literatiirde bilinen birgok yontem ile karsilastirilmis ve elde edilen
sonuglarin genellikle daha iyi oldugu gozlemlenmistir. Yiiksek mertebe, degisken
katsayili/sabit katsayili veya lineer/lineer olmayan bir¢ok problem igin de etkin

sonuglar elde edilmistir.

Literatiirde sik¢a karsilagilan zaman gecikmeli diferansiyel denklemler i¢in
gelistirilen perturbasyon-iterasyon algoritmalar1 degisken katsayil1 yiiksek mertebeli
tic farkli sayisal Ornege uygulanmis ve bilinen bir iterasyon yontemi ile

karsilastirilmistir.

Pantograf tipi gecikmeli diferansiyel denklemler i¢in gelistirilen algoritmalar

ise alti farkli sayisal 6rnege uygulanmustir [54]. Ikisi lineer ve dérdii lineer olmayan
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alt1 farkli problem ele alinmis, literatiirde bilinen bircok ydnteme gore daha iyi

sonugclar elde edilmistir.

Miihendislik problemlerinin matematiksel modeli olarak ortaya ¢ikan gecmis
fonksiyonuna dayali gecikmeli diferansiyel denklemler igin perturbasyon-iterasyon
algoritmas1 gelistirilmis ve {li¢ farkli sayisal 6rnege uygulanmistir. Tiim bu sayisal
orneklerin perturbasyon-iterasyon ¢oziimleri grafik ve tablolar ile sunulmus ve bir¢ok

bilinen yontem ile karsilastirilmistir.

Gelistirilen algoritma ile fiziksel sistemlerin matematiksel modeli olan
gecikmeli Mathieu ve gecikmeli soniimlii Mathieu denklemleri c¢oziilerek
denklemdeki gecikme teriminin etkisi ortaya konmustur. Ayrica Frezeleme kesme
isleminin matematiksel denklemine de uygulanan yontem ile sistemin kararli ve

kararsiz ¢oziimleri elde edilmistir.

Gegmis fonksiyonuna dayali lineer olmayan gecikmeli diferansiyel denklemler
icin perturbasyon-iterasyon yontemi gelistirilebilir. Ele alinan mekanik sistemlerin
lincer olmayan matematiksel modelleri gelistirilecek perturbasyon-iterasyon
algoritmalar1 ile analiz edilebilir. Sistemlerin kararlilik analizleri i¢in gelecek

caligmalarda yontem uygulanabilir.
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EKLER
EK A. (Baz1 Problemlerin MATLAB Kodlari ve Ciktilart)

EK A.1. (Problem (2.11)’in MATLAB Kodlari ve Ciktilari)

Gegmis fonksiyonuna dayali (2.11) gecikmeli diferansiyel denkleminin (2.12)
kosulu altindaki analitik ¢oziimiinii adim yontemi [1] ile bulan MATLAB kodu ve
ciktilari.

$Problem DDE
syms t y(t)
$%%%%% Problem Parametreleri %%%%%%

k=-1;
tau=1; % Gecikme
J=10; % Aralik Sayisa

h(t)=1+0*t; % Gecmis fonksiyonu

$%%%%% Adim Yontemi %$%%%%%

for j=1:J
f(t)=dsolve(diff(y,1l)==k*h(t-tau), v ((j-
1) *tau)==h((j-1) *tau)) ;
h(t)=£f(t);
fporintf (['[',num2str ((j-
1)*tau), ', ', num2str(j*tau),')"',' araligindaki c¢cozim;
"1)
disp(f(t));
end

Command Window

ProblemDelay
[0,1) araligindaki c¢ozim; 1 - t

[1,2) aralidindaki c¢dzum; (t*(t - 4))/2 + 3/2

[2,3) aralidindaki c¢ozim; 17/6 - (t*(t"2 - 9*t + 24))/6
[3,4) aralidindaki c¢oézim; t~4/24 - (2*t"3)/3 +
(15*t"*2)/4 - (17*t)/2 + 149/24

[4,5) aralidindaki c¢ozim; - t~5/120 + (5*t"4)/24 -
2*t™3 + (109*t"2) /12 - (115*t)/6 + 1769/120

[5,6) aralidindaki c¢ozim; t~6/720 - t~5/20 +
(35*t"~4) /48 - (197*t~3)/36 + (1061*t"2)/48 -
(1085*t) /24 + 26239/720

[6,7) araligindaki ¢ozim; - t~7/5040 + (7*t"6)/720 -
t~5/5 + (107*t"4)/48 - (521*t"3)/36 + (13081*t"2)/240 -
(13201*t) /120 + 463609/5040
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[7,8) aralidindaki ¢oézim; t~8/40320 - t~7/630 +

(7*t~6) /160 - (487*t"5)/720 + (3685*t"4) /576 -
(27227*t£73) /720 + (39227*t"2) /288 - (39371*t) /144 +
3157891/13440

[8,9) araligindaki ¢ozim; - t"9/362880 + t78/4480 -

t~7/126 + (701*t"6) /4320 - (1511*t”5)/720 +
(51193*t"4) /2880 - (212753*t"3) /2160 +
(1156699*t"2) /3360 - (1158379*t) /1680 + 43896157/72576

[9,10) araligindaki c¢ozim; t~10/3628800 - t~9/36288 +
(11*t"8) /8960 - (323*t"~7)/10080 + (1873*t”6) /3456 -
(89269*t75) /14400 + (279533*t"4) /5760 -

(7761511*t"3) /30240 + (23602499*t"2) /26880 -
(23615939*t) /13440 + 5681592251/3628800

EK A.2. (Béliim 4.1 Sayisal Ornek 1’in MATLAB Kodlar ve Ciktilar)
Boliim 4.1 Sayisal Ornek 1’in PIA(1,1) algoritmasi ile ¢dziimiiniin MATLAB
Kodu

$4.1. Sayisal Ornek 1
n=2; % Iterasyon Sayisi
syms t y(t)

£(£)=1-(1/2)*t+(1/8)*t"2-(1/48)*t"3; % Baslangic
Fonksiyonu
% Algoritma %
for i=l:n
Dy=diff (y);
D2y=diff (y,2);
D3y=diff (y,3);
uc (t)=dsolve (diff(y,4)+diff (y,3)==(-
1/(16* (exp(1/2))))*£(t-1)-diff(f,4)-diff(f,3), y(0)==0,
Dy (0)==0, D2y (0)==0, D3y (0)==0); % Dizeltme terimi
f(t)=f(t)+uc(t); %Iterasyon Coziimleri
f(t)
end

ye (t)=exp(-t/2); % Tam CoOzum

t=linspace(0,1); % Problemin tanim araligi

figure

plot (t,abs (f(t)-ye(t))) % Mutlak Hata Fonksiyonun
Grafigi

Command Window
>> SayisalOrnek4ll
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1. iterasyon c¢ozumi

(22231223145771421%exp (-t))/1729382256910270464 -
(842459905309363811*t) /1729382256910270464 +
(410114341081796195*t"2)/3458764513820540928 -
(193941558968012387*t73)/10376293541461622784 +
(19120998771494179*t"4) /9223372036854775808 -
(2731571253070597*t75) /17293822569102704640 +
(2731571253070597*t"6) /415051741658464911360 +
1707151033764499043/1729382256910270464

2. iterasyon c¢ozumi

(22231223145771421%exp (-t))/1729382256910270464 -
(842459905309363811*t) /1729382256910270464 + exp (-

£)* ((60726170065586899772982538008337*t*exp (1)) /1246151
24604835863084731911901282304 -

exp (t)*((1065925930085953068643009419487*t"9) /215334935
3171563714104167437654158213120 -
(1065925930085953068643009419487*t"8) /39876839873547476
187114211808410337280 +
(7461481510601671480501065936409*t"77) /99692099683868690
46778552952102584320 -
(173220865626295479939406280392243*t"6) /224307224288704
55355251744142230814720 +
(626493426112011553711659199258319*t75) /132922799578491
58729038070602803445760 -
(11921594698715408025861078198550567*t74) /5981525981032
1214280671317712615505920 +
(4447137135675577031624769853152091*t"3)/74769074762901
51785083914714076938240 +
((60726170065586899772982538008337*exp (1)) /249230249209
©71726169463823802564608 -
4447137135675577031624769853152091/24923024920967172616
94638238025646080) *t"2 +
(4447137135675577031624769853152091/1246151246048358630
847319119012823040 -
(60726170065586899772982538008337*exp (1)) /6230756230241
7931542365955950641152) *t +
(60726170065586899772982538008337*exp (1)) /4153837486827
8621028243970633760768 -
4447137135675577031624769853152091/12461512460483586308
47319119012823040)) + exp(-

t)* ((60726170065586899772982538008337*exp (1)) /415383748
68278621028243970633760768 -
4447137135675577031624769853152091/12461512460483586308
47319119012823040) +
(410114341081796195*t"2)/3458764513820540928 -
(193941558968012387*t73)/10376293541461622784 +
(19120998771494179*t"4) /9223372036854775808 -
(2731571253070597*t"5) /17293822569102704640 +

108




(2731571253070597*t"6) /415051741658464911360 +
1707151033764499043/1729382256910270464

EK A.3. (Béliim 4.2 Sayisal Ornek 1’in MATLAB Kodlar ve Ciktilar)
Boliim 4.2 Sayisal Ornek 1°in PIA(1,1) algoritmast ile ¢dziimiinin MATLAB
Kodu

% 4.2 Sayisal Ornek 1
iterasyonSayisi=4;
syms t y(t)
f(t)=1+0*t; % Baslangic¢c Fonksiyonu
ye (t)=exp(-t),; % Tam Cozum
for i=l:iterasyonSayisi
Dy=diff (y);
uc (t)=dsolve(diff (y,1)+y==(1/10)*f(t/5)-diff(f,1)-
f(t)-(1/10) *exp(-(1/5)*t), y(0)==0); % Diizeltme terimi
f(t)=f(t)+uc(t); %Iterasyon Codzumleri
end
f(t)
for i=1:6
vpa (abs (£ (2~ (-1) ) —ye (2" (-1))))
end

Command Window

>> SayisalOrnek421

ans =
(74280959999*%exp (-t)) /74280960000 - exp (-
t)* ((5*exp ((24*t)/25)) /384 - (41l*exp((4*t)/5)) /320 +

(9*exp (t))/100) - exp(-t)* ((241*exp((24*t)/25))/737280
- (1241*exp ((4*t)/5))/95232000 -

(1025*exp ((124*t)/125)) /761856 +
(15625*exp ((624*t) /625)) /118849536 + (9*exp (t))/10000)
- exp(-t)*(exp((4*t)/5)/8 + (9%exp(t))/10) - exp(-

t)* ((241*exp ((4*t)/5)) /76800 - (41l*exp ((24*t)/25)) /3072
+ (125*exp ((124*t)/125))/95232 + (9*exp(t))/1000) + 1

ans =
0.0000000000000024084051461292704192294061073729

ans =
0.000000000000000079150904545856673204124037705924

ans =
0.0000000000000000025376129286392516904219161778595

ans =
0.000000000000000000080330683721215782558270019744134

ans =
0.000000000000000000002526656625519315187964549923279
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ans =
0.00000000000000000000007921484187447973884465833333074
4

EK A.4. (Béliim 4.3 Sayisal Ornek 1’in MATLAB Kodlar ve Ciktilar)
Boliim 4.3 Sayisal Ornek 1°in PIA(1,1) algoritmasi ile ¢dziimiiniin MATLAB Kodu

%4.3. Sayisal Ornek 1
syms t y(t)
iterasyonSayisi=5; % Iterasyon sayisi

$%%%%% Problem Parametreleri %%%%%%
h(t)=1-sin(t); % Gecmis fonksiyon

tau=pi; % Gecikme

b=pi; % Tanim araliginin Ust siniri
$%%%%% PIA(1,1) Algoritmasi %$%%%%%

zaman=0;

J=ceil (b/tau) ;
for j=1:1:J
if ==
hT (t)=diff (h,1);
a0=h(0) ;
al=hT(0) ;
f(t)=al0+al*t;
else
fT(t)=diff(£f,1);
al=f ((j-1)*tau);
al=fT((j-1)*tau);
h(t)=£f(t);
f(t)=al0-al*(j-1) *tautal*t;
end
for i=l:1:iterasyonSayisi
Dy=diff (y);
D2y=diff(y,2);

tic
uc (t)=dsolve (diff (y,2)==-diff (£f,2)+(1/2)*h (t-
tau)-(1/2)*f(t), y((j-1)*tau)==0, Dy ((j-1)*tau)==0);

f(t)=£f(t)+uc(t);
zamanIterasyon=toc;
zaman=zamant+zamanlterasyon;
PIA(1,3)=£f(t);
disp (PIA(i,3));
end
end
disp (zaman) ;
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Command Window

>> SayisalOrnek431l
t~"3/12 - sin(t)/2 - t/2 + 1

t~3/24 - (3*sin(t))/4 - t/4 - t£75/480 + 1
t~3/48 - (7*sin(t))/8 - t/8 - t~5/960 + t7~7/40320 + 1

t~3/96 - (15*sin(t))/16 - t/1l6 - t£75/1920 + t"~7/80640 -
£t~9/5806080 + 1

t~3/192 - (31l*sin(t))/32 - t/32 - t£75/3840 + t~7/161280
- t79/11612160 + t£711/1277337600 + 1

3.2686

EK B. (Bazi Problemlerin C6ziim Fonksiyonlarinin MATLAB Ciktilar1)

EK B.1. (Gecikmeli Mathieu Denkleminin ufz(t) Fonksiyonunun MATLAB
Ciktisi)
(5.5) gecikmeli Mathieu denklemin igin PIA(1,1) algorimasi ile elde edilen D,

bolgesindeki ikinci iterasyon ¢oziimiin ugz (t)’nin MATLAB ¢iktis1

u_2N(D_2) (t) =(1634097482518347941811470984269699*C0s(3*27(1/2)*t -
6*pi*27(1/2)))/60584802616265013068371725385728000 -
(246060211085503820023393650581*t)/35561808332535405004917181933158400
+ (1055699219448663738073327*C0s(2*t))/18808152683601669151260672000 -
cos(3*1)/239904000 -
(6643625699308603140631628565687*sin(2*1))/1851436646312624523068500784
395059200 - (2621999565540885850935319718959*Cos(t - 6*pi*27(1/2) +
3*2\(1/2)*t))/13463289470281114015193716752384000 -
(2645529805955040244828521491503*Cos(t + 6*pi*2"(1/2) -
3*2\(1/2)*1))/13463289470281114015193716752384000 -
(24359960897464878182315971407519%sin(t - 6*pi*2(1/2) +
3*2\(1/2)*1))/383241988012234230722634273154662400 -
(24359960897464878182315971407519*sin(t + 6*pi*2~(1/2) -
3*2\(1/2)*1))/383241988012234230722634273154662400 -
(1849286093389382520601*Cos(t))/18808152683601669151260672000 -
(768597613174351901*C0s(2*%t - 6*pi*2/(1/2) +
3*2(1/2)*1))/7381197690226964692992000 + (973959996963842077*cos(2*t +
6*pi*27(1/2) - 3*27(1/2)*1))/7381197690226964692992000 -
(2214541899769534380210542855229*t*C0s(2*t))/24893265832774783503442027
3532108800 + (19930877097925809421894885697061*pi*cos(t - 6*pi*27(1/2) +
3*21(1/2)*1))/315611048951251719418639989656780800 +
(19930877097925809421894885697061*pi*cos(t + 6*pi*27(1/2) -
3*21(1/2)*1))/315611048951251719418639989656780800 +
(891074107423983069716862859621*27(1/2)*cos(t - 6*pi*2(L/2) +
3*21(1/2)*1))/747960526126728556399650930688000 -
(895023238682302688272365255013*27(1/2)*cos(t + 6*pi*2"(1/2) -
3*21(1/2)*1))/747960526126728556399650930688000 - (33277*pi*sin(t -

111



6*pi*27(1/2) + 3*2°(L/2)*t))/4799032000 - (33277*pi*sin(t + 6*pi*27(1/2) -
3*2(1/2)*1))/4799032000 + (8119986965821626060771990469173*27(1/2)*sin(t -
E6*pi*27(1/2) + 3*2°(1/2)*1))/1532967952048936922890537092618649600 -
(8119986965821626060771990469173*27(1/2)*sin(t + 6*pi*2~(1/2) -
3*21(1/2)*1))/1532967952048936922890537092618649600 + (3327 7*t*sin(t -
6*pi*27(1/2) + 3*27(1/2)*1))/9598064000 + (33277*t*sin(t + 6*pi*27(L1/2) -
3*2(1/2)*1))/9598064000 + (20772908464171673*27(1/2)*Cos(2*t - 6*pi*27(L/2) +
3*2\(1/2)*1))/820133076691884965888000 +
(26323243161184921*27(1/2)*CoS(2*t + 6*pi*2(L/2) -
3*2\(1/2)*1))/820133076691884965888000 -
(1112930334739733777965809481577863*pi*cos(3*27(1/2)*t -
6*pi*27(1/2)))/129957490744633060937087054564556800 +
(152049925522463763729%2/(1/2)*cos(3*27(1/2)*t -
6*pi*27(1/2)))/29114724222561916289024000 -
(7849358604226099*pi*sin(3*2(L1/2)*t -
6*pi*27(1/2)))/9045585404689907712000 -
(7546912734203487663937506656969851*2/(1/2)*sin(3*27(1/2)*t -
6*pi*27(1/2)))/10916429222549177118715312583422771200 +
(7849358604226099*t*sin(3*2"(1/2)*t -
6*pi*27(1/2)))/18091170809379815424000 - (42532423*2/(1/2)*pi*sin(3*2"(1/2)*t
- 6*pi*27(1/2)))/518295456000 + (42532423*27(1/2)*t*sin(3*27(1/2)*t -
6*pi*2~(1/2)))/1036590912000 -
(59792631293777428265684657091183*2/(1/2)*pi*cos(t - 6*pi*27(1/2) +
3*27(1/2)*t))/157805524475625859709319994828390400 +
(59792631293777428265684657091183*2/(1/2)*pi*cos(t + 6*pi*2/(1/2) -
3*27(1/2)*1))/157805524475625859709319994828390400 +
(33277*27(L/2)*pi*sin(t - 6*pi*27(L/2) + 3*27(1/2)*1))/57588384000 -
(33277*27(L/2)*pi*sin(t + 6*pi*27(1/2) - 3*27(1/2)*1))/57588384000 -
(33277*27(L/2)*t*sin(t - 6*pi*2~(L/2) + 3*27(1/2)*t))/115176768000 +
(33277*27(L/2)*tsin(t + 6*pi*27(1/2) - 3*27(1/2)*1))/115176768000 +
537022253214983943261851/12090955296601073025810432000

EK B.2. (Gecikmeli Soniimlii Mathieu Denkleminin usz(t) Fonksiyonunun
MATLAB Ciktist)

Gecikmeli sonimlii Mathieu denkleminin k = 0.2, = 3.0, e =1,d = —1, ve
T = 27 i¢in ikinci iterasyon PIA ¢6ziimiiniin MATLAB ¢iktilart

u_2(D_1) (t) = (3*sin(2*t))/46864 + cos(t)/6060 + sin(t)/60600 + (443773*exp(-
t/10)*cos((2997(1/2)*1)/10))/300954750 - (13*Cos(t)*2)/29290 - (277*exp(-
t/10)*cos((2997(1/2)*1)/10)*cos(t))/1660440 + (44*exp(-
t/10)*cos((299(L/2)*1)/10)*sin(t))/1037775 - (420833*299°(1/2)*exp(-
t/10)*sin((299°(1/2)*t)/10))/359941881000 - (44*299(L/2)*exp(-
t/10)*sin((299°(1/2)*t)/10)*cos(t))/62058945 - (277*299(1/2)*exp(-
t/10)*sin((299°(1/2)*t)/10)*sin(t))/8302200 - 127/4393500

u_2MD_2) (t) = (exp(pi/5 -
/10)*(268934376584768635696982710933547900036737572268607072255293846
5*cos(t - (pi*2997(1/2))/5 + (299°(1/2)*1)/10) -
9257627971025065492305583034069994845921837056520941952040960*sin(299
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NL/2)*(pi/5 - 1/10)) -
3554490917298765761102614914024155077702259418533789636666709970*exp
(t/10 - pi/5) -
59938257239362174676933033760483174909972550563655020364892494646*co
S(299M(1/2)*(pi/5 - t/10)) +
3154387874506730000055786409724432924953585187628831152379805665* cos(
t+ (pi*2997(1/2))/5 - (2997(1/2)*t)/10) +
320738904717629207084586770795941505605164581168495716369195545*sin(t
- (pi*2997(1/2))/5 + (2997(1/2)*1)/10) +
311377058415354567786027632370239139714716338527591659153154585*sin(t
+ (pi*2997(1/2))/5 - (2997(1/2)*t)/10) +
34653400489317376797946562743337791816372415272969248650035200*cos(2*
t - (pi*2997(1/2))/5 + (2997(1/2)*)/10) -
62846112640532806522095936092451337057668088937911527093043200*cos(2*
t+ (pi*2997(1/2))/5 - (2997(1/2)*t)/10) +
2546672848059645102343712751798349466370776094354933861580800*sin(2*t
- (pi*2997(1/2))/5 + (2997(1/2)*1)/10) +
4618550745606659058595333760034118349467546743233284197580800*sin(2*t
+ (pi*2997(1/2))/5 - (2997(1/2)*t)/10) +
576539334824958964612439087262310073679446938029976080423608100*t*exp
(t/10 - pi/5) -
945391071140405216390543582599549880861229405919032883793684490*pi*co
s(t - (pi*2997(1/2))/5 + (2997(1/2)*1)/10) -
960976218463291214043287851924730873713876162895413571913574410*pi*co
s(t + (pi*2997(1/2))/5 - (299(1/2)*1)/10) -
607438561688098926629709253197625219318505502320784174493889325*299"
(1/2)*cos(t - (pi*2997(1/2))/5 + (2997(1/2)*t)/10) +
655971960811678001422973417531411335706385652414286920922592045*299"
(1/2)*cos(t + (pi*2997(1/2))/5 - (2997(1/2)*1)/10) +
822126817710261942726713680638872479224206373765806078609122110*pi*si
n(t - (pi*2997(1/2))/5 + (299°(1/2)*t)/10) +
822126817710261942726713680638872479224206373765806078609122110*pi*si
n(t + (pi*2997(1/2))/5 - (2997(1/2)*1)/10) -
4074885177332168045789729515534023078840256551444424897945335*2997(1/
2)*sin(t - (pi*2997(1/2))/5 + (2997(1/2)*t)/10) +
3500409456475438652811454693928689439315505176146152365055735*2997(1/
2)*sin(t + (pi*2997(1/2))/5 - (2997(1/2)*t)/10) -
3896286830721499413186067331295248213161689244095172029972480*t*cos(t
- (pi*2997(1/2))/5 + (2997(1/2)*t)/10) +
3896286830721499413186067331295248213161689244095172029972480*t*cos(t
+ (pi*2997(1/2))/5 - (2997(1/2)*t)/10) -
284182672030514089735144880604409606608925630812802463941263360*t*sin
(t - (pi*2997(1/2))/5 + (2997(1/2)*t)/10) -
284182672030514089735144880604409606608925630812802463941263360*t*sin
(t + (pi*2997(1/2))/5 - (2997(1/2)*t)/10) -
325773400425918747076470215365321678582335830961699537215815680*exp(t
/10 - pi/5)*cos(t) -
206535454711343634122159480335895899380163190689459226856652800*exp(t
/10 - pi/5)*sin(t) -
1489401167162637971258448255444317699844086616316729884672000%299"N(1/
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2)*cos(2*t - (pi*2997(1/2))/5 + (2997(1/2)*1)/10) -
2701122319793673632754839660134011621389745942890180247552000*299(1/
2)*cos(2*t + (pi*2997(1/2))/5 - (2997(1/2)*)/10) -
109455853068466121877236937756376051563213872250212057088000%2997(1/2
)*sin(2*t - (pi*2997(1/2))/5 + (2997(1/2)*t)/10) +
198505046372779042633037267623242909002903155153293017088000*2997(1/2
)*sin(2*t + (pi*2997(1/2))/5 - (2997(1/2)*t)/10) +
17813643645737685582300803848885924490503011423542635213199485044*pi
*c0s(2997(1/2)*(pi/5 - t/10)) -
44342875636622763189250876418207787066646317534295836296478720*299"(
1/2)*cos(2997(1/2)*(pi/5 - t/10)) -
222377113041148269119638478720023342646808714475246697683353600*pi*si
n(2997(1/2)*(pi/5 - t/10)) -
7581533286845346680798199952907063034492777949943356896743966*299(1/
2)*sin(2997(1/2)*(pi/5 - t/10)) +
8171229198507705031672608916072556420354305127106334634803200*t*cos(2
997 (1/2)*(pi/5 - t/10)) +
12540413280214150392355081890222216825021271172403479007639745350*co
s(2*t)*exp(t/10 - pi/5) -
54397528263204880393483257412392613645251679067530447552512000*c0s(3*
t)*exp(t/10 - pi/5) +
111188556520574134559819239360011671323404357237623348841676800*t*sin
(2997M(1/2)*(pi/5 - t/10)) +
977527688593073370720605246913045796163929096929928135963223250*sin(2
*t)*exp(t/10 - pi/5) +
51807169774480838469984054678469155852620646730981378621440000*sin(3*
t)*exp(t/10 - pi/5) +
2777385799344732362530145835547078268063694735480638442307584*299(1/
2)*pi*cos(299™N(1/2)*(pi/5 - t/10)) -
194340320245262966305168681764989272511538428015132746794856044*299"
(1/2)*pi*sin(2997\(1/2)*(pi/5 - t/10)) -
1388692899672366181265072917773539134031847367740319221153792*299/(1/
2)*t*cos(2997(1/2)*(pi/5 - t/10)) +
104706273781917708916601115408914578410022207160786715037138944*299"
(1/2)*t*sin(2997(1/2)*(pi/5 - t/10)) -
1550692004011958594474836165740006405068857281597866699070394200*t*co
s(2*t)*exp(t/10 - pi/5) +
447315001157295748406202740117309539923708831230153855501075250*t*sin
(2*t)*exp(t/10 - pi/5) +
190506418364024442394112706417936595584160667609066880619890690*299"
(1/2)*pi*cos(t - (pi*2997(1/2))/5 + (2997(1/2)*1)/10) -
190767039556714843692653580486919555330860446153822410521561090*299"
(1/2)*pi*cos(t + (pi*2997(1/2))/5 - (2997(1/2)*1)/10) -
13747940095489330145931666900315593298063651735214148471724450*2997\(
1/2)*pi*sin(t - (pi*2997\(1/2))/5 + (2997(1/2)*1)/10) +
13747940095489330145931666900315593298063651735214148471724450*2997(
1/2)*pi*sin(t + (pi*299°(1/2))/5 - (2997(1/2)*1)/10) +
65155298172600324635218517245739936674944636188882475417600*299/(1/2)
*t*cos(t - (pi*2997(1/2))/5 + (299/\(1/2)*1)/10) +
65155298172600324635218517245739936674944636188882475417600*299/(1/2)
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*trcos(t + (Pi*2997(1/2))/5 - (2997(1/2)*t)/10) +
4752218595827994811624496331177418170717819913257566286643200*299(1/
2)*t*sin(t - (pi*299°(1/2))/5 + (299°(1/2)*t)/10) -
4752218595827994811624496331177418170717819913257566286643200%2997(1/
2)*t¥sin(t + (pi*299°(1/2))/5 -
(299(1/2)*1)/10)))/4224530695501609824459758964906094624586352339817237
710224385638400
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