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Bu tez ¢alismasinda ilk olarak calismaya 6n hazirlik olusturmasi agisindan
esnek kiime teorisi, esnek metrik uzaylar ve sabit nokta teorisiyle ilgili temel
kavramlardan bahsedilmistir.

Esnek kiimeler iizerinde esnek dikdortgensel metrik tanimlanmis ve bu metrik

©r ile gosterilmistir. Esnek sabit nokta teoremlerini elde etmek ve ispatlamaya
yonelik, esnek dikdortgensel metrik uzaylarda esnek dizi, esnek yakinsak dizi, esnek
Cauchy dizisi, esnek biiziilme doniistimii, esnek sabit nokta gibi kavramlarin tanimlari
verilmistir. Altyapinin olusturulmasiyla esnek dikdortgensel metrik uzaylarda Banach
sabit nokta teoremi, Caristi ve Kannan sabit nokta teoremleri ispatlanmistir.

Son olarak iki esnek doniisiim icin ortak nokta kavrami kullanilarak bu iki
dontigiimiin  zayif uyumlu (weak compatible) olmast durumu tanimlanmistir.
Degismeli doniisiimler i¢in ortak sabit nokta teoremi ispatlanmistir. Ayrica Jungck tipi
esnek dizileri ve azalmayan (non- decreasing) fonksiyonlar1 kullanarak zayif uyumlu
doniistimler igin ortak esnek sabit nokta teoremi ispatlanmistir.

Anahtar Kelimeler: Esnek Kiime, Esnek Metrik, Dikdortgensel Esnek Metrik Uzay,
Sabit Nokta Teoremi.

2019, 49 sayfa
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In this thesis study at first fundamental concepts of soft set theory, soft metric
spaces and fixed point theory are mentioned in order to preperation of the work in
terms of preliminaries.

Soft rectangular metric is defined on soft sets by using parametric scaler valued

functions on soft sets and this soft metric is symbolised by ©r. The definitions of
some concept such as soft sequence, soft convergent sequence, soft Cauchy sequence,
soft contraction, soft fixed point are given to obtain and prove soft fixed point
theorems. Banach fixed point theorem, Caristi and Kannan fixed point theorems are
proved in soft rectangular metric spaces by the creation of the substructure.

Finally, by using the concept of coincidience point for two soft mappings the
situtation of weak compatible of these two soft mappings is defined. Common soft
fixed point theorem for commuting mapping is proved. Also by using Jungck type soft
sequences and non-decreasing functions, common soft fixed point theorem is proved
for weak compatible mappings.
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1. GIRIS

Esnek kiime kavrami ilk olarak 1999 yilinda Rus matematik¢i Dmitri
Molodtsov tarafindan ortaya atilmistir [1]. Esnek kiime teorisi belirsizliklerle ve agik
olarak tanimlanmamis nesnelerle ilgili olan yeni bir genel matematiksel ara¢ olarak
literatirde yerini almistir. Esnek kiime kavraminin tanimlanmasindan bu yana
bilgisayar bilimleri, miihendislik bilimleri, fen ve ekonomi gibi pek ¢ok alanlarda

teorinin uygulamalar1 sunulmustur.

Esnek kiime teorisinin cebirsel ve topolojik Ozellikleri birgok matematikgi
tarafindan ¢alisilmistir. Maji, Biswas ve Roy esnek kiimeler lizerinde cebirsel islemler
tizerinde ¢alismiglardir [2], [3]. Esnek topolojik uzaylar ilk olarak 2011 yilinda Shabir
ve Naz tarafindan tanimlanistir [4]. Ayrica esnek topolojik uzaylarin bazi 6zellikleri
Zorlutuna, Aygiinoglu, Aygiin ve Varol tarafindan incelenmistir [5], [6], [7]. Esnek
dontistimlerin ve esnek siirekli doniistimlerin 6zellikleri ise Aras, Sonmez, Cakall1 ve

Zorlutuna ve Cakir tarafindan ¢alisilmistir [8-10].

Diger taraftan sabit nokta teorisi ile ilgili calismalar 1912 yilinda Brouwer [11]

tarafindan baslatilmistir. Brouwer R" de kapali birim yuvardan yine ayni1 kapali birim
yuvara tanimlanan siirekli doniisiimiin sabit noktasinin varligin1 gostermistir. Bu
teorem literatiire “Brouwer sabit nokta teoremi” olarak ge¢cmistir. 1922 yilinda Banach
[12] tam metrik uzaylari dikkate alarak Banach biiziilme prensibi olarak da bilinen
Banach sabit nokta teoremini vererek ilk defa tam metrik uzaylarda bir fonksiyonun
sabit noktasinin varligmi ve tekligini garanti eden teoremi sunmustur. Daha sonra
Kannan, Caristi, Chatterjea, Reich, Hardy and Rogers, Ciric ve Jungck gibi
matematikgiler cesitli tip biiziilmeler ve sabit nokta teoremleri iizerine ¢alisarak bu

alana katki saglamiglardir [13-21].

Metrik uzaylarin birgok genellestirmesi mevcut olup bunlardan biri de 2000
yilinda Branciari tarafindan tanimlanan dikdortgensel (rectangular) metrik uzaylardir
[22]. Ayrica farkli tip metrik uzaylarin tanimlanmasi ve kullanilmasiyla sabit nokta

teorisi tizerine ¢alismalar zenginlestirilmistir [23-26].

Das ve Samanta 2013 yilinda esnek kiimeleri ve esnek kiimeler iizerindeki
cebirsel islemleri kullanarak “esnek metrik”” kavramini ortaya atmustir [27], [28]. 2017
yilinda Hosseinzadeh [29] esnek noktalari, Das ve Samanta’dan farkli bir bigimde

ifade ederek esnek metrik uzaylar1 yeniden tanimlamistir ve bu konuda farkli bir bakis

1



acist gelistirmistir. Ayrica Hosseinzadeh’in bu ¢alismasi esnek metrik uzaylarin temel
ozelliklerinin incelenmesinin yani sira esnek biiziilme, esnek sabit nokta kavramlarinin
ortaya atilmasi ve Banach, Caristi gibi baz1 sabit nokta teoremlerinin esnek metrik
uzaylarda ifade ve ispat edilmesi bakimindan 6nem tagimaktadir. Esnek doniisiimler,
esnek metrik uzaylar ve farkli tip esnek metrik uzaylarla ilgili ¢aligmalar [30-36] da

bulunabilir.

Bu tez ¢alismasinda dikdortgensel metrik kavrami esnek kiimeler iizerinde
ifade edilerek “Esnek dikdortgensel metrik uzaylar” tanimlandi. Esnek dizi, esnek
yakinsak dizi, esnek Cauchy dizisi, esnek biiziilebilirlik gibi kavramlar esnek
dikdortgensel metrik uzaylarda ifade edilerek bazi esnek sabit nokta teoremleri elde

edildi ve ispatlandi.

Diger taraftan tezin son halini almasinda uluslararasi konferanslarda sunulan

bildiriler [37-40] ve [41], [42] makaleleri katki saglamistir.

Bu tezde farkli tip esnek metrik olarak tanimlanan Dr esnek dikdortgensel
metrik g6z Oniine alinarak literatiirde bilinen sabit nokta teoremlerinin elde edilmesi
ve ispatlanmasi amacglanmaktadir. Bununla birlikte bu tez ¢alismasinin sabit nokta
teorisi ve esnek metrik uzaylar iizerine ¢alisan matematikgiler i¢in faydali bir kaynak

olmas1 hedeflenmektedir.



2. GENEL BILGILER

Bu boliimde esnek kiime teorisi ve sabit nokta teorisi ile ilgili temel kavramlardan

bahsedilmistir.
2.1. Esnek kiime teorisi

Bu alt bolimde esnek kiimeler ve esnek topolojilerle ilgili temel tanimlar ve 6zellikler

verilir.

X nesnelerin evrensel kiimesi ve E, X ’deki nesnelerle ilgili parametrelerin kiimesi

olsun. P(X), X ’in kuvvet kiimesini gostersin ve A, B < E olsun.

Tamm 2.1.1. [1] X evrensel bir kiime ve E parametrelerin bir kiimesi olsun. P(X),

X ’in kuvvet kiimesi ve Ac E olmak lzere;
F:A— P(X)
ise (F, A) cifti X lizerinde bir esnek kiime olarak adlandirilir.

Herhangi bir (F, A) esnek kiimesi, her ec A i¢in F(e)#< veher ecE\ A igin

F(e) =< olmak iizere (F,E) seklinde bir esnek kiimeye genisletilebilir.
Tamm 2.1.2. [2] (F, A) ve (G,B), X iizerinde iki esnek kiime olsun.

i) AcB,ve
i) Her ac A i¢in F(a) c G(a) ise

(F,A)’ya (G,B)’nin esnek alt kiimesidir denir ve (F,A) < (G,B) ile gosterilir.
(F, A), (G, B) ’nin esnek alt kiimesi ise (F, A) ’ya (G, B) ’nin esnek {ist kiimesi denir
ve (F, A) (G, B) ile gosterilir.

Tamm 2.1.3. [2] X iizerinde iki (F, A) ve (G, B) esnek kiimesinin kesisimi (H,C)
esnek kiimesidir. C=ANB ve VceC olmak ilizere H(c)=F(c)~G(c) ’dir. Bu
kesisim (F, A) "N (G,B)=(H,C) ile gosterilir.

Tamim 2.1.4. [2] X {izerinde iki (F, A) ve (G, B) esnek kiimesinin birlesimi yine bir

esnek kiimedir. C=AuUB ve Ve eC igin,



F(e), e A-B
H(g)=:G(g), eeB-A
F(e)uG(eg), e ANB.

Bu bagint1 (F,A) O (G,B) =(H,C) ile gosterilir.
Tamm 2.1.5. [2] X iizerindeki bir (F, A) esnek kiimesi Vae A i¢in F(a)=O ise

bir bos (null) esnek kiime olarak adlandirilir ve @ ile gosterilir.

Tamm 2.1.6. [2] X iizerindeki X mutlak esnek kiimesi Vae A i¢in F(a)= X

olacak sekilde tanimli bir (F, X) esnek kiimesidir.

Tamm 2.1.7. [2] (F,A), X lizerinde bir esnek kiime olsun. (F, A)’nin relatif
timleyeni (F,A)° olarak gosterilir ve F°:A—>P(X), her aeA igin
F¢(@ =X —F(a) ile verilen bir dontsim olmak tzere (F,A)°=(F°A) ile
tanumlidir.

Tamm 2.1.8. [2] (F,A) ve (G,B), X iizerinde iki esnek kiime olsun. Bu takdirde
(F,A)—(G,B)={(x,F(x)): F(x) £G(B), x B} esnek kiimesidir.

Tamm 2.1.9. [4] 7, X iizerinde esnek kiimelerin bir koleksiyonu ve E parametre

kiimesi olsun. Bu takdirde 7 asagidaki aksiyomlari sagliyorsa X lizerinde bir esnek

topoloji olarak adlandirilir.

D, X =(F,X)er,

i) 7 ’daki herhangi (keyfi) sayida esnek kiimelerin birlesimi 7 ’ya aittir.
iii) 7’ daki herhangi iki esnek kiimenin kesisimi yine 7 ’ya aittir.
(X,7,E) Ugliisiine X iizerinde bir esnek topolojik uzay denir.

Tamm 2.1.10. [8] (X,7,E) ve (Y,r',E) iki esnek topolojik uzay olsun.
f:(X,7,E)—>(Y,7"E) bir doniigiim olsun. (f(X,), E)’ nin her bir (H,E) esnek
komsulugu icin f((F,E)) c(H,E) olacak sekilde (X, E)’nin bir (F,E) esnek

komsulugu mevcutsa bu takdirde f ’e (X, E) ’de esnek siirekli doniisiim denir.



Lemma 2.1.11. [8] (X,7,E) esnek topolojik uzay olsun. 1, : X — X birim

dontistimii esnek stirekli olmak zorunda degildir.
Ispat: X ={h,h,,h.}, E={e.e,} ve 7 ={¢, X,(F,E),(F,,E),(F,;,E),(F,, E)} ve
7' ={¢,X,(G,,E),(G,,E),(G,,E),(G,,E)}, X iizerinde iki esnek topolojik uzay ve

(FI’ E), (in E), (F37 E), (F4! E), (Gy E), (Gz’ E), (G37 E), (G4’ E), X lizerinde esnek

agik kiimeler olmak iizere

F(e) ={h,}. F(e,) ={h}, R (&) ={h,. .}, F (&) ={h}, F.(e,) ={h. h.}, Ry () ={h:},
Fi(e) ={h.h}, Fi(e) =D, F,(e,) ={h};

ve

G (&) ={h.}. Gi(e,) ={h} G,(e) ={h,.h.}, G,(e,) ={h,h,}, Gy(e)) ={h, h.},

G;(e;) =X, G, (&) ={h.}.G,(e ) ={h, h,}

olarak tamimlansm. f*((G,, E)) ={(e,{h,,h,}). (,, X)} & (X, 7,E) Ve

f (G, E)) ={(e,.{n,}). (e,.{n, , N} & (X, 7, E) dir. Bundan dolay1 f =1 :X — X

doniistimii esnek stirekli degildir.

Tanmm 2.1.12. [29] Ac E parametrelerin bir kiimesi olsun. Eger r e R veae A ise

(a,r) sirali ikilisi esnek parametrik skaler olarak adlandirilir.

Tanmm 2.1.13.[29] A c E parametrelerin bir kiimesi olsun. (a,r) ve (b,r’) iki esnek

parametrik skaler olsun. Bu takdirde esnek parametrik skalerler arasindaki toplamayi

ve esnek parametrik skalerler tizerindeki skalerler ¢carpimi asagidaki gibi tanimlanir.
ar)+mr)y={ab}r+r) ve

Her AR i¢in A(a,r)=(a, Ar).

Tamm 2.1.14. [29] (F, A), X lizerinde bir esnek kiime olsun.

f(A F(A) =(f, f,)(A F(A)) olacak sekilde f,:A—> A ve f,:F(A)—>R



fonksiyonlar1 varsa (F,A) tizerindeki bir f fonksiyonu parametrik skaler degerli
bir fonksiyon olarak adlandirilir. Benzer sekilde yukaridaki tanimi f,: Ax A— A ve

f,: F(A)xF(A) > R olmak iizere

f(AxA F(A)xF(A) =(f, f,)(AxA F(A)xE(A) ile f:(F,A)x(F,A) - (AR)

seklinde genisletilebilir.
2.2. Metrik uzaylar ve esnek metrik uzaylar

Bu boliimde metrik uzaylar ve esnek kiimeler (uzaylar) iizerinde tanimli esnek

metriklerle ilgili temel kavramlardan bahsedilecektir.

Tanmm 2.2.1. [43] X bostan farkl bir kiime olmak {izere d : X x X — R" fonksiyonu

M(1) vx,ye X, d(x,y)>0

M(2) vx,ye X, d(x,y)=0< x=y

M(3) VX, ye X, d(x,y)=d(y,X)

M(4) VX, ¥,ze X, d(x,z) <d(x,y)+d(y,z)

ozelliklerini sagliyorsa d'ye X {lizerinde bir metrik ve (X,d) ikilisine de metrik

uzay denir.

Tanmm 2.2.2. [22] X bostan farkli bir kiime olsun ve d:XxX —[0,o0]
fonksiyonunun her X,y € X ve herbiri x ve y ’den farkli u,v e X ’ler igin asagidaki

sartlar1 sagladigin1 kabul edelim.

1. d(x,y)=0<x=Yy,
2. d(xy)=d(y,x),
3. d(x,y)<d(x,u)+d(u,v)+d(v,y).
Bu takdirde d doniistimii bir dikdortgensel metrik olarak adlandirilir ve (X,d)

ikilisine dikdortgensel metrik uzay denir.

Tanmm 2.2.3. [44] X #J ve xe X olsun. f:X — X fonksiyonu igin f(X)=X

ise xe X’ e f ’in sabit noktas1 denir.



Tanmm 2.2.4. [44] (X,d) metrik uzay ve T : X — X herhangi bir doniistim olsun.
Eger her X,y € X i¢in

d(Tx, Ty) < Ad(X,Y)

sartin1 saglayan bir A >0 sabiti varsa T ’ye Lipschitz doniistimii (Lipschitz mapping)
denir. Burada 0< A <1 ise T ’ye biiziilme veya daralma (contraction) doniisiimii ve

A=1ise T ’ye genislemeyen (nonexpansive) doniisiim denir. Eger her X,y € X igin

(x=y)

d(Tx, Ty) <d(X,y)

sart1 saglaniyorsa T ’ye biiziilebilir (contractive) doniisiim denir. Bu durumda

asagidaki gerektirmenin dogrulugu kolayca goriilebilir.

Biiziilme doniisiimii = Biiziilebilir doniisiim = Genislemeyen doniisiim = Lipschitz
sartin1 saglar.

Teorem 2.2.5. [12] (Banach Biiziilme Teoremi) (X,d) bir tam metrik uzay ve

T : X — X bir doniisiim olmak {izere her X,y € X igin
d(Tx,Ty) < Ad(x,y)

olacak sekilde bir A € (0,1) sabiti bulunabiliyorsa T "nin X ’de bir tek sabit noktasi

vardir.
Tanmm 2.2.6. [29] (F,A), X izerinde bir esnek kiime olsun. 7:AxA— A bir
parametrik skaler degerli bir fonksiyon olsun. ® asagidaki sartlar1 sagliyorsa
D:(F,A)x(F,A) - (AR U{0}) parametrik skaler degerli fonksiyonunun (F, A),
X fizerinde bir esnek metrik oldugu sdylenir.

1. D((@aF(@)),(b,F(b) = (#(a,b),0), a=b iken esitlik saglanir.

2. Her a,be A ic¢in D((a, F(a)), (b, F(b))) =D((b, F (b)), (a, F(a)))
3. Hera,b,ce A i¢in

D((a, F(a)), (¢, F(0))) < D((a, F(a)), (b, F (b)) +D((b, F (b)), (¢, F(c)))

((F, A),D) ikilisine X iizerinde bir esnek metrik uzay denir.



Tamm 2.2.7. [29] (F, A) ve (F', A") sirastyla X ve Y tizerinde iki esnek kiime olsun.
frAA ve f,: F(A) > F'(A), F(A)={F(a): ae A} ve
F'(A)={F'(d"):a’e A} olmak iizere doOniisiimler olsun. Bu takdirde
f=(f,f,):(F,A) > (F'A) ikilisi

O f € f_l eNYNB=J
f(\/,B)(e')={ st 2V ED) )

%)

diger durumlarda

ile tanimlidir.

Bu durumda f esnek doniisiim olarak adlandirilir ve (f(V,A),C), (V,B) esnek
kiimesinin esnek goriintiisii olarak adlandirilir. (W,C) e (F', A’) olsun. Bu takdirde

(W, C) ’nin yukarida tanimlanan f esnek doniisiimii altindaki ters goriintiisii

fzil(\N (f,(e)) f(e)eC

f1(W,C)(e) =
W.C)e) {@ diger durumlarda

olmak iizere, f(W,C) ile gosterilen X iizerinde esnek kiimedir.

Tamim 2.2.8. [29] Ac E parametrelerin kiimesi olsun. Esnek parametrik skalerlerin

bir dizisi {(a,,r,)} dir (i # jicin & =a; olabilir). lim r =r olacak sekilde bir r e R

mevcutsa {(a,,r,)} bir esnek parametrik skalere yakinsaktir denir ve Vae€ A igin

(a,,r,) > (a,r) olarak yazilr.

Tamm 2.2.9. [29] Ac E parametrelerin bir kiimesi olsun. {(a,,r))} (i# ji¢in
a; =&, olabilir) esnek parametrik skalerlerin bir dizisi olsun. (a,,,r,,,) <(a,.r,) ise

{(a,,r,)} azalan (a,,r,)=<(a,,,r,,) ise {(a,,r,)}artan olarak adlandirilir.

Tammm  2.2.10. [29] (F,A), X iizerinde bir esnek kiime olsun.
f(F,A)=(f, f,)(AF(A)) olacak sekilde f:A—>A ve f:F(A->R
fonksiyonlar1 varsa (F, A) tizerindeki parametrik skaler degerli f fonksiyonu azalan

(artan) olarak adlandirilir.



Tamm 2.2.11. [29] (F,A), X iizerinde bir esnek ve D, (F,A) iizerinde bir esnek

metrik olsun. Her (c,x) e (F,A) esnek noktas: i¢in (c,x) ve (a,F(a)) arasindaki

uzaklik D((c,x),(a, F(a))) ile gosterilir.

X, d metrigi ile birlikte bir metrik uzay ise (c,x) ve (a, F(a)) arasindaki uzaklik

D((c, x),(a, F(a))) = (7(c,a), yierFl(fa) d(x,y)) olarak tanimlanir.

Tamm 2.2.12. [4] (X,7) bir esnek topolojik uzay ve x =y olacak sekilde x,y e X
olsun. xe F,, ye G, ve F, "G, =® olacak sekilde F, ve G, esnek agik kiimeleri
mevcutsa (X,z) esnek topolojik uzay:1 esnek Hausdorff uzay1 veya esnek T, uzay:

olarak adlandirilir.

Lemma 2.2.13. [29] Her esnek metrik uzay esnek Hausdorff uzayidir.



3. MATERYAL VE YONTEMLER
3.1. Esnek dikdortegensel metrik uzaylar

Bu bolimde esnek dikdortgensel metrik uzay tanimi verilerek, sabit nokta
teoremlerinde kullanmaya yonelik esnek dikdortgensel metrigin kullanilmasiyla esnek

dizi, esnek yakinsak dizi, esnek Cauchy dizisi tanimlar1 ifade edilmistir.

Tamm 3.1.1. [29] AcC E parametrelerin bir kiimesi olsun. Eger re R ve a< A ise
(a,r) sirali ikilisi esnek parametrik skaler olarak adlandirilir. r =0 ise (a,r) sirali
ikilisi esnek anlamda O (sifir) oldugu soylenir. r>0 ise (a,r) esnek parametrik
skaleri negatif olmayan olarak adlandirilir.(a,r) ve (b,r') iki esnek parametrik
skalerler olsun.r>r" ise (a,r)’nin (b,r’)’den kii¢iik olmadigini sdylenir. ve
(a,r) = (b,r') seklinde yazilir.
Tammm 3.1.2. 7:AxA— A bir parametrik skaler degerli fonksiyon olsun ve
(7(a,b),0) esnek parametrik skaleri 7(a,b) e A, 0 R olmak iizere esnek anlamda
0 (s1fir) elemanini gostersin. @R asagidaki sartlar sagliyorsa
@R (F,A)x(F,A) — (AR "U{0}) parametrik skaler degerli fonksiyonu (F,A)
tizerinde bir esnek dikdortgensel metrik olarak adlandirilir.
1. D.((a F(@), (b, F(b) = (7ah),0) ve a=b ise esitlik saglanir.
2. D.((a F(@)),(b,F(b)) =(#(a,b),0) = her (a F(a)), (b,F(b))e(F,A) ve
(a,F(a))=(b,F(b)) [her a,be A a=Dh]
3. Her a,be A icin D, ((a, F(a)), (b, F (b)) =D ((b, F(b)), (a, F(a)))
4. Her a,b,c,d € A igin
Dr (2, F(a)), (b, F(0))) < Dy ((a, F(a)), (¢, F(€))) +Dp ((c, F(c)), (d, F(d)))
+9,((d,F(d)), (b, F (b))

Bu takdirde ((F,A),D,) ikilisine X iizerinde bir esnek dikddrtgensel metrik uzay

denir.
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Tanmm 3.1.3.(F, A) , X {izerinde bir esnek kiime olsun. (F, A) ’daki bir esnek dizi
neN i¢in (F,A) ,(F,A) 'nin bir esnek alt kiimesi olacak sekilde f(n)=(F ,A) ile

tammli bir f : N — (F, A) fonksiyonudur ve {(F,, A)}.,, ile gosterilir.

Tanmmm 3.1.4. (F,A) , X fzerinde bir esnek kiime olsun. ©r , (F, A) lizerinde bir
esnek dikdortgensel metrik {(F,, A)},, , (F, A) *da bir esnek dizi ve (X, F(X)) € (F, A)
olsun. Bu takdirde her € pozitif sayist igin n> N olmak tizere her n dogal sayis1

icin D, ((a, F,(a)), (x, F(x))) < (#(a, X),€) olacak sekilde bir N dogal sayis1 mevcut
ise {(F,,A)},., esnek dizisi (x,F(Xx)) ’e esnek yakinsaktir denir ve bu durum

limD, ((a, F, (@), (x, F())) = (#(a,x),0) seklinde ifade edilir

Tammm 3.1.5. (F,A), X iizerinde bir esnek kiime olsun. @R, (F,A) tzerinde bir
esnek dikdortgensel metrik, {(F,, A)}.,, (F,A) ’da bir esnek dizi olsun. Bu takdirde
her ¢ pozitif sayist icin N,m>=N olmak {izere her n,m dogal sayisi igin
@R ((a,F,(@).(a,F,(a)) X (7#(a,a),¢) olacak sekilde bir N dogal sayis1 mevcut ise

{(F,, A)}._, dizisine bir esnek Cauchy dizisi denir.

Teorem 3.1.6. (F,A), X iizerinde bir esnek kiime olsun. @R, (F,A) tzerinde bir
esnek dikdortgensel metrik, {(F,, A)}._,, (F,A) ’da bir esnek Cauchy dizisi olsun.
{(F,,A)}._., (F,A) da esnek yakinsak ise bu takdirde (F, A) 'nin bir tek elamanina
yakinsar.

Ispat: Ispati ¢eliski yontemiyle yapmaya yonelik (F,,A) —(x,F(x)) ve
(F,,A) —>(y,F(y)) olacak sekilde (x,F(x)),(y,F(y))e(F,A) elemanlarinin

oldugunu kabul edelim. Her ne N ve her ae A igin

D (% F (X)), (y, F(V))) 2 D (X, F (X)), (a, F, (8))) + D (&, F, (@), (a, F,,(a)))
+Dp((a, F, (@), (v, F(y)))

esitsizligine sahibiz. Simdi € keyfi pozitif bir say1 olsun. (F,,A),, , (X,F(x)) ve

(y,F(y))’ye yakinsadigindan ve (F,,A),, esnek Cauchy dizisi oldugundan

m>n>N,, m>n>N, ve m>n>N; i¢in
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D, (%, F(%)), (a, F,(a))) < (#(x,a),/3) (3.1)
D ((a F, (@), (v, F(y)) < (7(a, y),¢/3) (3.2)
D, (& F, (@), (v, F, () < (#(a,a),¢/3) (3.3)

olacak sekilde N,, N, ve N, dogal sayilar1 vardir. Simdi m>n2>max{N,,N,, N}

oldugunu kabul edelim. Bu takdirde (3.1), (3.2) ve (3.3)’den

Dr (% FOO) (y, F(V)) = (7(x,a),¢/3) +(7(a,a),¢/ 3) +(#(a, ),/ 3)
=({7(x,a),7(a a),7(a, y)}€)

esitsizligine sahip oluruz. Bu her ¢ >0 ve ae€ A i¢in

@R ((x, F)), (v, F(Y) 2 ({7(x,a), 7(a,a), 7(a, y)},€) anlamina gelir. Bundan

dolayi @R ((x, F(X), (y, F(y) =(7(x,y),0) ’dir. Tanim 3.1.2°in (1) kosulu Xx=Yy
olmasini gerektirir. Sonug olarak (X, F(x))=(y, F(y)) dir.

Tamm 3.1.7. (F,A), X iizerinde bir esnek kiime olsun. ’E)R , (F,A) {iizerinde bir
esnek dikdortgensel metrik olsun. Eger (F, A) *daki her esnek Cauchy dizisi (F, A)

’da esnek yakinsak ise (F, A) ’ya tam esnek dikdortgensel metrik uzay denir.

Teorem 3.1.8. ((F,A),D;) ve ((F',A), D) sirastyla X ve Y iizerinde iki esnek
dikdortgensel metrik uzay olsun. f =(f,, f,):((F, A),Dg) — ((F', A),D%) bir esnek
doniistim olsun. Bu takdirde f esnek siireklidir ancak ve ancak her (X, F (X)) € (F, A)

ve (Y,F(y)) e (F,A) olacak sekilde her € pozitif sayisi igin
Dr((FOF ), T, F(YN) = (F(#(x, Y)),€) iken
D (%, F(X)), (y, F(y))) < (7(X, y)), 5) olacak sekilde bir § pozitif sayisi vardur.

Tamm 3.1.9. ((F,A),D,.), X iizerinde esnek dikddrtgensel metrik uzay ve

f:((F,A),D)—((F,A),D,) biresnek doniisiim olsun. Her X,y € A igin

Dr (FOGF O, (Y, FYN) ZeDR((x F (X)), (¥, F(y))) olacak sekilde 0<c<1

olmak iizere bir ¢ pozitif sayisi var ise f ’e esnek biiziilme denir.
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Teorem 3.1.10. ((F, A), @R) , X tizerinde esnek dikdortgensel metrik uzayinda esnek

bliziilme doniisiimii esnek siireklidir.
Ispat: f ’in esnek siirekli oldugunu gostermek icin keyfi bir (x,, F(X,)) € (F,A)

noktasinda esnek stirekli oldugunu gosterelim. 0= % alirsak

V(% F(X), (%, F (%)) € (F, A) igin D ((x, F (X)), (%, F(%,))) < (7(X, %), 6) iken

D (F (% F (), f (%, F (%)) = - D (X, F (X)), (X, F (%))
=c¢-(7(X, %), 9)

= (ﬁ.(x’ X())’Cé‘)

= (72(X, %), €)
elde edilir. Boylece f, (X,,F(X,)) noktasinda esnek siireklidir. (X,,F(x,)), (F,A)
"nin keyfi bir noktasi oldugundan esnek stireklidir. ]

Tanmm 3.1.11. ((F, A),@R), X fzerinde bir tam esnek dikdortgensel metrik uzay

olsun ve f : ((F,A),Dy) = ((F, A),D;) ’de bir esnek déniisiim olsun. f igin bir
esnek sabit nokta kiimesi f((x,F(X)))=(x,F(xX)) olacak sekilde (F,A) ’nin
(x, F(X)) seklinde bir esnek alt kiimesidir.
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4. ARASTIRMA BULGULARI
4.1. Esnek Dikdortgensel Metrik Uzaylarda Sabit Nokta Teoremleri

Teorem 4.1.1. (Esnek Dikdortgensel Metrik Uzaylar icin Banach Biiziilme

Teoremi)

((F,A),@R), X lizerinde bir tam esnek dikdortgensel metrik uzay ve

f:((F,A), @R) —((F,A), @R) bir esnek dikdortgensel biiziilme doniisiimii olsun. Bu

takdirde f bir tek esnek sabit noktaya sahiptir.
Ispat: (F,,A), (F,A) ’da keyfi bir esnek nokta olsun. {(F,,A)r,} esnek dizisini
asagidaki gibi olusturalim.

(F

n+1?

A) = f((F,,A) = f"((F, A) (n=0,12,..) (4.2)
f esnek biiziilme oldugundan, her n>1 igin

D (Fras A (Fy A) = D (F((F,, A), F(Fy AN <C-D((F AL (F 1, A) - (42)

olacak sekilde bir 0<c <1 vardir. Indiksiyonla n=0,12... i¢in

D:((F

2 A (FL A) <D (R, A) (R, A) (4.3)
oldugu sonucuna variriz.

Simdi tiim (F,, A) € (F, A) icin esnek dikdortgensel metrigin dikdortgensel 6zelligini

kullanarak

De((Fy, A), FH((Ry, A)) 2 D ((Fy, A), T((Fy, A)) + D (R, A, F2((Fy, A)))
+ D (F2((Fy, A), F4((Fy, A)))

<D (R, A), T((Fy), A)) + D ((Fy. A), T (R, A))
+C D (((Fy A), F2((Fy, A)))

sahip oluruz.

Benzer sekilde
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De((Fy, A), T2((Fy, A)) 2 D ((Fy, A), T (R, A + D (Fy, A, F2((Fy, A))
+ D (F2((Fy, A), F2((F,, A))
+ D (F3((F), A), T (R, A))
+ D (F*((Fy, A), £ (R, A))
<D, (R, A), T((Fy, A)) +D5 (R, A), F((Fy, A))
+¢* D, (R, A), T (R, A)))
+C*D, ((Fy, A), T2((Fy, A))
+¢*'DL ((Fy, A), F2((F,, A))

Her (F A)e(F,A) icin =< 2c'Du((Fy A)+c Dy ((Fy, A), F2((F,, A))

Indiiksiyonla k =2,3,4... i¢in

Do (R A, T (R A)) = 2 D (F, A), F(Fyu ) )
+C* 2D, ((F,, A), T2((F,, A))
Ustelik her (F,, A) € (F,A) igin
Da((F, A), T2((Fy, A)) XD ((Fo A), T((Fyy A)) + D ((Fy, A), F2((Fy, A))
+ Do (F2((Fy, A), T2((Fy, A))
+ D (F2((Fy, A), T4((Fy, A))
+ D (F((Fy, A), T°((Fy, A))
< 2 ¢Da((Fy, A), F((Fo, A))
Indiiksiyonla k =0,1,2,... icin
Da((Fo A, T (o, AN) = 2D (R A), T((Fy, A)) (45)

k=123,... i¢in (4.4) esitsizligi kullanilarak
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De (" (Fy, A), "2 ((Fy, A)) = "D (s, A), F2((Fy, A))
=< c“[g ¢ (Da((Ry, A), T ((Fy, A))
+D.(Fy, A), F2((Fy, A))
+c 2D (R, A), F((Fy, A))
+D((Fy, A), F2((Fy, AN)]

2k-2

=< c”[g ' Da((Ry, A), T ((Fy, A))
+D((F,, A), F2((Fy, AN)]

2 C "(1- c2k -

=C [, (R AL T (R )
+9 ((F A), £2((Fy, A))]
C
< C[@ (R, A), (R, A)))
+ Do ((Fy, A), F2((Fy, A))]

Benzer sekilde k =0,1,2,... i¢in (4.5) esitsizligi

D (" (R, A, (R, A) = "D (R, A), F7(Fy, A))
< [0 @, A, 1 )]
< [0 (R . TR, )
+ D, (R, A), F2(F AD)].

Su halde
Cn

= T [Da (R A, (R A)
+D.((F,. A, F2((F,, A

DL ((F,, A), ™7

Bu ifade {(F,, A)},, esnek dizisinin (F,A) ’da bir esnek Cauchy dizisi olmasini

gerektirir. (F, A) bir tam esnek dikdortgensel metrik uzay oldugundan, bu takdirde

{(F,,A)}.,, (X,F(x)) esnek noktasina yakinsayacak sekilde (x,F(x))e(F,A)

vardir. f esnek siirekli oldugundan f ((F,, A)) , f((x,F(X))) ’e yakinsar. Bununla

birlikte {(F,,A)},, dizisinin tammina gore f ((F,,A)), f((x,F(x))) ’e yakinsar.

Teorem 3.1.6°dan f ((X, F(X))) = (X, F(X)) elde edilir. Simdi f ((x, F(x))) ’in tekligini
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gosterelim. T ((y, F(y))) =(y,F(y)) ve (x,F(x)) #(y,F(y)) olacak sekilde baska bir
(y,F(y)) € (F,A) oldugunu varsayalim. Bu takdirde

D (4 F (), (v, F (1)) = D (F (%, F(x))), T ((y, F(y))))
< DR (X, F(0)), (¥, F(y)))

Yukaridaki esitsizlik ¢>1 olmasini gerektirir, bu ise bir geliskidir. Bu da ispati

tamamlar. -

Lemma 4.1.2. [29] Ac E parametrelerin bir kiimesi (a,r) ve (b,r") iki esnek

parametrik skaler olsun. Her ¢ >0 igin (a,r) <(b,r'+¢) ise bu takdirde
(a,r)<(b,r).

Teorem 4.1.3. ((F,E), @R) nin X tzerinde bir tam esnek dikdortgensel metrik uzay
oldugunu varsayalm. T =(T,T,):((F,E), @R) — ((F,E), f)R) doniigtimiiniin  her
(e,F(e)) e(F,E) igin T (e, F(e)) =(T,(e),T,(F(e))) = (T,(e), F(T,(e))) olacak sekilde

esnek siirekli bir doniisiim olsun ve parametrik skaler degerli ¢:(F,E) — (E,R")

doniistimii
D (T((e. F(e))). (e, F(e))) < (e, F(e))) — (T (&, F(e))) (4.6)

esitsizligini saglasin. Bu takdirde her (e, F(e)) € (F,E) i¢in {T"((e, F(¢€)))} dizisi bir

esnek sabit noktaya yakinsar.

ispat: T=(T,T,) ve 9=(¢1,0,) olsun. Simdi T((e,F(e)) = (T,(6). T,(F(¢))) ise
T((e,F(e))=((e;,F(g)) alalim. Bu takdirde
oT(EFO) =(@E).2(FE) = but).
Benzer bir yolla n=1,2,... igin T"((e, F(e))) = (e,,F(e,)) yazariz. Su halde
o (& F©) = (@) 0:(Fe,) = b,
(4.6) bagntist

Dr(T((e F(€)), (& FE)) + (T FE) <o Fe) (4.7)
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olmasini gerektirir. Bundan dolay1 Lemma 4.1.2°den  @(T ((E, F(€)))) < @((e, F(e)))
elde edilir. Bu o(T?((e, F(e)))) < (T ((e, F(€)))) olmas1 anlamma gelir. Bu yéntemi
devam ettirirsek  o(T""((e, F(e)))) < o(T"((e, F(e)))) elde ederiz. Bu ise

{p(T"((e,F(e))))} ’nin artan olmasi anlamina gelir. Su halde reel sayilarin {r.} dizisi

artandir. Bundan dolay1
limp(T"((e,F(e)))=(b,t) (HerbeE igin) (4.8)

olacak sekilde bir r € R vardir.

Agcik olarak (b,t) negatif degildir. Bu takdirde m>n olmak iizere tim n,me N igin

esnek dikdortgensel ozelligini kullanarak

Dr(T" (e, F ), T™((e, F(€)))) < Dr (T"((e, F(e))), T™((e, F())))
+9, (T (e, F(&)), T"((e, F (e))))
+D, (T™2((e, F(e)), T" (&, F(e)))

<D (T"((e, F (&), T"*((e, F(e)))
+9,(T" (e, F (&), T"*((e, Fe))))
+D(T"*((e, F(e))), T"*((e, F())))
+D,(T"*((e, F(e)), T"* (e, F(e))))
+D, (T (e, F(e))), T"((&, F(e))))

<D (T"((&, F (&), T (e, F(e)))
+D,(T"?((e, F(e))), T"*((e, F(e))))
+D,(T"((e, F(e)), T (e, F(e))))
+D, (T (e, F (), T"*((e, F (&)
+D, (T ((e, F(e))), T"* (e, F ())))
+D(T™*((&, F (&), T" (e, F (e))))

<D (T"((&, F (&), T"*((e, F(e)))
+9, (T (e, F(&)),T"((e, F(e))))
D (T (&, F (€))), T" (e, F (e))))

=o(T" (e, F(e)) —(T"" (e, F(e))
+o(T" (e, F(€) —(T"*((e, F(e)))
- +o(T"* (e, F () —o(T" (e, F (e)))

=o(T"((e,F(e))) —e(T"((e, F(e))
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Elde edilir. Su halde mIinrllof)R(T"((e,F(e))),Tm((b,F(b)))):(b,O). Bundan dolay1

{T"((e,F(e)))} esnek Cauchy dizisidir. Boylece limT"((e, F(e)) = (x, F(x)) olacak
sekilde bir (X, F(x)) € (F,E) mevcuttur. n
Tanmim 4.1.4. [29] X iizerinde bir (F,E) esnek kiimesini goz 6niine alalim. ¢ e E
olmak tizere her (c,F(c))e(F,E) eleman1 (F,E) ’nin bir esnek noktasi olarak

adlandirilir. ce E i¢in xe F(c) ise(c,x) ’in (F,E) ’ye ait olmasina gerek yoktur.

Fakat ait oluyorsa (c, X) ’i bir esnek nokta olarak kabul edebiliriz.

Tanmm 4.1.5. (F,E)’nin X lizerinde bir esnek kiime oldugunu kabul edelim.

@R, (F,E) tzerinde esnek dikdortgensel metrik ve t bir pozitif reel say1 olsun.

(e',t) yaricapl, (e, F(e)) merkezli esnek yuvar

{(c. F(©) e (F,E): Dr((c,F(0)), (e F(e) < (¢(c.€) = (")}

kiimesidir. (e, F(e)) merkezli (¢',t) yarigapli esnek yuvari B, ((e,F(e)),(e',1)) ile
gosteririz, ifadeyi biraz daha kisaltmak i¢in sadece BfJR ((e,F(e)),(e',1)) vya da

B (e F(e) yazarz.

Teorem 4.1.6. ((F,E), @R), X tizerinde tam esnek dikdortgensel metrik uzay olsun
ve T :BivR ((a,F(a)),(@',t") = ((F, E),@R) , 0<c<1iken
D (T((a, F(2)).(a, F(a))) < (1-2c)(@’ ") (4.9)

olmak tlizere bir esnek biiziilme doniisiimi olsun. Bu takdirde T,

B, ((a,F(a)),(a’,t)) esnek yuvarinda bir tek esnek sabit nokta kiimesine sahiptir.

Ispat: ©.(T((a,F(a)),(a,F(a))))<(@-2c)(@’t,) olmak iizere 0=(a’t,) < (at)

olacak sekilde bir r, >0 mevcut oldugu agiktir.

T: B@R ((a,F(a), (@ t)) > BQR ((a,F(a)),(a',ty)) alarak,

(b, F (b)), (c,F(c)),(d,F(d)) e B ((a,F(a)),(a’,t,)) ise bu takdirde
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Dr (T (b, F (b)), (8 F(a)))) = D (T (b, F (b)), (¢, F(0))))

D(T(L.FD).(aF@)) = De(T((b,F(0),T(c,F(c))

+De (T((c, F(c)),T(d, F(d))))

+Dg (T((d, F(d)). (a, F(a))))

¢ D (b, F(0)), (¢, F(c))))

+¢-Dg (¢, F(c)), (d, F(d)))) + (1 - 2c)(a",t,)
c-(a,t)+c-(a',t,)+(1-2c)(a',ty)

@,t,).

A

DN

Simdi esnek dikdortgensel metrik uzay i¢in Banach Sabit nokta teoreminden T ’nin

Bﬁ)R ((a,F(a)),(@t)) c B},:)R ((a,F(a)),(a',t)) esnek yuvarinda bir tek esnek sabit
nokta kiimesine sahip oldugunu elde ederiz. ]

Ornek 4.1.7. d(x,y) = x—y| metrigi ile birlikte X =[0,00] kiimesini goz Oniine
alalm. A=Q" ={xeQ:x>0} ve her (a,F(a))e(F,A), (a,F(a))=[0,o] olacak

sekilde (F,A), X iizerinde esnek kiime olsun.
9 ((a, F(a)), (b, F (b)) = (max{a,b},| a, —by | +|a, —b, )

ile tanimli D, : (F, A)x(F, A) = (A, R* U{0}) déniisiimiinii goz 6niine alalim.

TA(F MDY (F.MD,), TaF@)-(arFGa)=[0za] e amm

bir esnek fonksiyon olsun. Bu takdirde

5.7 (@ F@).T(O.FON =D, ((Fa F (G2)). (5o F (50))
1 1 1 1 1 1
= (max(;a 7b}] 72,70 [+ 78, ~ b, )
1 1 1.1
=> (maxtza, 2032 (18, -1 + 12, -b, 1))
= (maxga, b2, b | +|a, b, )

- %@ (2 F(@)), (b, F (b))).
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. . 1 L
Esitsizligin son ifadesinde ¢ = 5 oldugundan T ’nin bir esnek biiziilme donisimii

oldugu elde edilir. Teorem 4.1.1°¢ gore T bir tek esnek sabit kiimeye sahiptir.

Tanmm 4.1.8. (X,d) bir genellestirilmis metrik uzay olsun. o — [0,0] — [0, %) artan
doniisiim olmak tizere herhangi bir X,y € X i¢in

d(Tx,Ty) = a(d(x, y))[d(x, Tx) +d(y,Ty)]
ise T: X — X doniisiimiine genellestirilmis Kannan biiziilme doniisiimii denir [13].
Teorem 4.1.9. ((F,E),®,) bir esnek dikdortgensel metrik uzay olsun. ¢, 1 € [0,0)

olmak iizere her bir I parametrik skaleri i¢in Itlm supa < 3 sartin1 saglayacak sekilde
>r

T:(F,E) > (F, E) Kannan tipinde bir doniisiim olsun. Sinirli bir yoriinge ile birlikte
(%, F(%,)) € (F,E) oldugunu kabul edelim. Yani {T"(X,, F(X,))} smirlidir. Ayrica
her bir (x, F(x)) € (F,E) igin D((x, F(X)),T(x, F(X))) <oo oldugunu kabul edelim.
Bu takdirde T bir (X,F(X)) e(F,E) esnek sabit noktasina sahiptir.

!ian(Xo, F(x,)) = (X, F(X)) olsun. Bununla birlikte (¥, F(¥)) esnek sabit noktasina
sabit ise, bu takdirde D, ((%, F(X)), (¥, F(§))) = ve (X, F (X)) =(¥,F(§)) ’dur.

Ispat: Keyfi bir (x,,F(x,)) € (F,E) alalm. {(F, ,E)},, dizisini asagidaki gibi

tanimlayalim. (F,,,E)=T"(x,,F(X,)), n=012... T Kannan tipinde Dbir

dontisiim oldugundan

D (T" (%o, F (X)), T (X, F (%)) =D (T (T (%o, F (X)), T (T " (%o, F (%))

elde ederiz.
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D (T" (%, F (%)), T (X, F (%)) = D (T (T (%, F (%)), T (T" (%o, F (%))

< (D (T (%, F (), T" (%, F (%))
DR (T (%, F (), T" (%, F (%))
DR (T" (%, F (%)), T (%, F (%,)))]

< (D (T (%, F (%)), T" (%, F (%,))))
(Dr (T %y F (%)), T" (%, F (%))
+a(Dg (T (%, F (%)), T" (%, F (%,))))
(Dg (T" (%, F (), T (%, F (%))

D (T" (%, F (%)), T™ (%, F (%))

~a(Dg (T (%, F (%)), T" (%, F (%))

(D (T" (X, F O T (%, F (%)) < (D (T (%, F (%)), T" (%, F (%))
(Dr (T (%, F (%)), T" (%, F (%))

D (T (X, F (%)), T (X, F (%,)))
(L= ) D (T Xy F (%)), T" (%6 F (%)) < (D (T Xy F (%)), T" (%, F (%,))))
(D (T (X, F(X)). T" (%, F (%))

a(@R~(r " (X FO), T" (%, F (X))
(1_05)(@R(Tnil(xo’ F(Xo))yTn(Xo’ F (X))
(D (T (X, F (X)), T" 0%, F (X)))).

D (T" (%, F (%)), T (%, F (%)) <

a(t)

—o(t

<1 elde ederiz. Bu takdirde

a(t) [0, %) oldugundan

D (T" (X, FO6)), T ™ (X, F (%)) < D (T™ (X5, F (%)), T" (%0, F (%))

sahip oluruz. Buradan {D (T"(X,, F (%)), T (X, F (%,)))}-, dizisinin monoton artan

oldugu elde edilir. Benzer sekilde asagidaki ifadeyi gosterebiliriz.

a(éRST " (%, FO)), T n71()(0' F (%))
_Of)(@R(Tn_z(Xo' F(Xo))an_l(Xo’ F (X))

D (T (%, F(%)) T" (%, F (%)) = a

'(éR (r " (Xo' F (Xo))aT n_l(xo’ F (Xo))))

a(t)
1-a(t)

de artandir. Ustelik

a(t) artan oldugundan
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{D: (T 2(%,, F (%)), T" (%o, F (%))}, dizisinin monoton azalan olmasindan dolay1

bu takdirde Dy (T™%(%,, F (%)), T"* (%, F (%)) < Dg (%, F (%)), T (%, F (%))

OC(ZNDR~(T " (%, F (%)) T (%o, F (X)) < a(©R~((Xoa FOOD. T (X0, F(X0))
(1_a)(©R(Tn72 (%o F(Xo)):Tnil(Xm F(X)) Q=)D (X F(%)), T (X0, F (%))

Bu takdirde

B (T FOOT () < @0 FOOT (6, FOG))
(T 06 PO T 06 F OO ) = 8, (G, FOGNT 00, F ()

(D (T (%, F O, T (%, F (%)))).

Bu bagintiy1 tekrarlayarak

5. (T 0o, F O T2 00, F ) < (00 FOO).TO6, F ()
(TG, O T G F )= 2 e o)

- (Dr (%, FOO T (%, F (%))

elde ederiz. $imdi h = 2(Dg (%, F (%)), T (%, F (%))

L alalim. Bu takdirde
A=) (DR (%, F (%)), T (X5, F (%))

D (T 06 FOOD T 00, FOOD) = (1) (D (0, FOGD. TG FOG)) — (4.20)

sahip olabiliriz. m>n olsun. Bu takdirde (4.10)’dan

D (T (X, F (%)), T™ (X, F (%)) = D (T (X5, F (%)), T™ (%5, F (%))

+ D0 (T (X, FOX)): T2 (X0, F(X,)))
oD (T (X, F (%)), T™ (X0 F (X))

< (0)"Dg (%, F (X)), T (%, F (%))
+ ()™ D (%, F (%)), T (%, F(X,))) (4.11)
-+ ()" D (%, F (%)), T (%, F (%))

=[(h)" + ()™ +---+(h)""]
D (% F (%)), T (%, F (%))

O, (0%, F )T 04, F )

a'éi((xo’ F X)), T (%, F (X))
(L= ) D (%, F (X)), T (%o, F (X))
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{T" (X, F(X,))},, dizisinin (F,E) de bir esnek Cauchy dizisi oldugu elde edilir.

(F,E) tam esnek dikdortgensel metrik uzay oldugundan T"(x,, F(X,)) — (X, F (X))
olacak sekilde (X,F(X)) esnek noktasi mevcuttur. Esnek dikdortgensel metrigin

dikdortgensel 6zelliginden

D (T(R,F(R)), (X, F (X)) 2 D (T (K, F(R)), T" (X, F (%))
+ D (T" (X, F (%)), T (%, F (%))
+ D (T (%, F (%)), (%, F (X))
< A0, (T (%, F(%)), (%, F (X))
+ D (T (%, F (%)), T" (%, F (%,)))]
+h"D (X, F (%)), T (X5, F(%,)))
+ D (T™ (%5, F (%)), (%, F (R))).

D (T (X, F(R)), (%, F (X)) < 4D (T (X, F (X)), (%, F (X))
+ 4D (T (%o, F (%)), T" (X, F (X))
+h"Dp (%, F (). T (%, F (%))
+©R (T n+l(xo1 F(Xo))l ()~(’ F(i)))

(L= 2D (T (X, F(0)), (% F (0))) = 4D (T (%5, F (%)), T" (%, F (X))
+ "D (%, F (%)), T (%9, F (%))
+ D (T (%, F (%)), (%, F(0))).

A
1-4)
N n
1-4)
1
+
1-4)
<D (%, F (%)), T (%, F (%))
N n
1-4)
1
1-4)

D (T (%, F (X)), (X, F (%)) < D (T (X, F (X)), T" (%, F (X))

D (X, F(X)), T (%5, F (%))

D (T (X, F (%)), (X, F(K)))

D (X, F %)), T (%, F (%))

+ QR(TnH(Xo' F(XO)),()~(, F(X))).

n—oo alarak (F,E) — (a,F(a)) € (F,E) olmak tizere (F/,E), (F,E) de bir esnek

dizi iken D, ((x, F(X)), (F/, E)) > D ((x, F(x)), (a, F(a))) ve
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D ((FLE), (v, F(Y))) > Dr((a, F(@)),(y,F(y)))  olmasi durumunu kullanarak
(X, F(X))=T(X,F(X)) elde ederiz. Simdi T ’nin bir tek esnek sabit noktaya sahip
oldugunu gosterelim. Bunun i¢in (¥, F(¥))=T(¥,F(y)) olacak sekilde baska bir
(V,F(¥)) € (F,E) noktasinin oldugunu kabul edelim. Bu durumda 7:ExE —E

olmak lzere

Do (7. F(9). (X F(%))) = D (T (5, F(9)), T (X, F (%))
= A0 (5. F(9).T (7. F(9))
+Dg (%, F (%)), T (%, F (X))
< 2D (5. F(9). (3. F(9)))
+Dp (X, F (%)), (%, F (%))
=(7(X, X),0).

Boylece (X, F (X)) = (¥, F(¥)). n
Tanmm 4.1.10. (F,E) esnek dikdortgensel metrik uzay olsun. f ve g, (F,E) ’den

(F,E) ’ye esnek doniistimler olsun. Bu takdirde (F, E) *deki tiim (X, F(X)) ’ler i¢in

f(a(x,F(x)))=9a(f(x,F(x))) ise f’in g ile degistigi sdylenir.

Tanmm 4.1.11. f :(F,E) > (F,E) ve g:(F,E)— (F,E), ((F,E),®;) de esnek
doniisimler olsun. Bir (X,F(x))e(F,E) eleman1 f ve ¢ nin ortak noktasi
(coincidence point)’dir ancak ve ancak g((x, F(x))) = f((x,F(x))) =(x,F(x)) ’dir.
Eger f ve g tim ortak noktalarda degisiyorsa f ve ¢ ’nin zayif uyumlu (weak

compatible) oldugu soylenir.

Teorem4.1.12. g ve f ,(F,E) , X lizerinde esnek kiime ve 0 < A <1 olmak lizere

tum (X, F(X)),(y,F(y)) € (F,E) igin
D (9(x, F (X)), 9y, F(¥))) 2 AD (f (x, F (X)), T (y, F(¥))) (4.12)

esitsizligini saglayan bir ((F,E),@R) tam esnek dikdortgensel metrik uzaydan
kendisine degismeli doniisiimler olsun. g((F,E)) < f((F,E)) ve f esnek siirekli

ise, bu takdirde g ve f bir tek ortak esnek sabit noktaya sahiptir.
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Ispat: (F,,E)e(F,E) keyfi olsun. Bu takdirde g((F,,E)) ve f((F,,E)) iyi
tanimlidir. g((F,, E)) € f((F, E)) oldugundan f((F,E))=9((F,,E)) olacak sekilde
(F,, E) e (F, E) mevcuttur. Genel olarak (F,, E) segilirse, bu takdirde (F, E) *deki bir
f((F

n

1, E)) noktasmi f ((F,,;,E)) =9((F,, E)) olacak sekilde segeriz.
Simdi {f ((F,, E))} esnek dizisinin esnek Cauchy dizisi oldugunu gésterelim.

(4.12)’den

©R ( f (Fm+k’ E)’ f (Fn+k’ E)) = @R (g(Fm+k—l’ E)’ g(Fn+k—l’ E))
j ﬂ'@R (f (Fm+k—1’ E)’ f (Fn+k—1' E))

esitsizligine sahip oluruz. Boylece tiim k € N i¢in
D (f (Frs E), F (R, E)) 2 A“De(f(F,,E), f(F,, E)) (4.13)
Simdi asagidaki iki duruma sahip oluruz.

Durum 1:

Bir n igin, f((F,,E))=f((F,...E)) ise, bu takdirde
g((F,,E)) = f((F,,E)) = (w, F(w)) "dir. (w, F(w)) nin g ve f ’in bir tek ortak esnek

sabit noktada oldugunu gosterecegiz. Gergekten ilk olarak
g((w, F(w))) =9(f(F,,E)) = f(9(F,, E)) = f ((w, F(w)))
oldugunu elde ederiz.

@R ((w, F(w)), g((w, F(w)))) olsun. Bu durumda

Dr(9(F,, E), g((w, F(w)))
< AD(f(F,,E), f (W, F(w)))

Dr ((w, F (W), g(w, F(w)))

esitsizligine sahip oluruz, bu ise bir ¢eliskidir.

(4.12) bagmtisi g((F,,E))=f((F,,E))=(w,F(w))’nin g ve f ’in bir tek ortak

esnek sabit noktast olmasini gerektirdiginden Durum 1’in ispati tamamlanr.
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Durum 2:

Tim n>0i¢in f((F, E))= f((F,,E)) ise bu takdirde tim n>0,k>1 i¢in

f((F,,E)) # f ((F...,E)). Yani bir n>0 ve k>1 icin f((F,,E)))= f ((F,..,E)) ise

Dr(9(F,, E), 9(F,, . E))
< ADi(f(F,,E), f(F,.,.E))
= ((/7(f( +1) f(Fn+k+1)) O)

@ (f( n+1!E) f( n+k+1? ))

esitsizligine sahip oluruz. Boylece f((F,.,,E))= f((F,,..;,E)). Bu takdirde (4.13)

esitsizligi

Dr(f (Foi E), (R, E))

@ ( ( n+k+l7E) f( n+k? ))
j /135 (f n+1’E)1f( n’E))
< D(f(F

.0 E), F(F,, E))
olmasini gerektirir. Bu ise bir geliskidir. Su halde tiim farkli (F,,E),(F,,E) €N i¢in
f((F,,E)) = f((F,,E)) oldugunu kabul edelim. Tim keN, tim n,meN ve
(R B (Frui E) e (F,E)\{E((F,, E)), T((F,, E))} igin f((F,...E)) = F((F..E))
olduguna dikkat edelim. ((F,E),®,) bir esnek dikddrtgensel metrik uzay oldugundan

esnek dikdortgensel metrik uzayin dikddrtgensel 6zelliginden n, e N iken n, <m,n

olacak sekilde

On(f (F,.E), T (F,, E)) Or(f (Fu E), f(Fpny E))

+ D (f(Fpun B F(F 1, E))
+ Dy(f(F,,, E) f(F,E)
esitligine sahip oluruz. Bu takdirde
De(f(F,.E), f(F,E) = A"D.(f(F,E), f(F,,E)
+ A™D (f(F,,E), f(F E))

"D (f (R, E), T (F,  E)).
(L-2")De(f(F, E), f(F,E) = (A"+A"D(f(F,,E), f(F, E)

Be(1(FE) F(FLEN =2 A

@ r(9(F, E). 9(F, . E)) (4.14)
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Su halde {f(F,E)}, (F,E)’de bir esnek Cauchy dizisidir. f((F,E)) nin

tamligindan

lim £ ((F, E)) = lim g((F, ., E)

(4.15)
=(a,F(a))

olacak sekilde (a, F(a)) € (F, E) mevcuttur. Simdi f esnek siirekli oldugundan (4.12)

g ’nin esnek siirekli olmasini gerektirir. g ve f degismeli oldugundan

f((a F@)) = f(limg(F, E))
=lim  (g(F,.E))
:Lm g(f(F,,E)) (4.16)
= g(lim f (F,.E))
- g(a.F(a))

elde edilir. (b, F(b)) = f((a,F(a))) =g((a, F(a))) olsun.

g(a, F(a)) = g(b, F (b)) (4.17)

ise (4.12)’den

B(9(@F (@), gb.FO) = D, (1 (@ F@), f b,FO)
A9:(9((a, F(a))), g(b, F (b))
< Dr(9((a,F(a))). 9(b,F(0)))
esitsizligini elde ederiz. Bu ise bir ¢eliskidir. Boylece g(a,F(a))=g(b,F(b))
esitligine sahip oluruz. Buradan g(b,F(b))= f(b,F(b))=(b,F(b)) oldugunu ve
(b,F(b))’nin g ve f igin ortak esnek sabit noktasi oldugunu elde ederiz. (4.12)

bagmtisi (b, F (b)) ’nin bir tek esnek sabit nokta olmasini gerektirir. n

Lemma 4.1.13. ((F,E),®.) esnek dikdortgensel metrik uzay olsun ve
f,g9:(F,E)—>(F,E), f((F,E)) & g((F,E)) olacak sekilde iki doniisiim olsun. Yani
f(E)cg(E) ve her ecE i¢in F(f(e))cF(g(e)). Eger tim neN igin
(F,E)=(F/,,E), (F,E)e(F,E) ve (F,E)=f((F,,E))=9((F,.,,E)) Jungck

tipinde esnek dizi 0< A <lolmak iizere tim neN i¢in

De (FL.1, E), (Fl, E)) < 2D, ((F., E),(F.,,E)) (4.18)
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esitsizligini sagliyorsa, bu takdirde n=m iken (F,,E)=(F,,E).

Ispat: Bir n>m igin (F/,E)=(F/,E) oldugunu kabul edelim. Bu takdirde
(F

n

1 E)=(F,,E) ve ayrnica (F ,,E)=(F/.,,E) segelim. Bu takdirde (4.18)
esitsizligi

éR ((Fnl+1’ E)’ (Fnl’ E)) ©R ((Fn’1 E), (Fn,—l’ E))
< D (Rt B). (R, B))

= D.((F,,E),(F,E)).

A A

olmasini gerektirir. Fakat bu bir ¢eliskidir.

n=m olmasinin (F,, E) # (F;, E) olmasin gerektirdigini elde ederiz. [

Uyan 4.1.14. v,
y(tF®) =0 (tLF(1)=(0.{0})

olmak {izere ¥, :[0,00) > [0,00), w, : F([0,0)) > R ve

w(F (10,50))) = (v, 7,)(([0, ), F([0,0)) olacak  sekide  tim
v . ((F,[0,2))) > ((F,[0,))) parametrik skaler degerli esnek siirekli fonksiyonlarin

kiimesini gostersin.

Teorem 4.1.15. ((F,E),@R) bir esnek dikdortgensel metrik uzay olsun ve
f,g:(F,E)>(F,E), f((F,E))Z9((F,E)) olacak sekilde iki esnek doniisiim
olsun, yani f(E)c g(E) ve her ecE i¢in F(f(e)) c F(g(e)), (F,E) ’nintam olan
iki esnek kiimesinden biridir. Bir yw =(y,,v,), ¢=(4.4,), L=0icin y, ve y,

fonksiyonlar1 azalmayan (non-decreasing)’dir.

Tim (X, F(x)),(y,F(y)) € (F,E) i¢in

M ((x, F (), (v, F (1)) = max{D (9((x, F (), (v, F (),
Dr(9((x, FO)), F(x, F(x))), (4.19)
Do (a((y. FO), F(y. Fy }

olmak tzere
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W2 2 ) D (F (O F ), F (Y, FYD) = )M (X F (), (y, F()))
—(4.8)(M((x. F(X)). (v, F(Y)))  (4.20)
+ L@y, )(N((X F (X)), (v, F(Y))).

N (0 FGO). (3, F () = min{De (a((x, FOO). (6 F0)))
#0400y, FY). (3, Fy)), @2
D (9((4 F OO, T (v F(y),
D (9((y. F()). f (x FOoN}

Bu takdirde f ve g birtek ortak esnek noktaya sahiptir. Ustelik f ve g zayif uyumlu

ise bu takdirde bir tek ortak esnek sabit noktaya sahiptir.

Ispat: Ilk olarak (4.19), (4.20), (4.21) bagmtisinin (eger varsa) f ve g ’nin ortak
esnek noktalarinin tek olmasini gerektirdigi agiktir. f ve g ’nin ortak esnek noktaya
sahip oldugunu ispatlamak igin (X,, F(X,))€(F,E) keyfi noktasini alalim ve
f(E)cg(E) ve F(f (X)) = F(9(x,)) oldugunu kullanarak (F,E) ’de

(F.,,E)=f((F,,E))=9((F,.,,E)), for n=0,1,2... (4.22)

olacak sekilde {(F,,E)} ve {(F. E)} esnek dizilerini secelim. Bir keN i¢in
(R, E)=(F/,, E) ise bu takdirde g(F/,,,E)=(F,E)=(F/,,E)=f((F/,,E)) ve f

ve g ortak esnek noktaya sahiptir. Ayrica her ne N i¢in (F/,E) # (F. ,, E) oldugunu
kabul edelim. (4.20)’de (x, F(x))=(F

n

1 E)(Y,F(y))=(F,,E) alarak 7:ExE > E

bir parametrik fonksiyon olmak {izere
M ((F,... E), (F., E)) = max{D. ((F., E). (F/ . E). D (FLLE). (F/,E) }. (4.23)

N((x, F()), (¥, F(¥))) = min{D ((F, E), (F,.1, E)) + D (F., E), (F, E)),
De(FLE)(FLE). Da((F 1, E)(FLLEN}  (4.24)
= (#(x,y),0)

iken
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W2 v2) (D (Fr1, E). (Fy ED) = (w2, v )(Dr (F (Fi, E), TR, E)))
= ()M ((F,.1, E).(F,, E)))
— (4, )M ((F,.., B),(F,, E))
+ Ly w)(N((F,.., E). (R, E)))

oldugunu elde ederiz.

Ayrica (4.23), (4.24), (4.25) ’den

W) D (1 E). (F,, ED) = (v, y,) max{ D, ((F, E), (FL, E)),
D (.. E).(FLEN}
~ (¢, ¢,) max{ D ((F,. E).(F.,. E)).
Do ((FLuE). (FLE)}

oldugunu elde ederiz.

D.((F,E),(F!,,E)) <D.((F...,E),(F/,E)) ise bu takdirde (4.26) dan

W2 ,)Da(FL1 E), (FLED) = (00, ,) D5 (F., E), (F,E))
— (4, ¢) max{D, ((F....E).(F,EN }
< (1, v,) max{ D, ((FL1, E), (FE) }

oldugunu elde edilir. Bu ise bir ¢eliskidir. Buradan her ne N i¢in

W) D (Fl B (FLEN) = (w1 0,) D (FLLE), (F. 1, E))
~ (¢, ¢,) max{D. (F,E). (FL,, EN }
< (s, vr) max{D, (F,E), (F/ L, EN }

(4.25)

(4.26)

(4.27)

(4.28)

veya @R (R ,,E),(F,E)) =< @R ((F,E),(F.,,E)) esitsizliklerine sahip oluruz.

Cilinkii (y,,v,) azalmayandir (non-decreasing).

Boylece n—sco iken  limD,((F/y,E). (F) E)) = (u, F(u) = (@

(4.27)’dan

(w1, v,)(u, F(U)) (w1, v7,)(u, F(U)) = (4, 4,)(u, F ()

(w1, v7,)(u, F(u))

LA TA
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elde edilir. Yani (u,F(u))=0. Simdi n=m iken (F/,E) = (F/, E) oldugunu kolayca
elde ederiz. Gergekten bir n>m i¢in (F,E)=(F ,E) ise, bu takdirde

(F

n

.1 E)=(F,.,, E) segeriz. ( Boylece (F..,,E)=(F,.,, E).) Bu takdirde

De((F1,E). (F), E)) < D (R, E). (R, E))
< <D ((F..1,E),(FL,E)) (4.29)
= ©R((Fn’+1’ E)’ (Fn" E))

esitsizligine sahip oluruz. Ispatin diger kismi {(F/,E)} nin bir esnek Cauchy dizi
oldugunu géstermektir. Simdi (F,, E) 'nin bir esnek Cauchy dizi oldugunu gosterelim.

Aksini kabul edelim. Bu takdirde n(i)

Dr (U, Fngy (W), (U, Fy (W) = ($(u, 1)) (4.30)
esitsizligini saglayan en kiigiik pozitif tamsay1 olmak iizere {(F,, E)} 'nin {(F;,E)}
ve {(F,q, BE)},n(i) >m(i) > i icin (4.30) saglanacak sekilde yani

Dr (U, Fgy (W), (U, By, (u))) = (B(u, 1), )

olacak sekilde bir € >0 sayist mevcuttur. (4.30)’da esnek dikdortgensel metrigin

dikdortgensel 6zelligini kullanarak

(@(u,u),€) =D ((u, Fygy (W), (U, Fry (W)))
= D (U, Py (W), (U, Fy_ (U))) + D (U, Fy o (W), (U, By, (U)))
+ D (U, By (W), (U, By (W),
= (@(u,1), €) + D (U, Flgy_, (W), (U, Flgy, (U))
+ D (U, gy (W), (U, Fy (u)))

esitsizligine sahip oluruz. n — oo ve (4.30) kullanilarak

(@(u,u),€) <D ((u, Foiy (W), (U, By (U))) <€ oldugunu elde ederiz. Yani

1im D, (U, Fiy (W), (U, Fgy () = (7(0,1), ),

Ayrica
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D (U, Fly (W), (U, Fry (U)))
D (U, Fry W), (U, Fiy_, (W)
+Dg (U, Fly (W), (U, Py (U)))
+Dg (U, Fly (), (U, By (U)))
+Dg (U, Py (W), (U, By (D))

D (U, Flgy (W), (U, Fyy (U)))

ve
D ((u, Fria(W), (U, R, ) = ?R((U, Fay1 (W), (u, Fry ()))
< @E ((u, Ry ), (u, By, (U)))
+5?R ((u, Fn,(i)—Z (u)), (u, I:n'(i)fl(u)))
+?R ((U, Fn'(i) (U)), (U, Fﬂ:(i) (U)))
+©R((Ua Fn'](i)(U)), (U, Fn:(i)—l(u)))'
n — oo iken

(P(u,),€) =< D (U, Ry 1 (), (U, Frgy 5 (W))) = (7(u, ), €)
oldugunu elde ederiz.
lim Dr (U Py 2 (W), (U, By 1 () = (£ (u, 1), ).
Simdi (4.25)"i kullanarak

W2 175) (Dg (U, Py (D), (U, Py (U))) = (w0, 0, ) (D (£ (U, By (), (U, Frgyy 2 (W))))
= (1) (M ((U, Ry (U)), (U, Ry (U))))
= (1. 2)M (U, F )5 (), (U, By (U))))

+ L (w1, v, )N (((U, Fy -y (), (U, Ry (U))))-

N (U Py 2 (W), (U, Py )))) = mind D (((U, Figy 2 (W), T (U, oy (W)))

+D(9((U, Fyy (WD), F (U, Fygy 2 W))),
Dr (U, Fygy1 (), (U, Fyy2 (WD),
D (9((U, Foy 2 (W), F (U, Foy )}

= min{ Dy (U, Fiy 1 (u)), (U, Fogy (W)

+ D (U, Py (), (U, Py (u)))),
D (U, P2 (D) (U, Py (u))),
D (U, Fyy 2 ), (U, Fygy (W) -
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n— oo iken N(((u, F,U)), (u, R, (1)) — (Z(u,u),0).

max{D (((, Fyp2 @), T (U, Frya (W),
D (9((U, Figy, (W), T (U, Fyys (W),
D (9((U, Frgys (W), T (U, Py (W)}
= max{D, (. Fy 2 (W), U Fi (W),
D (U gy (W), (U, iy (W),
D (U, Py (W), (U, Py (W) }
= max{(#(u,u),e),0,(7(u,u),c) }
= (7(u,u),e).

M (((u, Fy iy (W), (U, Ry 2 (W))))

Su halde
(1 ¥2) (F(U,0),0) = (. 0)(F(U ), = (6 ), U), )
() (70, U),€) = (7(UU),0) = € =0
esitligine sahip oluruz.

Buise e >0 kabuliimiiz ile ¢elisir. Bundan dolay1 {(F,, E)} bir esnek Cauchy dizisidir.
g((F,E)) alt uzayinin tam oldugunu kabul edelim. Bu takdirde bir (z,F(z)) € (F,E)
icin (F,E), 09((z,F(2)))’ye yakmsar. f((z,F(z)))=9((z,F(z))) oldugunu
ispatlamak i¢in f ((z, F(z))) # 9((z, F(2))) oldugunu kabul edelim. (4.25)’den n — oo
i¢cin
M ((F,, E), (2, F @))) = max{D, (4(F,. E), 9 2, F (),

Dr(9(F,,E), f (F,,E)),

~ (4.31)
D:(0(z, F(2), (2, F@)) }
- D (9(z, F(2)), f (z,F(2)))
Ve N — oo igin
N((F, E), (z,F(2)))) = min{D, (g(F,.E), f (F,, E)),
De(9(v, FW), f (v, (), (4.32)

D.(9(z,F(2)), f(F,E)}
- (#((F,,2)),0)

olmak tlzere
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W 1) ®Dp (F((F, B)), f (2, F(2)) 2 (w0, w,)(M((F,, E), (2, F (2)))
—(2,. )M ((F,, E),(z,F(2)))) (4.33)
+ Ly w,)(N((F,, E). (z, F(2)))

elde ederiz. (4.33)’den ve n—>oco igin iist limit alarak

(2 w)(limsupD, (f((F, . E)), f (2, F(2))) = (w,9)D:(9((z. F(2))), T (2. F(2)))

~ (4, 4,)9:(9(z.F(2)), f (2. F(2))))
=< 1 v2)D:(9((2. F (), f (2, F(2)))
(4.34)

elde ederiz ve (y,,w,) fonksiyonunun azalmayan (non-decreasing) ozelligini

kullanarak
lim sup®, (f((F,,E)). f (z,F(2))) < D (9((z. F(2))), f (z. F(2)) (4.39)

Diger taraftan Teorem 3.1.6’dan (F., E) yeteri kadar biiyiikk n’ler i¢in f((z, F(2)))
ve g((z, F(z))) ’den farklidir. Boylece

Du(f (2, F(2)),9(z, F(2))) < Dp(f (2, F(2)), f ((F,, E)))
+ D (f(F,,E), (.. E))) (4.36)

+9(9((F,... E)). 9(2. F(2)))

oldugunu elde etmek i¢in esnek dikdortgensel esitsizligini uygulayabiliriz. Boylece

Dp (f (2. F(2))) < lim supD, ( ((F,, E)), f (2. F(2)) (4.37)

elde edilir. Cinkii n—oo i¢in D (f((F, E)), f(F,., E)) = (#(F, F,.,).0)

n

D (f((F BN, 9((F,.1. E)) = (7(F,.1, F.1), 0) - (4.34), (4.35) ve (4.37) den,

W2 v,)@:(9((2, F(2)), f (2, F(2))) < (w0,v,)D:(9((z. F (), (2, F(2)))

i 38)
— (4, ,)D:(9(z, F(2)), T ((z, F(2))))

veya (¢,¢,)D:(9(z, F(2)), f ((z, F(2)))) = (7(2,2),0) halini alip,

f((z,F(2))) =9((z,F(z))) elde edilir. Buise f((z,F(z)))#9((z,F(z))) kabulimiiz

ile gelisir. Bu durumda f ve g zayif uyumlu doniigiimler ise esnektir. Dikdortgensel
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esnek metrik uzaylar i¢in Jungck’un sonucu f ve g ’nin bir tek ortak esnek noktaya

sahip olmasin1 gerektirir. [

Teorem 4.1.16. ((F,E), @R) "nin bir dikdortgensel esnek metrik uzay oldugunu kabul
edelim. ¢,0:(F,[0,:0)) > (F,[0,)) , ¢o=(¢,9,), €=(6,,6,) ,p(t) <t, O(t) <t ve

her bir t >0 limg(r) <t, lim@(r) <t olacak sekilde esnek parametrik skaler degerli
rot* rot*

dontigiimler olsun. Ayrica T:(F,E)x(F,E)—> (F,E) esnek siirekli doniisiimiiniin

asagidaki sartlart sagladigini kabul edelim.

(%, F(x)) = (u,F(u)), (y,F(y))=(v,F(v)) olmak iizere her

(x, F (). (¥, F(y)), (u, F(u)), (v, F(v)) € (F, E) igin

Dr (T (% F OO (v, FON), (T (U, FU)), (v, F(W))))

= (2, 2,) (o (((x, F (X)), (y, F(Y))), (((u, F(u)), (v, F())))

—(6,, 8,) (o (((x, F (), (y, F(y)))), (((u, F (W), (v, FE(V))) (4.39)

(X0, F (%)) < T (%, F (X)), (Yo, F(¥0))): - (Yo, F(¥o)) =T (Yo, F(¥5)): (%o, F (%))
olmak tizere ((X,, F(%,)), (Yo, F(Y,))) € (F,E)x(F,E) vardir. Bu takdirde T bir tek

ikili (coupled) esnek sabit noktaya sahiptir.

Ispat: (X, F(%,)), (Yo, F(¥o)) € (F, E) nin (%o, F (%)) < T ((%;, F (%)), (Yo, F(¥,))),
(Yo F(Yo)) =T (Yo, F(Yo)), (X5, F(%,))) olmak iizere iki esnek nokta oldugunu kabul

edelim. (X F () =T (%, F (%)), (Yo, F(¥0)) ve
(Y, FOY)) =T (Yo, F(Yp)), (%, F (%)) olsun. Bu takdirde
Xo =X, Yo = Y F (%) = F(x) ve F(y,) 2 F(y,) drr. Tekrar

(%, F () =T (04, FO)), (Vs FOYNs (V2 F(Y2)) =T (v, F (Y1), (1, F (%)) olsun.
X, <X, Y, 2Y,, F(x)cF(x,) ve F(y)2F(y,) elde edilerek mixed monoton

ozelligi T tarafindan saglanir. Bu metodu devam ettirirsek

(Xn+l’ F(Xn+1)) :T((Xn’ F(Xn))1 (ynl F(yn)))’
(yn+l’ F(yn+1)) ET((yn’ F(yn))’ (Xn1 F(Xn)))’
(XO’ F(XO)) < (Xl’ F(Xl)) <= (Xn’ F(Xn)) = (Xn+l’ F(Xn+l)) = (440)
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ve

(Yor F(Y) = (Yo, F(Y)) = = (Vo F(Y)) = Voot F (Vi) = (4.41)

olmak iizere (F, E) de iki esnek {(x_, F(x.))} ve {(y.,F(y,))} dizisi elde ederiz. Bu
Xog <Xy <Xy <oor <X <Xy <oy

F(x)cF(x)c--cF(x)cF(X,,) =, ve

Vo= Vi 2V, 22y, 2y, >

F(Y))2F(y) 2F(y,) 2 2F(,) 2F(Y.) 2

anlamina gelir.

§n = ps ((((Xn ' F (Xn ))’ (yn ! F (yn ))))! (((Xn+l1 F (Xn+1))’ (yn+1’ F (yn+1)))))

— ©R (((Xn X F (Xn ))1 (Xn+1' F (Xn+l)))) + bR (((yn ! F (yn ))! (yn+l’ F (yn+l)))) (442)
2

olarak gosterelim. o, <J,,, oldugunu gostermeliyiz. Simdi (4.39) esitliginde
(((( FO9), (v, F) = (O, F D), (Yn, F(Y,)))))  alimirsa,  her  n=0igin
(((Cu, F (), (v, FOM) = (X0 F X)), (Yo F(Yp)))) Olur. 9 = (¢, 9,) *nin

ozellikleri g6z oniine alinarak

Dr (T (% FOO, Vs FM, T (20 F 1), Vs F (Vo)D)

=D ((%y.0s F ), (%0, F (X))

= (@1, 2,) (o (4, F 060D (Vs F (YD) (O6as F 0Dy (Vs F (Vo))
—(61,0,) (o (%3, F (%)), (Vs F (YN, (a0 F(X1))s (Vs F(Yre)))

= (% F ) (Vo F YR, (61 F ) (Yot F (Vo)D)

= (ps (((Xm F(Xn))’ (yn’ F(yn))))1 (((Xn—l’ F(Xn—l))1 (yn—l’ F(yn—l))))) (443) EIde ederiz'

Benzer sekilde

N((CA AN A ) B (CR I CH) N (A)!
(((Xn—l7 F (Xn—l))! (yn—l' F (yn—l)))))
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elde edebiliriz.

3’jR (((Xn+1’ F (Xn+1))! (Xn ! F (Xn )))) + 3‘jR (((yn+l' F (yn+1))’ (yn ! F (yn ))))
2

= (ps (((Xn ! F (Xn ))’ (yn ! F (yn ))))1 (((Xn—l' F (Xn—l))i (yn—l’ F(yn—l)))))

esitsizligini elde ederiz. Yani 6, <9, ,;

’dir. Su halde {6,} monoton artan ve alttan

sinirhidir. Boylece limd, =6 olacak sekilde bir §, >0 vardir. § =0 aksini kabul

edersek 5 >0 alalim. Aym zamanda (4.39)’dan
Dr (T (% F ), Vs FM, T (%1 F (0D Vs FY)))))
= D (%0 F (%,,2)), (%, F D))
=1, 2) (s (O, F (%)), (Vo F (YR, (X1 F(X20))s (Ygs F (Vo)D)
=6, 6,) (o, (%, F (X)), (Va, F (YD), (X1 F X))y (Vnaas F (Vi)
=1, 2) (o (k. F ), (Vo FCYRN, (X1 F (X0 (Yas F (Vo)D) (4.45)
elde edilir. Benzer sekilde
N((CAM (A XA A))

= (@1, 9,) (0, (065 F 06)), (Vs F (YD), (O 20 F (0D (Yt F (Yo 0))))
(4.46)

esitsizligini elde edebiliriz. Su halde

©R (((Xn+l7 F (Xn+1))! (Xn ! F (Xn )))) + éR (((yn+l’ F (yn+1))’ (yn ! F (yn ))))
2

AN CREIH))) A (G e ) AN M) (4.47)

esitsizligine sahip oluruz. (4.47) de n— oo i¢in limit alarak 6 =limgJ, <limg, , =0

n—o0

elde ederiz. Bu ise bir celigkidir. Béylece 6 =0'dir. Yani

lim o, (3 F (%), (Vs F YD, (Ko F (X000)s Vi F(Ya)))))
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— I|m ﬁ)R (((Xn+1’ F (Xn+1))’ (Xn’ F (Xn )))) + 35R (((yn+l7 F (yn+l))’ (yn’ F (yn )))) — O

n—oo 2

Su halde 7:ExE — E olmak {izere

lim D (%, F (%)), e F (,.2)))) = (7(%,, %), 0) ve

rl'_'l!@R (((yn’ l:(yn ))! (yn+l7 F(yn+1)))) = (ﬁ-(yn’ yn+l)1 O) (448)

Simdi {(x,, F(x,))}, {(y,,F(y,))} nin dikdértgensel esnek metrik uzaylarda esnek
Cauchy dizileri oldugunu gosterelim. Aksini kabul edelim. {(X,, F(x,))} ve
{(y,,F(y,))} den en az biri esnek dikdortgensel metrik uzayda esnek Cauchy dizisi

olmasin. Bu takdirde n(i) > m(i) > 1,

bR (((Xm(i)’ F(Xm(i)))1 (Xn(i)’ F(Xn(i))))) +©R (((ym(i)’ F(ym(i)))’ (yn(i)’ F(yn(i))))) ¢
(4.49)
iken n(i)en kiiciik indeks olmak iizere {(x,,F(x,))} iki {(x,, F(X,;))} ve

{ Xy F (X))} alt dizisini elde ettigimizde bir € >0 vardir. Bu

bR (Kangiy» F iy ))s Cigiy-20 F Kiiy-2))))

- (4.50)
+ D (Yngyr F Vaniy))s Vngiy-a F Vagy-)))) < €
anlamina gelir. Esnek dikdortgensel metrik uzayin tigiincii 6zelliginden
Da (o F O )): Gy F (3 ))
= @R (((Xm(i) F (Xm(i)))v (Xm(i)—l’ F (Xm(i)—l)))) (4.51)

+ ©R ((Kangiy-20 F Kingiy-))s Kogiy-a0 F Koiy))))
+ i)R ((Kngiyr F agiy-1)s Koy s F (Xoy)))

esitsizligini elde ederiz. Benzer sekilde esnek dikdortgensel metrik uzayin 4.

ozelliginden
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O (Vmgiys F Yoy ) Ogiys F Yoy )
= D (Yimgys F Yooy Y22 F Yiny-2)))
+ D (Yingy-1+ F V) Ungy-as F Yagy)))
+ D (Yogy-1r F Vo)) Wagys F Vo))

(4.52)

Ozelligini elde edebiliriz. (4.51) ve (4.52) toplayarak (4.48), (4.49) ve (4.50) den

D ((Kagy F o)) Cagiys F gy DN + D (Vs F Vi) gy F Yy )
D (K1 F ) Chagya F (ay-2)))
+ D (V11 F Oy gy 0 F Yy )] (4.53)
DR (X1 F Chagy 1)) gy F Oy D))
+ D (Va1 F Oy ) Ogiys F Vo))

(4.53) de i — o igin limit alarak ve (4.48), (4.49) esitsizliklerini kullanarak

e N (CHCH NI )
D0 (Vs F Oy Yoy F Yoy
<MD (o 10 F Gy Gy 10 F gy ) (4.54)
D (Wnyss F D) Oy F Yy )]

esitsizligini elde ederiz. Benzer sekilde esnek dikdortgensel metrik uzayin tiglincii

ozelliginden

O (X2 F i) (a2 F o))
+ D (Vmgiy-1+ F o)) Wnyar F Bogy-)))
=D (K11 F K1) Gy s F Oy )))
+ D (Vi1 F Oy ))s Wiy F Yoy )]
DR (i F Oy ) oy F ()
+ D (Vangy s F Oy ) Yniys F Yoy IV
1D (s F D) g0 F (y-2)))
+ D (Vagys F Yoy ogy-1r F Yoy )]

(4.55)

elde edilir. (4.55) de i — oo igin limit alarak ve (4.48), (4.49), (4.54) ‘den
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LD (X F ), Oy F Gy ))
+ ©R (((ym(i) ! F (ym(i)))! (yn(i)’ F (yn(i)))))]

!'_[Q[ZNDR ((Kengiy-20 F Cingiy-2))s Koy F Kaiy2))))

i (4.56)
+ D (Vaniy-20 F Vi) Vngiy10 F Yngiy-2)))]

elde ederiz. ((X, F (X)), (Y, F(¥))) = ((Xngy1s F Kaniy-1))s Yingiy-10 F (Yingiy1))) Ve

((u, F(u)),(v,F(v))) = ((Xn(i)—l7 F(Xn(i)—l))’ (yn(i)—l’ F(yn(i)—l))) olmak {lizere (4.39)

esitsizligini uygulayarak

©R ((Kngiys F iy D)y Ky FXay))))
= i)R (T (Kngiy2r F Kiniy-2)s Kengiyar F Ky T (Kiy-20 F Kiy-2))s Koy F Koiy-))))

= (2, 9.)(po, ((((Xm(i)—17 F(Xm(i)—l))’ (ym(i)—l’ F(ym(i)—l))))’
((Xagiy-20 F Ky )y Vngiy-as F Yy )))

= 05 ((Kingiy-10 F K1)y Vingiy-ar F Yingiy-2))))s

(4.57)
((Kagiy-20 F Xagiy-0)s Vngiyar F Yagiy-))-

Benzer sekilde

:;DR (((ym(i) F (ym(i)))! (yn(i) F (yn(i)))))
=ps ((((Xm(i)—1’ F (Xm(i)—l))l (ym(i)—l' F(ym(i)—l))))’ (4.58)
(((Xn(i)—l’ F (Xn(i)—l))! (yn(i)—17 F (yn(i)—l)))))

elde ederiz. (4.57) ve (4.58) ’yi toplamadan 6nce | — o igin limit aldiktan sonra

LD (O F ) s F O )))
D (Y F Yoy ): Yy F Y]
<MD (g 10 F Oy 2, Oty 10 F iy )
D (Y 2+ F Oy ) Gy 2+ F gy D]

esitsizligini elde ederiz.
(4.56) ’dan bu bir ¢eliskidir. Bu takdirde {(x,, F(x, )}, {(y,, F(y,))} dikdortgensel

metrik uzayda esnek Cauchy dizileridir. ((F,E), D) tam oldugundan
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lim(x,, F(x,)) = (x,F(x)) ve lim(y,, F(y,)) = (¥, F(y)) (4.59)
olmak iizere (X, F(x)),(y,F(y)) € (F,E) mevcuttur.

T nin esnek siirekliliginden ve (F, E) ’nin esnek Hausdorff olmasindan
(X, F(x)) = im(x,.1, F (%)) = IMT((x,, F (,)), (¥, F (7)) =T (X, F (X)), (v, F ()

ve

(y, F(Y)) = im(Y,.0, F(Yoa)) = imT (Y, F(Y)) (60 F () =T (Y, F(y)), (6 F (X))

elde edilir. n
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5. SONUC VE ONERILER

Bu tez ¢alismasinda esnek kiime yapis1 ve dikdortgensel metrik kullanilarak, esnek

dikdortgensel metrik denilen ve g ile gosterilen yeni bir metrik tanimlanmastir.
Boylece bu metrik uzayda bazi sabit nokta teoremlerini ispatlamaya yonelik altyapi
olusturmasi agisindan esnek dikdortgensel metrigin kullanilmasiyla esnek dizi, esnek
yakinsak dizi, esnek Cauchy dizisi ve esnek biiziilebilirlik gibi kavramlar ifade

edilmistir.

Literatiirde yer alan Banach, Caristi, Kannan gibi baz1 sabit nokta teoremleri esnek
dikdortgensel metrik uzaylarda ispat edilmistir. Bu teoremleri ispatlamaya yonelik
bazi1 yardimci tanim, teorem ve lemmalar da verilmistir. Calismada son olarak iki
esnek doniisiim igin ortak esnek nokta kavrami kullanilarak bu iki doniistimiin zayif
uyumlu olmasi durumu tanimlanarak degismeli doniisiimler i¢in ortak esnek sabit
nokta teoremi ispatlanmigtir. Ayrica Jungck tipi esnek diziler ve azalmayan (non-
decreasing) fonksiyonlarin kullanilmasiyla zayif uyumlu (weak compatible)

dontistimler i¢in ortak esnek sabit nokta teoremi ispatlanmistir.

Bu tez ¢aligmasinda elde edilen sonuglarin disinda literatiirde yer alan Suzuki, Meir
Keeler, Chatterja gibi sabit nokta teoremi ifade ve ispat edilebilir. Ayrica ortak sabit
nokta teoremleri i¢in kullanilan fonksiyonlara esnek siirekli olmalari veya esnek

stirekli olmamalar1 gibi 6zellikler yiiklenerek yeni sonuglar elde edilebilir.
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