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OZET
Yuksek Lisans Tezi

Volterra Tipi Fonksiyonel integro-Diferansiyel Denklemlerin Pell-Lucas
Polinom Coziimleri ve Uygulamalari

Alpha Peter LUKONDE

Manisa Celal Bayar Universitesi
Fen Bilimleri Enstitusu
Matematik Anabilim Dah

Damsman: Do¢. Dr. Duygu DONMEZ DEMIR

Bu tez calismasinda, adi, integro-diferansiyel, Volterra tipi integro-
diferansiyel, degisken ve oransal gecikmeli integro-diferansiyel ve lineer diferansiyel-
fark denklemlerinin ¢6zimlerini bulmak igin Pell-Lucas polinomuna dayali matris-
siralama yontemi uygulanacaktir. Uygulama alani olarak, kimya, fizik, mihendislik
ve diger bilim dallarinda ¢ok sayida karmasik matematiksel problemler ortaya
cikmaktadir. Bu tip problemleri ¢6zmek igin analitik yontemler yetersiz kaldiginda
nimerik yontemler uygulanmaktadir. Bu amagla, bir¢ok arastirmaci farkli sayisal
yontemler yani yaklasik metotlar gelistirmislerdir. Bu c¢alismada, yer alan
matematiksel problemlerin ¢6zimlerini bulmak icin Pell-Lucas polinomuna dayali
matris-siralama yontemi, niimerik yontem olarak kullanilacaktir. Bu teknikte, Pell-
Lucas polinomlarmin katsayilar1 matris formuna doniistiiriilerek istenilen ¢oziim
bulunacaktir. Ayrica, ¢6ziimiin dogrulugunu kontrol etmek icin rezidiel hata ve

mutlak hata analizi kullanilacaktir.

Bu ¢alisma bes boliimden meydana gelmektedir. Birinci bélimde, fonksiyonel
diferansiyel denklemler ve uygulama alanlarina iliskin genel bilgiler verilmistir. Ikinci
bolimde, Pell-Lucas polinomlar1 tanitilmis ve polinomlarin agik gosterimleri
grafikleriyle beraber takdim edilmistir. Uclincti bélimde, adi, Fredholm tipi integral,
sabit ve degisken katsayili integro-diferansiyel, Volterra tipi integro-diferansiyel,
Fredholm-Volterra tipi integro-diferansiyel, oransal ve degisken gecikmeli integro-
diferansiyel denklemlere iliskin problemler tanitilmis, temel matris bagintilari, ¢6ziim
yontemi ve ¢6zimin dogrulugunu kontrol etmek icin rezidiel hata ve mutlak hata

analizi verilmistir. Dordinct bolumde ise, adi gecen denklemlerle ilgili 6rnekler

Vil



takdim edilmis, nimerik ¢6zimler grafik ve tablolarla gosterilmistir. Son olarak

besinci boliimde, sonug ve Oneriler sunulmustur.

Anahtar Kelimeler: Pell-Lucas Polinomlar1, Matris-Siralama Y 6ntemi, Fredholm ve
Volterra Tipi Fonksiyonel Integro-Diferansiyel Denklemler, Adi Diferansiyel
Denklemler, Rezidiel Hata Analizi, Degisken ve Oransal Gecikmeli Diferansiyel
Denklemler.

2020, 161 sayfa
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ABSTRACT
M.Sc. Thesis

Pell-Lucas Polynomial Solutions and Applications of VVolterra Type
Function Integro-Differential Equations

Alpha Peter LUKONDE

Manisa Celal Bayar University
Graduate School of Applied and Natural Sciences
Department of Mathematics

Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Duygu DONMEZ DEMIR

In this thesis, the matrix collocation method based on Pell-Lucas polynomial will be
applied to find solutions of ordinary, integro-differential, Volterra type integro-
differential, integro-differential with variable and proportional delay and linear
differential-difference equations. As a field of application, many complex
mathematical problems arise in chemistry, physics, engineering and other disciplines.
Numerical methods are applied when analytical methods are insufficient to solve such
problems. For this purpose, many researchers have developed different numerical
methods, i.e. approximate methods. In this study, the matrix collocation method based
on Pell-Lucas polynomial will be used as numerical method to find solutions of
mathematical problems. In this technique, the desired solution will be found by
converting the coefficients of Pell-Lucas polynomials into matrix form. Also, residual
error and absolute error analysis will be used to check the accuracy of the solution.

This study consists of five chapters. In the first section, general information about
functional differential equations and application areas is given. In the second part, Pell-
Lucas polynomials are introduced and clear representations of polynomials are
presented together with their graphics. In the third chapter, problems related to
ordinary, Fredholm type integral, fixed and variable coefficient integro-differential,
Volterra type integro-differential, Fredholm-Volterra type integro-differential,
integro-differential equations with proportional and variable delay are introduced,
basic matrix relations, solution method and residual error and absolute error analysis
are given to check the accuracy of the solution. In the fourth section, examples of the
mentioned equations are presented and numerical solutions are shown with graphs and
tables. Finally, in the fifth chapter, the results and suggestions are presented.

Keywords: Pell-Lucas Polynomials, Matrix-Collocation Method, Volterra and
Fredholm Type Integro-Differential Equations, Ordinary Differential Equations,
Residual Error Analysis, Differential Equations with Variable and Proportional
Delays.

2020, 161 pages



1. GIRIS

Bilinmeyen fonksiyon veya fonksiyonlar ile bunlarin c¢esitli mertebeden
tirevlerini igeren denklemlere diferansiyel denklem denir. Fen, muhendislik ve sosyal
bilimlerde karsilasilan birgok problemin matematiksel modelleri diferansiyel
denklemlerle ifade edilir. Ornegin; roket ve uydularm hareketi, bir elektrik
devresindeki akim veya elektrik yiikii, iletken bir ¢ubuktaki 1s1 akimui, bir tel veya zarin
titresimi, radyoaktif bir maddenin pargalanmasi, kimyasal reaksiyonlarin belirlenmesi,
belirli bir geometrik 6zellikteki egrilerin bulunmasi gibi durumlarda diferansiyel
denklemlere ihtiya¢ duyulmaktadir. Ancak baz1 durumlarda diferansiyel denklemler
tek basina bir problemi tanimlada yeterli olmayabilir. Bu durumda, denkleme sinir ya
da baslangi¢ sart: eklemek gerekebilir. Integral denklemlerde ise ilave sarta gerek
yoktur. Bu tip diferansiyel denklemler, fonksiyonel diferansiyel denklemlerin 6zel bir
siifin1 olusturmakta olup, genel olarak kontrol sistemlerinin modellenmesinde,
ekoloji ve biyolojide sik¢a kullanilmaktadir. Adi diferansiyel, Fredholm tipi integral
denklemler, Volterra tipi integral denklemler ve integro-diferansiyel denklemler

fonksiyonel denklemler sinifin1 olusturmaktadir [1].

Bu denklemler problemin tam tanimmim verirler. Integral denklemler
bilinmeyen fonksiyonun integral isareti altinda bulundugu denklemler olarak

tanimlanmakla birlikte, bu tanim yetersiz kalmaktadir [2].

u(x), bilinmeyen fonksiyonun integral isareti altinda bulundugunda, bir

integral denklem olarak adlandirilir. Buna gore, integral denklemin standart formaili

u(x)= f(x)+ﬂhT)K(x,t)u(t)dt (1.1)

g(x)

bigiminde tanimlanir. Burada, A bir sabit, g(x) ve h(x) integralin smirlar1 olup,
K(x,t) fonksiyonuna cekirdek fonksiyon denir [3]. Matematiksel fizik, kuantum

mekanigi, potansiyel teori ve konformal doniisimlerde integral isareti altinda olan
denklemlerle karsilagabilir [3]. Integral denklemlerin uygulama alami genis
oldugundan, ¢ok sayida arastirmaci bu konuya ilgi duymaktadir. Integral denklemler
yapilarina gore farkli sekilde adlandirilirlar. Baz1 integral denklemlerde, integrallerin

sinirlar1 sabitlerdir, bu tur integral denklemlere Fredholm integral denklemler denir.



Diger yandan, bazi integral denklemlerde ise integrallerin sinirlart hem sabit hem de
degiskenlerden olusmaktadir. Bu tip denklemler de Volterra integral denklemler
olarak adlandirilir [3].

Ilk olarak integral denklemler kelimesi 1888 yilinda Du Bois-Reymond
tarafindan kullanilmistir [4]. Burada, Reymond

>
g(x)z\/;gcos(xé)f (&)de (1.2)

f(X)z\/%TCOS(Xf)g(f)df. (1.3)

bi¢iminde Bocher Fourier’in tersi bir formiil vermistir. Bu iki denklem birinci cins
integral denklem olarak siniflandirabilir. Bu ugrasilar 19. yiizyilin ilk yarisinda
baglamistir. Ancak integral denklemler invers (tersi) probleminden ortaya ¢ikmig
olarak kabul edilmektedir. Abel bir mekanik problemi incelerken ilk integral ortaya
cikmustir [4]. Abel’in inceledigi problem asagida verilmektedir:

1(dsY’
E[d—ij =a(z-y) (1.4)

7 ds ds
- [ = ==t
9(2) yjz Ty v
_Ffy
9(2) ! CTE

Abel’in inceledigi bu problem de birinci cins integral denklem olarak

adlandirilmaktadir.

Dogal diinyanin davranisinin ¢ogu temel ilkeler ya da yasalar altinda, bir
degiskenin baska bir degiskene gore degismesi bicimindedir. Ornegin, y degiskeni, t
degiskenine gore degismektedir. Bu tiir bagintilar, y ve y ’nin tlrevlerinden

olugmaktadir. Ortaya ¢ikan bu bagint1 diferansiyel denklem olarak adlandirilmaktadir

[5].

Integro-diferansiyel denklemler ise, hem diferansiyel denklem hem de integral
denklem icerir [3]. Bu durumda, integro-diferansiyel denklemleri ¢dzebilmek icin,

diferansiyel ve integral denklem kavramlarimin bilinmesi 6nemlidir.



2. GENEL BiLGILER

2.1. Literatr Ozeti

Fonksiyonel integro-difereransiyel denklemler; diferansiyel, integral,
gecikmekli  diferansiyel, gecikmeli integro-diferansiyel, diferansiyel-fark,
genellestilmis pantograph ve multi pantograph gibi denklemlerin bir kombinasyonu

olarak bilinirler.

Bu tip denklemler, fen ve miihendislik alanlarindaki uygulamalarda énemli bir
rol oynamaktadirlar. Ozellikle, ekonomi, biyoloji, astrofizik, kontrol ve
elektrodinamik, elastisite, salinim teorisi gibi uygulamali alanlarda, bu tip denklemler
uygulanir [6-16]. Buna ek olarak, bu ¢alismada gézoniine alinacak Volterra tipindeki
fonksiyonel integrol-diferansiyel denklemlerin analitik ve nlmerik ¢6zimlerinin
Ozellikleri birgok yazar tarafindan pek ¢ok kez arastirilmigtir [17,27-28,31,34]. Son
zamanlarda, bu bahsedilen fonksiyonel denklemlerin ¢ozumleri igin artan bir ilgi
vardir. Ayn1 zamanda, bu tip denklemlerin analitik ¢czimlerini bulmak ¢ok zor veya
mimkiin degildir. Dolayisiyla niimerik ¢oziimlere ihtiyag duyulur. Bu tip
denklemlerin bazilarinin niimerik ¢oziimleri igin; Taylor, Chebyshev, Laguerre,
Hermite, Bernstein Bessel, Exponential, Dickson, Lucas, Morgan-Voyce, Stirling,
Genochi, Legendre, Gegenbauer and Chelyshkov polinomlarina dayali matrix
siralama yontemleri kullanilmistir [7,16-23,25,27-28,37]. Bu ¢alismada kullanilacak
olan Pell-Lucas polinomlari, Horadam tarafindan bulunmustur ve Horadam
polinomlarinin 6zel bir halidir. Bu tip polinomlar, fen, mihendislik ve bilgisayar
bilimlerinde uygulama alan1 bulmakta olup, matematik alaninda da aktif bir sekilde
kullanilmaktadir [20,22,25,31-32].

Ayrica, dinamik sistemlerin modellenmesinde kullanilan yiksek mertebeden
karistk  gecikmeli fonksiyonel diferansiyel denklemler, biyoloji, ekonomi,
elektrodinamik, potansiyel teori, elektrostatik, astronomi, kimya, mekanik, fizik vb.
gibi bir¢ok alanda 6nemli bir rol oynamaktadir [7,16-17,19-23]. Bu denklemlerin
yaklasik ¢oziimlerini elde etmede ihtiya¢ duyulan sayisal yontemlere drnek olarak,
Chebyshev matris siralama yontemi [19], one-Leg 6 yontemleri [40], Spline fonksiyon
yontemi [41] ve Legendre-Gauss collocation yontemi [44] gibi sayisal yontemler
verilebilir. Son yillarda, Sezer ve arkadaslari tarafindan dogrusal ve dogrusal olmayan

diferansiyel, integral, integro-diferansiyel, integro-diferansiyel fark ve pantograf
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denklemlerini ¢6zmek i¢in bazi matris ve siralama yontemleri sunulmustur [7,16,17-

23,25,27-28,31-49].

Bu tez calismasinda adi diferansiyel denklemler, Fredholm tipi integral
denklemler, Fredholm ve Volterra integro-diferansiyel denklemler ve gecikmeli
diferansiyel denklemler ele almacaktir. integro-diferansiyel denklemler, integral ile
diferansiyel denklemlerin iligskisinden meydana geldiginden, ilk olarak lineer
diferansiyel denklemlerle ilgili problemler arastirilacaktir. Daha sonra, integral

denklemler ve integro-diferansiyel denklemler ile ilgili problemler ele alinacaktir.

Ayrica, ikinci cins Fredholm integral, gecikmeli diferansiyel ve oransal
gecikmeli integro-diferansiyel denklemlerinin karisik kosullara gore, sonlu Pell-Lucas

serisi formundaki yaklasik ¢oziimleri de arastirilacaktir.

Bu tezin amaci, Pell-Lucas polinomlar1 ve serileri ile bunlarin tiirevleri ile
integrallerini, matris denklemlere veya cebirsel sistemlere doniistiirecek ve standart
siralama noktalarin1 kullanarak, lineer diferansiyel, Fredholm tipi integral, Volterra
tipi lineer sabit ve degisken katsayili integro-diferansiyel, Fredholm tipi lineer sabit ve
degisken katsayili integro-diferansiyel, sabit ve degisken gecikmeli diferansiyel,
Fredholm-Volterra tipi integro-diferansiyel, Fredholm tipindeki degisken gecikmeli
diferansiyel ve oransal gecikmeli diferansiyel denklemlerin baglangi¢, siir veya
karisik kosullar altinda yaklasik ¢6ziimlerini bulmak, rezidiel (kalan) fonksiyonlarina
ve ortalama deger teoremine dayali hata analizi yaparak, bulunan yaklasik ¢oziimleri
iyilestirmek, hata sinirlarini belirlemektir. Boylece, sunulan ¢alismada fonksiyonel
Volterra tip integro diferansiyel denklemlerin karisik kosullara goére iyilestirilmis

yaklasik ¢oziimleri, Pell-Lucas matris siralama yontemi gelistirilerek elde edilecektir.

2.2. Pell ve Pell-Lucas Polinomlarmin Tanimi ve Rekiirans Bagintilar

n

Pell ve Pell-Lucas polinomlari sirasiyla P (X) ve Q, (X) ile gosterilmektedir.

Bu polinomlar asagidaki gibi tanimlanir [1,24,26,35]:
P,(x)=2xP,,(x)+P,,(x), n>2, B(x)=0, B(x)=1 (2.1)

ve



Q,(X)=2xQ,; (X)+Q,,(x), n=2, Q,(x) =2, Q,(x)=2x (2.2)

Tablo 2.1. Pell ve Pell-Lucas Polinomlarmin Karsilastirilmasi

" P.(x) Q. (%)

0 0 2

1 1 2X

2 2X (2x)2 +2

3 (2x)2 +1 (2x)3 +3(2x)

4 (2x)* +2(2x) (2x)" +4(2x)" +2

5 (2x)4 +3(2x)2 +1 (2x)5 +5(2x)3 +5(2x)

Buna gore, (2.1) ve (2.2) bagintilarindan
Q. (X)=P.,(x)+P,(x)

bagintis1 elde edilir. Ayrica, x=1 ve x=1/2 durumlarmda P,(1)=P,, n. Pell
sayist; Q,(1)=Q, , n. Pell-Lucas says;; P,(1/2)=F, , n. Fibonacci sayisi;

Q. (1/ 2)=L,, n. Lucas sayis seklinde tanimlanmaktadur.

Ayni  zamanda, Fibonacci polinomu P,(x/2)=F,(x) ve Lucas polinomu
Q,(x/2)=L,(x) biciminde tanimhdir. Bu polinomlar asagidaki fonksiyonlardan

aretilir [1]:



Buradan, herhangibir n>2 tamsayis1 i¢in Pell ve Pell-Lucas polinomlarinin agik

formuleri (rekiirans bagintilari) sirasiyla,

0.~ H L(n— k)(ZX)n_Zk 3

biciminde elde edilir [1].

2.3. Pell ve Pell-Lucas Polinomlarinin A¢ik Gosterimleri ve Grafikleri

Burada, (2.1) ve (2.2) formulleri ile verilen Pell ve Pell-Lucas polinomlarina
ait rekiiras bagintilar1 kullanilarak, n=1,2,3,4,5 i¢in polinomlar tanimlanip, grafikleri
Sekil 2.1 ve Sekil 2.2° de gosterilmistir. Pell polinomlariin ilk alt1 tanesi agik formda

asagidaki gibi verilmistir:

R (X) =0

R(x)=1

P, (x)=2x

P,(x)=(2x)" +1

P,(x)= (2x)3 +2(2x)
P,(x)=(2x)" +3(2x)" +1



0.4

Sekil 2.1. ilk alt: Pell polinomunun grafigi

Pell-Lucas polinomlarinin ilk dokuz tanesi agik formda asagida verilmistir.

Q(x)=2

Q(

) =2x

>

Q,(x)= (2x)2 +2

Q,(x)=(2x)" +3(2x)

Q, (x)=(2x)" +4(2x)" +2

Qs (x)= (2x)5 +5(2x)3 +5(2x)

Qs (x)=(2x)" +6(2x)" +9(2x)" +2

Q, (x)=(2x)"+7(2x)’ +14(2x)* +7(2x)

Q, (x)=(2x)" +8(2x)" +20(2x)" +16(2x)" +2
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Sekil 2.2. i1k alt: Pell-Lucas polinomunun grafigi

3. MATERYAL VE YONTEMLER

3.1. Materyal

Bu boélimde, sirasiyla adi diferansiyel denklemler, Fredholm tipi integral
denklemler, yiiksek mertebeli sabit katsayili Fredholm integro-diferansiyel
denklemler, Fredholm tipi integro-diferansiyel denklemler, yiuksek mertebeli Volterra
tipi integro-diferansiyel denklemler, Fredholm-Volterra tipi integro-diferansiyel
denklemler, yiiksek mertebeli oransal ve degisken gecikmeli integro-diferansiyel
denklemler icin matris siralama yontemi verilecektir. Ayrica kalan fonksiyonlara ve
ortalama deger teoremine dayali rezidiiel hata analizi uygulanacak ve bdylece
¢cozumlerin dogrulugu ve tutarlihigi gosterilecektir. Buldugumuz sonuglari, tablo ve

grafikler yardimiyla, tam ¢6ziime yakin degerlerin bulundugu gosterilecektir.

3.2. Yontemler
3.2.1. Adi Diferansiyel Denklemler icin Pell-Lucas Matris-Siralama

Yontemi

Bu kesimde, adi diferansiyel denklemlerin matris—siralama yontemi

olusturulacaktir. {1k olarak,



SR (x)y" ()= f(x), a<x<b (3.1)

k=0

tipindeki m. mertebeden lineer diferansiyel denkleminin

LN

m-—.

Z(akj y) (a)+by yt (b)) =25 j=01..m-1 (3.2)

=0

=

karisik kosullara gore, yaklasik ¢oziimlerini bulmak icin, Pell-Lucas polinomlarini ve

siralama noktalarmi kullanarak, yontem hakkinda bilgi verelim. Burada, y(x)
bilinmeyen fonksiyondur, Pk(x)vef(x), [a,b] kapali araliginda tanimli siirekli

bilinen fonksiyonlar ve a; , b, , 4, sabitlerdir. y(x) bilinmeyen fonksiyonunun

¢6zumi kesilmis Pell-Lucas polinomu seklinde aranacaktir. Bu amagla, dnce (3.1)

denkleminin, (3.2) ile tanimlanan

N

y(x)=yy (X)=>2,Q,(x)=2a,Q, (X)+aQ, (x)+:--+2a,Q,(x) (3.3)

n=0

kesilmis Pell-Lucas serisi formunda yaklasik ¢6ztiimiiniin oldugu kabul edilir. Burada,

Qn(x) polinomlar1 Pell-Lucas polinomlarin1 ve a, ,n=0,1,...,N katsayilar1 da

bilinmeyen Pell-Lucas katsayilarini temsil etmektedir.

3.2.1.1. Temel Matris Bagintilar

(2.3) ile tanmimlanan Pell-Lucas polinomlarinin matris bagintisi

: K
Q, (X) _ Z on-2k ﬁ(nk jxn—Zk (3.4)

ile elde edilecektir. Buna gore, n’in bazi degerleri icin Pell-Lucas polinomlarinin

matris bagintist

n=0 igin; Q(x)=2
_ : l—ZkL 1-k 1-2k
- Ql(x)_éz 1_k( k ]X
n=1 igin; 11
Q(x)=2 i(ojx



2 (2-k
22 2k 2-2k
(=3, [ k j
0

n=2 igin Qz(X)=22§(§]XZ+ZO%@X
1 3k

n=3 igin ;3 o\ (Bij

Qs(X)=23§(0JX3+215(1]X1
- Q4<x)=2“3@ 224“ e
0O =

QS(X)=ZSEU 235@ 2150

& Q: ()= 22 4 ( .

-
oo e sse 21

biciminde elde edilir. Bu taktirde, (3.4)’den asagidaki iki 6Gnemli matris bulunabilir:
N tek ise,

2 0 0 0 0
1
0 212 0 0 0
110
1 2
2OE 0 223 0 0
1 2(0
L'=l o 21 3(2 0 22 3(3 0
21 3\0
N +1 N N+3
N+1| N-1 2 N -3 N
L 2 2 2

ve N cift ise,
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_ 2 3
LT = 0 n3 0 23 0
2l1 3lo
ﬁ N +2
N| 2 > N 2 v N(N
20— 0 2 0 Lo2N =
NI N N+2| N-2 N(O
22 2 2

(3.4)’den elde edilen diger matrisler ise,

X(=[1 x ¥ - ] QX)=[Q(x) Q(x) - Q(x]
bicimindedir. Buradan;
Q" (x)=L"X"(x)=Q(x)=X(x)L (3.5)

bulunur. Buna gore,

N

y(x) = yy (%)= 2 a,Q, (x) =a,Q, (x) +aQ; (x)+-a,Qy (x)

8
Ve (0=[Q() Q(X) = Q] T |iA=la a - af
a'N
W (X)=Q(x) A (36)
elde edilir. (3.5) bagntisi, (3.7) de yerine yazilirsa,
y(x)=y, (x)=X(x)LA 3.7)

bulunur. Bu takdirde, y(x) ’nin tlrevleri

y'(x) =y, (x)=X'(x)LA
y'(x) =y, (x)=X"(x)LA
y'(x)=y" (x) = X"(x) LA

11



biciminde olup, boylece gecis matrisi
y® (x)= y, (x)= X ®) (x)LA (3.8)
olarak elde edilir. Buna gére, X"*)(x) matrisini X(x) matrisi yazmak amactyla

asagidaki adimlar1 uygulanirsa,

X’(x)z[ 0 1 2X Nx”’l]
o 0
0 2 0
:[1 X X xN] P
0 O
00 0 0 0
X'(x)=X(x)C

X"(x)=X"(x)C = X(x)C?

olup, benzer sekilde devam edilirse

X(k)(x)z X (x)C* (3.9)
bulunur. Burada, C matrisi
‘0 1 0 0] 1 0 0]
0 0 2 0 1 0 0
C=|: : N
0O 0 0 -+ N 0 0 1
0 0 0 0 O] |0 0 0 - 1_(N+1)><(N+1)

biciminde tanimlidir [25-28,32]. (3.9) bagintis1, (3.8) de yerine yazilirsa
y(k)(x); yN(k)(x):X(x)C"LA (3.10)

elde edilir.

3.2.1.2. C6zim Yontemi
(3.10) matris bagintisi (3.1) denkleminde yerlestirilirse,

YR, (x)X (x)CELA = f (x) (3.11)

k=0

matris denklemi bulunur. Buna gore,

x.=a+b|:l—ai L i=012,...,N (3.12)



ile tanimhi standart siralama noktalar1 (3.11) matris denkleminde yerine yazilir,

olusturulan matris denklem sistemi diizenlenirse, (3.1) diferansiyel denklemi icin

> PXC'LA=F (3.13)
k=0

temel matris denklemi elde edilir. Burada, P,, F, X Ve A matrisleri

P(x) O 0 f (%)
Pk — O Pk (Xl) 0 ’ F = f(xl)
L 0 0 Pk( N) (N+L)x(N+1) f(XN) (N1t
X (%) X, Xy 3
N
wo| X0 _ X X Ao
_X(XN) I Xy Xs (N+1)x(N+1) ay (N+1)x1

bicimindedir. Boylece, (3.13) matris denklemi asagidaki gibi kompakt formda

yazilabilir:
WA=F (3.14)

(3.14) matris denklemi acildiginda,

Woo Wor 0 Won s f (Xo)
(wiF]=| e T e f(:)(l) (3.15)
_WNO Wy1 W f (XN )_

arttirilmis matrisi elde edilir. Burada,
m
W = ZPkXCkL: [Wij} 4,j=0,1,...,N
k=0

bicimindedir. Simdi (3.2) ile verilen kosullara karsilik gelen matrisi yazalim;

-1
(a;X (a)+byX (b))C*LA=4; ;j=01...m-1 (3.16)

0

3

=
Il

Uj

13



Buna gore,

UjA=4, < [U;4] 5i=01...,m-1
:Uj:[ujo Uy, - ujN]

U:[Uo U, - Um—l]T Ve’?':[;ii) Ao ﬂ“m—l]T

elde edilir. (3.16) matris bagintisi agildiginda,

uOO uOl uON ’ 2’0
u u u ;

Ua]=] e T e s @17
um—l,O um—l,l um—l,N ’ ﬂ“m—l

formunda arttirillmis matris bi¢iminde yazilabilir. (3.15) ile tanimlanan [W;F]
matrisinin herhangi M satir1 silinip yerine (3.17) ile tanimlanan [U;ﬂ] kosullar

matrisi yazilarak, I:V\7 F :I yeni arttirilmig matrisi elde edilir. Burada buldugumuz yeni

arttiritlmis matris ¢ozilerek, istenilen ¢6ziim elde edilmis olur. Bahsedilen bu yeni

arttirilmis matris acik olarak yazildiginda,

Woo Wo, Won ; f(XO)
Wio Wi, Wiy ; f(Xl)
(W :F = Wamo Woems o Waemn 5 (%)
Uy Uy, Ugn ; A,
ulO ull u]_N ’ ﬂl
[ Yo Hmoaa Unyn + Ama |

bulunur. Ayrica, eger WA= F ise W matrisinin tersinir olmasini gerektiren sart
rank (W ) = N +1=rank|W; F | olmasidir. Yani, W matrisinin tersi varsa,

A=W 'F (3.18)

olarak yazilabilir. Boylece, aranan Pell-Lucas polinomlarinin katsayilar matrisi

A:[a0 al aN]T
14



olarak bulunur. Sonug olarak, A bilinmeyen katsayilar matrisinin ¢oziimu tek olarak

elde edilmis olur.

3.2.1.3. Coziimlerin Dogrulugu ve Rezidiiel Hata Analiz

Bu kesimde elde edilen ¢oziimlerin dogrulugu rezidiel hata ile kontrol

edilecektir [1,37]. Buna gore, (3.3) sonlu Pell-Lucas serisinin (3.1) denkleminin

yaklasik ¢oziimii oldugunu bilinmektedir. Bundan dolayi, Y, (x) fonksiyonu ve
tirevleri (3.1) denkleminde vyerine yazildiginda denklem yaklagik olarak
saglanmalidir. Buna gore, X e[a,b]; 1=0,12,...,N ya da R, (Xi)Slofk‘ ( k

herhangi bir pozitif tamsay1) igin

Ry (%)= Zm: R (% )ygvk) (%)=T(%)

k=0

IR

0

olmalidir. Eger max10™% =107 oluyorsa, bu durumda noktalarin her birinin Ry, (Xi)
farki 6nceden belirlenen 107 dan daha kiigiik oluncaya kadar N kesme sinir1 artilir.

Boylece N biyuk secildiginde, hata azalir [1,37], yani R, (x)—0 olur. Burada

¢O0zimin hatasi, rezidiel R (x) fonksiyonu ile tahmin edilir [1,37]. Buna gore,

gj“RN(x)‘dx ve ERN(x)dx=(b—a)RN (c) ,asc<b ise,

a

.TRN (x)dx

a

bu takdirde

b

_[RN (x)dx

:(b_a) Ry (C)

15



olur. Ortalama deger teoremi geregi,

Ry (x)fex

O — T

‘RN (C)‘Sv= F_QN

oldugu agiktir. Bu ise, hata Gst sinir1 olarak kabul edilir. Bunun yaninda, mutlak hata
hesabi1

R= |Tam ¢cOzum —Yaklasik g’(')'ziim| = ‘yN (x)—y(x)‘

biciminde gz Oniine alinacaktir.

3.2.2. Fredholm Tipi Integral Denklemler icin Pell-Lucas Matris-Siralama

Yontemi

3.2.2.1. Problemin Tanitilmasi

Bu kisimda, Fredholm tipi integral denklemler i¢in matris siralama yontemi

olusturulacaktir. f(x) ve K(X,t) , a<Xx,t<b araliginda taniml ve siirekli

fonksiyonlar olmak tizere, Fredholm tipi integral denklemlerinin tanimi

y(x):f(x)+/1iK(x,t)y(t)dt (3.19)

a

biciminde verilir. Burada, A bilinen bir sabit ve y(x) bilinmeyen fonksiyondur.

(3.19) ile tanimli Fredholm integral denklemi igin yaklasik ¢oziim, (3.3) ile verilen

kesilmis Pell-Lucas serisi formunda bulunacaktir.

3.2.2.2. Temel Matris Bagintilar1 ve Coziim Yontemi
Oncelikle (3.19) denkleminde tanimli fonksiyonunun matris formu
K(x,t):X(x) KXT(t) (3.20)

bicimindedir. Burada

16



1 0"K (0,0
K] =

K= gt oo P A= 0hN

seklinde tanimlidir [18,19]. (3.7) ve (3.20) matris bagintilar1 (3.19) denkleminde
yerine yerlestirip ve gerekli diizenlemeler yapilirsa,

b

X (X)LA= f (x)+A[ X (x)KXT (t) X (t) LAdt

a

X (x)LA= f(x)+AX(x)KTXT (t) X (t)dtLA

a
[ ——

X (X)LA=f (x)+AX (x)KMLA (3.21)

matris formu elde edilir. Eger M acilirsa,

M:TXT(t)X(t)dt=i tf1t - t“]dt:i[t‘”]dt ;i,j=01...,N

tN

i+j+1 b i+j+l _ qi+j+l
S o m=m] =04
i+j+1] i+ j+1 !

bulunur. Buna ek olarak,

fO
f (0

r)=x(F s F=| b=t o 622
fN

ifadeleri goz Ontine alinir. (3.22) matris bagintis1 alinir, (3.21) denkleminde yerine
yazilirsa,

X (x)LA=X(x)F +AX (x) KMLA

elde edilir. Buradan,
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X (X)LA-AX (X)KMLA= X (x)F

X (x){1,-AKM} LA= X (x)F

XHx) X (x){1,-AKM}LA= X" (x) X (x)F
={l,-AKM}LA=F

| ——
w

WA=F (3.23)

temel matris elde edilir. Daha agik yazilmak istenirse,

Woo Wor - Won s f0
W, W, - W ;o f
wiF]=| e M T ek
Wyo Wy 0 Wiy s fN

W|=0=>A=W"F

arttirilmis formunda yazilabilir. Boéylece, A bilinmeyen katsayilar matrisinin ¢6ziimU

tek olarak bulunmus olur.

3.2.3. Yuksek Mertebeden Sabit Katsaymh Fredholm Tipi Integro-

Diferansiyel Denklemler icin Pell-Lucas Matris-Siralama Yoéntemi

3.2.3.1. Problemin Tanitilmasi

Bu kesimde yiiksek mertebeden sabit katsayili Fredholm tipi integro-

diferansiyel denklemler igin matris-siralama yontemi olusturulacaktir. Buna gore,
b

SRy (x)=f (X)+A[K(xt)y(t)dt ;a<x t<b (3.24)

a

Fredholm integro-diferansiyel denkleminin

3
AN

(akj y" (a)+b,y" (b)) =23 i=0,1,...,m-1 (3.25)

=~
I
o
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karigik kosullara gore,

N

y(x)zyy(x)=>12,Q,(x) s N>m ve a<x,t<b (3.26)

n=0

bigiminde taniml1 sonlu Pell-Lucas serisi cinsinden ¢oziimleri aranacaktir. Burada B,
sabit olup, f (X) ve K (X,t) , a<x, t<b araliginda tanimli ve slrekli bilinen

fonksiyonlardir.a, , by , 2;ve A bilinen sabitler, y(x) ise bilinmeyen fonksiyondur.

3.2.3.2. Temel Matris Bagintilar:

Oncelikle, (3.24) denkleminin ¢ozimiinin (3.26) ile verilen sonlu Pell-Lucas

serisi seklinde oldugunu varsayalim. Yani,

a‘0
y(X)EYN(X)=zanQn(X)=[Qo(X) Q(x) - QN(X)] 31 a<x t<b
a'N
oldugunu kabul edelim. Boylece,
y(x)=yy (x)=Q(x)A (3.27)

matris bagintist elde edilir. Bu takdirde, (3.5) ile matris bagintis1 alinir, (3.27) matris

bagintsinda yerine yazilirsa
y(x)=yy (x)=X(x)LA (3.28)

elde edilir. Burada,

T

X(x)=[1 x - x"]veA=[a, a - a]

oldugu aciktir. Ayrica, y(x) ve Yy, (X) fonksiyonlarmin tiirevleri

19



y'(x)=yy (x)=X'(x)LA
y'(x)=y," (x)=X"(x)LA
y"(x) =y, (x) = X"(x)LA

010 0
0O --- 0
o0 2 - 0
0 1 0 .
C = : . C= :
0 0 ) 000 -~ N
(N+1)x(N+1) _0 00 - O_(N+1)X(N+l)
verilirse,
y® (x)= y (x)= X ®) (x)LA= X (x)C“LA (3.29)
elde edilir.

3.2.3.3. Cozim Yontemi
Oncelikle (3.23) denkleminde K (x,t) fonksiyonunun matris formu
K (x,t)= X (x)KXT (1) (3.30)
formundadir. Burada,

1 079K (0,0)
plgq! oxPott

Kz[kpq] Koy = p,q=0,1,...,N

seklinde tanimhidir [18,19]. Simdi (3.28),(3.29) ve (3.30) matris bagintilar1 (3.24)
denkleminde yerine yerlestirilip, gerekli diizenlemeler yapilirsa
b

i"kx (X)CLA= f(x)+ 4] X (x)KXT (t) X (t) LAdt

a

20



m b

Y RX(X)CLA= f (x)+AX (X)K [ XT (t) X (t)dtLA

k=0

elde edilir. Eger M agilirsa,

b

1t - tN]dt=I[ti”]dt i,j=0,1,...,N

a

M = TXT (t)X (t)dt =

D e T
~+

tN

i+j+1 b i+j+l i+l
B LS N =M=[m] :i,j=01...,N
i+j+1] i+j+1 !

bulunur. Boylece,

m

>BX (X)CHLA= f (X)+AX (X) KMLA (3.31)

k=0

matris formu elde edilir. Burada,

fO

f (M (0
f09=x(F. F=| 4= O aon

fN

alinip, (3.31)’de yerine yerlestirilirse

S BX (X)C*LA= X (X)F + X (x)KMLA
k=0

bulunur. Buna gore,

m

3 R.X(X)C*LA= X (X)F +AX (x) KMLA

k=0

3" BX (X)C*LA-AX (x) KMLA= X (x)F
Zm:PkX‘l(x)X (X)C*LA=AX (X)X (x) KMLA= X (x) X (x)F
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{Zm:Pka—/lKM}LA:F (3.32)

k=0

W

biciminde temel matris bagintisi elde edilir. Burada,

0 - 0 f,
0O P - 0 f
Pe=| . . . F= ]
0 0 R (N+L)x(N+1) fy (N+1)xa

seklinde tanimlidir. (3.32) denkleminin kompakt formu
WA=F (3.33)

bicimindedir. (3.33) matrisi agildiginda,

Woo  Wor Won fo
W, W, - W ;o f

wi;r]=f * & . 0] (3.34)
Who War 0 Wy s fN

arttirilmis matris elde edilir.
W =Y PRXC'L=[w] ;i,j=01...,N
k=0

dir. (3.32) matris bagintis1 sadece sabitler icerdiginden, siralama noktalarinin

uygulanmasina gerek kalmayacaktir. Ayrica, WA=F ise W matrisinin tersinir

olmasin1 gerektiren sart rank(W)= N+1= rank[W; F] olmasidir. Yani, eger W

matrisinin tersi varsa,
A=W'F (3.35)
olarak yazilabilir. Boylece, aranan Pell-Lucas polinomlarinin katsayilar matrisi

bulunur.
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3.2.4. Yiiksek Mertebeden Degisken Katsayih Fredholm Tipi Integro-

Diferansiyel Denklemler icin Pell-Lucas Matris-Siralama Y6ntemi

3.2.4.1. Problemin Tanitilmasi

Bu kesimde, ylksek mertebeden degisken katsayili Fredholm tipi integro-
diferansiyel denklemler icin matris-siralama ydntemi olusturulacaktir. lk olarak,
b

ipk(x)y(k)(X)z f(x)+/1IK(x,t)y(t)dt ;a<x t<b (3.36)

k=0 a

Fredholm integro-diferansiyel denkleminin

3
AN

(akjy(k)(a)-l—bkjy(k)(b)):}vj :j=0,1,...,m-1 (3.37)

=~
I
o

karigik kosullara gore,
N
y(x)=yy(x)=>12,Q,(x) ;N>=m ve a<x, t<b (3.38)
n=0

ile tanimli sonlu Pell-Lucas serisi cinsinden ¢6ziimleri aranacaktir. Burada Pk(x),
f (X) ve K (X,t) ,a<Xx, t<b araliginda taniml ve siirekli bilinen fonksiyonlar olup,

a, » by , 4;ve A4 bilinen sabitler, y(x) ise bilinmeyen fonksiyondur.

3.2.4.2. Temel Matris Bagintilari

(3.36) denkleminin ¢6zumund (3.38) ile verilen sonlu Pell-Lucas serisi

seklinde oldugunu varsayalim. Yani,

E
Y0923 (=230 () -[Q(0) Q0) - (] T | asxt<b

oldugunu kabul edelim. Boylece,
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matris bagintis1 bulunur. X(X)z[l X e

X" | ve A=[a, a

Uzere, (3.5) matris bagintisi, (3.39) matris bagintisinda yerine yazilirsa,

elde edilir. Ayrica,

y(x)=yy (x)=X(x)LA

0 1

0O --- 0
0
1 -0 .
. C= :
6 ' 1 0 0
(N+1)x(N+1) 0 0

verilirse, bu takdirde

Y (x) =y (x) = XY (x) LA= X (x)C*LA

elde edilir.

3.2.4.3. C6zim Yontemi

(3.23) denkleminde K ( x, t) fonksiyonunun matris formu

K (%t) = X () KX (t)

biciminde olmak lzere,

24

(3.39)
. a,] olmak
(3.40)
=0,1,...,m
0 0]
2 -+ 0
0 N
U 0 J(N+)x(N+2)
(3.41)
(3.42)



: 1 0"K(0,0)
K=[kPCIj| rkpq= plq! xPott ; p,q=0,1,..., N

ile tanimhidir [18,19]. Burada, (3.40), (3.41) ve (3.42) matris bagintilar1 (3.36)

denkleminde yerine yerlestirip ve gerekli diizenlemeler yapilirsa,

b

SR (X)X (X)C LA = f (x)+ 2] X (KX (t) X (t) LAdt

iPk (X)X (X)C*LA= f (x)+AX (x)K.TXT (t) X (t)dtLA

bulunur. Eger M agilirsa,

1
b b b
M=[XT(OX(t)dt=| t |[1 t - t"]dt=[[t"]dt i, j=01...,N
o
ti+j+1 b _bi+j+1_ai+j+1
{_ _ }: — }:M:[md ;1,j=01...,N
I+J+1] | 1+]+1
olarak elde edilir. Buna gore,
zm:Pk(x)X(x)CkLA: f (x)+AX(x) KMLA (3.43)

k=0

matris formu elde edilir. (3.12) ile tanimli siralama noktalar1 (3.43) denkleminde

yerine yazilirsa,

X=X, :Zmlpk(xo)x (%, )C LA = f(%,)+AX (X)) KMLA
x:xlsz:;Pk(xi)X(xi)C LA=f(x)+AX(x)KMLA (3.44)

X=X, = > P (Xy ) X (Xy )C¥LA= f (xy)+AX (X, ) KMLA

k=0
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biciminde matris denklem sistemi elde edilir. (3.44) diizenlendiginde ise,

k=0

{Z PkXCk—/IXKM}LA: F (3.45)

W

temel matris denklemi bulunur. Burada,

R(%) O 0 f(%)
O | f(x)
0 0 Pk(XN) (N+1)x(N+1) f(XN) (N+1)<d

seklinde tanimlidir. (3.45) denkleminin kompakt formu
WA=F (3.46)

bicimindedir.
W =Y PRXC'L=[w] ;i,j=01...,N
k=0

olmak Uzere, (3.46) matrisini acildiginda elde edilecek arttirilmis matris asagidaki

gibidir:

Woo  Wor = Won s f (XO)
wiF]=| o M e fx) (3.47)
Wyo Wy 0 W s f (XN)

Simdi (3.37) ile verilen kosullara karsilik gelen matris yazalim

-1

(agX (a)+byX (b))C*LA=2; ; j=01...,m-1 (3.48)

3

=
Il
o

Uj

Buna gore,
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UjA=4 < [U;4] 5i=01...,m-1
:>Uj=[uj0 Uy - ujN]

U:[Uo Ul Um—l]T Veﬂ“:[ﬂo /11 lm_l]

T

olup, (3.48) matris bagintist agildiginda, arttirilmis matrisi

Ugo Uy, Uoy ; /Io
u u u ;

T e (349
Upao Unr 0 Upan ﬂ‘m—l

biciminde yazabiliriz. (3.47) ile tanimlanan [W; F] matrisinin herhangi m satir1 silinip

yerine (3.49) ile tamimlanan [U;A] kosullar matrisi yazilarak, [V\7; If] yeni arttirilmis

matrisi elde edilir. Burada buldugumuz yeni arttirilmis matris ¢Ozilerek, istenilen
¢6zUm bulunmus olur. Bahsedilen bu yeni arttirilmis matris, agik olarak yazildiginda

asagidaki gibidir:

WOO WOl WON ’ f (XO)
Wio Wiy Win ) f (Xl)
[ - If] | Win-mo - Winem)a W 5 (Xm)
Uoo Upy Uoy ) Ao
ulO ull ulN ’ ﬂl
| Umyo  YUmena Unon 5 Ana |

Eger WA=F ise W matrisinin tersinir olmasim gerektiren sart
rank (W ) = N +1=rank[W; F | dir. Yani, eger W matrisinin tersi varsa,

A=W 'F (3.50)

olarak yazilabilir. Boylece, aranan Pell-Lucas polinomlarinin katsayilar matrisi
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biciminde bulunur. Sonug olarak, A bilinmeyen katsayilar matrisinin ¢ozumi tek

olarak elde edilmis olur.

3.2.5. Yiiksek Mertebeden Volterra Tipi Integro-Diferansiyel Denklemler

icin Pell-Lucas Matris-Siralama Yontemi

3.2.5.1. Problemin Tanmitilmasi

Bu kesimde, ylksek mertebeden Volterra tipi integro-diferansiyel denklemler

icin Pell-Lucas matris-siralama yontemi insaa edilecektir.

LN

m—

Z(akj y" (a)+b,y™ (b)) =1,;j=01...m-1 (3.51)

k=0

karisik kosullara sahip,

Zm:Pk(X)y(k)(X)= f(X)+/1JK(X,t)y(t)dt cas<x t<b (3.52)

k=0 a

ile taniml1 Volterra tip integro-diferansiyel denkleminin

N

y(x)zyy(x)=>12,Q,(x) ; N>m ve a<x,t<b (3.53)

n=0

biciminde kesilmis Pell-Lucas serisi cinsinden yaklasik ¢oziimleri aranacaktir. Burada
P, (X) , f (X) ve K (X,t) , a<x, t<b araliginda tanimli ve siirekli bilinen

fonksiyonlardir. a, , b, , 4; ve A bilinen uygun sabitler olup, y(x) ise bilinmeyen

fonksiyondur. y(x) ¢6ziimii igin burada bulunmasi gereken, Pell-Lucas

polinomlarinin katsayilaridir.

3.2.5.2. Temel Matris Bagintilar

Oncelikle (3.52) denkleminin ¢ozimiini (3.53) ile verilen sonlu Pell-Lucas

serisi cinsinden oldugunu varsayalim. Yani,
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y(¥) =y, (¥)=22,Q,(x)=[Q(x) Q(x) - Qy(x)]| 1| asxt<b

n=0 :
aN
kabul edelim. Boylece,
y(x)=yy (x)=Q(x)A (3.54)
matris bagmtisi elde edilir. (3.5) matris bagintisi, (3.54) matris bagmntisinda yerine
yazilarak,
y(x)=yy (x)=X(x)LA (3.55)
bulunur. Burada, X (x)=[1 x - x"]ve A=[a, a - a,] oldugu agiktr.

Ayrica, y(x)’in tiirevleri ve C° ile C matrisleri

y'(x)=y, (x)=X"(x) LA
y'(x) =y, (x)=X"(x)LA
y"(x) =y, (x) = X" (x)LA

ve
0 1 0 0]
1 e 0
0 1 9 0 0 2 0
CO:::'.: ,C=E'§
(’) 0 ' 1 000 N
(N+1)x(N+1) _0 00 - 0_(N+1)X(N+1)
olmak Uzere,
y® (x)= y (x)= X ®) (x)LA= X (x)C“LA (3.56)
elde edilir.
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3.2.5.3. COzum Yontemi
Ik olarak,

1 07K (0,0)

Kz[kaJ ;kpqu!q! ot p,g=0,1,..., N

olmak tzere, (3.42) denklemindeki K (x,t) fonksiyonunun matris formunu
K (x,t)=X(x)KX"(t) (3.57)

biciminde goz 6niine alalim [18,19]. (3.55), (3.56) ve (3.57) matris bagintilari, (3.52)

denkleminde yerine yerlestirip, gerekli diizenlemeler yapilirsa,

X

SR (X)X (X)C LA = f (x)+ ] X (KX (t) X (t) LAdt

iPk (X)X (X)C*LA= f (x)+AX (x)K ij (t) X (t)dtLA
a T(x)

elde edilir. Eger T (x) acilirsa,

X

T(x):ij(t)x(t)dt=j t[L t - t"]dt=[[t"fdt 5i,j=01...,N

a

tN

=[ e I{MFT(X){%(XH i =01 N

i+ ]+1 i+ j+1
bulunur. Béylece,

Zm:Pk(x)X(x)CkLA: f(x)+AX (X)KT (x)LA (3.58)

k=0

matris formu elde edilir. (3.12) ile tanimli siralama noktalar1 (3.58) denkleminde

yerine yazilirsa,
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k=0 (3.59)

X=Xy = > P (Xy ) X (X )C LA = f (X )+ AX (%, ) KT (X, ) LA

k=0

biciminde matris denklem sistemi bulunur. Buna gore, (3.59) diizenlendiginde

{Z PkXCk—i)?IZT}LA: F (3.60)
k=0

W

temel matris denklemi elde edilir. Burada, matrisler

R (%) O 0 OO
po| 0 AKX 0 I
0 0 Pk(XN) o 0 0o - K (N+1)2><(N+1)2
0 1 0 ]
X (%) 0 Xo 0 2
X = X(X1) - X X C= :
: 0 0 N
X(xe)| |1 x )
N N N J(N+1)x(N+1) _0 O 0 --- 0 J(Nsa)(N 1)
X(XO) 0 0 T(XO) f(XO)
oo 0 X(%) 0 r=| (%) SRICY

X(XN) (N-+L)x(N+1)° T(XN) (N+1)°x(N+1) f(XN) (N+1)xt

ve C° birim matristir. Ayrica (3.60) temel matris bagintis1 kisaca
WA=F (3.61)

formunda yazilabilir. (3.61) matrisini agilirsa asagidaki arttirilmis matris elde edilir.
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W, W, o f
wiF]=| e M e f @9
Wno Wi Wun s f(XN)
Burada,
W =3 PRXC'L=[w] ;ij=01..N
k=0
ile verilir. Simdi (3.51) ile verilen kosullara karsilik gelen matrisi yazalim.
m-1
(a;X (a)+byX (b))C*LA=2; ; j=0.1...,m-1 (3.63)
k=0
Yj
Baylece,
UA=4 < [U;4] 5i=01...,m-1
:>Uj=[uj0 Uy - ujN]
u=[U, U, - Um—l]T ved=[1 A4 - gm_l]T
elde edilir. (3.63) matris bagintis1 a¢ildiginda,
Ugo Upp - Uoy ; /Io
Uy U, - Uy ; ﬂ’l
[U;/l]: : : . : . (3.64)
Up1o Unaz =0 Upan s ﬂ‘m—l

arttiritlmis matrisi bulunur. (3.62) ile tanimlanan [W; F] matrisinin herhangim satir1
silinip yerine (3.64) ile tanimlanan [U;/l] kosullar matrisi yazilarak, [V\~/; If] yeni

arttirilmis matris elde edilir. Burada buldugumuz yeni arttirilmis matris ¢ozulerek,
istenilen ¢6zum bulunmus olur. Bahsedilen bu yeni arttirilmis matris agik olarak

yazildiginda asagidaki gibidir:
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i WOO WOl WON , f (XO) ]
Wi Wiy Win ) f (Xl)
Uoo Uy, Ugn ; y
u10 ull UlN ’ jl

i U(m—l),o u(mfl),l u(m—l),N ; /,Lm71 |

Eger WA=F ise, W matrisinin tersinir olmasim gerektiren sart

rank (W ) = N +1=rank[W; F | olmasidir. Yani ,eger W matrisinin tersi varsa,

A=W'F (3.65)

olarak yazilabilir. Bdylece, aranan Pell-Lucas polinomlarinin katsayilar matrisi

olmak Uzere, A bilinmeyen katsayilar matrisinin ¢ozim tek olarak elde edilmis olur.

3.2.6. Yiiksek Mertebeden Fredholm-Volterra Tipi integro-Diferansiyel

Denklemler icin Pell-Lucas Matris-Siralama Yontemi

3.2.6.1. Problemin Tanitilmasi

Bu bolumde, Fredholm-Volterra tipindeki yuksek mertebeden integro-
diferansiyel denklemler igin Pell-Lucas matris-siralama ydntemi olusturulacaktir. Ilk
olarak,

b

SR (Y (x)= f (%) + A [ K, (x,t)y (t)dt +22JX‘ K, (x,t)y(t)dt; a<x, t<b (3.66)

k=0 a

Fredholm-Volterra integro-diferansiyel denkleminin

3
AN

(akj y" (a)+b,y" (b)) =2, ;j=01...,m-1 (3.67)

=~
I
o
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karigik kosullara gore,

N

y(x)zyy(x)=>12,Q,(x) s N>=m ve a<x,t<b (3.68)

n=0

ile taniml1 kesilmis Pell-Lucas serisi formundaki yaklasik ¢oztimlerini bulalim. Burada

P, (X) , f (X), Kl(x,t) ve K, (X,t) ,a<Xx, t<b araliginda tanimli ve siirekli bilinen

fonksiyonlardir. a, , b, , 4,, 4 Ve 4, bilinen uygun sabitlerdir ve y(x) bilinmeyen

fonksiyondur.

3.2.6.2. Temel Matris Bagintilar1 ve Coziim Yontemi

Oncelikle (3.57) matris bagmtisim kullanarak, (3.66) denkleminde verilen

K, (X,t) ve K, (X,t) fonksiyonlarinin matris formlari
K (xt)=X(x)KXT(t);i=12 (3.69)
biciminde elde edilir. Burada,

. 1 0"K;(0,0) :
Ki:[kpq] ’kpq:p!q! axPot’ > ,a=01...N,1=12

ile tanimlidir. Buna gore, (3.55) ve (3.56)’dan
y(x)= X (x)LA ve y(k)(x);X(x)CkLA (3.70)
elde edilir. Dolayisiyla (3.69) ve (3.70) matris bagmtilar1 yerine konulur ve
diizenlenirse, asagidaki matris formu bulunur.
b

3R (X)X (XICLA = £ () 4 [ X (X7 ()X (£) LA de+4, [ X (x)K,XT (1) X (t) LA dt

k=0 a

M=
0

> (X)X (X)C*LA= f (x)+A4X(X) KlixT (t) X (t)dt LA+ 2,X (x)KZIXT (t) X (t)dt LA
iPk (X)X (X)C LA = f (x)+ A4 X (X) K;MLA+ 2, X (x) K,T (x) LA (3.71)
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Simdi (3.12) ile taniml1 siralama noktalar1 (3.71) denkleminde yerine yazilirsa,

Zm:Pk(xi)X(xi)CkLA: f(%)+AX (% )KMLA+2,X (%) K,T (x)LA (3.72)

k=0

biciminde matris denklem sistemi elde edilir. Buna gore, (3.72) matris bagintisi

dizenlenirse,

{i P XC¥ - A, XK,M —/12)?1?2]_"} LA=F (3.73)
k=0
W
olur. Burada,
R(x%) 0 0 2 0 °
oo| O P (%) 0 k=9 °
0 0 Pk(XN) (N+1)x(N+1) 0 0 K (N2 (N
010 0|
X (%) " Xo 0 2 0
X (%) X, X\
x=| "\ |= C= : :
0 0 N
X N
(XN) 1 XN N (N+1)X(N+1) _0 0 O 0_(N+l)><(N+1)
X(x) 0 0 T (%) fx)
eo| O X(x) 0 r=| T(%) Fo| T
0 0 X(xy) (N+2)e(N+1) T(x) (N+2)°x(N+1) fi5) (N+pa

olmak iizere, C° birim matristir. Diger yandan, T ve M matrisleri
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T(x):IXT(t)X(t)dt:I tf1t tN]dtz_X[[t‘”]dt ;i,j=01...,N

tN
ti+j+1 X Xi+J+1_ai+j+1 N
B B T(x)={o -i,j=0,1,....N
L+J'+Ja { i+j+1 }: (x)=[e;(x)] :1,7=01L...,
ve
1

M:ij(t)x(t)dt=T tf1t - tN]dt:.T[t”j]dt ;i,i=01,...,N

a

tN

i+j+1 b i+j+l_ i+j+1
:[_t - } :[b - _a }:M=[mij] ;1,]=0,1,...,N
I+ ]+1] 1+ J+1

ile tanimlanir. Bu takdirde, (3.73) temel matris bagintisi, kisaca

WA=F (3.74)

olarak yazilabilir. (3.74) matrisini acildiginda,

Woo  Wop =0 Won 5 f (XO)
WiF]=| o M W F%) (3.75)
Who War 0 W s f (XN )

arttirilmig matrisi ve
W =3 R XC'L=[w] ;i,j=01...,N
k=0
bulunur. Simdi (3.67) ile verilen kosullara karsilik gelen matrisi yazalim.

-1

(agX (a)+byX (b))C*LA=2; ;j=01,...,m-1 (3.76)

3

=~
Il
o

Uj
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Buna gore,

UjA=4 < [Uj4] 5i=01...,m-1
:>Uj=[uj0 U, - ujN]

Uz[Uo U, - Um—l]T Ve’lz[ﬂo Ao ﬂ—l]T

elde edilir. (3.76) matris bagmtisindan

Uoo Uoy Uoy ; ﬂo
u u u ;

Uial=| Mo e e @7
Upao Unoag Unan s /’i’m—l

arttirilmis matrisi bulunur. (3.75) ile tanimlanan [W; F] matrisinin herhangim satir1
silinip yerine (3.77) ile tanimlanan [U;/I] kosullar matrisi yazilarak, [V\~/; If] yeni

arttiritlmig matrisi elde edilir. Burada buldugumuz yeni arttirilmis matrisi ¢ozerek,

istenilen ¢6ziimii bulmus oluruz. Bahsedilen bu yeni arttirilmis matris agik olarak

yazildiginda,
Woo Wo1 Won ; f (Xo)
Wi Wiy Win ; f (Xl)
u00 uOl uON y 210
u10 ull UlN ’ ﬂl
i U(m—l),o u(mfl),l u(m—l),N , /1m71 |

elde edilir. Ayrica, WA=F ise W matrisinin tersinir olmasmi gerektiren sart

rank(V\7)= N+1= rank[V\7; If] dir. Yani, W matrisinin tersi varsa,

A=W'F (3.78)

olarak yazilabilir. Boylece, A bilinmeyen katsayilar matrisinin ¢6ziimU olan aranan

Pell-Lucas polinomlarinin katsayilar matrisi
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biciminde elde edilmis olur.

3.2.7. YUksek Mertebeden Gecikmeli Diferansiyel Denklemler igin Pell-

Lucas Matris-Siralama Yontemi

3.2.7.1. Problemin Tanmitilmasi

Bu kisimda yiiksek mertebeden gecikmeli lineer diferansiyel denklemler igin

Pell-Lucas matris siralama yontemi verilecektir. Buna gore,

>R (" (ax+ )= 1(x) , azxsb 79

k=0

m. mertebeden gecikmeli lineer diferansiyel denklemin

LN

m—

Z(akj y" (a)+b,y" (b)) =2, ; j=01...,m-1 (3.80)

=0

=~

karisik kosullar altindaki
N
y(x)=yy(x)=>1aQ,(x) ; N>m ve a<x<b (3.81)
n=0

ile tanimli kesilmis Pell-Lucas serisi formundaki yaklasik ¢oziimlerin bulunmasi

amaglanmaktadir. Burada, y(x) bilinmeyen fonksiyon, R (x)ile f(x) , [a,b]
kapali araliginda tanimli siirekli bilinen fonksiyonlar olup, a; , b, , 4;,a ve B

uygun sabitlerdir. y(x) ’in - ¢6zUmU0, kesilmis Pell-Lucas polinomu seklinde

aranacaktir.
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3.2.7.2. Temel Matris Bagintilari

(3.1) denkleminden,

Zm:Pk(x)y(k)(x)= f(x), asx<b ve y(x)=y,(x)=X(x)LA.

koo
oldugu bilinmektedir. y(x)’in tiirevleri ise,
y) (x)= yN(k) (x)= x ) (x)LA=X(x)C“LA
bicimindedir. Burada x = ax+ f varsayalim. Bu takdirde,
y(ax+B) =y, (ax+p)=X(ax+B)LA (3.82)
Y9 (ax+B) =y (ax+ )= XY (ax+ B)LA= X (ax+B)CLA  (3.83)
olur. Buradan,

X (ax+B)=[1 (ax+p) = (ax+p)" | (3.84)

elde edilir. Burada, X (ax +p ) matrisinin agik olarak yazilabilmesi i¢in, asagidaki

yol takip edilerek 6nemli ge¢is matrisi elde edilecektir. Buna gore,

n

(ax+p)" = Z(Ej(ax)k g

k=0

oldugundan,

=0 fein; (wce ) =3 (o) 5 <[ o

0
k=0

n=1 icin; (ocx+,8)l = Z(U(ax)k i :((l)]a"ﬂlx‘) +(ﬂa1ﬂ°xl

o-2 i e -3 5 (Yoo o

n=N igin;
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S T T [ Nt Bt ) WP

bulunur. Boylece

-~ _ 0 a’p° 0 0 0 (1
(ozXJr,B)O 0
1 0 pl 1 10 O 0
L) (e :
(ax+ﬂ) 2 0 2 2 11 2 2 n0 2
[ |
(ax+/5’)2
_(aX+ﬂ)N_ NY o .n (N iona [N 2 pN-2 N v oo x:N
XT(ax+ﬂ) _(0 )aﬂ (N_ljaﬂ [N_Zja ﬂ (NJQ/ ﬂ _W
Cc'(a.h)
olmak Uzere,
X" (ax+B)=C" (a, ) X" (X) (3.85)

elde edilir. Lineer cebirden (AT )T =Ave (AB)T =B"A" olup,

(X7 (ax+8)) =(CT (. B)X" (X)) = X (ax+p)=X(X)C(a,f) (3.86)
bulunur. (3.74) matris bagintisi, (3.71) matris bagintisinda yerine yazildiginda,
v (ax+B) = y M (ax+ ) = X (x)C (e, B)CLA (3.87)

elde edilir.

3.2.7.3. C6zim Yontemi

Ilk olarak, (3.87) matris bagmtisini (3.79) denkleminde yerine yazalim. Buna

gore,

SR (X)X (X)C (e, f)C*LA= £ (x) (3.89)

k=0
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bulunur. Ardindan, (3.12) ile tanimli siralama noktalar1 (3.88) denkleminde yerine

koyulursa,

Zm:Pk(xi)X(xi)C(a,ﬂ)CkLA= f(x); i=01...,N (3.89)

k=0

ile taniml1 matris denklem sistemi elde edilir. Olusturulan matris denklem sistemi

diizenlendiginde,

Zm: PXC(a,B)CLA=F (3.90)

k=0
temel matris denklemi elde edilir ve kisaca

WA= F (3.91)

yazilabilir. (3.91) matrisinden, W = PXC*L=[w; | ;i,j=01...,N olmak
k=0

uzere,
Woo Wor -+ Won s f(xo)
(WiF]=| o T M f(le) (3.92)
Who War 0 Wy s f(XN)

arttirilmis matrisi bulunur. (3.80) ile verilen kosullara karsilik gelen matris yazilirsa,

3
LN

(a;X (a)+byX (b))C*LA= 4 ;j=01..,m-1 (3.93)

=~
Il
o

Ui

bulunur. Buna gore, gerekli diizenlemeler yapilirsa,

UA=4 < [U;4] 5i=01...,m-1
:>Uj=[uj0 Uy - ujN]

U=[Us U, - U] vea=[i 4 - 4]

elde edilir. Boylece, (3.93) matris bagintisindan
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Ugo Up, Uoy ; /10
U U, Uy ; ﬂ'l
[U;ﬂ’]: : : - : : (3.94)

u u

m-1,0 m-1,1 m-1,N ’

arttirilmig matrisi yazabilir. (3.92) ile tanimlanan [W; F] matrisinin herhangim satirt
silinip, yerine (3.94) ile tanimlanan [U;/I] kosul matrisi yazilarak, [Wlf} yeni

arttiritlmig matrisi elde edilir. Burada buldugumuz yeni arttirilmis matris ¢ozilerek,

istenilen ¢6zm bulunmus olur. Bahsedilen bu yeni arttirilmis matris agik formda

Wy, Wy, W, - f (Xo)
W, W, e W, ;o f(x)
(W:F]= Wamo Wnema o W 5 F O
Uoo Uy, Uon ; y
u10 ull UlN ’ ﬂ’l
i U(m—l),o u(m—l),l u(m—l),N ; ﬂ“m—l |

bicimindedir. Eger WA= F ise W matrisinin tersinir olmasini gerektiren sart,

rank(V\7)= N+1= rank[W; If} olmasidir. Yani, W matrisinin tersi varsa,

A=W F (3.95)

olarak yazilabilir. Boylece, A bilinmeyen katsayilar matrisinin ¢6ziimi olan aranan

Pell-Lucas polinomlarinin katsayilar matrisi, yani

biciminde bulunur.
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3.2.8. Yiiksek Mertebeden Oransal Gecikmeli Fredholm Tipi Integro-

Diferansiyel Denklemler icin Pell-Lucas Matris-Siralama Yo6ntemi

3.2.8.1. Problemin Tanitilmasi

Bu kesimde yuksek mertebeden oransal gecikmeli Fredholm tipi integro-
diferansiyel denklemler igin Pell-Lucas matris-siralama yontemi insaa edilecektir.

Buna gore,

>R (WY (exx)= T (x)+

k=0

O ey T

—
Il
o

Kj(x,t)y(j)(ﬁjt)dt ;m <m,a<xt<b  (3.96)

oransal gecikmeli Fredholm tipi integro-diferansiyel denkleminin
y“(a)=4 ;k=012,...,m-1 (3.97)

baslangi¢ kosullar altinda,
N
y(x)zyy(x)=>12,Q,(x) s N>m ve a<x,t<b (3.98)
n=0

ile taniml1 kesilmis Pell-Lucas serisi cinsinden yaklasik ¢6ziimleri aranacaktir. Burada

Pk(x) , f(x) ve Kj(x,t) , a<X,t<b araliginda tanimli ve siirekli bilinen
fonksiyonlardir. «, ve g, ,(0,1) araliginda tanimli gecikme sabitleri, y(x) de

bilinmeyen fonksiyondur. Burada bulunmasi gereken Pell-Lucas polinomlarinin

katsayilaridir. Boylece, y(x) ’in ¢Oziiml bulunmus olacaktir.

3.2.8.2. Temel Matris Bagintilar

(3.96) denkleminin c¢ozimuinin (3.98) ile verilen sonlu Pell-Lucas serisi

cinsinden tanimli oldugunu varsayalim. Yani, y(x) ’in yaklagsik ¢Oziimiinii
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1o :
aN
biciminde kabul edelim. Boylece,
y(x)=yy (x)=Q(x)A (3.99)
matris bagintist elde edilir. (3.5) matris bagintis1 (3.99) matris bagntisinda yerine
yazilarak,
y(x)=yy (x)=X(x)LA (4.0)
bulunur. Burada, X (x)=[1 x - x"|ve A=[a, a - a,] oldugu agiktr.

Buna gore, y(x) ’in tlirevleri

y'(x)=yy (x)=X'(x)LA
y'(x)=yy (x)=X"(x)LA
y'(x)zyy" (x) = X" (x)LA

ve
0 1 0 0]
10 -0
o0 2 - 0
0 1 0 .
C’ = oo . C= :
0 0 . 000 --- N
(N+1)x(N+1) _0 00 - O_(N+1)X(N+l)
olmak Uzere,
y(k)(x); y&k)(x)zx(k)(x) LA=X(x)C"LA (4.)

elde edilir. $imdi X = ¢, X oldugunu varsayalim. Bu takdirde,
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Y (X)) = Yy (g X) = X (e x) LA (4.2)

Y (@x) =y (e x) = XY (2 x) LA= X (4,x)C*LA (4.3)
bulunur. Burada,
N
X(@x)=[1 (ax) - (ax)"] (4.4)
bicimindedir. X (e, x) matrisi, X (x) cinsinden
(a® 0 0 - 0]
0 o 0 0
D(e)=| 0 0 & 0
0 0 o0 a |
X (e x) =X (x) D() (4.5)

bi¢iminde yazilabilir. (4.5) matris bagintisi (4.3) denkleminde yerine yazilirsa,
y (X)) = yN(k) (4 Xx)=X(x)D( )C LA ; k=0,1,2,...,m (4.6)
bulunur. Benzer sekilde, y(j) (,b’jt) icin matris bagintisi
W (Bit)= " (B)= X (£)D(B)CILA; j=0,1,2...m, (4.7)
bicimindedir.
3.2.8.3. Cozim Yontemi

(3.69)’dan (3.96) denklemindeki K; (x,t)fonksiyonunun matris formunun
K, (x,t)= X (x)K, X" (t) (4.8)

bigiminde oldugu bilinmektedir. Burada,
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12K (00)
Kj:[k;q:l ’k;q:p!q! 6Xp18tq ; p,g=0,1,..., N

seklinde tanimlidir [18,19]. Simdi (4.6), (4.7) ve (4.8) matris bagintilart (3.96)

denkleminde yerine yerlestirilip, gerekli diizenlemeler yapilirsa,

>R ()X (x) D (e C LA= T (x)+ 3.

k=0 j=0

X (X)K; X" (t) X (t) D(;)C LAdt

O — T

iPk(x)X(x)D(ak)CkLAz F(x)+ 2 X (x)K, j.XT (t)X (t)dtD(B;)CILA (4.9)

elde edilir. Eger M agilirsa,

M :ixT (t)X (t)dt =

D ey T

tf1t - t“]dt:i[t‘”]dt i,j=0,1,...,N

tN

i+j+1 b i+j+l i+l
ARV (PR)" i >M=[m] :ij=01...,N
i+j+1] i+j+1 !

bulunur. Buna gore,

iPk(x)X(x)D(ak)CkLAz f(x)+ix (X)K;MD(B;)C'LA  (4.10)

k=0 j=0

cebirsel denklemi elde edilir. (3.12) ile taniml1 siralama noktalar1 (4.10) denkleminde
yerine yazilirsa,

m,

>R (4)X (x)D(e)C'LA= F(x)+ 3 X (x)K,MD(5)C'LA (411

k=0 j=0

seklinde matris denklem sistemi elde edilir. Olusturulan matris denklem sistemi

diizenlendiginde

{ipkxo(ak)ckl_-xinMD(ﬁj)ciL}AzF (4.12)

j=0

w
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temel matris denklemini bulunur. Burada kullanacagimiz bazi matrisler, yani P, , X

ve F matrisleri asagidaki gibi tanimlanmistir. Boylece, (3.94) verilen temel matris
denkleminin matrisleri tanimlanmis olur. Burada elde edilen temel matris denklemi

tamamen bir cebirsel denklemdir ve Ax=b bigiminde ifade edilebilir. Buna gore,

ilgili matrisler
P(x) O 0 f (%)
0 0 Pk( N) (N+1)x(N+1) f ( N) (N1t
X (%) ) 0
N
X = X (Xi) =" Xl Xl ’ CO - 0
X (XN ) 1 XN o Xr’\\: (N+1)x(N+1) 00 -1 (N+1)x(N+1)

biciminde tanimlanir. Boylece, (4.12) temel matris bagintis1 kisaca
WA=F (4.13)

olarak yazilabilir. (4.13) matrisinin arttirtlmis matrisi asagidaki gibi yazilabilir:

Woo  Wop =0 Won 5 f (XO)
wiF]=| o M e flx) (4.14)
Who War 0 Wy s f (XN)

W :gpkxckL:[wij] :i,j=0,1,...,N

Simdi (3.97) ile verilen baslangi¢ kosullarina karsilik gelen matrisi yazalim.

(X(a))C*LA=2, ;k, j=01...m-1 (4.15)
U,

Buna gore,
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UjA=4 < [U;4] 5i=01...,m-1
:>Uj=[uj0 Uy - ujN]

U:[Uo U, - Um—l]T Veﬂ“:[ﬂo A o ﬂ—l]T

elde edilir. (4.15) matris bagmtisindan

Ugo Uy, Uoy ; /10
u u u ;

Uia]=| fe o U A (4.16)
um—1,0 um—1,1 t um—l,N ; ﬂ‘m—l

arttirilmis matrisi bulunur. (4.14) ile tanimlanan [W; F] matrisinin herhangim satir1
silinip yerine (4.16) ile tanimlanan [U;/l] kosullar matrisi yazilarak, [V\~/; If] yeni

arttirtlmig matrisi elde edilir. Burada buldugumuz yeni arttirilmis matris ¢ozilerek,

aranan ¢oziimii bulmus oluruz. Elde edilen yeni matrisin arttirilmis matrisi ise

W, W, oo Wou 5 f(X)
W, W, wy o f(x)
’ uOO uOl uON ’ ﬂ'O
ulO ull ulN 4 Al
_u(m—l),o u(m—l),l u(m—l),N ; ﬂ’m—l ]

formundadir. Gerekli islemler yapildiginda,
A=W'F (4.17)

olup, A bilinmeyen katsayilar matrisi elde edilir.
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3.2.9. Yiiksek Mertebeden Oransal Gecikmeli Volterra Tipi Integro-

Diferansiyel Denklemler igin Pell-Lucas Matris-Siralama Yo6ntemi

3.2.9.1. Problemin Tanitilmasi

Bu kesimde, yuksek mertebeden oransal gecikmeli Volterra tipi integro-

diferansiyel denklemler igin Pell-Lucas matris-siralama ydntemi insaa edilecektir.

m X m )
ZPk(x)y(k)(akx)z f(x)+fz K, (x,t)y(‘)(ﬂjt)dt ;m <m,a<x, t<b (4.18)

k=0

y“(a)=4 ;k=012,...,m-1 (4.19)

oransal gecikmeli Volterra tipi integro-diferansiyel denkleminin
N
y(x)=yy(x)=>12,Q,(x) ;N>m ve a<x,t<b (4.20)
n=0

ile tanimli kesilmis Pell-Lucas serisi cinsinden yaklasik ¢6ziimleri elde edilecektir.

Burada P (x), f(x) ve K,(x,t),a<x, t<b araliginda tanimh ve siirekli bilinen

fonksiyonlardir. Burada e, ve g, (0,1) aralifinda tanimli gecikme sabitleri, y(x) ise

bilinmeyen fonksiyondur. Boylece, Pell-Lucas polinomlarinin katsayilar1 bulunarak

y(X) nin ¢dziimii elde edilmis olacaktur.

3.2.9.2. Temel Matris Bagintilari

Oncelikle, (4.18) denkleminin ¢oziimini (4.20) ile verilen sonlu Pell-Lucas

serisi cinsinden oldugunu varsayalim. Yani,

a,
y(x):yN(x):nNZOanQn(x):[QO(x) Q(x) ~ Q)] | ;asxtsb

oldugunu kabul edelim. Boylece,
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y(x)=yy (x)=Q(x)A (4.21)

matris bagintis1 elde edilir. Simdi (3.5) matris bagintis1 (4.21) matris bagintisinda

yerine yazilarak,
y(x)=yy (x)=X(x)LA (4.22)

elde edilir. Burada, X(x)z[l X x”] ve A=[a, a -- a,] oldugu

aciktir. Ayrica,

ve
0 1 0 0]
1 -0
0 0 2 0
0 1 -0 L.
C' = : . C= :
0 (’) ) 000
(N+1)x(N+1) _0 00 - 0_(N+1)X(N+l)
olmak Uzere,
Y (x) =y (x) = X" (x) LA= X (x)C*LA (4.23)

bulunur. Simdi X =, X oldugunu varsayalim. Bu takdirde,

y(ax) =y, (x)= X (g x) LA (4.24)
Y (@x) = vy (e x) = XY (2 x) LA= X (4, x)C*LA (4.25)

olur. Buradan,
X (@) =1 (ax) - (ax)'] (4.26)
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elde edilir. X (o, x)matrisini X (x) cinsinden yazabilmek icin,

o) 0 0 0
0 o O 0
D(e)=| 0 0 @ -+ 0 | olmakizere,
0 0 O o |
X (e x) = X (x) D() (4.27)

bi¢iminde g6z Oniine alinir. (4.27) matris bagmntisi, (4.25) denkleminde yerine
koyulursa,

W (ex) =y (ax) = X (x)D(e, )C LA 5 k=01,2,...m (4.28)
bulunur. Benzer sekilde y(j) ( p jt) nin matris bagintisi

(8,120 ()= X (1)D(B,)CILA; j=01,2m,  (4:29)

bicimindedir.

3.2.9.3. C6zim Yontemi

1 K (0,0) |
=k ] ’kéqu!q! e PA=0L. N

olmak uzere, (4.18) denklemindeki K; (x,t) fonksiyonunun matris formunu
K, (x,t)=X(x)K,X"(t) (4.30)

bigiminde gbz 6niine alalim [18,19]. (4.28), (4.29) ve (4.30) matris bagmntilar1, (4.18)

denkleminde yerine yerlestirip ve gerekli diizenlemeler yapilirsa,

j=0

kZ:,F’k(X) (X)D(e JCHLA= £ ( +ifx (t)X (t)D(B;)C'LAdt

[a—



Zm:Pk (X)X (x)D (o )CLA= f (x)+ix (XK, ij (t)X (t)dtD(B;)CILA  (4.31)

k=0 =

—

%/_/
T(x)

elde edilir. Eger T (x) acilirsa,

T(x):.X[XT(t)X(t)dt:JX. tf1t - tN]dt:JX.[t‘”]dt ;i,i=01,...,N

tN

i+j+1 % i+j+l i+j+1
=[ 5 } {X i }jT(X):[mu}  11=0L..,N

i+ ]+1 i+ j+1

bulunur. Boylece,

Zm:Pk(x)X(x)D(ak)CkLAz f(x)+ix (X)KT(x)D(B;)C'LA (432

k=0 j=0

cebirsel denklemi elde edilir. (3.12) ile taniml1 siralama noktalar1 (4.32) denkleminde

yerine yazilirsa,

R ()X (%) D (e )CELA=  (x)+ X X (x)K T (x)D()C'LA  (4.39)

k=0 j=0

biciminde matris denklem sistemi elde edilir. Olusturulan matris denklem sistemi

diizenlendiginde

{zmlpkxo(ak)ckl_-xm Kj_D(,BJ.)C"L}A:F (4.34)

temel matris denklemi bulunur. Burada,
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ve C° birim matristir. Diger yandan, (4.34) temel matris bagintis1 kisaca

XN (N-+1)x(N+1)

X (XN ) (N-L)x(N+1)°

WA=F

olarak yazilabilir. (4.35) matrisinden

[WF]Z WlO Wll

arttirilmis matrisi ve

Woo Wy 0 Woy
W
Wno Wi Wi

'K, 0

_| 0 K

i~ :

0 0

[0 1 0

0O 0 2

0O 0 O

0 0 O
T (%)

T (XN ) (N+1)*x(N+1)

W :gpkxckL:[wij] ;i,j=01,...,N

I (N+1)x(N+)

2

(N+1)x(N+1)

(4.35)

(4.36)

bulunur. Simdi (4.20) ile verilen baslangi¢ kosullarina karsilik gelen matrisi yazalim.

(X(a))C*LA=2, ;k, j=01...m-1

%/—/

Buna gore,
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UjA=4 < [U;4] 5i=01...,m-1
:>Uj=[uj0 Uy - ujN]

U:[Uo U, - Um—l]T Veﬂ“:[ﬂﬂ A o ﬂ—l]T

elde edilir. (4.37) matris bagintisi agildiginda,

Ugo Uy, t Uoy ; /10
Uy U, T Uy ; Al
[U;ﬂ,]: : : . : - (4.38)
um—l,O um—l,l um—l,N ’ ﬂ“m—l

arttirilmig matrisi yazilabilir. (4.36) ile tanimlanan [W; F] matrisinin herhangi m satiri
silinip yerine (4.38) ile tanimlanan [U;/l] kosullar matrisi yazilarak, [V\~/; If] yeni

arttiritlmig matrisi elde edilir. Burada buldugumuz yeni arttirilmis matris ¢ozilerek,
istenilen ¢6ziimid bulunmus olur. Bahsedilen bu yeni arttirilmis matrisi agik olarak

yazildiginda asagidaki gibi elde edilir:

Woo Wo1 Won , f (Xo)
Wio W, Wiy 1 f (Xl)
[ -~ If] | Win-mo o Winem)a Wimn > (Xn-m)
Uoo Uos Uon , A
Uy Uy Uy , A
L u(m—l),O u(m—l),l u(m—l),N ; ﬂ“m—l ]

Eger WA=F ise W matrisinin tersinir  olmasini gerektiren  sart,

rank(V\7)= N+1= rank[W; If] olmasidir. Yani, W matrisinin tersi varsa,

A=WF (4.39)

olarak yazilabilir. Boylece, aranan Pell-Lucas polinomlarinin katsayilar matrisi

biciminde bulunur.
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3.2.10. Yiiksek Mertebeden Degisken Gecikmeli Fredholm Tipi Integro-

Diferansiyel Denklemler igin Pell-Lucas Matris-Siralama Yo6ntemi

3.2.10.1. Problemin Tanitilmasi

Bu kesimde yuksek mertebeden degisken gecikmeli Fredholm tipi integro-
diferansiyel denklemler igin Pell-Lucas matris-siralama yontemi insaa edilecektir.

m<m,asx, t<b igin

iPk (akx+,[)’ )+

-0

K ( Bit)dt (4.40)

=
m'—.cr
—

I

degisken katsayili Fredholm tipi integro-diferansiyel denkleminin
y“(a)=4 ;k=012,...,m-1 (4.41)

baslangi¢ kosullar1 altinda

y(x)=yy (x)=

p=l
L=
o

a,Q,(x) ;N=m ve a<x t<b (4.42)

ile tanimli kesilmis Pell-Lucas serisi cinsinden yaklasik ¢éziimleri aranacaktir. Burada

P, (X) , ,B(X) , f (X) ve KJ. (X,t) ,a<X, t<b araliginda tamimli ve slrekli bilinen
fonksiyonlardir. &, ve f; ,(0,1) acik araliginda tanimli gecikme sabitleri olup, y(x)

ise bilinmeyen fonksiyondur. Burada bulunmasi gercken Pell-Lucas polinomlarinin

katsayilar1 olup, bdylece y(x) ¢6zUma bulunmus olacaktir.

3.2.10.2. Temel Matris Bagintilar

(4.40) denkleminin ¢o6zumini (4.42) ile verilen sonlu Pell-Lucas serisi

cinsinden oldugunu kabul edelim. Yani,
y( ( ZaQ [QO Ql(x) QN(X)]A ;asxt<b

olsun. Boylece, A=[a, a ... a,] olmak uzere,
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y(x)=yy (x)=Q(x)A (4.43)

matris bagintisi elde edilir. (3.5) matris bagintist (4.43) matris bagmntsinda yerine

yazilirsa,
y(x)=yy (x)=X(x)LA (4.44)
bulunur. Burada, X (x)=[1 x - x"]ve A=[a, a - a,] olduuagiktr.

y(x)’in tirevleri ise,

y'(x)=y, (x)=X'(x)LA
y'(x)=yy (x)=X"(x)LA
y'(x)=yy" (x) = X"(x)LA

biciminde olup,

010 0
10 0
0 0 2 0
o |0 1 0 ..
C’' = : C= Do
0 (’) ) 000
(N+1)x(N+1) _O 00 - 0_(N+1)X(N+l)
olmak Uzere,
Y (x) =y (x) = XY (x) LA= X (x)C*LA (4.45)

bulunur. Simdi x = akx+ﬂ(x) oldugunu varsayalim. Bu takdirde,
y(ax+B(x)) = yy (ax+B(X))= X (ax+B(x)) LA (4.46)
Y (e x+B(x)) = X (@ x+ B(x)) LA= X (y x+ B(X))C LA (4.47)

olur. Buradan,
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X(akx+ﬂ(x)):[1 (ax+B(x)) - (akx+,8(x))N} (4.48)

elde edilir. X (e, x+ B(x)) matrisini X (x) cinsinden yazabilmek igin,

olacak sekilde,
X (o x+B(x))= X (x) E(a. #(x)); k=0,1,2,...,m (4.49)
bulunur. (5.10) matris bagntis1 (5.8) denkleminde yerine yazilirsa,
Y (e x+B(x)) = yu ¥ (e x+ B(x)) = X (X) E (. B(X))CFLA (4.50)
elde edilir. (4.29) bagmntisindan, y'”’(3;t) matris bagintisiin
YW (Bit)= 3" (B1)= X(1)D(B,)CILA; j=0,1,2...,m, (4.51)

oldugunu biliyoruz. Buna gore, D(4; )

g0 0 - 0
p; 0
D('Bi): 0 0 g 0
| 0 0 0 ﬂJN_

bigiminde tanimlanir.
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3.2.10.3. C6zUm Yontemi

1 07K (0,0)
plq! oxPot?

K, =[kl, ] skl = . p,q=0,1....N

olmak tzere, (4.40) denkleminde K (x,t) fonksiyonunun matris formu

K, (x,t)=X(x)K,X"(t) (4.52)

biciminde yazilir. (4.50), (4.51) ve (4.52) matris bagintilar1 (4.40) denkleminde yerine
yerlestirip, gerekli diizenlemeler yapilirsa,

kaOPk (X)X (X) E (e, B(x)CLA= f (x)+§jx (X)K,XT (1) X ()D (5, )C LA
kipk(X)X(X)E(“k’ﬁ(x))CkLh f(X)+iX(X)K1 TXT (t)X (t)dtD (5, )C LA (4.53)

-
M

elde edilir. Eger M agilirsa,

b

1t - tﬂdt:j[t”"]dt i,j=0,1,...,N

a

I
O ey T
X
=
—~
—
S~
X
—_~
—t
~
o
—
Il
O ey T
—t

tN

i+j+1 b i+j+l i+l
S e o m=m] =0 N
i+j+1] i+j+1 !

bulunur. Buna gore,

iPk(x)X(x)E(ak,/S'(x))C"LA= f(x)+ix (X)K,MD(5,)C LA (4.54)

=0 j=0

=~

cebirsel denklemi elde edilir. (3.12) ile tanimli siralama noktalar1 (4.54) denkleminde

yerine yazilirsa,

Zm:Pk(xi)X(xi)E(ak,ﬂ(Xi))CkLAz f (Xi)+ix (Xi)KJMD(ﬂJ)CjLA (4'55)

k=0 =0

—
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seklinde matris denklem sistemi elde edilir. Olusturulan matris denklem sistemi

diizenlendiginde,

{Z P XE (a,,B)C*L- XZK MD(ﬂj)CJL}A:F (4.56)

j=0

w

temel matris denklemi bulunur. Bu denklemde yer alan matrisler,

X(%)] |1 % - % E (e (%))
X e xN _ E
o R e
X(XN) 1 Xy - XI\NI (N+1)<(N+1) _E(ak,ﬂ(XN ))_(N+1)2x(N+l)
[0 1 0 0]
0 0 2 0 X (%) 0
C= : 0 ' )z:
O O O N O X (XN) (N+l)><(N+l)2
L0 0 0 - O_(N+l)><(N+l)
P(x) O 0 f(%)
| O Rl 0 ERACY
0 0 Pk(XN) (N+L)x(N+1) f(XN) (N+1)1

ile tanimlidir. Ayrica (4.56) temel matris bagintisi kisaca
WA=F (4.57)

olarak yazilabilir. (4.57) matrisi acilirsa, asagidaki gibi arttirilmig matris elde edilir.

Buna gore,
Wy, Wy Woy 5 F(X%)
S R f(:xi) (4.58)
W;\IO Wy, Wy, f(xy)
ve
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W :gpkxckL:[wij] :i,j=0,1,...,N

dir. (4.41) ile verilen baslangi¢ kosullarina karsilik gelen matris yazilirsa,

(X(a))C*LA=2, ;k, j=01...m-1 (4.59)

%/—/

Uj

UjA=4 < [U;i4] 5 i=01...,m-1
:>Uj=[uj0 Uy - ujN]

U:[Uo Ul Um—l]T Veﬂ“:[ﬂo /11 lm_l]T

bulunur. (4.59) matris bagintisindan

Ugo Uy 457 U d 3 A4
U] o Ma M A (460
Upgo Unagz 0 Upan s ﬂ‘m—l

arttiritlmig matrisi yazilabilir. (4.58) ile tanimlanan [W; F] matrisinin herhangim
satir1 silinip, yerine (4.60) ile tanimlanan [U;/l] kosullar matrisi yazilarak, [V\7; If]

yeni arttirilmis matrisi elde edilir. Burada bulunan yeni arttirilmis matris ¢ozilerek,

istenilen ¢6zimi bulunmus olur. Buna gore, yeni arttirilmis matris

W, W e Wou 5 f(X)
W, W, e W, ;o (%)
[ - If] | Win-mo Winem)a Wiy 5 (Xm)
’ uOO uOl l'ION ’ 2’0
ulO ull ulN ’ Al
L u(m—l),o u(m—l),l u(m—l),N ; ﬂ“m—l ]

formunda agik bir sekilde yazilabilir. WA=F ise W matrisinin tersinir olmasini
gerektiren sart, rank(V\7)= N+1= rank[V\7; lf] olmasidir. Yani, W matrisinin tersi

varsa,



A=W F (4.61)

olarak yazilabilir. Boylece, aranan Pell-Lucas polinomlarinin katsayilar matrisi

bigiminde bulunur.

61



4. ARASTIRMA BULGULARI VE TARTISMA

Bu bolimde, Pell-Lucas siralama yonteminin dogrulugunu ve gegerliligini
gostermek amaciyla her bir boliim i¢in birka¢ 6rnek verilmistir. Ayrica ¢oziimiin
dogrulugunu gosterebilmek icin, Ortalama Deger Teoremine dayali rezidiiel hata ve
klasik mutlak hata analizi yapilmis, elde edilen niimerik sonuglar tablo ve grafiklerle

yorumlanmustir.
4.1. Adi Diferansiyel Denklemlerle ilgili Ornekler
Ornek 4.1.1: Tam ¢6zim y(x)=x*—1 olmak lizere,
y"(X)+2xy'(x)—y(x)=3+3x
diferansiyel denkleminin
y(0)=-1,y'(0)=0

baslangi¢ kosullarina gore yaklasik ¢0zimuini, 0<x <2 araliginda N =2 igin Pell-

Lucas siralama yontemi ile bulacagiz. Buna gore,
2
y(x)zy,(x)=>a,Q,(x) ;N=m ve 0<x<2
n=0

olmalidir. Ayrica N =2 ve m=2 olup, bu problem i¢in asagidaki siralama noktalar

uygulanirsa,
X, :a+b_—ai - i=0,1,...,N
N
olmak Uzere,

X={X;,%,%}={0,12}

bulunur. Burada, Py (x)=-1, B,(x)=2x, P,(x)=1ve f(x)=3+3x* fonksiyonlari

0< x <2 araliginda tanimli ve siireklidir. Boylece, problemin temel matris denklemi,

>R (¥ (x)=  (x)

k=0
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2
{Z PkXCkL}A: F =W = P,XC°L+ P,XC'L+P,XC?L
k=0

w

bicimindedir. Burada, matrisler

-1 0 0 000 100
P={0 -1 0}, R=|0 2 0|, P,=/0 1 0
0 0 -1 00 4 001

seklinde tanimlidir. Bu matrisler, yerine yerlestirilip gerekli islemler yapilirsa,

-2 0 6 ; 3
W;F]=|-2 2 18 ; 6
-2 4 54 5 15

2
arttirlmig matris elde edilir. y(x)=y,(x)=>a,Q, (X) oldugundan
n=0

8
Y,(X)=[Q(x) Q(x) Q(x)] a|: Q(x)=2 Q(x)=2x, Q,(x)=4x"+2

a,

bulunur. Buna gore, kosullar matrisi

(0)2%.(0)-[Q,(0) Q(0) @u(0)]|a |=[-1]
=[2 0 2]A=[-]]
:>[uo:/10]=[2 0o 2 ; —1]
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bicimindedir. Simdi y’(O) =0 kosulunun matrisini yazalim.

&
V,(X)=[Q(X) Q(x) Q(x)]la|;QQ(x)=2 Q(x)=2x, Q,(x)=4x"+2

a,

oldugundan,

y'(x);yz'(x)z[Qo'(x) Q' (x) Qz'(x)}A; Q (x)=2, Q(x)=2x, Q,(x)=4x"+2
y, (x)=[0 2 8x]A=y'(0)=0=y, (0)=[0 2 0]A=[0]

=[u:4]=[0 2 0 ; 0]

matris bagmtisi bulunur. BOylece yeni arttirilmig matris

2 0 6 ; 3
[vv;lf]: > AN & N
0 2 0 ; 0

bicimindedir. Bu yeni arttirilmis matris ¢ozilurse,
A=[-3/4 0 1/4]
bulunur. Béylece, yaklasik ¢6ziim

¥, (X) =a,Q, (X)+a,Q, (x)+a,Q,(x)
¥o(x) = (2) +0(2x)+ 34" +2)

¥, (x)=x"-1

biciminde elde edilmis olur. Buna gore, tam ¢oziim ile yaklasik ¢oziimiin ayni oldugu

gorulr.

Ornek 4.1.2: Tam ¢6ziim y(x)=x olmak tizere,

y'(X)+2y(x)=1+2x
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diferansiyel denkleminin
y(0)=0

baslangic kosuluna gore ¢oziimiini, 0<Xx<2 araliginda N =2 igin Pell-Lucas

siralama yontemi ile bulalim. Buna gore, yaklasik ¢6ziim
2
y(x)=y,(x)=>aQ,(x) ; N>m ve 0<x<2
n=0

olmalidir. Ayrica N =2 ve m=1 olup, bu problem igin asagidaki siralama noktalar1
uygulanirsa,

X, _a+P? ;i=0,1,...,N
N
olmak Uzere,

X={X;,%,%}={0,12}

bulunur. Burada, Py(x)=2,R(x)=1ve f(x)=1+2x fonksiyonlar 0<x<2

araliginda tanimli ve siireklidir. Problemin temel matris denklemi,

2 00 100 100 1
P,=|0 2 0|, R=|0 1 0}, X=|1 1 1|,F=|3
0 0 2 0 01 1 2 4 5
100 010 2 0 2
c’°=/0 1 0f,C'=|0 0 2|,L=|0 2 O
0 01 0 0O 0 0 4
olmak Uzere,

1
{Z PkXCkL}A: F =W = P,XC°L+PXC'L
k=0

W

bicimindedir. Bu matrisler yerine yerlestirilip, gerekli islemler yapilirsa,
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4 2 4 ;1
[W;F]=| 8 6 20 3
4 10 52 ; 5

2
arttirilmig matris elde edilir. y(x)=y,(x)= Z a,Q, (x) oldugundan,
n=0

Y,(0=[Q(x) Q%) Q(X)]A; Q(x)=2 Q(x)=2% Q(x)=4x"+2

bicimindedir. Boylece, kosullar matrisi

bicimindedir. Bu takdirde, yeni arttirilmis matris

4 2 4 ;1
[V\?;lf]: 4 6 20
2 0 2 ; 0

seklindedir. Bu yeni arttirilmis matris coziilurse,
A=[0 1/2 0]
bulunur. Boylece, y(x) igin yaklagik ¢oziim
Y2 (%) =2,Qy (x)+a,Q (x)+2,Q, ()

Y, (X)= 0(2)+%(2x)+0(4x2 +2)
¥, (X)=x

olarak elde edilir. Buradan goriildiigii gibi tam ¢oziim ile yaklasik ¢6ziim aynidir.

Ornek 4.1.3: Tam ¢6zimi y(x)=sinx olan ikinci mertebeden degisken katsay1li

66



y"(x)—2xy'(x)+y(x)=—2xcos X
diferansiyel denkleminin
y(0)=0,y'(0)=1

baslangi¢ kosullar1 altindaki ¢ozimiini, 0<x<2 araligmda N=3 ve N =5 i¢in
Pell-Lucas siralama yontemi ile bulalim. Burada, m=2 dir. Mevcut problem igin

asagidaki siralama noktalarini uygulanacaktir.
X, :a+b_—ai - i=0,1,...,N
N
Boylece,
X={Xg, X, %, X} ={0,1,2,3} Ve X={X;, %, %,, %3, %, % } ={0,1,2,3,4,5}

elde edilir. Burada, PF(x)=1, B(x)=-2x, RB(x)=1 ve f(x)=-2xcosx

fonksiyonlart 0<x<2 araliginda taniml ve siireklidir. Problemin temel matris

denklemi

>R (¥ (x)=  (x)

k=0

2
{Z PkXCkL}A: F =W = P,XC°L+P,XC'L+P,XC’L
k=0

w

bi¢imindedir. Simdi buradaki matrisleri asagidaki gibi tanimlayalim:

O O p-—» O
O - O O
O O O -
O O NN O
O w O o
O
N
|
o O O O
O O O o
O O O N
O O oo O
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O O —= O
O - O O
= O O O

0
—-1.047849681

~0.6273001963 |
1.664587346

1

1

o

N Wl wliNd O

» ol ols o

e}

Bu matrisler yerine yerlestirilip, gerekli islemler yapilirsa,

2 0

_4

e 2 3
[W’F]_ _§
3

2 -4

10
14

0
436
27

1048

27

—236

N

o O NN O

O O -~ O

o O DN

O -—=_ O O
_ O O O

co O o O

o]
-1.0478

—0.6273

» 1.664587346

arttirilmis matrisi elde edilir. Buna gore, y(x)=y,(x)=>a,Q,(X) oldugundan

n=0

Y (X)
Q(x)

olacak sekilde,

Q%) Q) () Q(x)]A
2, Q,(x)=2x, Q,(x)=4x*+2, Q;(x) =8x’ +6x

¥(0)=,(0)=[Q:(0) Q(0) Q:(0) Q(0)]A=[0]

=[2 0 2 0]A=[0]
=[u,:4]=|2 0 2

=[0 2 0 6]A=]1]
:»[ul:,y]{o 2 0

0

6
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bulunur. Yukaridaki arttiritlmis matriste iki satirin silinip yerine, kosullarin satir

matrisleri koyuldugunda asagidaki yeni arttirilmis matris elde edilir:

2 0 10 0 ; 0
[ v Ig} _ 2 2 0 ; 0
0 2 0 6 ; 1
2 -4 -38 -236 ; 1.664587346

Elde edilen arttirilmis matris ¢6zulurse,

0
0.549079294812500
0
—0.016359764937500

¢6zUm matrisi bulunur. Boylece, yaklasik ¢6ziim

¥s(x)=x—0.1308781195x

biciminde elde edilir. N =2 ve N =5 i¢in, N =3’teki islemler tekrarlanirsa,

Y (x)

A (X) ~(0.9999999992x —0.1695833891x> + 0.005081156648x* +0.005926199408x"

I

X

bulunur. N =2,3,5 icin yaklasik ¢éziimler ve tam ¢6ziimiin karsilastirmasi Tablo 4.1.

de verilmistir. Sekil 4.1. ve Sekil 4.2. de ise tam ¢6ziim yaklasik ¢6ziimlerle

karsilastirilmastir. Sekil 4.3 de reziduel hata fonksiyonlarina ait grafikler verilmistir.

Diger taraftan N =2,3,5 icin rezidlel hatalar hesaplanirsa,

_ 2[R, (x)|dx
R, =] 2 () o — 0.8630399560, R, = j‘ x)ldx —0.1116972708
0 |2_O| | N |
_ 2[R,(x)|d
=] 5 () X 0.001364241489.
0 |2_O|

bulunur.
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Tablo 4.1. Tam ¢6zim ile yaklasik ¢6ziimin karsilastirmasi

X Tam ¢6zum N=2 N=3 N=5
0 0 0 0 0
0.1 0.09983341665 0.1 0.09986912188 0.09983098391
0.2 0.1986693308 0.2 0.1989529750 0.1986533590
0.3 0.2955202067 0.3 0.2964662908 0.2954768064
0.4 0.3894183423 0.4 0.3916238004 0.3893374247
0.5 0.4794255386 0.5 0.4836402351 0.4793048420
0.6 0.5646424734 0.6 0.5717303262 0.5644893266
0.7 0.6442176872 0.7 0.6551088050 0.6440488989
0.8 0.7173560909 0.8 0.7329904028 0.7172964430
0.9 0.7833269096 0.9 0.8045898509 0.7832068170
1 0.8414709848 1 0.8691218805 0.8414239661
! ~J

0.8

0.6

i

/

e

0.4 /
0.2

e

0]

.5

1 1.5

X

I-d

Tam coeiim

MN=3 icin Pell-Lucas n;:i":zﬁtnl
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Sekil 4.1. N =3 i¢gin yaklasik ¢6ziim ile tam ¢dzimun karsilagtirmasi




) 0.5 1 1.5 2

Tam ¢cdzilim —— MN=5 icin Pell-Lucas g:tiziiml

Sekil 4.2. N =5 i¢in yaklasik ¢6ziim ile tam ¢6zimin karsilastirmasi

3 7
/
%

[

[

I 1.5

A

=}
LA

227
[ [
M L L

icin Rerxidiiel hata fonksiyvonu
icin Rexidiiel hata fonksiyomno
icin Rexidiiel hata fonksivonu

Sekil 4.3. N =2,3,5 icin rezidiiel hata fonksiyonlar1
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4.2. Fredholm integral Denklemlerle ilgili Ornekler
. 3 ¢
Ornek 4.2.1: y(x)=x? " x+1+Ixty(t)dt
0

Fredholm integral denkleminin ¢éziminid 0<x <1 araliginda N =2 igin Pell-Lucas

siralama ydntemi ile bulalim. Verilen denklemin tam ¢oziimi y(x)=x*+1 olup,

yaklagik ¢oziim

formundadir. Burada, K (X,t) =xt ve f (X) =x° —%X+1 fonksiyonlar1 0<x,t<1

araliginda tanimli ve siireklidir. Buna gore, problemin temel matris denklemi,

{1 -AKM} LA=F

{I-2KM}LA=F =W ={I-2KM} L
w

bicimindedir. Burada, matrisler

[EEN

Wl N~
DNl Wik, N~
gl DN Wl
n
o O
o+ O

L

bicimindedir. Bu matrisler yerine yerlestirilip, gerekli islemler yapilirsa,

2 0 2 ; 1
Wi;F]=| -1 4/3 -2 , -3/4
0 0 4 ; 1

arttiritlmis matris elde edilir. Bu arttirilmis matris ¢ozulUrse,
A=[1/4 0 1/4]

bulunur. Boylece,
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Y, (X) =a,Q, (X)+a1Q1(X)+a2Q2 (X)

V2 (x) =5 (2)+0(2x)+ 5 (4¢" +2)

¥, (X)=x"+1

elde edilir. Buradan goriildiigli gibi tam ¢6ziim ve yaklagik ¢oziim aynidir.

Ornek 4.2.2: Tam ¢ozimii y(x):%x—%x2 olan,

1

y(x)= X+I(xt—x2)y(t)dt

0

Fredholm integral denklemini g6z 6niine alalim. Verilen denklemin yaklasik ¢6ziimii

0<x<1 araliginda N =2 i¢in Pell-Lucas siralama yontemi ile bulunacak olursa,
2
y(x)zy,(x)=>aQ,(x) ;0<xt<1
n=0

formunda ¢6zim onerilir. Burada, K(x,t)=xt—x* ve f(x)=x fonksiyonlar:

0 <X, t <1 araliginda taniml ve siireklidir. Problemin temel matris denklemi,

; 11
0 00 2 3 100 20 2 0
K=|0 1O,M:%%%,I2010,L2020,/1=1,F=1
100 111 00 1 00 4 0
3 4 5]
olmak Uzere,

{1 -2KM} LA=F

{I-2KM}LA=F =W ={I-2KM}L
w

bicimindedir. Bu matrisler yerine yerlestirilip, gerekli islemler yapilirsa,
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2 0 2 ; 0
W;F]=| -1 4/3 -2 ; 1
2 1 22/3 ;

arttiritlmig matrisi elde edilir. Bu arttirilmig matrisin ¢6zimiinden
T
A= g @ _i
73 73 73

bulunur. Béylece, y, (x) yaklagik ¢oziimii

¥, (X) =2,Q, (X)+2,Q, (x)+a,Q, (X)
9 48 9

Y, (X) :7—3(2)+7—3(2x)—7—3(4x2 +2)
96 36
yz(x):%x—%x2

biciminde elde edilir. Buna gore, tam ¢6zim ile yaklasik ¢6ziimiin ayni oldugu

gorulr.

4.3. Sabit Katsayih Fredholm-integro Diferansiyel Denklemlerle Ilgili

Ornekler

Ornek 4.3.1: Tam ¢6ziimii y(x)=x olmak lizere,

1
y'(x)-y(x) =1—2x+3jxt y(t)dt
0
Fredholm integro-diferansiyel denkleminin

y(0)=0

kosulu altindaki ¢Ozimiini, 0 < x, t <1 araliginda N =2 icin Pell-Lucas siralama

yontemi ile bulacagiz. Buna gore, yaklasik ¢6ziim

y(x)=y,(x)=

>
I N
o

a,Q,(x) ;N=m ve 0<x,t<1
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olup, burada N =2ve m=21dir. Diger taraftanPo(X)z—l, Pl(x) =1ve f (X) =1-2x

fonksiyonlar1 0 <x, t <1 araliginda tanimli ve siirekli, A =3 ise uygun bir sabittir. Bu

takdirde, problemin temel matris denklemi,

1

2.

k=0

~U

(Y (%)= £ (x)

1
{Z PkaL-3KML}A: F =W =P,C°L+PC'L-3KML
k=0

W

bicimindedir. Burada, matrisler

-1 0 O 10 1 00 010
P={0 -1 0|, R=(0 1 0[,C°=/0 1 0|,C'=|0 0 2
0 0 -1 0 01 0 01 0 0O
0 0O 0 2 1 1/2 1/3 1
K=/0 1 0|, L= 2 0| ,M=|1/2 1/3 1/4|, F=|-2
0 0O 0 4 1/3 1/4 1/5 0

seklinde tanimlidir. Bu matrisler yerine yerlestirilip, gerekli islemler ve diizenlemeler

yapilirsa,
-2 2 -2 5 1
W;F]=|-3 -4 2 ; -2
o 04 O

2
arttirlmig matris elde edilir. y(x)=y,(x)=>a,Q, (x) oldugundan
n=0

2

Y. (x)=[Q(x) Q(x) Q(x)]|a|: Q(x)=2, Q(x)=2x, Q,(x)=4x"+2
a‘2

bulunur. Buna gore, kosullar matrisi

¥(0)=,(0)=[Q(0) Q(0) Q:(0)]A=[]]

=[2 0 2]A=[0]
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:>[u0:,10]=[2 02 ; OJ

bicimindedir. Yukaridaki arttirilmis matriste bir satirt silinip yerine kosulun satir

matrisi koyuldugunda asagidaki yeni arttirilmis matris elde edilir:

-2 2 2 ,
(W;F]=| 2 0 2 ; o
0O 0 -4 ;0
Bu yeni arttirilmis matris ¢oziillrse,
.
A{o t o}
2

bulunur. Béylece, v, (X) yaklasik ¢6ziim

Y2 (%) = a,Qy (x) + 3 (x) + 2,Q; (¥)
Y,(x)= 0(2)+%(2x)+0(4x2 +2)

Y2(X): X

olarak elde edilir. Buradan goriildiigii gibi, tam ¢6ziim ve yaklasik ¢oziim aynidir.

Ornek 4.3.2: y(x)=e* tam ¢oziimiine sahip,

y'(x)-y(x)= —3x+3j xty (t)dt

Fredholm integro-diferansiyel denkleminin
y(0)=1

kosulu altindaki ¢6zuminl, 0<x, t <1 araliginda N =2 igin Pell-Lucas siralama

yontemi ile bulacagiz. Buna gore,

2
y(x)zy,(x)=>1aQ,(x) ;N>=m ve 0<x,t<1
n=0
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olmalidir. Burada N =2ve m=1dir. Bu problem i¢in asagidaki siralama noktalari

uygulanirsa,
X :a+b;i; i=0,1,...,N
N

olacak sekilde,
X={X;,%,%,}={0,1/2,1}

elde edilir. Burada, PO(X)z—l,Pl(X)zl ve f(x)=—3x fonksiyonlart 0<x, t<1

araliginda tanimli ve siirekli olup, A =3 tur. Problemin temel matris denklemi,

1
{Z PkaL-BKML}A: F =W = P,C°L+PC'L-3KML
k=0

W

bicimindedir. Burada, matrisler

-1 0 O] 100 0 1 1/2 1/3
P=[0 -1 0|,P=l0 1 0|, F=|-3|, M=|1/2 1/3 1/4
0 0 -1 001 0 1/3 1/4 1/5
1 0 O] 01 2 0 2 000
C’=/0 1 0|, C'=|0 O ,L=|0 2 0|,K=|0 1 0
00 1] 00 00 4 000

seklinde tanimlidir. Gerekli islemler yapilirsa,

-2 2 -2 5 0
W;F]=|-3 -4 2 -3
0 0 -4 ; 0

2
arttirilmig matrisi elde edilir. y(x) =y, (x)= Z a,Q, (x) oldugundan
n=0

V(0=[Q () Q(x) Q()]A:Q(0)=2,Q (x)=2x Q,(x)=4x"+2

bulunur. Buna gore, kosullar matrisi
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¥(0)=y,(0)=[Q,(0) Q(0) Q,(0)]A=[t
=[2 0 2JA=[]=[y:4]=|2 0 2 ;i 1]

formundadir. Boylece yeni arttirilmis matris

2 2 =2 ;0
[~;|f]: 2 0 2
0 0 -4

seklindedir. Bu yeni arttirilmig matris ¢ozulurse,
=[05 05 0]

bulunur. Boylece,

Vo () =2,Q (X)+2,Q, (X)+2,Q, (X) = ¥, () = o.5(2)+o.5(2x)+0(4x2 +2)
Y, (X)=1+x

elde edilir. Benzer sekilde N =3 ve N =5 igin de yaklasik ¢oziimler asagidaki gibi

elde edilmistir.

420 , 140 , 35 , T
X"+ X+ X + X
841" 841" 841" 84l

10 10
AL ) 1+x+£x +§X AG ) 1+ X+

Simdi rezidiiel hatalar1 hesaplayalim. N =2,3,5 igin rezidiiel hatalar1 asagidaki gibi

hesaplayalim. Buna gore,

_ IR, (x)|dx
R, =] 2 (X) = 0.250000000, R, j flR: () ox — 0.03968253968
0 |l_0| | - |
_ LRy (x)|dx
.= =0.001387237416
0 |1_0|

bulunur. N =2,3,5 igin yaklasitk ve tam ¢oziimiin karsilastirmasi Tablo 4.2. de

gosterilmistir. Sekil 4.4. Sekil 4.5 ve Sekil 4.6. da tam ¢6zim ile yaklasik ¢oziimler
karsilagtiritlmigtir.  Sekil 4.7 de ise rezidiiel hata fonksiyonlar1 ve grafikleri

gosterilmistir.
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Tablo 4.2. Tam ¢6zim ile yaklasik ¢6ziimin karsilastirmasi

X Tam ¢6zim N=2 N=3 N =5
0 1.000000000 1.0 1.000000000 1.000000000
0.1 1.105170918 1.1 1.104920635 1.105164768
0.2 1.221402758 1.2 1.220317460 1.221377217
0.3 1.349858808 1.3 1.347142857 1.349798466
0.4 1.491824698 1.4 1.486349206 1.491709488
0.5 1.648721271 1.5 1.638888889 1.648521105
0.6 1.822118800 1.6 1.805714285 1.821783971
0.7 2.013752707 1.7 1987777777 2.013198561
0.8 2.225540928 1.8 2.186031746 2.224625161
0.9 2.459603111 1.9 2.401428572 2.458093852
1 2.718281828 2.0 2.634920635 2.715814507
26
24
22
2
[
1.6
.4
1.2
l
0 02 0.4 0.6 0.8 l

X

— N=2 igin Pell-Lucas ¢iziimii
Tam ciziimii

Sekil 4.4. N =2 igin yaklasik ¢6ziim ile tam ¢6zUmin karsilastirmasi
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0z 0.4 0.6 0.8 l

X

— N=3 igin Pell-Lucas ¢ozimil

Tam ¢iziimii

Sekil 4.5. N =3 i¢in yaklasik ¢6ziim ile tam ¢6zimin kiyaslanmasi

[,

]

02 04 0.6 0.8 l

X

N=5 igin Pell-Lucas ¢hzimi
Tam ¢dziimii

Sekil 4.6. N =5 icin yaklasik ¢6ziim ile tam ¢oziimiin karsilastirmasi
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0.5

0.4

0.3

] 0.2 0.4 0.6 0.8 l

X

— N=2 igin Rezidiiel hata fonksiyvonu
— N=3 igin Rezidiie] hata fonksiyvonu
— N=5 icin Rezidiie] hata fonksiyonu

Sekil 4.7. N =2,3,5 i¢in rezidiiel hata fonksiyonlar1

Ornek 4.3.3: Tam ¢6ziim y(x)=x olmak tizere,

1
y'(x) =1—£X+J‘Xt y(t)dt
3 0
Fredholm integro-diferansiyel denkleminin [46]

y(0)=0

kosulu altindaki ¢6zumund, 0<x, t<1 araliginda N =2 icin Pell-Lucas siralama

yontemi ile bulacagiz [46]. Buna gore, yaklasik ¢6ziim

2
y(x)zy,(x)=>1aQ,(x) ;N>=m ve 0<x,t<1
n=0

olmalidir. Burada, N =2 ve m=1 olup, Pl(x)zl ve f(X)=1—%X fonksiyonlari

0 < x, t <1 araliginda taniml ve siirekli ve A =1dir. Bdylece, problemin temel matris

denklemi,
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1

1
SR ()" (x)=f(x) ise {Z PCHL- KML}A: F =W =PC'L-KML
k=0

k=0
w
bicimindedir. Burada, matrisler
010 1 0 0O 2 0 2 1 1/2 1/3
C'=|0 0 2|, F=|-1/3|, K=|0 1 0|, L=|0 2 0|, M=|1/2 1/3 1/4
0 00 0 0 00O 0 0 4 1/3 1/4 1/5

P,=birim matris
seklinde tanimlidir. Gerekli islemler yapilirsa,
0 2 0 ; 1

[W;F]=| -1 -2/3 6 , -1/3
0 0 0 ; 0

arttirilmis matris elde edilir. y(x) =y, (x) => aQ, (x) oldugundan,

>
I N
o

R o

v,(¥)=[Q(x) Q(x) L(x)] a|: Q(x)=2, Q(x)=2x Q,(x)=4x*+2

QD
N

bicimindedir. Buna gore, kosullar matrisi
¥(0)=y,(0)=[Q(0) Q(0) Q(0)]A=[0]
=[2 0 2]A=[0]
=[U:4]=2 0 2 5 0]

olarak bulunur. Yukaridaki arttirilmis matriste bir satir silinip, yerine kosulun satir

matrisi koyulursa asagidaki yeni arttirilmis matris elde edilir.

0 2 0 ; 1
[W;ﬁ]: -1 -2/3 6 ; —1/3
2 0 2 ; 0

Bu yeni arttirilmis matris ¢oziillrse,
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N
a=lo 3 o
2

bulunur. Boylece,

¥, (X) =2a,Q, (X)+2a,Q, (x)+a,Q,(x)
V2(x)=0(2)+(2x)+0(4x" +2)

Y2(X): X

elde edilir. Buradan tam ¢6zim ile yaklasik ¢oziimiin ayni1 oldugu goriiliir.

Ornek 4.3.4: Tam ¢6ziimii y(x) :1+gx2 +5x° olmak Uzere,

1
y"(x)=32x+ j(l— xt)y(t)dt
-1
ile verilen Fredholm integro-diferansiyel denkleminin
y(0)=1ve y'(0)=0
kosullar1 altindaki ¢6ziminl,-1< x, t <1 araliginda N =2 i¢in Pell-Lucas siralama
yontemi ile bulacagiz [47]. Buna gore, yaklasik ¢6ziim

2
y(x)zy,(x)=>aQ,(x) ;N>=m ve 0<x,t<1
n=0

biciminde olmalidir. Burada N=2 ve m=1 olup, P,(x)=1ve f(x)=32x

fonksiyonlar1 —1<x, t <1 araliginda tamimli ve siirekli olup, A =1 dir. Boylece,

problemin temel matris denklemi,

2
{Z P.C*L- KML}A: F =W =P,C’L-KML
k=0

w

bicimindedir. Burada, matrisler
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0 2 0 2/3 0 0 2 2 0 2 1 0 O
F=[32|,M=| 0 2/3 0 |,C*=|0 0 0[,L=|0 2 0|,K=|0 -1 0
0 2/3 0 2/5 0 0O 0 0 4 0 0 O

P, = birim matris

seklinde tanimlidir. Simdi bu matrisler yerine yazilip diizenlenirse,

-4 0 4/3 5 0
[W;F]=| 0 4/3 0 i 32
o 0o o0 0

arttirilmis matrisi elde edilir. y(x)=y, (x)=>a,Q,(x) oldugundan,

>
I N
o

Y, (X)= [Qo (x) Q(x) Q (X)J A; Q(x)=2,Q(x)=2x, Q,(x)=4x"+2
bulunur. Buna gore, kosullar matrisi

¥(0)=¥,(0)=[Q(0) Q(0) Q(0)]A=[1]
=[2 0 2]A=[1]
=[u:4]=[2 0 2 & 1]

v(0)=¥, 0)=[/(0) Q/(0) @/ (0)]A=[0]=[u:A]=[0 2 0 : 0]

bicimindedir. Boylece yeni arttirtlmis matris

4 0 4/3 ;0
[\A?;lf]z 0O 2 0 ;
2 0 2 S |

olur. Bu yeni arttirilmis matris ¢oziiminden
A=[1/8 0 3/8]

bulunur. Boylece,

Y, (%) =a,Qy (x)+2,Q, (x)+2,Q, (x)
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elde edilir. Benzer sekilde, N =3 i¢in yaklasik ¢oziim asagidaki gibi hesaplanir:

= ¥,(x)=0.125(2)+0(2x) +0.375(4x* +2) = y, () =1+ X

ys(X)=1+

—X

3.0, 640,
123

3.2

N =3 i¢in Pell-Lucas yaklasik ¢cozimunin, referans [47] da yer alan ¢ozimlerle ve

tam ¢O0zimle karsilastirmasi Tablo 4.3 de gosterilmistir.

Tablo 4.3. Pell-Lucas yaklagik ¢6ziimU ile diger yaklasik c¢ozumlerin [47]

karsilagtirmasi
Tam Kuvvet Serisi Cozumu | Chebyshev Seri Céziimu | Pell-Lucas
Cozim Standart Chebyshev | Standart Chebyshev Gozama
Siralama- | Gauss- Siralama- | Gauss-
Yontemi Lobatto Yontemi Lobatto
Siralama- Siralama-
Y ontemi Yontemi
0 1.000000000 | 1.000000000 | 1.000000000 | 1.000000000 | 1.000000000 | 1.000000000
0.1 1.020000000 | 1.019987500 | 1.019987508 | 1.019855160 | 1.019853296 | 1.020203252
0.2 | 1.100000000 | 1.099500000 | 1.099500027 | 1.097441281 | 1.097438523 | 1.101626016
0.3 1.270000000 | 1.269562500 | 1.269562557 | 1.267989324 | 1.267963120 | 1.275487805
0.4 1.560000000 | 1.559963000 | 1.550000098 | 1.558530249 | 1.558512781 | 1.573008130
0.5 2.000000000 | 1.999737500 | 1.995937649 | 1.944095018 | 1.984063738 | 2.025406504
0.6 2.620000000 | 2.619800000 | 2.617600207 | 2.595914590 | 2.606907820 | 2.663902439
0.7 3.450000000 | 3.449812500 | 3.447812774 | 3.437419929 | 3.347742003 | 3.519715447
0.8 4.530000000 | 4.518700000 | 4.509700350 | 4.509241993 | 4.418242167 | 4.624065041
0.9 5.860000000 | 5.858787500 | 5.849787937 | 5.678611744 | 5.759611462 | 6.008170732
1.0 7.500000000 | 7.497500000 | 7.489800353 | 7.395160143 | 7.399962085 | 7.703252033
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4.4. Volterra-Integro Diferansiyel Denklemlerle Tlgili Ornekler

3 X

Ornek 4.4.1: y'(x)—xy(x)=1-x* —%+_[(x—t) y(t)dt

Volterra integro-diferansiyel denkleminin ¢6zimunid, 0< X, t<2 araliginda N =2
icin Pell-Lucas siralama yontemi ile bulalim. Bu problem igin tam ¢ozim y(x) =X

biciminde olup, yaklasik ¢6ziim
2
y(x)=y,(x)=>a,Q,(x) ;N>m ve 0<x,t<2
n=0

olarak kabul edilir, N=2 ve m=1 olmak Uzere, A1=1 ve K(x,t):(x—t),

3

P (x)=—x, B(x)=1ve f(x)=1-x* —% fonksiyonlart 0< X, t <2 de tammli ve

sureklidir. Problemin temel matris denklemi ise

1 —_—— —_—— —
{Z PkaL-/IXKTL}A: F =W =P,C°L+PCL- XKTL

W

bicimindedir. Burada,

00 O 100 100 010 1
P,=/0 -1 0[,P=|0 1 0[,C°=(0 1 0|,C'=|0 0 2|, X=|1
0 0 -2 001 001 000 1
0 -10 2 0 2 X212 x*/3 1
K=|1 0 0[,L={0 2 0Of, T(x)=[x*/2 x*/3 x"'/4|, F=|-1/6
0 0 0 004 x*13 x*/4 XI5 -13/3
T(0) X (0) 100000000
T=T@)| X=[ 0 x(1) 0 [=|j0 00 111000
T(2) 0 0 X(2)| |000O0O0O0 124

seklinde tanimli olup, ayrica K ve T matrisleri
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0 -1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0
10 0 0 0 0 0 0 0 O 0 o0

O 0 00 00O 0 0 O O 0 o0

0O 0 0 0-1 020 0 0 1 1/2 1/3
K=o o o0 1 0 0 0 0 0,T=|1/2 1/3 1/4
0O 0 00 00 0 0 0 1/3 1/4 1/5

0O 0 00 0 0 0-1 0 1 2 8I3

0O 0 00 00 1 0 0 2 8/3 4

0 0 0 0 0 0 0 o0 o] |8/3 4 32/5]

ile verilir. Bu matrisler yerine yerlestirilip, gerekli islemler yapilirsa,

0 2 0 ; 1
W;F]=| -3 -1/3 2/3 , -1/6
-4 -26/3 -78/3 » —13/3
2
arttirilmis matris elde edilir. y(x) =y, (x) = Z a,Q, (x) oldugundan

n=0

VZ(X):[QO(X) Q(x) Qz(x)]A ; Q(X)=2, Q(x)=2x, Q,(x)=4x"+2
bulunur. Buna gore, kosullar matrisi

¥(0)=,(0)=[Q:(0) Q(0) Q,(0)]A=[0]
=[2 0 2JA=[0]=[u:4]=|2 0 2 ; 0

biciminde ifade edilir. Yukaridaki arttirilmis matriste bir satir silinip, yerine kosulun

satir matrisi koyulursa asagidaki yeni arttirilmig matris elde edilir:

0 2 0 ; 1
(W;F|=| -3 -1/3 2/3 , -1/6
2 0 2 ; 0
Bu yeni arttirilmis matris ¢6ziillrse,
:
A=[0 L o}
2

bulunur. Boylece,
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Ve (X) = 20Q0 (¥)+2Q () + 2,Q, (¥)
Y,(x)= 0(2)+%(2x)+0(4x2 +2)

YZ(X): X

elde edilir. Bu takdirde, tam ¢6ziime esit yaklasik ¢6ziim bulunur.

Ornek 4.4.2: Tam ¢6zimi y(x)=In(x+1) ile verilen

y'(x)=xy(x)=f (x)+

(x—t)y(t)dt

O ey <

Volterra integro-diferansiyel denkleminin
y(0)=0

kosulu altindaki ¢6zimdiind, 0<X,t<2 araliginda N =2 icin Pell-Lucas siralama

yontemi ile bulalim. Buna gére, N =2 ve m=1 olmak Uzere, yaklasik ¢oziim
2
y(x)zy,(x)=>a,Q,(x) ;N=m ve 0<x,t<2
n=0

bi¢iminde tanimlanir. Burada, A =1 olup,

K(xt)=(x-t),R(x)=—x,P(x)=1ve

f(x)=%—2In(x+1)x+%x—%ln(x+1)x2+%x2—%ln(x+l)

fonksiyonlar1 0< X, t <2 araliginda tanimli ve siireklidir. Bu takdirde, problemin

temel matris denklemi,

1 —_—— —_—— —
{Z PkaL-/IXKTL}A: F =W =P,C°L+PCL-XKTL

k=0

W

bicimindedir. N =2,3 ve N =5 icgin Onceki Orneklerde yapilan benzer islemler

uygulanirsa,
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¥, (%)= x—0.1775725913x*

A (X) ~ x —0.3839538396x> +0.09060915800x°

A (X) =~5x107" +x—0.4287820080x> + 0.1192404385x> + 0.009801392418x*

yaklasik ¢oziimleri elde edilir.

—0.01000879248x°

N =2,3,5 icin yaklasik ¢oziim ve tam ¢bzimin

karsilastirmas1 Tablo 4.4 de verilmistir. Sekil 4.8, Sekil 4.9 ve Sekil 4.10 da tam

¢OzUmin yaklasik ¢oziimle karsilagtirmasi gosterilmistir. Sekil 4.11 de rezidlel hata

fonksiyonlar1 ve grafikleri takdim edilmistir. Bu yaklasik ¢oziimler igin, rezidiel

hatalar ise

=y

bigiminde hesaplanir.

PV _ 6.1810457473, R =] %

=0.01003484508 .

=0.01380034517

Tablo 4.4. Tam ¢6zim ile yaklasik ¢6ziimiin Kiyaslanmasi

Tam ¢6zum N=2 N=3 N =5
0 0.0000000000 | 0.0000000000 | 0.0000000000 | 0.00000000000
0.1 0.09531017980 | 0.09822427409 | 0.09625107076 | 0.09583230051
0.2 0.1823215568 | 0.1928970963 | 0.1853667197 | 0.1838151227
0.3 0.2623642645 | 0.2840184668 | 0.2678906017 | 0.2646841811
0.4 0.3364722366 | 0.3715883854 | 0.3443663718 | 0.3391746925
0.5 0.4054651081 | 0.4556068522 | 0.4153376848 | 0.4080093651
0.6 0.4700036292 | 0.5360738671 | 0.4813481958 | 0.4718863887
0.7 0.5306282511 | 0.6129894303 | 0.5429415598 | 0.5314674231
0.8 0.5877866649 | 0.6863535416 | 0.6006614316 | 0.5873655887
0.9 0.6418538862 | 0.7561662010 | 0.6550514661 | 0.6401334550
1 0.6931471806 | 0.8224274087 | 0.7066553184 | 0.6902510304
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0 0.5 l .5 2

X

Tam ¢iziimil
— N=2 Pell-Lucas ¢Oziimii

Sekil 4.8. N =2 i¢in yaklasik ¢6ziim ile tam ¢dzimdiin karsilastirmasi

l
0.8
0.6
04
0.2

0

0 0.5 l 1.5 2

X

— N=3 igin Pell-Lucas ¢ozimi
Tam ¢dziimii

Sekil 4.9. N =3 i¢in yaklasik ¢6ziim ile tam ¢dzimun karsilagtirmasi
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0.8

0.6

04

02

0 0.5 l 1.5 2

X

— N=3 igin Pell-Lucas ¢oziimii
Tam ¢dziimii

Sekil 4.10. N =5 i¢in yaklasik ¢6ziim ile tam ¢6zimin karsilastirmasi

0.3

0.4

0.3

0.2

0.1

0
0 0.3 l 1.5 2

X

—— N=5 i¢in rezidiiel hata fonksiyvonu
— N=3 i¢in rezidiiel hata fonksiyonu
— N=2 icin rezidiiel hata fonksivonu

Sekil 4.11. Farkli N degerleri i¢in rezidiiel hata fonksiyonlari

91



Ornek 4.4.3: Tam ¢6z(mi y(x)=10—xe™ olan,
y'(x)+y(x)= (x2 + 2x+1)e’X +5x° +8—Ity(t)dt; 0<x t<1
0
Volterra integro-diferansiyel denkleminin [38]

y(0)=10

kosulu altindaki ¢dziminl 0<x, t<1 araliginda N =2 ve N =3 i¢in Pell-Lucas

siralama yontemi ile bulalim. Buna gore, yaklasik ¢c6zim N =2,3 igin
3
Y (%)= ¥, (x)=22,Q,(x)
n=0
ve

y(x)=y;(x)=

a,Q,(x); N>m,0<x,t<1

>
I w
o

bi¢iminde g6z Oniine alinir. Burada N =2,3, m, =0 ve m=1 olup,

P (x)=1, B(x)=1, R(x)=1 K(x,t)=t ve f(x):(x2+2x+1)e‘x+5x2+8
fonksiyonlar1 0< X, t <1 araliginda tanimli ve siireklidir. A =-1 ise uygun sabittir.

Bdylece, problemin temel matris denklemi,

{lePkXCkL-)?KfL}A:F, W = {P,XC°L+ P,XC'L}| - {XKTL|
k=0

w

bicimindedir. Gerekli islemler ve diizenlemeler yapilirsa, yaklasik ¢oziimler asagidaki

gibi elde edilir:

Y, (X) ~10.00000000 —1.000000000x + 0.7161368072x’

A (X) ~9,999999999 —1.0000000000x + 0.9491362180x” — 0.3276837152x°

N =2 ve N =3 icin yaklasik ¢oziimler ve tam ¢oziimiin karsilastirmasi Tablo 4.5,

Sekil 4.12 ve Sekil 4.13’de gosterilmistir. Sekil 4.14°de ise rezidiel hata fonksiyonu
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ve grafigi verilmistir. Ayrica, ayni 6rnegin literatlirde var olan ii¢ farkli yontem ile elde

edilen yaklasik ¢oziimleri ile mevcut ¢oziimiin karsilagtirmasi Tablo 4.6 da

gosterilmistir [38].

Tablo 4.5. Tam ¢6zim ile yaklasik ¢6ziimiin karsilastirmasi

X Tam ¢6zum N=2 N =3

0 10.00000000 10.00000000 9.999999999
0.1 9.909516258 9.907161368 9.909163677
0.2 9.836253849 9.828645472 9.835343978
0.3 9.777754534 9.764452313 9.776574799
0.4 9.731871982 9.714581889 9.730890036
0.5 9.696734670 9.679034202 9.696323590
0.6 9.670713018 9.657809251 9.670909356
0.7 9.652390287 9.650907036 9.652681232
0.8 9.640536829 9.658327557 9.639673116
0.9 9.634087306 9.680070814 9.629918908
1 9.632120559 9.716136807 9.621452502
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Tablo 4.6. Pell-Lucas yaklasik ¢oztiimleri ile diger sayisal ¢oziimlerin [38]

karsilastirmasi

X Tam ¢6zum HPM Sonlu Fark Pell -Lucas
0.0714 9.933495516 9.933495 9.933780913 9.933319382
0.1428 9.876160300 9.876160 9.876458584 9.875600433
0.2142 9.827046197 9.827049 9.827589590 9.826127499
0.2857 9.785292202 9.785307 9.785803615 9.784131136
0.3571 9.750116951 9.750163 9.750832589 9.749012329
0.4286 9.720811832 9.720923 9.721466032 9.719954882
0.5000 9.696734670 9.696975 9.697552931 9.696323590
0.5714 9.677303930 9.677777 9.678042251 9.677358058
0.6428 9.661993413 9.662846 9.662857435 9.662342638
0.7143 9.650327386 9.651781 9.651100634 9.650547113
0.7857 9.641876128 9.644241 9.642739377 9.641287992
0.8571 9.636251847 9.639963 9.637018786 9.633831029
0.9286 9.633104936 9.638737 9.633929509 9.627452080
1.0000 9.632120559 9.640444 9.632846912 9.621452502

Lo

R

0.8

9.7

0 02 0.4 0.6 0.8 l

X

— N=2 gin Pell-Lucas ¢izimil
Tam Coziimil

Sekil 4.12. N =2 igin yaklagik ¢0zum ile tam ¢ozlimin karsilagtirmasi
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10

0.9

9.8

9.7

0 0.2 04 0.6 0.8 l

X

— N=3 igin Pell-Lucas ¢hziimii
Tam ciziimii

Sekil 4.13. N =3 i¢in yaklasik ¢6ziim ile tam ¢6zimin karsilastirmasi

0.5

0.4

0.3

=
=
f-a
=
=y
o
o
=
o]

Sekil 4.14. N = 2,3 icin rezidiel hata fonksiyonlari

N =2 ve N =3icin reziduel hata hesaplanirsa,

= j|—)‘|d =0.1318541649, R, I‘ | ‘ =0.01480276951
b - _
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elde edilir.

4.5. Fredholm Tipi Oransal Gecikmeli Integro- Diferansiyel Denklemlerle
Tigili Ornekler

Ornek 4.5.1: Tam ¢6zimi y(x)=x* -1 olmak tizere,

1 1
y”(x)+2xy[Esz%xs—%x+%+3£xty(%t]dt+£(x—t)y’(%tjdt; 0<xt<1

Fredholm tipi oransal gecikmeli integro-diferansiyel denkleminin
y(0)=-1,y'(0)=0

kosullar1 altindaki ¢éziimiind, 0 <X, t <1 araliginda N =2 icin Pell-Lucas siralama

yontemi ile bulacagiz. Buna gore,

y(x)=y,(x)=

a,Q,(x) ; N>m ve 0<x,t<1

>
I N
o

olmalidir. Burada N =2, m =1ve m=2 olup, P,(x)=2x, P,(x)=0, P,(x)=1 ve

f(x)= % — % X +% fonksiyonlar1 0< X, t<1 araliginda tanimh ve siireklidir.
1 1 1 . . . .
Gy =71 0= 0, a, =1, =2 ve S, =3 ise uygun sabitlerdir. Bu takdirde,

problemin temel matris denklemi,

{ZZ:PKXD(ak)CkL-XZl: KjMD(ﬂj)CjL}A:F

j=0

W ={P,XD(e,)C’L+P,XD(a,)C’L}~{K,MD(,)C°L+K,MD(4,)C'L}

bicimindedir. Burada, matrisler
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1 0 0 100 1 0 0
D(a,)=|0 1/2 0 |, D(a,)=[0 1 0[,D(B)=|0 1/4 0
0 0 1/4 0 0 1 0 0 1/16
000 2 0 2 1 1/2 1/3] 713
K,=|0 1 0|, L=|{0 2 0|, M=|1/2 1/3 1/4|, F=|533/384
000 0 0 4 1/3 1/4 1/5 157 /192
000 100 100 010
P,=/{0 1 0f,P,=[0 1 0|,C°=|0 1 0|,C'=|0 0 2
00 2 0 01 0 01 0 00
0 -1 0 1 0 O 1 0 0
K,={1 0 0|, D(B)=[0 1/2 0 |, X=(11/2 1/4
0 0 O 0 0 1/4 1 1 1

seklinde tanimlidir. Bu matrisler yerine yerlestirilip, gerekli islemler yapilirsa,

0 1 2813 713
[W;F]= 3/2 5/12 965/96 ; 533/384
3 5/6 589/48 ; 157/192

arttirilmig matrisi elde edilir. y(x) =y, (x)=

>
I N
o

a,Q, (x) oldugundan,

R o

Y,(x)=[Q(x) Q(x) Q(X)]la|: Q(x)=2, Q(x)=2x, Q,(x)=4x"+2

[o}]

2
bicimindedir. Buna gore, kosullar matrisi

y(0)5y2(0)=[Q0(0) Q(0) QZ(O)] a |=[-1]

[2 0 2]A=[ 1] 2

[z 02
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8

y(0)=y (0=[Q' () Q) x)]a

Q(x)=2,Q,(x)=2x,Q,(x)=4x"+2
Y, (x)=[0 2 8x] a: =y'(0)=0=y,(0)=[0 2 0]A=[0]

=[u:4]=[0 2 0 ; 0]

ile tanimhidir. Yukaridaki arttirilmis matriste bir satir silinip, yerine kosulun satir

matrisi koyuldugunda asagidaki yeni arttirilmis matris elde edilir.

0 1 28/3 i 7/3
Wi:F]=| 2 o 2 ; 4
o 2 0 i 0

Bu yeni arttirilmig matris ¢oziildikten sonra A=[-3/4 0 1/ 4]T bulunur. Boylece,

Y, (%)= a,Q, (x) +aQ (x)+2,Q,(x)
42 (0) == (2)+0(20)+ 3 (46" +2)
Y, (X)=x*-1

elde edilir. Buradan goriildiigi gibi, tam ¢6zim ile yaklasik ¢6ziim aynidr.

Ornek 4.5.2: Tam ¢ézimi y(x)=e” olan,

, (1 1 too(1 i (1) 4
y'(x)+y (Exjﬂy(ng: f(x)+_(|:xty(ztjdt+}[(x+t)y (Et)dt’ 0<xt<1

Fredholm tipi oransal gecikmeli integro-diferansiyel denkleminin y(0)=1,y’(0)=1

kosullar1 altindaki ¢6zumini, 0 < x, t <1 arahiginda N =2 i¢in Pell-Lucas siralama

yontemi ile bulalim. Buna gore,
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a,Q,(x) ;N=m ve 0<x,t<1

>
I N
o

y(x)=y,(x)=

olmahidir. Burada, N=2,m =1 ve m=2 olup, K, (x,t)=xt, K (xt)=(x+t),

1 1
(x)=x P (x)=1 P,(x)=Lve f(x)=e"+e? +xe’ —1.889137542x —0.702557458

PO

fonksiyonlar1 0<x,t<1 araliginda tanimh ve sureklidir.
1 1 1 1. . . ; .

o =300 =70 =14, = 2 ve f = 5 ise uygun sabitlerdir. BOylece, problemin

temel matris denklemi,

{iPkXD(ak)CkL-XZl: KjMD(ﬂj)CjL}A:F

j=0

W

W = {P,XD(,)C°L+P,XD(a;)C'L+P,XD(a,)C*L}
—{K,MD(3,)C°L+K,MD(5,)C'L}

bigimindedir. Gerekli islemler yapilirsa, asagidaki arttirilmis matris elde edilir:

0 1 20/3 ; 1.297442542
[W ; F] =11/2 1/12 2359/288 ; 1.876300665
1 -1/2 14477144 ; 3.170920524

Kosullar matrisi,
[uik]=[2 0 2 5 1] [usz]=[0 2 0 ; 1]

olmak Uzere, yukaridaki matriste yerine koyulursa,

0 1 20/3 : 1.297442542
[vx?;lf]z 20 2 1
0 2 0 ; 1

yeni arttiritlmig matris elde edilir. Bu yeni arttirilmig matris ¢ozulUrse,

A=[0.38038361870 0.5 0.11961638130]'
bulunur. Boylece, N =2 igin yaklasik ¢6ziim
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Y, (X)=1+x+0.4784655252x*

olarak elde edilir. Benzer sekilde N =4 ve N =6 i¢in asagidaki yaklasik ¢oziimler
asagidaki gibidir:

¥, (X) =1+0.9999999999x +0.4981908201x* +0.1345249276 X’ +0.07652067414x"

Yo (X) =1+0.9924215688x + 0.5082870640x” +0.1924559694x° — 0.01877794685x"
+0.05848558445x° —0.01347276644x°

N =2,4,6 igin reziduel hatalar ise,

_ LR, (X)|dx
R, =] 2 (X)| ¢ =0.7488675258, R, j‘ Xl =0.01281973536
0 |1_O| | - |
_ R, (x)d
.= () X 001101416789
0 |1_0|

bi¢ciminde hesaplanir. Elde edilen yaklasik ¢oziimlerle tam ¢6ziimiin karsilagtirmasi
Tablo 4.7, Sekil 4.15, Sekil 4.16 ve Sekil 4.17°de verilmistir. Sekil 4.18 ve Sekil 4.19

da ise residiiel hata fonksiyonlar1 ve grafikleri gosterilmistir.

Tablo 4.7. Tam ¢6zim ile yaklasik ¢éztimlerin karsilagtirmasi

X Tam ¢0zim N=2 N=4 N=6

0 1.00000000 1.000000000 1.000000000 1.000000000
0.1 1.619616381 1.104784655 1.105124085 1.104516178
0.2 1.221402758 1.219138621 1.221126265 1.220343253
0.3 1.349858808 1.343061897 1.349089164 1.348648815
0.4 1.491824698 1.476554484 1.490279055 1.490674733
0.5 1.648721271 1.619616381 1.646145863 1.647783087
0.6 1.822118800 1.772247589 1.818323158 1.821492405
0.7 2.013752707 1.934448107 2.008628166 2.013504186
0.8 2.225540928 2.106217936 2.219061756 2.225719736
0.9 2.459603111 2.287557075 2.451808450 2.460247298
1 2.718281828 2.478465525 2.709236422 2.719399473
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Tabloda goriildigi gibi, N blylk secildiginde tam ¢ozlime daha ¢ok yaklasildigi
gortlmektedir. Yani buradan anlasildigi gibi, N sonsuza gittiginde tam ve yaklagik
coziimler birbirine esittir. N = 2,4 ve 6 icin yaklasik ¢oziimlerin grafikleri asagidaki

sekillerde gosterilmistir. Ardindan rezidiiel hata fonksiyonlarinin grafikleri verilmistir.

=g

Vi
7
e
"

[ R T
RN

N

1.8 i

.6 f/

1.4 a

12 L
I e

0 n2 0.4 0.6 0.8 l

X

Tam ¢iziim
— N=2 icin Pell-Lucas ¢coziim

Sekil 4.15. N =2 igin yaklasik ¢6ziim ile tam ¢0zUmin karsilastirmasi

2.5
2
1.5
l
0 0.25 0.50 0.75 l
X
Tam ¢iziimil
""" N=4 icin Pell-Lucas cozimii

Sekil 4.16. N =4 igin yaklasik ¢oziim ile tam ¢6zumin karsilastirmasi

101



\

-
,-"j./
.r"d-’i-"
1.5 —
e
a—'-’-.f'-'-’"l
_‘__._,_.,-'-""
L

0 025 0.50 0.75 l

X

: ---- N=6 igin Pell-Lucas ¢chziimii Tam i;ﬁzilmil:

Sekil 4.17. N =6 i¢in yaklasik ¢6ziim ile tam ¢6zimin karsilastirmasi

0.025
0.020
0.015
0.010

0.005

0

0 02 04 0.6 0.8

Sekil 4.18. N =4,6 icin rezidiiel hata fonksiyonlar1

Sekil 4.19. N =2,4,6 icin rezidlel hata fonksiyonlari
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Ornek 4.5.3: Tam ¢6zim y(x)=sin(x) olmak tizere,

1
y'(x)+sin(x)y(% xj = f (x)+J'x2t y(%t}dt; 0<x t<1
0
Fredholm tipi oransal gecikmeli integro-diferansiyel denkleminin

y(0)=0

kosulu altindaki ¢6ziimiind, 0< x, t <1 araliginda N =3 icin Pell-Lucas siralama

yontemi ile bulalim. Buna gore, yaklasik ¢oziim
3
y(x)=y,(x)=>2,Q,(x) ;N=m ve 0<x,t<1
n=0

bigiminde goz dniine alinir. Burada N =3, m, =0ve m=1olup,

P,(x)=sin(x) ,P,(x)=1,K(x,t)=x’t

(1 (1 1],
ve f(x):cos(x)+sm(x)sm(§xj—[4sm(§j—2cos[§xﬂx

fonksiyonlar10 < X, t <1 araliginda tamimh ve siireklidir. o, = % o, =1ve B = > ise

uygun sabitlerdir. Bdylece, problemin temel matris denklemi,

{lePkXD(ak)C"L-le:KjMD([)’j)CjL}A:F
k=0 j=0
W

W = {P,XD(a,)C°L+PXD(a;)C'L}-{XK,MD(5,)C L}

bigimindedir. Gerekli islemler ve diizenlemeler yapilirsa,

A (X) ~(0.9999999993x —0.0219236124x” —0.1382358556x° .

yaklasik ¢6ziimii elde edilir. N =3 igin reziduel hata ise,

_ iR, (x)|d
R=| [R. (x)]ax —0.002990616922
0 |l_ O|
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olarak hesaplanir. Elde edilen yaklasik ¢6ziim ile tam ¢oziimiin karsilastirmasi Tablo

4.8’de verilmistir. Sekil 4.21°de tam ¢6ziimiin yaklasik ¢oziimle kiyaslamasi ve Sekil

4.20°de ise rezidiel hata fonksiyonunun grafigi gosterilmistir.

Tablo 4.8. Tam ¢ozlm ile yaklasik ¢6ziimiin karsilastirmasi

X Tam ¢6zim N=3

0 0 0

0.1 0.09983341665 0.09964252795

0.2 0.1986693308 0.1980171686
0.3 0.2955202067 0.2942945066
0.4 0.3894183423 0.3876451269
0.5 0.4794255386 0.4772396146
0.6 0.5646424734 0.5622485543
0.7 0.6442176872 0.6418425309
0.8 0.7173560909 0.7151921294
0.9 0.7833269096 0.7814679347
1 0.8414709848 0.8398405313

I

0.005 f

0.004

0.003

0.002

L\

0.001
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£
L
|=
=3
o

Y

Y

0
h]

02 04 0.6

X

0.8

| -

MN=3 icin Rezidiiel hata f'nnksiynnul

Sekil 4.20. N =3 i¢in rezidlel hata fonksiyonu
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0.6 v

0.5 4

0.4 /

0.3 /

0.2

0.1

] '/
0 0.2 0.4 0.6 0.8 l
.
Tam ¢oziim

N=3 icin Pell-Lucas ¢ciziim

Sekil 4.21. N =3 igin yaklasik ¢6ziim ile tam ¢6zimin kiyaslamasi

4.6. Gecikmeli Diferansiyel Denklemlerle ilgili Ornekler

Ornek 4.6.1: Tam ¢6ziim y(x)=x olmak tizere,
1 1,
"(X)=xy| =x-1|=1+x—-=X
y'(x) y[z ] 5

gecikmeli diferansiyel denkleminin
y(0)=0

kosulu altindaki ¢ozimini, 0<x<2 araliginda N =2 igin Pell-Lucas siralama

yontemi ile bulacagiz. Buna gore, yaklasik ¢oziimii
2
y(x)=y,(x)=>"a,Q,(x) ;N=m ve 0<x<2
n=0

bigiminde gz Oniine alalm. Burada N =2ve m=1 olmak (izere, bu problem icin

standart siralama noktalari
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X, :a+b_—ai - i=0,1,...,N
N

bi¢ciminde uygulanirsa,
X={X;,%,%}={0,12}

elde edilir. Burada, Po(x)=—x,Pl(x)=1vef(x)=1+x—%x2 fonksiyonlari

0< x <2 araliginda tanimli ve stireklidir. Ayrica, ¢ =1/2 ve f=-1 dir. Buna gore,

problemin temel matris denklemi,

{21: PkXC(a,,B)CkL}A: F =W =P XC(a,B)C°L+PXC(a,p)C'L

k=0

W

bicimindedir. Burada, matrisler

0 0 0
P=l0 -1 0], P=
00 -2
0
0
0

1
C’=|0
0

o 2 0 1
W;F]=| 2 1 11 ; 3/2
4 2 20 ;1

2
arttirilmis matrisi elde edilir. y(x) =y, (x)= Z a,Q, (x) oldugundan,
n=0

-T2 QX QJAT Q-2 Q(X)-2x (1) -4 +2

bulunur. Buna gore, kosullar matrisi
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¥(0)=¥,(0)=[Q)(0) Q(0) Q,(0)]A=[0]
=[2 0 2JA=[0]=[u:4]=[2 0 2 ; 0]

ile tanimlanir. Boylece yeni arttirilmis matris

0 2 ;o1
[vv;lf]: 2 0 ;0
4 2 2 ; 1

.
seklindedir. Bu yeni arttirilmis matris ¢oziillirse A= {0 % 0} bulunur. Boylece,
yaklasik ¢oziim

Y, (X) =2,Q, (X) +2,Q, (x)+a,Q, ()
Y2 (X) = 0(2)+%(2X)+0(4x2 +2)

Y, (X)=x

olarak elde edilir. Buradan goriildiigii gibi, tam ¢6zim ile yaklasik ¢6ziim aynidir.

Ornek 4.6.2: y(x) =cos(x) tam ¢6zume sahip,
' 1 1 :
y'(x)+ 2xy(§x+1j = 2xcos(§x+1j—sm(x)

gecikmeli diferansiyel denkleminin y(0)=1 kosulu altindaki ¢6ziimind, 0<x<1

araliginda N =2 igin Pell-Lucas siralama yontemi ile géz oniine alalim. Buna gore,

>
I N
o

y(x)=y,(x)=>a,Q,(x) ;N=m ve 0<x<1

olmalidir. Burada N =2 ve m=1 olup, verilen problem igin standart siralama

noktalar1 uygulanirsa,

X, :a+b_—ai - i=0,1,...,N
N
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olmak Uzere,
1
X={Xg, X, %} :{O’E’l}

elde  edilir.  Burada, Po(x):ZX,Pl(x):lvef(x):2xcos[%x+1j—sin(x)

fonksiyonlart 0<x<2 araliginda tanimli ve siireklidir. Ayrica, a=1/3 ve =1

dir. Buna gore, problemin temel matris denklemi

{21: PkXC(a,,B)CkL}A: F =W =P,XC(a,B)C°L+PXC(a,p)C'L

W

bicimindedir. Denklemde yer alan matrisler ise,

0 0O 100 1 0 0 1 1 1
P,=(0 1 0|, PL=/0 1 0], X=|1 1/2 1/4 ,C(%,l}= 0 1/3 2/3
0 0 2 0 01 1 1 1 0 0 1/9
1 00 010 2 0 2 0
C’°=|0 1 0|,C'=|0 0 2|,L=[{0 2 0|, F=|cos(7/6)-sin(l/2
0 01 0 0O 0 0 4 2cos(4/3)—sin(1)

seklinde tanimhidir. f, =0, f = COS[%j—sin(%j, f, = 2cos(%)—sin(1) olmak

Uzere, bu matrisler yerine yazilip diizenlenirse,

o 2 o i T
13 103
W;F]=| 2 3 9 S
22 236
4 3 9 , f,
2
arttirilmig matrisi elde edilir. y(x) =y, (x)= ZanQn (x) oldugundan,
n=0

Y, (X)=[Q(x) Q(x) Q(x)]A Q(x)=2, Q(x)=2x, Q(x)=4x*+2

bulunur. Boylece, kosullar matrisi
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¥(0)=y,(0)=[Q(0) Q(0) Q(0)]A=[t

=[2 0 2]A=[1]:>[u0:lo]:[2 02 ; 1}

formundadir. Boylece yeni arttirilmis matris, f, =2cos (%j —-sin (1) olmak tzere,

0 2 0 ; 0
[~;|f]: 2 0 2 ; 1
4 22/3 236/9 ; f,

seklindedir. Elde edilen yeni arttirilmis matris ¢oziilurse,

0.6066948127
A= 0
—0.1066948127

bulunur. Boylece, yaklasik ¢6ziim

Y, (%) =2a,Qy (x) +aQ, (x)+a,Q,(x)
Y, (X) = 0.6066948127 (2) + 0(2x) - 0.1066948127 (4x° + 2)
Y, (X) =0.9999999996 — 0.4267792508x>

olarak elde edilir. Benzer sekilde N =3 ve N =5 igin,

A (X) =0.9999999996 — 2 x107*°x —0.7530443388x" +0.2341615462x°

Vs (X) =1.0000000003 - 6.4 x10°x —0.4992872120x* —0.0030928752x°
+0.0471400960x* —0.0044510912x°

yaklasik ¢oziimleri elde edilir. Diger yandan, N = 2,3 ve 5 icin rezidiel hatalar

.l[ | | —005228734472 R, I‘| ‘ =0.04742285037
. - -

_ tR(x)d
R, = jL)‘X = 0.01937550672
0 |1_0|

biciminde hesaplanir. N =2,3,5 yaklasik ¢6ziimler ve tam ¢6ziimiin karsilastirmasi

Tablo 4.9’da gosterilmistir. Elde edilen sayisal ¢oziimlerin, tam c¢dziimle
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karsilastirmasi Sekil 4.22, Sekil 4.23 ve Sekil 4.24’de verilmistir. Sekil 4.25 rezidiel

hata fonksiyonlarini grafiklendirmektedir.

Tablo 4.9. Tam ¢6zim ile yaklasik ¢oztimlerin karsilagtirmasi

X

X Tam ¢6zim N=2 N=3 N =5
0 1.000000000 0.9999999996 | 0.9999999996 | 1.000000003
0.1 0.9950041653 | 0.9957322071 | 0.9927037177 | 0.9950087065
0.2 0.9800665778 | 0.9829288296 | 0.9717515184 | 0.9800777704
0.3 0.9553364891 | 0.9615898670 | 0.9385483707 | 0.9553516629
0.4 0.9210609940 | 0.9317153195 | 0.8944992443 | 0.8083362924
0.5 0.8775825619 | 0.8933051869 | 0.8410091081 | 0.8775987468
0.6 0.8253356149 | 0.8463594693 | 0.7794829315 | 0.8253517814
0.7 0.7648421873 | 0.7908781667 | 0.7113256838 | 0.7648586505
0.8 0.6967067093 | 0.7268612791 | 0.6379423343 | 0.6967226798
0.9 0.6216099683 | 0.6543088065 | 0.5607378522 | 0.6216229417
1 0.5403023059 | 0.5732207488 | 0.4811172068 | 0.5403089142

1.0

0.9

0.8

0.7

0.6

0 0.2 0.4 0.6 0.8 |

I— MN=2 icin Pell-Lucas ctziimil

Tam ¢oziimii I
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Sekil 4.22. N =2 i¢in yaklasik ¢6ziim ile tam ¢dzimun karsilagtirmasi




0.9

0.8

0.7

0.6

0.5

0 02 0.4 0.6 08 l

— Tam ¢oziim
— N=3 i¢n Pell-Lucas ¢Oziimil

Sekil 4.23. N =3 i¢in yaklasik ¢6ziim ile tam ¢6zimin Karsilastirmasi

0.9

0.8

0.7

0.6

0 02 04 0.6 08 l

X

| Pell-Lucas coziimii - - Tam céziimi |

Sekil 4.24. N =5 i¢in yaklasik ¢6ziim ile tam ¢6zumin karsilastirmasi
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0.08
0.07
0.06
0.05
0.04
0.03
0.02
0.01

] 02 0.4 0.6 0.8 l

X

— N=2 Rezidiiel hata fonksiyonu
— N=3 Rezidiie] hata fonksiyonu
—— N=5 Rezidiie] hatatonksiyonu.

Sekil 4.25. N =2,3,5 icin reziduel hata fonksiyonlar1
4.7. Fredholm-Volterra integro-Diferansiyel Denklemlerle Ilgili Ornekler

Ornek 4.7.1: Tam ¢6ziim y(x)=x olmak tizere,

1 X
y'(x)—xy(x)=f (x)+Ixty(t)dt +I(x—t)y(t)dt
0 0
Fredholm-Volterra diferansiyel denkleminin
y(0)=0

kosulu altindaki ¢0zimind, 0<x,t<2 araliginda N =2 icin Pell-Lucas siralama

yontemi ile bulacagiz. Buna gore,
2
y(x)=y,(x)=>"a,Q,(x) ; N=m ve 0<x,t<2
n=0

olmaldir. Burada N =2 ve m=1 olup, verilen problem icin asagidaki siralama

noktalar1 uygulanirsa,
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xi=a+b_—ai; i=01,...,N
N

olmak Uzere,
X={X, %, %} ={0,1,2}

bulunur. Burada, P,(x)=-X, B(x)=1, K (xt)=xt, f(x):l—%x—xz—%x3 ve

K, (X, t) = (X —t) fonksiyonlar1 0 < x, t <2 araliginda tamml ve siirekli olup, 4 =1

ve 4, =1 uygun sabitlerdir. Béylece, problemin temel matris denklemi,

k=0

1 —_—— —_—— —
{Z PkaL-/yXKlML—AZXKzTL}A: F =W =P,C°L+PC'L- XK,ML- XK,TL

W

bicimindedir. Burada, matrisler

0 0 0 100 100 010 10
P=/0 -1 0|, P= 010,0001o,cl=002,x:{11
0 0 -2 001 001 000 1 2
0 -1 0 2 0 2 1 x*/2 x*/3 0 00
Kz{l 0 0|, L=|0 2 O],T =|x*12 x*I13 x'/4], Kl{o 1 o}
0 0 0 00 4 X313 x*14 x°I5 000
T(0) X (0) 100000000
T=|T@1)|, X=| 0 x(1) 0 [=g|/0 00 1110 o,F{
T(2) 0 X(2){ |0 000O0O0T124
seklinde tanimlidir. Ayrica,
0 -1 0 0 00 0 0 o0 [ 1 o 0]
1 0 0 0 00O 0 0 O 0 0 0
0O 0 00 00O 0 0 O 0 0 0
0O 0 0 0-1 0 0 0 O 1 1/2 1/3
K,=l o o o 1 0 0 0 0 0T=|1/2 1/3 1/4
0O 0 00 00O 0 0 O 1/3 1/4 1/5
0O 0 00 00O 0-10 1 2 8/3
0O 0 0 0 00O 1 0 O 2 8/3 4
.0 0 0 0 0 0 0O 0 O] | 8/3 4 32/5]
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dir. Bu matrisler yerine yerlestirilip, gerekli igslemler ve diizenlemeler yapilirsa,

o 2 0 ; 1
W;F]=| -4 -1 -4/3 ; -1/2
-6 -10 52/3 ;5

2

arttirilmig matris elde edilir. Buna gére, y(x)=y,(x)= Z a,Q, (x) oldugundan,

EN
yZ(X):[QO(X) Ql(x) Qz(x)] 8 ;QO(X):Z’ Ql(X)ZZX’ Qz(x):4x2+2

bulunur. Boylece kosullar matrisi,

y(O) =Y, (0) = [Qo (0) Q (0) Q, (O)}

=[2 0 2JA=[0]=[u,:4]=[2 0 2 ; O]

ile verilir. Yeni arttirilmis matris ise

0 2 0 ; 1
[vx?;ﬁ]: —4 1 -4/3 ; —1/2
2 0 2 ; 0

seklindedir. Bu yeni arttirilmis matris ¢6ziillrse,

N
a=lo 3 o
2

bulunur. Boylece, yaklasik ¢6ziim
Y (%) = a,Qq () +a,Q, (%) +2,Q, (x)
Y, (x)= 0(2)+%(2x)+0(4x2 +2)
Y, (X)=x
elde edilir. Buradan goriildiigii gibi tam ¢6ziim ile yaklasik ¢oziim aynidir.
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Ornek 4.7.2: Tam ¢6zim y(x)=e* olmak lizere,

y'(X)—xy(x)=f (x)+_(.l;xty(t)dt+:[(x—t)y(t)dt

Fredholm—Volterra integro-diferansiyel denkleminin y(O):O kosuluna gore

¢ozimilnl, 0<x,t<1 araliinda N=2 ic¢in Pell-Lucas siralama yoOntemi ile

bulalim. Buna gore,
2
y(x)zy,(x)=>1aQ,(x) ; N>m ve 0<x,t<1
n=0
olmalidir. Burada N=2 ve m=1 olup, A4=14 =1, Kl(X,t) = Xt,
K, (xt)=(x-t), P(x)==x, B(x)=1ve f(x)=1-xe"
fonksiyonlart 0 < x, t <1’de taniml1 ve siireklidir. Problemin temel matris denklemi,

l —— _—— —
{Z PkaL-ﬂlXKlML—EZXKZTL}A: F =W = PC°L+PC'L- XK,ML - XK,TL

k=0

w
bicimindedir. Farkli N degerleri icin Onceki Ornekte yapilan benzer islemler

uygulanirsa,

Y, (X) =1+ x+1.172577258%"
Y3 (X) =1+ x +0.8346034280x° +0.1499457602%°

Y5 (X) =1+0.9999999998x +1.397829034x* —1.062711104x° + 0.8442338558x"
—0.1875474998x°

yaklagik cozimleri elde edilir. Elde edilen yaklasik ¢oziimler ile tam ¢6zimin
karsilastirmasi Tablo 4.10, Sekil 4.26, Sekil 4.27 ve Sekil 4.28’de sunulmustur. Sekil

4.29°de ise rezidiiel hata fonksiyonlarina iligkin grafikler verilmistir.
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Tablo 4.10. Tam ¢6zum ile yaklasik ¢oziimlerin karsilastirmasi

X Tam ¢6zim N=2 N=3 N=5
0 1.000000000 1.000000000 1.000000000 1.000000000
0.1 1.105170918 1.111725773 1.108495980 1.112998127
0.2 1.221402758 1.246903090 1.234583703 1.248702231
0.3 1.349858808 1.405531953 1.379162845 1.403493967
0.4 1.491824698 1.587612361 1.543133077 1.575331035
0.5 1.648721271 1.793144314 1.727394077 1.763522127
0.6 1.822118800 2.022127813 1.932845518 1.968501868
0.7 2.013752707 2.274562856 2.160387076 2.191605759
0.8 2.225540928 2.550449445 2.410918423 2.434845119
0.9 2.459603111 2.849787579 2.685339236 2.700682033
1 2.718281828 3.172577258 2.984549188 2.991804286

f

3

4

0.5 l

X

1.5

— N=2 ig¢in Pell-Lucas ¢hzimii

Tam ¢dziimii
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Sekil 4.26. N =2 i¢in yaklasik ¢6ziim ile tam ¢dzimun karsilagtirmasi




]

0.5 l 1.5

X

=

— N=3 ig¢in Pell-Lucas ¢hziimii
Tam ¢dziimii

Sekil 4.27. N =3 igin yaklasik ¢oziim ile tam ¢6zUmun karsilastirmasi

| ]

0 0.5 l 1.5

X

— N=5 i¢in Pell-Lucas ¢iziimii
Tam ciziimi

Sekil 4.28. N =5 i¢in yaklasik ¢6ziim ile tam ¢dzimun karsilagtirmasi
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Sekil 4.29. Farklt N degerleri i¢in rezidiiel hata fonksiyonlar1

Reziduel hatalar hesaplanacak olursa,

£[Ra (x)]x t[Ra ()]
_[ LA =0.8329546992 , R, I ‘ — = =0.5067858492
0

2-0 0
R, = f‘R‘ (f)“d ~0.525427953

degerleri elde edilir.

Ornek 4.7.3 [48]: Tam ¢ozimii y(x)=xe* olan,
X 1
y'(x) =2e" —2+_fy(t)dt +_[y(t)dt
0 0
Fredholm-Volterra integro-diferansiyel denkleminin

y(0)=0

kosulu altindaki ¢0zUmdinu, 0 < x, t <1 araliginda N =2 icin Pell-Lucas siralama
yontemi ile bulalim. Buna gore,
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—_
X
SN
11
<<
N
—_
>
S
Il
5
g

a,Q,(x); N>m ve 0<x,t<1

olmalidir. Ayrica N=2 ve m=1 dir. Burada, A4 =14 =1 Kl(X,t)zl,

K, (X,t) =1, Pl(x) =1ve f (X) =2e" -2 fonksiyonlar1 0<x,t<1 araliginda

taniml1 ve stireklidir. Bu takdirde, problemin temel matris denklemi,

1 —_—— — _—— —
{Z PkaL-AlXKlML—AZXKZTL}A: F =W = PC'L- XK,ML - XK,TL

k=0

w

bicimindedir. N =2 ve 3 i¢in 6nceki 6rnekte yapilan benzer islemler uygulanirsa,

¥, (X)=0.9885276502x +1.482791476x’

y;(x) = 2.210”° +0.9906232506x + 0.8970388664x” +0.7851946808x”

yaklasik ¢O6zumleri elde edilir. Bulunan yaklasik ¢6ziimler ile tam ¢6zimin
karsilastirmasi Tablo 4.11 ve Sekil 4.30°da takdim edilmistir. Rezidlel hata

fonksiyonlar1 Sekil 4.31 ile verilmistir.

Tablo 4.11. Tam ¢6zum ile yaklasik ¢oziimlerin karsilastirmasi

X Tam ¢6zum N=2 N=3

0 0.0000000000 | 0.0000000000 | 900000000 10
0.1 0.1105170918 0.1136806798 0.1088179106
0.2 0.2442805516 0.2570171890 0.2402877644
0.3 0.4049576424 0.4300095279 0.3991207318
0.4 0.5967298792 0.6326576963 0.5900279806
0.5 0.8243606355 0.8649616941 0.8177206792
0.6 1.093271280 1.126921522 1.086909996
0.7 1.409626895 1.418537178 1.402307098
0.8 1.780432742 1.739808665 1.768623154
0.9 2.213642800 2.090735981 2.190569332
1 2.718281828 2.471319126 2.672856800
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Elde edilen yaklasik ¢ozlimler i¢in rezidiiel hatalar hesaplanirsa,

_ LR d 1
_ Imzo,ggmggmo R= [ R,( X 0.04014166742
0 ‘1_0‘ 0 ‘_‘
bulunur.
25
2
1.5
1
0.5
ﬂn 0.2 04 0.6 0.8 1

X

Tam ciziim
— M=3 igin Pell-Lucas ¢coziim
— M=2 icin Pell-Lucas cbziim

Sekil 4.30. N =2 i¢in yaklasik ¢6ziim ile tam ¢6zUmUn karsilastirmasi

1.4

1.2
1

0.g

0.6

0.4

02 /
0{] 02 0.4 0.6 0.8 1

X

— N= 3 icin Hata fonksivonu
— N=2 1cin Hata fonksiyvonu

Sekil 4.31: N =2,3 i¢in hata fonksiyonlar1
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4.8. Volterra Tipi Oransal Gecikmeli Integro- Diferansiyel Denklemlerle
Tigili Ornekler

Ornek 4.8.1: Tam ¢6zimi y(x)=x"+1 olan,

yn(x)+2xy[% x) =f (x)+£xty(%tjdt+E[(x+t)yf(%tjdt; 0<xt<1
Volterra tipi oransal gecikmeli integro-diferansiyel denkleminin
y(0)=1 y'(0)=0

kosullar1 altindaki ¢6zUmiinG, 0 < x, t <1 araliginda N =2 igin Pell-Lucas siralama

yontemi ile bulacagiz. Buna gore,
2
y(x)=y,(x)=>a,Q,(x); N>m ve 0<x,t<1
n=0

olmalidir. Burada, N=2, m =1 ve m=2 olup, K,(xt)=xt, K (x,t)=(x+t),
P(x)=2x, B(x)=0, P(x)=1 f(x)=%x3+2x—%x5—gx3+2 fonksiyonlari
0 < x, t <1 araliginda taniml ve streklidir.

1, a,=0, a,=1, =% ve S, =% ise uygun sabitlerdir. Boylece, problemin

a0=2

temel matris denklemi,

W = {P,XD(,)C’L+P,XD(a,)C*L}-{XK,TD(/3,)C L+ XK,TD(/3,)C'L}

biciminde yazilir. Burada, matrisler

1 0 0 100 1 0 0
D(e)=|0 1/2 0 |, D(a,)=[0 1 0[,D(5)=|0 1/2 0
0 0 1/4 001 0 0 1/4
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0 0O 1 0 0] 1 0O 010
P,=|0 1 0|,P,=|0 1 0|,C°=(0 1 0|,C'=|0 0 2
00 2 0 0 1] 001 000
0 0O 2 0 2] 1 1/2 1/3 1 0 0
K02010,L:O20,M=1/21/31/4,X:11/21/4
000 0 0 4] 1/3 1/4 1/5 1 1 1
2 1 0 0 010
F=|4445/1536 |, D(B)=|0 1/2 0 |, K;=[1 0 0
149/ 48 _001/4 0 0O
X(0) 0 o][ 1 o o o o o 0o o0 o0
X= 0 X(/2) 0 |=f 0 0 O 11/2 1/4 0 O
0 0 X(l) 0 0 0 0 0 0 1 1 1
1 x/2 x/3] T(0)
T(x)=[x*12 x*I13 x'/4|, T=|T(1)
/3 x*14 x°I5 T(2)
[0 0000000 O] (0 1000000 0] 1 0 0]
0 10000O0GO0TO 100000000 0 0 0
00000O00O0O00O 00000O00O0O00O 0 0 0
~|oo0oo0000O0O00O0 (000010000 1 1/2 1/3
Ko=fo oo 010000 Ki=lo0oo010000 0| T=|1/2 1/3 1/4
0000O0O0O0O0TO 0000000000 1/3 1/4 1/5
0000O0O0O0O0O 00000O0OT1O0 1 2 8/3
0000O0O0OOT10O0 0000O0O0OT1O0TO0 2 8/3 4
0 000O0O0OOO0 O] l0000O0OOO O] | 8/3 4 32/5]

seklinde tanimlidir. Bu matrisler yerine yerlestirilip, gerekli islemler yapilirsa

0 0 8 2
[W;F]=|15/8 -37/48 3725/384 ; 4445/1536
3 -4/3  113/12 ; 149/48

N

arttirilmig matrisi elde edilir. y(x) =y, (x)= Z a,Q, (x) oldugundan,

n=0
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R o

Y (X)=[Q(x) Q(X) Q(x)] a|; Q(x)=2 Q(x)=2x Q,(x)=4x"+2

[o}]

2

bulunur. Buna gore, kosullar matrisi

3
y(0)5y2(0)=[Q0(0) Q. (0) Qz(o)] a |=[1]

=[2 0 2]A=[1] 2
:>[u0:,10]=[2 02 ; 1}
V()=y, (0=]Q (x) Q(0) Q' (x)|AQ(x)=2 Q(x)=2x Qu(x)=4x" +2
y, (x)=[0 2 8x]A=y'(0)=0=y, (0)=[0 2 0]A=[0]
=[u:4]=[0 2 0 ; 0]

olarak elde edilir. Bu matriste iki satir silinip, yerine kosullarin satir matrisleri

koyulursa, yeni arttirilmis matris elde edilir:

0 0 8 2
[W;ﬁ]:zoz 1
0 20 0

Bu yeni arttinlmis matris ¢oziilirse, A=[1/4 0 1/ 4]T bulunur. Boylece, yaklasik

¢OzUm

Y2 (X) =8,Q (X)+31Q1(X)+a2Q2 (x)
1) = 4(2)+0(2)+ 4 (4 +2)

Y, (X)=x*+1

biciminde elde edilir. Sonug olarak, tam ¢6zim ile yaklasik ¢6ziimiin ayni oldugu

goruldr.

Ornek 4.8.2: Tam ¢6ziim y(x)=zcos(x) olmak tizere,

123



’ 2 1 . 1
=x|=f ty| =t |dt
y'(X)+x y(zxj (x)+_([xy(3 j
Volterra tipi oransal gecikmeli integro- diferansiyel denkleminin
y(0)=x

kosulu altindaki ¢0ziminu, 0 < x, t <1 araliinda N =2 ic¢in Pell-Lucas siralama

yontemi ile bulacagiz. Buna gore, yaklasik ¢6ziim
2
y(x)zy,(x)=>"a,Q,(x) ;N=m ve 0<x<1
n=0

olarak kabul edilir. Burada N=2ve m=1, m =0 dir. Bu problem i¢in asagidaki

siralama noktalar1 uygulanirsa,

olmak Uzere,

X={%%,%}={01/21}

bulunur. Burada, P,(x)=x*, P(x)=1 ve

. 1 . (1 1
f(x)=-msin(x)+ x%cos(i X)—?)XZJTSIn(g xj—9x;rcos(§ x)+9x;r
fonksiyonlart 0<x, t<1 aralifinda tammli ve siireklidir. Ayrica, 2 =1, o, = %

a, =1ve S, :% de uygun sabitlerdir. Bu takdirde, problemin temel matris denklemi,

W = {P,XD(,)C°L+ P, XD (& )C'L}-{XK,TD(3,)C L}

bicimindedir. Burada, matrisler
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0 0 O 100 1 x2/2 x*/3
P,=|0 1/4 0 ,Pl{o 10 ,F{-094016581 T(x)=|x*/2 x*I3 x'/4
0 0 1 0 01 -1.41398382 x*/3 x*/4 Xx°/5
100 [010} 2 0 2 000 T(0)
C’=|0 1 0|, C'=[0 0 2[,L=|0 2 0|, K,=|0 1 0|, T=[T(1/2)
001 000 00 4 000 T(1)
0 0 100 1 0 0
D(e)=[0 1/2 0 |, D(a)=|0 1 0|, D(B)=|0 1/3 ©
0 0 1/4 001 0 0 1/9
00 000O0GO0O0 O] 1 0 0]
0100000O0TO 0 0 0
000O00O0OOUODO 0 0 0
0000O0O0O0O0TO 1 1/8 1/24 1 0 0
Ko=l0 0 0 0 1200 0 0, T=| 1/8 1/24 1/64| X=|1 1/2 1/4
0000O0O0O0O0O 1/24 1/64 1/160 11 1
000O00O0O0OTO0O 1 1/2 1/3
00000O0OT1O0 1/2  1/3 1/4
0 000O0OO0O0O0 O] 1/3 1/4 1/5]

1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 1/2 1/4 0
0 0 0 0 0 1 1 1

X
I
o
o
o

o

biciminde tanimlidir. Bu matrisler yerine yazilip ve diizenlenirse,

0 2 o 0
[W;F]=|3/8 19/9 1277/288 ; -0.94016581
1 25/9 89/9 ; -1.41398382

2
arttiritlmisg matris elde edilir. y(x) =y, (X) = Z a,Q, (X) oldugundan,
n=0

=[Q(x) Q) Q(X)]JA; Q(x)=2 Q(X)=2x, Q,(x)=4¢+2

bulunur. Buna gore, kosullar matrisi
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ile verilir. BOylece yeni arttirilmis matris

0 2 0 : 0
[W;F]=|3/8 19/9 1277/288 ; -0.94016581
2 0 2 : 7

seklindedir. Bu yeni arttirilmis matris ¢oziillrse,
A= [0.2316233989+(1277/ 2338)r 0 -0.2316233989 —(54/ 1169)71]T

bulunur. Boylece, yaklasik ¢0ziim

Y, (X) = aoQo (X) + a1Q1 (X) + azQz (X)
¥, (x)=(0.2316233989+(1277/2338) ) (2) +0(2x)

+(~0.2316233989 — (54/1169) 7 ) (4" +2)
¥, (X) = 3.141592655 -1.506976070x"

biciminde elde edilir. Benzer sekilde N =3 i¢in asagidaki yaklasik ¢6ziim elde edilir:

y; (X)=3.141592653+1x10"° x —1.626890986 X" +0.1703203794x’

N = 2,3 icin rezidlel hatalar hesaplanirsa,

Jl‘ | | —007687689356 R, = J‘ | ‘ =0.01565897384 .
- —

bulunur. Ayrica, Tablo 4.12, Sekil 4.32 ve Sekil 4.33 de tam ¢06zim yaklagik
¢oziimlerle karsilastirilmistir. Sekil 4.34 de rezidiiel hata fonksiyonlar1 grafiklerle

gosterilmistir.
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Tablo 4.12. Tam ¢6zum ile yaklasik ¢oziimlerin karsilastirmasi

X Tam ¢6zim N=2 N=3

0 3.141592654 3.141592655 3.141592653
0.1 3.125897776 3.126522894 3.125494063
0.2 3.078969961 3.081313612 3.077879577
0.3 3.001278096 3.005964809 2.999771114
0.4 2.893598453 2.900476484 2.892190599
0.5 2.757006930 2.764848638 2.756159953
0.6 2.592868305 2.599081270 2.592701100
0.7 2.402822597 2.403174381 2.402835960
0.8 2.188768680 2.177127970 2.187586456
0.9 1.952845310 1.920942038 1.947974511
1 1.697409755 1.634616585 1.685022046

0 0.2

0.4 0.6

X

0.8

— N=2 Pell-Lucas ¢oziimil

Tam coziimii

Sekil 4.32. N =2 icin yaklasik ¢oziim ile tam ¢6zUmin karsilastirmasi
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30

28

2.6

24

22

2.0

1] 02 0.4 0.6 0.8 l

X

""" Tam ¢iziimii
N=3 Pell-Lucas ¢oziimii

Sekil 4.33. N =3 i¢in yaklasik ¢6ziim ile tam ¢6zimin karsilastirmasi

0.3

02

0.1

{] =
0 02 04 0.6 0.5 l

| N=3 N=2|

Sekil 4.34. N = 2,3 icin rezidiiel hata fonksiyonlar1
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Ornek 4.8.3: Tam ¢6ziim y(x)=e"* olmak lizere,

1 1 f 1
"(X)=2y'| =X |+xy| =x |= f(x)+|xty| =t |dt; O<x,t<1
49 y(zj y(4] (+] y(zj
Volterra tipi oransal gecikmeli integro-diferansiyel denkleminin
y(0)=1, y'(x)=-1

kosullarina gore ¢oziimiini, 0< X, t <1 araliginda N =2 ve N =3 igin Pell-Lucas

siralama yontemi ile bulalim. Buna gore,

(02 5:(4) = XaQ, (¥

ve

olmalidir. Burada N =2,3,m =0ve m=21olup, R(x)=x, B (x)=-2, P,(x)=1,

1 1 1 1
K(xt)=xt ve f(x)=e>+2e 2 +xe * +2x’ 2 +4x’e 2 —4x

) ... 1 1
fonksiyonlar1 0<x,t<1 de tanimhh ve siireklidir. A=1 ¢, = Z, o=,

a,=1ve B, =% araliginda uygun sabitlerdir. Buna gore, problemin temel matris

denklemi,

W ={P,XD(ct,)C°L+ P,XD(a,)C'L+ P,XD(at,)C*L}—{ XK,TD(3,)C°L]

bigimindedir. Gerekli islemler ve diizenlemeler yapilirsa asagidaki yaklasik ¢oziimler

elde edilir:

2

yz(x);l—x+%x
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ve

y5 (X) =1-0.9999999999x +0.5000000000x* —0.1402778727x°

N =2 ve N =3 i¢in reziduel hata hesaplanirsa,

:j|—)‘|d_o 29402076, R, j il 1 ‘ —0.06215512986
7o _

bulunur. N =2 ve N =3 i¢in yaklasik ¢oziimler ile tam ¢éziimiin karsilastirmasi
Tablo 4.13 de gosterilmistir. Sekil 4.35 ve Sekil 4.36°da tam ¢6ziim ile yaklasik
¢ozlimler karsilastirilmistir. Sekil 4.37°de ise reziduel hata fonksiyonuna iliskin grafik

verilmistir.

Tablo 4.13. Tam ¢6zim ile yaklasik ¢oziimlerin karsilastirmasi

X Tam ¢6zim N=2 N=3

0 1.000000000 1.0000000000 1.000000000
0.1 0.9048374180 0.9050000000 0.9048597221
0.2 0.8187307531 0.8200000000 0.8188777770
0.3 0.7408182207 0.7450000000 0.7412124974
0.4 0.6703200460 0.6800000000 0.6710222161
0.5 0.6065306597 0.6250000000 0.6074652659
0.6 0.5488116361 0.5800000000 0.5496999796
0.7 0.4965853038 0.5450000000 0.4968846898
0.8 0.4493289641 0.5200000000 0.4481777293
0.9 0.4065696597 0.5050000000 0.4027374309
1 0.3678794412 0.500000000 0.3597221274
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0.9

0.8

0.7

0.6

0.5

04

i) 02 0.4 0.6 0.8

X

— N=2 icin Pell-Lucas coziimii
Tam cozxiimil

Sekil 4.35. N =2 i¢in yaklasik ¢6ziim ve tam ¢6zUmun karsilastirmasi

L.
0.9
08
0.7
0.6
0.5

04

0 02 04 0.6 0& l

X

Tam ¢iziimil
— N=3 i¢in Pell-Lucas ¢hziimii

Sekil 4.36. N =3 i¢gin yaklasik ¢6ziim ile tam ¢dzimiin karsilagtirmasi
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0.4

0 0.2 0.4 0.6 0.5 l

Sekil 4.37. Farkli N ic¢in rezidiiel hata fonksiyonlari

4.9. Fredholm Tipi Integro- Diferansiyel Denklemlerle ilgili Ornekler

Ornek 4.9.1: Tam ¢oziimii y(x)= % X2 +%x olan,

1
y'(X)+ XY (x)+y(x)=1+ x3+§x2 +Ixty(t)dt; 0<x, t<1
0

Fredholm tipi oransal gecikmeli integro-diferansiyel denkleminin
y(0)=0, y'(0)=1/3

kosullar1 altindaki ¢6zumiini, 0 < x, t <1 araliginda N =2 i¢in Pell-Lucas siralama

yontemi ile bulacagiz. Buna gore,
2
y(x)zy,(x)=>1aQ,(x) ;N>=m ve 0<x,t<1
n=0

olmalidir. Burada N =2ve m=1 olup, K(x,t)=xt, B,(x)=1, B(x)=x’,
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P, (X) =1 ve f (X) =1+ x° +%X2 fonksiyonlar1 0 < X, t <1 de taniml ise streklidir.

A =1 de uygun sabittir. Buna gore, problemin temel matris denklemi,

2
{ZPkXCkL-XKM}A:F
k=0

W

W = {P,XC L+ P,XC'L+P,XC L} —{ XKML}

bicimindedir. Burada,

000 2 0 2 1 1/2 1/3 1
K=|1 0 0|, L=|0 2 0|, M=|1/2 1/3 1/4|, F=| 4/3
000 0 0 4 1/3 1/4 1/5 1716
000 1. 0 0 1 0 0 1 00
P,=|0 1 0|, R=/0 1 0|, P,={0 1 0f,C°=|0 1 O
00 2 00 1 001 0 01

0 1 O] 0 0 2 1 0 0

C'=|0 0 2|,C%=|0 0 0|, X=|1 1/2 1/4

00 0] 000 1 1 1

seklinde tanimlidir. Bu matrisler yerine yerlestirilip gerekli islemler ve diizenlemeler

yapilirsa,
2 0 10 ; 1
W;F]=| 1 1 31/3 ,  4/3
0 3 56/3 , 1716

2
arttirilmig matrisi elde edilir. y(x) =y, (x)= Z a,Q, (x) oldugundan,
n=0

V() =[Q(x) Q(x) Q(X)JA: Q(x)=2,Q(x)=2x, Q,(x)=4x*+2

bulunur. Buna gore, kosullar matrisi
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¥(0)=y,(0)=[Q(0) Q(0) Q(0)]A=[0]
=[2 0 2]A=[0]

:[uo:lo]:[z 02 ; O}
V(32 ()=[Q(x) Q(x) Q(x)]AQ(x)=2.Q(x)=2xQ, (x)=4x*+2
y, (x)=[0 2 8x]A=y'(0)=0=y, (0)=[0 2 0]A=[1/3]
=S[u:al=[ 0 2 0o ; 13]

biciminde elde edilir. Yukaridaki arttirilmis matriste bir satir silip, yerine kosulun satir

matrisi koyuldugunda yeni arttirilmig bulunur. Boylece,

2 0 10 1
[V\?;lf]: 2 0 2 ;0
0 2 0 ; 1/3

elde edilir. Bu yeni arttirilmis matris ¢oziilirse, A= [—1/8 1/6 1/8]T olmak uizere,

Y (%) =2,Qy (x)+aQ (x)+2,Q,(x)

1o)== 5(2)+ §(20)+5(4¢ +2)

1 1
yz(x):§x+5x

bulunur. Bu ise tam ¢6ziim ile yaklasik ¢6ziimiin ayni oldugunu gosterir.

4.10. Yuksek Mertebeden Degisken Katsayilh Fredholm Tipi Gecikmeli

Integro-Diferansiyel Denklemlerle Ilgili Ornekler

Ornek 4.10.1: Tam ¢6ziimil y(x)=x* olmak tizere,
X - 1
y”(x)+2y’(5—sin(x)J—2xy(x): f(x)+3jx2t2y(5tjdt
0
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degisken katsayili Fredholm tipi gecikmeli integro-diferansiyel denkleminin
y(0)=0ve y'(0)=0

kosullar1 altindaki ¢ozimdiind, 0 <X, t <1 araliginda N =2 i¢in Pell-Lucas siralama

yontemi ile bulalim. Buna gore, yaklasik ¢6ziim
2
y(x)=y,(x)=>a,Q,(x) ; N>m ve 0<x,t<1
n=0
biciminde kabul edilir. Burada N =2ve m=1, m =0 olup, P, (x)=-2x, B(x)=2,
P,(x)=1 B(x)=-sin(x) ve f(x)=2+2x—4sin(x)—2x3—2—:‘;x2 fonksiyonlar

0<x,t<1 arahiginda tamimh ve siireklidir. Ayrica 1=3, o, = ﬂo = E uygun

sabitlerdir. Buna gore, problemin temel matris denklemi,

iPk(x)y()(akx+,B +ji|< W(pt)dt
k=0 a i=0
{sz E(e.B ckL-3XKOMD(ﬂO)L}A=F

ile tanimlanir. Burada, matrisler

00 0 2 00 10 0] 010
P,=|0 -1 0|, R=[0 2 0|, P,=C’=|0 1 0[,C'=|0 0 2

0 0 -2 00 2 001 000

000 2 0 2 1 1/2 1/3] 2
Ko={0 0 0f, L=|0 2 0|, M=[1/2 1/3 1/4|, F=|0.794797846

00 3 00 4 1/3 1/4 1/5 -1.515883939

1 0 o0 1 0 0 E (. 8(0))
X=|11/2 1/4|, D(B)=[0 1/2 0 |, E(a.B)=|E(x,B(1/2))

1 1 1 0 0 1/4 E(al,ﬂ(l))
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1 0 O O O o0 0 0 o
X=| 0 0 0 11/2 1/4 0 0
0O 0 O 0O 0 o 1 1

1 0 0
E (e, 8(0))=E(1/2,-sin(0))=|0 1/2 0
0 0 1/4

1 -sin(l/2) sin*(1/2)
E(a,B(1/2))=E(1/2,-sin(1/2))=|0  1/2  —sin(1/2)
0 0 1/4
1 -sin(l) sin’(Y)
E(e,B(1))=E(1/2,-sin(1))=|0 1/2  —sin(1)
0 0 1/4

seklinde tanimlidir. Bu matrisler yerine yazilip gerekli islemler yapilirsa,

0 4 8 ; 2
[W;F = 2 B 17 yegin L] ;o 0.794797846
2 16 20 2
-3 7
6 - g—lesm(l) ; —1.515883939

2
arttirilmis matris elde edilir. y(x) =y, (x)=>Y_a,Q,(x) oldugundan
n=0

Y(X)=[Q(x) Q(X) Q(x)]A; Q(x)=2 Q(x)=2x, Q,(x)=4x"+2
bulunur. Buna gore, kosullar matrisi
¥(0)=,(0)=[Q(0) Q(0) Q:(0)]A=[0]
=[2 0 2]A=[0]=[u:4]=[2 0 2 ; 0]
V(0)=y, (0)=|Q,(0) Q/(0) Q/(0)]A=[o]
=[0 2 0]A=[0]=[u:4]=0 2 0 ; O]

bicimindedir. Yukaridaki arttirilmig matriste iki satir silinip, yerine kosullara ait satir
matrisleri koyulursa,
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bulunur. Boylece,

¥, (X) =a,Q, (X)+a,Q, (x)+a,Q,(x)
42 (0) =5 (2)+0(20)+ 44 +2)

Y, (x)=x?

elde edilir. Buradan goriildigi gibi, tam ¢6zim ile yaklasik ¢6ziim aynidir.

Ornek 4.10.2: Tam ¢6ziim y(x)=sin(x) olmak tzere,

Y'(x)—ZyGX—cos(x)j: f (x)+ixy(t)dt

degisken katsayili Fredholm tipi gecikmeli integro-diferansiyel denklemin y(0)=0

kosuluna gore ¢oziimiini, 0< X, t<1 araliginda N =2 icin Pell-Lucas siralama

yontemi ile bulalim. Daha sonra, N =3 ve N =4 i¢in de ¢0ziimler hesaplanacaktir.

Buna gore,

y(x)=y,(x)=

a,Q,(x) ; N>m ve 0<x,t<1

>
I N
o

olmalidir. Burada N =2,m, =0 ve m=1olup, P, (x)=-2,R,(x)=1, K;(x,t)=Xx,

B(x)=—cos(x) ve f(x)=cos(x)—2sin Gx—cos(x)j— 2X + 2XC08(%)

fonksiyonlart 0<x, t<1 araliginda tanimli ve siireklidir. ¢, =1/4, ,=1/2 ise
uygun sabitlerdir. Onceki 6rnekte yapilan benzer islemler uygulanirsa,
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y, (x)=0.8789814686x —0.1725432460%
y;(x) = 0.9321657260x —0.00852647644x —0.1419331226x°

¥, (X)=—1.400000000x10** +0.9826814840x — 0.006198959880x"
—0.1384996973x°* —0.002724421459x%*

yaklagik ¢ozumleri elde edilir. N =2,3,4 icin yaklasik ¢oziimler ile tam ¢bzimin
karsilastirmasi Tablo 4.14 de verilmistir. Sekil 4.38, Sekil 4.39 ve Sekil 4.40°da tam
¢ozlim yaklagik ¢oziimlerle karsilagtirilmistir. Sekil 4.41°de ise reziduel hata

fonksiyonlar1 ve grafikleri gosterilmistir.

Tablo 4.14. Tam ¢6zim ile yaklasik ¢oziimlerin karsilastirmasi

Tam ¢ozim N=2 N=3 N=4
0 0.0000000000 | 0.0000000000 | 0.0000000000 | 0.0000000000
0.1 0.09983341665 | 0.0861727144 | 0.09298937472 | 0.09806738666
0.2 0.1986693308 | 0.1688945639 | 0.1849566211 | 0.1951759817
0.3 0.2955202067 | 0.2481655485 | 0.2750501406 | 0.2904849792
0.4 0.3894183423 | 0.3239856680 | 0.3624183344 | 0.3831470342
0.5 0.4794255386 | 0.3963549228 | 0.4462096036 | 0.4723082635
0.6 0.5646424734 | 0.4652733126 | 0.5255723496 | 0.5571082452
0.7 0.6442176872 | 0.5307408375 | 0.5996549736 | 0.6366800187
0.8 0.7173560909 | 0.5927574975 | 0.66760587/71 | 0.7101500849
0.9 0.7833269096 | 0.6513232924 | 0.7285734611 | 0.7766384059
1 0.8414709848 | 0.7064382226 | 0.7817061270 | 0.8352584053
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0.7
0.6
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0.4
0.3
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0 02 0.4 0.6 08 l

Tam ¢iziim
— N=2 i¢in Pell-Lucas ¢iziim

Sekil 4.38. N =2 i¢in yaklasik ¢oziim ile tam ¢6zumun karsilastirmasi

0.8
0.7
0.6
0.5
0.4
0.3
0.2
0.1

4] 02 0.4 0.6 0.8 l

X

— N=3 igin Pell-Lucas ¢oziim
Tam Cozim

Sekil 4.39. N =3 i¢in yaklasik ¢oziim ile tam ¢6zimiin karsilastirmasi
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0.8
0.7
0.6
0.5
0.4
0.3
0.2
0.1

02 0.4 0.6 0.8 l

X

— N=4 igin Pell-Lucas ¢iziim

Tam ciziim

Sekil 4.40. N =4 i¢in yaklasik ¢oziim ile tam ¢6zUmun karsilastirmasi

0.05

AV

0 02 04 06 08 |

X

Sekil 4.41. N =2,4 igin rezidlel hata fonksiyonlari

Simdi rezidiiel hatalar1 hesaplayalim. Buna gore,

'1[ | | —008962738856 R, j‘| ‘ =0.0009202557305
0 - —

elde edilir.

Ornek 4.10. 3: Tam ¢ozimi y(x)=e™ olan
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(e y{3x-2 )= 10+ [y

degisken katsayili Fredholm tipi gecikmeli integro-diferansiyel denkleminin y(O) =1

kosuluna gore ¢oziimiinii, 0 < x, t <1 araliginda N =2 igin Pell-Lucas siralama

yontemi ile bulalim. Daha sonra N =3 ve N =4 i¢in ¢dzimleri bulunacaktir. Buna

gore,
2
y(x)zy,(x)=>a,Q,(x) ; N=m ve 0<x,t<1
n=0

olmalidir. Burada N =2, m =0 ve m=1olup, P, (x)=1, B(x)=1, K;(x,t)=1,

—Zx+x2
,B(X) =—x>ve f (X) =—e*+e3 —l1+e" fonksiyonlar1 0<x,t<1 araliginda

tanimli ve siireklidir. &, =1/3, £, =1 uygun sabitlerdir. Benzer islemler uygulanirsa,
Y, (X) = (0.9999999999 —1.001453406x +0.3941815678x”
y; (x) =1.000000000—1.025587729x + 0.4665710040x" — 0.08273593952x"

¥, (x)=1.000000000 — 0.9991418403x + 0.5005511576x"
—0.1679662708%> +0.03845410318x*

yaklasik ¢oziimleri elde edilir. N =2,3,4 icin yaklasik ¢6ziimler ile tam ¢6zimin
karsilastirmasi Tablo 4.15 de gosterilmistir. Sekil 4.42, Sekil 4.43 ve Sekil 4.44’de tam
¢Oziim yaklasik ¢coziimlerle karsilagtirilmistir. Sekil 4.45 de residiiel hata fonksiyonlari

grafiklerle gosterilmistir.
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Tablo 4.15. Tam ¢6zum ile yaklasik ¢oziimlerin karsilastirmasi

Tam ¢0zim N=2 N=3 N=4

0 1.0000000000 | 0.9999999999 | 1.0000000000 | 1.0000000000
0.1 0.9048374180 | 0.9037964750 | 0.9020242012 | 0.9049272067
0.2 0.8187307531 | 0.8154765814 | 0.8128834069 | 0.8189114746
0.3 0.7408182207 | 0.7350403192 | 0.7320812013 | 0.7410834410
0.4 0.6703200460 | 0.6624876884 | 0.6591211689 | 0.6706660328
0.5 0.6065306597 | 0.5978186888 | 0.5935068941 | 0.6069744668
0.6 0.5488116361 | 0.5410333207 | 0.5347419611 | 0.5494162498
0.7 0.4965853038 | 0.4921315839 | 0.4823299544 | 0.4974911783
0.8 0.4493289641 | 0.4511134785 | 0.4357744584 | 0.4507913387
0.9 0.4065696597 | 0.4179790044 | 0.3945790572 | 0.4090011071
1 0.3678794412 | 0.3927281617 | 0.3582473355 | 0.3718971497

L0

09

0.8

0.7

0.6

0.5

04

0 02 04 0.6 08 l

X

Tam Chziim

— N=2 ign Pell-Lucas ¢iziim
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Sekil 4.42. N =2 igin yaklasik ¢oziim ile tam ¢6zUmin karsilastirmasi




1.0
0y
08
0.7
0.6
0.3
0.4

02 04 0.6 & l

Tam ¢iziim
— N=3 icin Pell-Lucas ciziim

Sekil 4.43. N =3 igin yaklasik ¢6ziim ile tam ¢6zimin karsilastirmasi

1.0
0o
0.&
0.7
0.6
0.3
0.4

0 02 04 0.6 0& l

X

Tam ¢iziim
N=4 icin Pell-Lucas ¢coziim

Sekil 4.44. N =4 igin yaklasik ¢oziim ile tam ¢6zUmiin karsilastirmasi
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0.06

0.05

0.04

Sekil 4.45. N = 2,3,4 icin rezidiiel hata fonksiyonlar1

Simdi rezidiiel hatalar1 hesaplayalim. Buna gore,

jf | | —002875456794 R, I ‘| ‘ = 0.002965808802
- —

elde edilir.
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5. SONUC VE ONERILER

Yuksek mertebeden adi diferansiyel denklemler, Fredholm tipi integral
denklemler, yiiksek mertebeli sabit katsayili ve degisken katsayili Fredholm integro-
diferansiyel denklemler, yuksek mertebeli Volterra integro-diferansiyel denklemler,
Fredholm-Volterra tipi integro-diferansiyel denklemler, yuksek mertebeli oransal ve
degisken gecikmeli integro-diferansiyel denklemler bircok matematikgi, fizik¢i ve
muhendis tarafindan ilgiyle arastirilmaktadir. Bu tip denklemlerin analitik ¢6ziimlerini
bulmak oldukga zor veya miimkiin degildir. Bu sebepten dolay1 yaklasik ¢coziimlere
ihtiya¢ duyulmaktadir. Bundan dolayi, bu ¢alismada karisik kosullar altinda kalan
(rezidiel) hata tahminli yuksek mertebeden lineer fonksiyonel Volterra tipindeki
integro-diferansiyel denklemlerin yaklasik ¢6ziimii i¢in, kesilmis Pell-Lucas serisi ve
siralama noktalarina dayali Pell-Lucas matris-siralama yontemi adi verilen bir polinom

yaklasim metodu gelistirilmistir.

Buna ek olarak, yontemin dogrulugunu gostermek icin kalan fonksiyona ve
Ortalama Deger Teoremine dayali bir hata tahmini kullanilmistir. Elde edilen sayisal
sonuclar ve hata tahminlerine bakilacak olursa, bahsedilen ydntemin gecerli ve
kullanislt oldugu anlasilmistir. Ayrica, problemin tam ¢6zUmdnin bilinmedigi
durumlarda bile, ¢6ziimiin hata iist sinir1 kalan fonksiyon araciligiyla yaklasik olarak
tahmin edilebilmektedir. Diger yandan, bu c¢alismada problemlerin elde edilen
yaklasik ¢oziimlerinin sayisal degerleri ile tam ¢oziimlerinin karsilastirmalarindan,
Onerilen yontemin oldukca pratik ve bilgisayar programlamaya uyumlu oldugu

gorulmektedir.

Sonu¢ olarak, bu calismada wverilen matris-siralama ydnteminin
uygulanabilirligi goriilmiis, bilgisayarla elde edilen sonuglarin dogrulugu kontrol
edilmistir; dolayistyla, bu yontemin diferansiyel-fark, gecikmeli integro-diferansiyel,
lineer olmayan ve kismi diferansiyel denklemlerin yaklasik ¢oziimlerini aragtirmak
icin Ongoriilebilen bir yontem olacag: diisiiniilmektedir; ancak bir takim diizenlemeler

yapmak gerekmektedir.
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