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OZET

TERS STURM-LIOUVILLE PROBLEMINDE VARLIK-TEKLIK VE
POTANSIYELIN INSAASI

ACIL, Mehmet
Doktora Tezi, Matematik Anabilim Dal1
Tez Danismant: Prof. Dr. Esin inan ESKITASCIOGLU
Mart 2018, 137 sayfa
Bu c¢alismada, fiziksel olarak biiyiik 6neme sahip olan Ters Sturm-Liouville

Problemi g6z oniine almmustir. Ters Sturm-Liouville Problemlerinde amag deneysel

olarak elde edilebilen veri yardimi ile g potansiyel fonksiyonunu insaa etmektir. Bu

nedenle yapilan ¢aligmalar genel olarak bu fonksiyonun varlik-teklik incelemesi ve
bunu saglayan veri yardimui ile insaasini igcermektedir.

Bu calismanin ilk bolimiinde oOncelikle problemin fiziksel olarak Gnemini
vurgulayan birka¢ Ornek verilmistir. Daha sonra ise sonraki boliimler de ihtiyag
duyulacak olan temel tanim ve teoremler verilmistir.

Ikinci béliimde galismanin tamaminda ihtiya¢ duyulacak bazi tanim ve teoremler
verilmigtir. Daha sonra teklik ile ilgili olarak Levinson (1949) ve Hochstadt (1973)
tarafindan yapilan ¢alismalara yer verilmistir. Bu boliimde bir¢ok teklik ¢alismasinda
goriilebilecek simetrik potansiyeller i¢cin simetriklik kavrami genellestirilmistir. Bu
genellestirmedeki Olciliyli veren simetriklik derecesine bagli olarak, teklik icin gerekli
olan verinin degisimi incelenmistir.

Calismanin son boliimiinde ise potansiyelin insaast problemi g6z Oniine
alimmistir. Daha sonra nodal nokta olarak adlandirilan 6z fonksiyonlarin sifirlari
yardimiyla potansiyelin insaasi problemi ile ilgili bilgi verilmistir. Gergek hayat
problemlerinde verilerin ancak kiiciik bir kismi elde edilebilmektedir. Bu nedenle bu
boliim kismi veri ile potansiyelin ingaasina dayanir. Burada bir optimizasyon metodu

olan en dik inig yontemi ile potansiyelin insaasina ¢alisilmistir.

Anahtar kelimeler: Nodal noktalar, Spektrum, Ters Sturm-Liouville problemi






ABSTRACT

EXISTENCE-UNIQUENESS AND RECONSTRUCTION POTENTIAL IN THE
INVERSE STURM-LIOUVILLE PROBLEMS

ACIL, Mehmet
Ph.D. Thesis, Mathematics
Supervisor: Prof. Esin inan ESKITASCIOGLU
March 2018, 137 pages
In this study, firstly the Inverse Sturm-Liouville Problem which has physically

great importance is considered. For the Inverse Sturm-Liouville Problems, the purpose

is to reconstruct potential function g by helping data which can be obtained

experimentally. So generally, studies on this problems include investigation of
existence-uniqueness of potential function and reconstruction potential by using data
considered.

In the introduction of the first chapter of this work, firstly a few examples which
imply the physical importance of problem were given. Then some definitions and
theorems which will be needed for next chapters were given.

In the second chapter, some definitions and theorems which will be used in all
study were given. Also, the work about the uniqueness of potential done by Levinson
(1949) and a generalization of this work done by Hochstad (1973) were considered. In
this chapter, by generalizing the notion of symmetric for symmetric potentials which
can be seen in many works about uniqueness, the change of data needed depending on
the degree of symmetric for uniqueness was discussed.

At the third chapter, reconstruction of potential was considered. Then, the
information about the reconstruction problem using zeros of eigenfunction called nodal
points was given. These works contain a full set of data whereas a piece of data can be
obtained in real life problems. Thus this chapter depends on the reconstruction of
potential by using partial data. In this work, The problem was tried to solve by using the

method of steepest descent which is an optimization method.

Keywords: Nodal Points, Spectrum, The Inverse Sturm-Liouville Problems
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SIMGELER

Bu caligmada kullanilmis bazi simgeler, agiklamalari ile birlikte asagida sunulmustur.

Simgeler
AC [a,b]
C(a,b)

H

l

p

0,0

Aciklama

[a,b] araliginda mutlak siirekli fonksiyonlar
kiimesi
(a,b) araliginda siirekli fonksiyonlar kiimesi

Hamiltonyen operatorii

Mutlak degerlerinin p. kuvvetlerinin toplami

yakinsak

Sturm-Liouville operatorii

(a,b) araliginda integrallenebilir fonksiyonlar
kiimesi

(a, b) araliginda karesi integrallenebilir
fonksiyonlar kiimesi

G(q) fonksiyonunun gradiyenti

n. 0z deger ile n. normlastirici sabit
Pozitif reel sayilar

Spektral fonksiyon

Kinetik enerji

Potansiyel enerji fonksiyonlari

olan dizilerin uzay1

Sobolev uzaylari

Landau sembolleri

X1






1. GIRiS

(p(x)y'(x))+[r(x)+20(x)]¥(x)=0
y(a)cosa+y'(a)sina=0 (1.1)

y(b)cos f+y'(b)sin f=0

Sturm-Liouville sinir deger problemi verilsin. Burada p(x), p'(x), r(x) ve p(x)

katsay1 fonksiyonlari [a,b] araliginda siirekli fonksiyonlardir.

Bilindigi tlizere bu formdaki sinir deger problemleri gercek fiziksel problemler
ile yakindan alakali problemler olup elektronik, jeofizik, sismoloji, meteoroloji, tip ve
cesitli fiziksel problemlerin ¢oziimiinde karsimiza ¢ikmaktadir. Her probleme has 6zel
siir sartlar veya 6zel katsayr degerleri ile birbirinden farkli problemlerin ¢oziimiinde,
bu matematiksel model kullanilmaktadir. Bunlara titresen sicim problemi ve kuantum
mekaniginde atomlarin hareketlerinin incelenmesi problemi 6rnek olarak gosterilebilir.

Titresen sicim ornegi igin / uzunluklu, 0<x</ i¢in p=p(x) Kkiitle
yogunluklu wuglar1 sabitlenmis bir sicim goz Online alinsin. Sicime bir kuvvet

uygulandiginda titresim meydana gelir. 0<x</ , >0 igin v(x,t), x ve t 'ye gore yer
degistirme olsun. Bu durumda v(x,7),

o*v(x,1) B o*v(x,1)
(x) atZ - ax2

v(0,6)=v(/,t)=0
siir deger problemini saglar. @ >0 olmak tizere,

v(x,1)=w(x)[acos o +bsin wx|



seklinde @ frekans ayrisimi yapilirsa,
w'(xX)+ o’ p(x)w(x)=0 , w0)=w()=0

problemi elde edilir. Bunun igin ters problem, @ >0 frekanslarindan p kiitle

yogunlugunu belirleme problemidir (Kirsch, 2011).
Bir diger problem ise kuantum mekaniginde ortaya ¢ikan, atomlarin
potansiyelinin belirlenmesi problemidir. Bilindigi iizere kuantum mekaniginde

sistemleri analiz eden denklem,

Ly
ot 2m

Schrodinger denklemidir. Burada 7# planck sabiti, m parcacik kiitlesi, V' potansiyel
enerji ve ‘Pz‘P(x,t) ise dalga fonksiyonudur. V' potansiyel fonksiyonun zamandan

bagimsiz oldugu varsayimiyla kiiresel koordinatlarda bu denklem, Associated Legendre

fonksiyonlar1 olarak adlandirilan A" fonksiyonlar: cinsinden,

m - (2l+1) (1_|m|)!nim¢ m
L (9’¢)8\/ 4 (l+|m|)!c f (cos&)

¢Ozlimiine sahip,

2
sin 9£(sin Ga—Yj + 8_{ =—I(I+1)sin* @Y
00 00) 0¢

acisal denklem ile bazi diizenlemeler ile elde edilen,

2 2 2 l l—l
_h_~d_1;l+ V+h_~¥ u:Eu
2m dr 2m r

radyal denklemine yol agar. Yukarida verilen / ve m sabitleri sirasiyla yan kuantum

sayilarint ve manyetik kuantum sayilarini temsil etmektedir. Ayrica m>0 igin
e=(-1)" ve m<0 igin £=1 almr. Goriildigii iizere radyal denklem bir boyutlu

Schrodinger denklemi formatindadir. Bu diferansiyel denklem hidrojen atomu igin

¢oziiliirse, bas kuantum sayisi » cinsinden,



m( & Y|1 136 E
En == 2 DT T T T o
2n°\ 4re, ) |n n n
enerji degerlerine ve buna karsilik
3 i
-I-1)! -
!//nlm = (ij (n—)?)e Aa (zJ Lfll—-;l—l (zj Ylm (H’ ¢)
na) 2n[(n+1)!] na na

¢oziimlerine ulagilir. Burada L', birlestirilmis Laguerre polinomudur. Atom numarast

hidrojen atomundan biiyikk (Z) olan atomlar igin ise Schrodinger denklemi,

Hamiltonyen

7 2 2 Z 2
Ho¥ _h_vi_{ 1 JZe +l[ 1 ]Z e
T 2m 4re, ) 1, 2\ 4re, )| — rk‘

olmak iizere,

Hy =Ey

bicimindedir (Griffiths, 2005).

Gerek klasik mekanikte (6zel gorelilik dahil) gerekse kuantum mekaniginde goz
Oniine alinan sistemin kinetik enerjisi sirastyla %mv2 fonksiyonu ve —Zi V* operatorii
m

ile standart olarak verilmektedir. Dolayisiyla hem klasik mekanikte hem de kuantum
mekaniginde kinetik enerji belirlidir. Ancak bu sistemlerin potansiyel enerjisi i¢in boyle
bir durum yoktur. Bu nedenle potansiyel enerjinin belirlenmesi problemi ortaya
cikmaktadir. Ciinkli yukaridan da goriildiigii lizere kimi zaman bu miimkiin olsa da
genel olarak kolay olmayan bir matematiksel problemdir. Yine de gbz Oniine alinan
sistem ile alakali deneyler sonucunda potansiyel enerji bilinmese de bazi kismi veriler
bulunabilmektedir. Bunun yaninda matematiksel olarak bu veriler bazi kisitlamalar
altinda asimptotik formiiller denilen yaklasimlarla formiilize edilebilmektedir. Bu
nedenle elde edilen bu veriler yardimiyla diger tiim verinin elde edilmesini saglayan
potansiyel enerjiyi elde etme problemi 6nem kazanmaktadir. Bu problem genel olarak

Ters Sturm-Liouville problemi olarak adlandirilmaktadir. Burada her ne kadar



problemin, potansiyel fonksiyon denilen fonksiyonun arastirilmasi oldugu ifade edilse
de amag, verilen veri yardimi ile (1.1) problemindeki katsayilari ve sinir sartlarindaki
sabitleri elde etmektir.

Bu calismada gbz Oniline alinacak olan problem, iki nokta ayrik sinir sarth

normal forma sahip Sturm-Liouville problemi i¢in ters problemdir.

1.1. Temel Tanim ve Teoremler

Tanmm 1.1. (Metrik Uzay) X bostan farkli bir kiime olsun. X x X kiimesinden negatif

olmayan reel sayilarin R" kiimesinde tanimli d fonksiyonu asagidaki sartlari sagliyorsa

d fonksiyonuna X fiizerinde bir metrik denir.

1. Vx,ye X igin d(x,y)zd(y,x);

2. Vx,y,ze X i¢in d(x,z) Sd(x,y)+d(y,z);

3. d(x,y)=0 ancak ve ancak x=y.

Bu durumda (X ,d ) ikilisine bir metrik uzay denir (Garling, 2013).

Tanim 1.2. (Lineer Uzay ) E kiimesi,

(a) Vx,yeE igcin x+yeE;

(b)yVx,yeE igin x+y=y+x;

(¢) Vx,y,zeE i¢gin x+(y+z)=(x+y)+z;

(d) VxeE i¢in x+6 =x olacak sekilde £ kiimesinin bir tek sifir eleman1 vardir;
(e) YVxeE igin x+(—x) =40 olacak sekilde, £ kiimesinin bir tek (—x)elemani vardir;
sartlarini sagliyorsa E'ye bir toplamsal abel grup denir.

E kiimesi,

(@) V x e E ve herhangi bir A ( kompleks veya reel) skaleri i¢in Ax e E;



(b) YV x,ye E veherhangi bir 4 skaleri i¢cin A(x+y)=Ax+A1y;
(¢) VxeE veherhangi bir A, i skalerleri i¢in (4 + u)x = Ax+ px;
(d) VxeE iginl-x=x.

sartlarint sagliyorsa, E iizerinde bir skaler ¢arpim tanimlidir denir.
Eger E toplamsal Abel grup ve E iizerinde bir skaler carpim tanimli ise £’ ye

lineer veya vektor uzay denir (Sen, 2012).

Tanim 1.3. (Normlu uzay) Reel veya kompleks bir £ vektor uzayr ilizerinde bir

x—>||x|| fonksiyonu asagidaki sartlar1 sagliyorsa, bu fonksiyona bir norm denir. Bu

sartlar £ igindeki x, y vektorleri ve a skaleri igin,

L e+ <l + v

9

2. fleex] = e |

2

3. ||x|| =0 ancak ve ancak x=0

seklindedir. Bu durumda (E ,

. ||) ikilisine bir normlu uzay denir (Garling, 2013).

Tanum 1.4. (Hilbert Uzayy) Bir lineer E vektor uzayr ilizerinde asagidaki kosullari

saglayan bir <-, >E xE—>K (R veya C) donilisimii tanimlansin. Vx,y,ze E ve

skaleri igin
(a) <x+y,z> = <x,z>+<y,z>;

() (ax,y)=a(x,y);

(€) (x%y)=(y.x);

(d) <x,x>20 ve <x,x>:0 &x=0;



sartlar1 saglansin. Bu durumda <', > :ExE — K doniisimiine E iizerinde bir i¢ ¢arpim,

tizerinde tanimli i¢ ¢arpimla birlikte lineer £ uzayina ise i¢ ¢carpim uzayr denir. Bir tam

i¢ carpim uzayina ise bir Hilbert uzayr denir. E iizerinde bir i¢ ¢arpim,
[l = (. )" 2 0

ile verilen bir norm tanimlar. Bu nedenle i¢ ¢arpim uzaylari, normlu lineer uzaylardir

(Sen, 2012).

Tanmm 1.5. ( Lz[a,b] Uzayy) [a,b] araliginda tanimh Olgiilebilir ve karesi

integrallenebilir yani,
b 2
flreo) <o

ozelligindeki kompleks degerli fonksiyonlarin olusturdugu uzaya, L, [a,b] uzayr denir.

Bu uzay iizerinde i¢ ¢arpim
b —
(f.8)=[F()g(x)dx

ile tanimlanir. Bu uzayin bir Hilbert uzay1 oldugu,

d(f,g>=||f—g||=@ £(x)-e () de

metrigi kullanilarak gosterilebilir (Sen, 2012).

Tamm 1.6. (/, Uzayr) Bu uzay,

o0

2
2 fx[ <o
n=0

ozelligindeki kompleks sayilarin sonsuz dizilerinin olusturdugu uzaydir. Bu uzay

x=(§l,§2,§3,...)e£2 ve y=(771,772,773,...)e€2 olmak tizere,



© —_—

(x.y)=2.&n,

n=1

ile taniml1 i¢ ¢carpimu ile birlikte bir Hilbert uzayidir (Sen, 2012).

Tamm 1.7. (C [a,b] Uzayy [a.b] araliginda tanimli, siirekli tiim reel veya kompleks

degerli fonksiyonlarin olusturdugu uzaya C[a,b] uzay: denir (Yilmaz, 2012).

Tamm 1.8. (Mutlak Siireklilik) f :[a,b] - C fonksiyonu verilsin. Eger bu fonksiyon

[a,b] iizerinde hemen hemen her yerde f' tiirevine sahip, integrallenebilir ve bu

araliktaki tim x degerleri igin f'(x)=f(a)+ J. f'(¢)dt ise fonksiyon mutlak siireklidir

a

denir. Tersine g, [a,b] aralif1 iizerinde integrallenebilir ise f (x) = I g(t)dt , mutlak

a

stireklidir ve hemen hemen her yerde f'= g saglanir (Poschel ve Trubowitz, 1987).

Tanim 1.9. (Sebolev Uzayr) sz (Q) Sobolev uzaylari, Q {izerinde tanimhi /-1
mertebeye kadar mutlak stirekli tiirevlere sahip ve / mertebeye kadar tiirevleri L” (Q)

kiimesine ait olan fonksiyonlar uzayidir (Marchenko, 1986). Ozel olarak W, (Q) =H'

kullanim1 mevcuttur.

Tanmm 1.10. (Lineer Operatiorler) H bir Hilbert uzayr ve T:H — H , bir doniisim

olsun. Eger Vx,y e H vetim A skalerleri i¢in
T(lx)zﬂT(x) ve T(x+y)=T(x)+T(y)

oluyorsa bu doniisiime bir /ineer operator denir. Lineer operatdrler genellikle L ile

gosterilir.

Eger Vxe H igin

|7 < ]+



olacak sekilde bir C <o sabiti varsa operatdre sinirli operator aksi takdirde simirsiz

operator denir. Yukaridaki esitsizligi saglayan en kiigik C2>0 sayisina T

operatoriiniin normu denir ve ||T || ile gosterilir. H Hilbert uzayindaki tim sinirli lineer

operatorler B(H ) ile gosterilir.
Eger Vx,ye H igin

(T, y)=(x.1y)

ise T: H — H operatoriine self-adjoint operator denir. Self-adjoint operatdrler kapalidir

yani F(T ) = {(x, T: x) xeH } ile tanimh grafigi kapalidir.

Bir TeB(H) operatdrii ig¢in efer R(T)={Ix:xeH| kiimesi sonlu boyutlu ise

operatore sonlu ranka sahiptir denir. 7' operatoriiniin rankina boyut denir.
Bir T e B(H ) operatoril i¢in,

lim|7-7,[=0

n—>x0

olacak sekilde sonlu boyutlu 7, operatdrlerinin bir dizisi meveut ise 7€ B(H)

operatoriine kompakttir denir (Chadan ve ark., 1997 ).

Tamm 1.11. (Oz Deger — Oz Fonksiyon) H bir Hilbert uzayr ve T , D(T )CH
lizerinde tanimli bir lineer operatdr olsun. y # 0 olmak lizere eger Ty = A1y olacak

sekilde bir y eD(T ) mevcut ise, yani A/ —T birebir A sayisina 7' operatoriiniin bir 6z

degeri, yeD(T ) elemanma ise A 0z degerine karsilik gelen 6z fonksiyon denir

(Weidmann, 1980).

Tamm 1.12. (Spektrum ) T:D(T)c H — H , bir H Hilbert uzaymda smirl veya

sinirsiz bir lineer operatdr olsun. R, (T)=(AI—~T) " olmak iizere,

(@) R,(T) meveut;



() R, (T) sinirly;
(c) R, (T ) , Huzayinda yogun olan bir kiime {izerinde tanimli

olacak sekilde bir 4 kompleks sayisina, T operatoriiniin bir regiiler degeri denir. T

operatorlinlin tiim regiiler degerlerinin kiimesine, 7 operatoriiniin resolvent kiimesi

denir ve o(T) ile gosterilir. Rezolvent kiimesinin tiimleyeni olan p(7)=C/o(T)

kiimesine de T operatoriiniin spektrumu denir.
p(T ) spektrumu asagidaki gibi ii¢ ayrik kiimeye ayrilir:

1. R,(T) mevcut olmayacak sekilde A degerlerinin kiimesine p, (T) nokta veya
ayrik spektrum denir. Bu durumda 1€ p, (T ) elemant 7' operatdriinlin bir 6z
degeridir.

2. R, (T ) , (a) ve (c) ozelligini saglayacak ancak (b) Gzelligini saglamayacak
sekilde A degerlerinin kiimesine p, (T ) stirekli spektrumu denir.

3. R, (T ) , (a) ozelligini saglayacak, (c¢) Ozelligini saglamayacak sekilde A

degerlerinin kiimesine p, (T ) rezidual spektrumu denir.

Yanlis anlamalardan kaginmak i¢in bu tanimlardaki kiimelerin bos kiime olabilecegi

hatirlatilmalidir.  Ornek olarak sonlu boyutlu durumda pC(T )= pr(T )=® olur

(Kreyszig, 1978).

Tanim 1.13. (Regiiler Sturm-Liouville Problemi) Asagidaki
(P(0)y'®)'+[& p(t)-g®)] () =0 (1.1.2)
a,y(a)+a,y'(a)=by(b)+b,y'(b)=0 (1.1.3)

problemi gdz oniine alinsin. Burada @} +a; >0, b} +b; >0 olup bu probleme Sturm-

Liouville sinir deger problemi denir. Eger bu problem igin

1. i=12 olmak lizere g,,b, sayilari reel sayilardur;
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2. p,g ve p katsayilari, u¢ noktalar1 da igceren her yerde reel ve siireklidir;

3. Ug noktalar dahil her yerde p, o >0 saglanir;

sartlar1 saglantyorsa bu probleme regiiler Sturm-Liouville problemi denir. Problem

regiiler degil ise singiiler Sturm-Liouville problemi olarak adlandirilir (Njue, 2003).

o(1)= % F0=[p(0)p()]", ﬂ{a(s)ds,

olmak iizere,
x(t)=—J.J(s)ds ve u(x)zf(t(x))y(t(x))

monoton x:[a,b]—)[O,l] ve u:[O,l]—)]R , doniisiimleri g6z Oniline alinsin. Bu

doniistimlere Liouville doniisiimii denir. Bu doniisimler vasitasiyla (1.2)-(1.3) smnir

deger problemi normal formda Sturm-Liouville Problemi olarak adlandirilan
u"(x)+[A—=q(x)lu(x)=0
u'(0)—hu(0)=0, u'd)—Hu(l)=0

sinir deger problemine doniisiir. Burada

NN PTG WAGPIaYA0
A=pé q() lul: (t) p(t){ fZ(t) Jl,m
hzalf'(a)—azf(a) szzf(b)—blf'(b)

b

a,o (a ) f ( a )
seklindedir (Kirsch, 2011).

Yukarida verilen —u "+ g(x)u = Au denkleminde goriilen
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2

d
L=———+q(x
e q(x)

operatoriine Sturm-Liouville operatérii denir.
Tanim 1.14. (Nodal Nokta Kiimesi) (1.1.2)-(1.1.3) 6z deger probleminin nodal nokta
verisi, (0,1) araliginda y (x) 0z fonksiyonunun koklerinin {x}{ } L j=12,..,n-1

kiimesidir. Yani {x}{} ={n.dzfonksiyon y,(x)" in j. kokii: j=1,2,..,n—1} (Njue, 2003).

Lemma 1.1. (Riemann-Lebesgue Lemmast) (a,b) sonlu bir aralik ve f € /L[a,b]

olsun. Bu durumda,

lim [ £ (x)sin(Ax) dx = lim [ £(x)cos(Ax)dx=0

olur (Levitan ve Sargsjan, 1975).

Tamim 1.15. (Analitik Fonksiyon) Bir f:C — C fonksiyonu goz Oniine alinsin. Bir
R < C bolgesindeki her z noktasinda f '(z) mevcut ise bu fonksiyona R bolgesinde

analitik bir fonksiyon denir. Eger bir f fonksiyonu bir R < C bolgesinde analitik ise

bu bolgede f", f",... yliiksek mertebeden tiirevleri de mevcuttur (Murray, 1999).

Bu fonksiyonlar i¢in holomorfik fonksiyonlar ismi de kullanilir. Tiim kompleks

diizlemde analitik olan fonksiyonlara fam (entire) fonksiyonlar denir.

Bu sonu¢ kompleks degiskenli fonksiyonlara has olup klasik analitik fonksiyon tanimi

ile yani yakinsak bir kuvvet serisi ile verilebilen fonksiyon ile baglantiy1 saglar.

Teorem 1.2. (Maksimum Modiil Teoremi) Eger bir f (Z) fonksiyonu basit kapal1 bir
C egrisi lzerinde ve i¢inde, analitik ve bir sabite esit degilse, bu durumda ‘ f (z)‘

maksimum degerini C egrisi lizerinde alir (Murray, 1999).

Teorem 1.3. (Liouville Teoremi) Bir f (z) fonksiyonu tiim kompleks diizlemde

analitik ve sinirli olsun. Bu durumda f (z) fonksiyonu sabittir (Murray, 1999).
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Teorem 1.4. (Rouche Teoremi) f,g:U — C fonksiyonlari U < C agik kiimesi
lizerinde holomorfik fonksiyonlar, B(P, r)cU veher bir & € 0D(P,r) igin

[7&)-g (&) <[7 (&) +g ()

olsun. Bu durumda,

SBf(ff) q')g(cf)
2mi 3, (&) 271 3 (&)

Yani D(P,r) yuvarinda f fonksiyonunun katl kokler dahil sifirlarinin sayisi, yine bu

yuvarda g fonksiyonunun katli kdkler dahil, sifirlarinin sayisina esittir (Krantz, 1999).

Teorem 1.5. (Laurent Teoremi) Sirasiyla r, ve r, >r, olmak lizere r, yarigapli a
esmerkezli C, ve C, ¢emberlerinin olusturdugu halka bicimindeki R bolgesi g6z

Online alinsin. Eger f (z) fonksiyonu R bdlgesinin igerisinde ve sinirinda analitik ise

bu durumda bélgede i¢inde n=0,1,... icin a, = ! ¢ f(w)
27i (

—dw ve n=1,2,... igin
Cl W_a)

dw olmak iizere, Vz icin

:lgs f(w?

acilimi yapilabilir (Murray, 1999).

Bu agilima Laurent seri acilimi denir. Ac¢ilimdaki ilk seriye analitik kisim digerine ise

k
esas (temel) kisim denir. Eger temel kisim Z( “— bi¢iminde ise bu takdirde f (z)
n=1\Z—a

fonksiyonu z=a noktasinda k. mertebeden bir kutup noktasina sahiptir denir. Ozel

olarak k=1 ise bu takdirde bu singiiler noktaya basit kutup denir. Ayrica a ,
katsayisina f (z) fonksiyonunun, z =a noktasindaki rezidiisii denir ve Rez( f (z),a)

ile gosterilir. Eger z=a, k. mertebeden bir kutup noktasi ise bu durumda
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a, :Rez(f(z),a)zygalmﬁ{(z_a)" f(z)}

ile verilir. Buradan 06zel olarak k=1 igin Rez(f(z),a)zlirn(z—a)f(z) oldugu

z—a

kolaylikla goriilebilir (Murray, 1999).

Teorem 1.6. (Rezidii Teoremi) U — C kiimesinin C’ de basit baglantili agik bir kiime

ve B,P,,..,P noktalarinin U kiimesinde ayrik noktalar oldugu varsayilsin.

n

f:U={R,P,,..,P} —>C bir holomorfik fonksiyon ve y:[a,b] >C, U kiimesinde

pargali bir C' egrisi olsun. Bu takdirde,

§- Z{Rez 7)$ ji}

Eger P ¢ y([a,b]) ve y, pozitif ydnlenmis basit kapal bir egri ise,

gSf = 27rizn:Rezf (P/)

seklindedir (Krantz, 1999).

Teorem 1.7. C, ve C, biri digerinin i¢inde kalan pozitif yonlenmis basit kapali egriler
olmak tiizere f fonksiyonu bu egriler ile sinirlanmis bolgede ve iizerlerinde analitik

olsun. Bu durumda

$r@)dz=§ f(2)dz

olur (Murray, 1999).

Tanim 1.16. (Biiyiik O Notasyonu) 1892 yilinda Alman matematik¢i Bachmann,
“Analytische Zahlent heorie” adli kitabinda fonksiyonlarin asimptotik davranislarini
karakterize etmek i¢in yeni bir notasyon gelistirmistir. Bachmann’ 1n bu kesfi daha

sonraki yillarda “Big Oh” notasyonu olarak adlandirilmistir. Bu gosterim bir baska
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Alman matematik¢i Landau tarafindan yaygin kullanima sunulmustur. Bundan dolay1

bu sembole Landau sembolii de denir.

Vn2>0 tam sayisi i¢in f(n) negatif olmayan bir fonksiyon olsun. Vn > n, i¢in
f(n)<Cg(n) olacak sekilde bir n, tamsayis1 ve C >0 sabiti varsa, f (n)zO( g(n))

yazilir. Biiyilk O notasyonunun bazi matematiksel 6zellikleri asagidaki sekildedir.

a. fl(n)zO(gl(n)) ve fz(n)zO(gz(n)) olsun.
i) f,(n)+ f(n) = O(maks{g,(n),g,(n)})
i) O(/;(m)-0(£,(m)=0(£n), £,(n);
i) O(Kf,(m)=0(f(m) . k=0;
iv) O(k+f1(n)):0(f1(n));
v) fi(m)- f,(n) = O(g,(n)- g,(m)).

b. f,(n) ve f,(n) fonksiyonlar1 ¥ » >0 tam sayis1 i¢in pozitif fonksiyonlar olmak

tizere, f(n)=f,(n)+ f,(n) ve L=0 icin limM=L olsun. Bu durumda

o fi(n)
f(n)= O( fl(n)) seklindedir.
c. f(n)=0(g(n)) ve g(n)=0(h(n)) ise f(n)=0(h(n)) seklindedir.
d. f(n) ve g(n) sonlu bir aralik iizerinde integrallenebilir fonksiyonlar ve n>n,

icin f(n)=0(g(n)) olsun. Bu durumda,

[ronay =0£ | |g(y>|dyJ L nzng.
e. i=12,..,k olmak iizere, f,(n)=0(g,(n)) olsun. Bu durumda

Zﬁ(n)=0(2|gi(n)|].

f. Verilen bir 4 fonksiyonu igin

) =1+0(h(n));

1+0(h(n))
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ii) log [1 + O(h(n))] =0(h(n));

iii) exp| O(h(n))|=1+0(h(n))
seklindedir (Y1lmaz, 2012).

Tanim 1.17. (Kiigiik o Notasyonu) f(n)e 0( g(n)) olmasi i¢in gerek ve yeter sart

tim £ _ g
= g(n)

olmasidir. Bu asimptotik olarak ihmal edilebilir anlamina gelir. Sezgisel olarak bunun

anlami n —n, iken g(n) fonksiyonunun f(n) fonksiyonundan ¢ok daha hizli

biiylimesidir. Kiiciik o notasyonu i¢in

a. o(f)+o(f)eo(f)
b. o(f)o(s) <ol f2)
c. o(o(f))eo(f)
d. o(f)eO(f)

ozellikleri mevcuttur (Yilmaz, 2012).

Tanim 1.18. (Birinci Mertebe Sistemlerin Coziimii) I herhangi bir aralik, n,m e N ve
M,, (C) kompleks degerli nxm ' lik bir matris olmak iizere, P:I >M,, (C),
F:l—->M,, ((C) olsun. 7 tizerinde

Y'=PY+F
denkleminin bir ¢ozlimii, / lizerinde hemen hemen her yerde denklemi saglayan ve [/

araliginin tiim kompakt alt araliklar1 lizerinde mutlak siirekli olan bir Y: 7 —> M, , (C)

fonksiyonudur. Eger bir matrisin bilesenlerinin her biri mutlak siirekli ise bu matris
mutlak stireklidir (Zettl, 2005).
Teorem 1.8. (Varlik ve Teklik) I herhangi bir aralik, n,m € N olsun. Eger
rPeM,, (L,.(1,C)) , FeM,, (L, (I.C))
ise her
Y'=PY+F , Y(u)=C ; (u,.C)elxM,, (C)

baslangi¢ deger problemi, / araligmin tamaminda tanimli bir tek ¢odziime sahiptir

(Zettl, 2005).
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Teorem 1.9. ( Stolz-Cesdaro Teoremi ) ( yn) artan pozitif reel bir dizi ve limy, = oo

n—»0

olsun. Bu durumda bir (x,) dizisi i¢in

. X —X
hm n+l n :L

e yn+1 - yn
ise bu takdirde
. X
lim =
ey,

limiti mevcut ve L degerine esittir (Gelcu ve Andreescu, 2007).

Teorem 1.10. ( Weierstrass Temsil Teoremi ) f , kapali bir [a,b] araligi lizerinde reel
degerli siirekli bir fonksiyon ve &>0 olsun. Bu durumda Vx €[a,b] icin

‘f(x)—P(x)‘<£

olacak sekilde bir P polinomu mevcuttur (Jeffreys ve Jeffreys, 1988).



2. TERS STURM-LIOUVILLE PROBLEMINDE VARLIK-TEKLIiK

Bu boliimde oncelikle kisaca problemin tarihsel gelisiminden s6z edilecektir.
Sonrasinda ters problemin dogasini daha iyi anlayabilmek ig¢in ilgili operatoriin
spektrumunun ve 0z fonksiyonlarinin &zelliklerine bakilacaktir. Daha sonra ise
oncelikle potansiyel fonksiyonunun varlik ve tekligi ile alakali olarak literatiirde 6nem
arz eden birkag¢ ¢alisma verilerek problemin ¢6ziimii i¢in izlenen yollar ele alinacaktir.
Bu calismalarda genel olarak gerekli diizgiinliik sartlarin1 saglayan potansiyel fonksiyon
g6z Oniline alinirken 6zel olarak tanimli oldugu araligin orta noktasina gore simetrik
olan potansiyel fonksiyonu durumu da verilecektir. Bu ¢aligmalar 1s18inda potansiyelin
simetrikligi lizerine bir genellestirme yapilarak potansiyelin tekligi icin gerekli olan
verinin degisimi incelenecektir. Boliimiin son kisminda ise iki say1 dizisi verildiginde
hangi sartlar altinda potansiyel fonksiyonun mevcut oldugu verilecektir.

Ters Sturm-Liouville probleminin, modern anlamda ilk kez Ambartsumyan
tarafindan 1929 yilinda yapilan calisma ile ortaya ¢iktigi kabul edilmektedir. Bu

calismada Ambartsumyan,
—y'+q(x)y=4y ; y'(0)=y1)=0

Sturm-Liouville sinir deger problemini ele almig ve bu problemin 6z degerleri
A, =n’z’" oldugunda ¢(x)=0 olacagini gostermistir (Chadan ve ark., 1997). Bu
calisma dogal olarak Sturm-Liouville problemlerinde g(x) ile verilen potansiyelin, 6z

degerlerin kiimesinden belirlenip belirlenemeyecegi sorusunu ortaya c¢ikarmistir. Bu
probleme, Ters Sturm-Liouville problemi denir.

Borg 1946 yilinda, H#H', gqeL, ve n=12,... olmak lizere potansiyel

fonksiyonunun,
y'(x)+[A=q(x)]y=0

y'(0)=hy'(0) = y'() - Hy'(1) =0

\%
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Y'(xX)+[A=g(x)]y=0
y'(0)=hy'(0)=y'1)-H'y'1)=0

sinir deger problemlerinin sirasiyla {/1,1} ve { yn} spektrumlart ile tek sekilde belirli
oldugunu gostermistir. Borg, ayrica A= H ve g potansiyel fonksiyonu orta noktaya

gore simetrik ise {l} spektrumunun potansiyel fonksiyonunu belirlemede yeterli

oldugunu gostermistir (Chadan ve ark., 1997).

Levinson (1949), Borg' un ele aldig1 problemi gbéz Oniline alarak ispati
basitlestirmistir. Levinson burada kompleks analiz tekniklerini kullanmaistir.

Marchenko 1950 yilinda, Borg' un ele aldig1 problem i¢in iki spektrumun

potansiyel fonksiyonun yani swra h, H ve H'sabitlerini de belirlemek i¢in yeterli
oldugunu gostermistir (Chadan ve ark., 1997).

Gelfand ve Levitan (1951), {4,} 6z degerlerin kiimesinin ve

2

I¥(.q.4,)
|y(0,4,2,)|

p.(q)=

olmak iizere { pn} normlama sabitlerinin kiimesinin, ¢ potansiyel fonksiyonunu tek

sekilde belirlemek i¢in yeterli oldugunu gostermislerdir. Bu ¢alisma, spektrum disinda
farkli verilerin de kullanilabilecegini gostermesi bakimindan 6nem arz etmektedir.

Marchenko (1952), ayni problem icin p(A) fonksiyonunun Sturm-Liouville
formundaki diferansiyel operatoriiniin spektral fonksiyonu olmasi icin gerek ve yeter

sart1 ifade etmistir. Burada (p(x,ﬂ) , (1.1) denkleminin
9(0,4)=0 ,  ¢'(0,4)=h,
baslangi¢ kosullarini saglayan ¢oziimii, (o(x, /1n) bu problemin 6z fonksiyonlar1 ve
a, = ]{gonz (x,ln)dx
0

normlastirict sabitleri olmak tlizere, p(4) fonksiyonu
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p(1)=3
a<d Ay
olarak tanimlanmaktadir.

Levitan ve Gasymov (1964) tarafindan yapilan bir ¢alismada, Gelfand ve
Levitan (1951) tarafindan yapilan calismanin yeni araglarla yeniden diizenlenmesi
yaninda hem iki spektrum i¢in hem de bir spektrum ile normlastirict sabitlerin kiimesi
kullanilarak varlik ve teklik ele alinmistir.

Hochstadt (1973) tarafindan bir tam spektrum ve bir kismi spektrum durumu
incelenmistir. Burada kismi spektrumdan kasit sonlu sayida elemani bilinmeyen
spektrumdur. Hochstadt bu durumda ¢ potansiyel fonksiyonun, ger¢ek potansiyelden
Ozel sinir sartlarina sahip ¢ozlimlerin carpimlarinin bilinmeyenler sayisi iizerinden
toplami kadar farklilasacagini gostermistir. Bu ise potansiyelin belirliliginin iki
spektrum gerektirdigini gosteren bir diger ¢alisma olarak gosterilebilir.

Hald (1978), Ters Sturm- Liouville problemini sonlu sayida lineer olmayan adi
diferansiyel denkleme indirgemeye calisarak problemin ¢oziimii i¢in bir algoritma

sundu.
1
Hochstadt ve Liebermann (1978), eger potansiyel fonksiyonu {5,1} araliginda

belirli ise tek bir spektrumun araligin geri kalaninda potansiyeli belirlemek icin yeterli

oldugunu gosterdiler. Bu tarz problemlere literatiirde yari- ters problemler denir.

McLaughlin (1986), titresen bir sicim problemini goz oniine almis, serbest ucuna
verilen etki ve karsilik gelen tepki ile spektrum ve normlastiric1 sabitleri arasindaki
iligkisini veren bir formiilasyona yer vermistir. Ayrica dordiincli mertebeden bir ters 6z

deger problemini arastirmistir.

McLaughlin ve Rundell (1987), sonlu limit noktasina sahip {H_}.} dizisinin
elemanlari ile belirli sinir sartlarina sahip Sturm- Liouville problemlerini gz Oniine

almig ve bu sartlarla olusan N -inci 6z degerlerin olusturdugu {ﬂw (H ].)} kiimesi

Jj=1
kullanilarak potansiyelin tek sekilde belirlenebilecegini gosterdiler.

Guseinov ve Nabiev (1995) calismalarinda
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—"(x) +q(x)y(x) = 2° y(x)
y0)+oy(r)=0 , @y'0)+ay(zr)+y'(x)=0

problemini g6z oniine almistir. Bu problem (q,a),a) ile gosterilmek tizere reel sayilarin
iki  dizisinin, |a)| =1, a#a, olmak lizere (q,a), al) s (q,a), az) sinir  deger

problemlerinin spektrumu olmasi i¢in gerek ve yeter sart1 vermistir.

Browne ve Sleeman (1997), ad —bc >0, ¢ # 0 olmak iizere,
=y ") +g(x)y(x) = A" (%)
cosay(0)+sinay'(0)=0
(a/1 +b)y(1)—(0/1+d)y'(l) =0

0z parametre bagimli sinir kosullart ile birlikte Ters Sturm-Liouville problemini goz

oniine almistir. Oz degerlerin ve uygun olarak tanimlanmis normlama sabitlerinin ¢
potansiyelini belirledigini gostermislerdir. Ayn1 zamanda ad —bc =0, ¢ =0 durumunu
da tartismislardir.

Guseinov  ve Nabiev  (2000), p(x)eW, [0,7[], qg(x)elL, [0,7[] ve

p(x)#0, w#0 olmak lizere,
") +[2* =22p(x) = ¢(x) | ¥(x) =0
By(0)+y'(0)+awy(r)=0

—0y(0)+yy'(7)+y'(7) =0

problemini inceleyerek problem icin spektral veri ile ilgili sonuglar elde etmislerdir.
Binding, Browne ve Watson (2002), tanimsiz agirlikli (tek isaretli olmayan) Ters
Sturm-Liouville problemini géz oniine almis ve bu durum i¢in Hochstadt ile Gelfand-
Levitan' 1n teoremlerinin benzerlerini ispatlamiglardir. Ayrica uygun simetri kosullari
altinda yarim spektrumun potansiyel fonksiyonu tek sekilde belirledigini

gostermislerdir.
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Hryniv ve Mykytyuk (2003), W, (0,1) uzayindan alinan singiiler reel degerli

potansiyellere (yani ¢g=0', o €L,(0,1)) sahip Sturm-Liouville operatdrleri i¢in ters

spektral problemi goz oniine almislardir. Oz degerlerin kiimesi ve karsilik gelen
normlastirict sabitler ile potansiyel incelenmis, bir yapilandirma algoritmasi verilmis ve
bu yapilandirma algoritmasinin kararlilig1 incelenmistir.

Volkmer ve Zettl (2007) calismalarinda sonlu spektrumlu Ters Sturm-Liouville

problemini g6z Oniine almislardir. Yazarlar ¢alismalarinda J = (a,b) ,—o<a<b<o
olmak iizere neN i¢in o= {ﬂ,l Q= 1,2,...,71} reel dizisi verildiginde, bu diziyi

spektrum olarak kabul eden,
~(py")'+qy=Awy

cosay(a)—sina(py')(a)=0 , 0fa<rx

cos By(b)—sin B(py')(f)=0, 0<B<x

biciminde bir regiiler self adjoint Sturm-Liouville probleminin mevcut oldugunu

gostermislerdir. Burada l,q,weLl(J ,]R) seklindedir. Ayn1 yi1l Makin (2007), (O,;r)
p

aralig1 tizerinde B,(u) (i=1,2) kompleks katsayili lineer bagimsiz formlar ve ¢,

L, (0, 7r) siifindan keyfi kompleks degerli bir fonksiyon olmak tiizere,
Bu)=a,u'(0)+a,u'(r)+au0)+a,u(zr)=0

iki-nokta siir kosuluna sahip
u"-g(x)u+Aiu=0

problemini g6z oniine almistir. Bu ¢calismada

A(ij), A'nin i. ve j. kolonlarindan olusan matris ve A4, = det 4(ij) olmak tizere,
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1. 4,#A4,, ve A,=0;
1. 4,#4, ve A,#0.

durumlari i¢in ters problem analiz edilmistir. Yine bu yil Rafler ve Bockmann (2007),
siireksiz potansiyelli Ters Sturm-Liouville problemini incelemislerdir. Yazarlar bu
calismada Rundel-Sacks algoritmasini genellestirerek ters problemi ¢ézmek i¢in bir
metot vermislerdir. Burada g6z oniine alinan siireksizlik sigramali siireksizlik bigiminde
olup ayn1 zamanda metodun yakinsaklik 6zellikleri de arastirilmistir. Bunun yani sira
calisma nlimerik 6rneklerle de desteklenmistir.

Kammanee ve Bockmann (2009) yaptiklari calismada Ters Sturm- Liouville
problemi i¢in 0z degerlerin bilgisinden simetrik ve non-simetrik potansiyelleri
yapilandirmak i¢in yeni bir metot Onerip 6z degerlerin asimptotik formlar i¢in yeni bir
yaklagim vermislerdir.

Wang (2011), 6z parametre bagimli smir kosullar1 icin Sturm-Liouville

problemini gbéz Oniine almis ve iki spektrum parcasi ile (0,7[) araligmin bazi

noktalarinda 6z fonksiyonlarin degerlerinin bir kiimesinin, g potansiyel fonksiyonunu

aAl+b a,A+b,

ve ,
cA+d, c,A+d,

katsayilarini tek sekilde belirleyecegini gostermistir.

Shahriari ve arkadaslar1 (2012), i¢ noktalarda sonlu sayida siireksizlige sahip
Sturm-Liouville operatorii icin genel siireksizlik sartlarini kullanarak cesitli teklik
sonugclar1 elde etmislerdir. Bu ¢alismada Robin ve 6z parametre bagimli sinir kosullarini
ele almislardir.

Wang ve arkadaslar1 (2013), Robin sartli Ters Sturm-Liouville problemi i¢in

a €[0,1) olmak fizere, g potansiyeli [O,a] tizerinde belirli ise kismi bilgi ile
potansiyelin [O,l] araligmin tamaminda tek sekilde belirli olacagini gostermislerdir.

Buradaki kismi bilgi, 6z degerlerin ikililerinin bir alt kiimesi ve 6z degerlere karsilik
gelen agirlik sayilaridir. Yine aym yil Guldi (2013), (a,b) araliginda, araligin i¢
noktalarinda iki siireksiz noktaya ve 6z parametre bagimli sinir kosullarina sahip Ters
Sturm-Liouville problemini goz oniine almistir. Bu ¢alismada, siireksizlik sartlart ile
birlikte kurulmus probleme karsilik yeni bir 6z deger problemi olusturulacak simetrik

bir operator kurulmus ve daha sonra ise bu operatoriin asimptotik davranislari
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vasitasiyla 6z deger ve 6z fonksiyonlar arastirilmistir. Son olarak spektral veri (6z deger
ve normlastirict sabitler) ve Weyl fonksiyonu kullanilarak bazi teklik teoremleri

calisiimustir.
Guo ve Wei (2014) calismalarinda [0,1] araligmin bir i¢ alt araliginda belirli

potansiyelli ters Sturm-Liouville problemini géz oniline almiglar ve bilinen 6z degerler
ile 6z fonksiyonlarin araligin bazi i¢ noktalarindaki bilgisi vasitasiyla, potansiyelin ve

stnir kosullarin tek sekilde belirli olduklarin1 goéstermislerdir. Ayrica g potansiyel

fonksiyonunun C** sinifindan oldugu durumu incelemislerdir.

Sadovnichy ve arkadaslar1 (2016) calismalarinda,
—»"(0) +q(x)y(x) = Ay(x)
a,,(0)+y'(0) +a;;y(7) = 0
4, y(0) + a () + y'(7) =0
ve
=y"(x) +q(x)y(x) = Ay(x),
a,,y(0)+ y'(0) =0,

y(r)=0.

problemlerini gbéz Oniine almis ve bu problemler i¢in varlik ve teklik teoremlerini
ispatlamiglardir. Burada kullanilan veri, iki spektrum ve iki 6z degerdir.
Sonraki kisimlara gegmeden 6nce ele alinacak problemlerin calisildiklar: sonlu

araliklarin problem ac¢isindan 6nemli olmadiginin gosterilmesi amaciyla, a,b,c,d € R

olmak iizere,

—u"(x)+(/1—q(x))u(x)=0 ,as<x<h

u(a)+hu(a):0 , u(b)+Hu(b):O
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problemi ve (a,b) ile (c,d ) araliklar1 arasinda bir homeomorfizma oldugu goriilen

y(x)=(a —b)_l [(c —d)x+ad —bc] doniisiimii verilsin.

2
Bu durumda tiirev alma ile ﬁ(y):“((C—d)_l{(a—b)y+bc—ad}) ’ /{:(C_ZJ ;
a—

2
ve C](y)=(2:(;j q((c-d)"{(a=b)y+be-ad}) olmak izere y degiskeni

denk problemi elde edilir.
2.1. Spektrum ve Oz Fonksiyonlarin Ozellikleri

Simdi (1.1.2)-(1.1.3) probleminin bir 6zel hali olan asagidaki
Lly]==y"+q(x)y=2y , O<x<rm (2.1.1)
U(y)=y'(0)-hy(0)=0, V(y)=y'(z)+Hy(z)=0 (2.1.2)

simnir deger probleminin asikar olmayan ¢oziimleri géz Oniine alinsin. Bu problem
L= L(q(x),h,H ) ile gosterilecektir. Burada A, bir spektral parametre, g(x) € L,(0,7)
ve h ile H ise reel sabitlerdir. Bu kisimda L ' nin en basit spektral 6zellikleri verilecek

ve 0z degerler ile 6z fonksiyonlarin asimptotik davranislart incelenecektir. ¢(x, 1) ve

w(x,A),(2.1.1) in
p(0,4)=1 , @'(0,4)=nh (2.1.3a)

w(r, A)=1 , w'(r,A)=—H (2.1.3b)
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baslangi¢ kosullarimi saglayan ¢oziimleri olsun. Daha sonra gosterilecegi iizere bu
¢oziimler, A parametresinin tam (her yerde analitik) fonksiyonlaridir. Burada dikkat

edilirse,
U(p)=9'(0,2)~hp(0,1)=0 , V(y)=y'(r,A)+Hy(r,A)=0 (2.1.4)

esitlikleri saglanir. Bu durumda,

d d
—W , - L "N — n_ "
- (v, 9) dx{W oyt =yo"-py

={q(x) = A} w(x)p(x) - {g(x) = A} @(x)y(x) =0

yani W(go,l//) Wronskiyan1 x degiskeninden bagimsizdir (Titchmarsh, 1962).

W (v,p)=w(x)p'(x,2) - o(x, Yy (x, 1)
=y (7, A)'(m, ) — (7, )y (7, A) = &(1) (2.1.5)

ile tanimlanan @(A) fonksiyonuna L ° nin karakteristik fonksiyonu denir. (2.1.5)
esitliginden @(A) fonksiyonununda A parametresinin bir tam fonksiyonu oldugu
goriiliir. Ayn1 zamanda x =7 ve x =0 noktalarinda,

() =y (z,)'(7, ) —p(r, )y (7, 1)
(2.1.6)

=p\(m,A)+Hop(x,A) =V (p)
ve

o(4) =y (0,1)9'(0,4) — (0, )y '(0, 1)
2.1.7)

=hy (0,2)-y'(0,2)=-U(y)

oldugu goriiliir (Freiling ve Yurko, 2001).
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Teorem 2.1.1. w(A) karakteristik fonksiyonunun {/1”} sifirlar,, L= L(q(x),h,H ) sinir
deger probleminin 6z degerleri ile ¢akisir. Ayrica (o(x, /”tn) ile t//(x, /”tn) fonksiyonlari

0z fonksiyonlar olup
v(x,4,)=pB0(x4,) , B, #0
olacak sekilde bir { ﬂn} dizisi mevcuttur (Freiling ve Yurko, 2001).

Ispat: A, > w(A) karakteristik fonksiyonunun bir sifirt olsun. Bu takdirde,
0=0(4, )=y (x,4,)0'(x,4,)~p(x, 4, W (x, 4,)

_|e(x,4,) y(x,4,)

RACY S ERACY
olur. Yani her »n i¢in (o(x, /”tn) ve t//(x, /In)fonksiyonlarl lineer bagimlidir. Dolayisiyla
v(x,4,)=B0(x4,), B, #0 olacak sekilde bir {B,} dizisi mevcuttur. Ayni
zamanda (2.1.6) ve (2.1.7) esitliklerinden (o(x, /”tn) ve t//(x, A, ) fonksiyonlarinin, (2.1.2)
siir kosullarini saglayacagr goriiliir. Boylece her n icin A, bir 6z deger ve bu 6z

degerlere karsilik gelen (o(x, A, ) ve (x, /1n) fonksiyonlar1 da birer 6z fonksiyondur.

Simdi 4, degerinin L = L(q(x),h,H ) stnir deger probleminin bir 6z degeri ve y, , bu
0z degere karsihk gelen 6z fonksiyon olsun. y, , 6z fonksiyon oldugundan
U ( Y ) = V( Y ) =0 olacag aciktir. Ayrica y, (0)#0 olur; giinkii aksi durumda
¥, (0)=hy, (0)=0 olup Teorem 1.8 den y, (x)=0 tek ¢dziimii mevcut olur.
Genellikten bir sey kaybetmeksizin y, (0) =1 varsayilabilir. Bu durumda y', (0) =h

ve sonug olarak y, (x):(p(x, /lno) olur. Aym zamanda y, bir 6z fonksiyon

oldugundan ¥ (y, )=0 olup (2.1.6) kullamilarak,

o
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o(2,)=r(o(xA,))=V (5,)=0

elde edilir. Bu ise 6z degerin, karakteristik fonksiyonun bir sifir1 oldugunu gosterir.

Lemma 2.1.2. (2.1.2) sinir sartlar ile birlikte (2.1.1) ile tanimli operator, self-adjoint bir
operatordiir (Chadan ve ark., 1997).

Ispat: iki kez tiirevlenebilir, (2.1.2) sinir kosullarini saglayan u ve v fonksiyonlarina
iki defa kismi integrasyon uygulanirsa,
(—u"+qu)vdx=u'(0)v(0)—u'(7)v(7)+ | (uV' +quv)dx

<L[u],v>:

O C— N
O C— N

= u'(O)v(O)—u'(ﬂ)v(ﬁ)+u(7r)v'(7z)—u(0) v'(0)+;':.(v”+ qv)u dx
(2.1.8)

= hu(O)v(0)+Hu(;r)v(ﬂ')—Hu(ﬂ')v(ﬂ)—hu(O)v(O)Jr (V”+qv)udx

O e

v +qv udx uL[v]>

O'—-N

elde edilir.

Teorem 2.1.3. L:L(q(x),h,H ) sinir deger probleminin 6z degerleri reel ve basit,

ayrica farkli 6z degerlere karsilik gelen 6z fonksiyonlar ortogonaldir (Freiling ve Yurko,

2001).

Ispat: 4 =4, farkh 6z degerler, ¢(x,4,) ve @(x,4,) ise bu 6z degerlere karsilik
gelen Oz fonksiyonlar olsun. Bunlar L:L(q(x),h,H ) sinir deger problemini

saglayacagindan (2.1.8) esitliginden

J ¢(x,ﬁk)L[<v(x,ﬂn)]dx=I(p(x,z,,)L[¢(x,zk)]dx

0

buradan,



28

(A =2) [0 (5.2, )0(x. A, ) dv =0

elde edilir ki,

A, # A, oldugundan ortogonallik goriiliir.

Oz degerlerden en az birinin kompleks oldugu varsayilsmn. Bu 6z deger A, , buna

n 2

kargilik 6z fonksiyon ise ¢(x,4,) ile gosterilsin. Yukarida verilen esitlikte A, =1,

olarak alinirsa, 4, # 4, ve q(x), h ile H reel oldugundan karsilik gelen 6z fonksiyon

o(x, /Tn) =(x,4,) olacaktir. Dolayisiyla

T

(4, =) [lo (x4, dx=0

0

ve buradan,

‘(o(x, A, )‘2 dx=0

n

N
Il
S N

elde edilir. Bu bir ¢eligkidir ¢iinkii 6z fonksiyon sifir olmadik¢a bu miimkiin degildir.

Dolayisiyla A = 4, diger bir deyisle 6z degerler reeldir.
Yukarida verilen {an} degerlerine agirlik sayilar: denir (Freiling ve Yurko, 2001).

Oz degerlerin basitligi igin

e Y

oldugunu gostermek yeterlidir. (2.1.7) ifadesinden ve ¢(0,4)=1 , ¢'(0,4)=h ;

w(r,A)=1, w'(x,A)=—H olmasindan,
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—o(A)=U(y)=y'(0,2)—hy (0,2)
=y (0,4)—hy (0,A)+¢' (7, 4,)+ Ho(7,4,)

=(¢'(7.2,)w (7. 2) =~y (7. 2)(7.2,)) = (#'(0.2,)w (0.2) ~y' (7.4) (0, 4,))

=0/ (x4,)v(x,4)-v'(x,4)p(x,4,) ]

= [(¢"y —v"p)dx
0

V4
0
2

[(—1//”(0+ quve)—(—¢"v + ql//K‘):I dx=(A-4, )J‘t,// (x,A)@(x,4,)dx

0

O N

elde edilir. Teorem 2.1.1. kullanilarak,

V4

o(4)=-8,]

0

Yy (2.1.9)

o(x.4,)

oldugu gortiliir.
Lemma 2.1.4. [ € L,[C] ve a,bC olsun.
—y"+ f(x)=A4y ; 0<x<~x

diferansiyel denkleminin y(O):a , y'(O)zb baslangi¢ kosullarini saglayan tek

¢Ozimi

y(x):acos\/ZxH)

sin\/_x+j“-Sin\/Z(x—t)f(t)dt

A
Vi Vi
seklindedir (Poschel ve Trubowitz, 1987).

Ozel olarak (2.1.1) denklemi ve (2.1.3a) baslangi¢ kosulu g6z 6niine alindiginda

o(x.2) = cosax+h _t)q(t)(p(t,/l)dt (2.1.10)

n\/zx+jisin\/z(x
N/ N/

elde edilir.
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@ fonksiyonu icin bir seri temsili de insaa edilebilir. Bunun i¢in ¢ fonksiyonunun ¢

potansiyel fonksiyonunun bir kuvvet serisi oldugu varsayilsin:

(p(x,/’t,q) = ZCn (x,/’t,q) =C, (x,/’t)Jr ZC” (x,/l,q).

n =0 n=1

Burada

Cn (xa)?’7Q) = Cn (x’/l’ql’ql’“"qﬂ)

s
Q=9 ="=9,=9

C, (x,/i,ql,ql,...,qn), siirlt ve her bir x ile A igin L, (O,;r)x---xL2 (O,;r) lizerinde
multi-lineer simetriktir. Dolayisiyla C,, ¢ potansiyeline gore lineer, C, kuadratik, ...

seklinde devam eder. Burada potansiyelden bagimsiz olmasindan dolayr ¢ =0 i¢in

sin \/Zx B
Ja

kolaylikla goriilebilir. Yukarida oldugu gibi bundan sonra da ihtiya¢ duyuldukca

sin \/Zx
Ja

(2.1.3a) kosullar1 kullanilarak C,(x,A)=cosvAx+h

¢, (x)+hs,(x) oldugu

notasyonlari kullanilacaktir.

c,(x)= cosvAx , s, (x)=

Bu durumda diferansiyel denklem ve baslangi¢ kosullar1 kullanilarak,
-C,=AC,—qC,, ; C,(0,2,4)=C,(0,4,4)=0 ,n>1

baslangi¢ deger problemi elde edilir. Lemma 2.1.4. ten
C,(xAq)= s, (x=0)q(t)C, (. Aq)dt , n=1 (2.1.11)
0

¢Oziimii elde edilir. C,(x,4)=c,(x)+hs,(x) oldugu bilindiginden,

C(x,4.q)= J‘Sﬂ (x=1)q(t)Cy (4, 4.q)dt,
0

:Isﬂ(x—tl)q(tl)cﬂ(tl)dt+h;£sl(x—tl)q(tl)sl(tl)dtl
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(=1

:Esﬂ(x—zz)q(tz)(jsﬂ(t2 —ll)q(tl)cﬂ(l‘l)dl‘-i-h;'jsﬂ(l‘z —1,)q(t,)s, (¢)dt, }dtz
[s:(6-t)a(t)e (tl)dq]dt2

+h]isl (x—tz)q(tz)[]%sl (t,=1,)q(t)s, (tl)dq]alt2

2

- J‘ i (tl )HI:S/I (tm —1 )Q(f,- )] dtdt,

0<ty <t <t;=x i=l

sho [ s @O (=) a(6) e

0=t <t,<ty=x i=1

= j (Cﬂ (f1)+h5/1 (G))lj[[sl (ti+1_ti)q(ti)]dtldt2

0<t <ty <ty=x

ve boyle devam edilerek n>1 igin

C(xnaa)= [ (cat)vhs, () I[s. (1=t )a() ] dedty —di, 2.1.12)

0<ty <<ty =X i=1

elde edilir. Dolayisiyla yukarida verilen C, , n >0 tamsayilari i¢in,

p(x,2,4)=Cy(x,2)+>.C,(x,2.q) (2.1.13)

n=1

yazilabilir (Poschel ve Trubowitz, 1987).
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cosv/Ax = Zﬂxz’%"

= (2n)!

}’l

San x z 2n+1 n

,,>0 2n +1

oldugundan c, (x), s, (x) fonksiyonlar1 analitik, dolayisiyla C, (x,/”t) ve C, (x,/l,q)

ifadelerindeki integralin i¢inde bulunan ilk iki terim analitiktir. Ayrica bu serinin

diizgiin yakinsakligindan ¢ fonksiyonunun da (1/2 mertebeden) tam oldugu goriiliir.

Lemma 2.1.5. 1= p* ve 7 =|Im p| olmak iizere,

‘cos(x/zx)‘ <exp(7x) , ‘sin(\/zx)‘ <exp(zx) (2.1.14)

esitsizlikleri saglanir.

Ispat: Burada sadece cos(\/Zx)igin hesaplama yapacagiz. sin(ﬁx) icin de iglemler

benzerdir. A =0 i¢in saglandig1 agiktir. @ ve b reel sayilari i¢in p =a+ib olsun. Bu

durumda /4 =+ p olup Ji= p icin

cos (Vx| =L exp (1724) x4

:%‘exp((aﬂb)zx)wxp( i(a+ib)x)

b
+e”

aix —aix

)zé(e—bx+ebx)

S e‘b‘x — e‘lmp‘x — erx

elde edilir. 74 =— p olsun. Bu durumda, benzer sekilde
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+e ™

aix

e

‘cos(ﬁx)‘ <

—aix
e

( ebx

< e‘b‘x — e‘lmp‘x — e—rx

):%(e—bx +ebx)

N | =

elde edilir.

Teorem 2.1.6. (2.1.13) kuvvet serisi, [0,7[] xRxL, (0,7[) kiimesinin siirl alt kiimeleri

lizerinde
-p"+tqp=Ap ; 0<x<nr

diferansiyel denkleminin ¢(0,4)=1 , ¢'(0,4)=~h baslangi¢ kosullarin1 saglayan tek
¢Oziimiine diizgiin yakinsar. Ayrica bu seri, (2.1.10) integral denklemini ve | p| — 00

iken,

(p(x,/i) = O(exp(rx))
(2.1.14)

¢'(x,4)=0(|plexp(x))

asimptotik formiillerini saglar. Burada A= p° ve z'=|Im p| seklindedir (Poschel ve

Trubowitz, 1987; Freiling ve Yurko, 2001).
Ispat: Lemma 2.1.5. ten | p|>1 igin
‘c/1 (x)‘ <exp(rx) ve ‘s/1 (x)‘ < ﬁexp(rx) <exp(zx)

oldugu goriiliir. Bu durumda,
‘CO (x,/I)‘ < ‘cl (x)‘+‘hs/1 (x)‘ < (1+|h|)exp(rx)

ve n>1 igin
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‘Cn (x,ﬂ,,q)‘ﬁ j ‘ t)+hs, (1, ‘H‘Sﬂ (£, — Hq(z‘i)‘dz‘la’t2 edt,

0<f, <<ty =X

< (1+|h|)exp(rtl)1j[exp(r(ti+l—tl.))‘q(tl.)‘dtldtz---dtn

n

=(1+[r)) [ exp(e(t+(t, =)+ (6 =) [ T]a (6| deidt, -,

0<t <<t =x i=1

=(1+|h|)exp(rx) j H‘q ‘dt dt, -

0<t, <<t =x i=1

elde edilir. Son satirdaki integralin degeri, ¢,....,t, degiskenlerinin siralarinin

n

degistirilmesi siralama altinda degismez. Ustelik integralin permiite edilmis bolgelerinin

tamaminin birlesimi, [O,x]" olur. Schwarz esitsizligi kullanilarak,

[ Tl i, = Jr"[\qu,-)\dadrz---dr,,:—!E\qm\m}

0<t <<ty =x i=1

bulunur. Dolayistyla
1 n
‘Cn (x,4, q)‘ < (1 + |h|)exp(rx)ﬁ(||q||\/;)

tahmini elde edilir. Bu, ¢ i¢in serinin, [O,;r]x]RxL2 (0,72') kiimesinin simrli alt

kiimeleri tizerinde siirekli bir fonksiyona diizgiin yakinsadigini gosterir. Yukaridaki

terimler toplanarak,
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p(x,4)< (1+|h|)exp(rx)+Z(l+|h|)exp(rx)ni!(||q||\/;)n

n=1

= (14l )exp(ex)[ 1+ exp(ol )
yani
@ (x,4)=O(exp(rx))

oldugu goriiliir. (1)'()6,/1) icin benzer yol izlenebilecegi gibi asagidaki gibi bir
degerlendirme de yapilabilir:

X

sin px +J~sinp(x—t)
IR S

y(x,A)=cos px+h q(t)y(t,A)dt

integral denklemi bir tek ¢oziime sahiptir. Ayrica bu ¢oziim, (o(x,/1) icin baslangic
deger problemini saglar. Dolayisiyla teklik teoreminden A = p° igin y(x,ﬂ,) = (o(x,ﬂ,)

olur. Buradan tiirev alinarak,
p'(x,4)= —psinpx+hcospx+Icosp(x—t)q(t)go(t,)t)dt
0

elde edilir. |p|21,xe[0,7z] icin Lemma 2.1.5. ve ¢ i¢in elde edilen tahmin

kullanilarak,

X

‘(p'(x,ﬂ,)‘ <|p| exp(rx)+hexp(rx)+Iexp(r(x—t))‘q(t)‘Mexp(rx)dt

0

= exp(rx){|p| +(h +Mj(j‘q(t)‘dtﬂ = exp(rx)[|p|+ 0(1)]

dolayisiyla,

#'(x.2) = O(|plexp(z¥))
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elde edilir. Burada M > (1 + |h

) ggt;(] [1 +exp (”q” Jx )} seklindedir.

@ icin elde edilen serinin diizgiin yakinsaklig1 toplam ile integrasyonun degisimine

imkan verdiginden (2.1.11) kullanilarak,

(p(x,/i) =C, (x,/I)JrZCn (x,ﬂ,q)

n=1

=c, (x)Jrhs/1 (x)+

n=1

O C—y =

s,(x=1)q(t)C,_ (t,A,q)dt

=c, (x)+hsl (x)+;|r-sl (x—l‘)q(t)(Z:Cn_1 (t,ﬂ,q)]dt

n=1

(=}

=c, (x)+hs, (x)+|s,(x—1)q(t)p(t,2)dt

O C—

integral temsili elde edilir.

Burada (7 —x)=y/(x) seklinde bir 7 fonksiyonu tamimlandiginda bu fonksiyon

diferansiyel denklem ile birlikte 1/7(0) =1, l,/7'(0) =H Dbaglangic sartlarim

saglayacagindan y ve y' fonksiyonlari i¢in

w(x)=y(r-x)= O(exp(r(;z—x)))
2.1.15)
y'(x)=—y'(7—x)= O(|p|exp(r(7z—x)))

asimptotik formiilleri elde edilebilir.
Lemma 2.1.7. G, = {p :|p—k| >0, k= O,il,iZ,...} , 0 >0 olsun. Bu takdirde yeterince
bliyik p*=p* (5 ) degerleri i¢in,

[sin px|> C, exp(77); peG;y
(2.1.16)

‘a)(/i)‘z Cs|plexp(z7); peGy.lp|=p*
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olacak sekilde Cj sabiti vardir ( Freiling ve Yurko, 2001).

Teorem 2.1.8. i) L:L(q(x),h,H ) simir deger probleminin 6z fonksiyonlarinin

{(p(x, /1”)}”20 sistemi L, (0,7) iginde tamdur.

ii) x e [O, 72'] icin f(x) mutlak siirekli bir fonksiyon olsun. Bu takdirde
< 1
f0=>ae(x4), a, =a—jf(z)¢(z,/1n)dt (2.1.17)
n=0

seklinde yazilabilir ve bu serisi, [0, 7r] tizerinde diizgiin yakinsar.
iii) f(x) el, (O,ﬂ) icin (2.1.17) serisi L, (O,ﬂ) de yakinsar ve

2

a, (Parseval esitligi) (2.1.18)

];.‘f(x)‘z dx = ian

n=0
esitligi saglanir ( Freiling ve Yurko, 2001).

Ispat: Bilindigi iizere bir Hilbert uzayinda bir vektdr sisteminin tamlig1 igin gerek ve
yeter sart, bu sistemin tiim vektorlerine dik olan tek vektoriin sifir vektorii olmasidir

(Marchenko, 1986).

p(x, )y (t,2) ., x<t
G(x’t’ﬂ):_m{q)(t,ﬂ)l/l(x,/l) . rsx

olsun ve
Y(3,4)= [G(x0,2) f(0)de
:—ﬁ[w(x,/l)l.(p(t,/l)f(t)dt+(p(x,/1):|fw(t,/1)f(t)dt]

fonksiyonu goz Oniine alinsin. G(x,t,/”t) fonksiyonuna L:L(q(x),h,H ) icin Green

fonksiyonu denir. Y (x,/l) ,
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LY-2Y+f(x)=0; U(Y)=V(Y)=0 (2.1.19)

sinir deger probleminin ¢oziimiidiir. a)(ﬂ,) karakteristik fonksiyonunun sifirlar1 basit

oldugundan
Rez =11m(/1—/1);=1im(/1—/1) ! =
Koy A oy T o) T )

olup Teorem 2.1.1. ve (2.1.9) esitligi kullanilarak,

Rz (x,4)=- (l//(x,/ln)ji(p(t,/ln) 7(1)di+

0

(4,

n

(2.1.20)

elde edilir. f(x)fonksiyonu n>0 igin I f(t)e(t,4,)dt =0 olacak sekilde L, (0,7)
0

icinde bir fonksiyon olsun. Bu durumda her bir sabit XE[O,ﬂ'] igin ¥ (x,/”t) , A

parametresine gore analitiktir. Ayrica (2.1.14), (2.1.15) ve (2.1.16) dan sabit bir 6 >0
ve yeterince biiyiik bir p* >0 icin

‘Y(x,/l)‘ﬁ% ; peGy, p|2p*

elde edilir. Maksimum modiil teoremine gore ¥ (x,ﬂ,) fonksiyonu maksimum degerini
sinirlarda alir. Diger taraftan Liouville Teoremine gore Y (x,/”t) sabit olmalidir.

Dolayistyla yukaridaki esitsizlikten yeterince biiylik p* degerleri icin Y (x,/”t)EO
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sonucuna ulagilir. bu sonug, (2.1.19) probleminde yerine yazildiginda (0,72') tizerinde

hemen hemen her yerde f (x) =0 oldugu goriiliir. Bu ise tamlig1 gosterir.

Simdi f € AC [0,7[] , mutlak siirekli keyfi bir fonksiyon olsun. (o(x,/1) ve t//(x,/l) ,

(2.1.1) in ¢ozlimleri olduklarindan ¥ (x,/”t) fonksiyonu asagidaki gibi doniistiiriilebilir.

(o)== v (e ) [0 2) o)1) ()

]T' "(£,4)+q(t l//(t,/i))f(t)dt}

Ikinci mertebeden tiirevi igeren terimler igin kismi integrasyon ve (2.1.5) kullanilarak,

g(z‘):zf'(t) igin
Zl(x,/l)=;/1[l//(x,/1)]: g(t)ga‘(t,/”t)dtJrgo(x,/”t)Ji g(t)t//'(t,/”t)dt]

Ve

Z, (0. 4) =——(hf (0)w (x.2) + Hf (7)p(x.2)

1
o)

+l//(x,/1)j|£q(t)(p(t,/l)f(t)dt+(p(x,/l)][‘q(t)y/(t,/l)f(t)dt]

X

olmak iizere,

Y(x,4)= () —%(z1 (x,2)+Z, (x,4)) (2.121)

elde edilir. (2.1.14), (2.1.15) ve (2.1.16) dan sabit bir 6 >0 ve yeterince biiyiik bir
p*>0 icin,

max
0<x<r7

Zz(x,/i)‘ﬁg; peG;,

P

p|=p* (2.1.22)
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bulunur. Bunun yaninda

lim max |Z, (x,2)|=0 (2.1.23)

‘p‘%oo 0<x<r7
peGs

oldugu gosterilecektir. Once g(x) fonksiyonunun [O,;r] tizerinde mutlak siirekli

oldugu kabul edilsin. Bu durumda bir kez daha kismi integrasyon ile

252 = v (e Aol 2+ o(w A (0w (1:2)

X
0

—w(x,/?,)jg'(t)(p(t,/l)dt—(p(x,/%)irfg'(t)l//(t,/i)dt}

0 X

elde edilir. Z, (x,ﬂ,) fonksiyonuna benzer olarak (2.1.14), (2.1.15) ve (2.1.16)

kullanilarak,

C
Zl(x,/i)‘ﬁg; peG;,

max p| >p*

0<x<r7w

sonucuna varilir. Simdi g(¢)e L(0,7) olsun. Sabit bir &> 0 i¢in

C* = max 53;;@[@(%%)@ (e 1)+ \,,,'@,A)\dt}

olmak iizere,

s

Hg(t)—gg(t)‘dt< 2;

0

olacak sekilde g, (t) mutlak  stirekli  fonksiyonu segilsin. Bu durumda,

peG;, ,0|2p* icin
max|Z, (x,2)] < max|Z, (x.2: g, )|+ max|2, (s, A g — g, ) & + CL)
0<x<r7 1 ’ - 0<x<m 1 ’ ’gg 0<x<m ! ’ ,g gg - 2 |p|
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bulunur. Dolayistyla |p|>p° igin max Zl(x,/l)‘ﬁg olacak sekilde bir p° >0

0<x<7

mevcuttur. ¢ >0 degerinin keyfiliginden lim max|Z, (x,/l)‘ =0 oldugu goriiliir.

|| 0<x<7
peGs

r,= {/1 A =(N+1/ 2)2} olsun. Saatin tersi yoniinde olmak iizere,

cevre integralini géz Oniine alalim. (2.1.21)-(2.1.23) esitliklerinden

IN(x)=f(x)+gN (x) , lim max

N—ow 0<x<7

gy (x) =0 (2.1.24)

oldugu goriiliir. Ayrica Rezidii Teoremi yardimiyla (2.1.20) kullanilarak,

L(x)=2ap(xA). a=—[F(0)e(tA)d

elde edilir. Elde edilen bu ifadenin (2.1.24) ile karsilastirilmasiyla (2.1.17) agilimina

ulagilir.

Son olarak {(p(x,/in)}nzo 6z fonksiyonlar, L,(0,7) i¢inde tam ve ortogonal

olduklarindan L, (0,72') icinde bir ortogonal baz olustururlar. Boylece (2.1.18) esitligi

gecerlidir.
2.2. Teklik Teoremleri

Daha once de belirtildigi tizere Ters Sturm-Liouville probleminin, modern
anlamda ilk kez Ambartsumyan (1929) tarafindan yapilan calisma ile ortaya ¢iktigi
kabul edilmektedir. Daha sonrasinda sirastyla Borg (1946), Levinson (1949),
Marchenko (1950), Gelfand ve Levitan (1951) ters problem ile ilgili olarak temel teklik
teoremlerini vermiglerdir. Ters Sturm-Liouville problemi fiziksel éneminden dolayzi,

giiniimiize kadar bir¢ok arastirmacinin c¢alismalarinda yer almistir. Bunlardan biri
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Hochstadt (1973) tarafindan yapilan, veri olarak alinan iki spektrumdan birinin sonlu
elemaninin bilinmedigi durumu igeren ¢aligmasidir.

Bu kisimda oncelikle teklik teoremlerinden iki spektrum icin tekligi iceren
Levinson yaklasimi verilecektir. Regiiler Ters Sturm-Liouville problemi i¢in spektral
fonksiyon, normlastirici sabitler ve bir spektrum cinsinden, normlastirici sabitler ise iki
spektrum cinsinden ifade edilebileceginden sadece iki spektrum durumu ele alinmistir.
Diger verilerin birbiri cinsinden ifadeleri i¢in Levitan ve Gasymov (1964) tarafindan
yapilan ¢alisma incelenebilir.

Daha sonra genel bir durum ifade edildiginden, Hochstadt (1973) tarafindan

yapilan ¢alisma verilerek kisim sonlandirilacaktir.

2.2.1. Levinson yaklasim

Levinson (1949) ¢alismasinda g € L, (0, 72) olmak iizere,

V' [x]+(A+q(x)y[x]=0 , 0<x<rxm (2.2.1)
y(0)cosa+y'(0)sina=0 , y(z)cosB+y'(r)sinf=0 (2.2.2)
y(0)cosa+y'(0)sina=0 , y(z)cosy+y'(7)siny=0 (2.2.3)
problemini goz Oniline almistir. Burada sine, sin f# 0 olmak iizere :?;Z =—h ve
ZZ? 'g = H alindiginda (2.1.1)-(2.1.2) ile verilen problemin elde edilecegi agiktir.

sina =0, sin # =0 durumlari ise sirastyla 4, H = oo durumlarini verir.

y=u(x,2),
u(0,A)=sina , u'(0,A)=—-cose, (2.2.4)
y=v(x,1) ise

v(m,A)=sinf , v'(x,A)=-cosp (2.2.5)
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baslangi¢ kosullarimi saglayacak sekilde (2.2.1) diferansiyel denkleminin ¢oziimleri

olsunlar. Bu durumda u(x,/l) ve v(x,/i) fonksiyonlarinin ve tlirevlerinin, A

parametresinin birer tam fonksiyonu oldugu Lemma 2.1.4' den bilinmektedir. u(x,ﬂ,)

fonksiyonunun x=7x  degerinde (2.2.2) smir kosulunu saglamasi igin

u(z,A)cos f+u'(z,A)sin f=0 olmalidir. Yani
w(A)=-u(z,A)cos f—u'(z,A)sin (2.2.6)

olmak iizere tam olan a)(/l) fonksiyonunun sifirlari, karakteristik degerlerdir. a)(/l)

fonksiyonunun sifirlarinin reel ve basit oldugu Teorem 2.1.3" den bilinmektedir.

Lemma 2.2.1. 1=p° ve |Imp|=z' olmak ftizere, bliylik |/”t| degerleri icin 0<x <7

tizerinde diizgiin olarak sina # 0 igin

u(x,l):sinacospx+0£ﬁ] (2.2.7)
yo
u'(x,A)=—psinasin px+0(e™) (2.2.8)

sina =0 igin

u(x,2) = —cosa SMPE | £ (2.2.9)
P o]

u'(x,l):—cosacospx+0[ﬁ] (2.2.10)
P

asimptotik formiilleri saglanir (Levinson, 1949).

Tanim 1.15' e bakildiginda sina #0 icin verilen formiillerin (2.1.14) ile verilen

asimptotik formiillere denk oldugu kolaylikla goriilebilir. Bu formiillerden de a)(/l)

fonksiyonunun 1/2 mertebeden tam bir fonksiyon oldugu goriiliir. (2.2.2) sinir
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kosullar1 i¢in (2.1.1) probleminin karakteristik degerleri A4,,4,,... ile gosterilirse,

Hadamard Faktorizasyon Teoremi' nden olas1 bir C ¢arpani diginda a)(i) fonksiyonu

ile verilir. Eger A4, =0 olacak sekilde k& degerleri mevcut ise bunlarin sayis1 kadar A
carpant alinir. Olas1 bir C c¢arpani Lemma 2.2.1. yardimiyla tek sekilde belirlenir.

Dolayisiyla a)(/l) fonksiyonu  (2.2.2) ve bir spektrum ile tek sekilde belirlidir

(Levinson, 1949).

Teorem 2.2.2. sin(y— ﬂ);tO icin yani (2.2.2) ve (2.2.3) sir sartlarinin 6zdes

olmadig1 durumda bu sinir kosullarinin her biri i¢in (2.2.1) denkleminin spektrumlari

verilirse bu takdirde q(x) potansiyel fonksiyonu bu iki spektrum ile tek sekilde

belirlidir (Levinson, 1949).

Ispat: g, (x) ile g, (x), (2.2.1)- (2.2.2) ve (2.2.1)- (2.2.3) i¢in ayni spektrumlara sahip
iki fonksiyon olsun. ¢, (x) icin (2.2.4) ve (2.2.5) sartlarini saglayan ¢oztimler u, (x,/l)
ve v (x,4) olsun. Benzer sekilde g¢,(x) i¢in ise ¢dziimler swrasiyla u,(x,1) ve

v,(x,4) olsun. Teorem 2.1.1'den A =4, igin C, # 0 olmak iizere,
u, (x,2,)=Cv (x,4,),

dolayisiyla da
—u, (7.4, )cosy —u,'(x. 4, )siny ==C,v, (x.4, )cosy —C,v, (.4, )sin y
=C, [cos Bsiny —sin Bcosy]=C, sin(y - )

elde edilir. Ancak

g(A)=-u,(m,A)cosy —u,'(r,A)siny,
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fonksiyonu, (2.2.3) ile baglantili tam fonksiyon olup a)(/l) fonksiyonuna benzer olarak

(2.2.3) sinir sartiyla belirlenen spektrumdan tek sekilde belirlenir. Dolayistyla,

A
c - &)
sin(y— )
ve boylece C, tek sekilde belirli olur. g, (x) icin de ayni spektrumlar oldugundan
u, (x,4,)=C,v,(x,4,) esitligi elde edilir. (2.2.3) igin verilen spektrumun tek

kullanildig1 yer bu kisimdir.

Simdi 0< x <7 lizerinde f (0) =f (7[) =0 olacak sekilde siirekli tiireve sahip
bir f fonksiyonu verilsin. sina #0, sin f#0 ve

1

H(x,A)= o(7)

v (5.2) [ (£.2) £ (£)dé

olsun. N yeterince biiyiik olmak iizere, 4 diizleminde A)° ile A}’

v. arasindan gegecek

sekilde 4 =0 merkezli kapali bir I' ¢emberi tlizerinden H (x,/i) fonksiyonunun cevre

integrali gbz Oniine alinsin. Bu durumda R, p diizleminde yarigap: I'' nin yaricapinin

karekokii olan bir cember olmak tizere,

[H(x,)dA=[H(x,p")pdp

elde edilir. Biiyiik |/1| degerleri i¢in,

7(7—x)
v, (x,2) :sinﬂcosp(fr—x)+0(e| | ]
P

elde edilir. u, i¢in (2.2.7) saglanir ve w(A) igin,

w(A)= psinasinﬁsinp7z+0(em)

elde edilir. Kiigiik & = min G x| Ay |‘”“] icin,
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iul(f,l)f(f)dfzsinaicospff d§+0[| J” f(&)e* ag

0

_ s1na31npr(x)+0(e
yo,

o(é
ol ).

Ji(‘f(f)‘““\f'(é)\)dg

’ }T(\f@)\wﬁ(é)\)mﬂ

7(x-9)
o)

_ sinasinpr(x)+0[e
p o

<

elde edilir. Burada O[e fonksiyonunu

o)

]f(g)SO(ﬁjf(é’)e’f esitsizligi ve sin px
P

P

asimptotik karsiligi kullamlmustir. Integral disina cikarilirken distel ifadeyi en biiyiik

yapan degerin alindigina dikkat edilmelidir. Boylece N — o iken 0 < x < iizerinde

diizgiin olarak,
J-H(x,/%)d/l_f(x)jcosp(;r—x)smpx

. " psin prr

dp—0

olur. Buradan ve sin pxcos p(7—x)= %[sin pr+sin p (7 - 2x)] olmasindan (0,7)

acik araligimmin icindeki herhangi bir kapali aralikta diizglin olarak, [0,72] kapali

araliginda sinirl olarak

[H(x,4)dA-7if (x) >0

olur. Bu ifadenin sol tarafi rezidiiler kullanilarak hesaplanip sag tarafina esitlenirse,

veya
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(o) [ (64,) £ (£)de
jp(;x):: 2:2: Zjnév'()t7)

Aymi sekilde u, (x,2) [v,(&,2) f (£)d¢ kullanilarak

Vi

L w(xna) Ju(&.4,) 7 (6)ds
LT e

elde edilir. Bunlar toplanarak

L (xA) [ (6.4,) £ (£)de
o)

sonucuna ulagilir. sine =0 veya sin =0 durumlar1 da benzer yolla ele alinir. Bu

tiiretme,u, ve v, yerine u, ve v, alinsa da gecerli olacagindan ayrica

O ey N

L (64) |1 (82,) 1 (£)ds
fx)=2, C.o'(4,)

n n

Sturm-Liouville a¢ilimina sahip olunur. Son iki ifadenin birbirinden ¢ikarilmasi ile

(0, 7r) araliginin i¢indeki herhangi bir kapali aralik tizerinden diizgiin olarak,

o:i%@[ul(:,an)—uz(:,zn)]f(:)ds

n=0

bulunur. Bu seri [0,7[] kapali aralig1 lizerinde sinirli sekilde yakinsak oldugundan her

iki tarafin1 u, (x,/L) ile carpilip integrallenmesi ile ortogonallik 6zelliginden

s

[T (6.2) s (6.4)] £ (£)dE =0

0
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elde edilir. Bu ifade basta ifade edilen kisitlamalar1 saglayan tim f'(x) fonksiyonlari
icin gecerli oldugundan o6zel olarak f (x)zsinnx icinde saglanacagindan {sinnx}

kiimesinin elemanlarinin tamligindan,

ul(x,ﬂq)zu2 (x,ﬂq)

oldugu goriliir. u, ve u, , (2.2.1) denklemini sagladigindan taraf tarafa cikarilarak

hemen hemen her yerde
w (x.2)[ R (x)- P, (x)] =o.
dolayisiyla da hemen hemen her yerde B, (x) =P (x) olup bu ise ispat1 tamamlar.

Teorem 2.2.3. o+ f =rxve 0<x < i¢gin hemen hemen her yerde ¢ (7z - x) = q(x) ise

bu takdirde potansiyel fonksiyonu, (2.2.1) in bir spektrumu ile tek sekilde belirlidir
(Levinson, 1949).

Ispat: Buradaki ispat onceki teoremin ispati ile aymidir. Sadece (2.2.3) sartlar1 igin

verilen spektruma ihtiya¢ olmadig: bir diger deyisle C, sabitlerinin, (2.2.2) sartlar icin
verilen spektrumla belirlenebilecegi gosterilecektir. Daha Once ifade edildigi {izere

u,(x,4,)=C,v (x,2,) olup buradan
(7,2, )sin B—u,' (7,4, )cos B=C,.
Ayrica @+ =7 ve potansiyelin simetrikliginden #, (x,2,)=w (7 —x,4,). Dolayisiyla
v,(0,4,)sin f+v,'(0,4,)cos f=C, (2.2.11)
bulunur. Yine # (x,4,)=C,v,(x,4,) esitliginden,

1=u,(0,4,)sina—u,'(0,4,)cosa =C,[ v, (0,4,)sina—v,"(0,4, )cos & |

=C, [vl (0,4,)sin B+v,'(0,4, )cosﬂ]
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olup (2.2.11) kullanilarak C? =1, bir diger deyisle C, =1 bulunur. [C,0'(1,)] ",
ul(x,ﬂ,n) icin normlastirict ¢arpan oldugundan signC, :signa)'(ﬂ,n) . Dolayisiyla

C, =%l olmasi, C, = sign a)'(/”tn) ile tamamen belirlenir. Geriye kalan kisim Onceki

teoremin ispati ile aynidir. Boylece ispat tamamlanir.
2.2.2. Hochstadt yaklasim

Hochstad 1973 yilinda yaptig1 caligmasinda,
Lu=—-u"+qu (2.2.12)
operatoruni ve

u(0)cosa+u'(0)sina =0 (2.2.13)
u(1)cos B+u'(1)sin f=0 (2.2.14)

ayrilabilir sinir kosullarin1 géz 6niine almistir. Bu operatdriin, ¢ potansiyel fonksiyonu
uygun regiilerite sartlarin1 saglamak {iizere, L, [0,1] Hilbert uzayinda taniml bir self-
adjoint operatdr oldugu Lemma 2.1.2 den bilinmektedir. Teorem 2.1.1 ve Teorem 2.1.3'

den bu sartlar altinda L operatori, {/”ti} basit 6z degerlerden olusan ayrik bir spektruma

sahiptir. sin( p- }/) # 0 olmak iizere, eger (2.2.14) yerine,
u(1)cosy+u'(1)siny =0 (2.2.15)

sart1 alinirsa ikinci bir {/“ti '} spektrumu elde edilir. L operatoriiniin, bir diger deyisle ¢

potansiyel fonksiyonunun bu iki spektrumla tek sekilde belirli oldugu bilinmektedir. Bu
calismanin amaci, potansiyel fonksiyonunun bir tam spektrum ve bir kismi spektrum ile

ne Olcilide belirli oldugunu gdstermektir.
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Teorem 2.2.4. g potansiyel fonksiyonu [0,1] iizerinde toplanabilir olmak iizere
(2.2.12)-(2.2.15) operatériiniin spektrumlart {4} ve {4} olsun. G, [0,1] iizerinde

toplanabilir olmak iizere, ikinci bir

Lu=—u"+gu (2.2.16)
operatorli gbz Oniine alinsin. Bu operatdriin (2.2.13) ve (2.2.14) sinir sartlari i¢in sonlu
sayida i indisleri disinda /:L, = A, olacak sekilde {/i} spektrumuna, (2.2.13) ve (2.2.15)

siir gartlar i¢in ise L operatorii ile ayni {/1;} spektruma sahip oldugu varsayilsin. Bu

sartlar altinda 3, ve w,, Lu, = A u denkleminin uygun ¢éziimleri olmak iizere hemen

hemen her yerde

q-G= (3m,)" . 2.2.17)

Ay

Burada A,, 4 # 4 durumunu ifade eden sonlu indis kiimesini gosterir. Ayrica A

notasyonu ise geriye kalan sonsuz indis kiimesini gosterecektir. Yani i € A igin 4, = 4,.

Eger A, = ise hemen hemen her yerde ¢ = g (Hochstadt, 1973)
Ispat:
w'(A—g)w=0 ; w(0)=sina, w'(0)=—-cosa (2.2.18)

denkleminin bir ¢6ziimii w olsun. Asimptotik formiillerden yeterince biiyiik |i|

degerleri i¢in 7 = ‘Im Ja ‘ olmak tizere, 0 < x <1 i¢in sina # 0 oldugunda,

X

w =sin & cos /1x+0(e j (2.2.19)

N

w'=—Asinasiny2x+0(e™) (2.2.20)

ve a =0 oldugunda
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Sinjgx +0{ej] (2.2.21)

i j . (2.2.22)

w'=—-cosvA x+0
[ﬁ

asimptotik formiilleri saglanir. Simdi (2.2.14) ve (2.2.15) siir kosullar1 kullanilarak,

w(A)=w(1)cos B+w'(1)sin B (2.2.23)

v(A)=w(1)cosy+w'(1)siny (2.2.24)

fonksiyonlart tanimlansin. Bunlar 4 > nin 1/2 mertebeden tam fonksiyonlari olan
karakteristik fonksiyonlaridir. Mertebesi 1 den kii¢iik tam fonksiyonlar bir sabit ¢arpani

disinda sifirlari ile belirlenebildiginden a ve b sabitler olmak iizere,

o(2)= aﬁ(l—%j (2.2.25)

ve benzer sekilde,

v(4) :bﬁ[l—%j : (2.2.26)

Ayni problem L operatorii igin goz oniine alindiginda a)(/l) ve V(/i) fonksiyonlarina

karsilik
~ - A
()= aH(l—ﬂTJ (2.2.27)

Ve

7(A) =5f[[1—%j (2.2.28)
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biciminde c?)(/l) ve 17(/1) fonksiyonlar1 elde edilir. Hipotezden V(/”t)/ 1% (/”t) bir sabit

w(A)/@(A) ise bir rasyonel fonksiyondur.

{wn}, L operatoriiniin {ﬂ/n} ise L operatoriiniin (2.2.13)-(2.2.14) smir sartlar1 i¢in 6z

fonksiyonlar1 olsun.

H={feL[0.1]:(f,w)=0,ieA,} (2.2.29)
H={feL[01]:(f,%)=0,ieA,} (2.2.30)

seklinde L, [0,1] uzayinin alt uzaylar1 olan iki Hilbert uzay1 tanimlansin. i € A igin
A, =2, oldugundan L operatoriniin H uzaymna kisitlanmis spektrumu ile L

operatdriiniin H uzayma kisitlanmis spektrumunun ¢akistig aciktir.
H tizerinde
Tw, =w, (2.2.31)

i

biciminde bir 7' operatorii tanimlansin. Simdi 7' operatoriiniin sinirli ve terslenebilir

oldugu gosterilecektir. , f # 0 oldugu varsayilsin. Asimptotik sonuglar, biiyiikk pozitif

A degerleri igin
w(A)=- lsinasin,b’sinx/z+0(l) (2.2.32)

ve buradan biiyiik 7 tamsayilar i¢in

JA, = m+0(1] (2.2.33)
n

oldugunu gosterir. Boylece 6z fonksiyonlar i¢in asimptotik formiiller

W, =SInQ COSNITX+ O(l) (2.2.34)
n

\%
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Wl’l

1
"= w dx :%sinz a+0(lj (2.2.35)
0

n

halini alir. Buradan

imbl (2.2.36)

n—o ||

elde edilir. (2.2.32) den ||T wn||/||wn|| orant diizgiin smirli dolayistyla da 7' sinirlt ve

terslenebilirdir. Ayni sonu¢ o =0 veya =0 durumlar i¢in de saglanir.

f € H olsun. Bu durumda

fZZf;th >
A

(2.2.37)

f — (f’ Wn)

n |Wn 2
ve tiim 7 degerleri icin A # A, olmak {lizere,
(A-1)' f=S LM (2.2.38)
A=A,

olacaktir. Yukarida (A —L)f1 operatoriiniin bir kompakt dolayisiyla sinirli bir operatdr

olmasi ve (1 - L)f1 w,=(A-2, )71 w, esitligi kullamlmigtir. 7 operatérii kullanilarak,

r(A-L)" f=) AL (2.2.39)

A=A

n

elde edilir. Bir g=2gﬂﬁ/n fonksiyonunun L operatoriiniin araliginda kalmasi igin
n=0

gerek ve yeter sart

2
Le,| <o (2.2.40)

0
n=0
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olmasidir. Dolayisiyla 4, = O(nz) oldugundan (2.2.33)' den

(2.2.41)

1 anz

A1, -5

=M
Tl
N
A

A . ‘ - mnin
elde edilir. Bu sonug (2.2.39) esitliginin sag tarafinin L smirsiz operatdriiniin araliginda
oldugunu gosterir. Buna gore (ﬂ, - Z) W, =(A—4,)w, olmasindan,

(A-L)T(A-L)" f=3 f,, =Tf (2.2.42)
A
bulunur. Bu esitlik keyfi bir /' € H i¢in gecerli oldugundan,
(A-L)r(A-L)' =T (2.2.43)

operator 6zdesligi elde edilir.

Simdi 7 operatori i¢in farklt bir gosterim arastirilacaktir. Bunu yapmak igin
(2.2.13) ve (2.2.14) sinir sartlariyla birlikte L operatoriiniin  Green fonksiyonu

kullanilacaktir. v,

u"+(/1—q)z) =0
(2.2.44)
v(l)==sin g, v'(1)=cos S

baslangi¢ deger probleminin bir ¢6ziimii olsun. Green fonksiyonu

(A=L)|G(x,») f(y)dy=f(x)

S S——

esitligini saglayacak olan G(x, y) fonksiyonudur. Standart hesaplama ile w,v ile @

strastyla (2.2.18), (2.2.44) ve (2.2.23) denklemlerini saglamak iizere,
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w(x)( ug ») s
(A
G(x,y) = (2.2.45)
w(r)o(x)
ay) B , y<x

oldugu goriilebilir. Daha uygun bir notasyon ile

x. =min(x, )

(2.2.46)
x, =max(x,y)
olmak iizere, Green fonksiyonu
G(x, y)=M (2.2.47)

seklini alir. Asimptotik sonuglardan G(x, y) fonksiyonunun hem pay1 hem de paydast,

1/2. dereceden tam fonksiyonlardir. Bu durumda G(x, y) fonksiyonunun kutup

noktalar1 disinda siirli olacak sekilde biiyiik A degerleri i¢in,

G(x.y)= O(W} (2.2.48)

ifadesine sahip olunur. {C,}, pozitif 1— eksenini 4, ile 4,, arasinda kesen orijin

merkezli gemberlerin bir dizisi olsun. (2.2.48) formiilii

lim [ G/lL’y)d,u —0 (2.2.49)

C —H

n

oldugunu gosterir. Ayrica Rezidii Teoremi kullanilarak,

LG L (x)o(x)
([ du=-—+ 2.2.50
20 A a DX RIEEEN (220
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elde edilir. Son iki esitlikten G(x, y) fonksiyonunun A parametresinin bir fonksiyonu

olarak Mittag-Lefler agiliminin

& we (o >)

G(x,y (2.2.51)
)=

oldugu goriiliir. Teorem 2.1.1. den w, ve v, fonksiyonlariin her ikisinin A, basit 6z

degerine karsilik gelen 6z fonksiyonlar olduklar1 dolayisiyla lineer bagimli olduklar

bilinmektedir. Burada k, sabitleri, lineer bagimlilik katsayilari olsun. Ozel olarak x =1

i¢in
—sin S
0
w7
k, = (2.2.52)
1
, =0
) g
olup buradan,
1
o ]
A=L) f=|G(x,y)f(y)dy= ) (2.2.53
elde edilir. (2.2.53), (2.2.37) ve (2.2.38) esitlikleri karsilastirilarak,
w =2 (4) (2.2.54)
k"[
oldugu goriiliir. (2.2.47) esitliginin dogrudan kullanilmasi
1
(A1) f=[G(xp)f (v)dy
0
(2.2.55)
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sonucunu verir. Burada amag

(2.2.56)

oldugunu gostermektir. Burada w, ve O,, ¢ yerine ¢ alindiginda sirastyla w, ve v,
fonksiyonlarma karsilik gelen fonksiyonlardir. Bunu ispatlamak icin (2.2.39) ile

yukaridaki esitligin sag taraflarmmin ¢akistigi gosterilmelidir. & w, (x):un (x) ve

k w (x) =0, (x) kullanilirsa (2.2.56) esitliginin sag tarafi

X 1

0, () [w, (0) £ (v) dy+ K, 1, (x) [w, (9) £ (») dy

; 2 G2 x (2.2.57)

halini alir. Simdiye kadar ikinci spektrum kullanilmadi. Bu spektrum sadece &, :lgn
oldugunu gostermek icin kullanilacaktir. Simdi (2.2.23) ve (2.2.24) esitliklerine

doniilsiin ve 4 =4, alahm. o(4,)=0 oldugundan,
w(l)cos f+w'(1)sin =0 (2.2.58)
w(l)cosy+w'(1)siny =v(A) (2.2.59)

denklemleri elde edilir. Bunlar ¢oziilerek,

W, (1)=Sl.nﬁ—v(/1”) : (2.2.60)
sin(B—-y)
(2.2.52) kullanilarak £, =M ve benzer sekilde lgn =M bulunur.
v(4,) 7(4,)

Bununla birlikte (2.2.26) ve (2.2.28) formiillerinden ayni sifirlara sahip tam

fonksiyonlar olduklarindan V(/”L) ve 17(/1) en fazla bir sabit ¢arpani ile farklilasir.

Asimptotik formiillerin kullanimi v(i) ve 17(2) fonksiyonlarinin ayni1 asimptotik
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forma sahip oldugunu, bu nedenle 6zdes olmalar1 gerektigini gosterir. Bu durumda

nel ic¢in k, = l:fn elde edilir. Dolayistyla (2.2.57), (2.2.54) karsilig1 yazilarak,

b () [ () £y () [ () £ ()
2 w'(jl,,)(z—xn) X (2.2.61)

w,[(2-2,)

haline gelir. (2.2.61) esitligi, (2.2.37) ve (2.2.39) ile karsilastirilarak (2.2.56) esitliginin
dogrulugu goriiliir. (2.2.42)" de (2.2.56) yazilarak,

(A-L)3 0 =Tf (2.2.62)

= 2.2.63
g(x) o(7) (2.2.63)
seklinde tanimlanan g fonksiyonu verilsin. g i¢in Mittag-Leffler acilimi
X 1
a,(x) [w,(9)f () dy+2,(x) [, (y) f (v)dy
g(x)= 0 X
=2 )0 7)
(2.2.64)

seklinde elde edilir. (2.2.64)" deki ikinci toplam (2.2.56)' nin sag tarafidir. Ilk terimde
u, (x) , A

n

icin hesaplanmis O, (x) fonksiyonunu temsil eder. Burada ne A, igin 4,

(2.2.13)-(2.2.14) simnir sartlari ile birlikte L operatdriiniin bir 6z degeri degildir. Basitce

i +(/”Ln —é)zln =0 denkleminin herhangi 6zel bir 6zel sinir kosulunu saglamayan
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¢Oziimiidiir. Benzer sekilde Z, (x), =4, de w(x) fonksiyonunu temsil eder. (2.2.62),
(2.2.63) ve (2.2.64) birlestirilerek,

(ﬂ,—i)_le:g(x)—Z 0

2 PIERICESS (2.2.65)

elde edilir. Bu esitligin sol tarafinin dolayisiyla da sag tarafinin (/1—L~) operatoriiniin

tanim kiimesinde oldugu agiktir. Diger bir ifade ile sag taraf birinci mertebeden mutlak

stirekli tiireve sahip olmalidir. (2.2.65)" in tiirevi

5'(x);|jw(y dy+w j.z)

(4)

(2.2.66)

seklindedir. Rezidii hesaplamasi ile ikinci parantezin sifir olacag: goriiliir. Ik parantez

icin tiirev alinarak (2.2.65) esitliginden

ABLLED

—w(x)o(x) 8, ()w (0)-5 (o ()]
o(7) 2 : }f( )

(2.2.67)
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elde edilir. 7 operatorii A parametresinden bagimsiz olmalidir. Dolayisiyla 4 — o

iken (2.2.67)' de parantez igerisindeki ifadenin “bir” oldugu goriiliir. Bunun yaninda

1

nel, igin v, =k w, ve J.wn (»)f(¥)dy =0 olmasindan,

7= -y B KA, ) o)y (2.2.68)

bulunur.

1 _ z
2T ()
tanimlanarak,
Tf=f—%2)7,1(x)jwn(y)f(y)dy (2.2.69)

elde edilir. (2.2.43) formiilii vasitastyla L' nin tanim kiimesinde olan her f € H igin
LTf =TLf

sonucuna varilir. Bu durumda dogrudan bir hesaplama ile
(=) 7 =2(5m.) f

oldugu goriiliir. Bu ifade H > 1n yogun bir alt kiimesinde saglanacagindan sonug olarak

hemen hemen her yerde

!

(¢-3)=2(.w)

Ao

elde edilir. Eger A, bos ise bu durumda (2.2.69)' dan goriilecegi lizere T Ozdes

operatdr olacagindan L = L elde edilir. Bu da ispat: tamamlar.
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Teorem 2.2.5. ¢ potansiyel fonksiyonu [0,1] iizerinde toplanabilir ve hemen hemen her
yerde ¢(x)=g(1-x) olmak iizere,
u(O)cosa +u'(0)sina =0

(2.2.70)

u(l)cosa—u'(1)sina =0

siir kosullar igin {4} spektrumuna sahip Lu = —u"+qu operatdrii gdz dniine alinsin.

g , g potansiyel fonksiyonu ile ayni sartlart saglamak iizere bir diger operator

Lu=—u"+Gu olsun. {ﬂ,l} , L operatoriiniin (2.2.18) sartlar1 i¢in spektrumu olmak

lizere A, ve A smasiyla 4, # 4, ve 4 =4 oldugu durumlari veren sonlu ve sonsuz
indis kiimeleri olsun. Bu durumda ¢—¢ Teorem 2.2.4' de verildigi gibidir. Eger

A, =4 ise hemen her yerde g =g olur (Hochstadt, 1973).

Ispat: Buradaki ispatin bircok adim1 bazi modifikasyonlarla birlikte benzerdir. (2.2.44)
te f=-a oldugundan U(l—x) = w(x) oldugu goriiliir. Teorem 2.2.4' de ikinci
spektrum sadece k, = lgn esitliginin gosterildigi adimda kullanildi.  Burada bunu

gostermek icin,

v, (x)=kw, (x)=w,(1-x) (2.2.71)

n n

yazilir. Burada x=0 ve x =1 yazilarak,

k,w, (1)=sina . k,sina=w, (1)

n n

ve bunlar kullanilarak sina#0 ise k, =%l bulunur. Eger =0 ise (2.2.71)
tirevlendikten sonra x=0 ve x=1 yazilarak ayn1 sonu¢ bulunur. ||wn ||2 >0
oldugundan  (2.2.54) den k,=sgnw'(4,) elde edilir neA igin
sgn®'(4,)=sgn@'(4,) oldugundan k, = k, bulunur. ispatin geri kalam bu noktadan

sonra Teorem 2.2.4 gibidir. Sonug olarak hemen hemen her yerde ¢(x)=g(x) oldugu

goruliir.
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2.3. Simetrik Potansiyeller Uzerine

Kisim 2.2' den goriilecegi iizere potansiyel fonksiyonunun formu ile ilgili
kisitlama yapmaksizin teklik i¢in gerekli olan veri, sinir kosullarindan birinin degisimi
ile elde edilen iki spektrumdur. Eger potansiyel fonksiyonu, araligin orta noktasina gore
simetrik ise bu durumda tekligi garanti eden veri sadece bir spektrumdur. Benzer durum
literatlirde yar1 ters problem olarak bilinen problemler i¢cin de gecerlidir. Bu kisimda
simetriklik tanimi genellestirilerek potansiyel fonksiyonun tekligi i¢in gerekli olan
verinin degisimi incelenecektir. Bunun i¢in 6nce gerekli olacak tanim ve teoremler
verilecek daha sonra ise ana teoremlere gegcilecektir. Burada kullanilacak veri yine

spektrumdur. L operatorii (2.2.12) seklinde olmak tizere
L[y]=4y; y'(0)=hy(0)=0, y'(a)-Hy(a)=0 23.1)
problemi g6z Oniine alinacaktir.

Teorem 2.3.1. ¢(x,/1) fonksiyonunun, L[y]:/iy diferansiyel ~denkleminin
y(O)zl , y'(O)zh baslangi¢ kosullarini saglayan ¢oziimii ve q(x) potansiyelinin

lokal integrallenebilir m ' inci mertebe tiirevlere sahip oldugu varsayilsin. Bu durumda,

¢(x,l):cos\/Zx+jﬁK(x,t)cos\/tht, (2.3.2)
K(x.x)= h+%]q(t)dt (2.3.3)

olacak sekilde her bir degiskenine gore lokal integrallenebilir m+1’ inci mertebe

tiirevlere sahip K (x,t) fonksiyonu mevcuttur (Levitan ve Gasymov 1964).

Lemma 2.3.2. (a,b) aralig1 i¢in f(x) € L(a,b) olsun. Bu durumda

|A] >0

lim j-f(x)cos JAxdx=0

esitligi saglanir (Levitan ve Sargsjan, 1975).
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Lemma 2.3.3. q(x) € L(O,a) olmak tizere { ,un} dizisi (2.3.1) smur deger probleminin

spektrumu ise bu takdirde,

\/*_ﬂ+% (l) (2.3.4)

n

K(a,a)+H

arw

asimptotik formiili saglanir. Burada m=#n i¢in g, #u, ve a,=

seklindedir (Eskitascioglu ve Acil, 2017).

Ispat: Teorem 2.3.1. ve (2.3.1) probleminde y'(a) —Hy(a) =0 sinir sart1 kullanilarak,

—\/;sin\/;a+j(aK(x’t)

cos~/ut ]dt+K(a,a)c0s\/;a

xX=a

(2.3.5)

+H[cos\/;a +j£K(a,t)cos\/;tdt} =
0

elde edilir. g, sayilart (2.3.5) esitliginin kokleri ve n — oo iken g, — oo oldugundan

4, icin ilk yaklasim

. 1
sin ,una+O£T]:0
Hy

dolayisiyla,
Ju, ="2+0 (lj
a n

olarak bulunur. Simdi (2.3.5) te \/u, = L yazilsin. Bu durumda
a

n n
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(-1 {—“)(Lﬂ(;)@[]{()fj] o]

a 7[712

{HK a,t) 0 —K (x,t)
ox

}cos utdt=0

|

elde edili. [HK(a,t)JraiK(x,t)
X

} € L(O,a) oldugundan Lemma 2.3.2. kullanilarak

X=a

n — oo iken

X

S e

{HK(a,t)+§K(x,t) }cos w,tdt —0

X=a

K(a,a)+H

arx

oldugu goriiliir. Bu nedenle q, = ve n— o0 iken y, — 0. Bu ise ispati
tamamlar.’ |

Bu Lemmanin daha 6zel hali Levitan ve Gasymov (1964) tarafindan yapilan ¢alismanin

Ek-II kisminda goriilebilir.

Yorum: (2.3.4) asimptotik formiili (2.3.1) sinir deger problemi tarafindan kabul
edilecek sekilde (2.3.4)' de a dan farkli bir a degeri bulunamaz (Eskitascioglu ve Agil,
2017).

Tamm 2.3.1. Bir f :[0,1]—>R fonksiyonu gbz Oniine alinsin. Eger Vxe[O,l] ve
n=12,..k i¢in f(x)=r (%—x} oluyorsa bu fonksiyon, k. dereceden simetrik
fonksiyon olarak adlandirilacaktir (Eskitas¢ioglu ve Agil, 2017).

Ornek. Asagida verilen

x*+x+0.01 , 0<x<0.25

x*-2x4+0.76 , 025<x<0.5
f(x)=1",

x°=0.24 , 05<x<0.75

x> =3x+2.01 , 075<x<1
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fonksiyonu, 2. dereceden simetrik bir fonksiyondur. Bu fonksiyonun grafigi

‘ 0‘.2 ‘ — 0‘.4 — ‘ 0‘.6 — 018 — 1‘.0
Sekil 2.1. ikinci dereceden simetrik f* fonksiyonunun grafigi

seklindedir.

Teorem 2.3.4. q(x) eL(O,l) fonksiyonu ikinci dereceden simetrik bir fonksiyon ve

h=H olsun. Bu takdirde @ =1 olmak fizere, (2.3.1) Sturm-Liouville problemi i¢gin ¢

potansiyel fonksiyonu, 6z degerlerinin sonlu sayida adedi hari¢ yarim spektrum ile tek

sekilde belirlidir (Eskitas¢ioglu ve Agil, 2017).

Ispat:

—y”(x)+(/1—q(x))y(x) =0
(2.3.6)

siir deger problemi verilsin. Simetrik potansiyel hakkindaki teoriden x [0, 1] icin ¢
potansiyel fonksiyonu orta noktaya gore simetrik oldugunda bir spektrumun potansiyel
fonksiyonunu tek olarak belirledigi bilinmektedir. Ustelik xe [O,l/ 2] icin
q(x) = q(l/ 2—x) oldugundan aynt durum (2.3.6) icin de gecerlidir. Burada

gosterilmesi gereken (2.3.6) nin spektrumunun sonlu sayida eleman disinda, a =1 igin
(2.3.1) in spektrumunun yarisini temsil ettigidir. Lemma 2.3.3. ten (2.3.6) ve (2.3.1) in

spektrumlari sirastyla
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asimptotik formlari saglar. Buradan ve K ile K sirasiyla problemlerin ¢éziimlerinde

yer alan ¢ekirdekler olmak {izere,

CK(1/2,1/2)+H/2 1

d, = ——[213(1/2,1/2)+H}:l|:2[§+;fq(x)dxj+l-[}

T/2 s T 0

1

:—{H+[h +%j).q(x)dxﬂ :%[H+K(l,l)] =

T

olmasindan biiyiik n degerleri i¢in
JA, %, =o(lj -0
n

oldugu goriiliir. Bu sonug ispat1 tamamlar.

Sonug¢ 2.3.1. q(x) eL(O,l) fonksiyonu k.dereceden simetrik bir fonksiyon ve h=H

olsun. Bu takdirde a=1 olmak iizere (2.3.1) Sturm-Liouville problemi i¢in ¢

potansiyel fonksiyonu, 6z degerlerinin sonlu sayida adedi harig % spektrum ile tek

sekilde belirlidir (Eskitasgioglu ve Agil, 2017).

Bu sonucun ispati Teorem 2.3.4 kullanilarak tiimevarim ile kolaylikla
ispatlanabilir. Bu sonu¢ ayrica ¢ potansiyelinin sonsuz dereceden simetriklik
durumunun ne olacagit sorusunu da dogurmaktadir. Bu durum ile ilgili teorem

asagidadir.
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Teorem 2.3.5. ¢(x) e C(0,1) fonksiyonu sonsuz dereceden simetrik bir fonksiyon ve

h=—H olsun. Bu durumda a =1 olmak iizere, (2.3.1) Sturm-Liouville Problemi i¢in ¢

potansiyel fonksiyonu sadece bir 6z deger ile belirlidir (Eskitas¢ioglu ve Acil, 2017).

Ispat: q(x)eC (0,1) oldugundan Teorem 1.10. den [0,1] lizerinde potansiyel

fonksiyonunu temsil eden, m. dereceden bir P(x) =c,+¢x+--+¢,x" polinomu
mevcuttur. Bu durumda V& i¢in P(x) :P(%—xj oldugu goriiliir. £=1,2,...,n i¢in

bu esitlik yazilip taraf tarafa toplanirsa,

P(x):%{nco+cl[(1—x)+(%—xj+---+(%—xﬂ+---

elde edilir. Esitligin sag tarafindaki toplamin genel terimi i¢in Teorem 1.9. kullanilarak,

k

(l—x)k +---+(1_1—xj

. 2" .1 1 1
lim =lm—q| I+—+---+ —
n—o n n—w g 2 (2k)

sonucuna ulasilir. Bu ise P polinomunun tek dereceli terimlerinin katsayilarinin sifir

olmasi gerektigini gosterir. Dolayisiyla genellikten bir sey kaybetmeksizin m =2k

alimarak P polinomu P(x)=c¢,+c,x’ +-++¢, x°* olarak elde edilir. Ayrica x=0 da

n—1

P(0)= P(Lj olacagindan n =2,3,....k +1 degerleri kullanilarak,
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27 2t . 27 g 0
2—4 2—8 . . . 2—4k C4 O
2—2k 2—4k 2—2/{2 CZk O

denklem sistemi elde edilir. 4 ile gosterecegimiz katsayilar matrisi i¢in LU ayrigimi

kullanilarak M = (22 - 1)(24 - 1) e (22(]‘71) - 1) olmak tizere,

2—2k 2—4k 2—6k . . . 2—2/{2
O 3 . 241k+2 276k+2
0 0 45.270k+6
Det(A4) =
0 0 0 M2

olup bunun hesaplamasinin genellestirilmesi ile
- - ko KUE)REH)
Det(A)=(2-1) (2 =1) " (2260-1) 2 %0
elde edilir. Bu ise ¢, =¢, =+-=¢,, =0 dolayisiyla ¢(x)=c, oldugunu gdsterir. Sonug

olarak & =—-H ve (2.3.1) kullanilarak ¢ potansiyelinin tek bir 6z deger ile tek sekilde

belirli olacagi goriliir.
2.4. Potansiyelin Varhg

Bu béliim de son olarak n=0,1,2,... olmak iizere {4} ve {x,} gibi iki say1

dizisi verildiginde bunlar1 spektrum kabul eden Sturm-Liouville Probleminin bir diger

deyisle potansiyel fonksiyonun yapisi ile birlikte varligi ele alinacaktir. Bu konu ile
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alakali olarak spektrum ile normlastiric sabitler ve iki spektrum vasitasiyla potansiyelin

varligi ile ilgili teoremler verilecektir.
{4,} ve {a,} saylan

—y"+q(x)y=/1y , 0<x<rx

(2.4.1)
y'(O)—hy(O):O, y'(ﬂ')—ery(/r):O

sinir deger probleminin karakteristik degerlerini yani sirastyla spektrum ile normlastirict
sabitlerini temsil etsin.

Teorem 2.4.1. Vn icin «, >0 ve qa,,a,,b, sabitler olmak iizere,

\/l_n:n+ﬁ+a—;+0(i4j
n o n

(2.4.2)
n

a, =%+%+0(%) (2.4.3)

ise bu durumda (2.4.1) i¢in karakteristik degerler olarak {4,} ve {e,} dizilerine
karsilik mutlak siirekli bir ¢ (x) fonksiyonu mevcuttur (Levitan ve Gasymov, 1964).

Simdi A, # h, olmak iizere,

—y"+q(x)y=Ay , 0<x<nrx

(2.4.4)
y'(0)=hy0)=0, y'(7)-Hy(r)=0 (2.4.5)
y'(0)-hy(0)=0, y'(r)-Hy(r)=0 (2.4.6)

icin (2.4.4)-(2.4.5) ve (2.4.4)-(2.4.6) problemleri verilsin.

Teorem 2.4.2. n=0,1,2,... olmak iizere asagida verilen kosullar1 saglayan {ﬂ,

n

}Ve

{ y7s } seklinde iki say1 dizisi verilsin.

1) A, ve u, sayilar gegisli yani Vn icin 4, <pu <A, veya u, <A <u

n+l *
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1) A, ve u , a,#a, olmak iizere,

n n

JA = n+ +0(1j , \/u_n:n+ﬁ+“—;+0(i4j (2.4.7)
n n

asimptotiklerini saglasin. Burada

ensatoa] =2 hen o]

Bu takdirde {4,}, (2.4.4)-(2.4.5) probleminin {s,} ise (2.4.4)-(2.4.6) probleminin

spektrumu olacak sekilde mutlak siirekli bir ¢(x) fonksiyonu ve h ,h,,H sayilar

vardir (Levitan ve Gasymov, 1964).

Teoremin ispatina gegmeden Once gerekli bir lemma verilecektir.

Lemma 2.4.3. k£ =0,1,2,... olmak iizere |,uk —/1k| < a olsun. Bu durumda

p |C—, p=1
A — 1y

luk_ n

i.

k=0

(2.4.8)

esitsizligi vardir (Levitan ve Gasymov, 1964).

« — M
/’lk_/,i’n

< g <1 olacak
n

Ispat. k#n olmak iizere, yeterince bilyiikk n degerleri icin

sekilde C sabitleri mevcuttur. Hipotezden

2’ /uk Sapiv 1
P

k=0 |Iuk - /171

i.

k=0

I’L

oldugu agiktir. Ayrica 4, = O(n2 ) olmasindan mutlak deger ve 4, <y, <A

n+1

gecislilik

ozelligi goz oniline alinarak sag taraftaki toplam ile
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-1 ©
! dx dx
+

0 (1, —xz)p (X - p,)

p

integrallerin toplaminin ayn1 mertebeden oldugu kolaylikla gériilebilir. Integraller ayri

ayr1 gdz Oniine alinirsa,

x %j
0

a1 | \/_n| (lnn) _
e e e O R
T dx C ¢ y.,

— , 1
n+1(x —,un) Fn) pJ;( \/;n) T 2

elde edilir. Bu da ispat1 tamamlar.

Teorem 2.4.2. nin ispati. Yukaridaki 6zelliklere sahip {4,} ve {u,} seklinde iki say1

dizisi verilsin. Teorem 2.3.1' den de goriilecegi lizere A, sayilar1 (2.4.2) asimptotik
formiiliinii saglar. Buradan ¢, sayilarinin (2.4.3) esitligini sagladiginin ve hepsinin

pozitif oldugunun gosterilmesi yeterlidir. Bu iki adimda gosterilecektir.

A — 1y

1. Admm: (2.4.3) esitligi i¢in o, =—h2 Ny H'(IJF 2
/uk M

H, =4 k=0

j formiilinden

[T3E T

faydalanilacaktir. Bu formiilde c¢arpimdan sonraki isareti k=n durumunun

atlandigin1  gostermektedir. Formiilde A, —h = 7[(&0 - ao) oldugu hipotezden

bilinmektedir. Asagida verilen

=ﬁ (1+1+ j] (243)

He =4,

sonsuz ¢arpimini gdz Oniine alinsin. Buradan
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ln‘I’ Zln(“—,u ) j
k

n

A, ve u, sayilarmin gecisli olmasindan, dolayisiyla da Taylor agilimi kullanilarak,

wr(n)-- | S (2]

elde edilir. ln‘P(/in) fonksiyonunun parantez igindeki ilk iki terimi digindaki terimler

ele alinirsa Lemma 2.4.3 kullanilarak,

slscl(aza)]sts

n

(2.4.9)

oldugu goriiliir. Son esitlikte iki serinin esitligi ikinci seri agilarak kolaylikla goriilebilir.

Boylece,

2
1n\11(,1n)=z"1’f_jk —%;[Mj +0(i3) (2.4.10)

luk_/ln

elde edilir. Simdi sag taraftaki her bir toplam ayr1 ayr1 gdz 6niine almacaktir. Once ilk
toplam g6z  Online  alimsin. (2.4.7) formiilleri  yeniden  diizenlenirse

¢, =a; +2a, , ¢, =a, +2a, olmak iizere,

1,1=n2+2a0+c—g+0(i3j, yn:n2+2ao+c—g+0(i3J (2.4.11)
n n n n

elde edilir. Bu asimptotik formiiller kullanilarak,
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(2.4.12)

bulunur.
/1 /Jo: Ho—hy My~ o+0(%),
2, (1 “Oj "
A
T < | . :
S, terimine Z terimi eklenip ve ¢ikarilarak,
=y

s =i,ﬂk [/11( _ﬂk_z(ao_do)]_(éo_co)

L S07% Ny
k=0 A (= 2) z kzl: =4

elde edilir. (2.4.11) ile verilen asimptotik formiillerin faydalanarak

#e A=t =2(a0=3,) |- (& _C"):O(éj

ve bu kullanilarak,

i,ﬂk [/1/( —Hy _2(% _éo):l_(éo _Co)

C¢_ 1 _c
k=0 /In(/uk_/?’k) ‘S ZZ =

elde edilir. Sonug olarak

5 =50"5%g, +0(i3j
n n
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bulunur. S, > ye gecmeden oOnce kisalifindan dolayr S, verilecektir. Bunun icin

goriilecegi  lizere k=m  terimi  eklenip  ¢ikarilacaktir.  Buna  gore

A= i[,uk — 4 —2(d, —a,)] olmak iizere,
n=0

I & - 1 - A 1
S3 ZIZ[ﬂk _ﬂ’k —2(610 —Clo):l—i—l:lun —ﬂn —2(610 —Clo)]:—2+0[—4J
w k=0

" n n

elde edilir. Boylelikle (2.4.12)

2 3
n n

z'/lk—/,lk =A+'UO_AO+[2(Cl0—d0)+co_co}S2+O(iJ (2.4.13)

haline gelir. Son olarak S, hesaplanacaktir. Taylor agilimindan kolaylikla goriilebilecek

2
L:1—x+
I+x

0zdesligi kullanilarak,

&,
§,=2 =

SRS k2+2&0+0(kl j—z

< 1
bulunur. Ayrica Z '———< % kestirimini ve Lemma 2.4.3. kullanilarak,
=k (e-4,) "

n
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= 1 = 1 1
S,=>" -2a '—+O(—j (2.4.14)
oldugu goriiliir.

Simdi (2.4.10) un ikinci terimi géz Oniine alinsin. ( 2.4.11) asimptotik formiillerinin

kullanimu ile

luk_ n

1 (A - ) s, 1
_E;(—Z] =-2(a,—a,) Z—)JO(T) (2.4.15)

oldugunu gormek kolaydir. Sonug olarak (2.4.10) esitligi (2.4.13), (2.4.14) ve (2.4.15)

sonuclarinin yazilmasi ile

¥ (4,)=274 "% +{2(ao—ao)+50_00} U
n

) 2 | & kz—/ln
(2.4.106)
< 1 1
— 4d,(a,—a,)+2(a, -a,) |Y '————+0| —
4o~ 2l [ 50
< 1
halini alir. Buradan goriildiigii iizere son olarak p =1,2 i¢in Z'—p toplaminin

k=1 (k2 —/1,,)

asimptotik davranis1 hesaplanmalhidir. p =1 i¢in

v e N b e ey

n

bulunur. (2.4.7) ile verilen asimptotik formiillerden & = G 4y O(LA‘] olmak tizere
n n

\//17 =n+ ¢ yazilabilecegi goriilebilir. Bunu yukarida kullanarak,
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=1 3 7n'a, 1
' = + +0| — 2.4.17
kz; kK*—A  4n®  6n’ (n“j ( )

ve benzer islemler ile

o 1 B 2 1
2 TG +0(n4] 2.4.18)

n

sonuglar1 elde edilir. (2.4.16), (2.4.17) ve (2.4.18) kullanilarak,

n W 6n*

2 2
ln‘l’(/ln)=A+’u—g_/1°+2(a0—do)( 3,z "oj+z(ag_a~g)l”—2+o(i]

1

2

Il
S
(R
'
+
IS
|
OA)
+
|=\
~o
—~
S
(=)
X
(=)
N—
(39
+
N | W
—~
IS
(=)
|
X
(=)
N—
[
+
Q
/N
L =
S

2
‘P(ﬂn)=1+L2{A+,u0—/10+ﬂ—(a0—a~0)2+§(a0 ao)}o(i}j
n n
bulunur. a, = by =h ¥, (4,) ve
Hy =4,
hz_hlz hy = h, _ hy, = h, {1 S~ % }
Hoy = 2(a0—&0)+c° C°+O(nl3j 2(ay=ay) | 2(ay=a)n’
:z_irz Ezo—ao+é1—a1
2 4n’ 2 a, —a,
olmasindan,

r xtla,—a, a-a 2(A+u—-4) . 3 . 1
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yada
2 q, — 2(A+ pu,— 4
bo :_7[_ a4, — 4, (1_£+2_7Z—(~0 ao)j ill a, ( Hy 0)
4 2 T 3 a, —a, T
olmak iizere,
7 b, 1
a =—+—+0| — 2.4.19
"2 (n3j ( )

asimptotik formiilii elde edilir. Yani «, sayilar1 (2.4.3) esitligini saglar.

2. Admm: Ispatin tamamlanmasi i¢in Teorem 2.4.1 den goriilecegi iizere geriye Vn

icin &, >0 oldugunu gostermek kalmistir. Bunun i¢in

fonksiyonu verilsin. Hipotezden bu fonksiyonun kutup ve sifirlarinin gecismeli oldugu

bilinmektedir. Ayrica kutuplarin basit olmasindan,

_ hl A4, £20

Res(m(2),4,)= lim (A-4,)m(2) i

A4,
imﬁ'(uk_l)(‘u”_l):/un_ﬂn f[nuk_ﬂ“n
" A=A hy—h o A4 =4,

_(hz_}ﬁ ﬁv’lk_/ln j_l_L
ll’ln_ﬂ’n k=0 ll’lk_ﬂ’n an

elde edilir. Carpim igerisindeki ifadenin, gegislilikten dolayr hem k& <n hem de &k >n

n

icin isaret degistirmedigi kolaylikla goriilebilir. Dolayisiyla geriye —— katsayisini
M,

kontrol etmek gerekir ki burada yine gecislilikten dolayr Vn i¢in y, -4 <0 ya da
i, —A, >0 oldugu goriiliir. Bu nedenle tiim » degerleri i¢in &, sayilarinin tek isaretli

oldugu sonucu elde edilir. Ayrica (2.4.19) asimptotik formiiliine bakilirsa yeterince
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biiylik n degerleri i¢in ¢, sayilarmin pozitif oldugu goriiliir. Bu iki sonugtan dolay:

Vn i¢in a, >0 seklindedir. Boylece ispat tamamlanir.[]

Bu veri yardimi ile potansiyelin tek sekilde belirli oldugu da kolaylikla
gosterilebilir. Ancak bunun ile ilgili olarak Levinson (1949) tarafindan yapilan ¢alisma

verildiginden burada teklige yeniden girilmemistir.



3. TERS STURM-LIOUVILLE INSAA PROBLEMIi

1980' lerin ortalarinda Ters Sturm-Liouville Probleminde potansiyel i¢in varlik-
teklik problemleri, potansiyelin insaasina dogru kaymaya baglamistir. Bu alanda yapilan
calismalari, klasik teklik verisi ile potansiyelin insaasi ve nodal noktalar vasitasiyla
potansiyelin ingsaas1 seklinde iki baglikta incelemek miimkiindiir.

Bu boliimiin ilk kisminda ters problem i¢in nodal nokta verisi kullanilarak teklik
ve potansiyelin insaasi kisaca verilecektir. Son kisminda ise gergek hayatta ortaya ¢ikan
ilgili problemlerle daha uygun olan kismi veri yardimi ile potansiyelin ingaasi
islenecektir. Oncelikle kisaca gegmisten giiniimiize gelistirilen yaklasimlar
Ozetlenecektir. Sonra ilk olarak Alman matematik¢i Norbert Rohl (2005) tarafindan
calisilan amag fonksiyonu kullanilarak problem igin bir algoritma olusturulacaktir. Bu
algoritma yardimiyla hem iki spektrum hem de farkli tip veriler kullanilarak potansiyel

fonksiyonu insaa edilecektir.

3.1. Nodal Nokta Verisi ile Potansiyelin insaas

Nodal veri ile ilgili problem ilk kez McLaughlin (1988) tarafindan ¢ € I (O,l)

olmak iizere,
Y'()+[A=q(x)]y=0 . y(0)=y(1)=0

problemi i¢in yapilan calisma ile ortaya cikmistir. Ayrica ayni yil Shen (1988),
McLaughlin’ den bagimsiz olarak String operatorii i¢in ters nodal problemi ¢ozdii.
Hald ve McLaughlin (1989) calismalarinda daha once verdigi metodu

kullanarak,

y'(0)=hy(0)=0 ,  YO+Hy1)=0
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siir sartlari i¢in teklik teoremini elde ettiler. Sonra teklik sonuglari ile baglantili olarak
bazi smirlar ve algoritmalar olusturarak cesitli sayisal sonuglar verdiler. Yazarlar ayni
problemi, dikdortgensel zar ile ilgili 1995 yilindaki ¢alismalarinda Dirichlet kosulu igin
ele almis ve nodal uzunluklarin bir alt kiimesi vasitasiyla potansiyel fonksiyonun tek
sekilde belirli olacagin1 géstermislerdir.

Xue-Feng Yang (1997), 0< a, <7 ve q € L,[0,1] olmak iizere,
Y'(x)+[2-q(x)]y=0
y(0)cos(a)+»'(0)sin(e) =0

y()cos(f) +y'(sin(f) =0

problemini goéz Oniine alarak Hald ve McLaughlin tarafindan verilen bir sayisal ¢6ziim
gereksinimini ortadan kaldirarak nodal noktalardan bir tam ¢6ziim elde etti.

Law ve Yang (1998) calismalarinda ¢ potansiyel fonksiyonunun integral

ortalamasi ile birlikte nodal noktalar1 kullanarak, potansiyel fonksiyonu ve sinir
sartlarinin yani sira potansiyelin tiirevlerini de yapilandirmiglardir.

Law ve arkadaslar1 (1999) caligmalarinda sadece nodal noktalar1 kullanarak ¢
potansiyel fonksiyonunun diizgiinliigii iizerine ¢alismislar ve g € L, (0,1) icin basit ve
dogrudan bir yapilandirma formiilii vermislerdir.

Shen ve Shieh (2000), potansiyel fonksiyonu [0,1] araliginda tanmmli simetrik

bir matris degerli fonksiyon olmak {iizere, vektoryel Sturm-Liouville Problemini goz
Oniine alarak, asimptotik ¢6ziim, 6z degerler i¢in asimptotik yaklagim ve nodal noktalar
tlizerine ¢alismislardir.

Xue-Feng Yang (2001) calismasinda 0< e, f < 7 ve g € L,[0,1] olmak {izere,
»'()+[A-q(x)]y=0
y(0)cos(a)+ »y'(0)sin(a) =0

y()cos(f) +y'(sin(f) =0
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formunda iki Sturm-Liouville Problemi i¢in 6z degerlerin farki icin belirli kosullar

altinda bir tahmin gelistirmiglerdir. Bu tahmini kullanarak b€ (1/2,1] olmak {izere
(O,b) deki nodal noktalarin yogun bir alt kiimesinin, potansiyel fonksiyonunu ve sinir

verilerini tek sekilde belirleyecegini gdstermislerdir.

Chen ve arkadaglar1 (2002) calismalarinda Law ve arkadaglar tarafindan verilen

yapilandirma formiiliiniin yakisakliginin L, de oldugunu gostermistir.

Cheng ve Law (2006), Hill denklemi igin periyodik 6z fonksiyonlarin nodal

kiimesini kullanarak yapilandirma, teklik ve kararlilik problemlerini ¢alismiglardir.

Koyunbakan ve Yilmaz (2008) calismalarinda p(x),q(x)eLz[O,ﬁ] olmak

lizere,

—y"(x)+[q(x)+2/1p(x)—/12]y(x)=0

y'(ﬂ,/i)+Hy(7z,l) =0

difiizyon operatoriine karsilik ters nodal problemi gz oniine almiglardir. Caligmalarinda
sadece nodal veriyi kullanarak potansiyel fonksiyonu ve tiirevleri i¢in yapilandirma
formiillerini vermislerdir. Elde edilen sonuglar icin Law ve Yang’ 1n c¢alismalarini g6z
Oniine almiglardir. Ayni problem Dirichlet kosullart igin Buterin ve Shieh (2009)

tarafindan gz oniline alinmistir.

Chuan-Fu Yang (2010), g(x), u(x) € L, [O, 7[] olmak iizere
—y"(0)+q(x)y =21y

»'(0)=hy(0)=0, heRu{oo}

(7) = [ y(0) p(x)dx

problemini goz Oniine almis ve nodal noktalarin yogun bir alt kiimesinin simnir

parametresini ve potansiyel fonksiyonunu tek sekilde belirledigini gdstermistir.
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1
Chuan-Fu Yang (2012), I q(x)dx =0 olmak tizere,
0

—-y"+qy=1y , 0<x<l

y'(0)=my(0)=0, y'(1)-Hy(1)=0

1 1

—+0 |= —-0
oz+0)-ea

(1 o (1 1
y(E+Oj:a11y(5—0j+a2y£5—0j

stireksiz Sturm-Liouville problemi i¢in ters nodal problemi goz 6niine almis ve nodal

noktalardan ¢(x) potansiyel fonksiyonu, 4, H, a, ve a, katsayilar1 i¢in yapilandirma

formiilleri elde etmeye calismistir. Yazar 2014 yilinda ise a € (0, 7[) olmak {izere,
qel, (a,ﬂ) , XE [O,a] icin g(x)=0 olmak iizere

—y"(X)+q(x)y(x—a)=Ay(x) , xe(0,7)

y(0)cos(a)+»'(0)sin(e) =0

y(z)cos(f)+y'(m)sin(f)=0 , a,f<[0,7)

seklindeki gecikmeli Sturm-Liouville operatorii i¢in ters nodal problemini géz Oniine

alarak ¢,a,a ve f igin yapilandirma formiilleri verdiler. Ayrica teklik ve kararlilik

tlizerine ¢alismislardir.

Wang ve Yurko (2016) caligmalarinda
=y"(X) +q(x)y(x) = Ay(x)
y'(0,4)=hy(0,4) =0

y'(1,A)+ Hy(1,4) =0



83

1 1

— 4,4 |—ap| ==, A | =0
(302 )a(3-2)

1 1 1
(=42 |-a'y| == 4 |-by| == 4 |=0
y(z j”(z j y(z j

siireksiz Sturm-Liouville operatérleri igin ters nodal problemi gz oniine alarak [0,1]

araliginin [ao,bo], a, < % < b, alt aralifinda ¢ift-yogun nodal alt kiimelerin ¢ potansiyel

fonksiyonunu ve 4, H, b sabitlerini tek sekilde belirledigini gdstermislerdir.
a

Nodal nokta verisi ilk olarak McLaughlin tarafindan 1988 yilinda yapilan
calismada ele alinmistir. McLaughlin bu calismasinda Dirichlet sinir kosullart ile
birlikte Sturm-Liouville problemini géz oniine alarak uygun nodal nokta verisi ve
potansiyelin integral ortalamasini kullanarak potansiyelin tekligini gostermistir.

Boliimiin bu kisminda potansiyelin insaasina gegmeden 6nce hem konunun iyi
anlagilmas1 hem de konunun tarihi gelisimi igerisindeki dnemi nedeni ile bu ¢alisma

kisaca verilecektir. Bunun i¢in
y"(x)+[2=q(x)]y(x)=0 (3.1.1)
¥(0)=»(1)=0 (3.1.2)

problemi verilsin. Burada g € L, (0, 1) seklindedir. (3.1.1) denkleminin

yl(O,q,/l):yz'(O,q,/l)zl , yl'(O,q,/I):yz(O,q,/l):O (3.1.3)

baslangi¢ kosullarini saglayan y, (x, q,ﬂ,) ve y, (x,q,l) ¢Ozlimlerine temel ¢oziimler

denir. Bunun nedeni herhangi bir ¢oziimiin bu ¢oziimlerin lineer birlesimi olarak
yazilabilmesidir. Bu konu ile ilgili ayrintilar i¢in Poschel ve Trubowitz (1987) yazarl

kaynaga bakilabilir. Bu ¢oziimler ayn1 zamanda,

exp‘lm\/z‘\/;

yl(x,q,/l)=c05x/zx+0 |/1|
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exp‘Im\/ﬂ\/}
A

_ SIH\QZX_FO

v, (x.q,4) 7

asimptotik formlar1 saglar. Nodal noktalarin verisinin, y (x) 6z fonksiyonlarinin
koklerinin {x,j } L o j=12,..,n—1 kiimesi oldugu bilinmektedir. Ayrica Onceki

boliimden (3.1.1)-(3.1.2) problemi igin 4, 6z degerlerinin,

olmak iizere,
A =n'm’+c,+a,
formunda oldugu bilinmektedir.

(3.1.3) sartlar1 gbz Oniine alinarak (3.1.1)-(3.1.2) probleminin asikar ¢6ziim disindaki

cozlimleri icin y, (x,q,/”t) ¢Oziimiinilin katsayisinin sifir olmasi gerektigi dolayisiyla 6z

fonksiyonlarin sadece y, (x, q,i) ¢coziimii ile belirlendigi kolaylikla goriiliir.

Lemma 3.1.1. qeLz(O,l) icin (3.1.1)-(3.1.2) problemi verilsin. y,(x,q,4,),

A=A, , n=1,2,3,.. 6z degerlerine karsilik gelen 6z fonksiyonlar olsun. Bu durumda

2

x/(0) =i olmak tizere x/(¢)=x;(0)+ 0(%) esitligi saglanir (McLaughlin, 1988).

(m+1)
(2k+1 _m)

Lemma 3.1.2. £ =0,1,... ve m=0,1,2,....2" —1 olmak {izere bigimindeki

sayilarin kiimesi [O, 1] araliginda yogundur (McLaughlin, 1988).

Ispat: k£ =0,1,2,... olmak iizere her bir
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1 2 3 2k

07 ’ ) 9oy 71
2k+1 2k+1_1 2k+1_2 2k+1

dizisindeki ardisik sayilar arasindaki maksimum farkin £ —oco iken sifira gittigi

gosterilecektir. Bu farklar

281 PSS
241 2F 417 2f 2k

ve m=0,1,2,....2" =2 icin,

m+2 m+1 2k 41 1

2k+1_(m+1)_2k+1_m [2k+1_(m+1):|[2k+1_m} < ]

seklindedir. Buradan kil’ k. dizideki ardisik sayilar arasindaki farklar igin iist sinir
+

olur ve k — o iken sifira gider. Bu da ispati tamamlar.

Yorum: ¢ =0 i¢in 6z degerlerin A, =n’z" ve 6z fonksiyonlarin sin(mzx) oldugu

bilinmektedir. Dolayisiyla k =0,1,... ve m=0,1,2,...,2" —1 olmak iizere (2"+1 —m)2 7’

ile belirli kiime, ¢ =0 i¢in (3.1.1)-(3.1.2) probleminin tiim 6z degerlerini verir. Bu 6z

+1

degerlere karsilik gelen 6z fonksiyonlar ise sin((2"+1 —m)irx) olacagindan 2:111—

—m

, 0z

fonksiyonun bir sifiridir. Bu nedenle Lemma 3.1.2, verilen sayilarin kiimesi,

A= =x"" ye karsilik gelen 6z fonksiyon hari¢ her bir 6z fonksiyondan bir nodal

noktanin se¢imini temsil eder. Boylece ¢ =0 i¢in yukarida verilen notasyondan

m+l _ m+ 1
2/<+l —m 2k+1 _ m

oldugu goriiliir. Dolayisiyla ¢ =0 igin {sin mrx}:;2 0z fonksiyonlariin sifirlarindan

birer adet secilerek (0,1) araliginda yogun olan sifirlarin bir kiimesi insaa edilmistir

(McLaughlin, 1988).

Asagidaki lemma ile ayn1 sey keyfi bir g potansiyeli igin verilmistir.
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Lemma 3.1.3. gL, (0,1) olsun. Her bir n>2 tam sayist i¢in n=2""-m olacak
sekilde k=0,1,2,... ve m=0,1,2,..,2°~1 bulunsun. Ayrica sabit bir » icin

j(n)=m+1 olarak tanimlansin. Bu takdirde {x;f(")}w kiimesi (0,1) araliginda

n=2

yogundur (McLaughlin, 1988).

Teorem 3.1.4.
y"(x)+[/1—qi(x):|y(x):0 , i1=12 (3.1.4)
y(O):y(l):O (3.1.5)

1 1
6z deger problemleri verilsin. I q,(x)dx = J-qz (x)dx kosulu ile birlikte ¢, ,¢, € L, (0,1)

0 0

olsun. Her bir n>2 i¢in ](n) , Lemma 3.1.3" de verildigi gibi olmak iizere,

x/0) (g,)= X/ (¢,) oldugu varsayilsin. Bu durumda hemen hemen her yerde ¢, =g,

olur (McLaughlin, 1988).

Ispat: xe[O,l] keyfi bir nokta olsun. {x}{(”)} kiimesi (O,l) araliginda yogun
n>2

oldugundan  lim ;!

n)

=x olacak sekilde bir x,{k(”k) =x, alt dizisi mevcuttur.

Vo= (ta%,ink (%)) ve y, =y, (t: ‘]25/%, (% )) , (3.1.4)-(3.1.5) in sirasiyla g, ve g,
icin ¢oziimleri olsun. Bu durumda (3.1.4) sirasiyla ¢, ve ¢, i¢in y, ve y, ile carpilip

taraf tarafa ¢ikarilarak,
[yz 'V, =, 'yz]' = ':ql -4, +/1n,{ (ql)_ﬂ’nk (qz )]yzyz

ve bu esitlik 0 dan x, ya integre edilerek,

X

[yz')_’z _)_’2')’2]:;A =0= _”:% —4q, +/1nk (‘]1)_/1@ (qz):lyz (t)J_/Z (t)dt

0

elde edilir.
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Xk

Jk = nlfﬁzj.[% —4, +/1nA (%)_/1;1A (Q2)]y2 (ta%o/ink (%))yz (tquvﬂ*nk (Q2))dt (3-1-6)

0
tanimlansin. Yukaridan gériilecegi iizere k =1,2,... igin J, =0 olur. 4, =n’z’ +¢, +a,

1
ve hipotezden J.[q1 (x)—q, (x)] dx =0 olmasindan
0

ﬂ,nk (ql)—ink (qz) =a, (ql)—OtnA (6]2) =B, i(ﬂk )2 < oo elde edilir. Buradan k — o

k=1

iken 4, (q,)- Ao, (g,) — 0 oldugu goriiliir.

q=0i¢in =4, 06z degerlerine karsilik gelen 6z fonksiyonlar sin(nkmc) seklindedir.

Boylece [yz (x,O, A, (0))]2 =sin’ (n,7x) = {1 = (22nk7rx)} olup,

1- cos(2nkfrx)}

i [ o, )| 222

olacak sekilde bir m sabitinin mevcut oldugu goriilebilir ki bu

2

(nkﬂ')z [yz (x, Q1>/1nk (ql ))y2 (x, %a/ﬁtm (qz)ﬂ < {I—COS(anﬁx)}

oldugunu gosterir. Bu durumda (3.1.6),

Xk

J- !(% _qz)(l—cos(jnkm)Jdt

halini alir. Son olarak k& — oo iken I(ql —qz)cos(anm‘)dt —0 ve J, =0 oldugu

0

bilindiginden limit alinarak,

X

0=1limJ, = |(q,(1)—q,(¢))d

k—o
0

elde edilir. Buradaki sonug keyfi segilen sabit x i¢in saglandigindan
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O S

(ql(t)—q2 (t))dtzO , xe[O,l]

ve boylece [0,1] lizerinde neredeyse her yerde g, —¢g, =0 olur. Bu da ispat1 tamamlar.[ |

McLaughlin’ in verdigi bu teorem goriildiigii tizere Dirichlet sinir kosullari igin

gegerli olup a, E[O,ﬂ') igin
—u"+q(x)u =Ay
u(0)cosa+u'(0)sine =0 (3.1.7)

u(1)cos f+u'(l)sin f=0

seklindeki daha genel sinir sartlari i¢in daha genel teorem, 1997 yilinda Yang tarafindan
ispatlanmistir. Yang, nodal noktalar ile sadece potansiyeli degil, ayn1 zamanda sinir

kosullarini da belirleyecek sekilde tam formiiller vermistir.
1

Teorem 3.1.5. ¢ —Iq(y)dy € L,[0,1] potansiyeli ile «, B degerleri, (0,1) igindeki
0

nodal noktalarin herhangi bir yogun alt kiimesi ile tek sekilde belirlidir (Yang X, 1997).

(3.1.7) problemi goz oOniine alinsin. Bu 6z deger probleminin #>2 i¢in » inci

0z fonksiyonunun, (0,1) araliginda,

0< x:l (qvaoﬂ) <X§ (qvaoﬂ) << x;H (%05,,8) <1
seklinde tam olarak #n—-1 adet kokii oldugu bilinmektedir. Burada
X(q,a,ﬂ) = {xi-f (q,a,ﬁ) ‘ j=L2,..,n-1;n=23,... } ve buna bagli olarak nodal uzay,
NS[0,1]= {X(q,a,ﬁ) a,fel0,7),qeL, [0,1]} olarak tanimlansin (Yang, 1997).
Yang’ 1n galigmasinda ifade ettigi dort sorudan biri sdyledir: Eger X e NS[0,1] bilinirse

X(q,a,ﬁ) =X olacak sekilde g € L, [O,l] ve a,p € [0,72) i¢in agik bir formiil mevcut

mudur?
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Bu soruya asagidaki teorem ile cevap verilebilir.

Teorem 3.1.6. X:{x,{ ‘ j:1,2,...,n—1;n:2,3,...}eNS[O,l] oldugu varsayilsm. Bu

durumda,
1) [0,1] araligindaki tim x degerleri i¢in agsagida verilen
lim _nxj ;-1 n (3.1.8)
j/n—)x,j/n#x_ " J 2 o

(1Y, 1 1
I —— x| j—= ||| n-= 3.1.9
j/n—)lxlzljl/n#x _(n ijn (J 2]:|(n Zj ( )
lim i n—l x—j n—l (3.1.10)
Jjln—x,jln#x L 2 " J 2 o

lim [nx]—j]n (3.1.11)

Jjln—x,j/n#x

limitlerden bir ve yalniz bir tanesi mevcuttur. Bu limit (1/ 71'2) g(x) ile gosterilsin. Bu

durumda g(x) mutlak siirekli ve neredeyse her yerde dg (x) / dx mevcuttur.
i1) Eger

—cot'(g(0)) . (B.1.8)ve(3.1.9)durumu
0 , (3.1.10)ve(3.1.11) durumu

[=cot™(g(1)) . (3.1.8)ve(3.1.10) durumu
0 , (3.1.9)ve(3.1.11) durumu

() =2 L e(x)+(0) -2 (1)

1
alinirsa bu takdirde X (g,a,8)=X ve J-q (»)dy =0 olur (Yang, 1997).
0
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1 1
Yukarida J.q(y)dy #0 durumunda ¢(x)= 2(dig(x) +g(0) —g(l)}tjq(s)ds almnir,
0 X 0

3.2. Kismi Veri Vasitasiyla Potansiyelin Insaas:

Onceki kisimda ifade edilen formiillerden gériilecegi iizere insaa probleminin
¢Oziimii i¢in verinin bir tam kiimesine ihtiya¢ duyulmaktadir. Bunun tamaminin
deneysel olarak gozlemlenebilirligi zor oldugundan kismi veriyle potansiyelin ve eger
miimkiinse sinir sartlarinin ingaast dnem tagimaktadir. Aslinda Hald ve McLaughlin
(1989), bazi 6zel durumlar i¢in nodal noktalarin sonlu bir alt kiimesini kullanarak
potansiyelin varligi ve diizgiinliigii gibi bazi varsayimlarla birlikte adim fonksiyonlari

vasitasiyla g potansiyel fonksiyonuna yaklasmislardir. Bunun yaninda kismi veri olarak

daha ¢ok diger veriler ile alakali ve potansiyel iizerine kisitlamalar esnetilerek yapilan
calismalar da mevcuttur. Bu ¢alismalar daha 6nce de ifade edilen teklik teoremlerinde
ele alinan iki spektrum, bir spektrum ve bir normalizasyon katsayilar1 kiimesi, spektral
fonksiyon vb. verilerdir.

Ters Sturm-Liouville Problemi i¢in teklik iizerine ¢ok sayida c¢alisma
bulunmasina ragmen deneysel olarak elde edilebilen veriden potansiyelin insaasi ile
alakali ¢cok sayida ¢alisma olmadig1 goriilmektedir. Yapilan ¢aligmalarda genel olarak

daha once yapilan ¢caligsmalarin etkinligini arttirmak {izerinedir. Bunlar

1. Matris Metotlari
2. Doniistiiriilmiis problem i¢in Cauchy verisi elde etme

3. Optimizasyon metotlar1

ve birkag bagimsiz c¢aligma olarak siralanabilir. Burada gbéz Oniine alinan problem
yukarida verilen normal form Sturm-Liouville problemidir. Problem ile ilgili tarihsel
gelisim kisaca asagidaki gibidir:

Hald 1978 yilinda Dirichlet sinir sartlar1 ve simetrik ¢ potansiyel fonksiyonu
icin ters problemi goz Oniine alarak Rayleigh-Ritz metodunu kullanip potansiyelin,
sonlu terimden olusan Fourier acilimi i¢in problemi, bir matrisin 6z deger problemine
indirgemistir. Burada amag acilimdaki katsayilar1 belirlemektir. Daha sonra matrisin

boyutu arttirilarak ¢o6ziimiin, ters problemin ¢oziimiine yakinsadigi gosterilmistir.
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Metodun smir kosullart igin bir genellestirmesi ve ayrintt i¢in Yen (1978) tarafindan

ayni y1l yapilan tez ¢aligmasina da bakilabilir.
Paine 1984 yilinda benzer 6rnegi g e C’ [O, 7z] icin ele alarak N sayida 0z
degerden perisimetrik tridiagonal matrisi elde etme algoritmasi kullanmistir. Burada bir

diizeltme terimi kullanilarak elde edilen sonuglardan ortaya ¢ikan hatalar N sayisinin

artisina gore analiz edilerek bir grafik sunulmustur.

Sacks 1988 yilinda Dirichlet sinir kosullu Sturm-Liouville problemi i¢in a)(x,t)

fonksiyonu, ilgili Goursat probleminin ¢dziimii olmak {izere (ﬂ, ) karakteristik

n>1~n

degerlerini kullanarak
¢, (%) =q,(x)+2g(2x)-2F (q,)(2x)
iterasyon formiiliinii olusturmustur. Burada F(q)()=w, (0,¢) ve

g(r)= i[ﬂmsin knt —/ll%sin(/l,i/zt)j

k=1 k k

bi¢imindedir. Daha sonra ise ¢, fonksiyonlarmmin g potansiyeline yakinsamasi ele

alinarak cesitli niimerik ornekler verilmistir.
Lowe ve arkadaglar1 1992 yilinda dnce Dirichlet daha sonra genel ayrilabilir

siir kosullarini géz oniine alarak Sturm-Liouville problemi i¢in
N N-1
9" =qy+2 4.4, (x)
k=1

formunda bir potansiyel Onererek g =(q1,...,qN) vektoriinii aragtirmiglardir. Yazarlar

genel ayrilabilir sinir sart1 igin
{¢k (x)}:?N ={sin27zx,c08 27x,...,sin 2N 7rx,cos 2N zx}

trigonometrik fonksiyonlar1 goz Oniine almislardir. Boylece Fourier katsayilarini
belirlemek i¢in Newton metodundan faydalanmislardir. Metot ile ilgili olarak bir

yakinsaklik teoremi verdikten sonra algoritma ile ¢esitli 6rnekleri incelemislerdir.
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Rundell ve Sacks ayni yil inverse problemi ¢dzmek i¢in ilgili hiperbolik kismi
diferansiyel denklemi g6z Oniine almis ve bu denklem i¢in Cauchy verisini belirlemek
icin spektrumlart kullanmislardir. Daha sonra ise bu problemin ¢oziimii i¢in sirasiyla
ardisik yaklagimlar metodunu ve Quasi-Newton metodunu kullanmiglardir. Son olarak
bu yaklasim, diger teklik verileri i¢in modifiye edilerek smooth, siirekli non-smooth ve
stireksiz potansiyeller {izerinde yaklagimin etkinligine bakilmistir.

Neher 1994 yilinda simetrik potansiyelli Dirichlet problemi i¢in 6z degerler ve

simetrik baz fonksiyonlar1 verildiginde g potansiyel fonksiyonunun arastirilmasini ele

almistir. Yazarin ¢alismasi, potansiyel fonksiyonunun
q(x)=q(xa)=4(x)+ 2 a,g,(x)
j=1

formunda yazilip a; sabitlerinin belirlenmesine dayanmaktadir. Bu nedenle verilen 6z

degerler v, , i=1,2,...,n olmak lizere,

icin f (a) =0 kok bulma probleminin ¢éziimiinde Newton metodu kullanilmastir.

Fabiano ve ark. 1995 yilinda simetrik ve genel potansiyelli Dirichlet problemini
géz Oniine almig, caligtiklart aralifin parcalanisi iizerinden problemi bir matris
denklemine ¢evirmislerdir. Bu denklemde katsayilar matrisini belirlemek i¢in simetrik

ve genel potansiyel i¢in sirasityla 6z degerlerin sonlu bir kiimesini ve bu kiime ile
birlikte u¢ hiz degerlerini yani In Uy[ (ﬁ)“ . (0)‘} degerlerini kullanmislardir.
Vi

Andrew 2004 yilinda Fabiano ve arkadaslarinin calismasinda Newton metodu
yerine Numerov metodunu kullanmistir. Yazar 2005 yilinda durumu genellestirmis,
2011 yilinda ise sonlu fark metodunu yine problemin ¢éziimii i¢in kullanmaistir.

Brown ve arkadaslar1 2003 yilinda ters problemin ¢éziimii i¢in 6z degerlerin ve
uygun baglangic deger problemlerin ¢ozlimleri arasindaki lineer bagimlilik
katsayilarinin sonlu bir sayisin1 kullanmislardir. Bu sabitler ikinci bir spektrumdan elde
edilebilen sabitlerdir. Bu ¢alismanin dogrudan optimizasyon mantig1 iizerine kurulu ilk

calisma oldugu goriilmektedir. Kullanilan amag¢ fonksiyonu,
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1

Glq]= ﬁ: {wnj[(uqn (x, A, ) - Cnv;,n (x, A ))2 + (uq’n (x, A, ) -Cv,, (x, A, ))2 } dX}

0

bi¢iminde olup u_,, v,, fonksiyonlart g potansiyelleri igin uygun baslangi¢ sartlarina

sahip ¢oziimler, {ﬂ, Cn} ise verilen verilerdir. Kullanilan metot en dik inis yontemidir.

Rohrl 2005 yilinda, Brown ve arkadaslar1 gibi bir amag fonksiyonu belirleyip
Polak-Ribiere eslenik gradiyent yontemini kullanmistir. Yazar Q test potansiyeli igin

iki spektrumdan sonlu eleman alarak,

G(a)= Y o, (A, —ton) (3.2.1)

(i,n)e{l,Z}xN

amag fonksiyonunu kullanmistir. Burada @, , pozitif agirlik fonksiyonlaridir. Boylece

elde edilen sonuglar grafikler kullanilarak gosterilmistir. Yazar 2006 yilinda ise
calismasini ayn1 zamanda sinir katsayilarinin belirlenmesi problemine genellestirmistir.

Rafler ve Bockmann (2007), Rundell-Sacks algoritmasinda modifikasyon yaparak
genel referans potansiyelini géz Oniine almislardir. Sunduklart  yaklagimin

yakinsakligini ¢alisarak L, ve L, i¢inde niimerik 6rnekler vermislerdir.

Bu ¢aligmalar yaninda ters problemin ¢6ziimiinde Sinir Deger Metodu (BVM) i¢in
Kamanee ve Bockmann (2009), Ghelardoni ve Magherini (2010), Sonlu fark metodu

i¢in Gao ve arkadaslarinin (2015) ¢alismalarina bakilabilir.
3.2.1. iki spektrum verisi

Burada Roéhrl (2005) tarafindan verilen amag fonksiyonu i¢in iki spektrumun 6z
degerlerinin kismi verisi yardimiyla En Dik Inis Metodu kullanilarak potansiyelin
insaast ele alinacaktir. Rohrl ¢alismasinda Polak-Ribiere eslenik gradiyent metodunu
kullanmistir. Bu amag fonksiyonunun tiim kritik noktalarinin global minimumda oldugu
belirtilmistir. Rohrl” iin ¢alismasinda herhangi bir hesaplama algoritma verilmemesine
karsin asagida da verilen asimptotik formiilasyonlarda olusacak hatayi diigiirmek igin
biiyiik 6z degerlerin kullanilmasinin uygun olacagi agiktir. Bu ¢alismada, problem i¢in

verilen verinin elde edilmesi ile ilgili olarak bir bilgi verilmeyecek olsa da g6z Oniine
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aliman sisteme midahale ile kismi bir verinin deneysel olarak elde edildigi
bilinmektedir. Bu verilerin ilk 6z degerler olmasi ve az sayida olmas1 olagandir. Burada
Rohrl, Brown ve arkadaslan tarafindan ¢alisilan potansiyeller ilizerinden Mathematica
programi1 yardimiyla olusturulan algoritmalarin sonuglar1 verilecektir. Bunun igin
kullanilacak amag fonksiyonu ve ilgili teori bu ¢aligmalarda mevcuttur. Yine de ihtiyag
duyuldukga ilgili teoremler ispatsiz olarak verilecektir.

Iyi bilindigi iizere (3.1.7) problemi igin smr kosullarinin degismesi ile elde

edilen iki spektrum, ¢ potansiyel fonksiyonunu tek sekilde belirler (Bkz. 2.2.1

Levinson yaklasimi). Bu calismada oOncelikle ele alinacak kismi veri bu teklik

calismasina dayanmaktadir. Yani iki spektrumun sonlu sayida elemani kullanilacaktir.
N, dogal sayilar kiimesinin ilk elemanlarindan olusan sonlu bir alt kiimesi olmak tizere

1,754

ele alinacak amag fonksiyonu, (i, j)e[ =N0><{1,2} icin { M—,,—,Q} ve {/’t } sirastyla

hedef potansiyel ve iterasyon potansiyelleri i¢in spektrum ¢iftleri olmak iizere,

G(q)= Z a’i,j(lm,q ~Hija )2

.yl

seklindedir. Buradan ve A

i,.9

1
[h]:'[hgzj (x,q)dx (Poschel ve Trubowitz, 1987)
0

olmasindan,

VG(q)=2, j-a)u (ﬁ“i,j,q - ,U,-,LQ)gi,—h dx

(i.j)e!
oldugu kolaylikla goriilebilir. Eger i@, ; toplanabilirse bu durumda H gfj “Hl =0(i) ve
ﬂ“i,j,q “Hijo= 0(1) Oldugundan,

2

, 8
VG(g)=2 Y (i+))e,, (4, - ,.,J.,Q)Hfl
(i,j)el

H' i¢indedir (R&hrl, 2005).
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Teorem 3.2.1. Oz fonksiyonlarin karelerinin {gi}. ‘(i,j)eNox{lﬂ}} kiimesi H'

icinde lineer bagimsizdir (Rohrl, 2005).

Bu tarzda bir amag fonksiyonunun ilk defa Brown ve arkadaslar1 tarafindan ele alindigi
goriilmektedir. Rohrl ise problemi, bu ¢alismadan farkli olarak dogrudan 6z degerlerin
iki kiimesini g6z Oniine alarak hem basitlestirmis hem de daha sonraki c¢alismasinda
(Rohrl, 2006) goriilecegi lizere siir kosullarinin da belirlenmesi problemine
genellestirmistir. Yine de hesaplama olarak Rohrl iin algoritmasi daha hacimlidir.
Ciinkii ¢alismasinda sinir deger problemlerinin ¢éziimiine ihtiyag duymaktadir. Halbuki

diger calisma baslangic deger problemlerinin ¢oziimiine dayanmaktadir. Yukarida
verilen G(q) Rohrl tarafindan verilen ama¢ fonksiyonudur. Bu calismada pozitif
agirliklar , ; =1 olarak alinmugtir. Caligmanin mantigi G(q) fonksiyonunu adim adim
minimize edecek sekilde ¢ potansiyel fonksiyonlar1 yardimiyla hedef potansiyele
olabildigince yaklagmaktir. Bu nedenle oOncelikle G(q)zO olacak sekilde bir ¢

potansiyel fonksiyonunun varligi énem arz etmektedir. Her ne kadar 6zel durumlarda

farklilasma s6z konusu olsa da varlik problemi ikinci boliimde verilen ile aynidir. Yani

{4

i,j,q} kiimesinin elemanlarinin (3.2.1) formiilasyonu ile birlikte gecisli olmasi

gereklidir. Ayni zamanda
i) sina,sinf,siny #0
ya da
i) a=pF=0,siny#0
secimini almak G(q)zO olacak sekilde bir ¢ potansiyel fonksiyonunun varligi i¢in
yeterdir. Kismi veri ele alinacak olsa da «,; agirliklarmin toplanabilir olmasi

durumunda tam veri icin bile G(q) ile verilen serinin yakinsak olacagi (3.2.1)

asimptotiklerinden goriilebilir. Ustelik G(q) =0 olmasi i¢in gerek ve yeter sart g =Q

olmasidir (Rohrl, 2005).
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Teorem 3.2.2. Eger [ sonlu ise G(q), bir ¢ potansiyeli i¢in lokal minimuma sahip

degildir; yani Vhe H' [0,1] i¢in
G[h)(q)=0< G(q)=0

olur ve bu sonu¢ algoritmanin, G(q)zO olacak sekilde minimizasyonu

gerceklestirecegini gosterir (Rohrl, 2005).

Buradan goriilecegi iizere minimizasyon siirecinin sonucu, bizi G(q) — 0 dolayisiyla

da 4

i g > Mo olacak sekilde bir ¢ potansiyeline yaklagtirir.

Kullanilacak olan algoritma bir optimizasyon metodu olan en dik inis yontemine

dayanmaktadir. Bu metot agsagida 6zetlenmektedir (Polak,1997):

Adim 1. Bir g, baslangi¢ potansiyelini seg.

Adim 2. G[ql.] degeri yeterince kiiclik ise dur, degilse sonraki adima geg.
Adim 3. VG|gq,] gradiyentini hesapla.

Adim 4. G| g,—hVG|q,]] fonksiyonunu / parametresine gore minimize et.

Adim S. g, =q,—h VG[qi] olacak sekilde yeni baslangic potansiyeli i¢in ayni

adimlar1 yeterince kiigiik G[qm] elde edene kadar stirdiir.

Simdi (1.1) Sturm-Liouville problemi verilsin. & ve £ ile belirli sinir sartlarina gore

{4

» } . degerlerinin asimptotik formlar1 i¢in li¢ durum mevcuttur (Réhrl, 2005):

= '_1)2 _ZSin(,B—a)+

1
- - ‘[th+an , sinasin B#0
sina sin

0

(
2 1
A = ﬂz(i—lj _—2(fosacosﬁ+‘|~th+a
sin(f—-a) 3

n 2

sinasin f=0Asin(f—-a)#0(3.2.2).

1
ﬁ2i2+J.th+an , sSina=sin =0
0
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Burada a, € I* seklindedir. Bu 6z deger asimptotik formiillerine karsilik olarak gelen
normlastirilmis 6z fonksiyonlarin karesini hesaplamak oldukca kolaydir. Bunun igin
Sturm-Liouville diferansiyel denkleminin y(O):sina , y'(O):—cosa baslangig
deger problemi goz Oniine alinarak 6z fonksiyonlar i¢in asimptotik formiilasyonlar

hesaplanir. Bunun icin Hoschstad (1973) tarafindan yapilan c¢alismaya bakilabilir.

Ormnegin a=f=0 ve =0, j =% degerleri i¢in @ =0 oldugundan yeterince biiyiik

|/1| degerleri igin

ol

ile verilir (Hoschstad, 1973) . Bu sonug kullanilarak,

W Sinz/;/_h+0(\/i—3j _1 coszfx+0(1]
R T T

fonksiyonu elde edilir. Boylece (3.2.2) asimptotiklerinden =0 ve y zg icin sirastyla

:(1—cos(2i+2)7rx+OG)](I—OGJJF..)

~

1—c0s(2i+2)7zx+0(1.j
2 i

gi,l
1

yani

gl =l—cos(2i+2)ﬂx+0(lj (3.2.3.2)
i
ve benzer sekilde,

g, =1—cos(2i+l)ﬂx+0(lj (3.2.3.b)
i
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formiilleri elde edilir. Burada verilen a ve [ degerleri Rohrl tarafindan yapilmisg

makalede calisilmig degerlerdir. Yazar tarafindan incelenmis diger degerler ise

a=p =% ve a =%, p= —% seklinde olup bunlara karsilik gelen normlastirilmis 6z

fonksiyonlarin karesi ise her {a, p } ikilisi i¢in

gim} =1+cos(2i7rx)+0(l] (3.2.3.0)

l

olarak verilmistir. Bu formiilasyonlardan goriilecegi iizere asimptotik formiiller igin

ayni gf i formuna yol acan sinir sartlar1 i¢in kullanilan veri miktar1 sabit kalsa da gf i

fonksiyonlarin adedi yariya diisecektir. Dolayisiyla verinin etkisi azalacaktir. Bu etkinin

azalmasinin nedenlerinden bir digeri ise siirekli olarak degisen katsayilara sahip ayni

gfj fonksiyonlarmin benzerleri ile bir miicadeleye girismesidir. G6z Oniine alinacak

fonksiyonlar Brown ve ark. (2003) tarafindan caligilan fonksiyonlar olup bunlar

o' (x) =75.16x° —176.44x" +129.35x* =30.67x" +2.6x” +0.001x

-35.2x7 +17.6x ., 0<x<0.25
0’ (x)=4352x"-352x+88 ,  025<x<0.75
-32.5x* +52.8x-17.6,  0.75<x<l

0 , 0<x<0.1
7x-0.7 , 0.1<x<03
35-7x 03<x<05

0"(x)=1, . 05<x<0.7
4 , 0.7<x<0.9
2 , 09<x<l1

seklindedir. Burada ¢=0 veya ¢ =sabit alnacaktir. Ilk algoritma igerisinde
“Minimize” komutu kullanilmistir. Bu komut, G(q) degerini bir dereceye kadar
kiigiiltiip G(q) degerini sabitleyerek test potansiyeline yaklasimi saglamaktadir. Bu

komutun kullanim1 sonucu elde edilen grafikler sekil 3.1' de verilmistir.
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Sekil 3.1. O' (x) ve O° (x) i¢in “Minimize” komutu yaklagimlari

Yukaridaki grafikten de goriilecegi iizere Q' (x) test potansiyeli orijinden

baslamasina ragmen kendisine 6teleme verilmistir. Buradaki amag baslangi¢ potansiyeli
sifir disinda bir sabit oldugunda ortaya ¢ikacak sonucu vermektir. Goriildiigii tizere bu
durumda baslangi¢ potansiyelinde salinimlar ortaya c¢ikmaktadir. Bunun nedeninin,

karsilik gelen 6z fonksiyonlar i¢in ¢oziimiin (Pdschel ve Trubowitz, 1987)

y(x)= smf/g’x) +Esm[%x_t)] q(t)y(t)dt

formunda olmasidir. Yani Vn igin ¢,(0)=g¢,(0) olur. Bu ise, ¢,(0)=0(0) seklinde

uygun bir baslangi¢ potansiyeli kullanilmadiginda baglangi¢ noktast civarinda
salimimlar ortaya ¢ikarir. Bu durum hem bir hesaplayict durumunda hem de asimptotik
formiillerde ortaya ¢ikmaktadir.

Genel olarak burada verilen “Minimize” komutu her ne kadar kotii olmayan bir

yaklagim verse de, minimum G(q) degerlerinin komut tarafindan belirlenmesi ve

birkac iterasyondan sonra sabitleyerek ilerlemesi biiylik bir sorun teskil etmektedir.
Ciinki bu haliyle gereginden fazla diizensiz si¢gramalara neden olmakta ve bu sigramalar
neticesinde iyi bir yaklasim elde edilememektedir. Bu komutlar ic¢in hassasiyet
arttirlldiginda ise bu, oldukg¢a biiylik bir zamana mal olmaktadir. Rohrl farkli bir
optimizasyon metodu kullansa da bu iki grafik i¢in ii¢ ve dort iterasyonda ¢ok daha iyi

yaklagimlar elde etmistir. Ikinci béliimden teklik igin iki spektrumun tamaminin
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gerektigi ve sonlu sayida bilinmeyen 6z degerin ne kadar farklilasmaya yol agacagi
diisiiniildiigiinde, sonsuz sayida 6z deger bilinmeden bu kadar az iterasyon ile bu kadar
1yl sonu¢ alinmas1 muazzam bir olaydir. Kendisi hesaplamasinda asimptotik formiilleri
kullanmistir. Biiyiik 6z degerler kullanildigi siirece bu formiillerin kullanilmasinin
hicbir sakincast yoktur ki kendisi de ¢aligmalarinda yeterince biiyiik 6z degerler ile
calismanin 6nemini ifade etmistir.

Metot algoritmasinin  olusturulmasinda  kullanilan  bilgisayar programi
Mathematica olup oncelikle “Eigen” paketi yiiklenmistir. Aksi durumda 6z deger
hesaplayicist olarak kullandigimiz “EigenNDSolve” komutu ¢alismamaktadir. Bu paket
ve ilgili 6rnekler (Squire, 2013) kaynaginda goriilebilir. Bunun yaninda algoritmadan da
goriilecegi lizere Adim 4. E kadar 6z degerler i¢in asimptotik formiillerin kullanilmasina
gerek yoktur. Yani 6z degerler bir 6z deger hesaplayicisi ile daha iyi olarak
hesaplanabilir. Ancak Adim 4' de / parametresinin elde edilmesinde “Minimize” ya da
“FindMinimum” gibi bir hesaplayici kullandigimiz siirece bu formiillere ihtiyag
duyariz. Ciinkii sabit disinda alinan potansiyeller i¢in tam ¢dziime ulasmak neredeyse
imkansizdir. Dolayistyla ¢6ziimii bir parametre cinsinden ifade edemeyiz. Bu nedenle 7

parametresi i¢in kullanilacak yaklagim asagidaki gibi elde edilecektir:

1
Genel gosterim igin 4, (a, ,B) =F 5+t I g ds+a, formiilasyonu kullanilsin.
0

Burada F,, , fonksiyonunun kargiligmin ne oldugu (3.2.2) formiillerinden kolaylikla

goriilebilir. Bu durumda Q test potansiyeli ve ¢, yaklasik potansiyelleri i¢in,

A (a,ﬂj ) ~ g (a,ﬂj) - li,q,,—hVG(qn) (“= B, ) —Aig (“= 'B/)

=F.z +j‘qu—h_1[VG(q)ds+al.’j,qm 4o (a, ].)
0 0

1

= |:ﬂ’i,qn (a’ ﬁj ) _/11',0 (a’ﬁj ):| —hJ-VG((])dS +(ai,j,qn+1 “dijg, )

0

bulunur. Buradan 4, ;, =a —a, . €l’ terimi ihmal edilerek,

L i,j,q
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(g, ~hv6ls,)- 3 {wxa,ﬂf)[m,% (@.8)- 4o 5,)] 4] vt <s>]ds]2}

i':m 0
Jj=1.2

elde edilir. Dolayisiyla 4 parametresine gore tiirev alinarak,

iG[anrl] = ZIVG[Qn]dS{ Zk: {a)z (aa ﬂj )U:/li,q,, (Cl, ﬂj )_ﬂ’[,Q (Cl, ﬁj ):| - hIVG[C]n]dSJ}}

dh

i=l1
Jj=12

ve bu sonug sifira esitlenirse,

k

> (@) ([, (@)~ Ao )]

i=l1

h _j=12

> {a) (. 8,)] VG[qn]ds}

i=1
J=12

1
bulunur. Diger taraftan I g @, B)ds =1 olup o, (a, B; ) =1 alnip
0

k

2 (A (@8- 2o (@.5)))

j = 4712 1
2k j VGlg,1ds
Zk: (ﬂ’i,qn (O{, j)_/li,Q(a’ﬁj))_l[giz,q(aﬁﬁj)ds
. 2ijG[qn]ds
_([;{(2’61 (a .i)_ﬂ’i,Q (a"B./))giz,q(a"Bj)}dS (1/2)j‘VG[qn]ds
—_ =12 1 _ 1 0 :E

2k[VGlg,1ds 2k[VGlg,1ds

0
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1

bulunur. Eger toplam bir m degerinden baslatilsaydi bu durumda 7 =———
4(k—m+1)

olacag aciktir.
Simdi dogal olarak “bu ihmal, # degerlerinde nasil bir etkiye sahiptir?” sorusu

ortaya ¢ikmaktadir.

1

Ay =g, = i, =i, (a, B ) ~ A, (“’ﬂf ) + hIVG(q)dS

0

oldugundan % parametresine gore tiirev alinirsa, toplam igerisine

dlj;;lj,n _ d (%a./,qn;h_ 27,./1‘1;; ) + jVG[qn] — djﬂ./#ml déqlr]:rl _ diﬁj,q” ddqhn
0 4 q

n

+[VGlg,]

1

= gf’j,q"VG[qn_l 1- giz,.f,qMVG[qn]"' _[VG[qn]

0

carpaninin gelecegi goriiliir. Tim {i,n} ikilileri i¢in j=1,2 oldugunda farkh

1
g,,VGlq, |-g,, VG[q,] ifadeleri ~aym - I VG|g,]dx  sabitine esit

0

olamayacagindan bu carpan, s parametresinin hesaplanmasina etki etmez. Aslinda

bunu sifir yapan degerler, aranan potansiyelin tamamen kendisine iterasyonun (n—l)

inci adiminda ulasildigint gosterir. Boyle bir sey uygulamada imkansiz goriilse de,
olmasi sonraki adimda minimizasyon parametresine ihtiya¢ duyulmayacagini gosterir.

Dolayisiyla bu durumu hesaba katmaya gerek yoktur. Diger taraftan toplamin i¢indeki

diger ¢arpan igerisinde 4, lerin kendisi kalir. Bu ise a)i(a,ﬂj)=l olmak tizere,

k 1
parametrenin belirlenen degerine her n degeri icin Z 4., /(2kJ-VG[qn]dsJ
i=1 0

j=1,2
teriminin eklenmesi anlamina gelir. Yapilan 6rneklerde bu degerin, G(qn) degerlerinin
kiiciilmesinde 10~ degerlerine kadar kiiciilmeyi engelleyici bir etki olusturmadig
gorilmiistiir. Dolayisiyla hem iterasyonla elde edilen ¢, fonksiyonlarnin 6z

degerlerinin daha iyi hesaplanmasinda hem de algoritmanin ¢ok daha hizli ¢aligmasinda
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goriilmustir ki bu ihmal fazlasiyla kazangli bir sonu¢ dogurmustur. Bu ihmalin, goz
Online alinan test fonksiyonu diizgiin olmasa bile diizglin fonksiyonlar ile
yaklagilmasindan dolay:r kiigiik etkisinin degismeyecegi ancak sinir kosullari i¢in bu
etkinin engelleyici olmasa da degisecegi vurgulanmalidir. Bunu farkli sinir kosullari
icin verilmis ornekler lizerinde iterasyon sayisinin artigi ile gormek miimkiindiir. Burada

unutulmamasi: gereken, yapilan ihmalin 6z degerler ve 6z fonksiyonlar ile alakasinin
olmadigidir.  Thmal sadece G(qn —hVG(qn)) ifadesinin  kiigiiltiilmesinde, 4

parametresini elde etmek icin kullanilmistir. Dolayisiyla bu ihmalin tek etkisi, iterasyon

sayisini arttirma yoniinde olabilir.

Asagida Mathematica programi ile birlikte bir algoritma sunulmustur. Bu
algoritmada bir test potansiyeli igermektedir. Orijinal algoritma boyle bir test

potansiyeline sahip degildir.

Get["Eigen'"];

Timing [Parallelize[ p,={1ilk spektrumunilk k elemani };
, ={1ikincispektrumunilk k eleman1 };

a=adegeri; B,=PB, degeri; B,=p, degeri
k=spektrumlardan alinacak ardisik eleman sayisi

t=ilk elemanin siras1

H, , = EigenNDSolve [{—&” [x]+Fx&[x]=0&[x],£[0] Cos[a]+&'[0]Sin [a]==0,

g[1]Cos[B, ]+& [1]Sin [B,]==0}.&,{x,0,1} &, Npoly — 80 ;

?».7 0F = Part[H .1, i];

1
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H = EigenNDSolve[{—é”[x]JrFx §[x]==wE[x],5[0]Cos[a]+&[0]Sin[a]==0,

?;[1] Cos [B2]+§'[1] Sin[B2 ] ==O} 6, {X,O,l} ,o, Npoly — 80];
A =Part[H, ,Li];

q,=0;
For [n=0 ,n<10000,n++,

FJ= 3 (o =t L) = [0 )
Print[" ",n,"G[q]",G[q,].""];
. Tame[NDsOlve[{yf [X]+ (Mo, — 4, ) %3 [X]==0,
y,[0]==Sin[a].y; [0]=-Cos[a}.y,.{x0.1} |- fik} |
h [x_]:=Table| (y,[x])' /&, [[i]]{i.k} |

To,i =

1
NIntegrate[( [ ]])[ l]] X ,0,1 ]
g = Table{NDSolve[{yi" [X]_I_()\‘i,l,q,, - qn)x y; [x]==0,
v [0]=sinfa].y,, [0]——Cos[a]}., ,{x,o,l}},{i,k}}

h [x_]= Table[( x]) /gl[ H {i,k }

T, =

1 .
" Nintegrate (i, [ J[[T) 1], 0.8
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VG[F .x ] 22((% [Tt ([T 1]+

(}"i,l,F -1 [[i]])xm % (hl [x] [[1]])[[1]] )

Qo1 =490 — XVG[qn ’X];

4(k—1+1)
If G[q,]>10*,n ,n=10000 |
Print [Plot [qn , {X,O, 1} ,PlotLegends — "Expressions",

AxesLabel —» {X, q} ,PlotLabel — "Potential Function",

PlotStyle — {LightBlack, Lighter}]ﬂ : Method — "FinestGraine du:|

Burada oncelikle diizgiin Ql(x) test potansiyeli, farkli sayida veri ¢iftleri ve

noise etkisi ile birlikte gbz Oniine alinacak, daha sonra sadece farkli sayida veri giftleri

icin diger O°(x) ve O’ (x) potansiyelleri incelenecektir. Burada yer almasa da bunlar

disinda incelenmis farkli fonksiyonlar i¢inde karsilagtirmali olarak kisaca yorumlara yer

verilecektir.

Potential Functions

L=
(%]
[
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Sekil 3.2. O' (x) i¢in Algoritma-1 yaklagimlari ve G(q) degisimi

Sekil 1. de Q' (x) test potansiyeli i¢in sirasiyla (a)' da iki, (b)' de {i¢ ve (c)' de bes veri

cifti kullanilmistir. (3.1.7) problemi i¢in spektrumlarin elde edilmesinde o = =0ve
a=0, =% ile belirli siir kosullar1 ele alinmistir. Bu sonuglarin elde edilme siireleri

1585.27, 4483.42 ve 18761.1 saniye yapilan iterasyon sayilari ise sirastyla 41, 64 ve

110 seklindedir. Ayrica verilen stirelerin ve iterasyon sayilarinin « =kz  k €Z igin bir

Olciit olarak alinacagi unutulmamalhidir. « # k7 igin artislar gozlemlenmektedir. Farkli
test fonksiyonlari i¢in yapilan hesaplamada, istenen egriye ulasmak secilen egriye gore
degismekle birlikte kayda deger bir fark goriilmemistir. Yani bazilarina daha iyi
bazilarma daha kétii yaklasim olsa da ortaya ¢ikan fark biiyiik degildir. Ustelik bu fark
daha ¢ok 2 ¢ift veri i¢in gozlenmistir. Veri ¢ifti sayisi (6rnegin 5 ¢ift veri) arttik¢a elde
edilen sonuglar hemen hemen ayni olmustur. Her bir grafik i¢in hassasiyet 10 olarak
alimmustir. Bu degerin uygunlugu i¢in 2 ¢ift veri durumu referans alinmistir. Bu nedenle
daha fazla veri igin bu hassasiyet esnetilebilir. Ornegin 3 ve 5 ¢ift veri igin sirasiyla
2.31438x10™° ve 3.21442x107° hassasiyette elde edilen grafikler ile yukarida verilen
107 hassasiyetli grafikler arasindaki farklilik goz ile goriilemeyecek diizeydedir. (d) ile

verilen grafik, 5 veri ¢ifti icin (—0.01,0.01) araliginda rastgele noise terimleri

kullanmilmistir. Goriildiigii tizere deneysel ortamin diizensizligi bile elde edilen sonuglar

icin ciddi bozulmalara neden olamamaktadir. Ayrica uniform noise i¢in ise elde edilen
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sonuclarin kayda deger bir etkiye sebep olmadigi goriilmiistiir. Bunun i¢in yine smooth

test potansiyeli ile birlikte 5 ¢ift veri kullanilmustir. (e) grafigi ise G(qn) degerlerinin,
iterasyon sayisina gore degisimini gostermektedir. Yukarida verilen algoritmada

If [G[qn]>10'6, n, n=10000]; komutu yerine,

If [G[qn 1>10°, n, {Print [ListPlot [Table[G [q;].{i,1 ,n}] ,

AxesLabel — {Z+ ,G} ,PlotLabel — "Distribution of G"ﬂ ,n=1 0000}}

komutunun alinmasi ile G[g, | i¢in verilen grafikler, hesaplamanin sonunda elde
edilebilir.

Asagida verilen grafikler ise sirastyla O (x) ve O (x) potansiyelleri i¢in belirli

sayida cift kullanilarak elde edilmis sonuglardir.
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Sekil 3.3. O° (x) ve O (x) icin Algoritma-1 yaklagimlar
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Sekil 3.3' de Q> test potansiyeli icin (a) ve (b) grafiklerinde olmak iizere

sirastyla 10 ve 15 ¢ift veri kullanilmistir. O° igin ise (c) ve (d) grafiklerinde sirasiyla 20

ve 25 ¢ift veri kullanilmastir.
3.2.2. McLaughlin-Rundell verisi

Bu kisimda McLaughlin ve Rundell tarafindan 1987 yilinda verilen teklik
teoreminde kullanilan veri kullanilacaktir. Daha sonra bu teoremde modifikasyon
yapilarak ger¢ek problemlerde ortaya ¢ikan az sayidaki veri yardimiyla potansiyel
fonksiyonu elde edilecektir. Burada fiziksel problem igin sinir sartlarina yeterince

miidahale edildigi varsayilmaktadir.

—y"+q(x)y=21y , xe(0,1)
(3.2.4)

»(0)=0,y'(1)+By(1)=0
problemi verilsin. Burada q(x) el, (0,1) ve k=1,2,... igcin A, bir reel sayidir.

Teorem 3.2.3. ¢ (x), ¢(x)eL,(0,1) ve j pozitif bir tam sayi, B, , k=12,.. i¢in
—0< B, <o olacak sekilde farkli reel sayilar ve 2,(q.8,)=4,(q,.5;) olsun. Bu

durumda hemen hemen her yerde ¢, = ¢, olur (McLaughlin-Rundell, 1987).
Bu teorem verilen sartlar ile birlikte veri olarak sonsuz spektrumun ;.

elemanlarinin kiimesinin, (3.2.4) problemi i¢in potansiyelin tekligini garanti ettigini

sOyler. Bu teorem ile dnceki teklik verisini birlestirmek miimkiindiir.

Teorem 3.2.4. {5} " kiimesi Teorem 3.2.3' de tarif edildigi gibi olsun. n=1,2,...,n,

icin {k} =U{kn} olacak sekilde {f,}  kiimesi tizerinde ayrik bir ayrisim verilsin.

n

Yani { ,Bk}k: = U{ ,Bkn} olacak sekilde ayrik { ﬂk”} kiimeleri verilsin. ¢,,q, €L, (O,l)

n

olmak tizere (3.2.4) problemi ve her bir n i¢in 4, (ql) =4 (qz) oldugu varsayilsin.

Bu takdirde hemen hemen her yerde ¢, = ¢, olur.
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Ispat: Burada {,}, =U{ ﬂk,,} oldugundan {’Ikn,j,,} kiimesi sinirli sonsuz bir kiime

n

dolayisiyla en az bir yigilma noktasina sahiptir. Buradan sonrasi Teorem 3.2.3 i¢in

verilen ispat ile benzerdir (Bkz. McLaughlin ve Rundell, 1987).

Sonu¢ 3.2.1. Her bir » igin {k} ={kn} almirsa bu takdirde iki spektrum ile birlikte

McLaughlin-Rundell verisinin kullanilabilmesine olanak saglayan bir genisletme elde

edilir. Sonu¢ olarak insaa verisi olarak g, degerlerinin degisimi ile elde edilen &

spektrumdan » ¢ift veri kullanilabilir. Boylece az sayida ¢ift veriden sinir sartlarina

miidahale ile daha etkili sonu¢ almak miimkiin olacaktir.
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(d)

Sekil 3.4. O' (x) ve O° (x) icin Algoritma-2 yaklagimlar

Yukarida verilen problemde p, = tan (k_ﬁzj ve G(gq)=5x107 olmak iizere (a)

grafigi icin bir spektrumdan iki eleman (b) grafigi i¢in ise ilk 5 spektrumdan ikiser
eleman kullanilmistir. (c) grafiginde ise sadece McLaughlin-Rundell verisi olarak bes
spektrumun ilk elemanlar1 kullanilmistir. Amag sadece yardimci veri olarak degil ayni
zamanda tek veri olarak bu verinin etkinligini gérmektir. Gorildiigl iizere tek veri
olarak da diizglin potansiyeller i¢in kotii olmayan bir sonu¢ alinmistir. Ancak pratikte

ilk 0z degerlerin elde edildigi diisiiniildiigiinde bunu genellestirmek dogru degildir.

Ciinkii tek basina bu veri kullanilarak O’ (x) icin alinan sonug hi¢ iyi olmamistir. Yine

de yardimer veri olarak faydali oldugu rahatlikla sdylenebilir. Bu dogrultuda en kotii
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senaryolardan biri olarak bir ¢ift veriye sahip olundugu varsayildiginda Q° (x) ve
G(g)=9%10™ i¢in 10 spektrumdan alinan sonug (d) grafiginde verilmistir. G(g) i¢in
daha iyi yaklasimlar elde edilmesine ragmen grafikte gozle goriliir degisimler
olmamustir.

Burada g, icin 6zel bir se¢im yoktur. Amag sadece & artarken S, min bir limit
noktasina sahip olmasidir. Ayrica yeni verinin islem hacminden dolayr hesaplama
hizinda fark edilir derecede artis oldugu gozlemlenmistir. Rohrl, iki spektrum durumu

icin teoriyi verdiginden burada ayrica tek minimumun global minimum oldugu

gosterilmemistir. Burada Ilgili algoritma-2 ektedir.
3.2.3. Bir spektrum ve sinir hizlari verisi
Bu kisimda Poschel ve Trubowitz (1987) tarafindan ele alinan teklik verisi

kullanilmistir. Bu veri, dncelikle dogrudan yazarlarin goz oniine aldig1 gibi Dirichlet

siir kosullaria sahip Sturm-Liouville problemi igin ele alinmistir. Kullanilan veri bir

Ey

kendisine bakildiginda anahtar noktanin, ele alinacak verinin ¢ potansiyel

{,} spektrumu ve &, =log

n

formundaki u¢ hizlar verisidir. Algoritmanin

fonksiyonuna gore degisimini belirlemek oldugu kolaylikla goriilebilir. Bu veri ile
Dirichlet kosulu i¢in gerekli olan hesaplamalar dogrudan ifade edilen kaynakta
bulunabilir. Ayrica daha genel sinir kosullar i¢in gerekli olacak hesaplamalarda yine bu
kaynaktan faydalanilarak kolaylikla yapilabilir. Dirichlet problemi i¢in gerekli olan yeni

veri ve potansiyele gore degisimi asagidaki gibidir.

-y"+tq(x)y=21y , 0<x<I (3.2.5)

»(0)=0, y(1)=0 (3.2.6)

Dirichlet kosullu Sturm-Liouville problemi verilsin. Burada genel ayrilabilir sinir

sartlar1 i¢cin ¢ = #=0 alindig1 kolaylikla goriilebilir ki bu (1) =—1 olacagini isaret
eder. {/1 }nZI ve {K‘ }nZl kiimeleri (3.2.5)-(3.2.6) probleminin sirastyla spektrumu ve

n n

sinir hizlarinin kiimesi olsun. (3.2.5) ile birlikte
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Wi (Oaﬂ”q) :yz(oaﬂ”q)zl > W) (Oalaq) :yl (0,1,(]):0

baslangi¢ sartlarini saglayan ¢oziimlere temel ¢ozlimler denir. Diger bir ifade ile (3.2.5)

denkleminin y(0)=a , y'(0)=5 baslangi¢ kosullarina sahip herhangi bir ¢6ziimii,
y(x) =ay, (x) + by, (x)

_ yZ(ﬂ’n’x)

- Hyz (ﬂ’n’x)

olarak yazilabilir. Bu durumda g, = g(/ln ,x) ve buradan

1

halini alir (Pschel ve Trubowitz, 1987). Buradan y,(4,,1)=0 oldugu goriiliir.

no

L2

K, =log =logy; (1,4, ) =log[ (-1)" y; (1.4,)]

Teorem 3.2.5. Her bir n>1 icin «,, L, lizerinde kompakt, reel analitik bir fonksiyon

olup ve

Kn(q):Ljsm(znﬁx).q(x)dﬁo(izj ,

2nm n

()= (2. s (1) [ )2 () =) of L

2nw

asimptotik formiilleri saglanir (Pdschel ve Trubowitz, 1987). Burada g’ (x) , daha once

kullanildig: iizere birimlestirilmis 0z fonksiyonlarin karesi ve

1
[a,]= [ 3 (t4,) 3, (t,4,)dt seklindedir.

0
Teklik teoremi agagidaki gibidir:

Teorem 3.2.6. K(q):(rq(q),rcz(q),...) ve i(q)z(/t(q),/g(q),...) olmak iizere

kxA, L, iizerinde bire birdir (Poschel ve Trubowitz, 1987).
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oK .

oq oq

YisVas

n?o

edilebilir. Bu durumda yeni amag fonksiyonu ve gradiyenti / < N olmak iizere,

)= o, (( - zQ)z"'(Ki,q—K,-,Q)z) ’

iel

61250 (8~ o)+, 0 20

iel

bi¢iminde olacaktir. Burada y,,(x) ve y,,(x) ¢bziimlerinden VG(g)e H' oldugunu

gormek kolaydir.

G(q) fonksiyonu incelendiginde Vg#Qel’ [0,1] icin 0= G(Q) < G(q) oldugu
aciktir. Diger bir ifade ile Qe L, [O,l] , G(q) icin bir global minimumdur. Ayrica
G(q) > nin hicbir lokal minimuma sahip olmadigi Teorem 3.2.9 da verilmistir. Boylece

fonksiyonelin minimizasyonunda lokal minimum tuzagina diisiilmeyecektir.

Simdi f,g: [O, 1] — R tiirevlenebilir fonksiyonlari i¢in

[f.g]=r(x)g'(x)-/"(x)g(x)

wronskiyant ve
1
r(f.g)=[[f.g]dx
0
ile tanimli T': H'x H' - R bilineer formu gz dniine almsin. Bu doniisiim

F(r-) =1 el

ile sinirhidir (Réhrl, 2005). Ayrica [ 1, g]:—[ g f ] olmasindan I" antisimetrik bir

doniisimdiir.

Wronskiyan ile ilgili
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i f,g,F,G tirevlenebilir fonksiyonlari igin

[fg,FG]sz[g,G]+gG[f,F]

ii. A, ve A, parametrelerine karsilik Sturm-Liouville diferansiyel denkleminin

keyfi iki ¢oziimli f, ve f, olmak iizere,

1

Zm[fpfz]

N

ozellikleri saglanir (R6hrl, 2005).

Ayn1 g potansiyeli i¢in yl(x,/l) ve y, (x,ﬂ) , (3.2.5) diferansiyel denklemini

sagladigindan,

d

d ! ’ " i
a[%a)’z]:a(hyz -N yZ):ylyz N W

=), (‘]_ﬂv)_)ﬁyz(‘]_ﬂv)zo

olup buradan,

[0, 3, ] = sabit = y,(0)y, (0)- (0),(0)=1 (3.2.7)
olarak bulunur.

Lemma 2.3.7. {/1 }nZI , (3.2.5)-(3.2.6) probleminin spektrumu, y, ve y, , A 0z

n n

degerine karsilik temel ¢oziimleri olsun. g, ise ayni 6z deger i¢in birimlestirilmis 6z

fonksiyon olsun. Bu durumda

i. F(gj,gi)zO
11 F(ylnyZn’yImyZm) = 0

1 , m=n

111 F(ymyzwg/i):{o m#*n

esitlikleri saglanir.
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Ispat.
1. Rohrl (2005) tarafindan yapilan ¢alismada i sikki i¢in daha genel bir ispat
verilmigtir.
11 m=n i¢in F( ViuYans Vim J’2m) =0 oldugu agiktir. m #n igin,

1

1
F ylny2n9y11ny2m J‘ ylnyZn’ylmyZm dx J-(ylnylm [yZn’yZm ]+y2ny2m [ylnﬂylm ])d
0

0

1
I( ylziylm y21’y2m] [y2ny2m] [yln’ylm ])dx
0

Yl m

1 d 1 1
= /1’! /Im ‘([a([yln’ylm][yZn’yZm ])dX=m[y1nay1m][y2,,,y2m ]‘0

Ve

[yZn’yZm j”z) = {(yZYI (1)y2m' (1) _y2n’ (l)yZm (1))(y211 (O)yZm' (0) _y277, (O)y2m (O))} = 0
olmasindan sonucun sifir oldugu goriiliir.

1ii. m#n igin

1
2 J. ylnyZn’yZmyZm

L 0

F(J’lnyzn»gm

1
J. ylny2m y2n’y2M]+y2"y2m [yln’yzm])d

|| 212

0
1 0 d [yln’y2m][y2n’y2m:”l
= - yn’.ym yn’.ym dx: 0:
||y2n iz(/?,n—,lm)‘([dx([ 1o V2 ][ s Va2 ]) ” y iz(/ln_/lm)
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1
j ylnyZn’yZmern]dx

0

y2n (/11

m=n igin [y,,,,, |=0 olacagindan,

r(ylny2n9g5) =

1

.
2.1

0
2

1

J(yznyz;l [ymayz,, ])dx

1

=fgj [ V1> Vs ]dx=jg,fdx=1

0

0

elde edilir. Burada (3.2.7) kullanilmastir.

1
2 J- ylnyZm y2n9y2m ]+y2ny2m[yln’y2m ])d

[ylny2m ] [yZn > Vam ]‘1)

(d
I')-a ylnyzm yz,,,yzm ])dx:

ol (A=)

2n

Sonu¢ 3.2.1. x, , A, 0z degerine karsilik gelen ug verisi olmak tizere, m,n €N icin

r 5/(’1,81(‘”1 _
oq  0q

ve m#n igin

F|:8Kﬂ ’gi:| =0
dq

esitlikleri saglanir.

Ispat. m,neN igin
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ok, O
r|: a’;n ,aiqm:|:r|:ylny2n +[an]g5’ylmy2m +[am]g’i:|

=T33 VI ][ @0 T 31,3200 €0 |+ @, ]0] €0 9100 |+ 4, ][4, ]T | 2225 |

olup m=n ve m#n i¢in Lemma 2.3.7' den sirasiyla

F{%,%}ZO"‘[%]_[%FOZO , F{aKnaaKm}:O"'o"‘o*‘ozo
0q 0Oq dq  0q

bulunur. Ayrica m #n igin yine Lemma 2.3.7' den

F|:%’;" ’gi:|:F[ylnyznagi}+[an]1"[g5’gi} ~0

oldugu gortiliir.

Teorem 2.3.8. neN igin g*(x,4,) ve h, :8;" fonksiyonlarinin kiimesi H' de
q
lineer bagimsizdir.

Ispat. Aksi iddia edilsin. Yani Vk e N, igin k #n olmak iizere,

gf = z akglf +b,hy

keN,

olsun. Bu durumda

lzr(ylnyZn’gs):F[ylnyZn’ Z akg/?J+r(ylny2n’ z bkhkj

keNg keNy

= Z (ak +[ak]bk)r(ylny2n’g1§)+ z bkr(ylnyZnJylkka) =0

keN, keN,

celiskisi elde edilir. Dolayisiyla k& #n i¢in bu fonksiyonlar lineer bagimsizdir. Ayni

islemler benzer sekilde 4, = 881(" icinde yapilabilir. Ayrica y,, ve y, lineer bagimsiz

¢oziimler oldugundan,
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(1,80 |=[ 2280 [+[a][ 80280 | = —[Vidsn Y2

|2n

1
—— (DY [Vars Vau )+ Y2uY 20 [ Vs Yau 1} = €2 [ V10 120 ] 2 0

||y2n

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 2.3.9. / sonlu veya nw, toplanabilirse G(q) lokal minimuma sahip degildir.

Diger bir ifade ile Ve H' igin,
VG(q):O =4 G(q):O.

Ispat. G(q):O ise VG(q):O oldugu aciktir. VG(q)zO ise Teorem 2.3.9" dan

Vnel igin 4, ,-4,,=0 ve k, —k,,=0 olacagindan G(q) =0 olur. Boylece ispat

tamamlanir.[

Kisim 3.2.1' de verilen metot i¢in ~ parametresini bulmak i¢in yapilan iglemler
benzerdir ancak bu parametreye yaklasilirken yapilan ihmal, Teorem 3.2.5' den de
goriilecegi lizere daha kiigiik olur. Bu sadece parametrenin belirlenmesinde degil ayni
zamanda islem hacmi artan algoritmanin hizini arttirmada da avantaj sunar. Bu bilgiler

dogrultusunda,

=t

G(q-hVG(q )~Zk:{ jVG(q)de+

(K. kg - h[ LG4 )sin(2imx) dx}z}

l,q 1, .
0 2ir

dG(q—-hVG(q))

olacagindan,
dh

=0 i¢in
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’ Zk:{(/ii’q _ﬂi’Q)Jl.VG(q)dx+(Ki,q _Ki,Q)»(i; VG(q)Sin(ziﬂ)C) dx

7 2ir

J{U V(;(q)d’“j +U e dxﬂ}

ve sonug olarak,

i=t

] () o a1, ) [ O 4

h= > > (3.2.7)
k 1 1
Z[ch}(q)dx] +UVG(Q);H(2””)dx] }
i=t 0 0 T
elde edilir.
Burada Dirichlet problemi i¢in c¢alisildigindan ve L, [O,l] lizerinde ||g, P=1
olacagindan,
1 8’( 1 1 1
X = xﬂ,yx/i dx — t/1yt/1 dt] dx 0,
[ [ (04D 0 )
elde edilir. Dolayisiyla
1 k
[VG(q)dr=2) (4, ~4q) (3.2.8)
i=t

0

olur. Ayrica m, n tamsayilar igin,
| 0
‘[sin(2m7rx)sin(2n7rx)dx =41
. -
2

j).sin(Zmﬁx)(l - cos(2n7rx))dx -0

oldugundan asimptotik formiiller kullanilarak,



122

tVG(q)sin(2izx K, —K
j ( )2i7r( )dx: Zl-zﬂ_z’Q (3.2.9)
0

elde edilir. (3.2.8.) ve (3.2.9), (3.2.7) esitliginde yerine yazilarak daha kullanish

oS00 5]

h ~ i=t i=t 41 7[

4(5:(%—%())}2 k—t+1 +Zk:( 161‘4”‘; )

i=t i=t

formiilii bulunur. Daha 6nce de belirtildigi lizere 4 parametresi burada amac degil
aractir. Dolayisiyla bu parametrenin hesaplanmasinda yapilan ihmaller yaklagimin

kalitesinde bir etkiye sahip degildir.

Potential Functions
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(d)

Sekil 3.5. O' (x) ve O’ (x) icin Algoritma-3 yaklagimlari

Sekil 3.5-(a)' da goriilecegi iizere, iki c¢ift veri icin elde edilen grafik orijin
civarinda yeterince iyi olmasa da tamamui i¢in ilk veriye gore daha iyi bir sonug elde

edildigi soylenebilir. Bunun nedeni yaklasik potansiyellerin, Dirichlet problemi igin

kendisini her bir iterasyonda orijinal grafik i¢in (x, y)=(1,0) noktasinda sabitlemesidir.

2 oK

Ciinkii bu problem igin %(1) =g, (1) :6—”(1) =0 esitlikleri gegerlidir. (b) grafigine
q q

n

bakildiginda ise bes ¢ift veri i¢in elde edilen sonucun iki ¢ift veri i¢in elde edilen sonuca

nazaran biiyiik bir iyilesme elde edildigi goriilmektedir. ilk veri ile karsilastirildiginda
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iki veri icin elde edilen sonucun yaniltict oldugu goriilse de, kullanilan verilerin
grafiklere yansimasi diizgiin potansiyeller i¢in biiylik farklilasma gostermemistir. (c) ve

(d) grafiklerinde sirasiyla on ve on bes cift veri kullamlmustir. ilk veriye nazaran elde

edilen sonugclar (x, y):(l,O) noktast disinda dikkat cekici bir farklilik gostermez.

Diizgiin potansiyellerde oldugu gibi veri ¢ifti sayisinin artmasi farklilasmay1 iyice

azaltacaktir. Diizgiin ve diizgiin olmayan siirekli 0'(x) ve O?(x) test potansiyelleri

igin yeterince iyi sonuglar elde edilmesine ragmen siireksiz O’ (x) test potansiyeli igin
ilk veriye paralel sonuglar elde edilememistir. ilk veride goz Oniine alinan veri cifti

sayist i¢in alman sonuclarda (1,0) civarinda diizenli yaklagimlar gbzlemlenirken orjin

civarinda bozulmalar goriilmektedir. ilk wveri ile karsilastirildiginda, G(qn)

fonksiyonelindeki kiigiilmeler ¢ok az oldugundan iyi bir yaklasim ig¢in oldukga biiyiik
zamana ihtiya¢ vardir. Ancak daha az sayidaki veri yardimiyla elde edilen sonuglar orjin
civarindaki bozulmanin, belirli bir hassasiyetten sonra diizelmeye gegtigini géstermistir.
bu nedenle algoritmadaki /# parametresini yardimci parametre yapan iist optimizasyon
metotlarinin kullanilmasinin uygun olacag diisiiniilmektedir.

Burada ele alinan problem, Dirichlet problemi olsa da problemi genellestirmek
Poschel ve Trubowitz (1987) tarafindan yayinlanan “Inverse Spectral Theory” isimli
kitap sayesinde oldukca kolaydir. Elbette problemin genellestirilmesinin, hesaplama

hacminde oldukg¢a biiyiik bir artisa neden olacagi unutulmamalidir.



4. SONUC VE ONERILER

Bu tezde oncelikle teklik calismalarinda karsilagilan simetrik potansiyel durumu
genellestirilerek teklik i¢in gerekli olan verinin degisimi incelenmistir. Daha sonra
literatiirde ele alinan bir ¢alisma icin gelistirme yapilarak bu metot farkli tip teklik
verilerine uygulanmistir. Elde edilen bulgular bir biri ile karsilastirilarak ele alinan
verilerin ilk degerler olmasi durumunda etkinlikleri dl¢tilmiistiir. Ters Sturm-Liouville
Problemi, bircok uygulamada karsilasilan bir problem oldugundan gerek teklik
konusunda gerekse ilgili diferansiyel denklemdeki katsayr fonksiyonlarimin ve sinir
sartlarinin yeniden ingaas1 konusunda biiytik ilgi ¢cekmektedir. Bu nedenle hem teklik
hem de ingaa konusunda normal formdaki problem icin elde edilen sonuglarin diger tip
problemlere genellestirmeleri  yapilmaktadir. Dolayisiyla burada elde edilen
sonuglarinda diger tip problemlere uygulamasi yapilabilir. Ayrica bu ingaa siirecinde
sadece potansiyel fonksiyonu degil uygun veriler yardimiyla ayni zamanda sinir
katsayilarmin insaas1 da ele alinabilir. iki spektrum verisi i¢in bu problem Rohrl (2006)
tarafindan ele alinmistir. Ancak diger veriler i¢in goriildiigii kadariyla ortaya konulmus
calismalar mevcut degildir. Bu dogrultuda ihtiya¢ duyulan veriler ve kullanilacak olan
araglar icin Isaacson ve Trubowitz (1983), Poschel ve Trubowitz (1987), Yang (1997)
ve diger ilgili calismalara bakilabilir. Yapilacak bu calismalarda bigimsel olarak Roéhrl
(2005) tarafindan verilen amag¢ fonksiyoneli ele alinabilecegi gibi kullanilacak veriye
bagli olarak Brown ve arkadaslarinin (2003) yaptig1 gibi farkli tipte amag fonksiyonlari
da kullanilabilir. Eger Rohrl’ iin kullandig1 tipte bir amag fonksiyonu kullanilacak ise,
iyi bir hesaplayicinin yaninda amag¢ fonksiyonunun gradiyentine ve amag
fonksiyonunun sadece global minimuma sahip oldugu gosterilmelidir. Bunun igin
belirtilen kaynaklar disinda ayrica Polak(1997) kaynagina da bakilabilir. Son olarak
zamansal olarak bir maliyeti olsa da burada kullanilan /4 parametresi elde edildikten
sonra her bir iterasyonda daha iyi yaklasimi saglayacak diger iist optimizasyon
algoritmalar1 da kullanilabilir. bu algoritmalar Polak (1997) kaynaginda kademeli olarak

verilmigtir.
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EKLER
EK-1.

Algoritma-2. Bu algoritma McLaughlin-Rundel verisi i¢inde j, ve j, inci seklinde

iki 6z degerin kullanildigi durumu igerir. Sadece bir eleman kullanimi, bir diger deyisle

sadece McLaughlin-Rundel verisi i¢in ilgili kismin kaldirilmasi yeterlidir.

Get["Eigen'"];

Parallelize[ p; ={kspektrumun j,. elemanlari };
u; ={kspektrumun j,. elemanlar1 };
k=kullanilacak spektrum sayist

T

For[n=1,n<k+1,n++,a=0;B, =—;
.

H . = EigenNDSolve[{—?;”[x]+FX§[X]==w§[x],e“;[O]Cos[oc]+Z;'[O]Sin[oc]==0,

n7

g[1]Cos[B, ]+& [1]Sin[B, ]==0} &.{x.0.1} .00, Npoly — 80 |
A o = Part[H, ,1i]; ];

1

q,=0;
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For[n=0,n<10000,n++,
g,=Table [NDSOIVG [{yl'” [X] + (}“jO,i,qn —qs ) XY; [X] ==0,
y,[0]=Sin[al.y/ [0]=—Cos[a]}y..{x0.1} | ik} |:

by [x_]=Table| (v, [x])" /.o [[i]]-1i.k} |

T, =

1 .
v NIntegrate[(ho [x][[i]])[[l]],{x,o,l}] ’
g1=Table[ND801ve|:{yi” [x]+(}»jhi,q" —q, )X y, [x]==0,
y;[0]==Sin[a],y [0]==—C0s[a]} 1%,0, 1}} {i,k}}

h, [X_]ZTable[(yi [x]) /e, [[i]],{i,k}}

T,. = .

" Nintegrate[ o, x][ G (.01 |

G181 3 (- [BT)) - 1))

VG[F_x |- 22((% ~ g ([T, < (o DG+
(A e =1, L[] o ([T L))
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Print["",n,"G[q]",G[q,].""];

1
=q, -——VG :
qn+1 qn 4k [qn 2 X] ’

If [G [q,]>107,n, {Print [ListPlot [Table [G [q,].{i.1, n}] ,

AxesLabel > {Z+ , G} ,PlotLabel -"G nin dagilim1" ﬂ , IIZIOOOO}:|;

Print [Plot I:qn , {X,O, 1} , PlotLegends — "Expressions",
AxesLabel — {x,q} ,PlotLabel — "Potential Function",

PlotStyle —» {LightBlack, Lighter}]ﬂ ;> Method — "FinestGrained"}

Algoritma-3. Bu algoritma, Dirichlet sinir kosullari i¢in veri olarak bir spektrum ve

sinir hizlarinin kiimesinin alindigi problem igin olusturulmustur.

Get["Eigen'"];

Parallelize[ p={birspektrumunilk k elemani };
k={ilk k hizdegerleri }; a=0;p=0;
k=kullanilacak spektrum sayisi

H, := EigenNDSolve [{—&” [x]+Fx&[x]==0E[x],£[0]Cos[a]+&'[0]Sin[a]==0,

£[1]Cos[B]+&'[1]Sin[B]==0} &.{x,0,1} @, Npoly — 80];

A, p =Part[H,1,i];
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g, = Table| NDSolve] {3,/ [x]+ (1 = F)cy, [x]=.

v [0]==Sinfe] v, [0]= Cosfel] v, (0 | k) |
by [x_Ji=Tablel (y,, [x])" /s [[i]]- ik} |
e o= Log| (-1 (D[ (b, [[T[].x x> 1)
g, = Table| NDSotve] {y,,"[x] (1, =)y [x]=0,

v [0)==Sin[a]. v, [0 = Cos[el. v, (50 | () |
by [x_]=Table| (v, [x])" /. [[i]] 1.6 |
g, = Table| NDSolve| {3, [x] (1., ~F)<y,, [x]==0.

v [0]==Sinfa]. ., [0]= ~Cosl). v (505 ik

hy [x_]= Table[( S[x ]) /g3F[[ ]] {i, k}}

Ts;

7 Nintegrate] (i, | x1[ Tl

£ = (s B L) ((rar L ICETDIT]) -

(tmegrte (b, ICET ) (s LI D] (08 )
o (hs X))
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(1.6 = [[i]]) % [X]);

q,=0;
For[n=0,n<10000,n++,

Print[" ".,n,"G[q]",Gl[q,]." "]

NIntegrat{(VG q, x])xzk:(( , —u[ ]) p([[i]]XSin[ﬁXnXx]},{x,O,l}]

i=1 T
8:

K . A 2
Z [(Nlntegrate [VG [qn ,x]])2 + (Nlntegrate {VG [qn ,x] X Sm[221:ﬂ:><x]D J
p ixm
4y =4, —€XVG]q,,x];
If G[q,]>10°,n ,n=10000 ]
Print [Plot [qn ,{x,0,1}, PlotLegends — "Expressions",

AxesLabel — {x,q} ,PlotLabel — "Potential Function",

PlotStyle —» {LightBlack, Lighter}]ﬂ ;> Method — "FinestGrained"}

Gerek algoritma-1 de gerekse burada verilen algoritmalarda bazi benzer formiilasyonlar
tek bir formiilasyonda kolaylikla yazilabilir. Burada bunun tercih edilmemesinin nedeni

yapilan islemlerin daha kolay goriilmesinin istenmesindendir.
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