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OZET

SINGULER PERTURBE OZELLIKLIi SINIR KATI PROBLEMLERININ
COZUMLERI ICIN COKLU OLCEK VE NUMERIK METOTLARIN
KARSILASTIRILMASI

MANGURI, Qadir Hassan Hamad
Yuksek Lisans Tezi, Matematik Anabilim Dali
Tez Danismani : Dog. Dr. Hakkt DURU
Mayis 2018, 60 sayfa

Bu arastirmada, ikinci mertebeden singiiler pertiirtbe oOzellikli smr kati
problemlerin ¢6ziimii i¢in ¢oklu dlcek yontemi sunulmustur. Orijinal ikinci mertebe
singliler pertiirbe Ozellikli diferansiyel denklemler kismi diferansiyel denklemlere
donistiirtiliir. Bu problemler ¢oklu dlgekleme yontemi ile yaklasik olarak ¢oziilmiis ve

Onerilen yontemin yakinsamasi sonlu fark yontemi ile test edilmistir.
Bu tezde test i¢in sunulan niimerik metot, iistel uyumlu sonlu fark semasidir.
Ustel uyumlu sonlu fark semalar1 kurulurken kalan terimi integral bigiminde olan ve
baz fonksiyonu iceren interpolasyon kuadratiir kurallar1 kullanilmaktadir. Baz
fonksiyonlart metot hatasin1 yok edecek sekilde secilmektedir. Bazi drneklerle, iki metot

bilgisayar programi1 Matlab kodlartyla karsilagtirilmaktadir.

Anahtar kelimeler: Coklu dlgekleme yontemi, Diizgiin yakinsama, Fark semasi,
Singdler perturbasyon, Sinir kati.
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ABSTRACT

COMPARISON OF MULTIPLE-SCALES AND NUMERICAL METHODS FOR
THE SOLUTION OF SINGULARLY PERTURBED BOUNDARY LAYER
PROBLEMS

MANGURI, Qadir Hassan Hamad
M. Sc. Thesis, Departmant of Mathematics
Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Hakkt DURU
May 2018, 60 pages

In this study, a multiple scale method is presented for solving of singularly
perturbed with boundary layers problems. The original second-order singularly
perturbed differential equations are transformed into partial differential equations. These
problems are approximately solved by the multiple scale method and the convergence of
the proposed method is tested by the finite difference method.

In this thesis, the numerical method presented for the test is the exponential
fitted finite difference scheme. When exponential fitted finite difference schemes are
constructed, interpolation quadrature rules are used that contain the base function,
which is the remaining term in integral form. The base functions are chosen to eliminate
the method error. In some examples, two methods are compared with the computer

program Matlab codes.

Keywords: Boundary layers, Difference scheme, Multiple-scales method,

Singular perturbation, Uniform convergence.
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1. GIRIS VE LITERATUR BILDIRIiSI

Bu tezde, asagida siir degerleri verilen singuler pertlrbe 6zellikli
Lu=cu" +alx)u’ +b(x)u=0, (1.2
u(0) =4, u(l) =B. 1.2)

lineer ikinci mertebe diferansiyel denklemi incelenmektedir. Burada, 0 <e <1
pertiirbasyon parametresidir, a(x) > a >0, ve b(x) yeterince dlzgin (smooth)
fonksiyonlardir. (1.1) - (1.2) probleminin ¢6zimu olan u fonksiyonu genel olarak
x = 0veya x = [ yakininda bir sinir katina sahiptir.

En yiksek mertebeden tlrevli terimlerin katsayisinin kiglk parametreye sahip
oldugu diferansiyel denklemler, bir ¢ok bilim dalinda, fizikte ve bir ¢cok muhendislik
probleminde ortaya ¢ikan matematiksel modellerdir. Bu tur denklemlerin ¢ozumleri
tanim bolgesinin bazi noktalarinda hizli bir sekilde degisir. Bu tur diferansiyel
denklemlere singuler pertiirbe 6zellikli diferansiyel denklem denmektedir. Cozimin
tiirevi, sinir katt denen bu alt bolgelerde hizli biiyiidiigiinden klasik fark semalar kararl
olmaz; bu sebeple kesin ¢oziime yaklagsmaz. Bundan dolay: singiiler pertiirbe 6zellikli
diferansiyel denklemlerle ilgili problemlere ilgi son zamanlarda artmis, sayisal
¢cOzumuyle ilgili pek ¢ok arastirmalar yapilmis ve bir ¢ok sayisal yontem gelistirilmistir.
Daha fazla bilgi igin, Bognar ( 2011), Bush (1992), Nayfeh (1981), Murray (1984),
Kumar ve ark., (2009), Noor ve Mohyud-Din (2009) ve Sari (2008) kaynaklarina
bakilabilir.

Sinir kat1 problemlerinin analizi ve singller pertlrbasyon 6zellikli problem
kavrami altinda genellestirilmis olan ¢oklu 6lgek fenomeleri, uygulamali matematikte
ve teorik fizikte 6nemli rol oynamaktadir (Chen ve ark., 1996; Awoke ve Reddly,
2007). Reguler pertiirbasyon teorisi, rezonans etkileri veya serbestlik derecesinin
iptalinden dolay1 ¢esitli problemlere siklikla uygulanamaz. Bdyle singiler pertirbe
ozellikli problemlerin ¢dziimii i¢in diizgiin olarak yaklasan asimtotik agilim1 elde etmek
amaciyla, smir kati agilimlari, ¢oklu 6lgek metodu, asimptotik esleme (matching),
ortalama (averaging) ve WKB acilimlari gibi c¢esitli yontemler gelistirilmistir
(Schlichting, 1979; Basem, 2011).



Fiziksel bir sistem genellikle sistemin 6zelliklerinin degistigi ¢coklu zaman veya
mekan Olcekler icerir. Baz1 durumlarda, sistemin uzun zaman araligindaki davranisi,
coklu olcek teorisine uygulamak icin tanimlanmasi gereken yavas degisen zaman
Olgegine dayanabilir. Hizli veya yavas degisen Ol¢eklerin se¢imi, kolay bir is degildir.
Kiigiik parametreye gore kuvvet seri agilimi genellikle daha yiksek mertebede rezonans
terimlerin ortaya ¢ikmasiyla durdurulur. Bu terimler karsi terimlerin sunumuyla telafi
edilmesi gerekir.

Sinir Katlar1 da singller pertirbe 6zellikli sistemlerin ortak bir 6zelligidir. Bu
gibi durumlarda, yiksek dereceden tirevler, serbestlik derecesinin iptaline ve
nihayetinde sistemin hizla degistigi kiiciik bolgelere yol agan pertiirtbe olmamis
denklemlerde gorilmez. Sinir kati teorisi, en biyldk turevinin kigik bir ¢
parametresiyle ¢arpildigi diferansiyel denklemin ¢6ziimiine asimptotik bir yaklasim elde
etmek i¢in pertiirbasyon yontemleri toplulugudur. Bu denklemlerin ¢ozumleri genelde
€ > 0 iken hizli degisim bdlgelerine sahiptir. Bu bolgelerin kalinligt € - 0 oldugu
zaman 0’a yaklasirsa buna siir kat1 denir ve siir kati teorisi yaklasik ¢c6zimi bulmak
icin kullanilir. Bu hizhi degisiklikler yavas Olcekler tarafindan ele alinamaz, ancak
bunlar hizli, gerdirilmis veya biiyiitiilmiis 6lgeklerle ele alinabilir. Sinir kati teorisinde,
diferansiyel denklemin ¢ozimdi, iki bagimsiz degiskenin bir fonksiyonu olarak ele
alinir; yani, y(x, €). Ancak bu analizin temel hedefi, x’in bir fonksiyonu olarak ¢6ziime
genel bir yaklasim elde etmektir. Bu, bu halde dis degisken olan ¢ = x/e gerilmis
olgek, ki bu durumda x = x, i¢ degiskeniyle aynidir, sunumuyla elde edilir. Singuler
perturbasyon probleminin ¢oziminin diizgiin seri agilimi, tek bir 6lgek, yani x ve

X

e’nun tek bir kombinasyonuyla, érnegin x veya f veya :—2 veya 7= gibi coklu dlgek

yonteminin uygulanmasi i¢in ideal bir problem haline getirilmesiyle ifade edilemez
(Guo ve Tsal, 2005).

Birden fazla 6lgegin eklenmesinin arkasindaki fikir, seri agilimlarin mertebesini
yiikseltmek, yaklagim hatasini en aza indirmek ve sekiiler terimlerin ortaya ¢ikmasini
onlemektir. Bagimsiz bir degiskene ve kiigiik bir parametreye bagli olan bir y(x, &)
fonksiyonun ag¢ilimi kullanilan 6lgege baglidir. Cogu durumda, ¢oklu smir katlari, i¢ ve
dis ¢oziimlerin ve onlarin asimptotik eslesmesinin diizgiin gecerli bir ¢6zim elde etmek

amaciyla farkli bolinmiis bolgelerde yapilmak zorunda kalindigr bir tarafta mevcuttur.



Yine, coklu Olcek yontemi, herhangi bir eslestirme gerekmeden ¢oziimil iiretmeyi
basarabilmektedir.

Kevorkian ve Cole (1996), siir kat1 ikinci mertebeden diferansiyel denklemleri
interpolasyon perturbasyon yontemiyle ¢dzmiinii vermislerdir. Yaklasik sinir kati
¢coziml, Holmes (1995) tarafindan kiigiik biikiilme sertligine sahip eksenel olarak
hareket eden bir kiris i¢in ifade edilmistir. Probleme coklu dlgek yontemi uygulanir ve
iKi i¢ ¢6ziim ve bir dig ¢6zUm igeren bilesik agilim bulunur.

Nayfeh, (1985) tarafindan, Newtonian akiskanlarmin sinir kati akislarini
diizenleyen sinir deger problemine iistel seri ¢ozliimiiniin varligi modifiye edilmistir.

Roos ve ark. (1996), Falkner-Skan sinir kati problemi ile baglantili sicaklik
alanin1 aragtirmak igin genellestirilmis yakinlagtirma yontemini (GAM) kullandi.
Murdock (1991), sinirsiz bir alanda sinir kati denklemi i¢in modifiye edilmis varyasyon
iterasyon yontemini (MVIM) uygulamis ve Pade yaklasimlari, ¢alismay1 daha 6z1i hale
getirmek ve ¢ozlim davranisini en iyi sekilde anlamak i¢in bir ¢alisma olmustur.

Klasik yontemler dis ¢Oziimii ve i¢ ¢oziimii ayri1 olarak bulur ve fiziksel
¢cozlmleri kullanarak iki ¢6ziimii eslestirir. Nihai ¢6zlim, i¢ ve dis ¢ozeltileri igeren bir
birlesik agilimdir. Ote yandan, ¢oklu 6lgek yontemini kullanarak, bilesik seri acilimz, bir
seri agilimi kullanilarak bir defada diizenlenebilir (Johnson, 2005; Holmes, 1995). Bu
makalede, ikinci ve tguncl dereceden sinir tabakasi problemlerinin ¢oziimii igin ¢oklu
6lcek yontemi uygulanmaktadir. Coklu 6lgek yonteminin, ikinci dereceden pertirbasyon
Ozellikli smir kat1 problemleri igin kesin ¢6zim ve Uglincu derece singiler pertirbe
ozellikli sinir katt problemleri igin yaklasik ¢dziim sagladigi gosterilmistir. Onerilen
metot, ikinci mertebe perturbe 6zellikli sinir kat1 problemler igin tam ¢0zim verirken
(Kevorkian ve Cole, 1996; Pakdemirli ve Ozkaya, 1998; Soujanyal ve ark., 2012;
Yiwu, 1996) yaklasik ¢oziim elde etmislerdir. Orijinal ikinci ve Uglncli mertebe adi
diferansiyel denklemler kismi diferansiyel denklemlere doniistiiriiliir. Bu problemler gok
Olgekli yontemle zayif bir sekilde ¢oziilmiis ve Onerilen yontemin diizgiinliigiini
dogrulamak i¢in standart test 6rnekleri {izerinde sayisal simiilasyonlar tamamlanmustir.

Tek degiskenli, pertiirbe 0zellikli ikinci mertebeden, genelde dogrusal olmayan,
adi diferansiyel denklemlerde sinir deger problemlerinin sayisal ¢oziimii, yerlesmis bir
aragtirma alanidir. Singuler pertirbe olmus iki nokta sinir deger problemlerinin ¢oziimii

icin bir¢ok sayisal yontem oOnerilmistir. Standart merkezi fark semasinin mertebeye



sahip oldugu bilinir, fakat sinir katindan dolay1 kaba sebeke lizerinde uygulandiginda
sayisal ¢oziimde fiziksel olmayan bir salimim verir. Bu fiziksel olmayan salinim
olaylarmi ihmal etmek igin teorik olarak karsilastirildiginda yeterince kiiglik adim
biiyiikliigiiniin kullanilmasi istenir. Ancak, ¢ok kiigiik oldugu zaman reel uygulamadan
daha ince sebeke kullanmak pratik degildir. Adaptif yontemler muhtemel bir yaklagimi
gostermektedir. Adaptif yontemler, singller pertiirbe 6zellikli adi diferansiyel
denklemlerin yerel ¢6ziim yapilarinin, siir kati, baslangic kati veya diger tipler
icerisinde, otomatik olarak hesaplanmis sebekelere odaklanmak icin ¢aba gosteriyorlar.
Gecikmeli yenilenmis ise alim denklemleri igin iistel katsayili semalar Bender ve
Orszag (1978), O'Malley (1974), Nayfeh (1985), Doolan ve ark. (1980) ve Roos ve ark.
(1996) tarafindan sunulmustur. Bu tlr problemlerin analizi igin bu kaynaklara
bakilabilir. Singiiler pertiirbe 6zellikli birinci mertebe lineer diferansiyel denklemler igin
baslangic deger problemine Ustel katsayili fark semasiyla niimerik yaklasim Erdogan
(2009) tarafindan sunulmustur.

Bu tezde, singuler perturbe 6zellikli tek sinir katli sinir deger problemleri igin
istel katsayilt fark semasi sunulmaktadir. Bu fark semalar1 kurulurken agirlik
fonksiyonu igeren, kalan terimi integral biciminde olan interpolasyon kuadratiir kurallari
kullanilmaktadir. Agirlik fonksiyonlar1 yontemden dogan hatay: sifirlayacak bigimde
secilmektedir. Burada incelenen diferansiyel denklem lineer denklemlere doniistiirtiliir.
Bu tir lineer denklemler G¢li bant matrisleriyle gosterilirler. Samarskii'ye (2002) goére
kovma algoritmasiyla bu lineer sistemler ¢ozllecektir.

Gerek coklu olcek metodu gerek {istel katsayili fark semalariyla elde edilen
yaklagik ¢ozlimler kesin ¢6zlimii bilinen 6rnekler iizerinde test edilmektedir. Bunun icin
Matlab kodlar1 kullanilmistir. Bdylece incelenen problem igin bilgisayar destegi

saglanmaktadir.



2. ONBILGILER

2.1. Baz1 Tanimlar

Bu bélimde, bu tezde kullanilacak bazi tanimlar1 ve ispatsiz olarak teoremleri
verelim.

Tanim 2.1: g herhangi bir fonksiyon olsun. Buna gore, (Kwak, 2014 ve Stahel, 2017)

_ g(xiy1)—g(xy)

a) Gxi = — ifadesine birinci mertebeden ileri fark tirevi denir.

b) gzi = %‘qm‘l) ifadesine birinci mertebeden geri fark tlirevi denir.

C) Iy = %}f(x“) ifadesine birinci mertebeden merkezi fark tlrevi denir.
d) Gixi = g(x"“)_zi(f D=9@i-1) jtadesine ikinci mertebeden fark tiirevi denir.

Tamm 2.2:

a) wp={xx;=ih,i=12,..,N—1veh=1/N} kimesine [0,l] araligindaki
diizgiin sebeke denir (Amirali ve Duru, 2010).

b) ||9”C(wh) = maxy,eq,|g(x;)| ifadesine dizglin sebeke normu denir (Amirali ve

Duru, 2010).

Tanim 2.3:

a) |fllcpo,; = maxyepo,lf(x)| ifadesine [0,1] araligindaki strekli fonksiyonlar
icin maksimum norm denir (Amirali ve Duru, 2010).

b) €™[0,1] kiimesi [0,1] arahiginda x'e gore n. dereceden stirekli tiirevlere sahip
fonksiyonlar kiimesidir (Amirali ve Duru, 2010).

Tamm 2.4: [a, b] araliginda tanimlanan

w={a=xy<x; < <xy_1<xy=Dhb}
ayrik noktalar kiimesine [a, b]’de tanimlanan diizgiin olmayan sebeke, x; noktalarina
ise diiglim noktalar1 veya sebeke diigiimleri denir. Eger diiglimler esit aralikli iseler

buna duzguin sebeke diyoruz:



_ o b—a
wh={xi=1h,l=0,1,...,N;h= N }

h sabitine sebeke adimi denir. @ sebekesinde tanimlanmis f(x)(x € @) fonksiyonuna
sebeke fonksiyonu denir ve ¢ogu zaman f(x;) degerini kisaca f; seklinde gosterecegiz.
Her bir diferansiyel denkleme aranan fonksiyon degerleri disinda tiirev degerleri de
katilir. Tiirevlerin yaklasimi i¢in ¢ogu zaman fark tiirevleri denilen asagidaki ifadeler
kullanilir (diizgiin sebeke 6rneginde) (Amirali ve Duru, 2010).
Tanmim 2.5: Pratikte kullanilan her bir algoritmanin belli bir anlamda yakinsaklik
ozelligine sahip olmasi gerekir. Bunu fark problemi 6rneginde agiklamaya calisalim.
Lineer

Lu = f(x), xeG (2.1)
denkleminin

fu = u(x), xel (2.2)
sartin1 (sinir sart1 veya baslangic¢ sart olabilir) saglayan ¢dziimiiniin bulunmas: istensin,
burada f(x), u(x) belirli fonksiyonlar (veri fonksiyonlar1), € —belirli bir lineer
diferansiyel operatordiir. G = G U T bolgesinde herhangi bir @, = w;, U y;, sebekesinin
kuruldugunu varsayalim, burada wy-i¢ sebeke, y,-smir sebeke (sebeke sinir noktalari
kiimesi), h ise sebeke diigiimlerinin yogunlugunu ifade eden parametredir (sebeke
adimi). Cok boyutlu hal i¢in h bir vektor olabilir. (2.1)-(2.2) problemine karsilik

Lyy = @n, xewp (2.3)

ChY = Xn X€Yn (2.4)
fark probleminin s6z konusu oldugunu varsayalim, burada Lj, £, — @y da tanimlanan
fonksiyonlar kimesinde etkili olan fark operatorleri, ¢, x, belli sebeke
fonksiyonlaridirlar. Boylece (2.3)-(2.4) problemi h parametresine bagli olan fark
problemleri ailesi gibi dusindlebilir. z =y —u(x € @) farkina fark probleminin
hatasi denir. y = z + u ifadesini (3)-(4)’de yerine yazarsak

Lyy = Ypy, xewy (2.5)

thy = Vp, XEVp (2.6)
biciminde fark problemini elde ederiz, burada Y, — Lyu(xewy), vy = xn —
Lru( xeyy) olur. Y, ve v, ifadelerine yaklasim hatalar1 veya kesme hatalar1 denir.
(2.3) fark denkleminin (2.1) diferansiyel denklemine yaklasim hatasi ve (2.4) fark
sartinin (2.2) sartina yaklasim hatasi). Daha once sOyledigimiz gibi z hatasi belli bir



anlamda (belli bir normda) sifira yakinsama 0&zelligine sahip olmalidir. Sebeke
fonksiyonlar1 uzaylarinda degisik normlar s6z konusu olabilir. Ornegin bir boyutlu

dizgln sebeke halinde ¢ogu zaman asagidaki normlar kullanilmaktadir (Amirali ve
Duru, 2010).

Tanim 2.6: € normunun fark benzerleri (Amirali ve Duru, 2010).
Iyl = gglly(x)l = max|yl.

Tanim 2.7: L, normunun fark benzerleri (Amirali ve Duru, 2010).

n % N-1 %
Iyl = (Z hyf) veya llyll = (Z hyf) .
i=0

i=1
Tanim 2.8: Eger h — 0 oldugunda ||z||; = |ly —ull; = 0 ise (||"|l;. @, sebekesindeki
herhangi norm), bu durumda L,y = ¢, xew;,, €,y = xn xey,. fark probleminin
¢cozimil Lu = f(x),xeG,fu = u(x),xel. probleminin ¢6ziimiine yakinsiyor denir.
Ayrica, yeteri kadar kigik h < hy igin
ly —ul| < Ch¥,k >0

ise (C, h’a bagli olmayan sabittir) bu durumda yaklasik ¢6ziim kesin ¢oziime /'

k’mnc1 derecesiyle yakimsar (0(h*) hiziyla yakinsar) veya yaklasik ¢oziim O(h*)

kesinligine sahiptir denir( Amirali ve Duru, 2010).

2.2 Kuadratiir Kurallar
Asagidaki kuadratiir kurallarini fark semalarinin kurulmasinda kullanacagiz

[ PO f (dx = { | p(x)dx}of (b) +(1-0) f(a)}, 2.7)

b
f(a; b)j (x=x“)p(x)dx+R(f).
Burada c-reel parametre, p(x)e Cla,b] agirlik fonksiyonudur.

R= idxp(x)i fMEK L (x,E)E f eC,n=1weya 2,


https://www.adapsikoloji.com/tr/m/bireysel-terapi-ve-danismanlik/sema-terapi.html

K (x,&) =T, (x=&)-(b-a)*(x—a)(b—£)°,s=01;
X = ab+(1-o)a, f(a:b) =[f(b)— f (a)]/(b—a),
T.(A)=A1s,A>0,T,(1)=0,1<0.

olur. Bir diger formiil,

} p(x) f'(x)dx = f (a; b)T p()dx+R(f), (2.8)

R(f)= —.dep'(x)i fM(EK, L (x,E)dE feC n=1weya 2.

(2.7), (2.8) formullerinde ayn1 K(x, &) fonksiyonu kullanilmaktadir. Ayrica
Ko(@ &)= Ko(b,£)=0,
Kl(a! 5) = Kl(b’ 5) B Kl(X7 "f) =0,

K, (x,&)=K,(&,x),
% K,(0,6) = =Ko (%, ) = K, (,6) ==Ky (6.

oldugu gortilebilir.

i p(x) f (x)dx = f(a%bﬁ p(X)dx+R* (f),(2.2.3)

a a

R*(f)= idxp(x)i f (K 1 (x,E)dE+(n-1) f (a; b)_T(x —a—;rbj p(x)dx,n =1weya 2,

atb
2

a+b

K (%, &) =T, (X—f)—TSLT—éij—a)_l(b—f)*[ XJ,S =01.

(Amirali ve Duru, 2010).Fark semasi islemleri i¢in (Samarskii, 2002) notasyonlari

kullananilacaktir.



3. IKINCI MERTEBEDEN SINIR KATMAN PROBLEMLERINDE COKLU
OLCEKLER YONTEMIi

Bu kisimda, genel ikinci ve tiglincii derece sinir kati problemleri i¢in kullanilan

coklu olgekler yontemi sunulmaktadir.
3.1 ikinci Derece Stmir Katman Problemi

Coklu olgekler yontemini agiklamak igin, asagida verilen ikinci mertebeden

singller pe-rturbe 6zellikli denklem
gy"+a(x)y'+b(x)y=0, 0<x<l, (3.2)

ve agagida verilen sinir kosullarini g6z oniine alalim:

y(0) =a,y(1) = 5. (3.2)

Burada a ve B sabitleri, € ise pertiirbasyon parametresini ifade etmektedir. Denklem
(3.1) igin, eger a(x) > 0 ise sir kati noktast x = 0; eger a(x) < 0 ise, siir kati
noktast x = oldugu bilinmektedir. Burada yapilmak istenen, problem (3.1)’in sinir
kosullar1 olarak belirtilen (3.2) kullanilarak, ¢oklu dlgekler yontemi ile yaklasik olarak
cozllmesidir. Problem (3.1)’de verilen smir katimin varligi nedeniyle iki Olgegi

degerlendirmeye almaktayiz: dis katman olarak x = x, ve i¢ -ya da sinir- katman olarak

f=x/s-

Ardindan, zincir kuralin1 kullanarak, asagida goriildiigii sekilde tiirevleri elde ederiz:

d_0o 08, 0 % 10, 0

= + — +—, (3.3)
dx o0& ox ox, Ox ¢&0& OX,

d> d(106 o 1d(o d( o 1 0 2 0° ok
prvc il Beiewsin ol Ealysiurl Byl el Bl R s t 2 (3.4)
dx* dx{<&o& ox, &dx( o) dx{ ox, g°0E° € 080X, X,

Iki lgegin var olmasi igin, problemin ¢dziimiine dair asagida verilen ¢oklu 6lgek acilimi

alalim

Y =Yo (& Xo)+ Y1 (& %) +E2Y, (€, %) +.o.. (3.5)
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(3.3), (3.4) ve (3.5)’y1 orijinal denklem olan (3.1)’deki yerlerine yazdigimizda asagida

verilen denklemi

(1 o2 2 82  B?

— 4= ey, + +..
‘122052 g oeox, ax(,)(y‘) Yy +eY,+)

0
+a(X)(__§+8_j(yo + &y, +é&’ Y, +.. )+b(x)(y0 + &Yy, +&° y, +. .)=0,
veya
l 82 82 82 2 2 ) 82
— VY, + + +2 +2¢°—

Caa ¥t aon, ot Yo T G N G e SN

2 " 0’ 10 o
+te— +e’ =y, +.) + (@) ==y, +a(x)—

o7 Y, + 8§8X0y2 axgyz ) (()gagyo ()axoy"

0 0 0 , O
+ a(XxX)— + a(x)e — + a(X)e — + a(Xx S — =P 0
()8§y1 (X)e Oyl ()‘985)’2 (X)e ox, Y, )

+(b(X)Y, +&b(X)y, +&°b(X)y, +...) =0. (3.6)

elde ederiz. (3.1) orijinal adi diferansiyel denklemi, bir (3.6) kismi diferansiyel den-
klemine doniisiir. ¢’ nin her bir kuvvetinin katsayilarini ayirdigimizda, asagida verilen

bir dizi denklem elde edilmektedir:

O(l/é&): Zy; =0, (3.7)
0y. gV 0%y, Yo

Oe): agz ag 25§8x0 X, Yo, (38)

0(Y): Vo 50 Y by, . (3.9)

ag 2 65 0&oX,  Ox; axo
Denklem (3.7)’ nin genel ¢ozimi

(D¢ +aDg )yo =0 = L=D{+aD; =D; (D; +a), (3.10)
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bu sebeple

Ly =Dg, L, = D; +a, (3.11)
alinir. Denklem (3.11) 'de a4, by , ¢4, a5, b, , cydegerler,

a, =1b =0,c, =0,a,=1b, =0,c, =a, (3.12)

alinir denklemde yerine yazilirsa

Yo = e £(by§ — xo) + e g(by§ — %),
= e f(0x § —x0) +e T g(0x & —xp),
= f(=xo) + "% g(~xo),
= A(x,) + B(xy)e™%, (3.13)

elde edilir. Burada A ve B bu yakinsama seviyesinde belirsizdir; yaklasimin sonraki
dizeyinde c¢oziilebilirlik sartlarmin  konmasiyla belirlenirler. Buldugumuz y,

fonksiyonunu (3.8) denkleminde yerine koyarak, verilen kismi diferansiyel denklemdeki

ilgili threvleri
? = A'(x) + B'(x0)e ™%, (3.14)
Xo
2
90— 0+ B'(xg)(—ae~%) = —aB’(xo)e~%, (3.15)
afaxo

biciminde yazalim. (3.14) ve (3.15) ifadelerini (3.8) denkleminin sag tarafinda yerine

yazarak
82
0o —a%—by0 =2aB’e ™ —aA’'-aB'e ™ —bA-bBe ™
ocox, - ox,
= (aB'—bB)e ™ —(aA’ +bA), (3.16)

kismi diferansiyel denklemini elde ederiz. (3.16) denklemin in 0zel ¢6zimi

Yip = wée ™ +(Z&+ X). (3.17)
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olur. (3.17) ¢6ziminiin kismi diferansiyel denklemi

a;’% =we ¥ —awée ¥ + 7, (3.18)
62
a?—:—p =—awe ® — awe ® + a’?wée ¥ = —2aw e~ + a’wée~%, (3.19)

aliriz. (3.18) ve (3.19) ifadelerini (3.8) denkleminin sol tarafinda yerine yazarak

02 0
ylp +a Y1p
0§? 9

= 2awe ¥ +a?wée ™ + awe ¥ — q?wée % + aZ

=—awe ¥ +aZ, (3.20)

bulunur. (3.16) ve (3.20) denklemlerinde sag taraflarini birbirine esitleyerek w ve z

degerleri

—aw =aB'—bB > w= w : (3.21)
ve

—aZ = —(ad —bA) > 7 =AY (3.22)

a

bi¢iminde yazilir. Denklem (3.17) 'deki (3.21) ve (3.22) ifadeleri yerine

aB'-bB) _ . aA’'+bA

a a

g, (3.23)

elde edilir. 0 <x < 1ve 0 < & < &1, sartlarim saglayan bir ¢dziim arryoruz, ancak
bunlardan ikincisi € —» o, £ - 0Tolmaktadir, dolayisiyla her iki durum i¢in de dogru
olan sonucu elde edebilmek icin (3.23) 'deki ¢ ve &exp(—aé) katsayilarini birbirinden

bagimsiz olarak yok etmek zorundayiz. Sonug olarak
aB'-bB=0, aA"+bA=0, (3.24)

bulunur. Denklem (3.24) cozildigiinde, A, B degerleri bulunur. Daha sonra (3.13)
denkleminde bu degerler yerine kondugunda ve yaklasik ¢6ziimii bulmak i¢in (3.2)' deki
siir kosullart uyguladiginda, a ve b degerleri bulunur. Bu yontem, ikinci mertebeden
singiiler pertiirbe 6zellikli sinir kat1 problemi igin 6zel bir 6rnek {izerinde ayrintili olarak

gosterilmistir.
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(3.25)

.. (aB'—bB). .. (aA'+bA
y1:y1h+y1p:A(Xo)+B(Xo)e g_(Tjge g_( j‘f

a

Ayn1 yontemle, a¢ilimin ikinci katsayist y, icin de bir ¢bzim dretilebilir (Gupta ve
Kumar, 2016).

3.2. Sayisal Ornek

Coklu Olgekler yonteminin uygulanabilirligini ve diizgiinliigiinii gostermek icin (g
tane lineer singuler perturbe 6zellikli problemi diisiiniiyoruz: biri solug sinir katina ve
ikisi de sagug sinir katina sahiptir. Bu 6rnekler, literatiirde genis olcilide tartisildig: ve

karsilastirmak i¢in kesin ¢dzlimleri mevcut oldugu igin secilmistir.

Ornek 3.1. (Gupta ve Kumar, 2016) Asagidaki Singiiler pertiirbe 6zellikli homojen

problemi,

" () +1+£)Y' () +y(x)=0; xe[0]], (3.26)
ile

y(0)=0 ve y(1) =1, (3.27)

sinir sartlarini goz oniine alalim. Daha sonra, zincir kuralin1 kullanarak,

0
i=ix%+ixﬁ=1i+i, (3.28)
dx o0& ox ox, Ox ¢&0& OX,
d> df(190 0 1d( o d( o 1 0° 2 ¢° o°
— ==t = | S || = = S +— (3.29)
dx® dx\&o& ox, Edx\o& ) dx{ ox, £°0E° £ 0&0X, OX;

tiirevleri elde ederiz. Iki dlcegin var olmasi icin, problemin ¢oziimiine dair asagida

verilen ¢oklu 6lgek acilimini alalim

Y = Yo (&%) + &Y, (6, %) + 7Y, (&, %)+ . (3.30)

(3.28), (3.29) tarevleri ve (3.30) asimptotik ac¢ilimi (3.26) orijinal denklemde yerlerine
yazildiginda
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1 06> 2 0° 0?
&l a2 T T2
£°0&E° &0&0X, OX,

+(1+g{%%+a%oj(yo+eyl+gzy2+...)+(y0+ey1+52y2+...):O,
veya
(liyo+2iy0+giy0+iyl+2ga—2yl+82iyl
£ 08 0&ox, ox2 70 o 0E0%, X2
+ 2 +&’ 2 +352 + )+(£iy +iy +iy +giy
Coe7 V2T G V2T G e T T e T T T T e 0 T ok,

+iy +giy +giy +gziy +52iy +g3iy +...)
oE™t  TaETt e T axy T BETE T oyt

+(Y, + &Y, +&%Y, +...) =0, (3.31)

denklemi elde edilir. & ’nin her bir kuvvetinin katsayilari, (3.31) denkleminin sifirina

esitlendiginde asagidaki ifadeler bulunur:

i (N
o/ e): PR =0, (3.32)
0(&"): 8—yzl+%:—2(3 Yo —8y°—ay°—yO, (3.33)
o0& o¢ o0&ox, o0& 0X,
0(81): 0 y2+ayz 2—2a Yy —a Yo _%_%_yli (3.34)

0E? O o&ox, ox; o0& 0x,
(3.32) denkleminin genel ¢ozimdi igin
(D¢ +D¢)yo=0 = L=Df+D; =D; (D +1). (3.35)
Bu sebeple

Ll = DEILZ = Df + 1, (336)
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alinir. Denklem (3.36) 'de a4, b, , ¢4, a5, b, , ¢, degerleri,
a, =1b, =0,c, =0,a, =1,b, =0,c, =1, (3.37)

alinir ve denklemde yerine yazilirsa

Yo = e £(by§ — xo) + e g(by§ — %),
= e T F(0% & —x0) + e g(0 X § — xp),
= f(~x0) + e 8 g(—xo),
= A(x,) + B(x9)e ¢, (3.38)

elde edilir. Burada A ve B bu yakinsama seviyesinde belirsizdir; yaklasimin sonraki
dizeyinde ¢oziilebilirlik sartlarinin  konmasiyla belirlenirler. Buldugumuz y,
fonksiyonunu (3.38) denkleminde yerine koyarak, verilen kismi diferansiyel

denklemdeki ilgili turevleri

20 = A'(x0) + B'(xp)e ™", (3.39)
Xo

22 ' - ' -

seoe = 0+ B'(x0)(—e™%) = =B'(xo)e ™%, (3.40)

bi¢iminde yazalim. (3.39) ve (3.40) ifadelerini (3.33) denkleminin sag tarafinda yerine

yazarak

623’0 Yo _ Yo

_ _ —y,=2B'e~¢ £ _ (A +B'e %)= ~¢
stox. ot axg P 2B'e*+Be* — (A +B'e¥)—(A+Be™?),

=—B'e*+Be*—A —A—Be*,

=—B'ef — (4" + A), (3.41)
kismi diferansiyel denklemini elde ederiz. (3.41) denkleminin 0zel ¢6zimi
yip = wée s + (ZE + X). (3.42)

olur. (3.42) ¢6ziimiiniin kismi diferansiyel tiirevleri
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ag%zwe_f—W{e_f+Z, (3.43)
2
aa%: —we+wée S —wel =-2we S +wfe?, (3.44)

olur. (3.43) ve (3.44) kismi tiirevleri, denklem (3.33)’de yerlerine kondugunda asagidaki
ifade elde edilir:

a23’117 a3’117 _

Rk —2we +wée S +wed —wéet+Z=we S +Z. (3.45)

Denklem (3.41) ve (3.45)’in birbirine esit olmalarindan yola ¢ikilarak w ve z asagid-aKi
sekilde bulanabilir:

w=-B", (3.46)
ve
Z=—(4"+A4). (3.47)

Bu sekilde, denklem (3.42)’deki iki esitlik olan (3.46) ve (3.47) yerine, asagidaki ifade

elde edilir:
yip = —B'ée™5 — (A’ + A)E. (3.48)

Bu durum & — oo nedeniyle €y;’in, y,’in olasi degerlerinden ¢ok daha biiyiik oldugu

anlamina gelir. Bu nedenle diizgiin agilim igin (3.48)’teki & ve exp(—¢) ifadelerinin

katsayilarinin birbirinden bagimsiz olarak kaldirilmasi gerekir. Bu durumda elde edilen

esitlik ise:
’ ’ dB H
~B'=0=B'=0= [—=[0= B=Sabit = B=bh, (3.49)
dx,
dA dA
A+A=0=>—+A=0 :>—=—A:>d—A:—dx0:>In(A)=—x0+c
dx, dx, A
eInA :e—><0+c:> A:e—xo.ec — A:ae—xo_ (350)

Burada a ve b keyfi sabitlerdir.
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(3.49) ve (3.50)’den elde edilen A ve B degerlerinin (3.38) denkleminde yerlerine

konmasi ile:

Yo = A(X,) +B(X,)e ™ =ae™ +he ™, (3.51)
elde edilir, veya esitlik, orijinal degisken tlizerinden asagidaki sekilde ifade edilebilir:

y, =ae* +be™*, (3.52)
(3.30)’teki y,’a bu degerin yerlestirilmesi ile asagidaki esitlige ulasilir:

y=ae "  +be™" +... (3.53)

(3.27)’de belirtilen sinir kosullarmin (3.53)’e uygulanmasiyla asagidaki sonuglar elde

edilir:
y,(0)=ae’ +be” = a+b=a+b=0=a=-b, (3.54)
yo()=ae™" +be™ = —aet+be V'’ =1. (3.55)

a ve b‘nin (3.2.29) ve (3.2.30)’da yerlerine yazilmasiyla,

—be t+bhee=1 = b (—e‘1 + e_E) =12 bh=——, (3.56)

e e—e1

bulunur. a ‘y1 elde etmek i¢in, (3.54)’da, (3.56)’in yerine konmasi ile asagidaki esitlik

elde edilir.

a=—-—— (3.57)

e e—e1

Bu degerleri (3.52)’ye yerlestirdigimizde, nihai ¢6ziim olarak asagidaki ifadeler elde
edilir:

-X —-x/&
y=——t+——, (3.58)
(e e—e7l) e e—e71
veya
(e—x/s_e—x)
y=—" ", (3.59)



(3.59), (3.26) denkleminin (Kevorkian ve Cole, 1981) tarafindan verilen kesin

¢cozUimaddar.

Cizelge 3.1. Omek 3.1°de £=0.3 icin coklu olcek metoduyla kesin ¢6ziimiin

Karsilast-1rilmasi
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X Coklu Olgek Cozimii Kesin Coziim Hata
0.00 0.000000000000000 0.000000000000000 0.00
0.05 0.315309999568504 0.315309999568504 0.00
0.10 0.566836301738874 0.566836301738874 0.00
0.15 0.765120856317024 0.765120856317024 0.00
0.20 0.919050653880210 0.919050653880210 0.00
0.25 1.036113576158106 1.036113576158106 0.00
0.30 1.122614881703092 1.122614881703092 0.00
0.35 1.183860374295398 1.183860374295398 0.00
0.40 1.224311372928354 1.224311372928354 0.00
0.45 1.247715816185846 1.247715816185846 0.00
0.50 1.257219168471022 1.257219168471022 0.00
0.55 1.255458232345169 1.255458232345169 0.00
0.60 1.244640494505780 1.244640494505780 0.00
0.65 1.226611229397957 1.226611229397957 0.00
0.70 1.202910242876234 1.202910242876234 0.00
0.75 1.174819849202657 1.174819849202657 0.00
0.80 1.143405429929741 1.143405429929741 0.00
0.85 1.109549716058139 1.109549716058139 0.00
0.90 1.073981759509110 1.073981759509110 0.00
0.95 1.037301411527703 1.037301411527703 0.00
1.00 1.000000000000000 1.000000000000000 0.00

Cizelge 3.2. Ornek 3.1°de &€= 0.4 icin coklu Olcek metoduyla kesin ¢ozimin

Karsilast-irilmasi

X Coklu Olgek Coziimii Kesin Coziim Hata
0.00 0.000000000000000 0.000000000000000 0.00
0.05 0.240496355714420 0.240496355714421 0.00
0.10 0.441004499041607 0.441004499041607 0.00
0.15 0.606795205981784 0.606795205981783 0.00
0.20 0.742492021446665 0.742492021446665 0.00
0.25 0.852148671547035 0.852148671547035 0.00
0.30 0.939317313338046 0.939317313338046 0.00
0.35 1.007108701885704 1.007108701885704 0.00
0.40 1.058245227472834 1.058245227472834 0.00
0.45 1.095107663653600 1.095107663653600 0.00
0.50 1.119776367936914 1.119776367936914 0.00
0.55 1.134067589581707 1.134067589581707 0.00
0.60 1.139565461954068 1.139565461954067 0.00
0.65 1.137650188921130 1.137650188921130 0.00
0.70 1.129522874774805 1.129522874774805 0.00
0.75 1.116227394250386 1.116227394250386 0.00
0.80 1.098669652501638 1.098669652501638 0.00
0.85 1.077634543683517 1.077634543683517 0.00
0.90 1.053800880430463 1.053800880430463 0.00
0.95 1.027754534432469 1.027754534432469 0.00
1.00 1.000000000000000 1.000000000000000 0.00




Cizelge 3.3. Ornek 3.1°de € = 0.6 igin coklu dlgek metoduyla kesin ¢ozimiin

Karsilast-1rilmasi

X Coklu Olgek Coziimii Kesin Cozim Hata
0.00 0.00000000000000 0.000000000000000 0.00
0.05 0.174214196531496 0.174214196531496 0.00
0.10 0.326002468374447 0.326002468374447 0.00
0.15 0.457572273958051 0.457572273958051 0.00
0.20 0.570934363505485 0.570934363505485 0.00
0.25 0.667919492586275 0.667919492586275 0.00
0.30 0.750193751256938 0.750193751256938 0.00
0.35 0.819272621825724 0.819272621825724 0.00
0.40 0.876533869125140 0.876533869125140 0.00
0.45 0.923229358761068 0.923229358761068 0.00
0.50 0.960495891070583 0.960495891070583 0.00
0.55 0.989365131407459 0.989365131407459 0.00
0.60 1.010772710834875 1.010772710834875 0.00
0.65 1.025566565292623 1.025566565292623 0.00
0.70 1.034514575779138 1.034514575779138 0.00
0.75 1.038311567007589 1.038311567007589 0.00
0.80 1.037585717324481 1.037585717324481 0.00
0.85 1.032904428385560 1.032904428385560 0.00
0.90 1.024779699137040 1.024779699137040 0.00
0.95 1.013673045022344 1.013673045022344 0.00
1.00 1.000000000000000 1.000000000000000 0.00

Cizelge 3.4. Ornek 3.1°de £ = 0.8 icin coklu 6lcek metoduyla kesin ¢oziimiin Karsilast-

rilmasi

X Coklu Olgek Cozumii Kesin Coziim Hata
0.00 0.000000000000000 0.000000000000000 0.00
0.05 0.145209380480257 0.145209380480257 0.00
0.10 0.274539024292546 0.274539024292546 0.00
0.15 0.389296426580840 0.389296426580840 0.00
0.20 0.490693020467747 0.490693020467747 0.00
0.25 0.579850818693391 0.579850818693391 0.00
0.30 0.657808612790998 0.657808612790998 0.00
0.35 0.725527758560753 0.725527758560753 0.00
0.40 0.783897574765624 0.783897574765624 0.00
0.45 0.833740380250961 0.833740380250961 0.00
0.50 0.875816193076598 0.875816193076598 0.00
0.55 0.910827113738878 0.910827113738878 0.00
0.60 0.939421413144551 0.939421413144551 0.00
0.65 0.962197344672255 0.962197344672255 0.00
0.70 0.979706698415359 0.979706698415359 0.00
0.75 0.992458114536402 0.992458114536402 0.00
0.80 1.000920171573846 1.000920171573846 0.00
0.85 1.005524264521275 1.005524264521275 0.00
0.90 1.006667286543483 1.006667286543483 0.00
0.95 1.004714127298946 1.004714127298946 0.00
1.00 1.000000000000000 1.000000000000000 0.00
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Sekil 3.1. Ornek 3.1°de £=0.3, 0.4,0.6 ve 0.8 icin Coklu Olcek Metodu ile kesin ¢6ziim
karsilastirma grafigi.

Ornek 3.2. (Gupta ve Kumar, 2016) Singler pertiirbe 6zellikli

&' (¥)-y'(¥)-A+&)y(x)=0; x[01], (3.60)
ile verilen homojen diferansiyel denklemi,

y(0) =1+exp(—(L+¢&) /&) vey)=1+1/e. (3.61)

sinir sartlariyla verilsin. Bu esitligin x = 1’de bir sinir kat1 mevcuttur, zira y’ katsayisi
negatiftir, yani siir kati mevcut araligin sag kenarinda yer alacaktir. x =1
yakinlarindaki ¢6ziimii elde etmek igin, i¢ 6lgek olarak & = (x — 1)/ dlgegi, dis Olgek

olarak ise x = x, Olcekleri iki 6lgek olarak sunulsun.

Tirev operatorleri bu dlceklere gore
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i:_1i+i’ (3.62)
dx  £0f  ox,

2 2 2 2

d° 19 290 0 (3.63)

bi¢ciminde tanimlanir. Ele alinan problemin ¢oziimii igin iki 6lgekli

y=yo(é,xo)+ey1(§,xo)+52y2(§,xo)+... . (3.64)

asimptotik agilim alnsin. (3.62), (3.63) turvleri ve (3.64) asimptotik agilimi1 (3.60)

orijinal denklemde yerlerine yazildiginda

](yo +ey, +ey, +..)

1 0° 2 ¢° 0?
&l 2522 T3
g°0&E° € 080X, OX)

_[i a@g 56 J(yo +ey, +eTY, + )+(1+ g)(yo +e&y, +&°Y, +...):0,

veya
(1 62 y iy +giy +iy _Zgiy 2 62 y

g0£27°% Toagox, " ox2 % eErTh T adox, 1 o2
+8iy—82 il y+egiy ) - ( yo+-2y

o2 ? ocox, L ox g ° T ox,
+iy 0 —y +giy +gziy +..)

o& 1 “oxg o fae T T
+(Y, + &y, +EY, +&y, +&°Y, +&%Y, +..) =0, (3.65)

denklemi elde edilir. & ’nin her bir kuvvetinin katsayilari, (3.65) denkleminin sifirina

esitlediginde asagidaki ifadeler bulunur:

(/&) ag Yo g, (3.66)

4
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2 2
0(e%): oY +%:2—a Yo +%+ Yo, (3.67)

052 T BE T asx,  OX,

0%, , N _, 0%y 0% Oy

OE): Hez * 5r =%0mn, a@ Tax, T H Yo (3.68)
(3.66) denkleminin genel ¢ozimu igin

(D + D¢ )yo=0 = L=Di+D; =D; (D +1) (3.69)
olur. Bu sebeple

Ly = D¢, Ly = Dy +1, (3.70)

alinir. Denklem (370) Ide aq, bl ,C1,0A2, bz i Czdegerleri,
a, =1b =0,c, =0,a, =1b, =0,c, =1, (3.71)
alinir denklemde yerine yazilirsa
Yo = e @ f(byE = xo) + € 92 g(br€ — xo),
-9 -1

=e Tf(0x&—x0) +eg(0x$—x),

= f(=xo) + e~ g(—x),

= A(xy) + B(xg)e~%, (3.72)

elde edilir. Burada A ve B keyfi fonksiyonlardir. Bu fonksiyonlari belirleyebilmek i¢in

bulunan y, fonksiyonunu ve

Do — A (xy) + B' (xg)e %, (3.73)
6x0

a2 ’ _ ' _

seow =0+ B'(xo)(=e™%) = =B'(x0)e ™, (3.74)

tirevlerini sonraki (3.67) probleminde yerine yazarak

0%y, 9y,
+——+y, =—2B'e ¥ +A +Be¥+A+Be’,
00x,  Oxg O ¢ ¢ ¢
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=(B—-BYe ¥+ (A" +A4), (3.75)
sonucunu elde ederiz. (3.75) denkleminin 6zel ¢6zumu
yip = wée s + (ZE + X), (3.76)

olur. (3.76) ¢oziimiiniin kismi tiirvleri

T Y 0
62

biciminde olur. (3.77) ve (3.78) kismi tiirevleri, denklem (3.67)’de yerlerine
kondugunda asagidaki ifade elde edilir:

0%y1p | Oy1p
ag? 0%

—2wet+wie i +twe bt —wie¥t+Z=-wet+7. (3.79)

Denklem (3.75) ve (3.79)’in birbirine esit olmalarindan yola ¢ikilarak w ve Z asagidaki
sekilde bulanabilir

w =B’ — B, (3.80)
ve
Z=A+A. (3.81)

Bu sekilde, denklem (3.76)’deki iki esitlik olan (3.80) ve (3.81) yerine, asagidaki ifade

elde edilir:
yip = (B' = B)ge™* + (A" + A)E. (3.82)

Bu durum § — oo iken ey; degerinin, y, fonksiyonunun mimkin degerlerinden ¢ok
daha biiylik oldugu anlamina gelir. Bu nedenle diizgiin acilim i¢in (3.82)’teki § ve

Eexp(—¢) ifadelerinin katsayilarinin birbirinden bagimsiz olarak kaldirilmasi gerekir.

Bu durumda elde edilen esitlik ise
A'+A=0

buradan



24

dA +A=0,
dx,
ve
A=ae ™, (3.83)

bulunur. Ayrica
B'=B,
diferansiyel denkleminin ¢6zumu
B = be®, (3.84)

olur. Burada aveb keyfi sabitlerdir. (3.83) ve (3.84)’den clde edilen A ve B

degerlerinin (3.72) denkleminde yerlerine konmasi ile:
Yo = A(X,) +B(X,)e ™ =ae™ +(be®)e, (3.85)

elde edilir veya esitlik, orijinal degiskene gore asagidaki sekilde ifade edilebilir:

x-1

Y, =ae ™ +(be*)e ° . (3.86)
(3.64) asimptotik a¢iliminda y, fonksiyonunun yerine yazilmasiyla
y=ae " +be*e 4 . (3.87)

acilimma ulasilir. (3.61)’de belirtilen sinir kosullarmin (3.87)’e uygulanmasiyla

asagidaki sonuglar elde edilir
y(0) = ae® +be’e®F 4 —a+be ™ +.. =1+ ™)

yani

, (3.88)

a+be =1+ exp(—wj
&

olur. Diger sinir sartindan
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(1-1)

y(1) =ae ! +bele s +..= ae 1 +be+--=1+1/e,
yani
1+i=ae'+be= a+be* =e+1, (3.89)
bulunur. (3.88), (3.89)’deki iki esitligin ¢ozulmesi ile:
a=1, (3.90)

Ve

=1/,. (3.91)

Bu degerleri (3.87)’ye yerlestirdigimizde, nihai ¢6ziim olarak asagidaki ifadeler elde
edilir:

y=e*+ éexe(x‘l)/e, (3.92)
veya
y = e™* 4 e(I+a)(x-1)/e (3.93)

(3.93) denklemi, (3.60) denkleminin; Kevorkian ve Cole (1981), Pakdemirli ve Ozkaya
(1998), Soujanyal ve ark. (2012) ve Yiwu, (1996) tarafindan verilen kesin ¢6zumuddr.
Bahsi gecen bu calismalarda arastirmacilar ikinci dereceden singiiler perturbe 6zellikli
sinir deger problemlerinin ¢oziimii i¢in farkli sayisal yontemler uygulamislardir, ancak

bu problemler icin ¢coklu 6lgcek yontemiyle elde edilen ¢6zim kesin ¢ozimdur.
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Cizelge 3.5. Ornek 3.2°de € = 0.3 i¢in ¢oklu dlgek metoduyla kesin ¢oziimiin karsilast-

rilmasi

X Coklu Olgek Cozumi Kesin Coziim Hata

0.00 1.013123728736941 1.01310000000000 0.000023728736941
0.05 0.967528177671798 0.967498708240189 0.000029469431609
0.10 0.925079329481764 0.925042730508903 0.000036598972861
0.15 0.885847014649571 0.885801561285140 0.000045453364431
0.20  0.849951680239213 0.849895230339759 0.000056449899454
0.25 0.817574990903127 0.817504884076311 0.000070106826816
0.30 0.788973074802914 0.788886007027530 0.000087067775384
0.35 0.764493050415720 0.764384918328522 0.000108132087198
0.40 0.744593624249973 0.744459331760816 0.000134292489158
0.45 0.729870740806133 0.729703958927493 0.000166781878640
0.50 0.721089503705321 0.720882372277367 0.000207131427954
0.55 0.719223881967000 0.718966639220989 0.000257242746011
0.60 0.725506081850623 0.725186604352549 0.000319477498075
0.65 0.741487919753643 0.741091151046425 0.000396768707218
0.70  0.769117096825422 0.768624337842470 0.000492758982952
0.75 0.810831977847757 0.810220005656244 0.000611972191513
0.80 0.869679348625904 0.868919321967553 0.000760026658351
0.85 0.949460708709743 0.948516808759035 0.000943899950708
0.90 1.054914000742109 1.053741743023045 0.001172257719064
0.95  1.191939347472572 1.190483485377362 0.001455862095209
1.00 1.367879441171442 1.366071362277358 0.001808078894085

Cizelge 3.6. Ornek 3.2°de £ = 0.4 icin coklu 6lcek metoduyla kesin ¢oziimiinKarsilast-

rilmast

X Coklu Olgek Cozuimii Kesin Coziim Hata (1.0e-04 *)
0.00 1.03019738342231 1.03020000000000 0.02616577681413
0.05 0.987201943254144 0.987205060242407 0.031169882634963
0.10 0.947689544903000 0.947693258003476 0.037131004761992
0.15 0.911755410429212 0.911759833646106 0.044232168940894
0.20 0.879540815703200 0.879546084843590 0.052691403903404
0.25 0.851240540105656 0.851246816949211 0.062768435548088
0.30 0.827111807181088 0.827119284447225 0.074772661369238
0.35 0.807484998154000 0.807493905418996 0.089072649962496
0.40 0.792776474288621 0.792787085034348 0.106107457271687
0.45 0.783503908478001 0.783516548488704 0.126400107031133
0.50 0.780304603163079 0.780319660528007 0.150573649279062
0.55 0.783957363061639 0.783975300090642 0.179370290024350
0.60 0.795408600035633 0.795429967453569 0.213674179363466
0.65 0.815803477084549 0.815828930940324 0.254538557755701
0.70 0.846523052902565 0.846553374711956 0.303218093908875
0.75 0.889228572419523 0.889264693160241 0.361207407176822
0.80 0.945914267908631 0.945957296604352 0.430286957212589
0.85 1.018970296315542 1.019021554086526 0.512577709836926
0.90 1.111257749459313 1.111318810085069 0.610606257560598
0.95 1.226198044223708 1.226270782463125 0.727382394161147
1.00 1.367879441171442 1.367966090323950 0.866491525073343
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Cizelge 3.7. Ornek 3.2°de £ = 0.6 icin ¢oklu 6lgek metoduyla kesin ¢ozimiin

karsilast-irilmasi

X Coklu Olgek Cozumii Kesin Coziim Hata (1.0e-03 *)
0.00 1.069483451222802 1.0694834512228023 0.016548777198588
0.05 1.030623356777792 1.030623356777792 0.018909142724510
0.10  0.995555371325372 0.9955553713253721 0.021606169101740
0.15 0.964365105036586 0.9643651050365860 0.024687874540574
0.20 0.937172582091785 0.9371725820917851 0.028209126127776
0.25 0.914136066308017 0.9141360663080174 0.032232616687278
0.30 0.895456485230973 0.8954564852309732 0.036829980971764
0.35 0.881382535475310 0.8813825354753103 0.042083071056020
0.40 0.872216564030295 0.8722165640302950 0.048085413643650
0.45 0.868321333876736 0.8683213338767361 0.054943875227420
0.50 0.870127797828360 0.870127797828360 0.062780564754172
0.55 0.878144022292689 0.878144022292689 0.071735007670104
0.60 0.892965422959439 0.892965422959439 0.081966630048114
0.65 0.915286497629614 0.915286497629614 0.093657597032171
0.70  0.945914267908631 0.945914267908631 0.107016056127618
0.75 0.985783671773607 0.985783671773607 0.122279843088102
0.80 1.035975183627254 1.035975183627254 0.139720716374026
0.85 1.097734977984366 1.097734977984366 0.159649195575540
0.90 1.172497998105248 1.172497998105248 0.182420089942958
0.95 1.261914342497449 1.2619143424974490 0.208438815459289
1.00 1.367879441171442 1.3678794411714421 0.238168612917811

Cizelge 3.8. Ornek 3.2°de € = 0.8 icin

coklu 6lcek metoduyla kesin

¢OzUmun Karsilast-

rilmasi

X Coklu Olgek Cozumii Kesin Cozim Hata (1.0e-05 *)

0.00  1.105399224561864 1.105400000000000 0.077543813570280
0.05  1.069178772608017 1.069179640379321 0.086777130436921
0.10  1.036831261223790 1.036832232322582 0.097109879226842
0.15 1.008418624419855 1.008419711149572 0.108672971710355
0.20  0.984029641299568 0.984030857428646 0.121612907721946
0.25  0.963782182978709 0.963783543915020 0.136093631109002
0.30  0.947825773362870 0.947827296348940 0.152298606925783
0.35  0.936344498895602 0.936346203227060 0.170433145774140
0.40  0.929560306681531 0.929562213951582 0.190727005100477
0.45  0.927736735185428 0.927738869558429 0.213437300056185
0.50  0.931183127070983 0.931185515588594 0.238851761069636
0.55  0.940259379739498 0.940262052663291 0.267292379330097
0.60  0.955381295834626 0.955384287029488 0.299119486191213
0.65  0.977026603479189 0.977029950842375 0.334736318508000
0.70  1.005741724398959 1.005745470340233 0.374594127428019
0.75  1.042149377471938 1.042153569450894 0.419197895618062
0.80  1.086957115738995 1.086961806866346 0.469112735146382
0.85  1.140966906655229 1.140972156365701 0.524971047211054
0.90  1.205085878499976 1.205091753305323 0.587480534619544
0.95  1.280338370563017 1.280344944894695 0.657433167794430
1.00 1.367879441171442 1.367886798323631 0.735715218858069
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Sekil 3.2. Ornek 3.2°de £ =0.3, 0.4,0.6 ve 0.8 icin Coklu Olcek Metodu ile kesin
¢ozlim karsilastirma grafigi.



4. IKiINCi MERTEBEDEN DENKLEM iCiN SINIR DEGER PROBLEMINiN
NUMERIK COZUMU

Bu kesimde
Lu=c¢cu" +alx)u"+ b(x)u=0,x € (0,10), 4.2)
singuler pertirbe ozellikli lineer ve
u(0) =4, u(l) =B, (4.2)
kosullariyla verilen problem igin sonlu fark semalar1 kurulacaktir. Burada € > 0 kiglk
parameter ve a(x) = a > 0 ve b(x) fonksiyonlar1 [0,[] araliginda tanimli yeterince

diizgiin fonksiyonlardir.
4.1. Asimptotik Degerlendirmeler

Fark semasmin kurulmasindan once kesin ¢6ziim i¢in asimptotik
degerlendirmelerle ¢ozlimiin kararliligi incelenecektir. Bunun icin asagidaki lemmayi
sunalim.

Lemma .4.1. (4.1)-(4. 2)probleminin ¢éziim i¢in,

lu@)| <Al +|B],0 <x <1, (4.3)
w'G)l < e +a " bllog(@ Al +1BD, 0<x <1, (4.4)
degerlendirmeleri dogrudur. Burada C keyfi sabittir ve £’a bagh degildir (Amirali
ve Duru, 2010).

ispat. ¥(x) = |A] + |B| +u(x),

fonksiyonu i¢in, L¥(x) = 0, ¥(0) =0, ¥(l) = 0 sartlar1 saglanir. Buradan mak-
simum prensibine gore, ¥ (x) > 0 olur. Dolayisiyla (4.3) esitsizligi dogrudur. Simdi
(4.4) Gin ispatina bakalim. (4.1) den

X X X

1 1 1
W) = Oexp(— [ atndn - [bEuElexp (- [ amdnds

0 0 S

bagintisini yazabiliriz. Burada (4.1.3)’t dikkate alirsak,

WG < w6 +a maxlb(u) (1),

<u'(0)e"s +a {lIbllego (14l + BN}
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olur. Burada |[u'(0)| < %oldugunu gosterelim. Bunun i¢in

451
g9'(x) = g(ag; ay) _f Ko(x, E)g"(f)df, g€ Cc?, Ay <X < ay,
%o

esitliginden faydalanacagiz. Burada
gx)=ulx), x=0, ¢y =0, a; =¢,

degerlerini kabul edelim. Buradan
X
W) = u0:8) - | W)k,
0
yazariz. Gerekli diizeltmeleri yaparak

u'(x) = u(0; &) —u'(x) + u'(0),

ve

w'(0)] = <=4 < £,

& &

degerlendirmesini elde ederiz. Benzer bicimde
gx)=ux),x=Lay=1l—¢,a, =1,
alarak

' ()] = |

sonucuna ulasiriz. |u'| degerlendirmesi i¢in elde ettigimiz son esitsizlikte |u'(0)| ve

B—u(l-¢)
£

(o
S_)
&

|u'(D)] igin elde ettigimiz degerlendirmeleri goz dniine alirsak (4.4) ispatlanmis
olur.

Not.1. (4.1)-(4.2) probleminin ¢6ziimi i¢in asagidaki esitsizlikler dogrudur

lu(x)| <Cy, 0<x <1, (4.5)

—ax

W@l <c(1+3e), 0<x<I. (4.6)

4.2. Fark Semasinin Kurulmasi

[0,1] arahginda, wy, = {x; = ih, i =1,2,..,N—1;h =1/N},
Wy, = wpU{x = 0,1} diizgin sebekesini ele alalim. Fark semasmin kurulmasi siireci
icin baslangi¢ olarak asagidaki Ozdeslikten hareket edecegiz. (4.1) denklemi ¢; baz
fonksiyonuyla carpilip [x;_q,%;41] araliginda integrali alinirsa asagidaki ifade elde
edilir:
(Lw, ;) = (", @) + (a()u', @) + (b()w, ;) = 0. (4.7)
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Burada () ile i¢ carpim gosterilmektedir ve ¢; (x)fonksiyonu

( oG _q
e et —
(Pi(X) = 3 " 1-— e%(xi+1_x)
P (x) = ﬁ ) Xi S XS Xiyq
L0 ) X € (Xj—1,Xi41)

olup ¢; M (x)ve ;@ (x) fonksiyonlar: sirasiyla asagidaki problemlerin ¢oziimiidiir:

e + a0 = 0,3, <x<x,

o V(X)) =0 ,0,P () =1,

ve
e0;®" + ;0@ =0, x < x <xp41,

0P (xi41) = 0,0, (x) = 1,

(4.7) ifadesi acik bi¢imde asagida yazilmistir:
h1 J‘xi+1 LU(pidx =hp! fxi+1[gun(pi + a(x)u'(pl- + b(x)u<pi]dx = 0.
Xi-1 Xi-1

(4.12) ifadesinin sagdaki ilk terimine kismi integrasyonu uygulayalim:

— Xi _ Xi Xi _ Xi
eh™ [ u"pidx = eh™t [u’(pil e u”<pidx] = —eh™! [ u'pidx.
i-1 i-1

Xi-1 Xi—1

Verilen kurali (4.13) esitligine uygulayarak, asagidaki ifadeleri elde ederiz:

(4.8)

(4.9)

(4.10)

(4.11)

(4.12)

(4.13)
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Xi Xi Xi+1

- [awo" [w©rmod ru, [ 0@ cdx
Xi-1 Xi-1 Xi

Xi+1 Xi+1

- j dxg,@" j u" () Ky (x, €)dé |,

Xi Xi

Xi

e P—_ fda«pl f u" (&) Ky (x, £)dé

Xi-1

+ 1 dep, P [I 0 (©) Ko (x, §) g (4.14)

(4.12) ifadesinde sag taraftaki ikinci terimde gerekli diizenlemeleri yaparsak

Xi+1 Xi+1 Xi+1

h™1 j a()u'@;dx = h™! j [a(x) — a(x)]u'@;dx +h™1 J a(x)u';dx,
Xi-1 Xi-1 Xi—1
= q;h7? [f;‘_l uwo;Vdx + f;i“ w;Pdx +] + Ry, (4.15)

ifadesini elde ederiz. Yine (2.8) kuralini (4.11) denklemine uyguladigimizda

Xit1 Xit+1
h™1 j a()u'p;dx = a;h™?t [ J {Vdx + u, J 0;Pdx
Xi-1 Xi
+R+R., (4.16)
elde edilir. Burada
x=h oMy, (417)

P = h7 1 o D, (4.18)
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Ve
E = R:)lk,i + R;,i .

Ayrica, Ry ; ve R, ; Kalan terimleri

Xi Xi
Rio= [ dvo [ w@ Ko,
Xi-1 Xi-1
Xit+1 Xit+1
Rio= [ axo® [ w© Ko,

Xi Xi

(4.19)

olarak tanimlanir. (4.17), (4.18) ve (4.19)’de verilen ¢ esitligi, (4.16) denklemindeki

yerlerine yazdigimizda asagidaki ifadeyi elde ederiz:

Xi+1

h~1 f a(x)u' @;dx

Xi-1

X Xi+1

= a;|ug, | R f(pl-(l)dx sy h_lf ¢;Pdx ||+ R+R;,;,

Xi-1 Xi

1 2 — *
= ai[uf’i)(i( )+ux‘i)(l.( )] +R+R,;,

Il
8

i

® (2)

[ 1) . h
L 'l ,l

I
8

®

Il
8

L

= al'u;'( + %‘huyx'i(xl-(Z) - Xl(l)) + R + R;;.,i'

i

Benzer sekilde, (4.12) ifadesinin tg¢uncl terimi olan

[ 1 2 B *
'(%i‘%vJﬁ)+<% +%W)Xp]+R+R”'
2)] + E + RZ,,I:’

h
—ume Xt 7 Uzx; X

[ 2 2 1 = .
Jwe O + 287 + B, 1 = X ))] +R+R;;,

(4.20)
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Xi+1

= f bu) e (0 dx,

ifadesi diizenlenirse

Xit+1 Xi+1

h™ f b()u(x)p;(x)dx = b~ f (b(x) = b(x;) + b(x) Ju(x)@; (x)dx

= h! j [b(0) — bG)lu()@y(x)dx + h j b(r)u(0) @ () dx,

= h7'h; [ u(x)gi(x)dx + Ry

Xit1 Xi+1 Xit1

=i | [ e+ [ dxpn | w© K|+ Ry

Xi—q Xij—1 Xi

= byu; + Ry; + R} (4.21)
Burada

Xi+1
Roe=ht [ 16 = b TuGOp ),

Xi-1

Xi+1 Xi+1

Ru= 7| [ dvoi) [ W@ Ksnag|

yazilir. Boylece son elde edilen ifadeleri birlestirir ve (4.10) esitlikleri kullanilirsa

€ (% ()(i(z) — )(l.(l)) + 1) Uzx, +au, +bu;+R; =0i=12..,N-1 (4.22)
Burada:

ih
6 =22 - x") +1. (4.23)

ve
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Ri = Rl,i + R:l,i + R;'i, (424)

yazilir. 6; ifadesini agik bi¢imde hesaplayalim, bunun i¢in

burada
Xi x;
h~1 a;
Bt f 0D () dx = —— f (e oy —1)dx,
X eeh -1 .
-1 i-1
1 & a;
=hp1 < - [__(e—?h _ 1) _ hD’
e er—1L &
eh™1 1
— a; y e_%h_l’ (4.26)
ve
Xit+1 1 Xi+1
-1 ) — T
h j @ (x)dx ~ e%h f (1 e %it1 )dx,
Xi X
_1 8 ;
= < a; [h + — (1 — e?h)]>,
1—e&h i
1 eh1
T (4.27)

(4.26) ve (4.27)’de verilen iki denklemi (4.25) esitliginde yerlerine koydugumuzda

sonu¢ 1 etmektedir, dolayisiyla:

Xit+1 Xi Xit+1

h1 f @;(x)dx = h7?t f(pl-(l)(x)dx+h‘1f 0; P (x)dx,
Xi—1 Xi—1 X

eh™1 1 1 eh™1 e%h—l

e -1 1l—-e ¢ ee —1
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olur.

(4.23) ifadesine dayanarak, (4.1)-(4.2) probleminin yaklasik ¢6ziimii i¢in asagidaki fark
semasini sunalim(Amirali ve Duru, 2002).

ty = —€0; Yz, + @iy, + biy;=0,i=12,..,N—1. (4.29)
y(0) =4, y(N) =B. (4.30)

4.3. Fark Semasinin Hata Analizi
y ve u sirayla (4.29)-(4.30) fark probleminin ¢éziimi ve (1.1)-(1.2) probleminin

cozimleri olsun. z; = y; —u; yaklasik ¢6ziimle tam ¢oziim farki olup hata

fonksiyonudur. O halde z; igin asagidaki problemi yazabiliriz:

fzi = Ri’ 1<i<N- 1, (431)
ZO = ZN = 0 (432)
Burada

Ri=Ryi+Ry; + Ry,
olup yukarda tanimlanmustir.
Lemma 4.2. a(x),b(x) € C*[0,1] ise, yaklasim hatalar1 i¢in asagidaki degerlendirmeler

saglanir
h 3SRl < Ch. (4.33)

(Amirali ve Duru, 2010).

ispat. Once (4.33)’dan baslayalim. R; ifadesini

Ri= 17 [ (aG0 = ) Copidx + [ (560 = bGeuCpi()dx
Fh7ly [ 714 degpy () [ ' (§) K5 (x, §)dé ], (4.34)

agik bigimde yazalim. Buradan |u| < C, esitsizligini ve |¢;(x)| < 1 oldugunu dikkate

alirsak,

IRl < Ch(1+h™" [ (x)ldx ), (4.35)
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oldugu gorulur.

TEOREM 4.1. Lemma 4.2 nin sartlar1 altinda
Ly = €0iYaxi T aiy, + bjy;=0,i=12,..,N—1,
ve
Yo =4, yn =B,
fark probleminin ¢ozimu € (wy,) normunda
Lu=cu"+a(x)u'—b(x)u=0, 0<x </,
u(0) =4, u(l) =B,
probleminin ¢ozimiine €’a gére O(h) hiziyla diizgiin yakinsaktir:

ly — ullcw,y < Ch.

(Amirali ve Duru, 2010).
4.4. Algoritma ve Sayisal Sonuclar

Bu kesimde teorik sonuglari bir niimerik 6rnekler tizerinde realize edecegiz. Bunun igin
(4.29)-(4.30) fark problemini agik bigimde yazalim.

6, (}’i+1 —2y; + %—1) ta (3’1+1 — Vi1

h2 a; oh )+bi3’i=0:

(;_ezi_%)yi‘l_(%_bi)Yi'i'(%"'%)Yiﬂ:0- (4.36)

ifadesini asagidaki sekilde duzenleyelim:

Aiyi—l - Ci)’i + Bi)’i+1 =0.i= 1,2, ,N —1. (437)
Burada
g0 _ a 26; g0; | a
Ai=F—E,Ci=F—bi,Bi=?+E,

(4.37) lineer denklem sistemi ise asagida verilen kovma algoritmasi ile ¢ozulecektir:
a, = 0 y ﬁl =0.
B; Api + F;

Aiy1 = Biv1 =7——-
: Ci - alAl- T Ci - aiAi

Vi = Aiv1Yi1 + Bira-
Bu algoritmanin yakinsamasi i¢in

A;>0,B;>0,C; > A; + B
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sartlarinin ger¢eklenmesi gerekmektedir (Samarskii, 2002).

Ornek 4.1. Sunulan fark semasini
&' ()+A+e)y' () +y(x)=0; xe[0]],
lineer diferansiyel denklemi ve
y(0)=0ve y() =1.
sinir gartlartyla verilen probleme uygulayarak test edecegiz.

Bu problemin kesin ¢6zimi

y =
(e7s-e71)
olacaktir. Bunun i¢in Matlab kodlar1 ekde sunulmustur. Elde edilen sonuglar Tablo 1°de
verilmektedir. S6z konusu tabloda hata degerleri
E = maxg, |y — ul

seklinde hesaplanmaktadir.

Cizelge 4.1. Ornek 4.1°de £ = 0.3 icin fark semasiyla ve kesin ¢dziimiin
karsilagtirilmasi

X Nimerik COzim Kesin Coziim Hata




0.00 0.00000000 -0.00000000 0.00000000
0.05 0.31825120 0.31531000 0.00294120
0.10 0.57166634 0.56683630 0.00483004
0.15 0.77105288 0.76512086 0.00593203
0.20 0.92550574 0.91905065 0.00645508
0.25 1.04267461 1.03611358 0.00656104
0.30 1.12898982 1.12261488 0.00637494
0.35 1.18985297 1.18386037 0.00599259
0.40 1.22979802 1.22431137 0.00548664
0.45 1.25262729 1.24771582 0.00491147
0.50 1.26152632 1.25721917 0.00430715
0.55 1.25916080 1.25545823 0.00370256
0.60 1.24775846 1.24464049 0.00311797
0.65 1.22917820 1.22661123 0.00256697
0.70 1.20496837 1.20291024 0.00205812
0.75 1.17641606 1.17481985 0.00159621
0.80 1.14458862 1.14340543 0.00118319
0.85 1.11036872 1.10954972 0.00081900
0.90 1.07448391 1.07398176 0.00050215
0.95 1.03753159 1.03730141 0.00023018
1.00 1.00000000 1.00000000 0.00000000
Cizelge 4.2. Ornek 4.1°de € = 0.4 icin fark semasiyla ve kesin ¢6ziimiin
karsilastirilmasi
X Nimerik COozim Kesin Cozum Hata
0.00 0.00000000 -0.00000000 0.00000000
0.05 0.24188529 0.24049636 0.00138894
0.10 0.44336159 0.44100450 0.00235709
0.15 0.60978614 0.60679521 0.00299094
0.20 0.74585401 0.74249202 0.00336199
0.25 0.85567783 0.85214867 0.00352916
0.30 0.94285805 0.93931731 0.00354073
0.35 1.01054482 1.00710870 0.00343611
0.40 1.06149247 1.05824523 0.00324724
0.45 1.09810750 1.09510766 0.00299984
0.50 1.12249081 1.11977637 0.00271444
0.55 1.13647488 1.13406759 0.00240729
0.60 1.14165652 1.13956546 0.00209106
0.65 1.13942571 1.13765019 0.00177552
0.70 1.13099090 1.12952287 0.00146803
0.75 1.11740138 1.11622739 0.00117399
0.80 1.09956688 1.09866965 0.00089723
0.85 1.07827483 1.07763454 0.00064029
0.90 1.05420560 1.05380088 0.00040472
0.95 1.02794579 1.02775453 0.00019125
1.00 1.00000000 1.00000000 0.00000000
Cizelge 4.3. Ornek 4.1°de £ = 0.6 igin fark semasiyla ve kesin ¢oziimiin
karsilagtirilmasi
X Nimerik C6zim Kesin Cozlm Hata




0.00 0.00000000 -0.00000000 0.00000000
0.05 0.17472625 0.17421420 0.00051205
0.10 0.32689788 0.32600247 0.00089541
0.15 0.45874288 0.45757227 0.00117061
0.20 0.57228989 0.57093436 0.00135553
0.25 0.66938518 0.66791949 0.00146568
0.30 0.75170825 0.75019375 0.00151450
0.35 0.82078619 0.81927262 0.00151357
0.40 0.87800673 0.87653387 0.00147286
0.45 0.92463027 0.92322936 0.00140092
0.50 0.96180091 0.96049589 0.00130502
0.55 0.99055650 0.98936513 0.00119137
0.60 1.01183790 1.01077271 0.00106519
0.65 1.02649745 1.02556657 0.00093088
0.70 1.03530666 1.03451458 0.00079209
0.75 1.03896341 1.03831157 0.00065184
0.80 1.03809833 1.03758572 0.00051262
0.85 1.03328083 1.03290443 0.00037640
0.90 1.02502449 1.02477970 0.00024479
0.95 1.01379206 1.01367305 0.00011901
1.00 1.00000000 1.00000000 0.00000000
Cizelge 4.4. Ornek 4.1°de £ = 0.8 i¢in fark semasiyla ve kesin ¢oziimiin
karsilastirilmast
X Nimerik Cozim Kesin Coziim Hata
0.00 0.00000000 -0.00000000 0.00000000
0.05 0.14548035 0.14520938 0.00027097
0.10 0.27501941 0.27453902 0.00048039
0.15 0.38993315 0.38929643 0.00063673
0.20 0.49144053 0.49069302 0.00074751
0.25 0.58067024 0.57985082 0.00081943
0.30 0.65866703 0.65780861 0.00085842
0.35 0.72639750 0.72552776 0.00086974
0.40 0.78475561 0.78389757 0.00085803
0.45 0.83456777 0.83374038 0.00082739
0.50 0.87659759 0.87581619 0.00078139
0.55 0.91155031 0.91082711 0.00072319
0.60 0.94007694 0.93942141 0.00065553
0.65 0.96277813 0.96219734 0.00058078
0.70 0.98020772 0.97970670 0.00050102
0.75 0.99287613 0.99245811 0.00041801
0.80 1.00125345 1.00092017 0.00033328
0.85 1.00577238 1.00552426 0.00024811
0.90 1.00683088 1.00666729 0.00016360
0.95 1.00479477 1.00471413 0.00008064
1.00 1.00000000 1.00000000 0.00000000
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b4

Sekil 4.1. Ornek 4.1°de £ =0.3, 0.4, 0.6 ve 0.8 icin fark semasiyla kesin ¢6ziim

karsilagtirma grafigi.
Ornek 4.2: Sunulan fark semasini
&' () -y’ (¥)-A+&)y(x)=0; xe[0]],
lineer diferansiyel denklemi ve

y(0) =1+exp(-1+¢&)/e) vey (1) =1+1/e,
siir sartlariyla verilen probleme uygulayarak test edecegiz.Bunun igin Matlab kodlar1
ekde sunulmustur. Elde edilen sonuglarTablo 2’de verilmektedir. S6z konusu tabloda
hata degerleri
E = maxg, |y — ul

seklinde hesaplanmaktadir.

Cizelge 4.5. Ornek 4.2°de £ = 0.3 icin fark semasiyla ve kesin ¢dziimiin
karsilastirilmasi

X Nimerik Cozim Kesin Coziim Hata
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0.00 1.01312373 1.01310000 0.00002373
0.05 0.96696143 0.96749871 0.00053728
0.10 0.92393266 0.92504273 0.00111007
0.15 0.88410062 0.88580156 0.00170094
0.20 0.84757939 0.84989523 0.00231584
0.25 0.81454489 0.81750488 0.00295999
0.30 0.78524860 0.78888601 0.00363741
0.35 0.76003482 0.76438492 0.00435010
0.40 0.73936235 0.74445933 0.00509698
0.45 0.72383153 0.72970396 0.00587243
0.50 0.71421814 0.72088237 0.00666424
0.55 0.71151584 0.71896664 0.00745080
0.60 0.71698920 0.72518660 0.00819740
0.65 0.73223997 0.74109115 0.00885119
0.70 0.75928991 0.76862434 0.00933443
0.75 0.80068440 0.81022001 0.00953560
0.80 0.85962174 0.86891932 0.00929758
0.85 0.94011477 0.94851681 0.00840204
0.90 1.04719280 1.05374174 0.00654895
0.95 1.18715379 1.19048349 0.00332969
1.00 1.36787944 1.36607136 0.00180808

Cizelge 4.6. Ornek 4.2°de £ = 0.4 icin fark semasiyla ve kesin ¢dziimiin
karsilagtirilmasi

X Nimerik Cozim Kesin Cozlim Hata
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0.00
0.05
0.10
0.15
0.20
0.25
0.30
0.35
0.40
0.45
0.50
0.55
0.60
0.65
0.70
0.75
0.80
0.85
0.90
0.95
1.00

1.03019738
0.98317627
0.93932533
0.89870460
0.86142483
0.82765833
0.79765264
0.77174766
0.75039715
0.73419565
0.72391214
0.72053222
0.72531077
0.73983782
0.76612089
0.80668790
0.86471566
0.94419051
1.05010894
1.18872821
1.36787944

1.01310000
0.96749871
0.92504273
0.88580156
0.84989523
0.81750488
0.78888601
0.76438492
0.74445933
0.72970396
0.72088237
0.71896664
0.72518660
0.74109115
0.76862434
0.81022001
0.86891932
0.94851681
1.05374174
1.19048349
1.36607136

0.00002373
0.00344459
0.00745705
0.01218064
0.01775889
0.02436419
0.03220349
0.04152522
0.05262753
0.06586830
0.08167694
0.10056880
0.12316222
0.15019915
0.18256982
0.22134230
0.26779807
0.32347452
0.39021612
0.47023562
0.56618758

Cizelge 4.7. Ornek 4.2°de € = 0. 6icin fark semasiyla ve kesin ¢dziimiin

karsilastirilmasi
X Nimerik COzim Kesin Cozum Hata
0.00 1.06948345 1.01310000 0.00002373
0.05 1.02048623 0.96749871 0.01019707
0.10 0.97474348 0.92504273 0.02143848
0.15 0.93230800 0.88580156 0.03392213
0.20 0.89328284 0.84989523 0.04784709
0.25 0.85783204 0.81750488 0.06344099
0.30 0.82619405 0.78888601 0.08096426
0.35 0.79869862 0.76438492 0.10071496
0.40 0.77578796 0.74445933 0.12303432
0.45 0.75804324 0.72970396 0.14831310
0.50 0.74621782 0.72088237 0.17699890
0.55 0.74127870 0.71896664 0.20960446
0.60 0.74445849 0.72518660 0.24671735
0.65 0.75732029 0.74109115 0.28901087
0.70 0.78183882 0.76862434 0.33725669
0.75 0.82050182 0.81022001 0.39233931
0.80 0.87643667 0.86891932 0.45527264
0.85 0.95356871 0.94851681 0.52721898
0.90 1.05681891 1.05374174 0.60951086
0.95 1.19235091 1.19048349 0.70367597
1.00 1.36787944 1.36607136 0.81146590
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Cizelge 4.8. Ornek 4.2°de € = 0. 8i¢in fark semasiyla ve kesin ¢oziimiin

karsilastirilmasi
X Nimerik COozim Kesin Cozim Hata
0.00 1.10539922 1.01310000 0.00002373
0.05 1.05459542 0.96749871 0.01505042
0.10 1.00712317 0.92504273 0.03126399
0.15 0.96302861 0.88580156 0.04883807
0.20 0.92240780 0.84989523 0.06796634
0.25 0.88541719 0.81750488 0.08886512
0.30 0.85228694 0.78888601 0.11177613
0.35 0.82333750 0.76438492 0.13696969
0.40 0.79900052 0.74445933 0.16474822
0.45 0.77984499 0.72970396 0.19545026
0.50 0.76660992 0.72088237 0.22945493
0.55 0.76024536 0.71896664 0.26718690
0.60 0.76196355 0.72518660 0.30912206
0.65 0.77330296 0.74109115 0.35579381
0.70 0.79620833 0.76862434 0.40780012
0.75 0.83313065 0.81022001 0.46581151
0.80 0.88715214 0.86891932 0.53057995
0.85 0.96214236 0.94851681 0.60294888
0.90 1.06295325 1.05374174 0.68386443
0.95 1.19566282 1.19048349 0.77438805
1.00 1.36787944 1.36607136 0.87571066
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Sekil 4.2. Ornek 4.2°de € = 0.3, 0.4, 0.6 ve 0.8 i¢in fark semasiyla kesin ¢oziim
karsilagtirma grafigi.



5. TARTISMA VE SONUC

Bu calismada, homojen konveksiyon reaksiyon diflizyon denklemi igeren
singiiler pertiirbe 6zellikli sinir deger problemi arastirilmistir. Bu tiir denklemler igin iki
olgekli ¢oklu 6lgek metodu tanitilmis ve O(&?) yaklasim oranma sahip c¢oklu 6lgek
yaklagik ¢oziimii elde edilmistir. Ayrica ustel katsayili fark semasi, agirlik fonsiyonu
iceren ve kalan terimi integral bi¢iminde olan interpolasyon kuadratiir kurallar
kullanilarak elde edilmistir. Burada seg¢ilen baz fonksiyonlar1 metot hatasini sifirlayacak

bicimde se¢ilmektedir. Kurulan fark semasinin kesin ¢oziime yaklasim orani O(h)
bulunmustur. %E 1 oran1 bu metod i¢in en uygun sonuglarin elde edildigi orandir.

Sonlu fark semasinda diizgiin sebeke noktalarinin kullanilmasi hesaplama maliyetini
diistirmektedir. Her iki metot icin nimerik érnekler pertiirbasyon parametresi olan &’un
farkli degerleri i¢in MATLAB R2014a kodlariyla hesaplanmis, elde edilen sonuglar
tablolarda verilmektedir. Coklu 6l¢cek metodu &’un kiigiik degerlerinde ¢ok iyi sonug
vermektedir, fakat metodun zorlugu adi diferansiyel denklemlere asimptotik agilim
uygulandiginda kismi diferansiyel denklemlerinden yaklasim elde edilmesi olup, bu
denklemlerin ¢6ziim zorlugudur. Homojen olmayan problemlerde ise kismi tiirevli
denklemlerin ¢6ziimii daha da zorlasacaktir. Sonlu fark semalar1 homojen olmayan
denklemler icin de kolayca kurulabilir. Adaptif sebekede ve pargali diizgiin sebekelerde
fark semalar1 kurulabilir. Bu ¢alismanin kapsami disinda tutulmustur. ilerde yapilacak
caligmalarda homojen olmayan problem, adaptif ve parcali diizgiin sebekelerde fark
semalar1 kurulabilir; ayrica ¢oklu 6lcek yaklasik ¢oziimleri sunulabilir.

Asagidaki tablolarda ele alinan Ornekler lizerinde her iki metodla elde edilen
sonuglar karsilagtirllmistir. €’ un kiiglik degerleri igin her iki metotla elde edilen sonuglar

birbirine yakin oldugu goriilmektedir.
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Cizelge 5.1. Ornek 3.1 ve 4.1°de € = 0.3 icin ¢oklu 6lcek metodu ve niimerik metodun

karsilastirilmasi
X Ndmerik ¢6zim Coklu 6lcek metodu Iki metot arasindaki farki
0.00 0.00000000 0.000000000000000 0.000000000000000
0.05 0.31825120 0.315309999568504 0.002941200431496
0.10 0.57166634 0.566836301738874 0.004830038261126
0.15 0.77105288 0.765120856317024 0.005932023682976
0.20 0.92550574 0.919050653880210 0.006455086119790
0.25 1.04267461 1.036113576158106 0.006561033841894
0.30 1.12898982 1.122614881703092 0.006374938296908
0.35 1.18985297 1.183860374295398 0.005992595704602
0.40 1.22979802 1.224311372928354 0.005486647071646
0.45 1.25262729 1.247715816185846 0.004911473814154
0.50 1.26152632 1.257219168471022 0.004307151528978
0.55 1.25916080 1.255458232345169 0.003702567654831
0.60 1.24775846 1.244640494505780 0.003117965494220
0.65 1.22917820 1.226611229397957 0.002566970602043
0.70 1.20496837 1.202910242876234 0.002058127123766
0.75 1.17641606 1.174819849202657 0.001596210797343
0.80 1.14458862 1.143405429929741 0.001183190070259
0.85 1.11036872 1.109549716058139 0.000819003941861
0.90 1.07448391 1.073981759509110 0.000502150490890
0.95 1.03753159 1.037301411527703 0.000230178472297
1.00 1.00000000 1.000000000000000 0.000000000000000

Cizelge 5.2. Ornek 3.1 ve 4.1°de &€ = 0.4 icin coklu 6lcek metodu ve niimerik metodun

karsilagtirilmasi
X Nimerik ¢6zim Coklu 6lcek metodu Iki metot arasindaki
farki
0.00 0.00000000 0.0000000000000000 0.001388934285580
0.05 0.24188529 0.240496355714420 0.002357090958393
0.10 0.44336159 0.441004499041607 0.002990934018216
0.15 0.60978614 0.606795205981784 0.003361988553335
0.20 0.74585401 0.742492021446665 0.003529158452965
0.25 0.85567783 0.852148671547035 0.003540736661954
0.30 0.94285805 0.939317313338046 0.003436118114296
0.35 1.01054482 1.007108701885704 0.003247242527166
0.40 1.06149247 1.058245227472834 0.002999836346400
0.45 1.09810750 1.095107663653600 0.002714442063086
0.50 1.12249081 1.119776367936914 0.002407290418293
0.55 1.13647488 1.134067589581707 0.002091058045932
0.60 1.14165652 1.139565461954068 0.001775521078870
0.65 1.13942571 1.137650188921130 0.001468025225195
0.70 1.13099090 1.129522874774805 0.001173985749614
0.75 1.11740138 1.116227394250386 0.000897227498362
0.80 1.09956688 1.098669652501638 0.000640286316483
0.85 1.07827483 1.077634543683517 0.000404719569537
0.90 1.05420560 1.053800880430463 0.000191255567531
0.95 1.02794579 1.027754534432469 0.000000000000000
1.00 1.00000000 1.000000000000000 0.000000000000000
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Cizelge 5.3. Ornek 3.1 ve 4.1°de € = 0.6 icin ¢oklu 6lcek metodu ve niimerik metodun

karsilastirilmasi
X Nimerik ¢6zlm Coklu 6lcek metodu Iki metot arasindaki farki
0.00 0.00000000 0.000000000000000 0.000000000000000
0.05 0.17472625 0.174214196531496 0.000512053468504
0.10 0.32689788 0.326002468374447 0.000895411625553
0.15 0.45874288 0.457572273958051 0.001170606041949
0.20 0.57228989 0.570934363505485 0.001355526494515
0.25 0.66938518 0.667919492586275 0.001465687413725
0.30 0.75170825 0.750193751256938 0.001514498743062
0.35 0.82078619 0.819272621825724 0.001513568174276
0.40 0.87800673 0.876533869125140 0.001472860874860
0.45 0.92463027 0.923229358761068 0.001400911238932
0.50 0.96180091 0.960495891070583 0.001305018929417
0.55 0.99055650 0.989365131407459 0.001191368592541
0.60 1.01183790 1.010772710834875 0.001065189165125
0.65 1.02649745 1.025566565292623 0.000930884707377
0.70 1.03530666 1.034514575779138 0.000792084220862
0.75 1.03896341 1.038311567007589 0.000651842992411
0.80 1.03809833 1.037585717324481 0.000512612675519
0.85 1.03328083 1.032904428385560 0.000376401614440
0.90 1.02502449 1.024779699137040 0.000244790862960
0.95 1.01379206 1.013673045022344 0.000119014977656
1.00 1.00000000 1.000000000000000 0.000000000000000

Cizelge 5.4. Ornek 3.1 ve 4.1°de &€ = 0.8 icin coklu 6lgek metodu ve niimerik metodun

karsilastirilmasi
X Nimerik ¢6zim Coklu 6lcek metodu Iki metot arasindaki farki
(1.0e-03 *)
0.00 0.00000000 0.000000000000000 0.0000000000000000
0.05 0.14548035 0.145209380480257 0.270969519743008
0.10 0.27501941 0.274539024292546 0.480385707454012
0.15 0.38993315 0.389296426580840 0.636723419159990
0.20 0.49144053 0.490693020467747 0.747509532252999
0.25 0.58067024 0.579850818693391 0.819421306609058
0.30 0.65866703 0.657808612790998 0.858417209002038
0.35 0.72639750 0.725527758560753 0.869741439247007
0.40 0.78475561 0.783897574765624 0.858035234375998
0.45 0.83456777 0.833740380250961 0.827389749039065
0.50 0.87659759 0.875816193076598 0.781396923402067
0.55 0.91155031 0.910827113738878 0.723196261121939
0.60 0.94007694 0.939421413144551 0.655526855449007
0.65 0.96277813 0.962197344672255 0.5807853277449701
0.70 0.98020772 0.979706698415359 0.501021584641048
0.75 0.99287613 0.992458114536402 0.418015463597987
0.80 1.00125345 1.000920171573846 0.333278426154049
0.85 1.00577238 1.005524264521275 0.248115478725053
0.90 1.00683088 1.006667286543483 0.163593456517175
0.95 1.00479477 1.004714127298946 0.080642701054012
1.00 1.00000000 1.000000000000000 0.0000000000000000
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Cizelge 5.5. Ornek 3.2 ve 4.2°de € = 0.3 icin ¢oklu 6lcek metodu ve niimerik metodun

karsilastirilmasi
X Ndmerik ¢6zim Coklu 6lgek metodu Iki metot arasindaki farki
0.00 1.01312373 1.013123728736941 0.000000001263059
0.05 0.96696143 0.967528177671798 0.000566747671798
0.10 0.92393266 0.925079329481764 0.001146669481764
0.15 0.88410062 0.885847014649571 0.001746394649571
0.20 0.84757939 0.849951680239213 0.002372290239213
0.25 0.81454489 0.817574990903127 0.003030100903127
0.30 0.78524860 0.788973074802914 0.003724474802914
0.35 0.76003482 0.764493050415720 0.004458230415720
0.40 0.73936235 0.744593624249973 0.005231274249973
0.45 0.72383153 0.729870740806133 0.006039210806133
0.50 0.71421814 0.721089503705321 0.006871363705321
0.55 0.71151584 0.719223881967000 0.007708041967000
0.60 0.71698920 0.725506081850623 0.008516881850623
0.65 0.73223997 0.741487919753643 0.009247949753643
0.70 0.75928991 0.769117096825422 0.009827186825422
0.75 0.80068440 0.810831977847757 0.010147577847757
0.80 0.85962174 0.869679348625904 0.010057608625904
0.85 0.94011477 0.949460708709743 0.009345938709743
0.90 1.04719280 1.054914000742109 0.007721200742109
0.95 1.18715379 1.191939347472572 0.004785557472572
1.00 1.36787944 1.367879441171442 0.000000001171442

Cizelge 5.6. Ornek 3.2 ve 4.2°de € = 0.4 icin ¢oklu 6lgek metodu ve niimerik metodun

karsilastirilmasi
X Nimerik ¢6zim Coklu 6lcek metodu Iki metot arasindaki farki
0.00 1.03019738 1.030197383422319 0.000000003422319
0.05 0.98317627 0.987201943254144 0.004025673254144
0.10 0.93932533 0.947689544903000 0.008364214903000
0.15 0.89870460 0.911755410429212 0.013050810429212
0.20 0.86142483 0.879540815703200 0.018115985703200
0.25 0.82765833 0.851240540105656 0.023582210105656
0.30 0.79765264 0.827111807181088 0.029459167181088
0.35 0.77174766 0.807484998154000 0.035737338154000
0.40 0.75039715 0.792776474288621 0.042379324288621
0.45 0.73419565 0.783503908478001 0.049308258478001
0.50 0.72391214 0.780304603163079 0.056392463163079
0.55 0.72053222 0.783957363061639 0.063425143061639
0.60 0.72531077 0.795408600035633 0.070097830035633
0.65 0.73983782 0.815803477084549 0.075965657084549
0.70 0.76612089 0.846523052902565 0.080402162902565
0.75 0.80668790 0.889228572419523 0.082540672419523
0.80 0.86471566 0.945914267908631 0.081198607908631
0.85 0.94419051 1.018970296315542 0.074779786315542
0.90 1.05010894 1.111257749459313 0.061148809459313
0.95 1.18872821 1.226198044223708 0.037469834223708
1.00 1.36787944 1.367879441171442 0.000000001171442
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Cizelge 5.7. Ornek 3.2 ve 4.2°de € = 0.6 icin ¢oklu 6lcek metodu ve niimerik metodun

karsilastirilmasi
X Nimerik ¢dziin Coklu 6lcek metodu Iki metot arasindaki farki

0.00 1.06948345 1.069483451222802 0.000000001222802

0.05 1.02048623 1.030623356777792 0.010137126777792
0.10 0.97474348 0.995555371325372 0.020811891325372
0.15 0.93230800 0.964365105036586 0.032057105036586
0.20 0.89328284 0.937172582091785 0.043889742091785
0.25 0.85783204 0.914136066308017 0.056304026308017
0.30 0.82619405 0.895456485230973 0.069262435230973
0.35 0.79869862 0.881382535475310 0.082683915475310
0.40 0.77578796 0.872216564030295 0.096428604030295
0.45 0.75804324 0.868321333876736 0.110278093876736
0.50 0.74621782 0.870127797828360 0.123909977828360
0.55 0.74127870 0.878144022292689 0.136865322292689
0.60 0.74445849 0.892965422959439 0.148506932959439
0.65 0.75732029 0.915286497629614 0.157966207629614
0.70 0.78183882 0.945914267908631 0.164075447908631
0.75 0.82050182 0.985783671773607 0.165281851773607
0.80 0.87643667 1.035975183627254 0.159538513627254
0.85 0.95356871 1.097734977984366 0.144166267984366
0.90 1.05681891 1.172497998105248 0.115679088105248
0.95 1.19235091 1.261914342497449 0.069563432497449
1.00 1.36787944 1.367879441171442 0.000000001171442

Cizelge 5.8. Ornek 3.2 ve 4.2°de £ = 0. 8 icin ¢oklu 6lgek metodu ve niimerik metodun

karsilastirilmasi
X Nimerik ¢6zim Coklu 6lcek metodu Iki metot arasindaki farki
0.00 1.10539922 1.105399224561864 0.000000004561864
0.05 1.05459542 1.069178772608017 0.014583352608017
0.10 1.00712317 1.036831261223790 0.029708091223790
0.15 0.96302861 1.008418624419855 0.045390014419855
0.20 0.92240780 0.984029641299568 0.061621841299568
0.25 0.88541719 0.963782182978709 0.078364992978709
0.30 0.85228694 0.947825773362870 0.095538833362870
0.35 0.82333750 0.936344498895602 0.113006998895602
0.40 0.79900052 0.929560306681531 0.130559786681531
0.45 0.77984499 0.927736735185428 0.147891745185428
0.50 0.76660992 0.931183127070983 0.164573207070983
0.55 0.76024536 0.940259379739498 0.180014019739498
0.60 0.76196355 0.955381295834626 0.193417745834626
0.65 0.77330296 0.977026603479189 0.203723643479189
0.70 0.79620833 1.005741724398959 0.209533394398959
0.75 0.83313065 1.042149377471938 0.209018727471938
0.80 0.88715214 1.086957115738995 0.199804975738995
0.85 0.96214236 1.140966906655229 0.178824546655229
0.90 1.06295325 1.205085878499976 0.142132628499976
0.95 1.19566282 1.280338370563017 0.084675550563017
1.00 1.36787944 1.367879441171442 0.000000001171442
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EKLER

1.Coklu Olcek Metodu i¢in Matlab Program

Ornek 3.3.1
clc
clearall;

closeall;

x=0:0.05:1;

formatlong

eps=input ('epsilon V) ¢

yms=- ( (exp (-x)) ./ (exp (-1/eps) -exp (-1)))

+((exp(-x/eps)) ./ (exp(-1/eps)-exp(-1)));

yext=(exp (-x/eps)-(exp(-x))) ./ (exp(-1/eps)-exp(-1));

plot (x,yms,'.-",x,yext)

title('\epsilon=epsilonun degeri');

legend ('yms', "yext');

err=abs (yms-yext) ;

disp(' —=—=—"----mm ")
disp(' x yms yext hata ")
disp(' ——-==—"-"———-m o ")
disp([x(1:21)’ yms(1:21)"' yext(1:21)' hata(l:21)']);

disp(' ——-=7—""———--m o ")
xlabel ('x");

ylabel ("y');

holdoff

Ornek 3.3.2
clc

clearall;
closeall;

x=0:0.05:1;
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formatlong

eps=input ('epsilon AN

cl1=0.0131;
c2=1.0000;
yms=exp (-x) +texp ( (1+eps) * (x-1) /eps) ;
yext=cl*exp (((l+sqrt (1+4*eps* (1+eps)) )/ (2*eps) ) *x)

+c2*exp (((l-sgrt (1+4*eps* (1+eps)) )/ (2*eps) ) *x) ;
plot (x,yms, '.-'",x,yext)
title('\epsilon=epsilonun degeri');
legend ('yms', "yext');
hata=abs (yms-yext) ;
disp (e —— Sl —————— S ——— S — — — R — — — e — —— —————— ")
disp(' x yms yext hata ")
disp(' ---SEa-2F 0 —— 3 - ")
disp([x(1:21)’ yms(l:21)"' yext(l:21)' hata(l:21)']);
disp(' - - ——— e —— e N~ " ")
xlabel ('x");
ylabel ("y');

2.Fark Semalari icin Matlab Programm

Ornek4.2.1

%%*********************************************************

o°

Ey''ta (x)y'+b(x)y=0, 0<x<1;v(0)=0,y(1)=1 *

%%*********************************************************

% epsilon=0.3,0.4,0.6,0.8 *

%%*********************************************************

clc, clear all

eps=input ('epsilon ')
x0=input ('uzay alt sinir ')
x1=input ('uzay ust sinir ')

yO=input ('zaman alt sinir HA I
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yl=input ('zaman alt sinir ')

n=input ('uzay adim sayisi ')

h=(x1-x0) /n;

x=x0:h:x1;

U=@ (x) (exp (-x/eps)-(exp(-x))) ./ (exp(-1/eps)-exp(-1));
a=l+eps;

b=1;

£=0;

Ll= -eps/(a*h)-1/(exp(-a*h/eps)-1);
L2=eps/ (a*h)+1/ (1l-exp (a*h/eps)) ;
teta=((a*h)/ (2*eps))* (L2-L1)+1;
w(1l)=y0;
w(ntl)=yl;
alfa(2)=0;beta(2)=y0;
for i=2:n
A=eps*teta/ (h"2)-a/ (2*h);
C=2*eps*teta/ (h"2)-b;
B=eps*teta/ (h"2)+a/ (2*h);
F=0;
alfa(i+l)=B/ (C-alfa (i) *A);
beta (i+l)=(F+A*beta(i))/(C-alfa (i) *A);
end
for i=n:-1:2
w(i)=alfa (i+l)*w(i+l)+beta(i+l);

end

for i=1:n+l

plot (x(1i),w(i), "b*")
holdon

plot (x(1),U(x(i)), "'ro")
holdon

end
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holdoff

title('\epsilon=epsilonun degeri');

legend('y {Numerik}','y {Kesin}');

xlabel ('x");

ylabel('y');

r=abs (w(1)-U((1)));

for i=2:n+l
r=max (r,abs (w(i)-U(x(i))));

end

fprintf ('x w (%) Kesin Cozum Hata \n');

for i=1:n+l

fprintf ('%4.2f $12.8f $12.8f $12.8f\n', ...
x(1),w(i),U(x(1)),abs(w(i)-U(x(1))));

end

Ornek 4.2.2

%%*********************************************************

% Ey''+a(x)y'+b(x)y=0, 0<x<1; *

o°

v (0)= 1l+exp (- (l+eps)/(eps));,yv(1l)= 1+1/exp(l);*

%%*********************************************************

% epsilon=0.3,0.4,0.6,0.8 *

%%*********************************************************

clc, clear all

eps=input ('epsilon ')
x0=input ('uzay alt sinir ')
x1l=input ('uzay ust sinir A
yO=input ('zaman alt sinir AN
yl=input ('zaman alt sinir ')
n=input ('uzay adim sayisi ")

h=(x1-x0) /n;
x=x0:h:x1;
eps=0.3;
cl=0.0131;
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c2=1.0000;

U=0@ (x)

cl*exp (((l+sgrt (1+4*eps* (1+eps)))/ (2*eps) ) *x)+c2*exp (((1-
sqrt (1+4*eps* (1+eps)))/ (2*eps)) *x) ;

Ll= eps/a-h/ ((exp(a*h)/eps)-1);
L2=-eps/a+h/ (1l-exp((-a*h) /eps));
teta=((a*h)/ (2*eps) ) * (L2-L1)+1;
w(l)=y0;
w(ntl)=yl;
alfa(2)=0;beta(2)=y0;
for i=2:n
A=eps*teta- (h*a)/2;
C=2*eps*teta-b*h"2;
B=eps*teta+ (h*a)/2;
F=0;
alfa(i+l)=B/ (C-alfa (i) *A);
beta (i+l)=(F+A*beta(i))/(C-alfa (i) *A);
end
for i=n:-1:2
w(i)=alfa (i+l)*w(i+l)+beta(i+l);

end

for i=1:n+l
subplot(2,2,1)
plot(x(i),w(i), "b*")
holdon
plot(x(1i),U(x(i)), 'ro")
holdon

end



61

holdoff

title('\epsilon=epsilonun degeri');
legend('y {Numerik}','y {Kesin}');
xlabel ('x");

ylabel('y');

r=abs(w(l)-U((1)));

for i=2:n+1

r=max (r,abs (w(i)-U(x(i))));

end

fprintf ('x w (%) Kesin Cozum Hata\n') ;
for i=l:n+1

fprintf ('%4.2f %12.8f $12.8f $12.8f\n', ...

x(1),w(i),U(x(1)),abs(w(1)-U(x(1))));
end

holdoff
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