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ÖZET 

 

 

SĠNGÜLER PERTÜRBE ÖZELLĠKLĠ SINIR KATI PROBLEMLERĠNĠN 

  ÇÖZÜMLERĠ ĠÇĠN ÇOKLU ÖLÇEK VE NÜMERĠK METOTLARIN 

KARġILAġTIRILMASI 

 

 

MANGURĠ, Qadir Hassan Hamad 

Yüksek Lisans Tezi, Matematik Anabilim Dalı 

Tez DanıĢmanı : Doç. Dr. Hakkı DURU 

Mayıs 2018, 60 sayfa 

 

Bu araĢtırmada, ikinci mertebeden singüler pertürbe özellikli sınır katı  

problemlerin çözümü için çoklu ölçek yöntemi sunulmuĢtur. Orijinal ikinci mertebe 

singüler pertürbe özellikli diferansiyel denklemler kısmi diferansiyel denklemlere 

dönüĢtürülür. Bu problemler çoklu ölçekleme yöntemi ile yaklaĢık olarak çözülmüĢ ve 

önerilen yöntemin yakınsaması sonlu fark yöntemi ile test edilmiĢtir.  

Bu tezde test için sunulan nümerik metot, üstel uyumlu sonlu fark Ģemasıdır. 

Üstel uyumlu sonlu fark Ģemaları kurulurken kalan terimi integral biçiminde olan  ve 

baz fonksiyonu içeren interpolasyon kuadratür kuralları kullanılmaktadır. Baz 

fonksiyonları metot hatasını yok edecek Ģekilde seçilmektedir. Bazı örneklerle, iki metot 

bilgisayar programı Matlab kodlarıyla karĢılaĢtırılmaktadır. 

 

Anahtar kelimeler: Çoklu ölçekleme yöntemi, Düzgün yakınsama, Fark Ģeması, 

Singüler pertürbasyon, Sınır katı. 
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ABSTRACT 

 

 

COMPARISON OF MULTIPLE-SCALES AND NUMERICAL METHODS FOR 

THE SOLUTION OF SINGULARLY PERTURBED BOUNDARY LAYER   

PROBLEMS 

 

 

MANGURĠ, Qadir Hassan Hamad 

M. Sc. Thesis, Departmant of Mathematics 

Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Hakkı DURU 

May 2018, 60 pages 

 

In this study, a multiple scale method is presented for solving of singularly 

perturbed with boundary layers problems. The original second-order singularly 

perturbed differential equations are transformed into partial differential equations. These 

problems are approximately solved by the multiple scale method and the convergence of 

the proposed method is tested by the finite difference method. 

In this thesis, the numerical method presented for the test is the exponential 

fitted finite difference scheme. When exponential fitted finite difference schemes are 

constructed, interpolation quadrature rules are used that contain the base function, 

which is the remaining term in integral form. The base functions are chosen to eliminate 

the method error.  In some examples, two methods are compared with the computer 

program Matlab codes. 

 

Keywords: Boundary layers, Difference scheme, Multiple-scales method, 

Singular perturbation, Uniform convergence. 
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1. GĠRĠġ VE LĠTERATÜR BĠLDĠRĠġĠ 

 

 

Bu tezde, aĢağıda sınır değerleri verilen singüler pertürbe özellikli  

        ( )    ( )   ,                                                                              (1.1) 

         ( )      ( )                                                                                              (1.2) 

lineer ikinci mertebe diferansiyel denklemi incelenmektedir. Burada,       

pertürbasyon parametresidir,  ( )     , ve  ( ) yeterince düzgün (smooth) 

fonksiyonlardır. (1.1) - (1.2) probleminin çözümü olan   fonksiyonu genel olarak 

    veya     yakınında bir sınır katına sahiptir. 

En yüksek mertebeden türevli terimlerin katsayısının küçük parametreye sahip 

olduğu diferansiyel denklemler, bir çok bilim dalında, fizikte ve bir çok mühendislik 

probleminde ortaya çıkan matematiksel modellerdir. Bu tür denklemlerin çözümleri 

tanım bölgesinin bazı noktalarında hızlı bir Ģekilde değiĢir. Bu tür diferansiyel 

denklemlere singüler pertürbe özellikli diferansiyel denklem denmektedir. Çözümün 

türevi, sınır katı denen bu alt bölgelerde hızlı büyüdüğünden klasik fark Ģemaları kararlı 

olmaz; bu sebeple kesin çözüme yaklaĢmaz. Bundan dolayı singüler pertürbe özellikli 

diferansiyel denklemlerle ilgili problemlere ilgi son zamanlarda artmıĢ, sayısal 

çözümüyle ilgili pek çok araĢtırmalar yapılmıĢ ve bir çok sayısal yöntem geliĢtirilmiĢtir. 

Daha fazla bilgi için, Bognar ( 2011), Bush (1992), Nayfeh (1981), Murray (1984), 

Kumar ve ark., (2009), Noor ve Mohyud-Din (2009) ve Sari (2008) kaynaklarına 

bakılabilir.  

Sınır katı problemlerinin analizi ve singüler pertürbasyon özellikli problem 

kavramı altında genelleĢtirilmiĢ olan çoklu ölçek fenomeleri, uygulamalı matematikte 

ve teorik fizikte önemli rol oynamaktadır (Chen ve ark., 1996;  Awoke ve Reddly, 

2007). Regüler pertürbasyon teorisi, rezonans etkileri veya serbestlik derecesinin 

iptalinden dolayı çeĢitli problemlere sıklıkla uygulanamaz. Böyle singüler pertürbe 

özellikli problemlerin çözümü için düzgün olarak yaklaĢan asimtotik açılımı elde etmek 

amacıyla, sınır katı açılımları, çoklu ölçek metodu, asimptotik eĢleme (matching), 

ortalama (averaging) ve WKB açılımları gibi çeĢitli yöntemler geliĢtirilmiĢtir 

(Schlichting, 1979; Basem, 2011). 
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Fiziksel bir sistem genellikle sistemin özelliklerinin değiĢtiği çoklu zaman veya 

mekan ölçekler içerir. Bazı durumlarda, sistemin uzun zaman aralığındaki davranıĢı, 

çoklu ölçek teorisine uygulamak için tanımlanması gereken yavaĢ değiĢen zaman 

ölçeğine dayanabilir. Hızlı veya yavaĢ değiĢen ölçeklerin seçimi, kolay bir iĢ değildir. 

Küçük parametreye göre kuvvet seri açılımı genellikle daha yüksek mertebede rezonans 

terimlerin ortaya çıkmasıyla durdurulur. Bu terimler karĢı terimlerin sunumuyla telafi 

edilmesi gerekir.  

Sınır katları da singüler pertürbe özellikli sistemlerin ortak bir özelliğidir. Bu 

gibi durumlarda, yüksek dereceden türevler, serbestlik derecesinin iptaline ve 

nihayetinde sistemin hızla değiĢtiği küçük bölgelere yol açan pertürbe olmamıĢ 

denklemlerde görülmez. Sınır katı teorisi, en büyük türevinin küçük bir   

parametresiyle çarpıldığı diferansiyel denklemin çözümüne asimptotik bir yaklaĢım elde 

etmek için pertürbasyon yöntemleri topluluğudur. Bu denklemlerin çözümleri genelde 

    iken hızlı değiĢim bölgelerine sahiptir. Bu bölgelerin kalınlığı     olduğu 

zaman 0’a yaklaĢırsa buna sınır katı denir ve sınır katı teorisi yaklaĢık çözümü bulmak 

için kullanılır. Bu hızlı değiĢiklikler yavaĢ ölçekler tarafından ele alınamaz, ancak 

bunlar hızlı, gerdirilmiĢ veya büyütülmüĢ ölçeklerle ele alınabilir. Sınır katı teorisinde, 

diferansiyel denklemin çözümü, iki bağımsız değiĢkenin bir fonksiyonu olarak ele 

alınır; yani,  (   ). Ancak bu analizin temel hedefi,  ’in bir fonksiyonu olarak çözüme 

genel bir yaklaĢım elde etmektir. Bu, bu halde dıĢ değiĢken olan     ⁄  gerilmiĢ 

ölçek, ki bu durumda       iç değiĢkeniyle aynıdır, sunumuyla elde edilir. Singüler 

perturbasyon probleminin çözümünün düzgün seri açılımı, tek bir ölçek, yani   ve 

 ’nun tek bir kombinasyonuyla, örneğin   veya 
 

 
, veya 

 

  
, veya 

 

√ 
 gibi çoklu ölçek 

yönteminin uygulanması için ideal bir problem haline getirilmesiyle ifade edilemez 

(Guo ve Tsal, 2005). 

Birden fazla ölçeğin eklenmesinin arkasındaki fikir, seri açılımların mertebesini 

yükseltmek, yaklaĢım hatasını en aza indirmek ve seküler terimlerin ortaya çıkmasını 

önlemektir. Bağımsız bir değiĢkene ve küçük bir parametreye bağlı olan bir ( , )y x 

fonksiyonun açılımı kullanılan ölçeğe bağlıdır. Çoğu durumda, çoklu sınır katları, iç ve 

dıĢ çözümlerin ve onların asimptotik eĢleĢmesinin düzgün geçerli bir çözüm elde etmek 

amacıyla farklı bölünmüĢ bölgelerde yapılmak zorunda kalındığı bir tarafta mevcuttur. 
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Yine, çoklu ölçek yöntemi, herhangi bir eĢleĢtirme gerekmeden çözümü üretmeyi 

baĢarabilmektedir. 

Kevorkian ve Cole (1996), sınır katı  ikinci mertebeden diferansiyel denklemleri 

interpolasyon pertürbasyon yöntemiyle çözmünü vermiĢlerdir. YaklaĢık sınır katı 

çözümü, Holmes (1995) tarafından küçük bükülme sertliğine sahip eksenel olarak 

hareket eden bir kiriĢ için ifade edilmiĢtir. Probleme çoklu ölçek yöntemi uygulanır ve 

iki iç çözüm ve bir dıĢ çözüm içeren bileĢik açılım bulunur.  

Nayfeh, (1985) tarafından, Newtonian akıĢkanlarının sınır katı akıĢlarını 

düzenleyen sınır değer problemine üstel seri çözümünün varlığı modifiye edilmiĢtir.  

Roos ve ark. (1996), Falkner-Skan sınır katı problemi ile bağlantılı sıcaklık 

alanını araĢtırmak için genelleĢtirilmiĢ yakınlaĢtırma yöntemini (GAM) kullandı. 

Murdock (1991), sınırsız bir alanda sınır katı denklemi için modifiye edilmiĢ varyasyon 

iterasyon yöntemini (MVIM) uygulamıĢ ve Pade yaklaĢımları, çalıĢmayı daha özlü hale 

getirmek ve çözüm davranıĢını en iyi Ģekilde anlamak için bir çalıĢma olmuĢtur.  

Klasik yöntemler dıĢ çözümü ve iç çözümü ayrı olarak bulur ve fiziksel 

çözümleri kullanarak iki çözümü eĢleĢtirir. Nihai çözüm, iç ve dıĢ çözeltileri içeren bir 

birleĢik açılımdır. Öte yandan, çoklu ölçek yöntemini kullanarak, bileĢik seri açılımı, bir 

seri açılımı  kullanılarak bir defada düzenlenebilir (Johnson, 2005; Holmes, 1995). Bu 

makalede, ikinci ve üçüncü dereceden sınır tabakası problemlerinin çözümü için çoklu 

ölçek yöntemi uygulanmaktadır. Çoklu ölçek yönteminin, ikinci dereceden pertürbasyon 

özellikli sınır katı problemleri için kesin çözüm ve üçüncü derece singüler pertürbe 

özellikli sınır katı problemleri için yaklaĢık çözüm sağladığı gösterilmiĢtir. Önerilen 

metot, ikinci mertebe pertürbe özellikli sınır katı problemler için tam çözüm verirken 

(Kevorkian ve Cole, 1996; Pakdemirli ve Ozkaya, 1998; Soujanyal ve  ark., 2012; 

Yiwu, 1996) yaklaĢık çözüm elde etmiĢlerdir. Orijinal ikinci ve üçüncü mertebe adi 

diferansiyel denklemler kısmi diferansiyel denklemlere dönüĢtürülür. Bu problemler çok 

ölçekli yöntemle zayıf bir Ģekilde çözülmüĢ ve önerilen yöntemin düzgünlüğünü 

doğrulamak için standart test örnekleri üzerinde sayısal simülasyonlar tamamlanmıĢtır. 

Tek değiĢkenli, pertürbe özellikli ikinci mertebeden, genelde doğrusal olmayan, 

adi diferansiyel denklemlerde sınır değer problemlerinin sayısal çözümü, yerleĢmiĢ bir 

araĢtırma alanıdır. Singüler pertürbe olmuĢ iki nokta sınır değer problemlerinin çözümü 

için birçok sayısal yöntem önerilmiĢtir. Standart merkezi fark Ģemasının mertebeye 
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sahip olduğu bilinir, fakat sınır katından dolayı kaba Ģebeke üzerinde uygulandığında 

sayısal çözümde fiziksel olmayan bir salınım verir. Bu fiziksel olmayan salınım 

olaylarını ihmal etmek için teorik olarak karĢılaĢtırıldığında yeterince küçük adım 

büyüklüğünün kullanılması istenir. Ancak, çok küçük olduğu zaman reel uygulamadan 

daha ince Ģebeke kullanmak pratik değildir. Adaptif yöntemler muhtemel bir yaklaĢımı 

göstermektedir. Adaptif yöntemler, singüler pertürbe özellikli adi diferansiyel 

denklemlerin yerel çözüm yapılarının, sınır katı, baĢlangıç katı veya diğer tipler 

içerisinde, otomatik olarak hesaplanmıĢ Ģebekelere odaklanmak için çaba gösteriyorlar. 

Gecikmeli yenilenmiĢ iĢe alım denklemleri için üstel katsayılı Ģemalar Bender ve 

Orszag (1978), O'Malley (1974), Nayfeh (1985), Doolan ve ark. (1980) ve Roos ve ark. 

(1996) tarafından sunulmuĢtur. Bu tür problemlerin analizi için bu kaynaklara 

bakılabilir. Singüler pertürbe özellikli birinci mertebe lineer diferansiyel denklemler için 

baĢlangıç değer problemine üstel katsayılı fark Ģemasıyla nümerik yaklaĢım Erdoğan 

(2009) tarafından sunulmuĢtur.  

Bu tezde, singüler pertürbe özellikli tek sınır katlı sınır değer problemleri için 

üstel katsayılı fark Ģeması sunulmaktadır. Bu fark Ģemaları kurulurken ağırlık 

fonksiyonu içeren, kalan terimi integral biçiminde olan interpolasyon kuadratür kuralları 

kullanılmaktadır. Ağırlık fonksiyonları yöntemden doğan hatayı sıfırlayacak biçimde 

seçilmektedir. Burada incelenen diferansiyel denklem lineer denklemlere dönüĢtürülür. 

Bu tür lineer denklemler üçlü bant matrisleriyle gösterilirler. Samarskii'ye (2002) göre 

kovma algoritmasıyla bu lineer sistemler çözülecektir.  

Gerek çoklu ölçek metodu gerek üstel katsayılı fark Ģemalarıyla elde edilen 

yaklaĢık çözümler kesin çözümü bilinen örnekler üzerinde test edilmektedir. Bunun için 

Matlab kodları kullanılmıĢtır. Böylece incelenen problem için bilgisayar desteği 

sağlanmaktadır.  
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2. ÖNBĠLGĠLER 

 

 

2.1. Bazı Tanımlar 

 

 Bu bölümde, bu tezde kullanılacak bazı tanımları ve ispatsız olarak teoremleri 

verelim. 

Tanım 2.1:    herhangi  bir  fonksiyon  olsun. Buna  gӧre, (Kwak, 2014 ve Stahel, 2017) 

a)      
 (    )  (  )

 
  ifadesine birinci mertebeden ileri  fark türevi denir. 

b)    ̅   
 (  )  (    )

 
  ifadesine birinci mertebeden geri  fark türevi denir. 

c)        
 (    )  (    )

  
  ifadesine birinci mertebeden merkezi  fark türevi denir. 

d)    ̅    
 (    )   (  )  (    )

  
  ifadesine ikinci mertebeden  fark türevi denir. 

Tanım 2.2: 

a)    *  |                          + kümesine  ,   -  aralığındaki 

düzgün Ģebeke denir (Amirali ve Duru, 2010). 

b)  ‖ ‖ (  )
         | (  )| ifadesine düzgün Ģebeke normu denir (Amirali ve 

Duru, 2010). 

Tanım 2.3: 

 

a) ‖ ‖ ,   -       ,   -| ( )| ifadesine  ,   -  aralığındaki sürekli  fonksiyonlar 

iҫin maksimum norm  denir (Amirali ve Duru, 2010). 

 

b)  ( ),   -  kümesi ,   - aralığında     gӧre    dereceden  sürekli türevlere sahip 

fonksiyonlar kümesidir (Amirali ve Duru, 2010). 

 

  Tanım 2.4: ,   - aralığında tanımlanan 

 ̅  *                   + 

ayrık noktalar kümesine ,   -’de tanımlanan düzgün olmayan Ģebeke,    noktalarına 

ise düğüm noktaları veya Ģebeke düğümleri denir. Eğer düğümler eĢit aralıklı iseler 

buna düzgün sebeke diyoruz: 
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 ̅  {                  
   

 
}  

  sabitine Ģebeke adımı denir.  ̅ Ģebekesinde tanımlanmıĢ  ( )(   ̅) fonksiyonuna 

Ģebeke fonksiyonu denir ve çoğu zaman  (  ) değerini kısaca    Ģeklinde göstereceğiz.  

Her bir diferansiyel denkleme aranan fonksiyon değerleri dıĢında türev degerleri de 

katılır. Türevlerin yaklasımı için çoğu zaman fark türevleri denilen aĢağıdaki ifadeler 

kullanılır (düzgün Ģebeke örneğinde) (Amirali ve Duru, 2010).  

Tanım 2.5: Pratikte kullanılan her bir algoritmanın belli bir anlamda yakınsaklık 

özelliğine sahip olması gerekir. Bunu fark problemi örneğinde açıklamaya çalıĢalım. 

Lineer 

                       ( )                                                                                          (2.1) 

denkleminin 

                        ( )                                                                                            (2.2) 

Ģartını (sınır Ģartı veya baĢlangıç Ģart olabilir) sağlayan çözümünün bulunması istensin, 

burada  ( )  ( ) belirli fonksiyonlar (veri fonksiyonları),   belirli bir lineer 

diferansiyel operatördür.  ̅      bölgesinde herhangi bir  ̅        Ģebekesinin 

kurulduğunu varsayalım, burada   -iç Ģebeke,   -sınır Ģebeke (Ģebeke sınır noktaları 

kümesi),    ise Ģebeke düğümlerinin yoğunluğunu ifade eden parametredir (Ģebeke 

adımı). Çok boyutlu hal için h bir vektör olabilir. (2.1)-(2.2) problemine karĢılık  

                                                                                                                   (2.3) 

                                                                                                                     (2.4) 

fark probleminin söz konusu olduğunu varsayalım, burada   ,     ̅ ‘da tanımlanan 

fonksiyonlar kümesinde etkili olan fark operatörleri,       belli Ģebeke 

fonksiyonlarıdırlar. Böylece (2.3)-(2.4) problemi h parametresine bağlı olan fark 

problemleri ailesi gibi düsünülebilir.       (   ̅ ) farkına fark probleminin 

hatası denir.       ifadesini (3)-(4)’de yerine yazarsak 

                                                                                                                   (2.5) 

                                                                                                                    (2.6) 

biçiminde fark problemini elde ederiz, burada       (    ),       

   (     ) olur.     ve    ifadelerine yaklaĢım hataları veya kesme hataları denir. 

(2.3) fark denkleminin (2.1) diferansiyel denklemine yaklaĢım hatası ve (2.4) fark 

Ģartının (2.2) Ģartına yaklaĢım hatası). Daha once söylediğimiz gibi z hatası belli bir 
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anlamda (belli bir normda) sıfıra yakınsama özelliğine sahip olmalıdır. ġebeke 

fonksiyonları uzaylarında değiĢik normlar söz konusu olabilir. Örneğin bir boyutlu 

düzgün Ģebeke halinde çoğu zaman aĢağıdaki normlar kullanılmaktadır (Amirali ve 

Duru, 2010). 

Tanım 2.6:   normunun fark benzerleri (Amirali ve Duru, 2010). 

‖ ‖     
   ̅ 

| ( )|     
     

|  |  

Tanım 2.7:    normunun fark benzerleri (Amirali ve Duru, 2010). 

‖ ‖  (∑   
 

 

   

)

 
 

         ‖ ‖  (∑    
 

   

   

)

 
 

  

Tanım 2.8: Eğer     oldugunda ‖ ‖  ‖   ‖     ise (‖ ‖   ̅  Ģebekesindeki 

herhangi norm), bu durumda                           fark probleminin 

çözümü     ( )    ,    ( )    . probleminin çözümüne yakınsıyor denir. 

Ayrıca, yeteri kadar küçük      için 

‖   ‖          

ise ( , h’a bağlı olmayan sabittir) bu durumda yaklaĢık çözüm kesin çözüme h’ın 

k’ıncı derecesiyle yakınsar ( (  ) hızıyla yakınsar) veya yaklasık çözüm  (  ) 

kesinliğine sahiptir denir( Amirali ve Duru, 2010). 

 

2.2 Kuadratür Kuralları 

 

AĢağıdaki kuadratür  kurallarını fark Ģemalarının kurulmasında  kullanacağız 

  









b

a

b

a

afbfdxxpdxxfxp )}()1()({)()()(   ,                                                     (2.7) 

 

b

a

fRdxxpxxbaf )()()();( )( . 

Burada σ-reel parametre,    baCxp ,  ağırlık fonksiyonudur. 

,2  veya1 , ,),()()( 1

)(

   

b

a

b

a

n

n

n nCfdxKfxdxpR   

https://www.adapsikoloji.com/tr/m/bireysel-terapi-ve-danismanlik/sema-terapi.html
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;1,0,))(()()(),( 1   sbaxabxTxK s

ss 
 

),/()]()([);(,)1()( abafbfbafabx  
 

.0,0)(;0,/)(   s

s

s TsT
 

olur. Bir diğer formül,  

 
b

a

b

a

fRdxxpbafdxxfxp )()();()()( ,                                                                   (2.8) 

2.  veya1 , ,),()()()( 1

)(

   

b

a

b

a

n

n

n nCfdxKfxpdxfR   

(2.7), (2.8) formüllerinde aynı   (   )  fonksiyonu kullanılmaktadır. Ayrıca  

    ,0,, 00   bKaK  

      ,0,,, 111   xKbKaK  

   ,,, 11 xKxK    

       xKxK
x

xKxK ,, ,,, 0101 











 

olduğu görülebilir. 










 


b

a

b

a

fRdxxp
ba

fdxxfxp )()(
2

)()( ,(2.2.3)

2,  veya1,)(
2

);()1(),()()()( 1
)(

   






 
 



b

a

b

a

b

a

n
n ndxxp

ba
xbafndxKfxdxpfR 

.1,0,
2

)()(
2

)(),( 1 






















  sx

ba
bab

ba
TxTxK sss 

 

 (Amirali ve Duru, 2010).Fark Ģeması iĢlemleri için (Samarskii, 2002) notasyonları 

kullananılacaktır. 
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3. ĠKĠNCĠ MERTEBEDEN SINIR KATMAN PROBLEMLERĠNDE ÇOKLU  

ÖLÇEKLER YÖNTEMĠ 

  

 

 Bu kısımda, genel ikinci ve üçüncü derece sınır katı problemleri için kullanılan 

çoklu ölçekler yöntemi sunulmaktadır. 

3.1 Ġkinci Derece Sınır Katman Problemi 

Çoklu ölçekler yöntemini açıklamak için, aĢağıda verilen ikinci mertebeden 

singüler pe-rturbe özellikli denklem  

            0)()(  yxbyxay ,  lx 0 ,                                                        (3.1) 

ve aĢağıda verilen sınır koĢullarını göz önüne alalım:   

             ( )     ( )   .                                                                     (3.2) 

Burada        sabitleri,   ise pertürbasyon parametresini ifade etmektedir. Denklem 

(3.1) için, eğer  ( )    ise sınır katı noktası    ; eğer   ( )    ise, sınır katı 

noktası     olduğu bilinmektedir. Burada yapılmak istenen, problem (3.1)’in sınır 

koĢulları olarak belirtilen (3.2) kullanılarak, çoklu ölçekler yöntemi ile yaklaĢık olarak 

çözülmesidir. Problem (3.1)’de verilen sınır katının varlığı nedeniyle iki ölçeği 

değerlendirmeye almaktayız: dıĢ katman olarak      ve iç -ya da sınır- katman olarak 

    ⁄ . 

Ardından, zincir kuralını kullanarak, aĢağıda görüldüğü Ģekilde türevleri elde ederiz:

0

0

0

1

xx

x

xxdx

d




































,                                                               (3.3) 

2

0

2

0

2

2

2

2
00

2

2 2111

xxxdx

d

dx

d

xdx

d

dx

d































































 ,              (3.4) 

Ġki ölçeğin var olması için, problemin çözümüne dair aĢağıda verilen çoklu ölçek açılımı 

alalım  

...),(),(),( 02

2

0100  xyxyxyy  .                                                               (3.5) 
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 (3.3), (3.4) ve (3.5)’yı orijinal denklem olan (3.1)’deki yerlerine yazdığımızda aĢağıda 

verilen denklemi 

...)(
21

2

2

102

0

2

0

2

2

2

2




























yyy

xx



  

0...))((...)(
1

)( 2

2

102

2

10

0




















 yyyxbyyy

x
xa 


,           

veya 

 

...)2 22

0

2
3

2

0

2
2

22

2















 y

x
y

x
y 







0

0

0 )(
1

)(( y
x

xayxa












...))()()()( 2

0

2

21

0

1 


















 y

x
xayxay

x
xayxa 





 

.0...))()()(( 2

2

10  yxbyxbyxb 
                                                             

(3.6)  

elde ederiz. (3.1) orijinal adi diferansiyel denklemi, bir (3.6) kısmi diferansiyel den-

klemine  dönüĢür.  ’ nin her bir kuvvetinin katsayılarını ayırdığımızda, aĢağıda verilen 

bir dizi denklem elde edilmektedir: 

)/1( O :  00

2

0

2













y
a

y
,                                                   (3.7) 

)( 0O :  0

0

0

0

0

2

1

2

1

2

2 by
x

y
a

x

yy
a

y






















,                                         (3.8) 

)( 1O :  1

0

1

2

0

0

2

0

1

2

2

2

2

2

2 by
x

y
a

x

y

x

yy
a

y



























.                                        (3.9) 

Denklem (3.7)’ nin genel çözümü 

(  
       )           

            (      ),                                     (3.10) 

12

0

2
2

1

0

2

12

2

02

0

2

0

0

2

02

2

222
1

( y
x

y
x

yy
x

y
x

y





































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bu sebeple 

                ,                                                                                             (3.11) 

alınır. Denklem (3.11) 'de                    değerleri, 

acbacba  222111 ,0,1,0,0,1 ,                                                    (3.12) 

alınır denklemde yerine yazılırsa  

    
 
  
  
 
 (      )   

 
  
  
 
 (      ),   

         
 
 
  (      )   

  
 
  (      )  

         (   )   
    (   )  

          (  )   (  ) 
                                                                                          (3.13) 

elde edilir. Burada   ve   bu yakınsama seviyesinde belirsizdir; yaklaĢımın sonraki 

düzeyinde çözülebilirlik Ģartlarının konmasıyla belirlenirler. Bulduğumuz    

fonksiyonunu (3.8) denkleminde yerine koyarak, verilen kısmi diferansiyel denklemdeki 

ilgili türevleri 

   

   
   (  )   

 (  ) 
   ,                                          (3.14) 

    

     
      (  )(   

   )      (  ) 
                                                     (3.15) 

biçiminde yazalım. (3.14) ve (3.15) ifadelerini (3.8) denkleminin sağ tarafında yerine 

yazarak  





aaa bBebAeBaAaeBaby
x

y
a

x

y  








 22 0

0

0

0

0

2

 

                                      ),()( bAAaebBBa a   

                                             (3.16) 

kısmi diferansiyel denklemini elde ederiz. (3.16)  denklemin in özel çözümü 

).(1 XZewy a

p    

                                                                                          
(3.17) 
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olur. (3.17) çözümünün kısmi diferansiyel denklemi 

    

  
                 ,                                                                               (3.18) 

     

   
                                                          (3.19)  

alırız. (3.18) ve (3.19) ifadelerini (3.8) denkleminin sol tarafında yerine yazarak 

     

   
  

    

  
                                            

                                                                                                                 (3.20) 

bulunur. (3.16) ve (3.20) denklemlerinde sağ taraflarını birbirine eĢitleyerek  w ve z 

değerleri 

                         
 (      )

 
  ,                                                          (3.21) 

ve  

             (      )        
 (      )

 
 ,                                                       (3.22) 

biçiminde yazılır. Denklem (3.17) 'deki (3.21) ve (3.22) ifadeleri yerine 

 

a

bAAa
e

a

bBBa
y a

p

)()(
1





 

,                                                              (3.23) 

elde edilir.      ve        , Ģartlarını sağlayan bir çözüm arıyoruz, ancak 

bunlardan ikincisi    ,     olmaktadır, dolayısıyla her iki durum için  de doğru 

olan sonucu elde edebilmek için (3.23) 'deki    ve      (   ) katsayılarını birbirinden 

bağımsız olarak yok etmek zorundayız. Sonuç olarak 

             0 bBBa , 0 bAAa ,                                                                          (3.24) 

bulunur. Denklem (3.24) çözüldüğünde,  ,   değerleri bulunur. Daha sonra (3.13) 

denkleminde bu değerler yerine konduğunda ve yaklaĢık çözümü bulmak için (3.2)' deki 

sınır koĢulları uyguladığında,   ve   değerleri bulunur. Bu yöntem, ikinci mertebeden 

singüler pertürbe özellikli sınır katı problemi için özel bir örnek üzerinde ayrıntılı olarak 

gösterilmiĢtir. 
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.)()( 00111  







 








 
 

a

bAAa
e

a

bBBa
exBxAyyy aa

ph

                    

(3.25)  

Aynı yöntemle, açılımın ikinci katsayısı    için de bir çözüm üretilebilir (Gupta ve 

Kumar, 2016). 

3.2. Sayısal Örnek 

Çoklu Ölçekler yönteminin uygulanabilirliğini ve düzgünlüğünü göstermek için üç 

tane lineer singüler pertürbe özellikli problemi düĢünüyoruz: biri soluç sınır katına ve 

ikisi de sağuç sınır katına sahiptir. Bu örnekler, literatürde geniĢ ölçüde tartıĢıldığı ve 

karĢılaĢtırmak için kesin çözümleri mevcut olduğu için seçilmiĢtir. 

Örnek 3.1. (Gupta ve Kumar, 2016) AĢağıdaki Singüler pertürbe özellikli  homojen 

problemi, 

       0)()()1()(  xyxyxy  ;  ],1,0[x                                                         (3.26) 

ile 

        0)0( y  ve ,1)1( y                                                                                           (3.27) 

sınır Ģartlarını göz önüne alalım. Daha sonra, zincir kuralını kullanarak,  

0

0

0

1

xx

x

xxdx

d




































,                                                                (3.28) 

2

0

2

0

2

2

2

2

00

2

2 2111

xxxdx

d

dx

d

xdx

d

dx

d

































































,          (3.29) 

türevleri elde ederiz. Ġki ölçeğin var olması için, problemin çözümüne dair aĢağıda 

verilen çoklu ölçek açılımını alalım  

...),(),(),( 02

2

0100  xyxyxyy   .                                                           (3.30) 

(3.28), (3.29) türevleri ve (3.30) asimptotik açılımı (3.26) orijinal denklemde yerlerine 

yazıldığında  
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























2

0

2

0

2

2

2

2

21

xx


      ,0......
1

1 2

2

102

2

10

0


















 yyyyyy

x



  

veya 

( 12

0

2
2

1

0

2

12

2

02

0

2

0

0

2

02

2

22
1

y
x

y
x

yy
x

y
x

y




































  

...)22

0

2
3

2

0

2
2

22

2















 y

x
y

x
y 





 0

0

00

0

0

1
( y

x
yy

x
y



















 

  

...)2

0

3

2

2

2

0

2

211 




























 y

x
yy

x
yyy 











 

,0...)( 2

2

10  yyy 
                                                                                

(3.31)  

denklemi elde edilir.  ’nin her bir kuvvetinin katsayıları, (3.31) denkleminin sıfırına 

eĢitlendiğinde aĢağıdaki ifadeler bulunur: 

)/1( O :  ,00

2

0

2













yy
                                                                                         (3.32)   

)( 0O :  ,2 0

0

00

0

0

2

1

2

1

2

y
x

yy

x

yyy



























                                                   

(3.33) 

)( 1O :  ,2 1

0

01

2

0

0

2

0

1

2

2

2

2

2

y
x

yy

x

y

x

yyy
































                                       (3.34) 

(3.32) denkleminin genel çözümü için 

(  
      )           

           (      ).                                          (3.35) 

Bu sebeple 

                ,                                                                                             (3.36) 
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alınır. Denklem (3.36) 'de                      değerleri, 

1,0,1,0,0,1 222111  cbacba ,                                                                  (3.37) 

alınır ve denklemde yerine yazılırsa  

    
 
  
  
 
 (      )   

 
  
  
 
 (      ), 

         
 
 
  (      )   

  
 
  (      )  

        (   )   
   (   )  

        (  )   (  ) 
                                                                                              (3.38)

 

elde edilir. Burada A ve B bu yakınsama seviyesinde belirsizdir; yaklaĢımın sonraki 

düzeyinde çözülebilirlik Ģartlarının konmasıyla belirlenirler. Bulduğumuz    

fonksiyonunu (3.38) denkleminde yerine koyarak, verilen kısmi diferansiyel 

denklemdeki ilgili türevleri 

   

   
   (  )   

 (  ) 
  ,                                                                                        (3.39) 

    

     
      (  )(  

  )     (  ) 
  ,                                                            (3.40) 

biçiminde yazalım. (3.39) ve (3.40) ifadelerini (3.33) denkleminin sağ tarafında yerine 

yazarak  

  
    
     

 
   
  

 
   
   

       
          (        )  (      )  

                                                 , 

            (    )                                                (3.41)                                      

kısmi diferansiyel denklemini elde ederiz. (3.41)  denkleminin özel çözümü  

       
   (    )                                                                                          (3.42) 

olur. (3.42) çözümünün kısmi diferansiyel türevleri 
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              ,                                                                                      (3.43) 

     

   
                                 ,                                     (3.44) 

olur. (3.43) ve (3.44) kısmi türevleri, denklem (3.33)’de yerlerine konduğunda aĢağıdaki 

ifade elde edilir: 

     

   
 
    

  
                                                   (3.45) 

Denklem (3.41) ve (3.45)’in birbirine eĢit olmalarından yola çıkılarak w ve z aĢağıd-aki 

Ģekilde bulanabilir: 

               ,                                                                                                         (3.46) 

ve 

           (    )                                                                                                   (3.47) 

Bu Ģekilde, denklem (3.42)’deki iki eĢitlik olan (3.46) ve (3.47) yerine, aĢağıdaki ifade 

elde edilir: 

      
      (    ) .                                                                                 (3.48) 

Bu durum     nedeniyle    ’in,   ’ın olası değerlerinden çok daha büyük olduğu 

anlamına gelir. Bu nedenle düzgün açılım için (3.48)’teki    ve      (  ) ifadelerinin 

katsayılarının birbirinden bağımsız olarak kaldırılması gerekir. Bu durumda elde edilen 

eĢitlik ise: 

0B  0B    0
0dx

dB
 B Sabit  B b,                                       (3.49) 

0 AA  0
0

 A
dx

dA
 A

dx

dA


0

 0dx
A

dA
  )ln(A = cx  0  

cxA ee


 0ln  cx
eeA .0

  0x
aeA


 .                                                               (3.50) 

Burada        keyfi sabitlerdir. 
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(3.49) ve (3.50)’den elde edilen   ve   değerlerinin (3.38) denkleminde yerlerine 

konması ile: 

   beaeexBxAy
x0)()( 000 ,                                                                      (3.51) 

elde edilir, veya eĢitlik, orijinal değiĢken üzerinden aĢağıdaki Ģekilde ifade edilebilir: 

/

0

xx beaey   .                                                                                                     (3.52) 

(3.30)’teki   ’a bu değerin yerleĢtirilmesi ile aĢağıdaki eĢitliğe ulaĢılır: 

.../   xx beaey .                                                                                               (3.53) 

(3.27)’de belirtilen sınır koĢullarının (3.53)’e uygulanmasıyla aĢağıdaki sonuçlar elde 

edilir:  

/00

0 )0( beaey  =  ba   0ba  ba  ,                                                (3.54) 

/11

0 )1(   beaey  1/11   beae .                                                              (3.55) 

  ve  ‘nin (3.2.29) ve (3.2.30)’da yerlerine yazılmasıyla, 

         
 

          .       
 

 /        
 

 
 
 
     

                              (3.56) 

bulunur.   ‘yı elde etmek için, (3.54)’da, (3.56)’in yerine konması ile aĢağıdaki eĢitlik 

elde edilir. 

               
 

 
 
 
     

.                                                                                              (3.57) 

Bu değerleri (3.52)’ye yerleĢtirdiğimizde, nihai çözüm olarak aĢağıdaki ifadeler elde 

edilir: 

          
   

( 
 
 
     )

 
     

 
 
 
     

 ,                                                                                   (3.58) 

veya  

            
(         )

( 
 
 
     )

  ,                                                                                              (3.59) 
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(3.59), (3.26) denkleminin (Kevorkian ve Cole, 1981) tarafından verilen kesin 

çözümüdür. 

Çizelge 3.1. Örnek 3.1’de       için çoklu ölçek metoduyla kesin çözümün 

KarĢılaĢt-ırılması  

 

Çizelge 3.2. Örnek 3.1’de       için çoklu ölçek metoduyla kesin çözümün 

KarĢılaĢt-ırılması 

 

  x                  Çoklu Ölçek Çözümü                   Kesin Çözüm                        Hata 

0.00                0.000000000000000  

0.05                0.315309999568504    

              0.000000000000000 

              0.315309999568504    

      0.00 

      0.00 

0.10                0.566836301738874 

0.15                0.765120856317024 

0.20                0.919050653880210 

0.25                1.036113576158106 

0.30                1.122614881703092 

0.35                1.183860374295398 

0.40                1.224311372928354 

0.45                1.247715816185846 

0.50                1.257219168471022 

0.55                1.255458232345169 

0.60                1.244640494505780 

0.65         1.226611229397957 

0.70         1.202910242876234 

0.75         1.174819849202657    

0.80         1.143405429929741 

0.85         1.109549716058139 

0.90         1.073981759509110   

0.95               1.037301411527703  

1.00         1.000000000000000 

              0.566836301738874 

              0.765120856317024 

              0.919050653880210 

              1.036113576158106 

              1.122614881703092 

              1.183860374295398 

              1.224311372928354 

              1.247715816185846 

              1.257219168471022          

              1.255458232345169 

              1.244640494505780 

              1.226611229397957 

              1.202910242876234 

              1.174819849202657    

              1.143405429929741 

              1.109549716058139 

              1.073981759509110          

              1.037301411527703 

              1.000000000000000 

      0.00 

      0.00 

      0.00 

      0.00 

      0.00 

      0.00 

      0.00 

      0.00 

      0.00 

      0.00 

      0.00 

      0.00  

      0.00 

      0.00 

      0.00 

      0.00 

      0.00 

      0.00 

      0.00 

  x    Çoklu Ölçek Çözümü         Kesin Çözüm            Hata 

 0.00 0.000000000000000       0.000000000000000           0.00 

 0.05 

 0.10 

 0.15 

 0.20 

 0.25 

 0.30 

 0.35 

 0.40 

 0.45 

 0.50 

 0.55 

 0.60 

 0.65 

 0.70 

 0.75 

 0.80 

 0.85 

 0.90 

 0.95 

 1.00 

0.240496355714420 

0.441004499041607 

0.606795205981784 

0.742492021446665 

0.852148671547035 

0.939317313338046 

1.007108701885704 

1.058245227472834 

1.095107663653600 

1.119776367936914 

1.134067589581707 

1.139565461954068 

1.137650188921130 

1.129522874774805 

1.116227394250386 

1.098669652501638 

1.077634543683517 

1.053800880430463 

1.027754534432469 

1.000000000000000 

0.240496355714421 

0.441004499041607 

0.606795205981783 

0.742492021446665 

0.852148671547035 

0.939317313338046 

1.007108701885704 

1.058245227472834 

1.095107663653600 

1.119776367936914 

1.134067589581707 

1.139565461954067  

1.137650188921130 

1.129522874774805 

1.116227394250386 

1.098669652501638 

1.077634543683517 

1.053800880430463 

1.027754534432469 

1.000000000000000 

          0.00 

          0.00 

          0.00 

          0.00 

          0.00 

          0.00 

          0.00 

          0.00 

          0.00 

          0.00 

          0.00 

          0.00 

          0.00 

          0.00 

          0.00 

          0.00 

          0.00 

          0.00 

          0.00 

          0.00 
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Çizelge 3.3. Örnek 3.1’de       için çoklu ölçek metoduyla kesin çözümün   

KarĢılaĢt-ırılması 

  

Çizelge 3.4. Örnek 3.1’de       için çoklu ölçek metoduyla kesin çözümün KarĢılaĢt- 

                     ırılması 

  x   Çoklu Ölçek Çözümü             Kesin Çözüm                             Hata 

 0.00  0.00000000000000           0.000000000000000              0.00 

 0.05 

 0.10 

 0.15 

 0.20 

 0.25 

 0.30 

 0.35 

 0.40 

 0.45 

 0.50 

 0.55 

 0.60 

 0.65 

 0.70 

 0.75 

 0.80 

 0.85 

 0.90 

 0.95 

 1.00 

 0.174214196531496 

 0.326002468374447 

 0.457572273958051 

 0.570934363505485 

 0.667919492586275 

 0.750193751256938 

 0.819272621825724 

 0.876533869125140 

 0.923229358761068 

 0.960495891070583 

 0.989365131407459 

 1.010772710834875 

 1.025566565292623 

 1.034514575779138 

 1.038311567007589 

 1.037585717324481 

 1.032904428385560 

 1.024779699137040 

 1.013673045022344 

 1.000000000000000 

          0.174214196531496 

          0.326002468374447 

          0.457572273958051 

          0.570934363505485  

          0.667919492586275 

          0.750193751256938 

          0.819272621825724 

          0.876533869125140 

          0.923229358761068 

          0.960495891070583 

          0.989365131407459 

          1.010772710834875 

          1.025566565292623 

          1.034514575779138 

          1.038311567007589 

          1.037585717324481 

          1.032904428385560 

          1.024779699137040 

          1.013673045022344 

          1.000000000000000 

             0.00 

             0.00 

             0.00 

             0.00 

             0.00 

             0.00 

             0.00 

             0.00 

             0.00 

             0.00 

             0.00 

             0.00 

             0.00 

             0.00 

             0.00 

             0.00 

             0.00 

             0.00 

             0.00 

             0.00 

     x          Çoklu Ölçek Çözümü             Kesin Çözüm                           Hata 

 0.00            0.000000000000000            0.000000000000000             0.00 

 0.05 

 0.10 

 0.15 

 0.20 

 0.25 

 0.30 

 0.35 

 0.40 

 0.45 

 0.50 

 0.55 

 0.60 

 0.65 

 0.70 

 0.75 

 0.80 

 0.85 

 0.90 

 0.95 

 1.00 

0.145209380480257 

0.274539024292546 

0.389296426580840 

0.490693020467747 

0.579850818693391 

0.657808612790998 

0.725527758560753 

0.783897574765624 

0.833740380250961 

0.875816193076598 

0.910827113738878 

0.939421413144551 

0.962197344672255 

0.979706698415359 

0.992458114536402 

1.000920171573846 

1.005524264521275 

1.006667286543483 

1.004714127298946 

1.000000000000000 

          0.145209380480257 

          0.274539024292546 

          0.389296426580840 

          0.490693020467747 

          0.579850818693391 

          0.657808612790998 

          0.725527758560753 

          0.783897574765624 

          0.833740380250961 

          0.875816193076598 

          0.910827113738878 

          0.939421413144551 

          0.962197344672255 

          0.979706698415359 

          0.992458114536402 

          1.000920171573846 

          1.005524264521275 

          1.006667286543483 

          1.004714127298946 

          1.000000000000000  

             0.00 

             0.00 

             0.00 

             0.00 

             0.00 

             0.00 

             0.00 

             0.00 

             0.00 

             0.00 

             0.00 

             0.00 

             0.00 

             0.00 

             0.00 

             0.00 

             0.00 

             0.00 

             0.00 

             0.00 
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ġekil 3.1. Örnek 3.1’de  =0.3, 0.4,0.6 ve 0.8 için Çoklu Ölçek Metodu ile kesin çözüm   

karĢılaĢtırma grafiği. 

 

Örnek 3.2. (Gupta ve Kumar, 2016) Singüler pertürbe özellikli  

         0)()1()()(  xyxyxy  ; ]1,0[x ,                                                         (3.60) 

ile verilen homojen diferansiyel denklemi,  

         )/)1(exp(1)0( y  ve ey /11)1(  .                                                    (3.61) 

sınır Ģartlarıyla verilsin. Bu eĢitliğin    ’de bir sınır katı mevcuttur, zira    katsayısı 

negatiftir, yani sınır katı mevcut aralığın sağ kenarında yer alacaktır.     

yakınlarındaki çözümü elde etmek için, iç ölçek olarak    (   )   ölçeği, dıĢ ölçek 

olarak ise      ölçekleri iki ölçek olarak sunulsun. 

Türev operatörleri bu ölçeklere göre 
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xdx

d












,                                                                                                    (3.62) 
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















 .                                                                              (3.63) 

biçiminde tanımlanır.  Ele alınan problemin çözümü için iki ölçekli  

...),(),(),( 02

2

0100  xyxyxyy   .                                                            (3.64) 

asimptotik açılım alınsın. (3.62), (3.63) türvleri ve (3.64) asimptotik açılımı (3.60) 

orijinal denklemde yerlerine yazıldığında  
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10  yyyyyy                  (3.65)

 

denklemi elde edilir.  ’nin her bir kuvvetinin katsayıları, (3.65) denkleminin sıfırına 

eĢitlediğinde aĢağıdaki ifadeler bulunur: 

)/1( O :  00

2

0

2













yy
,                                                                                         (3.66) 
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
















,                                                                (3.67) 

)(O :  01

0

1

2

0

0

2

0

1
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2

2

2

2

2 yy
x

y

x

y

x

yyy
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
























,                                              (3.68) 

(3.66) denkleminin genel çözümü için 

 (  
      )           

           (      )                                            (3.69) 

olur. Bu sebeple 

                ,                                                                                             (3.70) 

alınır. Denklem (3.70) 'de                    değerleri, 

1,0,1,0,0,1 222111  cbacba ,                                                                  (3.71) 

alınır denklemde yerine yazılırsa  

    
 
  
  
 
 (      )   

 
  
  
 
 (      ), 

         
 
 
  (      )   

  
 
  (      )  

        (   )   
   (   )  

        (  )   (  ) 
                                                                                              (3.72) 

elde edilir. Burada A ve B keyfi fonksiyonlardır.  Bu fonksiyonları belirleyebilmek için 

bulunan    fonksiyonunu ve  

   

   
   (  )   

 (  ) 
  ,                                                                                        (3.73) 

    

     
      (  )(  

  )     (  ) 
  ,                                                            (3.74) 

türevlerini sonraki (3.67) probleminde yerine yazarak  
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                                     (    )    (    )                                                    (3.75)  

sonucunu  elde ederiz. (3.75)  denkleminin özel çözümü  

       
   (    ),                                                                                         (3.76) 

olur. (3.76) çözümünün kısmi türvleri 

    

  
              ,                                                                                      (3.77) 

     

   
                                 ,                                     (3.78) 

biçiminde olur. (3.77) ve (3.78) kısmi türevleri, denklem (3.67)’de yerlerine 

konduğunda aĢağıdaki ifade elde edilir: 

     

   
 
    

  
                                       .              (3.79) 

Denklem (3.75) ve (3.79)’in birbirine eĢit olmalarından yola çıkılarak w ve Z aĢağıdaki 

Ģekilde bulanabilir 

         ,                                                                                                 (3.80) 

ve 

                     .                                                                                                  (3.81) 

Bu Ģekilde, denklem (3.76)’deki iki eĢitlik olan (3.80) ve (3.81) yerine, aĢağıdaki ifade 

elde edilir: 

    (    )  
   (    )  .                                                                             (3.82) 

Bu durum     iken     değerinin,    fonksiyonunun mümkün değerlerinden çok 

daha büyük olduğu anlamına gelir. Bu nedenle düzgün açılım için (3.82)’teki     ve 

     (  ) ifadelerinin katsayılarının birbirinden bağımsız olarak kaldırılması gerekir. 

Bu durumda elde edilen eĢitlik ise 

    0 AA , 

buradan  
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0
0

 A
dx

dA
, 

ve  

         
0x

aeA


 ,                                                                                                          (3.83) 

bulunur.  Ayrıca 

          BB   , 

diferansiyel denkleminin çözümü   

            0x
be ,                                                                                      (3.84) 

olur. Burada        keyfi sabitlerdir. (3.83) ve (3.84)’den elde edilen   ve   

değerlerinin (3.72) denkleminde yerlerine konması ile: 

   ebeaeexBxAy
xx

)()()( 00

000 ,                                                              (3.85) 

elde edilir veya eĢitlik, orijinal değiĢkene göre aĢağıdaki Ģekilde ifade edilebilir: 



1

0 )(




 

x

xx ebeaey .                                                                                              (3.86) 

(3.64) asimptotik açılımında    fonksiyonunun yerine yazılmasıyla 

.../)1(   xxx ebeaey                                                                                           (3.87) 

açılımına ulaĢılır. (3.61)’de belirtilen sınır koĢullarının (3.87)’e uygulanmasıyla 

aĢağıdaki sonuçlar elde edilir 

 /)1(/1/)10(00 1......)0(   ebeaebeaey , 

yani 

   /1e    






 




 )1(
exp ,                  (3.88) 

olur. Diğer sınır Ģartından 
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 ( )           
(   )

                     , 

yani     

   

 
                       ,                                                              (3.89) 

bulunur.  (3.88), (3.89)’deki iki eĢitliğin çözülmesi ile: 

          ,                                                                                                                  (3.90) 

ve 

           ⁄ .                                                                                                              (3.91) 

Bu değerleri (3.87)’ye yerleĢtirdiğimizde, nihai çözüm olarak aĢağıdaki ifadeler elde 

edilir: 

                  
 

 
   (   )  ,                                                                                 (3.92) 

veya 

                    (   )(   )  .                                                                               (3.93) 

(3.93) denklemi, (3.60) denkleminin; Kevorkian ve Cole (1981), Pakdemirli ve Ozkaya 

(1998),  Soujanyal ve ark. (2012) ve Yiwu, (1996) tarafından verilen kesin çözümüdür. 

Bahsi geçen bu çalıĢmalarda araĢtırmacılar ikinci dereceden singüler perturbe özellikli 

sınır değer problemlerinin çözümü için farklı sayısal yöntemler uygulamıĢlardır, ancak 

bu problemler için çoklu ölçek yöntemiyle elde edilen çözüm kesin çözümdür. 
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Çizelge 3.5. Örnek 3.2’de       için çoklu ölçek metoduyla kesin çözümün karĢılaĢt-

ırılması 

 

Çizelge 3.6. Örnek 3.2’de       için çoklu ölçek metoduyla kesin çözümünKarĢılaĢt- 

                     ırılması 

     

  x                          Çoklu Ölçek Çözümü   Kesin Çözüm                  Hata 

 0.00       1.013123728736941      1.01310000000000        0.000023728736941  

 0.05 

 0.10 

 0.15 

 0.20                                        

 0.25 

 0.30 

 0.35 

 0.40 

 0.45 

 0.50 

 0.55 

 0.60 

 0.65 

 0.70 

 0.75 

 0.80 

 0.85 

 0.90 

 0.95 

 1.00 

      0.967528177671798    

      0.925079329481764    

      0.885847014649571    

      0.849951680239213   

      0.817574990903127    

      0.788973074802914    

      0.764493050415720  

      0.744593624249973  

      0.729870740806133  

      0.721089503705321    

      0.719223881967000   

      0.725506081850623  

      0.741487919753643    

      0.769117096825422    

      0.810831977847757   

      0.869679348625904 

      0.949460708709743 

      1.054914000742109   

      1.191939347472572 

      1.367879441171442 

0.967498708240189    

0.925042730508903    

0.885801561285140      

0.849895230339759   

0.817504884076311   

0.788886007027530   

0.764384918328522   

0.744459331760816   

0.729703958927493   

0.720882372277367   

0.718966639220989   

0.725186604352549   

0.741091151046425   

0.768624337842470   

0.810220005656244   

0.868919321967553   

0.948516808759035   

1.053741743023045   

1.190483485377362  

1.366071362277358 

  0.000029469431609  

  0.000036598972861      

  0.000045453364431    

  0.000056449899454   

  0.000070106826816   

  0.000087067775384   

  0.000108132087198   

  0.000134292489158   

  0.000166781878640    

  0.000207131427954   

  0.000257242746011    

  0.000319477498075   

  0.000396768707218     

  0.000492758982952   

  0.000611972191513   

  0.000760026658351   

  0.000943899950708   

  0.001172257719064  

  0.001455862095209   

  0.001808078894085 

  x   Çoklu Ölçek Çözümü    Kesin Çözüm                   Hata (1.0e-04 *) 

 0.00 1.03019738342231   1.03020000000000   0.02616577681413 

 0.05 

 0.10 

 0.15 

 0.20 

 0.25 

 0.30 

 0.35 

 0.40 

 0.45 

 0.50 

 0.55 

 0.60 

 0.65 

 0.70 

 0.75 

 0.80 

 0.85 

 0.90 

 0.95 

 1.00 

0.987201943254144 

0.947689544903000  

0.911755410429212   

0.879540815703200  

0.851240540105656   

0.827111807181088  

0.807484998154000  

0.792776474288621   

0.783503908478001  

0.780304603163079  

0.783957363061639   

0.795408600035633  

0.815803477084549  

0.846523052902565   

0.889228572419523 

0.945914267908631   

1.018970296315542  

1.111257749459313  

1.226198044223708   

1.367879441171442 

0.987205060242407   

0.947693258003476   

0.911759833646106  

0.879546084843590 

0.851246816949211   

0.827119284447225   

0.807493905418996   

0.792787085034348   

0.783516548488704   

0.780319660528007   

0.783975300090642   

0.795429967453569   

0.815828930940324 

0.846553374711956   

0.889264693160241 

0.945957296604352  

1.019021554086526 

1.111318810085069 

1.226270782463125 

1.367966090323950 

  0.031169882634963 

  0.037131004761992 

  0.044232168940894 

  0.052691403903404 

  0.062768435548088 

  0.074772661369238 

  0.089072649962496 

  0.106107457271687 

  0.126400107031133 

  0.150573649279062 

  0.179370290024350 

  0.213674179363466 

  0.254538557755701 

  0.303218093908875 

  0.361207407176822 

  0.430286957212589 

  0.512577709836926 

  0.610606257560598 

  0.727382394161147          

  0.866491525073343 
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Çizelge 3.7. Örnek 3.2’de        için çoklu ölçek metoduyla kesin çözümün  

karĢılaĢt-ırılması 

 

Çizelge 3.8. Örnek 3.2’de       için çoklu ölçek metoduyla kesin çözümün KarĢılaĢt- 

ırılması 

   x   Çoklu Ölçek Çözümü            Kesin Çözüm                        Hata (1.0e-03 *) 

 0.00 

 0.05 

 0.10 

 0.15 

 0.20 

 0.25 

 0.30 

 0.35 

 0.40 

 0.45 

 0.50 

 0.55 

 0.60 

 0.65 

 0.70 

 0.75 

 0.80 

 0.85 

 0.90 

 0.95 

 1.00 

1.069483451222802 

1.030623356777792 

0.995555371325372 

0.964365105036586 

0.937172582091785 

0.914136066308017 

0.895456485230973 

0.881382535475310 

0.872216564030295 

0.868321333876736 

0.870127797828360 

0.878144022292689 

0.892965422959439 

0.915286497629614 

0.945914267908631 

0.985783671773607 

1.035975183627254 

1.097734977984366 

1.172497998105248 

1.261914342497449   

1.367879441171442 

      1.0694834512228023 

1.030623356777792      

       0.9955553713253721     

       0.9643651050365860      

       0.9371725820917851     

       0.9141360663080174    

       0.8954564852309732   

       0.8813825354753103    

       0.8722165640302950  

       0.8683213338767361    

  0.870127797828360    

  0.878144022292689      

  0.892965422959439    

  0.915286497629614    

  0.945914267908631   

   0.985783671773607   

  1.035975183627254    

  1.097734977984366   

  1.172497998105248 

        1.2619143424974490    

        1.3678794411714421 

      0.016548777198588    

      0.018909142724510     

      0.021606169101740   

      0.024687874540574  

      0.028209126127776  

      0.032232616687278 

      0.036829980971764   

      0.042083071056020  

      0.048085413643650   

      0.054943875227420 

      0.062780564754172   

      0.071735007670104  

      0.081966630048114  

      0.093657597032171  

      0.107016056127618  

      0.122279843088102 

      0.139720716374026  

      0.159649195575540 

      0.182420089942958 

      0.208438815459289 

      0.238168612917811 

  x  Çoklu Ölçek Çözümü       Kesin Çözüm                   Hata (1.0e-05 *) 

 0.00 

 0.05 

 0.10 

 0.15 

 0.20 

 0.25 

 0.30 

 0.35 

 0.40 

 0.45 

 0.50 

 0.55 

 0.60 

 0.65 

 0.70 

 0.75 

 0.80 

 0.85 

 0.90 

 0.95 

 1.00 

1.105399224561864 

1.069178772608017 

1.036831261223790   

1.008418624419855   

0.984029641299568   

0.963782182978709   

0.947825773362870   

0.936344498895602   

0.929560306681531   

0.927736735185428   

0.931183127070983   

0.940259379739498   

0.955381295834626   

0.977026603479189   

1.005741724398959   

1.042149377471938   

1.086957115738995   

1.140966906655229   

1.205085878499976   

1.280338370563017   

1.367879441171442 

1.105400000000000   

1.069179640379321   

1.036832232322582   

1.008419711149572   

0.984030857428646   

0.963783543915020   

0.947827296348940   

0.936346203227060   

0.929562213951582   

0.927738869558429   

0.931185515588594   

0.940262052663291   

0.955384287029488   

0.977029950842375   

1.005745470340233   

1.042153569450894   

1.086961806866346   

1.140972156365701   

1.205091753305323   

1.280344944894695   

1.367886798323631 

0.077543813570280   

0.086777130436921   

0.097109879226842   

0.108672971710355   

0.121612907721946 

0.136093631109002   

0.152298606925783 

0.170433145774140   

0.190727005100477   

0.213437300056185  

0.238851761069636   

0.267292379330097   

0.299119486191213   

0.334736318508000 

0.374594127428019   

0.419197895618062   

0.469112735146382   

0.524971047211054   

0.587480534619544   

0.657433167794430   

0.735715218858069 
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ġekil 3.2. Örnek 3.2’de   =0.3, 0.4,0.6 ve 0.8 için Çoklu Ölçek Metodu ile kesin     

çözüm karĢılaĢtırma grafiği. 
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4.  ĠKĠNCĠ MERTEBEDEN DENKLEM ĠÇĠN SINIR DEĞER PROBLEMĠNĠN  

NÜMERĠK ÇÖZÜMÜ 

 

 

Bu kesimde 

        ( )    ( )      (   )                                                              (4.1) 

singüler pertürbe özellikli lineer ve 

           ( )     ,   ( )   ,                                                                                       (4.2) 

koĢullarıyla verilen problem için sonlu fark Ģemaları kurulacaktır. Burada     küçük 

parameter ve  ( )       ve  ( ) fonksiyonları ,   - aralığında tanımlı yeterince 

düzgün fonksiyonlardır. 

 

4.1. Asimptotik Değerlendirmeler 

 

Fark Ģemasının kurulmasından önce kesin çözüm için asimptotik 

değerlendirmelerle çözümün kararlılığı incelenecektir. Bunun için aĢağıdaki lemmayı 

sunalım. 

Lemma .4.1.  (4.1)-(4. 2)            ҫӧ ümü  ҫ    

| ( )|  | |  | |        ,                                                                                       (4.3) 

|  ( )|  
 

 
  

  

     ‖ ‖ ,   -( 
  | |  | |)                                           (4.4) 

                       u u . Burada   keyfi sabittir ve  ’                 (Amirali 

ve Duru, 2010).  

 spat.    ( )  | |  | |     ( ) , 

f        u  ҫ      ( )         ( )        ( )    ş                  Buradan mak-

   u              gӧ     ( )    olur. D           (4. )  ş              u u         

(4.4) ü                    (4.1) den    

  ( )    ( )    ( 
 

 
∫ ( )  )  

 

 
∫, ( ) ( )-   

 

 

 

 

( 
 

 
∫ ( )  )   

 

 

 

                          u     (4.1.3)’                   

|  ( )|    ( ) 
   

        
,   -

| ( ) ( )| .   
   

 /  

                                              ( ) 
   

     {‖ ‖ ,   -(| |  | |)}   
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olur. Burada |u ( )|  
 

 
    u u u gö           u u   ç    

  ( )   (     )  ∫   (   )g
  ( )      g                

  

  

  

 ş           f                 u      

 ( )   ( )              , 

               u     lim. Buradan 

  ( )   (   )  ∫ u  ( )   
 

 

 

                                       

        ( )   (   )    ( )    ( ), 

ve 

      |  ( )|  |
 ( )  

 
|  

 

 
 , 

                                         ç      

 ( )   ( )                  

alarak 

        |  ( )|  |
   (   )

 
|  

 

 
, 

   u u   u  ş      |  |                  ç                       ş           |  ( )| ve 

|  ( )|  ç                                    gö  ö             (4.4)           ş 

olur.  

Not.1. (4.1)-(4. )             ҫӧ ümü  ҫ    ş         ş                u u  

| ( )|     ,                                                                                                     (4.5) 

|  ( )|    .  
 

 
 
   

 / ,                                                                               (4.6) 

 

4.2. Fark ġemasının Kurulması 

  

,   -      g        *                         ⁄ +,  

 ̅     *      + düzgün sebekesini ele alalım. Fark semasının kurulması süreci 

için baslangıç olarak asagıdaki özdeslikten hareket edecegiz. (4.1) denklemi    baz 

fonksiyonuyla çarpılıp ,         - aralığında integrali alınırsa aĢağıdaki ifade elde 

edilir:  

(     )   ( 
    )  ( ( ) 

    )  ( ( )    )    .                                          (4.7) 
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Burada (   ) ile iç çarpım gösterilmektedir ve   ( )fonksiyonu  

   ( )  

{
  
 

  
   

( )( )  
  

  
 
(      )   

  
  
 
   

                           

  
( )( )  

   
  
 
(      )

   
  
 
 

                           

                                                                (          ) 

 

olup   
( )( )ve   

( )( ) fonksiyonları  sırasıyla aĢağıdaki problemlerin çözümüdür:  

   
( )      

( )              ,                                                                       (4.8) 

  
( )(    )        

( )(  )                                                                                     (4.9) 

ve 

   
( )      

( )              ,                                                                   (4.10) 

  
( )(    )      

( )(  )                                                                                     (4.11) 

(4.7) ifadesi açık biçimde aĢağıda yazılmıĢtır: 

   ∫       
    
    

    ∫ ,       ( ) 
     ( )   -  

    
    

                     (4.12) 

(4.12) ifadesinin sağdaki ilk terimine kısmi integrasyonu uygulayalım: 

    ∫       
    
    

     0    |    
     ∫       

    
    

1       ∫     
   

    
    

      (4.13) 

Verilen kuralı (4.13) eĢitliğine uygulayarak, aĢağıdaki ifadeleri elde ederiz: 
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     ∫     
   

    

    

     *  ̅  ∫   
( ) ( )  

  

    

 ∫     
( ) 

  

    

∫   ( )

  

    

  (   )        ∫   
( ) ( )  

    

  

 ∫     
( ) 

    

  

∫   ( )

    

  

  (   )  +  

     *  ̅        ∫     
( )  

  

    

∫   ( )

  

    

  (   )   

 ∫     
( )     

  
∫   ( )
    
  

  (   )  1                                       (4.14) 

(4.12) ifadesinde sağ taraftaki ikinci terimde gerekli düzenlemeleri yaparsak  

   ∫  ( )      

    

    

    ∫ , ( )   (  )- 
     

    

    

     ∫  (  ) 
     

    

    

  

                                  
  0∫     

( )   ∫     
( )   

    
  

  
    

1      
                (4.15) 

ifadesini elde ederiz. Yine (2.8) kuralını (4.11) denklemine uyguladığımızda  

   ∫  ( )      

    

    

    
  *  ̅  ∫   

( )       ∫   
( )  

    

  

  

    

+ 

                                         ̅      
                                                                             (4.16) 

elde edilir. Burada 

   
( )
    ∫   

( )  
  
    

                                                                            (4.17) 

   
( )
    ∫   

( )   
    
  

                                                    (4.18) 
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ve 

       ̅      
      

  .                                                                                                   (4.19) 

Ayrıca,     
  ve     

   kalan terimleri  

    
  ∫     

( ) ∫   ( )

  

    

  

    

  (   )     

    
  ∫     

( ) ∫   ( )

    

  

    

  

  (   )     

olarak tanımlanır. (4.17), (4.18) ve (4.19)’de verilen üç eĢitliği, (4.16) denklemindeki 

yerlerine yazdığımızda aĢağıdaki ifadeyi elde ederiz: 

   ∫  ( )      

    

    

   *  ̅  ( 
  ∫   

( )  

  

    

)     ( 
  ∫   

( )  

    

  

)+   ̅      
    

                              0  ̅    
( )
       

( )
1   ̅      

  , 

                              [( 0

x   

  

 
  ̅   )   

( )
 ( 0

x   

  

 
  ̅   )   

( )
]   ̅      

  , 

                              [ 0

x   

  
( )
  0

x   

  
( )
  

 
  ̅     

( )
 
 

 
  ̅     

( )
]   ̅      

 , 

                              [ 0

x   

(  
( )
   

( )
)   

 
  ̅   (  

( )
   

( )
)]   ̅      

  , 

                                0

x  

    

 
  ̅   .  

( )    
( )/   ̅      

 .                                  (4.20) 

Benzer Ģekilde, (4.12) ifadesinin üçüncü terimi olan 
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   ∫  ( ) ( )  ( )    

    

    

 

ifadesi düzenlenirse  

   ∫  ( ) ( )  ( )  

    

    

    ∫ ( ( )   (  )   (  )) ( )  ( )  

    

    

 

           ∫ , ( )   (  )- ( )  ( )    
  ∫  (  ) ( )  ( )  

    

    

 

    

    

 

                     ∫  ( )  ( )       
     

    
 , 

      * ∫   ( )   ∫     

    

    

    

    

∫   ( )

    

  

  
 (   )  +      

        

                             
                                                                                      (4.21) 

Burada 

    
     ∫ , ( )   (  )- ( )  ( )   

    

    

 

      
    * ∫     ( ) ∫   ( )

    

  

  
 (   )  

    

    

+  

yazılır. Böylece son elde edilen ifadeleri birleĢtirir ve (4.10) eĢitlikleri kullanılırsa 

 .
   

  
(  

( )
   

( )
)   /   ̅       0

x   
          ,                        (4.22)   

Burada: 

   
   

  
(  

( )
   

( ))                                                                                             (4.23) 

ve 
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 ,                                                                                              (4.24) 

yazılır.    ifadesini açık biçimde hesaplayalım, bunun için 

  
( )
   

( )     ∫   
( )( )  

  
    

    ∫   
( )( )  

    
  

,                                    (4.25) 

burada       

   ∫   
( )( )  

  

    

 
   

  
  
 
   

∫ .     
  
 
(      )    /    

  

    

 

    (
 

  
  
 
   

[ 
 

  
.   

  
 
   /   ])  

                                     
    

  
 

 

 
 
  
 
 
  

,                                                                 (4.26) 

ve 

   ∫   
( )( )  

    

  

 
   

   
  
 
 
∫ .   

  
 
(      )/  

    

  

   

 (
   

    
  
 
 
[  

 

  
.   

  
 
 /])                       

                                  
 

    
  
 
 
 
    

  
  .                                                                      (4.27) 

(4.26) ve (4.27)’de verilen iki denklemi (4.25) eĢitliğinde yerlerine koyduğumuzda 

sonuç 1 etmektedir, dolayısıyla: 

 

    ∫   ( )  

    

    

     ∫   
( )( )  

  

    

    ∫   
( )( )  

    

  

      

                                   
    

  
 

 

 
 
  
 
 
  

 
 

    
  
 
 
 
    

  
 

 
  
 
 
  

 
  
 
 
  

                      (4.28) 
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olur. 

(4.23) ifadesine dayanarak, (4.1)-(4.2) probleminin yaklaĢık çözümü için  aĢağıdaki fark 

Ģemasını sunalım(Amirali ve Duru,  2002). 

         ̅          
        ,           .                                            (4.29) 

         ( )   ,    ( )   .                                                     (4.30) 

 

4.3. Fark ġemasının Hata Analizi 

 

  ve    sırayla (4.29)-(4.30) fark probleminin çözümü ve (1.1)-(1.2) probleminin 

çözümleri olsun.           yaklaĢık çözümle tam çözüm farkı olup hata 

fonksiyonudur.   O halde    için aĢağıdaki problemi yazabiliriz: 

                        ,                                                                               (4.31) 

                  .                                                                                                  (4.32) 

Burada 

                       
      

    

olup yukarda tanımlanmıĢtır. 

Lemma 4.2.  ( )  ( )    ,   - ise, yaklaĢım hataları için aĢağıdaki değerlendirmeler 

sağlanır 

          ∑ |  |
   
      .                                                                                              (4.33) 

(Amirali ve Duru, 2010). 

 spat. Önce (4.33)’dan baĢlayalım.    ifadesini 

    
  ∫ ( ( )   (  )) 

 ( )  ( )  

    

    

    ∫ ( ( )   (  )) ( )  ( )   

    

    

 

                 0∫     ( ) ∫   ( )
    
  

  
 (   )  

    
    

1,                                           (4.34) 

açık biçimde yazalım. Buradan | |     eĢitsizliğini ve |  ( )|    olduğunu dikkate 

alırsak, 

|  |    .   
  ∫ |  ( )|   

    
    

/ ,                                                                      (4.35) 
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olduğu görülür.  

 

TEOREM 4.1. Lemma 4.2 nin Ģartları altında  

         ̅          
                     , 

ve   

               , 

fark probleminin çözümü  (  ) normunda  

        ( )    ( )             , 

        ( )     ,   ( )   , 

probleminin çözümüne  ’a göre O(h) hızıyla düzgün yakınsaktır: 

          ‖   ‖ (  )     .  

(Amirali ve Duru, 2010). 

4.4. Algoritma ve Sayısal Sonuçlar 

 

Bu kesimde teorik sonuçları bir nümerik örnekler üzerinde realize edeceğiz. Bunun için 

(4.29)-(4.30) fark problemini açık biçimde yazalım. 

   (
             

  
)    .

         
  

/           

.
   

  
 

  

  
/      .

    

  
   /    .

   

  
 

  

  
/                                  (4.36) 

ifadesini aĢağıdaki Ģekilde düzenleyelim:  

                                                                                     (4.37) 

Burada 

              
   

  
 

  

  
      

   

  
         

   

  
 

  

  
, 

(    ) lineer denklem sistemi ise aĢağıda verilen kovma algoritması ile çözülecektir: 

     ,       . 

     
  

       
      

       
       

    

                   

Bu algoritmanın yakınsaması için  
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Ģartlarının gerçeklenmesi gerekmektedir (Samarskii, 2002). 

 

Örnek 4.1. Sunulan fark Ģemasını 

0)()()1()(  xyxyxy  ;    ],1,0[x  

lineer diferansiyel denklemi ve 

             0)0( y ve 1)1( y .       

sınır Ģartlarıyla verilen probleme uygulayarak test edeceğiz. 

Bu problemin kesin çözümü 

                 
(         )

( 
 
 
     )

, 

olacaktır. Bunun için Matlab kodları ekde sunulmuĢtur. Elde edilen sonuçlar Tablo 1’de 

verilmektedir. Söz konusu tabloda hata değerleri  

                       ̅ |   | 

Ģeklinde hesaplanmaktadır. 

 

Çizelge 4.1. Örnek 4.1’de       için fark Ģemasıyla ve kesin çözümün 

karĢılaĢtırılması  

        x         Nümerik  Çözüm    Kesin Çözüm                         Hata  
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Çizelge 4.2. Örnek 4.1’de       için fark Ģemasıyla ve kesin çözümün 

karĢılaĢtırılması 

 

Çizelge 4.3. Örnek 4.1’de       için fark Ģemasıyla ve kesin çözümün 

karĢılaĢtırılması 

0.00 

0.05 

0.10 

0.15 

0.20 

0.25 

0.30 

0.35 

0.40 

0.45 

0.50 

0.55 

0.60 

0.65 

0.70 

0.75 

0.80 

0.85 

0.90 

0.95 

1.00 

0.00000000 

0.31825120 

0.57166634 

0.77105288 

0.92550574 

1.04267461 

1.12898982 

1.18985297 

1.22979802 

1.25262729 

1.26152632 

1.25916080 

1.24775846 

1.22917820 

1.20496837 

1.17641606 

1.14458862 

1.11036872 

1.07448391 

1.03753159 

1.00000000 

      -0.00000000 

       0.31531000 

       0.56683630 

       0.76512086 

       0.91905065 

       1.03611358 

       1.12261488 

       1.18386037 

       1.22431137 

       1.24771582 

       1.25721917 

       1.25545823 

       1.24464049 

       1.22661123 

       1.20291024 

       1.17481985 

       1.14340543 

       1.10954972 

       1.07398176 

       1.03730141 

       1.00000000 

       0.00000000 

       0.00294120 

       0.00483004 

       0.00593203 

       0.00645508 

       0.00656104 

       0.00637494 

       0.00599259 

       0.00548664 

       0.00491147 

       0.00430715 

       0.00370256 

       0.00311797 

       0.00256697 

       0.00205812 

       0.00159621 

       0.00118319 

       0.00081900 

       0.00050215 

       0.00023018 

       0.00000000 

    x  xxx        Nümerik  Çözüm              Kesin Çözüm        Hata  

0.00 

0.05 

0.10 

0.15 

0.20 

0.25 

0.30 

0.35 

0.40 

0.45 

0.50 

0.55 

0.60 

0.65 

0.70 

0.75 

0.80 

0.85 

0.90 

0.95 

1.00 

       0.00000000 

       0.24188529 

       0.44336159 

       0.60978614 

       0.74585401 

       0.85567783 

       0.94285805 

       1.01054482 

       1.06149247 

       1.09810750 

       1.12249081 

       1.13647488 

       1.14165652 

       1.13942571 

       1.13099090 

       1.11740138 

       1.09956688 

       1.07827483 

       1.05420560 

       1.02794579 

       1.00000000 

-0.00000000 

0.24049636 

0.44100450 

0.60679521 

0.74249202 

0.85214867 

0.93931731 

1.00710870 

1.05824523 

1.09510766 

1.11977637 

1.13406759 

1.13956546 

1.13765019 

1.12952287 

1.11622739 

1.09866965 

1.07763454 

1.05380088 

1.02775453 

1.00000000 

       0.00000000 

       0.00138894 

       0.00235709 

       0.00299094 

       0.00336199 

       0.00352916 

       0.00354073 

       0.00343611 

       0.00324724 

       0.00299984 

       0.00271444 

       0.00240729 

       0.00209106 

       0.00177552 

       0.00146803 

       0.00117399 

       0.00089723 

       0.00064029 

       0.00040472 

       0.00019125 

       0.00000000 

      x  xxx       Nümerik  Çözüm     Kesin Çözüm                           Hata  
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Çizelge 4.4. Örnek 4.1’de       için fark Ģemasıyla ve kesin çözümün 

karĢılaĢtırılması 

 

0.00 

0.05 

0.10 

0.15 

0.20 

0.25 

0.30 

0.35 

0.40 

0.45 

0.50 

0.55 

0.60 

0.65 

0.70 

0.75 

0.80 

0.85 

0.90 

0.95 

1.00 

       0.00000000 

       0.17472625 

       0.32689788 

       0.45874288 

       0.57228989 

       0.66938518 

       0.75170825 

       0.82078619 

       0.87800673 

       0.92463027 

       0.96180091 

       0.99055650 

       1.01183790 

       1.02649745 

       1.03530666 

       1.03896341 

       1.03809833 

       1.03328083 

       1.02502449 

       1.01379206 

       1.00000000 

      -0.00000000 

       0.17421420 

       0.32600247 

       0.45757227 

       0.57093436 

       0.66791949 

       0.75019375 

       0.81927262 

       0.87653387 

       0.92322936 

       0.96049589 

       0.98936513 

       1.01077271 

       1.02556657 

       1.03451458 

       1.03831157 

       1.03758572 

       1.03290443 

       1.02477970 

       1.01367305 

       1.00000000 

0.00000000 

0.00051205 

0.00089541 

0.00117061 

0.00135553 

0.00146568 

0.00151450 

0.00151357 

0.00147286 

0.00140092 

0.00130502 

0.00119137 

0.00106519 

0.00093088 

0.00079209 

0.00065184 

0.00051262 

0.00037640 

0.00024479 

0.00011901 

0.00000000 

     x  xxx        Nümerik  Çözüm     Kesin Çözüm                       Hata  

0.00 

0.05 

0.10 

0.15 

0.20 

0.25 

0.30 

0.35 

0.40 

0.45 

0.50 

0.55 

0.60 

0.65 

0.70 

0.75 

0.80 

0.85 

0.90 

0.95 

1.00 

       0.00000000 

       0.14548035 

       0.27501941 

       0.38993315 

       0.49144053 

       0.58067024 

       0.65866703 

       0.72639750 

       0.78475561 

       0.83456777 

       0.87659759 

       0.91155031 

       0.94007694 

       0.96277813 

       0.98020772 

       0.99287613 

       1.00125345 

       1.00577238 

       1.00683088 

       1.00479477 

       1.00000000 

      -0.00000000 

       0.14520938 

       0.27453902 

       0.38929643 

       0.49069302 

       0.57985082 

       0.65780861 

       0.72552776 

       0.78389757 

       0.83374038 

       0.87581619 

       0.91082711 

       0.93942141 

       0.96219734 

       0.97970670 

       0.99245811 

       1.00092017 

       1.00552426 

       1.00666729 

       1.00471413 

       1.00000000 

0.00000000 

0.00027097 

0.00048039 

0.00063673 

0.00074751 

0.00081943 

0.00085842 

0.00086974 

0.00085803 

0.00082739 

0.00078139 

0.00072319 

0.00065553 

0.00058078 

0.00050102 

0.00041801 

0.00033328 

0.00024811 

0.00016360 

0.00008064 

0.00000000 
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ġekil 4.1. Örnek 4.1’de   =0.3, 0.4, 0.6 ve 0.8 için fark Ģemasıyla kesin çözüm  

karĢılaĢtırma grafiği. 

 

Örnek 4.2: Sunulan fark Ģemasını  

              0)()1()()(  xyxyxy  ;  ]1,0[x ,                                         

lineer diferansiyel denklemi ve 

                    )/)1(exp(1)0( y  ve   ( )        , 

sınır Ģartlarıyla verilen probleme uygulayarak test edeceğiz.Bunun için Matlab kodları 

ekde sunulmuĢtur. Elde edilen sonuçlarTablo 2’de verilmektedir. Söz konusu tabloda 

hata değerleri  

                           ̅ |   | 

Ģeklinde hesaplanmaktadır. 

 

Çizelge 4.5. Örnek 4.2’de       için fark Ģemasıyla ve kesin çözümün 

karĢılaĢtırılması 

       x                 Nümerik  Çözüm              Kesin Çözüm                           Hata  
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Çizelge 4.6. Örnek 4.2’de       için fark Ģemasıyla ve kesin çözümün 

karĢılaĢtırılması     

0.00 

0.05 

0.10 

0.15 

0.20 

0.25 

0.30 

0.35 

0.40 

0.45 

0.50 

0.55 

0.60 

0.65 

0.70 

0.75 

0.80 

0.85 

0.90 

0.95 

1.00 

  1.01312373 

  0.96696143 

  0.92393266 

  0.88410062 

  0.84757939 

  0.81454489 

  0.78524860 

  0.76003482 

  0.73936235 

  0.72383153 

  0.71421814 

  0.71151584 

  0.71698920 

  0.73223997 

  0.75928991 

  0.80068440 

  0.85962174 

  0.94011477 

  1.04719280 

  1.18715379 

  1.36787944 

1.01310000 

0.96749871 

0.92504273 

0.88580156 

0.84989523 

0.81750488 

0.78888601 

0.76438492 

0.74445933 

0.72970396 

0.72088237 

0.71896664 

0.72518660 

0.74109115 

0.76862434 

0.81022001 

0.86891932 

0.94851681 

1.05374174 

1.19048349 

1.36607136 

0.00002373 

0.00053728 

0.00111007 

0.00170094 

0.00231584 

0.00295999 

0.00363741 

0.00435010 

0.00509698 

0.00587243 

0.00666424 

0.00745080 

0.00819740 

0.00885119 

0.00933443 

0.00953560 

0.00929758 

0.00840204 

0.00654895 

0.00332969 

0.00180808 

        x    Nümerik  Çözüm         Kesin Çözüm    Hata 



43 

 

 

 

 

Çizelge 4.7. Örnek 4.2’de      için fark Ģemasıyla ve kesin çözümün 

karĢılaĢtırılması 

 

 

 

      0.00 

      0.05 

      0.10 

      0.15 

      0.20 

      0.25 

      0.30 

      0.35 

      0.40 

      0.45 

      0.50 

      0.55 

      0.60 

      0.65 

      0.70 

      0.75 

      0.80 

      0.85 

      0.90 

      0.95 

      1.00 

  1.03019738 

  0.98317627 

  0.93932533 

  0.89870460 

  0.86142483 

  0.82765833 

  0.79765264 

  0.77174766 

  0.75039715 

  0.73419565 

  0.72391214 

  0.72053222 

  0.72531077 

  0.73983782 

  0.76612089 

  0.80668790 

  0.86471566 

  0.94419051 

  1.05010894 

  1.18872821 

  1.36787944 

     1.01310000 

     0.96749871 

     0.92504273 

     0.88580156 

     0.84989523 

     0.81750488 

     0.78888601 

     0.76438492 

     0.74445933 

     0.72970396 

     0.72088237 

     0.71896664 

     0.72518660 

     0.74109115 

     0.76862434 

     0.81022001 

     0.86891932 

     0.94851681 

     1.05374174 

     1.19048349 

     1.36607136 

  0.00002373 

  0.00344459 

  0.00745705 

  0.01218064 

  0.01775889 

  0.02436419 

  0.03220349 

  0.04152522 

  0.05262753 

  0.06586830 

  0.08167694 

  0.10056880 

  0.12316222 

  0.15019915 

  0.18256982 

  0.22134230 

  0.26779807 

  0.32347452 

  0.39021612 

  0.47023562 

  0.56618758 

        x   Nümerik  Çözüm            Kesin Çözüm                        Hata  

      0.00 

      0.05 

      0.10 

      0.15 

      0.20 

      0.25 

      0.30 

      0.35 

      0.40 

      0.45 

      0.50 

      0.55 

      0.60 

      0.65 

      0.70 

      0.75 

      0.80 

      0.85 

      0.90 

      0.95 

      1.00 

  1.06948345 

  1.02048623 

  0.97474348 

  0.93230800 

  0.89328284 

  0.85783204 

  0.82619405 

  0.79869862 

  0.77578796 

  0.75804324 

  0.74621782 

  0.74127870 

  0.74445849 

  0.75732029 

  0.78183882 

  0.82050182 

  0.87643667 

  0.95356871 

  1.05681891 

  1.19235091 

  1.36787944 

        1.01310000 

        0.96749871 

        0.92504273 

        0.88580156 

        0.84989523 

        0.81750488 

        0.78888601 

        0.76438492 

        0.74445933 

        0.72970396 

        0.72088237 

        0.71896664 

        0.72518660 

        0.74109115 

        0.76862434 

        0.81022001 

        0.86891932 

        0.94851681 

       1.05374174 

       1.19048349 

       1.36607136 

 0.00002373 

  0.01019707 

  0.02143848 

  0.03392213 

  0.04784709 

  0.06344099 

  0.08096426 

  0.10071496 

  0.12303432 

  0.14831310 

  0.17699890 

  0.20960446 

  0.24671735 

  0.28901087 

  0.33725669 

  0.39233931 

  0.45527264 

  0.52721898 

  0.60951086 

  0.70367597 

  0.81146590 
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Çizelge 4.8. Örnek 4.2’de      için fark Ģemasıyla ve kesin çözümün 

karĢılaĢtırılması 

 

 

        x   Nümerik  Çözüm             Kesin Çözüm                        Hata  

      0.00 

      0.05 

      0.10 

      0.15 

      0.20 

      0.25 

      0.30 

      0.35 

      0.40 

      0.45 

      0.50 

      0.55 

      0.60 

      0.65 

      0.70 

      0.75 

      0.80 

      0.85 

      0.90 

      0.95 

      1.00 

  1.10539922 

  1.05459542 

  1.00712317 

  0.96302861 

  0.92240780 

  0.88541719 

  0.85228694 

  0.82333750 

  0.79900052 

  0.77984499 

  0.76660992 

  0.76024536 

  0.76196355 

  0.77330296 

  0.79620833 

  0.83313065 

  0.88715214 

  0.96214236 

  1.06295325 

  1.19566282 

  1.36787944 

         1.01310000 

         0.96749871 

         0.92504273 

         0.88580156 

         0.84989523 

         0.81750488 

         0.78888601 

         0.76438492 

         0.74445933 

         0.72970396 

         0.72088237 

         0.71896664 

         0.72518660 

         0.74109115 

         0.76862434 

         0.81022001 

         0.86891932 

         0.94851681 

         1.05374174 

         1.19048349 

         1.36607136 

  0.00002373 

  0.01505042 

  0.03126399 

  0.04883807 

  0.06796634 

  0.08886512 

  0.11177613 

  0.13696969 

  0.16474822 

  0.19545026 

  0.22945493 

  0.26718690 

  0.30912206 

  0.35579381 

  0.40780012 

  0.46581151 

  0.53057995 

  0.60294888 

  0.68386443 

  0.77438805 

  0.87571066 
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ġekil 4.2. Örnek 4.2’de   = 0.3, 0.4, 0.6 ve 0.8 için fark Ģemasıyla kesin çözüm 

karĢılaĢtırma grafiği. 
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5. TARTIġMA VE SONUÇ 

 

 

Bu çalıĢmada, homojen konveksiyon reaksiyon difüzyon denklemi içeren 

singüler pertürbe özellikli sınır değer problemi araĢtırılmıĢtır. Bu tür denklemler için iki 

ölçekli çoklu ölçek metodu tanıtılmıĢ ve  (  ) yaklaĢım oranına sahip çoklu ölçek 

yaklaĢık çözümü elde edilmiĢtir. Ayrıca üstel katsayılı fark Ģeması, ağırlık fonsiyonu 

içeren ve kalan terimi integral biçiminde olan interpolasyon kuadratür kuralları 

kullanılarak elde edilmiĢtir. Burada seçilen baz fonksiyonları metot hatasını sıfırlayacak 

biçimde seçilmektedir. Kurulan fark Ģemasının kesin çözüme yaklaĢım oranı  ( ) 

bulunmuĢtur. 
 

 
   oranı bu metod için en uygun sonuçların elde edildiği orandır. 

Sonlu fark Ģemasında düzgün Ģebeke noktalarının kullanılması hesaplama maliyetini 

düĢürmektedir.  Her iki metot için nümerik örnekler pertürbasyon parametresi olan  ’un 

farklı değerleri için MATLAB R2014a kodlarıyla hesaplanmıĢ, elde edilen sonuçlar 

tablolarda verilmektedir.  Çoklu ölçek metodu  ’un küçük değerlerinde çok iyi sonuç 

vermektedir, fakat metodun zorluğu adi diferansiyel denklemlere asimptotik açılım 

uygulandığında kısmi diferansiyel denklemlerinden yaklaĢım elde edilmesi olup, bu 

denklemlerin çözüm zorluğudur. Homojen olmayan problemlerde ise kısmi türevli 

denklemlerin çözümü daha da zorlaĢacaktır. Sonlu fark Ģemaları homojen olmayan 

denklemler için de kolayca  kurulabilir. Adaptif Ģebekede ve parçalı düzgün Ģebekelerde 

fark Ģemaları kurulabilir. Bu çalıĢmanın kapsamı dıĢında tutulmuĢtur. Ġlerde yapılacak 

çalıĢmalarda homojen olmayan problem, adaptif ve parçalı düzgün Ģebekelerde fark 

Ģemaları kurulabilir; ayrıca çoklu ölçek yaklaĢık çözümleri sunulabilir. 

AĢağıdaki tablolarda ele alınan örnekler üzerinde her iki metodla elde edilen 

sonuçlar karĢılaĢtırılmıĢtır.  ’un küçük değerleri için her iki metotla elde edilen sonuçlar 

birbirine yakın olduğu görülmektedir.  
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Çizelge 5.1. Örnek 3.1 ve 4.1’de       için çoklu ölçek metodu ve nümerik metodun 

karĢılaĢtırılması 

 

Çizelge 5.2. Örnek 3.1 ve 4.1’de       için çoklu ölçek metodu ve nümerik metodun  

karĢılaĢtırılması 

  x       Nümerik  çözüm       Çoklu ölçek metodu     Ġki metot arasındaki farkı 

 0.00 

 0.05 

 0.10 

 0.15 

 0.20 

 0.25 

 0.30 

 0.35 

 0.40 

 0.45 

 0.50 

 0.55 

 0.60 

 0.65 

 0.70 

 0.75 

 0.80 

 0.85 

 0.90 

 0.95 

 1.00 

0.00000000 

0.31825120 

0.57166634 

0.77105288 

0.92550574 

1.04267461 

1.12898982 

1.18985297 

1.22979802 

1.25262729 

1.26152632 

1.25916080 

1.24775846 

1.22917820 

1.20496837 

1.17641606 

1.14458862 

1.11036872 

1.07448391 

1.03753159 

1.00000000 

   0.000000000000000 

0.315309999568504 

0.566836301738874 

0.765120856317024 

0.919050653880210 

1.036113576158106 

1.122614881703092 

1.183860374295398 

1.224311372928354 

1.247715816185846 

1.257219168471022 

1.255458232345169 

1.244640494505780       

1.226611229397957       

1.202910242876234       

1.174819849202657     

1.143405429929741      

1.109549716058139       

1.073981759509110 

1.037301411527703       

1.000000000000000 

      0.000000000000000 

0.002941200431496 

0.004830038261126 

0.005932023682976 

0.006455086119790 

0.006561033841894 

0.006374938296908 

0.005992595704602 

0.005486647071646 

0.004911473814154 

0.004307151528978  

0.003702567654831   

0.003117965494220 

0.002566970602043 

0.002058127123766 

0.001596210797343 

0.001183190070259 

0.000819003941861 

0.000502150490890 

0.000230178472297 

0.000000000000000 

    x       Nümerik  çözüm         Çoklu ölçek metodu     Ġki metot arasındaki 

farkı 

 0.00 

 0.05 

 0.10 

 0.15 

 0.20 

 0.25 

 0.30 

 0.35 

 0.40 

 0.45 

 0.50 

 0.55 

 0.60 

 0.65 

 0.70 

 0.75 

 0.80 

 0.85 

 0.90 

 0.95 

 1.00 

0.00000000 

0.24188529 

0.44336159 

0.60978614 

0.74585401 

0.85567783 

0.94285805 

1.01054482 

1.06149247 

1.09810750 

1.12249081 

1.13647488 

1.14165652 

1.13942571 

1.13099090 

1.11740138 

1.09956688 

1.07827483 

1.05420560 

1.02794579 

1.00000000 

     0.0000000000000000 

0.240496355714420 

0.441004499041607 

0.606795205981784 

0.742492021446665 

0.852148671547035 

0.939317313338046 

1.007108701885704 

1.058245227472834 

1.095107663653600 

1.119776367936914 

1.134067589581707 

1.139565461954068 

1.137650188921130 

1.129522874774805 

1.116227394250386 

1.098669652501638 

1.077634543683517 

1.053800880430463 

1.027754534432469 

1.000000000000000 

     0.001388934285580 

     0.002357090958393          

     0.002990934018216     

     0.003361988553335     

     0.003529158452965      

     0.003540736661954   

     0.003436118114296 

     0.003247242527166     

     0.002999836346400  

     0.002714442063086   

     0.002407290418293   

     0.002091058045932    

     0.001775521078870  

     0.001468025225195    

     0.001173985749614 

     0.000897227498362       

     0.000640286316483    

     0.000404719569537    

     0.000191255567531      

     0.000000000000000  

     0.000000000000000 
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Çizelge 5.3. Örnek 3.1 ve 4.1’de       için çoklu ölçek metodu ve nümerik metodun 

karĢılaĢtırılması 

 

Çizelge 5.4. Örnek 3.1 ve 4.1’de       için çoklu ölçek metodu ve nümerik metodun 

karĢılaĢtırılması 

   x  xxx     Nümerik  çözüm           Çoklu ölçek metodu               Ġki metot arasındaki  farkı 

 0.00 

 0.05 

 0.10 

 0.15 

 0.20 

 0.25 

 0.30 

 0.35 

 0.40 

 0.45 

 0.50 

 0.55 

 0.60 

 0.65 

 0.70 

 0.75 

 0.80 

 0.85 

 0.90 

 0.95 

 1.00 

0.00000000 

0.17472625 

0.32689788 

0.45874288 

0.57228989 

0.66938518 

0.75170825 

0.82078619 

0.87800673 

0.92463027 

0.96180091 

0.99055650 

1.01183790 

1.02649745 

1.03530666 

1.03896341 

1.03809833 

1.03328083 

1.02502449 

1.01379206 

1.00000000 

        0.000000000000000 

        0.174214196531496 

        0.326002468374447 

        0.457572273958051 

        0.570934363505485 

        0.667919492586275 

        0.750193751256938 

        0.819272621825724 

        0.876533869125140 

        0.923229358761068 

        0.960495891070583 

        0.989365131407459 

        1.010772710834875 

        1.025566565292623 

        1.034514575779138 

        1.038311567007589 

        1.037585717324481 

        1.032904428385560 

        1.024779699137040 

        1.013673045022344 

       1.000000000000000 

              0.000000000000000 

              0.000512053468504 

              0.000895411625553 

              0.001170606041949 

              0.001355526494515 

              0.001465687413725 

              0.001514498743062 

              0.001513568174276 

              0.001472860874860 

              0.001400911238932 

              0.001305018929417 

              0.001191368592541 

              0.001065189165125 

              0.000930884707377 

              0.000792084220862 

              0.000651842992411 

              0.000512612675519 

              0.000376401614440 

              0.000244790862960 

              0.000119014977656 

              0.000000000000000 

   x     Nümerik  çözüm      Çoklu ölçek metodu        Ġki metot arasındaki farkı  

(1.0e-03 *) 

 0.00 

 0.05 

 0.10 

 0.15 

 0.20 

 0.25 

 0.30 

 0.35 

 0.40 

 0.45 

 0.50 

 0.55 

 0.60 

 0.65 

 0.70 

 0.75 

 0.80 

 0.85 

 0.90 

 0.95 

 1.00 

0.00000000 

0.14548035 

0.27501941 

0.38993315 

0.49144053 

0.58067024 

0.65866703 

0.72639750 

0.78475561 

0.83456777 

0.87659759 

0.91155031 

0.94007694 

0.96277813 

0.98020772 

0.99287613 

1.00125345 

1.00577238 

1.00683088 

1.00479477 

1.00000000 

   0.000000000000000 

0.145209380480257 

0.274539024292546 

0.389296426580840 

0.490693020467747 

0.579850818693391 

0.657808612790998 

0.725527758560753 

0.783897574765624 

0.833740380250961 

0.875816193076598 

0.910827113738878 

0.939421413144551 

0.962197344672255 

0.979706698415359 

0.992458114536402 

1.000920171573846 

1.005524264521275 

1.006667286543483 

1.004714127298946 

1.000000000000000 

           0.0000000000000000 

      0.270969519743008 

      0.480385707454012       

      0.636723419159990       

      0.747509532252999 

      0.819421306609058     

      0.858417209002038     

      0.869741439247007    

      0.858035234375998    

      0.827389749039065   

      0.781396923402067    

      0.723196261121939    

      0.655526855449007 

           0.5807853277449701 

      0.501021584641048 

      0.418015463597987 

     0.333278426154049 

     0.248115478725053 

     0.163593456517175       

     0.080642701054012 

          0.0000000000000000 



49 

 

 

 

Çizelge 5.5. Örnek 3.2 ve 4.2’de       için çoklu ölçek metodu ve nümerik metodun 

karĢılaĢtırılması 

 

Çizelge 5.6. Örnek 3.2 ve 4.2’de       için çoklu ölçek metodu ve nümerik metodun 

karĢılaĢtırılması 

    x      Nümerik  çözüm           Çoklu ölçek metodu                Ġki metot arasındaki farkı 

 0.00 

 0.05 

 0.10 

 0.15 

 0.20 

 0.25 

 0.30 

 0.35 

 0.40 

 0.45 

 0.50 

 0.55 

 0.60 

 0.65 

 0.70 

 0.75 

 0.80 

 0.85 

 0.90 

 0.95 

 1.00 

 1.01312373 

  0.96696143 

  0.92393266 

  0.88410062 

  0.84757939 

  0.81454489 

  0.78524860 

  0.76003482 

  0.73936235 

  0.72383153 

  0.71421814 

  0.71151584 

  0.71698920 

  0.73223997 

  0.75928991 

  0.80068440 

  0.85962174 

  0.94011477 

  1.04719280 

  1.18715379 

  1.36787944 

        1.013123728736941 

        0.967528177671798 

        0.925079329481764 

        0.885847014649571 

        0.849951680239213 

        0.817574990903127 

        0.788973074802914    

        0.764493050415720 

        0.744593624249973      

        0.729870740806133     

        0.721089503705321     

        0.719223881967000      

        0.725506081850623    

        0.741487919753643     

        0.769117096825422    

        0.810831977847757    

        0.869679348625904    

        0.949460708709743    

        1.054914000742109    

        1.191939347472572    

        1.367879441171442 

              0.000000001263059 

          0.000566747671798 

          0.001146669481764 

          0.001746394649571 

          0.002372290239213 

          0.003030100903127 

          0.003724474802914      

         0.004458230415720 

         0.005231274249973 

         0.006039210806133 

         0.006871363705321 

         0.007708041967000 

         0.008516881850623 

         0.009247949753643 

         0.009827186825422 

         0.010147577847757 

         0.010057608625904     

         0.009345938709743 

         0.007721200742109 

         0.004785557472572 

         0.000000001171442 

   x     Nümerik  çözüm       Çoklu ölçek metodu      Ġki metot arasındaki farkı 

 0.00 

 0.05 

 0.10 

 0.15 

 0.20 

 0.25 

 0.30 

 0.35 

 0.40 

 0.45 

 0.50 

 0.55 

 0.60 

 0.65 

 0.70 

 0.75 

 0.80 

 0.85 

 0.90 

 0.95 

 1.00 

  1.03019738 

  0.98317627 

  0.93932533 

  0.89870460 

  0.86142483 

  0.82765833 

  0.79765264 

  0.77174766 

  0.75039715 

  0.73419565 

  0.72391214 

  0.72053222 

  0.72531077 

  0.73983782 

  0.76612089 

  0.80668790 

  0.86471566 

  0.94419051 

  1.05010894 

  1.18872821 

  1.36787944 

  1.030197383422319 

  0.987201943254144 

  0.947689544903000 

  0.911755410429212 

  0.879540815703200 

  0.851240540105656 

  0.827111807181088 

  0.807484998154000 

  0.792776474288621 

  0.783503908478001 

  0.780304603163079 

  0.783957363061639 

  0.795408600035633 

  0.815803477084549 

  0.846523052902565 

  0.889228572419523 

  0.945914267908631 

  1.018970296315542 

  1.111257749459313 

  1.226198044223708     

  1.367879441171442 

    0.000000003422319 

    0.004025673254144 

    0.008364214903000 

    0.013050810429212 

    0.018115985703200 

    0.023582210105656 

    0.029459167181088 

    0.035737338154000 

    0.042379324288621 

    0.049308258478001    

    0.056392463163079    

    0.063425143061639    

    0.070097830035633 

    0.075965657084549    

    0.080402162902565    

    0.082540672419523 

    0.081198607908631 

    0.074779786315542 

    0.061148809459313 

    0.037469834223708 

    0.000000001171442 
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Çizelge 5.7. Örnek 3.2 ve 4.2’de       için çoklu ölçek metodu ve nümerik metodun 

karĢılaĢtırılması 

 

Çizelge 5.8. Örnek 3.2 ve 4.2’de       için çoklu ölçek metodu ve nümerik metodun 

karĢılaĢtırılması 

   x    Nümerik çözüm             Çoklu ölçek metodu          Ġki metot arasındaki farkı 

 0.00 

 0.05 

 0.10 

 0.15 

 0.20 

 0.25 

 0.30 

 0.35 

 0.40 

 0.45 

 0.50 

 0.55 

 0.60 

 0.65 

 0.70 

 0.75 

 0.80 

 0.85 

 0.90 

 0.95 

 1.00 

  1.06948345 

  1.02048623 

  0.97474348 

  0.93230800 

  0.89328284 

  0.85783204 

  0.82619405 

  0.79869862 

  0.77578796 

  0.75804324 

  0.74621782 

  0.74127870 

  0.74445849 

  0.75732029 

  0.78183882 

  0.82050182 

  0.87643667 

  0.95356871 

  1.05681891 

  1.19235091 

  1.36787944 

          1.069483451222802 

          1.030623356777792      

          0.995555371325372 

          0.964365105036586 

          0.937172582091785 

          0.914136066308017 

          0.895456485230973 

          0.881382535475310 

          0.872216564030295 

          0.868321333876736 

          0.870127797828360 

          0.878144022292689 

          0.892965422959439 

          0.915286497629614 

          0.945914267908631 

          0.985783671773607 

          1.035975183627254 

          1.097734977984366 

          1.172497998105248 

          1.261914342497449      

          1.367879441171442 

            0.000000001222802 

         0.010137126777792     

         0.020811891325372   

         0.032057105036586  

         0.043889742091785  

         0.056304026308017  

         0.069262435230973  

         0.082683915475310   

         0.096428604030295   

         0.110278093876736  

         0.123909977828360  

         0.136865322292689  

         0.148506932959439  

         0.157966207629614  

         0.164075447908631  

          0.165281851773607  

         0.159538513627254  

         0.144166267984366  

         0.115679088105248  

         0.069563432497449  

         0.000000001171442 

   x   Nümerik çözüm         Çoklu ölçek metodu              Ġki metot arasındaki  farkı 

 0.00 

 0.05 

 0.10 

 0.15 

 0.20 

 0.25 

 0.30 

 0.35 

 0.40 

 0.45 

 0.50 

 0.55 

 0.60 

 0.65 

 0.70 

 0.75 

 0.80 

 0.85 

 0.90 

 0.95 

 1.00 

  1.10539922 

  1.05459542 

  1.00712317 

  0.96302861 

  0.92240780 

  0.88541719 

  0.85228694 

  0.82333750 

  0.79900052 

  0.77984499 

  0.76660992 

  0.76024536 

  0.76196355 

  0.77330296 

  0.79620833 

  0.83313065 

  0.88715214 

  0.96214236 

  1.06295325 

  1.19566282 

  1.36787944 

       1.105399224561864       

       1.069178772608017     

       1.036831261223790       

       1.008418624419855      

       0.984029641299568 

       0.963782182978709       

       0.947825773362870    

       0.936344498895602 

       0.929560306681531 

       0.927736735185428 

       0.931183127070983 

       0.940259379739498 

       0.955381295834626        

       0.977026603479189      

       1.005741724398959      

       1.042149377471938 

       1.086957115738995 

       1.140966906655229      

       1.205085878499976 

       1.280338370563017 

       1.367879441171442 

               0.000000004561864      

               0.014583352608017    

               0.029708091223790   

               0.045390014419855  

               0.061621841299568    

               0.078364992978709  

               0.095538833362870  

               0.113006998895602      

               0.130559786681531  

               0.147891745185428   

               0.164573207070983  

               0.180014019739498   

               0.193417745834626 

                  0.203723643479189 

                0.209533394398959 

                0.209018727471938 

                0.199804975738995 

                0.178824546655229 

                0.142132628499976 

                0.084675550563017 

                0.000000001171442 
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EKLER 

 

 

1.Çoklu Ölçek Metodu için Matlab Programı 

 

Örnek 3.3.1 

clc 

clearall; 

closeall; 

x=0:0.05:1; 

formatlong 

eps=input('epsilon           :'); 

yms=-((exp(-x))./(exp(-1/eps)-exp(-1))) 

+((exp(-x/eps))./(exp(-1/eps)-exp(-1))); 

yext=(exp(-x/eps)-(exp(-x)))./(exp(-1/eps)-exp(-1)); 

plot(x,yms,'.-',x,yext) 

title('\epsilon=epsilonun de eri'); 

legend('yms','yext'); 

err=abs(yms-yext); 

disp('  ------------------------------------------------ ') 

disp('  x      yms              yext           hata      ') 

disp('  -------------------------------------------------') 

disp([x(1:21)’ yms(1:21)' yext(1:21)' hata(1:21)']); 

disp('  -------------------------------------------------') 

xlabel('x'); 

ylabel('y'); 

holdoff 

 

Örnek 3.3.2 
clc 

clearall; 

closeall; 

x=0:0.05:1; 
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formatlong 

eps=input('epsilon           :'); 

 

c1=0.0131; 

c2=1.0000; 

yms=exp(-x)+exp((1+eps)*(x-1)/eps); 

yext=c1*exp(((1+sqrt(1+4*eps*(1+eps)))/(2*eps))*x) 

           +c2*exp(((1-sqrt(1+4*eps*(1+eps)))/(2*eps))*x); 

plot(x,yms,'.-',x,yext) 

title('\epsilon=epsilonun de eri'); 

legend('yms','yext'); 

hata=abs(yms-yext); 

disp('  ------------------------------------------------ ') 

disp('  x      yms              yext           hata      ') 

disp('  -------------------------------------------------') 

disp([x(1:21)’ yms(1:21)' yext(1:21)' hata(1:21)']); 

disp('  -------------------------------------------------') 

xlabel('x'); 

ylabel('y'); 

 

2.Fark ġemaları için Matlab Programı  

 

Örnek4.2.1 

%%********************************************************* 

%   Ey''+a(x)y'+b(x)y=0,  0<x<1;y(0)=0,y(1)=1             *                         

%%********************************************************* 

%  epsilon=0.3,0.4,0.6,0.8                                *                                                             

%%********************************************************* 

clc, clear all 

eps=input('epsilon          :'); 

x0=input('uzay alt sinir    :'); 

x1=input('uzay ust sinir    :'); 

y0=input('zaman alt sinir   :'); 
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y1=input('zaman alt sinir   :'); 

n=input('uzay adim sayisi   :'); 

h=(x1-x0)/n; 

x=x0:h:x1; 

U=@(x)(exp(-x/eps)-(exp(-x)))./(exp(-1/eps)-exp(-1)); 

a=1+eps; 

b=1; 

f=0; 

 

L1= -eps/(a*h)-1/(exp(-a*h/eps)-1); 

L2=eps/(a*h)+1/(1-exp(a*h/eps)); 

teta=((a*h)/(2*eps))*(L2-L1)+1; 

w(1)=y0;  

w(n+1)=y1; 

alfa(2)=0;beta(2)=y0; 

for i=2:n 

    A=eps*teta/(h^2)-a/(2*h); 

    C=2*eps*teta/(h^2)-b; 

    B=eps*teta/(h^2)+a/(2*h); 

    F=0; 

alfa(i+1)=B/(C-alfa(i)*A); 

beta(i+1)=(F+A*beta(i))/(C-alfa(i)*A); 

end 

for i=n:-1:2 

w(i)=alfa(i+1)*w(i+1)+beta(i+1); 

end 

 

for i=1:n+1 

plot(x(i),w(i),'b*') 

holdon 

plot(x(i),U(x(i)),'ro') 

holdon 

end 
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holdoff 

title('\epsilon=epsilonun de eri'); 

legend('y_{Numerik}','y_{Kesin}'); 

xlabel('x'); 

ylabel('y'); 

r=abs(w(1)-U((1))); 

for i=2:n+1 

    r=max(r,abs(w(i)-U(x(i)))); 

end 

fprintf('x       w(x)          Kesin Çözüm      Hata \n'); 

for i=1:n+1 

fprintf('%4.2f     %12.8f      %12.8f     %12.8f\n',... 

    x(i),w(i),U(x(i)),abs(w(i)-U(x(i)))); 

end 

 

Örnek 4.2.2  
%%********************************************************* 

%   Ey''+a(x)y'+b(x)y=0,  0<x<1;                          * 

%   y(0)= 1+exp(-(1+eps)/(eps));,y(1)= 1+1/exp(1);*                    

%%********************************************************* 

%  epsilon=0.3,0.4,0.6,0.8                                *                                                             

%%********************************************************* 

clc, clear all 

eps=input('epsilon          :'); 

x0=input('uzay alt sinir    :'); 

x1=input('uzay ust sinir    :'); 

y0=input('zaman alt sinir   :'); 

y1=input('zaman alt sinir   :'); 

n=input('uzay adim sayisi   :'); 

h=(x1-x0)/n; 

x=x0:h:x1; 

eps=0.3; 

c1=0.0131; 
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c2=1.0000; 

U=@(x) 

c1*exp(((1+sqrt(1+4*eps*(1+eps)))/(2*eps))*x)+c2*exp(((1-

sqrt(1+4*eps*(1+eps)))/(2*eps))*x); 

a=-1; 

b=-(1+eps); 

f=0; 

 

L1= eps/a-h/((exp(a*h)/eps)-1); 

L2=-eps/a+h/(1-exp((-a*h)/eps)); 

teta=((a*h)/(2*eps))*(L2-L1)+1; 

w(1)=y0;  

w(n+1)=y1; 

alfa(2)=0;beta(2)=y0; 

for i=2:n 

    A=eps*teta-(h*a)/2; 

    C=2*eps*teta-b*h^2; 

    B=eps*teta+(h*a)/2; 

    F=0; 

alfa(i+1)=B/(C-alfa(i)*A); 

beta(i+1)=(F+A*beta(i))/(C-alfa(i)*A); 

end 

for i=n:-1:2 

w(i)=alfa(i+1)*w(i+1)+beta(i+1); 

end 

 

for i=1:n+1 

subplot(2,2,1) 

plot(x(i),w(i),'b*') 

holdon 

plot(x(i),U(x(i)),'ro') 

holdon 

end 
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holdoff 

title('\epsilon=epsilonun de eri'); 

legend('y_{Numerik}','y_{Kesin}'); 

xlabel('x'); 

ylabel('y'); 

r=abs(w(1)-U((1))); 

for i=2:n+1 

    r=max(r,abs(w(i)-U(x(i)))); 

end 

fprintf('x       w(x)          Kesin Çözüm      Hata\n'); 

for i=1:n+1 

fprintf('%4.2f     %12.8f      %12.8f     %12.8f\n',... 

    x(i),w(i),U(x(i)),abs(w(i)-U(x(i)))); 

end 

holdoff 
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