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OZET

BAZI TURDEN DIFERANSIYEL DENKLEMLERDE
PERiIYODIK COZUMLERIN VARLIGI

ERDUR, Sultan
Doktora Tezi, Matematik Anabilim Dali
Tez Danigsmani: Prof. Dr. Cemil TUNC
Nisan 2018, 83 sayfa

Bu tez, yedi boliimden olusmaktadir. Birinci boliimde, periyodik ¢oziimler ile
ilgili literatirde yapilmis olan bazi calismalar o6zetlendi. lkinci béliimde tezde
kullanilacak materyal ve yontem belirtildi. Uglincii béliimde, bu tez galismasinda ele
aliman diferansiyel denklemlerin periyodik c¢oziimlerinin varligini incelemek igin
kullanilacak yontem, temel bilgi niteliginde olan bazi tanimlar, lemmalar, teoremler vb.
verildi.

Calismanin dordiincii béliimiinde Lyapunov’un ikinci metodu yardimiyla ikinci
mertebeden lineer olmayan sabit gecikmeli ve degisken gecikmeli iki ayri diferansiyel
denklemin periyodik ¢dziimlerinin varligi, besinci boliimiinde ise li¢lincli mertebeden
lineer olmayan c¢oklu gecikmeli iki farkli diferansiyel denklemin periyodik ¢oziimlerinin
varligi i¢in yeter sartlar elde edildi. Altinci bdliimde, Lyapunov’un ikinci metodu
yardimiyla dordiincii mertebeden lineer olmayan ¢oklu gecikmeli bir diferansiyel
denklemin periyodik ¢oziimlerinin varligi, kararliligi ve sinirliligy igin yeter sartlar elde
edildi.

Son boélimde ise bu tezde yaptigimiz ¢alismalara iligkin tartisma ve sonug kismi

bulunmaktadir.

Anahtar kelimeler: Diferansiyel denklem, Kararlilik, Lyapunov metodu,

Periyodik ¢6zum, Sinirlilik.






ABSTRACT

ON THE EXISTENCE OF PERIODIC SOLUTIONS FOR VARIOUS KINDS OF
DIFFERANTIAL EQUATIONS

ERDUR, Sultan
Ph.D. Thesis, Mathematic Section
Supervisor: Prof. Dr. Cemil TUNC
April 2018, 83 pages

This thesis consists of seven chapters. In the first chapter, some works on the
existence of periodic solutions of differantial equations can be found in the literature are
summarized. In the second chapter, the material and method to be used in the thesis are
stated. In the third chapter, the method used to examine the existence of periodic
solutions of the differential equations discussed in the thesis, some basic definitions,
lemmas and theorems are given.

In the fourth chapter of the thesis, with the help of the second method of
Lyapunov, the existence of periodic solutions of two nonlinear differential equations of
second order with constant and variable delays, respectively, are investigated. In the
fifth chapter, sufficient conditions for the existence of periodic solutions of two
nonlinear differential equations of third order with multiple delays are obtained. In the
sixth chapter of the thesis, by means of the Lyapunov’s second method, sufficient
conditions for the existence, stability and boundedness of the solutions of a nonlinear
differential equation of fourth order with multiple time lags are obtained.

In the last chapter, which is the final chapter of the thesis, a short conclusion

related to the subject of the thesis is given.

Keywords: Boundedness, Differential equation, Lyapunov method, Periodic

solution, Stability.






ON SOz

Bu ¢alismada Lyapunov metodundan faydalanilarak ikinci, tiglincii ve dérdincu
mertebeden gecikmeli bazi tiirden diferansiyel denklemlerin periyodik ¢oziimlerinin
varli@1 incelenecektir. Buna ilaveten tezin bir boéliminde ¢6zumlerin kararlilik ve
sinirlilik durumlar1 da ele alinacaktir. Literatiirde tez konusu ile ilgili yapilan bazi
caligmalarin 1518inda ele aldigimiz problemleri ¢dzmek suretiyle ilgili literatlre katki
saglanmas1 amaglanmaktadir.

Bu calismay1 bana oneren ve calismalarim siiresince karsilastigim giicliiklerde
yardimlarini esirgemeyen degerli hocam Sayin Prof. Dr. Cemil TUNC a tesekkiir eder,
saygilarimi sunarim.

Ayrica tez slresi boyunca gostermis olduklari manevi desteklerinden ve
yardimlarindan dolay: aileme, degerli hocalarima ve mesai arkadaslarima da tesekkiir
ederim.

Maddi desteklerinden dolay1 TUBITAK ’a da tesekkiirlerimi sunarim.
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Sultan ERDUR
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SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu ¢alismada kullanilmis baz1 simgeler ve kisaltmalar, aciklamalar ile birlikte

asagida sunulmustur.
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Siirekli reel degerli fonksiyonlarin uzay1

< 0O P X © § ™

Lyapunov fonksiyonu

Kisaltmalar Aciklama

CIP Stirekli, artan pozitif tanimli fonkiyonlar sinifi

Cl Stirekli ve artan fonksiyonlar sinifi

C, |l¢| < & bdlgesindeki @ eC elamanlarinin
kumesidir

Xi






1. GIRIS VE KAYNAK BILDIiRiSLERI

Bilindigi gibi diferansiyel denklemlerin ¢6ziimlerini elde etmek her zaman kolay
olmamaktadir. Ancak diferansiyel denklemleri ¢ozmeksizin, ¢6ziimlerin varligi,
kararliligi, diizgiin kararliligi, asimptotik kararliligi, sinirliligi vb. niteliksel davranislar
hakkinda bazi hiikiimlere ulasilabilir. Ote yandan bazi denklemlerin ¢éziimlerinin
niteliksel davraniglar1 fizik, matematik, biyoloji, mihendislik vb. pek cok alanda blyuk
bir 6neme sahiptir. wDolayisiyla, ¢Oziimlerin niteliksel davraniglarinin incelenmesi
kayda degerdir.

Bu baglamda, diferansiyel denklemlerin ¢dzlimlerinin niteliksel davranislarini
inceleme konusunda literatiirde cesitli yontemler bulunmaktadir. Ozel olarak periyodik
¢oziimlerin varhigmin incelenmesi konusu bir¢ok arastirmacinin ilgisini g¢ekmistir.
Periyodik ¢ozlimlerin varligmi incelemek igin Lyapunov yoOntemi, Ortiisen derece
teorisi, sabit nokta teoremleri vb. gibi baz1 yontemler kullanilmaktadir.

Ilgili Matematik literatiiriine iliskin incelemelerde ikinci, ticiincli ve dérdiincii
mertebeden belli formdaki gecikmeli ve gecikmesiz bazi diferansiyel denklemlerin
periyodik ¢Ozumlerinin varhigi ile ilgili calismalardan bir kismi asagidaki gibi
Ozetlenebilir.

Ik olarak ikinci mertebeden bazi diferansiyel denklemlerin periyodik
cozumlerinin varligi ile ilgili yapilmig ¢alismalar1 6zetleyelim.

Kiguradze (1968), ikinci mertebeden lineer olmayan

u”=f(t,u,u’)
diferansiyel denkleminin periyodik ¢6ziimlerinin varligini inceledi.
Saburov (1971), ikinci mertebeden
y'+f({t)y=0
diferansiyel denkleminin periyodik ¢ozimlerinin varligini ve sinirliligini arastirdi.
Schmitt (1971), ikinci mertebeden
X"+ f(t,x,x)=0
adi diferansiyel denkleminin periyodik ¢oztiimlerinin varlig ile ilgili bazi souglar elde
etti.
Lezina (1984), ikinci mertebden



X'+ A% + @ (X, 0 X, ) =0, i=1...,n
diferansiyel denkleminin periyodik ¢ozimlerinin varligi ile ilgili bazi souglar elde etti.
Metzen (1988), ikinci mertebeden
—X"(t)+cxX'(t) = g(t, x(t—7))+ f (t)
gecikmeli diferansiyel denkleminin 27 - periyodik ¢6ziimlerinin varligini arastirdi.
Li ve Li (2012), ikinci mertebeden degisken ve ¢oklu gecikmeli
u"(t)+a(t)u(t) = f (t,u(t), ult —z,(),...,ult —7,(t)))
fonksiyonel diferansiyel denkleminin @-periyodik ¢oziimlerinin varligini sabit nokta
teorisiyle inceledi.
Meng ve Zhang (2013), ikinci mertebeden gecikmeli otonom olmayan
X"(t) + Ax(t) = —f (t, x(t), x(t — 7))
diferansiyel denkleminin periyodik ¢oziimlerinin varligini sabit nokta teoremi
yardimiyla inceledi.
Wu ve ark. (2013), ikinci mertebeden
—U"+ Au(t) = f(t,u(t—r))
gecikmeli diferansiyel denkleminin bellirli kosullar altinda periyodik c¢oziimlerinin
varligini arastirdi.
Guo ve ark. (2014), ikinci mertebeden gecikmeli
X"(t) =—f (t,x(t—7))
diferansiyel denkleminin periyodik ¢6ziimlerinin varligini inceledi.
Ma (2014), ikinci mertebeden
X"+a(t)x = f(t,x)+c(t)
diferansiyel denkleminin T —periyodik ¢6zimlerinin varligin1 sabit nokta teoremiyle
ele aldi.
Ma ve Lu (2014), ikinci mertebeden
u"(t) - p°u(t) + Ag(t) f (u(t—=(t))) =0
diferansiyel denkleminin T —pozitif periyodik ¢dziimlerin varligin1 global ¢atallanma
(bifurcation) teoremi yardimiyla inceledi.
Li ve Li (2014), ikinci mertebeden lineer olmayan
u”(t) +b(u’(t) +a(t)u(t) =c(t) f (t,u)



diferansiyel denkleminin pozitif periyodik ¢ozimlerinin varligini sabit nokta teoremiyle
inceledi.
Ma ve ark. (2014), ikinci mertebeden
u”+a(t)u= f(t,u)+c()
diferansiyel denkleminin pozitif periyodik ¢oziimlerin varligint Schauder sabit nokta
teoremi araciligiyla ele aldi.
Wei (2014), ikinci mertebeden
X" = f(t, x,X)
adi diferansiyel denkleminin periyodik ¢6ziimlerinin varligin1 ve tekligini Schauder
sabit nokta teoremi yardimiyla gosterdi.
Zhang ve Ma (2014), ikinci mertebeden
u”= f(t,u)+c(t)
diferansiyel denklemini T — periyodik smir sartlart ile goz oniine alarak, sabit nokta
teoremi yardimziyla, bir pozitif periyoduk ¢6ziimiin varligini arastirdi.
Zhou (2015), ikinci mertebeden yar1 lineer
X"+ f(t, x, X)X +e(t)g(x) =h(t)
differansiyel denkleminin periyodik ¢6ziimlerinin varligin1 Leray Schauder sabit nokta
teoremi yardimiyla inceledi.
Liao (2017), ikinci mertebeden
X"+a(t)x= f(t,u)
diferansiyel denkleminin pozitif periyodik ¢oziimlerinin varligi i¢in yeter sartlar
olusturdu.
Li ve Guo (2017), ikinci mertebeden lineer olmayan
u"(t) = (& ut),u'(t))
adi differansiyel denkleminin 27 —periyodik ¢oziimlerin varligini Leray-Schauder sabit
nokta teoremiyle inceledi.
Llibre ve Makhlouf (2017), ikinci mertebeden
X"+ X" = uf(t)
ve
X"—=X" = uf(t)

diferansiyel denklemlerinin periyodik ¢6ziimlerinin varlik ve tekligini inceledi.



Lomtatidze (2017), ikinci mertebeden lineer olmayan
u” = f(t,u)
adi diferansiyel denkleminin ¢6zimlerinin siirhiligini, smirsizligimi ve periyodik
¢oziimlerinin varligini bellirli kosullar altinda inceledi.

Belirtelim ki ikinci mertebeden gerek lineer, lineer olmayan gerekse gecikmeli
ve gecikmesiz degisik formda diferansiyel denklemlerin periyodik ¢oziimlerinin varlig
ile alakali yukarida verilen calismalar disinda c¢ok sayida kayda deger bilimsel
caligmalar mevcuttur. Periyodik ¢oziimlerin arastirilmasinda gerek Lyapunov yontemi
gerek sabit nokta teorisi, derece teorisi vb. yontem ya da teorilerin kullanildig:
gorulmektedir. Ancak burada yapilmis bu ¢aligmalarin ve uygulanan yontemlerin daha
fazla ayrintisina girilmeyecektir.

Simdi ise tez konumuzla ilgili olan iiclincii mertebeden bazi diferansiyel
denklemlerin periyodik ¢ozlimlerinin varhigiyla alakali yapilmig bulunan bazi
calismalar1 6zetleyelim.

Ezeilo (1960), uclinci mertebeden

X" +ax"+bx"+h(x) = p(t)
diferansiyel denkleminin periyodik ¢dziimlerin varligini ve tekligini sabit nokta teoremi
ve Leray Schauder teknigi yardimu ile inceledi.

Reissig (1972), Gglincu mertebeden

X" +g(X)X"+ (X)X + T (X) = p(t)
diferansiyel denkleminin sirasiyla ¢(x) =k® ve ¢(x)=a 6zel durumlari icin periyodik
¢coziimlerinin varligini Leray-Schauder sabit nokta teknigi kullanarak ele ald1 ve yeter
sartlar olusturdu.

Ezeilo (1973), uclinct mertebeden lineer olmayan

X" +g(X)X"+bx"+h(x, X', x") = p(t)
diferansiyel denklemini gbéz oOniine aldi ve bu diferansiyel denklemin periyodik
¢oziimlerin varligin1 Schauder sabit nokta teknigi yardimiyla inceledi.

Ezeilo (1975), uctincu mertebeden lineer olmayan

X"+ (X)X"+d(X)X"+O(X) = p(x) +q(t, X, X')
diferansiyel denkleminin periyodik ¢ozimlerinin varligini arastirdi.

Mehri ve Khalessizadeh (1977), tictinci mertebeden lineer olmayan



X"+cx'+ f(t,x) =e(t)

diferansiyel denkleminin  W—periyodik ¢6ziimlerinin varligint Schauder teknigi
yardimiyla inceledi.

Ezeilo (1978), U¢linci mertebeden

X"+ py (X)X + py (X)X + (L p)C X+ e (X) = p(t)

diferansiyel denkleminin periyodik ¢oziimlerinin varligini inceledi.

Ezeilo (1978),

X"+ (X)X + (X)X + f () = p(t)

denkleminin periyodik ¢oziimlerinin varligmmi Leray-Schauder teknigi yardimiyla
inceledi.

Chukwu (1978), G¢tinct mertebeden gecikmeli lineer olmayan

X"(@t)+ f(x, X, X")+g(x(t—h),x'(t—h))
+H(x(t—h)) = p(t, x, X', x(t —h), x"(t))

diferansiyel denklemini géz oniine alarak periyodik ¢oziimlerin varligini ve siirliligini
inceledi.

Tejumola (1979), G¢cuncl mertebeden

X"+ f(X)X"+g(X)X"+h(x) = p(t, x, X', x")

denkleminin periyodik ¢oziimlerin varligini ve sinirliligin1 Leray-Schauder sabit nokta
teknigi yardimiyla inceledi.

Tejumola (1979), G¢uncl mertebeden

X"+ (X)X"+g(X)X +h(x) = p(t, x, X', x")
ve
X"+ AX"+g(t, X)X +h(x) = p(t, X)

denklemlerinin periyodik ¢ozlimlerinin varligin1 Leray-Schauder teknigi araciligiyla ele
aldi.

Mehri (1980) ve Mehri (1981), sirasiyla t¢tncl mertebeden

X" +cx'+ f(t,x) =e(t)
ve
X"+ f(x,x,x")=0

diferansiyel denklemlerinin periyodik ¢6ziimlerin varligini ele aldi.

Mehri (1990), ticuincti mertebeden lineer olmayan



X"+ (X)X + (k% + (X)X + f (t, X) =e(t)

denkleminin Leray-Schauder teknigiyle en az bir periyodik ¢Oziimiiniin varligini
gosterdi.

Xiang (1992), tglincii mertebeden

X" +d(X)IX"+g(X)X'+ f (X)+ p(t,x) =0

lineer olmayan diferansiyel denkleminin periyodik ¢oziimlerin varligini inceledi.

Tejumola (1992), G¢tincl mertebeden lineer olmayan

X"(t)+ax"(t) +bx'(t) + g(t,x(t—r)) = p(t)

gecikmeli diferansiyel denkleminin periyodik ¢ozimlerin varligini inceledi.

Mehri ve Shadman (1997), uclincii mertebeden lineer olmayan

X"+ (X)X + (X)X + £ (t, X) = p(t),

diferansiyel denkleminin periyodik ¢oziimlerin varligini Leray-Schauder metoduyla
inceledi.

Huang (1999), ti¢clnci mertebeden

X"+ (x")+9(x)+h(x) = p(t)

lineer olmayan diferansiyel denklemini ele aldi ve Schauder derece teorisi yardimiyla
periyodik ¢oziimlerin varligini inceledi.

Zhang ve ark. (2000), t¢lncu mertebeden

X"(t) +ax"(t) +bx'(t) + cx(t) + g(x(t —r)) = p(t)

fonksiyonel diferansiyel denklemini ele ald1 ve periyodik ¢dziimlerin varligini1 derece
teorisi yardimiyla inceledi.

Mehri ve Niksirat (2001), ti¢tincti mertebeden yari lineer

X" +k*X =gf (x,x,X")

diferansiyel denkleminin periyodik ¢oziimlerin varligini inceledi.

Zhang ve ark. (2002), u¢tincii mertebeden

ax" (t) + dx"(t) + bx'(t) + cx(t)
+g(X(t-2), X (- ) = p()

gecikmeli diferansiyel denkleminin periyodik ¢Oziimiiniin varligim1 derece teorisi

yardimuiyla arastirdi.

Zhang ve Wang (2002), t¢lnci mertebeden degisken katsayili
a(t)x” (t) +bx" () + cx'*(t)



+3 X0 0+ g(xt-) = pt)
i=1

fonksiyonel diferansiyel denkleminin 27 -periyodik ¢oziimlerinin varligi i¢in derece
teorisi yardimiyla yeter sartlar olusturdu.

Zhang ve ark. (2003),

ax” (t) +dx"(t) +bx'(t) + cx(t) + g(x(t —r), X't —r)) = p(t)

diferansiyel denkleminin 2z- periyodik ¢oOziimiiniin varligini bazi esitsizlikler
yardimiyla ispatladi.

Mehri ve Shadman (2004), clincii mertebeden lineer olmayan

X"+ (X)X + (K> + (X)X + f (t,X) =e(t)

diferansiyel denkleminin periyodik ¢oziimlerinin varligini ¢alisti.

Zhang ve Wang (2004), G¢lncu mertebeden

X" () +ax" () + bx' 2 (t) + X ()

+9(t, X(t—7,), X (t—7,)) = p(t)
fonksiyonel diferansiyel denkleminin periyodik ¢oziimlerinin varlig1 i¢in derece teorisi

yardimiyla yeter sartlar olusturdu.

Liu ve ark. (2006), Gg¢lncl mertebeden

x"'(t)+j[aix<i>(t)+bix<i>(t—q)]

£ ex(t-0)+ g, -3) = p(v)

fonksiyonel diferansiyel denkleminin periyodik ¢6ziimlerinin varligin1 derece teorisi
yardimiyla arastirdi.

Wang ve Lu (2009), t¢uncl mertebeden
2
X"(t) + Z[aix(i) + bix(i) (t- Ti)] +0,(X() + g, (x(t—7)) = p(t)
i=1

diferansiyel denklemi icin 2z -periyodlu tek ¢6ziimiin varligin1 gosterdi.
Tung (2009), uglinct mertebeden lineer olmayan
X" +C, ([t)X"+c, )X + f (t,x) = p(t, x, X', X")
diferansiyel denklemi i¢in periyodik c¢oziimlerin varligini Leray Schauder teknigi

yardimyla inceledi.



Abou EI- Ela (2012), G¢tincl mertebeden
X" (1) +w (X (O)X" (1) + T (X)X )
+0, (1, X(t—7,(1))) + 9, (t, X(t - 7, (1)) = p(t)
diferansiyel denkleminin T-periyodik ¢oziimiiniin varhigmi Ortiisen derece teorisi

yardimiyla ele aldi.

Ademola (2013),
X"+ f(t,x X, x", x")+ Zn: g;[t, X(t —7, (1)), X'(t —7, ()] + Z[t, X(t—7,(t))]

—p(t, X Xt =7, (t)),..., X(t =7, (1)), X', X' (t — 7, (1)), .., X' (t = 7, (1)), x") =0
gecikmeli diferansiyel denkleminin periyodik ¢oziimiinlin varligimi ve tekligini, sifir
cozlimiin  dlizglin asimptotik kararliligimi  ve c¢oziimlerin  diizglin ~ sinirlugim
Lyapunov’un ikinci metodu yardimiyla inceledi.

Cheng (2014), uciinct mertebeden
X"+ f(t, X)X"+h(t,X)x" = g(t, x)
lineer olmayan diferansiyel denklemi igin pozitif periyodik ¢oztiimlerin varligini ¢alisti.
Ademola ve ark. (2015), tglinct mertebeden
X"+ Agt) g, (X, X", X") = p(t, x, X', X")
adi diferansiyel denklem sisteminin bazi 6zel durumlart i¢in periyodik ¢odziimlerinin
varligini, kararliligini ve sinirliligini ele aldi.

Ademola ve ark. (2015), uctncii mertebeden, ¢oklu gecikmeli lineer olmayan

K4 3 (X X7, (0), XX (E-7,0), X X (-7, 0) + 8, (<t 7, (0)

+_an h (x(t -7 (1)) =_an P (6 %, x(t =7, (1), X', X'(t = 7; (1)), X", X" (t = 7, (1))

diferansiyel denkleminin ¢6ziimlerinin  kararliligini, sinirliligint  ve  periyodik
¢oziimlerinin varligin1 Schauder sabit nokta teoremi yardimiyla inceledi.

Remili ve Beldjerd (2016), t¢lnci mertebeden
(9 (x®)X' (1)) +a)(h(x@®)x (1))
+h(t)p(x()X'(t) +c(t) f (x(t—r)) =e(t)



gecikmeli homojen olmayan diferansiyel denkleminin ¢6ziimlerinin sinirliligini, diizgiin
smirliligini, periyodik ¢ozlimlerinin varhigini ve sifir ¢oziimiin diizgiin asimtotik
kararliligin ele ald.

Ayrica lgiincli mertebeden diferansiyel denklemlerin periyodik ¢oziimlerinin
varhigiyla illgili yapilmig bulunan bazi ¢aligmalar i¢in Mehri ve Niksirat (2003; 2005),
Tejumola (2000) ve Ezeilo (1978; 1979; 1983) gibi kaynaklara bakilabilir. Yukarida
verilen literatir bilgilerine ilave olarak cunci mertebeden adi, fonksiyonel diferansiyel
denklemlerin periyodik ¢éziimlerinin varlig ile ilgili farkli metotlarin kullanimiyla elde
edilen c¢ok sayida calisma mevcuttur. Ilgili calismalarm daha fazla ayritisina
girilmeyecektir.

Simdi ise bu tez konusuna iliskin dordiincii mertebeden bazi diferansiyel
denklemlerin periyodik ¢oziimlerinin varligiyla ilgili birkag calismay1 6zetleyelim.

Tejmula (1975a,b), dordiincu mertebeden lineer olmayan

x® +ax"+g(X)X"+ax +h(x, X, X", x") = p(t)
diferansiyel denkleminin periyodik ¢6ziimlerinin varligint Lyapunov yOntemi
yardimiyla arastirdi.

Ezeilo (1978), dérduncl mertebeden

x@ +a X" +g(X)X"+ (X)X +h(t, x, X, X", X") = p(t)

diferansiyel denkleminin periyodik ¢oziimlerinin varligini ¢alisti.

Kurasin (1978),

x* +Q(t)x=0

diferansiyel denkleminin periyodik ¢oziimlerinin varligini arastirdi.

Ezeilo ve Tejumola (1979), dérdlinctii mertebeden

X@ +a, X"+ f (X, X, X", X")X" + g (X)X +h(x)

diferansiyel denkleminin periyodik ¢6ziimlerinin varligi icin sabit nokta metodu

araciligiyla yeter sonuglar elde etti.

Feng (1995), dérdincl mertebeden
xW +ax” + £ (x, X, X") +cx +g(x) = p(t, x, X', X", X")
denklemi i¢in periyodik ¢oziimlerin varligini arastirdi.
Mehri ve Shadman (1997), dérduncii mertebeden

X@ 4+ (X)X + £,(X)X"+ £,(X)X +g(t, x, X', X", X") = p(t)
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diferansiyel denkleminin periyodik ¢oziimlerinin varligin1 Leray-Schauder teknigi
yardimuiyla ele ald1.
Zhang ve ark. (2002), dérdunci mertebeden
X (t) +ax" (t) +bx"(t) +cX'(t) +ex(t) + h(x(t — 7)) = p(t)
diferansiyel denkleminin periyodik ¢6ziimlerinin varligmmi derece teorisi yardimiyla
arastirdi.
Afuwape ve Adesina (2005), dordiinct mertebeden
x@ +ax" + f (X)X"+g(X) +h(x) = p(t)
ve
x@ +ax" + f (X)X"+ g, (X)X’ +h(x) = p(t)
diferansiyel denklemlerinin periyodik ¢6ziimlerinin varlig1 igin yeter sartlar olusturdu.
Tung (2005), sirastyla dorduncl ve besinci mertebeden
X@ 4+ d(XX" +P(X)X"+F(X)+G(X)=0
ve
X® £ AX® 1 d(X, X, X", X", X)X+ P(X)X"
+O(X, X, X", X", X @) X +0(X) =0

vektor diferansiyel denklemlerinin asikar olmayan bir periyodik ¢cozimunin var
olmadigini gosterdi.

Bereanu (2009), dordlncl mertebeden lineer olmayan

u® — pu”—g(t,u) =e(t)

diferansiyel denkleminin T —periyodik ¢dzlimlerinin varligini garantileyen yeter sartlar
derece teorisi yardimiyla elde etti.

Fan ve ark. (2009), dérdiincti mertebeden lineer olmayan

u® (®) +au"(t) - pu"(t) + f (u®)U'(M) - gt u(®) =e(t)

diferansiyel denkleminin en az bir T —periyodik ¢6ziimiiniin varligin1 derece teorisi
yardimiyla ele aldi.

Zhao ve ark. (2010), dordlnct mertebeden

u® () +a(u"E)u" ()~ PUO)"E) + f LE)U'E) - gt ut) =e(t)

diferansiyel denkleminin en az bir T —periyodik ¢oziimiiniin varlig: i¢in derece teorisi

yardimuiyla yeter sartlar olusturdu.
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Ogundare (2010), doérdlnct mertebeden
X +ax” + f (x, X)X"+g(x)+h(x) = p(t)
diferansiyel denkleminin global kararli bir periyodik ¢dziimiiniin varligin1 garantileyen
yeter sartlar1 uygun bir Lyapunov fonksiyonu yardimiyla elde etti.
Llibre ve Makhlouf (2012), dordiinct mertebeden
u® +qu”+ pu=ef(t,u,u’,u”,u”
diferansiyel denkleminin periyodik ¢oziimlerinin varlidi i¢in yeter sartlar olusturdu.

Jiang ve Shao (2012), doérdinci mertebeden

u® (t) +au”(t) - pu"(t) +qu'(t) - g(t,u(t)) =e(t)
diferansiyel denkleminin tek bir T —periyodik ¢6ziimiiniin varlig1 i¢in yeter sartlar elde
etti.
Llibre ve Teixeira (2012), dordiincii mertebeden
u® +qu”—u=¢f(u,u’,u”,u”
diferansiyel denkleminin periyodik ¢oziimlerinin varligi i¢in yeter sartlart olusturdu.
Ardjouni ve ark. (2014), dordinci mertebeden lineer olmayan degisken

gecikmeli

%(X(t) —g(t, x(t—7(t)))) =at)x(t) - f (¢, x(t - (1))

neutral diferansiyel denkleminin pozitif periyodik ¢6ziimiin varhigimi Krasnosel’skii

sabit nokta teoremi yardimiyla inceledi.






2. MATERYAL VE YONTEM

Giris ve Literatiir Bildirisleri boliimiine bakildiginda ilgili literatlirde ikinci,
uclincu ve dordincu mertebeden gecikmeli veya gecikmesiz gerek lineer gerekse lineer
olmayan adi veya fonksiyonel diferansiyel denklemler ile ilgili kayda deger bircok
¢alismanin oldugu gértlmektedir.

Bu tezde materyal olarak tezin kaynaklar kisminda gecen ikinci, Gglncl ve
dordunct mertebeden diferansiyel denklemlerin ¢ozumlerinin niteliksel davranislari ile
ilgili belirtilen c¢alismalar ve tez konusundaki temel bilgileri iceren Kkitaplar
diistiniilmektedir.

Bu tez “l1. Girig ve Literatlr Bildirigleri” ve ‘2. Materyal ve Yontem”
bolumleriyle beraber sekiz boliimden olugmaktadir.

Uclincli boliimde, bu tez calismasinda ele alman diferansiyel denklemlerin
periyodik ¢oziimlerinin varligini incelemek igin kullanilacak yontemle ilgili bazi temel
tanim, lemma ve teoremler verilmektedir.

Calismanin dordiincti bolimiinde ikinci mertebeden lineer olmayan sabit
gecikmeli ve degisken gecikmeli iki farkli diferansiyel denklemin periyodik
¢ozlimlerinin varligi igin yeter sartlar, besinci boliimiinde t¢iincii mertebeden lineer
olmayan ¢oklu gecikmeli iki farkli diferansiyel denklem ele alinacak olup, ilkinde
periyodik c¢ozimlerin varligi igin yeter sartlar, ikinci denklem igin ise periyodik
cozimlerin varligi, kararlilik durumu ve sinirlilign igin yeter sartlar Lyapunov yontemi
yardimiyla elde edilecektir. Altinc1 bolimde dordiincti mertebeden lineer olmayan ¢oklu
gecikmeli bir diferansiyel denklemin periyodik ¢6ziimlerinin varligi, kararlilik durumu
ve sinirliligr igin yeter sartlar Lyapunov yontemi kullanarak elde edilecektir.

Son boliimde ise tezimizde yaptigimiz ¢alismalar ile literatiirde yer alan bazi

calismalarin karsilastirilmast yapilacaktir.






3. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Bu bolumde, tez konusu ile ilgili, daha sonraki bolimlerde kullanilabilecek ve

temel bilgi niteliginde olan bazi tanimlar ve teoremler verilecektir.

Simdi
dx
el CLY) (31)
diferansiyel denklem sistemini gdz oniine alalim. Burada X e R", | =[0,00)ve D, R"

’de acik baglantili bir bolge olmak Uzere, F(t,x) fonksiyonunun IxD bolgesinde
(t,x)’e gore siirekli oldugu varsayilmaktadir. C, (3.1) denkleminin D bdlgesinde
kalan ¢oziimlerinin bir siifi olsun ve X,(t) , C’nin bir elemant olsun. X=y+X,(t)

doniistimii yapildiginda, (3.1) sistemi,

2—{ —F(ty+ %)~ F(t %) (3.2)

sistemine doniisiir.

(3.2 diferansiyel denklem sisteminin sag tarafini
G(t,y)=F(t, y+x,(t)) —F(t, x,(t)) olarak alalim. G(t,0)=0 oldugu agiktir ve (3.2)
diferansiyel denklem sisteminin y(t)=0 ¢6zumu (3.1) denkleminin x,(t) ¢ozumine

karsilik gelir. Agikca goriildiigli tizere sifirdan farkli herhangi bir ¢6ziim uygun bir
doniisiim yardimiyla sifir ¢6ziimiine indirgenebilir. Bu nedenle, yapilan arastirmalarda
cogu kez sifirdan farkli herhangi bir ¢oziimiin niteliksel davranislarini incelemek yerine

sifir ¢oztimiiniin niteliksel davraniglari incelenmektedir ve bu durum genelligi bozmaz.

Bundan dolay1, F(t,0)=0 oldugu varsayilabilir ve D bodlgesi ||x|<H, H >0 olarak
aliabilir (Yoshizawa, 1966).

Tamm 3.1. D, R" 'nin agik bir alt climlesi ve (a,b), R ’de agik bir aralik olmak {izere
F:(a,b)xD —R" bir fonksiyon olsun. Buna gore (t, X,) €(a,b)xD noktasinin bir N
komsulugu var ve (t,X),(t,x,) € N icin,

[Ftx) = F )] < Klx =]
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olacak sekilde bir K pozitif sabiti varsa F fonksiyonu (t,,X,) noktasinda X’e gore

yerel Lipschitz sartini1 sagliyor denir (Burton, 1985).
(3.1) diferansiyel denklem sistemindeki F fonksiyonunun siirekliligi ve
Lipschitz sartin1 saglamasi bu denklem i¢in ¢oziimlerin varlig1 ve tekligini garanti eder.

Bu sartlar yeter sartlardir.

Teorem 3.1. (Gronwal esitsizligi)

f (t) pozitif, surekli ve monoton azalmayan bir fonksiyon, u(t) ve v(t),
[t,,t, +a] araliginda negatif olmayan siirekli fonksiyonlar olsun. Eger
t
u(t) < f () + [v(s)u(s)ds, telty,t, +a]
to

ise
u(t) < f(t) exp(jv(s)ds), telt, t,+a]

esitligi saglanir (Ahmad ve Rao, 1999).

(3.1) diferansiyel denklem sisteminde F(t,0)=0 olsun. Belirtelim ki diferansiyel

denklem sistemi yerine kisaca denklem ya da diferansiyel denklem kavramlar

kullanilacaktir.
Tanim 3.2. Eger Ve>0 ve Vi el icin, 35(t,,&)>0 var dyle ki |x|<5(t,,¢)
oldugunda Vt >t; igin [x(t;X,,t,)| <& olur ise (3.1) denkleminin sifir ¢dziimiine
kararhdir denir. Eger O, t,' dan bagimsiz ise yani, yalnizca & ’a bagh ise, bu taktirde
sifir ¢oziimiine dlizgiin kararlidir denir (Yoshizawa, 1966).
Tamm 3.3. (3.1) denkleminin sifir ¢oziimii kararli ve 3,(t,) >0 vardwr, dyle ki
%] < & (t,) iken t—>co igin ||x(t;X,,t,)| =0 ise sifir ¢dziimiine asimptotik kararl
denir (Yoshizawa, 1966).

Asagidaki tanimlar icin Tanim 3.10’a kadar (3.1) sisteminde F(t,0)=0 olmasi

gerekmez.
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Tammm 3.4. Bir S>0 sayist var Oyle ki Vt>t) icin |x(t;x,,t,)|<B ise (3.1)
denkleminin X(t; X,,t,) ¢oziimiine smirlidir denir. Burada g her bir ¢6ziime bagli
olabilir (Yoshizawa, 1966).

Tamm 3.5. Her a>0 ve her t; el icin bir S(t), ) >0 vardir 8yle ki ||X,|| <« iken
her t>t, icin |x(t;ty, X, )| < B(ty, @) ise, (3.1) denklemin ¢éziimlerine es sinirhidir denir
(Yoshizawa, 1975).

Tanmmm 3.6. Tanim 3.5°deki B, t,’dan bagimsiz ise (3.1) denkleminin ¢ozumleri
diizgiin sinirlidir (Yoshizawa, 1975).

Tamm 3.7. Eger B>0 ve T >0 reel sayilar1 var dyle ki (3.1) denkleminin her
X(tty, %) cozimi Vt=t+T icin [x(t.t),%)|<B esitsizligini sagliyor ise, bu
takdirde (3.1) denkleminin ¢ozimleri B siniri i¢in mutlak sinirlidir denir. Burada, T
her bir ¢6ziime bagli olabilirken B ¢6ziimlerden bagimsizdir (Yoshizawa, 1975).
Tamm 3.8. Bir B>O0sayis1 var ve herhangi >0 , t,el’ ya karsilik gelen
T(t,, ) >0 sayist var 6yle ki ||x,|<ea iken her t>t,+T(t,, @) icin ||x(t;t;, x,)|<B
saglaniyor ise (3.1) denkleminin c¢ozimleri B smir1 i¢in es mutlak smirlidir denir
(Yoshizawa, 1975).

Tamm 3.9. Tanim 3.7°deki T, t,’dan bagimsiz ise (3.1) denkleminin ¢ozumleri B
sinir1 i¢in mutlak diizgiin sinirhdir (Yoshizawa, 1975).

Tamm 3.10. D, R"’de sifir vektoriinii iceren bir bolge, F(t,0)=0 ve

V :[t,,0)x D —[0,0) fonksiyonu birinci mertebeden siirekli kismi tiirevlere sahip

olsun. Eger (t,X) €[t,,00)xD igin

(it x) = OV N N
V'(t,x) = T (t’x)+8x1(t’X)Fl(t’X)+"'+ax (t,x)F,(t,x) <0

ise V ’ye (3.1) denklemi icin bir Lyapunov fonksiyonu adi verilir (Burton, 1985).
Simdi ise (3.1) diferansiyel denkleminin ¢oziimlerinin kararligi ve sinirliligr ile

ilgili baz1 teoremler verilecektir.

Teorem 3.2. (3.1) diferansiyel denklem sistemi icin 0<t<oo, |X|<H bodlgesinde

tamimli ve asagidaki sartlar1 saglayan bir V(t,x) Lyapunov fonksiyonunun var

oldugunu kabul edelim;
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i  V(t0=0

(i)  a(x[)<V(t,x), burada a(r) eCIP dir. (CIP; surekli, artan ve pozitif
taniml1 fonksiyonlar sinifidir)

(i) V'(t,x)<0.
Bu taktirde (3.1) sisteminin x(t) =0 ¢6zUmii kararlidir (Yoshizawa, 1966).
Teorem 3.3. Teorem 3.2 deki (ii) sarti a(|x|) <V (t,x) <b(|x|) ile degistirilirse, (3.1)
denkleminin x(t) =0 ¢6zimu dizgiin kararlidir. Burada a(r) e CIP ve b(r) e CIP ‘dir,
(Yoshizawa, 1966).
Teorem 3.4. Teorem 3.2 deki sartlar altinda eger V'(t, X) < —C(||X||) ve F(t,x) smirl ise,
bu taktirde (3.1) diferansiyel denklem sisteminin x(t) =0 ¢6zUmii asimptotik kararlidir.
Burada, c(r), [0,H] uzerinde surekli ve pozitif tanimlidir (Yoshizawa, 1966).
Teorem 3.5. Teorem 3.3 deki sartlar altinda eger V'(t,x) <—c(|x]|) ise, bu taktirde (3.1)
denkleminin x(t) =0 c¢ozimu dizgun asimptotik kararlidir. Burada, c(r), [0,H]
uzerinde strekli ve pozitif tanimhidir (Yoshizawa, 1966).
Teorem 3.6. V(t,x) fonksiyonu, Ix9R" {izerinde tanimli bir Lyapunov fonksiyonu
olsun dyle ki,

(i) a(x|)<V(t,x), a(r)eCl, (Clsembolii siirekli artan fonksiyonlar smifini

temsil etmektedir) ve r—o00 i¢in a(r) — oo,

(i) V'(t,x)<0

sartlar1 saglanirsa, (3.1) denkleminin ¢oziimleri es sinirhidir (Yoshizawa, 1966).

Teorem 3.7. V(t,x) fonksiyonunun 0<t<wo, |x|>R, (R yeterince biyiik) tizerinde

taniml1 bir Lyapunov fonksiyonu oldugunu ve bu fonksiyonun asagidaki sartlari

sagladigini kabul edelim;
(i) a(|x[) <V (t,x) <b(|x|), a(r),b(r) eCl ve r =0 iken a(r) — oo,

(i) V'(t,x)<O.

Bu taktirde (3.1) denkleminin ¢6ziimleri diizgiin sinirlidir (Yoshizawa, 1966).
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Teorem 3.8. Teorem 3.7 deki kosullar altinda, V'(t,x)<—c(|x|) (c(r), pozitif ve

strekli) ise, bu taktirde (3.1) denkleminin ¢ozliimleri diizgiin mutlak smirlidir
(Yoshizawa, 1966).

Tammm 3.11. Eger bir f fonksiyonunun tanim kiimesi her x elemani igin
f(xX)=f(x+P) olacak sekilde bir P >0 pozitif sayisi varsa bu f fonksiyonuna
periyodik fonksiyon denir. f(x)= f(x+P) kosulunu saglayan en kii¢iik P pozitif

sayis1 varsa bu saytya fonksiyonun periyodu denir (Lippman ve Rasmussen, 2012).

Simdi (3.1) diferansiyel denklem sistemindeki F fonksiyonunun periyodik

oldugunu, yani
Ft+w,X)=F(,X), >0, weR

saglandigini varsayalim.

Burada, @, F(t,x) fonksiyonunun esas periyodudur. Yukaridaki sistemin

¢oziimiiniin tek oldugunu kabul edelim (Yoshizawa, 1975).
Teorem 3.9. (3.1) denklemi bir skaler denklem ve t — oo i¢in siirl olan bir ¢6ziime
sahip ise, 0 zaman (3.1) denklemi @— periyodik bir ¢6ziime sahiptir (Yoshizawa, 1975).

Ispat: ¢(t), (3.1) denkleminin smirl bir ¢oziimii olsun. Burada, ¢(t)*“nin | Uzerinde
tanimli oldugunu kabul edebiliriz. ¢ (t) = @(t + kw) olsun. Burada, k>0 bir tamsayidir.
O zaman ¢ (t) de (3.1) sisteminin bir cozimudir. ¢(0) = (0) ise ¢(t) @ periyotlu bir
periyodik ¢ozumdir. #(0)<#(0) oldugunu kabul edelim. Bu durumda, her K
tamsayist igin ¢oziimiin tekliginden dolay1 ¢ (0) <@, ,(0) oldugunu gorebiliriz. Benzer
seklide, #(0)>¢(0) ise her Kk tamsayisi i¢in ¢Oziimiin tekliginden dolayr
#(0) > ¢, (0) olur. Bu yizden, {4 (t)} dizisi monotondur, [0, ] iizerinde es siirekli
ve diizgiin siurhdir. Bu ise {g (t)} dizisinin [0, @] da bir y(t) fonksiyonuna diizgiin
yakimsadigin1 gosterir. Agiktir ki w(t), (3.1) denkleminin [0, w] Uzerinde bir ¢ozimi
olup, @ (0)—>w(0) iken ¢ (w)=4¢.,,0) >y(w) olur. Boylece, w(0)=w(w)

oldugundan @ periyotlu bir periyodik ¢6ziimiin varligini gosterir (Yoshizawa, 1975).
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Teorem 3.10. (3.1) sisteminde N=2 alindiginda, tiim ¢dziimler t — oo igin mevcut ve
cozlimlerden biri siirli ise, @ periyotlu bir periyodik ¢dziim vardir (Yoshizawa, 1975).
Teorem 3.11. (3.1) denkleminin ¢ozumleri B sinir1 i¢in mutlak siirli olsun. O zaman,
@—periyotlu bir x(t) periyodik ¢oziimii vardir 6yle ki her t icin |x(t)|<B’ dir
(Yoshizawa, 1975).
Teorem 3.12.

X' = A(t)x+Db(t)
lineer sistemini ele alalim.

Burada, A(t), nxn tipinde R’de tanimli siirekli bir matris ve b(t), R’de
tanimli stirekli bir N—vektordiir. Ayrica, A(t+®)= A(t), b(t + w) =b(t) ’dir. O zaman,
(t >0 ) i¢in sinirli olan bir ¢6ziimiin varligi @—periyodik bir ¢6ziimiin varligini saglar
(Yoshizawa, 1975).

Simdi
X() =F(t,x) (3:3)
fonksiyonel diferansiyel denklemini géz 6niine alalim. Burada x'(t), x(u) 'nun u=t
noktasinda tiirevi olsun. Ayrica, X, X (6) =x(t+6), —-h<0<0 seklinde tanmimlanan C
‘nin bir elemant ve F(t,p) eR", [0,c]xC,, tzerinde tammli bir fonksiyondur. C,,

||g0|| <H bdolgesinde taniml1 @ € C elemanlarindan olusan kiimedir. F, t’den bagimsiz

ve lineer oldugunda, F yerine L aldigimizda ve L(g), C de surekli ise,

VpeC icin, L(p)= [[dn(0)lp(0)

yazilir.

Burada, 7(0) elemanlar1 smirli fonksiyonlardan olusan bir matristir
(Yoshizawa, 1966).
Tamm 3.12. A>0 sayis1 ve X(t,,9):[t, —h, t,+A) > R" fonksiyonu icin
(i) t, <t<t,+ A icin x(t,,@) €C,
(i) x (tb.9)=9
(iii)  t,<t<t,+Aicin X(t,, ¢), (3.3) denklemini saglar
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sartlar1 saglaniyorsa, X(t,,¢) fonksiyonuna, t, >0, t=t,’da @€C,; baslangi¢ kosuluyla
(3.3)’Uin bir ¢dztimii denir (Yoshizawa, 1966).

Teorem 3.13. (3.3) denklemindeki F(t,p), VoeCy,, H, <H ve t,0<t, <c igin t
ve ¢’ ye gore strekli ise (3.3) denkleminin t=t,’da ¢ baslangi¢ kosullu bir ¢6ziimii

vardir ve bu ¢6ziim t >t icin surekli bir tureve sahiptir (Yoshizawa, 1966).

Simdi, (3.3) denkleminde F(t,¢), | xC, iizerinde tanimli siirekli bir fonksiyon
ve F(t,0)=0 olsun. Ayrica her a>0 igin bir L(t,&)>0 var dyle ki ¢peC, ise
|F(t,@)|<L(t,) olur. Burada, C,, |¢|<a bélgesindeki ¢eC eclamanlarinin

kiimesidir ve L(t,«), t’de sirekli bir fonksiyondur. Bu durum, F(t,¢)eC,(p) ise
(yani her «a>0 igin bir K(a)>0 var dyle ki ¢@peC, icin

|F(t,@)—F(t,y)|<K(a)|e—vy| ) saglanir.
Tamm 3.13. Siirekli ve pozitif tanimh bir W :R" —[0,00) fonksiyonuna bir wedge
denir (Burton, 1985).
Teorem 3.14. V(t,p), tel,|p|[<H,,0<H,<H uzerinde tammh bir Lyapunov
fonksiyoneli oldugunu kabul edelim. Oyle ki,

(i) a(|e|) <V (t, @) <b(|¢|), burada a(r), b(r)  CIP tir,

(i)  V'(t,@)<—c(|¢|), burada c(r) strekli ve r>0 igin pozitiftir,
sartlar1 saglanirsa (3.3) denkleminin sifir ¢oziimii diizgiin asimptotik kararlhidir
(Yoshizawa, 1966).
Teorem 3.15.
Kabul edelim ki |F(t,@)|<L, L>0 olsun ve 0<t<wo, ||p|<H bbdlgesinde tanimh
strekli bir V (t,) Lyapunov fonksiyoneli agsagidaki sartlar1 saglayacak sekilde mevcut

olsun;

(i) a(eO)) <V (t,p) <b () +b,(|e],).
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n

-7

12
gpf(@)}d@j ,a(r), r=0 icin surekli ve pozitif, b (r) ve b,(r)
1

0
burada ||¢], = U{

I 20 igin siirekli ve monoton fonksiyonlardir ve b (0) =b,(0) =0 dur.

(ii) V'(t, ) < (| (0))),

burada c(r), r #0 igin artan strekli ve pozitif bir fonksiyondur. Bu taktirde (3.3)
denkleminin sifir ¢éziimii diizgiin asimptotik kararlidir. Burada F(t,¢) € R" fonksiyonu
[0,00)x C,, iizerinde tanimli ve siirekli olup her t >0 icin F(t,0) =0 ’dir (Yoshizawa,
1966).
Teorem 3.16. V(t,¢), tel, ¢S ilizerinde taniml bir Lyapunov fonksiyoneli olsun.
Oyle ki,

(i) a(|e|) <V (t,@) <b(|¢), burada a(r),b(r) eCl ,( r >H) olup pozitiftir,

(i)  V'(t,@)<—c(¢|), burada r >H igin c(r) eCl *dur,
sartlar1 saglanirsa (3.3) denkleminin ¢oziimleri diizgiin smirli ve dizgin mutlak
sinirlidir (Yoshizawa, 1966).
Teorem 3.17. V(t,p), tel,peS (burada S° , peC’nin |p(0)|=H kosulunu
saglayan kiimesidir) {izerinde tanimli bir Lyapunov fonksiyoneli olsun. Oyle ki,

(i) a(e)) <V (t.p) <by(|p(0)) +b,(|¢[), burada a(r),by(r),b,(r)eCl, ,( r>H)
olup pozitiftirler ve r —oo iken a(r)—h,(r) —oo’dur.

(i) V'(t,p)<0
sartlar1 saglanirsa (3.3) denkleminin ¢dziimleri diizgiin sinirlidir (Yoshizawa, 1966).

Teorem 3.18. Her K < C kompakt kiimesi icin bir L(K) >0 vardir dyle ki,

[T (t.¢)- ft.y)|<L(K)|¢-v, v eK
ve
ft+o.¢)=f(t,¢)
olacak sekilde bir @>0 var oldugunu kabul edelim. (3.3)’iin ¢éztimleri S s ile

diizgin sinirlt ve diizgiin mutlak sinirlt ise (3.3)’tin A ile siirh bir periyodik ¢6ziimii

vardir (Chukwu, 1978).
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Teorem 3.19. F(t,go)eC_O((p) ve F(t,p), t’ ye gore w—periyodik bir fonksiyon (
®>h ) yani, F(t+o,p)=F(t,p) oldugunu kabul edelim. Sayet, (3.3) denkleminin

cozimleri B simur1 igin diizglin sinirl ve diizgiin mutlak sinirh ise (3.3) denkleminin B

ile sinirli olan @— periyotlu bir periyodik ¢6zlimii vardir (Yoshizawa, 1966).
Teorem 3.20. F(t,9) eC,(p) Ve F(t,¢), t’ ye gore w—periyodik bir fonksiyon (
@>h ) ve her a>0 igin bir L(e)>0 vardir dyle ki @eC,, |F(t,)<L(a)
esitsizligini saglar. Ustelik tel,peS’da tammli bir V(t,¢) sirekli Lyapunov
fonksiyoneli var oldugunu kabul edelim. Oyle ki,

(i) aeO)) <V (t,@)<b(|e|) burada a(r),b(r)eCl.,( r>H) olup pozitiftir ve

I —>ooiken a(r) —oo ‘dur.
(i)  V'(t,p) <—c(e(0)]), burada c(r), r >H icin strekli ve pozitif bir fonksiyon

sartlarin1 saglasin.

Kabul edelim ki H, >0, H, >H vardir 6yle ki
hL(y*)<H,—H
olsun. Burada, " >0 asagidaki sekilde tanimlanan bir sabittir.
V (t,®)’ nin yukaridaki kosullar1 altinda, & >0, >0 ve y>0 vardir dyle ki
b(H,) <a(«), b(e) <a(f) ve b(B) <a(y)saglanir. y* ise b(y)<a(y") ile tanimhdir.

Yukardaki kosullar altinda (3.3) denkleminin @— periyotlu bir periyodik

¢Ozlimii vardir (Yoshizawa, 1966).

Teorem 3.21.
X" = f(t, x,X)
sistemini géz oniine alalim.
Kabul edelim ki «a(t) ve p(t), | izerinde tanimli siirekli tlrevlenebilir,

tirevleri ve kendisi 1 °da siirli fonksiyonlar olsun. Farzedelim ki «a(t) < f(t),
A= ftat) o ®) ve AM)<fAt), A1) olsun Ayrnca D, 0<t<oo,

a(t) < x< B(t) araliginda tanimli bir bolge olsun. D, ={(t,x,y); (t,x)eD,y>K} ve
D, ={(t,x,y); (t,x)eD,y<-K} (K>0, burada yeterince biiyiik sayidir ) tanimlanan

bolgeler olsun.
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Ayrica, D, 1=12 iizerinde taniml V,(t,X,y) Lyapunov fonksiyonlar: vardur,
oyle ki,
(i) V,(t,x, y) <b(|y)), i=12, burada b(r) >0 streklidir,
(i) Her t, X igin, |y| — o icin V(t, X, y) -0 diizgiin yakinsar,

(iii) D, ve D, bolgelerinin iginde,
V,(t, X, y) :ﬁ%{vl(t+h,x+hy, y+hf (t, % y))-Vi(t, %, )} =0,

V,(t, X, y) = E%{Vz(t +h,x+hy,y+hf (t,x,y)) -V, (t,x y)} <O0.

sartlar1 saglandiginda yukaridaki denklem bir ¢oziime sahiptir dyle ki |x(t)|+|X'(t)|, her

t>0 i¢in simirlidir (Yoshizawa, 1975).
Asagidaki 6rnek Yoshizava (1975) kitabindan alinmistir.
Ornek 3.1.
X'+ f(x,x)+g(t,x) = p(t)
denklemini g6z 6niine alalim.
(@) f(x,y)ve g(t,x) yerel bir Lipschitz sartin1 saglar ve p(t), R ’de siireklidir.
(b) g(t,x) ve p(t), t’de w— periyodik fonksiyonlardir.

(c) f(x,y)y=0,

(d) Her t,X igin jg(t,u)du =G(t,x) > —c *dir. Burada, C sifirdan biiyiik bir sabittir
0

ve

6@?‘ / \/m sinirlidir.

(e) a<b olacak sekilde a,b sabitleri vardir 6yle ki,

0< f(a,0)+g(t,a)- p(t)
{02 f(b,0)+g(t,b)- p(t)

sartlarinin saglandigini ve ayrica, —00<U <00 igin bir A(u) >0 slrekli fonksiyonu var

—00

oldugunu  kabul ~edelim yle ki [F(Y)<A(y) | /I(U;erdu:oo ve
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0

J./i(ul)Jerdu:OO olup, burada her te®R ve xe[a,b] igin |g(t, x)|+|p(t)|<m dir. O

zaman verilen denklem @— periyodik bir ¢ozume sahiptir.
Keyfi bir T >0 igin, 0<t<T, |x|<o0,|y| <o araliginda
X'=Yy,
y'=—f(xy)—-9(t,x)+p(t)
sistemini gz Oniine alalim.

0<t<T, x*+y*>K? tanim kiimesinde,

W (t, X, Y) :exp{\/Z(G(t, X) +C) +y? —j| p(s)|ds—kt}

fonksiyonu gbéz Oniine alalim. Burada, ‘aaﬂ / JG(t,x)+c<k’dir. O zaman,

W'(t,x,y) <0 dir.

’nin

W(t,x,y) fonksiyonunu kullanarak, |x(t)| nin siurliligi aracihgiyla |y(t)

sinirhiligin1 - gosterebiliriz. Bu ylizden verilen denklemin tim c¢ozimleri t=T ’ye
strdirdlebilirdir. T keyfi bir sabit oldugundan, (gelecekte) t —oo’da tim ¢ozimler
vardir.

a(t)=a ve AB(t)=b olsun. V,(t,X,y) ve V,(t,x, y) Lyapunov fonksiyonlarini,

V,(t, X, y)= exp{x+j/1(u;]+ - du}

u du}
K AU +m

seklinde tamimladigimizda Teorem 3.21°in tiim sartlar1 saglanir. Bu taktirde verilen

V,(t, X y)= exp{x+ Jy'

denklemin bir periyodik ¢6ziimiiniin var oldugunu goriiriiz (Yoshizawa, 1975).

Ornek 3.2. x"+ksinx= p(t),k >0 6zel durumunu goz oniine alindiginda, p(t), o—
periyodik bir fonksiyon ve |p(t)|<k ise bu denklem @— periyodik bir ¢6ziime sahiptir

(Yoshizawa, 1975).

y' = f(t,X) (3.4)

otonom olmayan vektor diferansiyel denklemini ele alalim.
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Burada f(t,x), her (t,x)eE'xE? igin stirekli olup X’e gére Lipschitz sartini
saglayan @ - periyodik bir fonksiyondur ( f (t+m,X) = f(t,X)).

Bu tiir problemlerin salinimli ¢ézlimlerinin asimptotik davraniglari, salinimlarin
incelenmesi i¢in genel metotlar1 gelistirmede 6nemli bir rol oynar. Bunlar @ - periyodik
¢Oziimlerle tanimlanir ve

X(0) = x(w)
siir kosuluyla karekterize edilebilir. Zorlamali salinimin olusmasi i¢in gereken basit
kriteri agagida verelim.

Sayet, (3.4) global asimptotik kararli olan smurli bir ¢6ziime sahip ise bu
¢Oziime son derece (extremely) kararlidir denir. Bu durumda, tiim ¢oziimler sinirlidir
(Reissig ve ark. 1974).

Teorem 3.22. Kabul edelim ki (3.4) sistemi (extremely) kararli ve f(t,X), t’de @-
periyodik bir fonksiyon olsun. O zaman, (3.4) denkleminin kesinlikle bir @- periyodik
¢oziimii vardir ve diger tim ¢oziimler t—oo igin bu periyodik ¢6ziime yakinsar
(Reissig ve ark. 1974).
Teorem 3.23.

X'=1(t,X) [f{t+oXx)=T(t,Xx) slrekli]

vektor diferansiyel denkleminde f fonksiyonu, sayet
K
f=AM)X+>0,(tx)
K=1

seklinde toplamsal olarak yazilabiliyorsa (3.4) denkleminin en az bir w— periyodik
¢Ozimii vardir.

Burada,

Alt+w)= At), 9, t+@,xX) =0, (t,x) surekli fonksiyonlar ve asagidaki ozellikler

saglansin;

a) X'=A(t)x homojen lineer denklemi, baslangi¢ sartsiz  periyotlu ¢dziime
sahip degildir.

b) X' = A(t)x+zk:u'<gk(t,x), 0<u<1, denkleminin w— periyodik ¢dzumleri

K=1

Icin £, den bagimsiz bir sinir vardir (Reissig ve ark. 1974).
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Teorem 3.24.
x="f(tXx) [f(t+o,X)=1(t,x)]
denkleminde f fonksiyonu, sayet
f =A{t)x+g(t,x)

seklinde yazilabiliyorsa (3.4) denkleminin en az bir @w— periyodik ¢6ziimii vardir.

Burada,
Alt+w)=A(t), g (t+w,X)=g (t,x) fonksiyonlar: surekli fonksiyonlar olup asagidaki
oOzelliklere sahiptir:

a) X'=A(t)x homojen lineer denklemi, baslangi¢ sartsiz @ periyotlu ¢dziime
sahip degildir.

b) 0< <1 araliginda tanimh ve siirekli  g(t; X, ) =g(t + @; X, 1) fonksiyonu
vardir.

Burada, g(t;x,0)=0, g(t;x,1)=g(t,x) dir
X' = At)X+g(t;x, ), 0< <1 smirhdir (Reissig ve ark. 1974).






4. IKiINCi MERTEBEDEN SABIiT VE DEGISKEN GECIKMELiI BAZI
DIiFERANSIYEL DENKLEMLERIN PERiYODIK COZUMLERININ VARLIGI

Giris ve Literatiir bildirisleri bolimiinde ifade edildigi gibi ilgili literatlrde
bircok diferansiyel denklem modelinin periyodik ¢ozUmlerinin davraniglart {izerine
caligmalar yapilmistir. Bunlardan,

Yoshizawa (1966) ikinci mertebeden gecikmeli,
X" +¢(t,x)+ f(x(t—7)) = p(t)
diferansiyel denklem sistemini g6z 6niine almis ve w— periyodik ¢ozumlerinin varligin
Lyapunov metodu yardimiyla incelemistir.

Zhao ve ark. (1994) yaptig1 calismada bir uygulama olarak ikinci mertebeden

sabit gecikmeli

X"(t)+ax'(t) + g(x(t—7)) = p(t)
diferansiyel denkleminin @—periyodik ¢0zimlerinin varligi i¢in Lyapunov metodu
araciligiyla yeter sartlar vermistir.

Ayrica, Tung ve Yazgan (2013) ikinci mertebeden ¢oklu gecikmeli
X"(t) + [ (x(t), X' () + g (x(t), X' ()X ()] X (t)

+h(x(©) + D9, (x(t~7)) = p(t)
i1
diferansiyel denklemininin periyodik ¢oziimlerinin varlig1 igin yeter sartlar elde etmistir.

4.1. Ikinci Mertebeden Sabit Gecikmeli Bir Diferansiyel Denklemin Periyodik

Cozamlerinin Varhg

Bu bolimde ilk olarak yukarida verilen c¢aligmalar ve ilgili literatir dikkate
alinarak ikinci mertebeden lineer olmayan sabit gecikmeli
[a(t)XT +¢(t, X)+h(t, X' (t—7)) +g(x) + f (x(t —7)) =e(t, X, X') 4.)

diferansiyel denklemi ele alinacaktir. Burada teR", R" =[0,%0), X € R, R = (—0, ),

a(t) surekli turevlenebilir, pozitif ve w—periyodik bir fonksiyon, ¢, h ve e bagh
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bulunduklar1 degiskenlere gore siirekli ve t’ye gore - periyodik fonksiyonlardir.
Ayrica f(X) ve g(x) sirekli tiirevlenebilir fonksiyonlardir.

S6z konusu olan galismalardaki sonuglardan yola ¢ikarak Lyapunov’un ikinci
metodu yardimiyla (4.1) denkleminin @— periyodik ¢6ziimlerinin varligi aragtirilacaktir.
(4.1) denkleminden asagidaki sistemi yazalim;
X'=Y,
y--20, 1 (%)
a(t) a(t) (t) (t) (t)

(t) f (x(t+0))y(t+¢9)d¢9+ﬂe(t X, Y). (4.2)

(4.2) diferansiyel denklem sisteminin periyodik ¢oziimlerinin varligina dair

asagidaki teorem verilecektir.

Teorem 4.1. (4.2) sistemi i¢in asagidaki sartlar saglansin;

(i) a,>a(t) =1 a'(t)>0,teR"’ di,

(i) «, A pozitif sabitler ve |y|> A icin @>aa(t) >0, (y=#0), teR",

ly|= A igin M;_T»szo, (y#0,b,>1, b eN)dr,

(iii) x| = oo igin f(x)sgnx —>o0,|F'(X)|<L, L>0, Lixe®R,

aa(t)|y|
4

(iv) |e(t x, y)| < , teR, x,yeR,

(V) [X| = icin g(x)sgnx —o0, [9'(X)|< Ly, Ly>0, Ly, xeR.

O zaman bir 7,>0 sayist vardir dyle ki 0<7<7, icin (4.2) sistemi w-
periyodik bir ¢oziime sahiptir.
Ispat. Simdi bu sistem igin uygun Lyapunov fonksiyonelini V, =V,(t,x,Y,) olmak

uzere

V, = (t)jf(s)ds+ ()jg(s)ds+y

+_My (0)dO)ds + Lj(j|y(9)|de)ds

*T S -7 S
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seklinde tanimlayalim.

V, Lyapunov fonksiyelinin pozitif tanimli oldugu ayrica alttan ve listten bu

fonksiyoneli sinirlayacak ‘wedge’ lerin kolaylikla bulunabilecegi agiktir.

Verilen Lyapunov fonksiyonelinin (4.2) sistemi boyunca tiirevi alindiginda,

d, 2a(t)] 2
Y%= 20 .([f(s)ds+ ()f(x)y

LAy
) 19055 9y

2 Pty) . 2 2
a0y y 2 h(t, y(t-7))y (t)g( )Y

2a (t) v

_E f(y+ —y f f/(x(t+6))y(t +6)do

+?e(t X, y)y+—jy (t)do

0 0
—ﬁj y(t+0)do+Lz|y|- L.f|y(t+49)|d6?

_ 2a(t)j f(s)ds Za(t)jg(s)ds

_2AWM) 2 2 HLY) . 2 hLyt-7)
at) = a) vy at) vy

yj f (x(t+6‘))y(t+9)d9+—e(t X,y)y

Ta@? a(t)

0 0 0
Z[,2 _X 2 _
+2TJ'Ty (t)do 27'[y (t+6)do+Lely| L[|y(t+9)|d9

LM 2 JLy) . 2 hyt-7)
at) = al® vy at) vy

% y_[ F X+ O)Y(t0)d0+ 5y + Lely)

0 0 0
21 a
—L_Ir|y(t+¢9)|d9+z__[yz(t)dH—z—T:[yz(H@)d@ (4.3)
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elde edilir. Teorem 4.17 in (i)-(v) sartlar: ve — =2 t(t)
a

<0 oldugu g6z 6niine
alinarak,

av 2 % .,
e <2ay’ *30 j | £(x(t+0))||y®)||yt+o)do
0
+%y2+Lr|y|—Lj|y(t+9)|d9
ﬁf 2(t)ole—ﬁf 2(t+6)do
2T71y ZT{y
0
S—Zay2+2.|. L|y()||y(t+6)|de
a 0
+Ey2+Lr|y|—Lj|y(t+0)|d0
ﬁf Z(t)de—ﬁff 2(t+6)do
2T71y ZT{y
elde edilir.

7<% oldugunu varsayalim. L<Z yazilabilir. Buna bagl olarak
av, o a a
2V 2 = 2
=l O-LOly gy s 0) o
—anz + &y Lz|y|- Lj|y(t+6?)|d6’+ﬁ 'T y?(t)dé.
2 2 . 27 °.
a 2 ) ‘
=—2—Tj[|y(t)|—|y(t+9)|] do-ay’+Le|y|-L[|y(t+0)do

elde edilir. r<% ve |y(t)|> ¢ oldugundan

av, 1
< - t
n >y (t)

elde edilir.
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I. Durum. |y(t)| < ¢ oldugunu varsayalm. B, pozitif bir say1 olsun. Bu taktirde
eger |y|<c, ce®, c>0 ise,

2yl ), [¢C Y| IhetyE-2) _
a(t) a(t) att) =~ °

oldugu agiktir.
X(t)>d, d €R, d >0 oldugunu kabul edelim ve

VX, ¥) =V (t X, ¥) +y(@)

olsun. Bu durumda |y(t)|<c, [x(t))>d oldugu agiktr. V fonksiyonelinin tirevi

(4.4)

alindiginda
d d '
aV:avojty
_dv, a(t) 1 1
TR T (t) (h(t, y(t—7))
_%g()_% (X) + _jf(x(t+9))y(t+e)d9
+e(t,x,y)
a(t)
_2a'(t) y2 B
a(t) a(t)¢( Y)Y ()(h(t y(t-7))y

% yi f'(x(t+0))y(t+9)d0+%e(t, X, Y)Y

0 0 0
a o
+2_rly2(t)d9_2_fly2(t+‘9)d‘9+ Lr|y|—L:|;|y(t+¢9)|d9

a(t)
20 a(t)¢( y)—Em(t y(t-7)

_%g( )——— 0 f(x)+ﬁj f'(x(t+6))y(t+6)do

N e(t,x,y)
a(t)

elde edilir. Teorem 4.1’ in sartlari, (4.4) esitsizligi ve yukarida verilen kabullerden,
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O [ g L]
+%c2—{%iyz(t)d9—2Li|y(t)||y(t+0)|d0+%j);yz(t+6')d9}
+27c +Lely- Lj|y(t+9)|de ((t))

a(t)g( X)— () f(x)

le(t, x, y)|

+L:|;|y(t+0)|d¢9+ v

<B, +T——j[|y(t)| |y(t+9)|] dO+ac® +Lrc+a,c

oC 1 1
7 a2 W e T

elde edilir. &, >a(t) >1 oldugundan,

2
(jj\t/ <B, +%+ac +a0c+3——[ (x)+ f(x)]

bulunur. [x| = o0 igin f (x)sgnx — oo Ve |X| = o igin g(x)sgnx — o oldugundan
|X| = o0 igin

Vv

dt

sonucuna ulasilabilecegi acikca goriiliir.

1. Durum. Simdi ise
ly(®)|<c, xt)<-d, c,de®R, c>0, d>0
oldugunu varsayalim.
Eger |y|<c ise, a(t)’ nin smurh olmasi nedeniyle (4.4) esitsizliginin saglandig

agiktir.

Lyapunov fonksiyonelini

V(% Y) =V, (6%, V) -y

seklinde tanimlayalim. Bu durumda, V ’ nin (4.2) sistemi boyunca tiirevi alindiginda,
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dy_dy 9,
dt dt ° dt
A a(t) 1
“& Tam a()cé( Y)+ (t)(h(t Y(t-17))
%g( )+ % f( )‘EI f'(x(t+6))y(t+6)do
_et,xy)
a(t)
olarak bulunur. (4.3) esitsizligi kullanilarak,
d 2a'(t) ¥ ~
Frd a(t) a()¢( Y)Y ()(h(t y(t-7))y

2 , 2 a 2
+Ey:[f (x(t+9))y(t+9)de+me(t,x, y)y+zi[y (t)do

0 0
a
—Z—Tj y2(t+60)do+ Lr|y|—Lj|y(t+9)|de

a'(t)
5 a()¢( W)+ (e

()g(x)+ a) f(X)_EJ‘ f'(xt+0)yt+6)do
_et,xy)
a(t)

elde edilir. Teorem 4.1” in (ii)-(v) sartlar1 yardimiyla,

d

v S—EN y)y+2L I [y®llyt+o)|do

0
G2 X [,2 | Z [ 2 & [\
+oc +2TjTy (t)do LTny (t)d6+27[y (t+6')d9}
o 0 0
2
+2—Tj y2(H)do+ Lr|y|—Lj|y(t+0)|d9

20
a) " a0

1 1
+%g(x)+%f(x)

|¢( y)|+ Ih(t y(t-7))|

a(t)
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()j|f (x(t+6?))||y(t+¢9)|d0+—

elde edilir.

d, > a(t) >1 sart1 kullanildiginda, Teorem 4.1” in sartlarina bagh olarak,

%v B, + 7——“|y(t)| |y(t+6)]d6+ac? + Lec+ fc

OCC

T Eg() E f(x)

2
SBO+%+acz+ﬂc+3%m+g(x)+ f(X)
elde edilir. |x| >0 icin f (x)sgnx —co Ve |X| > icin g(x)sgnx —> o sartlari geregi

X negatifken f (x) ve g(x) de negatif olacagindan,

V<1
dt

elde edilir.

I11. Durum. Simdi ise
[x(t)|<d, y(t)>c, c,d eR, c>0, d >0

olsun.

Lyapunov fonksiyonelini,
C
V(t, X yt) =Vy (t, X yt)+ax

seklinde tanimlayalim. Bu durumda, V fonksiyonelinin (4.2) sistemi boyunca t’ ye

gore turevi alinirsa

EV = EVO _|_£ y
dt dt d
LAt ., 2 gty . 2 (htylt-17)) y?
a(t) ait) vy a(t) y

()yj f (x(t+€))y(t+6?)d9+ﬂe(t X, y)y+—jy (t)do

a % ‘ c
—Z—Tiyz(t+9)d¢9+ Lr|y|—L:[|y(t+t9)|d6?+ay
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S—Zayz+2Li|y(t)||y(t+9)|d€+%y2+%_Tryz(t)dé’
at, at o,

+Z.j,y (t)d&—z—r:[y (t)do
alt , a, ., C

_2_7_'[y (t+6?)d6?+5|y|+ay

0
c
<2ay’ +% y? —% j [|y(t)|—|y(t+t9)|]2d6?+ocy2 +%|y|+a y

<2ay’ +%y2 +ay’ +%|y|+§y

1 , ¢ 1 4
<—Zay*+—-y<-=
20!)/ dy 4ay

elde edilir.
IV. Durum: Simdi de
[x(t)|<d, yt)<-c, c,de®R, c>0, d>0

olsun. Lyapunov fonksiyonelini,
c
V(t, Xis yt) =V, (t, X yt)_ax

seklinde tanimlayalim. Bu durumda, V' fonksiyonelinin (4.2) sistemi boyunca t ’ye gore

turevi alinirsa,

d d c

@ a0’
L2802 ) 2 (Y=o
o at) vy a(t) y

+% ij f’(x(t+9))y(t+6‘)d6‘+%e(t,x, y)y+%[y2(t)d0

a | . c
—Z—T.[yz(t+¢9)d6?+ Lr|y|—L.[|y(t+6?)|d9—ay

0 0
S—Zayz+2Lj|y(t)||y(t+9)|d0+%y2+2%I y2(t)dé
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0 0
o 2 o 2
— t)do—— t)do
tor [V 0302 [0
a | c
—— | YA (t+6)do——
o RAG LS

0
<-2ay? +% y? —2% j [|y(t)|—|y(t+0)|]2d6?+04y2 +%|y|—§ y

2 qyr-Ly

S—Zay2+%y ]

elde edilir.
V. Durum. Simdi ise c,deR,c>0, d>0 igin x(t)>d, y()>c ya da

X(t) <—d, y(t) <—c oldugunu kabul edelim. Lyapunov fonksiyoneli

Vit X yt) :Vo (t, X yt) +C
seklinde tanimlansin. Ayrica, x(t)>d, y(t)<—c ya da x(t)<-d ,y(t)>c oldugunda
ise Lyapunov fonksiyoneli,
V(% ¥) =Vo (%, )¢
olarak tanimlansin. Bu iki durum ig¢in, ¢ pozitif bir sabit oldugundan, V Lyapunov
fonksiyonelinin (4.2) sistemi boyunca t’ ye gore tiirevi alinirsa,
dy_dy
dt dt

2'(t) . 2 4ty . 2 (hty(t-1)) y?

<_
a(t) at) vy a(t) y

()yj f (x(t+6’))y(t+¢9)d9+ﬂe(t X,y)y

0 0 0
a 2 a 2
+2—ij y (t)de—ZjT y(t+6)do+Le|y|- LJ.T|y(t +6)do
bulunur. Burada Teorem 4.1 sartlar1 ve yukaridaki kabuller kullanildiginda

9y < a2 4oL | @,
LV <-2ay +2L_J;|y(t)||y(t+9)|d9+2y +2T:[y (t)de
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0 0 0
(04 2 o 2 a 2
— t)dg—— do-— t+6)do
+27_jry() 27_[“) 27_[3’(”

0
<2y + %y~ [[ly0)-|ytt+ Ol o0 +ay' + <)y

2

<2ay? +% y2 +ay?

elde edilir.
O halde yukaridaki her iki durum igin de V(t, X, Y,) Lyapunov fonksiyonelinin

Teorem 3.20° nin (iii) sartin1 sagladigi gorilebilir. Ayrica

2 2 )
%gf(s)dwmlg(s)dsw —c

<2[ f(s)ds+2[ g(s)ds+y*—c
0 0
<V (t %, ) <2f f(s)ds+2[ g(s)ds
0 0

+°+2% T (T y2(0)do)ds + L.T (T|y(9)|de)ds

oldugu agiktir. Buna bagli olarak Teorem 3.22° nin (iv) sartinin saglatilabilecegi
kolaylikla gosterilebilir.

Boylece, Teorem 3.22° nin biitiin sartlarinin yeterince kigik 7’ lar i¢in
saglandig1 gortlmektedir. Bu durumda, (4.2) sisteminin en az bir w—periyodik ¢0zimi

vardir.

Ornek 4.1. (4.2) sistemindeki fonksiyonlar icin asagidaki secimi yapalim:
#(t,y) =@3+sint)y, a(t) =1
h(t, y(t—7)) =3+sint + y*(t—1),
f(x)=x, g(x)=2x ve

e(t,x,y) =%ysint.
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Bu fonksiyonlar igin asagidaki esitsizliklerin saglandigi kolaylikla goriilebilir.

(. y)
y

h(t, y(t—7)) =3+sin’t+y*(t-1) >3=h, >0,

=3+sint>a =1,

|X| >0 igin f(Xx)sgnx=xsgnx — o,
[ £/ =|x|=1<2=L,

le(t, x, y)|:%|y||sint|£@=%, a=1,

|X| > o igin g(x)sgn x =2xsgnx —o ve |g'(x)|=[2|=2< L.
Ayrica, a(t)=1 ve a'(t) =0 oldugu agiktir.
O halde,
X"+ (3+sint)X +3+sint + x"?(t —1), +2x + x(t —1) :éx’sint
diferansiyel denklemi Teorem 4.1’ in (i)-(v) sartlarin1 sagladigindan bu denklem en az
bir 27 —periyodik ¢6ziime sahiptir.
Yukaridaki ornekte verilen denklemin c¢ozUmlerinin grafikleri asagida

verilmektedir (Sekil 4.1; 4.2).

1 T T T T T T

x(0)=0.5, y(0)=1
x(0)=0, y(0)=0.5
x(0)=-0.5, y=-0.5

0.5

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
Time(s)

Sekil 4.1 X(t) ¢oziimiine ait yoriingelerin grafigi.
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x(0)=0.5, y(0)=1
x(0)=0, y(0)=0.5
x(0)=-0.5, y(0)=-0.5

_1 5 | 1 1 1 1 1 | 1 1
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

Time(s)

Sekil 4.2 y(t) ¢oziimiine ait yoriingelerin grafigi.

4.2. ikinci Mertebeden Degisken Gecikmeli Bir Diferansiyel Denklemin Periyodik
Cozamlerinin Varhg

Bu kesimde tekrar Yoshizawa (1966), Zhao ve ark. (1994), Tun¢ ve Yazgan
(2013) ve literatiir bildirislerindeki ¢alismalar dikkate alinarak, ikinci mertebeden lineer

olmayan degisken gecikmeli
X"+ (t, X, X' (t—7(t))) + g(x(t —z(t))) + h(x) = p(t, X', X'(t —z(t))) (4.5)
diferansiyel denklemi g6z oniine alinacaktir.

Burada, te®R", R =[0,0),xeR, R=(~0,0), f,g,h ve p sirekli
fonksiyonlar olup g, X’ e gore surekli tirevlenebilirdir. Ayrica, f ve p, t’ ye gore @
- periyodik fonksiyonlardir ve 7(t) fonksiyonu t’ ye gore sirekli tirevlenebilir ve @-
periyodik olup, 0<7(t) <, >0, a €R, F(t)< B, 0< B <1, BeNR’ dir.

Bu denklem sistem formunda asagidaki bi¢cimde yazilabilir:

X'=Y,

y'=—fty y(t—z())-h(x)-g(x)

+.[_OT(0 g, (x(t+9))y(t+s)ds+ p(t,y, yt—z(t))). (4.6)
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(4.6) diferansiyel denklem sisteminin periyodik ¢oziimlerinin varligina ait

asagidaki teorem verilecektir.

Teorem 4.2. (4.6) sistemi i¢in asagidaki sartlar saglansin;

0 f(t,y,yst—r(t)))zaw, (y=0),aeR, |g,(x)|<L, L>0, Le%R,

X,y €R,

(i)  |x|— oo icin [g(x)+h(x)]sgn x — o,
(iii)  |p(t,y, y(t—=(t))| <O(t)|y|, O(t) negatif olmayan siirekli ve smurl bir
fonksiyon ve >0, a € R olmak lizere 0<O(t) <’ dir.

O zaman,

0<a<y _ZzglL—ﬁ)_ﬂ
olmak kaydiyla, (4.5) denklemi en az bir @— periyodik ¢6ziime sahiptir.
Ispat.
Simdi bu sistem icin uygun Lyapunov fonksiyonelini V =V(t,x,y,) olmak

Uzere,

v=Lyeifo@desfn@dea | | yrwduds

2 —7(t) t+s
olarak tamimlayalim. Burada A pozitif bir sabit olup, amaca yonelik olarak sonradan
belirlenecektir. Ayrica f()=f(t,y,y{t—=(t)) ve p()=p(,y,ylt-7(t)))olarak
alalim.

Simdi Lyapunov fonksiyonelinin tlirevini alirsak;

dy __fOY .
V= —= L(t) 9 (x(t+9))y(t+s)ds+ p()y

0
+Ar(R)y’ ~[1-r'®O1 | y*(t+s)ds
—z(t)
elde edilir. Teorem 4.2’ nin (i) ve (iii) sartlar1 kullanilirsa,

t

d
VS [ ly®llg,(xt+s)||y(t+s)|ds
—7(t)
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0
+O()Y* + Aay’ ~(1- B)A | Y (t+s)ds
—z(t)

0
<-ay’ +% L I [y2(t)+ y?(t+s)]ds
—7(t)
0
+O()Y* + Aay’ ~(1- A | Y (t+s)ds
—7(t)
1 L ¢
<-ay’+=Lay’+—= I y?(t+s)ds
2 2 2
0
ray’ +day’ ~(1-)A [ y*(t+s)ds
—7(t)

elde edilir.
Burada, 1= 2(1:8) , (0< <1 alindiginda,
(]('j_\t/ <-ay’ +%05Ly2 +ay’+ Z(f—Lﬂ) y?
=—[a—%[L+1+ﬁ]a]y2
:-%[Za—[(z_ﬂl)_"gl_ﬁ Jely*

esitsizligi elde edilir.

Sayet, 2a(1—,8)>[(2—,8)L+1—ﬂ]a yani, O<a<

zaman pozitif bir ¢, sabiti vardir dyle ki,

dt - 2

esitsizligi saglanir.

2-p)L+1-p

Bu ylzden, (4.6) sisteminin ¢ozimunln y bileseni pozitif bir ¢, sabiti i¢in

mutlak sinirlidir.

Ikinci olarak, p(t,y,y(t—z(t))) surekli bir periyodik fonksiyon oldugundan

ly|<B ve V, =V +Yy olarak tanimlanirsa, V,” in tiirevi igin Teorem 4.2 nin sartlaria

bagli olarak,
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d d d
V. =—V 4+—
dt ' dt +dty

=—fOy+y | g (x(t+s)y(t+s)ds
-z(t)

—h(x)y—g(x)y+p()y+h(x)y +g(x)y

—F()—h(x)-g(x)+ I gy (X(t+5))y(t+s)ds
—z(t)

+Ar(t)y* -[1-7'(t)]A j). y?(t+s)ds
—z(t)

0

<—ay’ +|y| j L|y(t+s)|ds— () —h(x)—g(x)
—z(t)

0 0
+I L|y(t+s)|ds+}tay2—(1—ﬂ)l.|- y*(t+s)ds
- —z(t)

<-g(x)—h(x)+L,
elde edilir. Burada L, bir sabittir.
Teorem 4.2” nin (ii) sart1 geregi X —>0 i¢in g(x) +h(x) — oo oldugundan bir B,
sabiti secilebilir dyle Ki
X> B, i¢in %Vl <-0.5
olur.

Bu yuzden, ¢ >0 sabiti vardir dyle Ki (4.6) sisteminin ¢ozimlerinin X bileseni

y|<p igin X< ¢ saglar.
o

Benzer sekilde,

y|< B ve V, =V —y olarak tanmimlanirsa, 0 zaman bir K, sabiti

vardir oyle ki Teorem 4.2’ nin sartlar1 g6z 6niine alindiginda:

d d d

V.o =—V _——
dt > dt dty

=—f()y=h()y-9g()y+y | 9,(x(t+s)y(t+s)ds
—z(t)

0

+yp()+ M)y ~[L-7' (D12 | y*(t+s)ds
—z(t)
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+h(x)y +g(x)y+ f()+h(x)+g(x)

- [ g,(xt+s)y(t+s)ds—p()
—z(t)

0
<-ay’+L [ |y@)ly(t+s)|ds+ay’+p()|
—z(t)

+Hlay? —(1-B)A T y2(t+s)ds+ f () +h(x)
-7(7)

0
+g(x)+L _[ |ly(t+s)lds
—7(t)

<h(x)+9(x)+K,

elde edilir.

Teorem 4.2” nin (ii) sart1 geregi X —>—00 igin g(x)+h(x) — —oo oldugundan bir
B, sabiti secilebilir 0yle ki

X<-B, i¢in gV2 <-0.5
dt

olur.

Bu ylzden, bir o, >0 sabiti vardir 6yle ki (4.6) sisteminin ¢ozumlerinin X
bileseni |y| < pigin X>—a, esitsizligini saglar.

Yukaridaki sonuglardan, (4.6) sisteminin tum ¢6zimlerinin mutlak sinirli oldugu

sonucuna ulagilir. Bu yizden, (4.5) denkleminin en az bir @— periyodik ¢6ziimii vardir.

Ornek 4.2. Asagida verilen ikinci mertebeden degisken gecikmeli lineer olmayan

X" +(3+sint+cos(y(t —z(t)))) X’

-1 - _
g 2 HSINXA—M) |y 4)) 1+ 2x = (sint)x’
1+ x*(t—z(t))
diferansiyel denklemini goz oniine alalim. Burada z(t), strekli tiirevlenebilir ve 27—
periyodik bir fonksiyondur.
Yukarida verilen diferansiyel denklem sistem bi¢iminde,

X' =y,
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y'=—(3+sint+cos(y(t—z(t)))) Y—ZX{ZJFm}X

1+ %2
N o 2x(s) [xz (s) +1] cos X(s) + 2[1— xz(s)]sin X(S) +4x*(s) + 7x?(s) +5
t-r(t) Z[X2 (s) +l}2

+(sint)y

y(s)ds

olarak ifade edilebilir.

Bu diferansiyel denklem sistemi (4.6) sistemiyle karsilastirildiginda:

f(t,y, y(t—7(t))) = y(3+sint+cos(y(t —z(t)))),

g(x) = {2+L3i2nx} X,
1+ X

h(x) = 2x,

p(t, y, y(t —(t))) = ysint
oldugu aciktir. Bu fonksiyonlar i¢in asagidaki esitsizliklerin saglandigi kolaylikla

gorulebilir:

%:3+sint+cos(y(t—r(t)))21:a>0, aeR, t20, y=0, yeW®,

-1 -
—13%31:&@33, x#0, xeR, |X|— o icin g(x)sgnx — o,
+X X

|p()|=|ylsint| < (2+sint)|y| = 6(t)|y| olup, O(t) =2+sint, 1<O(t) <3,

2x[x2 +1]cosx+2[1—x2]sin X+4x* +7x* +5
Z[X2 +1}2

=

g'(x)= g'(x)|<3=L.

O halde, ﬂz% ve O<a<(2_2;()l|__fi)_ﬂ:% icin Teorem 4.2° nin (i)-(iii)

sartlar1 saglandigindan yukarida verilen denklem en az bir 27 —periyodik ¢dziime

sahiptir.



5. UCUNCU MERTEBEDEN COKLU GECIKMELI LINEER OLMAYAN iKi
FARKLI DIFERANSIYEL DENKLEMIN PERIYODIK COZUMLERININ
VARLIGI

Bu bolumde Gglncli mertebeden iki farkli ¢oklu gecikmeli diferansiyel
denklemin periyodik ¢oztimlerinin varligi incelenecektir.
Chukwu (1978), tictincti mertebeden lineer olmayan sabit gecikmeli
X"+ (X, X, X")X"+g(x(t—h),x'(t—h)) +i(x(t —h))
= p(t, x, X', x(t—h),x'(t—h),x")
diferansiyel denkleminin periyodik ¢dziimiiniin varligini inceledi.
Zhu (1992), uclincti mertebeden lineer olmayan sabit gecikmeli
X"+ax"+g(X'(t—r))+ f(x) = p(t)
diferansiyel denkleminin periyodik ¢oziimiiniin varlig1 i¢in yeter sartlar elde etti.
Tejmula ve Tchegnani (2000), t¢iincti mertebeden
X"+ f(t,x, X, X)WX"+g(t,x(t —7),X'(t—7)) + h(x(t — 7))
=B (t,x, X, X", x(t—7), X (t—7))
diferansiyel denkleminin periyodik ¢dziimiiniin varligi i¢in yeter sartlar olusturdu.

Tung (2012)
n
X"y (X + D g, (X(t—7) + f ()
i-1
=p(t, X, Xt—7),.... X,... X'(t—7,),X")
diferansiyel denklemini ele aldi ve bu denklem igin periyodik ¢Oziimlerin varligim
inceledi.
Yukarida verilen calismalarda arastirmacilar Lyapunov’ un ikinci metodu
yardimiyla verilen diferansiyel denklemlerin en az bir periyodik ¢6ziime sahip olmasi

i¢in yeter sartlar elde ettiler.
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5.1. Uctincii Mertebeden Coklu Gecikmeli Lineer Olmayan Bir Diferansiyel

Denklemin Periyodik Coziimlerinin Varhg:

Bu bélimde ilk olarak yukarida belirtilen kaynaklardaki sonuglar géz Oniine

alinarak ayn1 yontemle asagidaki Gglincti mertebeden,
n n

X"+ (X)X" + Z gi(X'(t-7))+ Z fi(x(t—7))
i1 i1

= p(t,x, x(t—7),...X'(t—7,),x") (5.1)

coklu gecikmeli lineer olmayan diferansiyel denklemin periyodik ¢oziimlerinin varligi

icin yeter sartlar olusturulmaktadir. Ayrica, konu ile ilgili bir drnek verilmektedir.

Burada XeR, R=(—0,0),teR", R =[0,0), 7

> ler pozitif sabitler yani sabit

gecikmelerdir. w,g,, f, ve p() fonksiyonlart sirasiyla R ve R*xR* (izerinde

surekli fonksiyonlardir, @;(0)=f,(0)=0 ve p(.), ¢’ ye gore T-periyodik ve T >z
oldugunu kabul edelim. Ayrica, g{(y)zdiygi(y) ve fi'(y)zdiy f.(y) tirevlerinin var

ve siirekli oldugu kabul edilmektedir. Thtiya¢ duyuldugu taktirde X(t), y(t) ve z(t),
sirastyla X,y ve z olarak gosterilecektir.

(5.1) denklemini asagidaki sistem bigiminde ifade edelim:

X' =y,
y' =z,
Z =—w(y)2—igi(y)—i f (x)+i j f(x(s))y(s)ds
+Z [ /(y(e)2(8)ds + p(t, X, X(E=7,), o Y17, 2). 5.2)

Simdi (5.1) denklemi i¢in periyodik ¢ozlimlerin varligina ait asagidaki teorem

verilebilir.
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Teorem 5.1. a,b,c,,m,o,L ve 7, (i=12,...,n), pozitif sabitler olmak Uzere asagidaki

sartlarin saglandigini varsayalim:

(i) u—c>0, ab-c>0, f,(0)=0, f(x)sgnx>0,(x=0), xeR,

sup{ f/(x)} =c, (i=12,..,n),

(i) x| >0 icin f(x)sgnx —oo g;(0) =0, %2&),, (y=0),yeR,

/()| <L, 0<w(y)-a<ds, ye®R, |p()|<m.

Eger,

7 <min ab—c1ab—c , T =Maxr,
20N, ' 4M, 1sisn

ise, 0 zaman (5.1) denkleminin en az bir T - periyodik ¢oziimu vardir.

Burada
n n l n
b:Zbl, C:ZCi’ M, :EZ[(]-"‘Z!’)Q +ul],
i=1 i=1 i=1
Nl=%2[(2+,u)Li +c]ve u=(ab+c)/2b, L= L,
i1 i1
seklindedir.

Ispat. (5.2) sistemi igin V =V (X, ,,2,) Lyapunov fonksiyoneli tanimlayalim:

V(X[, yt1zt) =V1(X[, yt,zt)+V2(xt, Yis Zt)+1

n 0 t n 0 t

2L [ [lz(0)|dods+Y c | [ |y(©)|deds. (5.3)
i=1 —7; t+s i=1 —7; t+S

Burada,

EREAEH Y ETOE) 216

i=l o

n_ v Y 1
+2.J 0 ndn +uyz -+ y (ryndn +5 2
0

i=1 o
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u [ 2@dedss3 4 | [ yordods

—7; t+s 1= —7; t+s

ve

ﬁsgn X, X|>Lz<M

sgnzsgnx, (X=L,z>M
Vo (%) ¥er Z) = s 4

= X|<Lz<M

M

xsgn z, X|<Lz>M

seklindedir. Ayrica yukarida gecen M, (M >1), B ve y, belirli pozitif sabitler olup

7:, B, sabitleri daha sonra belirlenecektir.

V,;(0,0,00=0  saglandigi  agiktir.  w(y)=>a, 9 f/y) >b f.(0) =0,

f.(x)sgn(x) >0, vx =0, ve sup{f.(x)}=c,, (i=12,...,n), sartlarina bagh olarak,

Vi(%, Vi 2) > i[blw OO +---+2—1bn[bny+ £,00]

{42”: 2b1y2 l fi($) {! (4o, — fi'(f))ndn}dé}

1 1
+§[,UY+Z]2 o ua-py’

+Zn:;/i j' j z*(6)dads +Zn:ﬂi jl j y?(6)dods

—7; t+s —7; t+s

elde edilir. Buna bagl olarak

V,(%,Y:,2) > DX’ +D,y* +D,z> > D, (X* + y* + %) (5.4)
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esitsizliginin saglandig kolaylikla gésterilebilir. Burada, D, =min{D,, D,,D,} olarak
secilmistir.
Teorem 5.1’in sartlarini kullanarak,

ab+c
2b

(a-)=a-L"C50, iy~ (24—, >0

yazabiliriz.

Ayrica V, fonksiyonu strekli olup

V,|<1 (5.5)
esitsizliginin saglandig agiktir.

Dolayisiyla, (5.3), (5.4), (5.5) ve Teorem 5.1%in sartlar1 gbz Oniine alinarak, V
’nin Teorem 3.20° nin (i) sartindaki esitsizligin sag tarafinin sagladigi kolaylikla
gorulebilir.

Basit bir hesaplamayla, V, ’in (5.2) sistemi boyunca tiirevi,
Vi =y2 ) 0+ 2’ -y ) g, (y) —w(y)Z?
i=1 i=1

Hay+ DY [ Gy +(uy+2)Y [ x(E)y(E)ds

t

Y ()2 -2 [ 2O (A

t-7
n t
B [ yA(s)ds+(uy+2)p()
i=1 t-7
seklinde elde edilir.
l9'(y)| <L sarti ve 2|m||n|<m?®+n? esitsizligi uygulanarak yukaridaki tirevde

icerilen bazi1 terimler i¢in asagidaki esitsizlikler kolaylikla yazilabilir:

WY [ e EREs <Y (La)y + A Y L [ 25

t—7

>N MEONLOIEE YRR YN REOLY

t—7;

”yzllf fx(s)y(s)ds Sgg(ciﬁ)yz +§i2:ci [ y(s)ds,

t-7
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> I 0Ny (s)ds S%Zn:(c V22t Zc j y2(s)ds.

i=1 t—
Ayrica yukandaki esitsizlikler, sup{fi'(x)}zci,(i:1,2,...,n), w(y)>a ve

ab —c > 0oldugu gz 6nine alinarak,
, n : 1
V(4 Yo 2) ﬁ{ﬂz—g D-c-23 00 +ci)u+2ﬁi]n}y2
i=1 i=1

{abc 1

Z:(LI +C +2;/,)2'}

i3 2L m-n] [ o

t—r

elde edilir.
5 1 1 .
Eger 7 :ELi(l—i_‘u)’ yi! ZECi (1+4) olarak secilir ve |p()|<m sart

kullanilirsa,

V(% ¥, 2) < {ﬂi%“ﬁéi[(@r 2u)c, +uLi]Ti}y2

i=1

ab—c
—[ o0 __Z((2+ﬂ)|-| +c)r}z + pmly|+mlz| (5.6)
i=1
yazilabilir.

(5.2) sistemi boyunca V, tiirevi hesaplanir ve Teorem 5.1’in sartlar1 kullanilirsa

asagidaki esitsizlik elde edilir:

a+5+m+Z|g (y)|+Zc j |y(s)|ds

t-r

. X=2Lz<M

1n
——» f.(x)sgnx
M;'()g +

+Z L, J. |z(s)|ds

0, X>Lz>M

n n t n t
|y|+a+5+m+2|gi(y)|+Zcif|y(s)|ds+2|.ij|z(s)|ds, X <Lz<M
i=1 =l tqg =l ot

Y], X <Lz2M.

S
IN
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max{|y|—K,|z|—M}2O bélgesinde V Lyapunov fonksiyonunu g6z oniine

alalim. Burada K ve M yeterince blyuk sabitler olup daha sonra belirlenecektir.

Asagidaki iki durumu goz Oniine alalim.

I.Durum: |y|> K >1, ve x,z keyfi sabitler olsun. Bu durumda,

n n t n t
V,<|y|+a+s+m+ ) |g(v)+ D¢ I |ly(s)|ds+> L, I |2(s)|ds (5.7)
i-1 il oy il g

esitsizligi yazilabilir. (5.3), (5.6), (5.7) esitsizlikleri ve 7=MaXz, sarti kullanilarak
<i<n

V'(xt,yt,zt)s{@@—c—%i[awm +uu]ri}y2+i|gi(y)|

_[abzgc _%Zl:((zﬂl)Li +ci)ri}z2 +(um+1)|y|+m|z|

+@+s+ m)|y|+Zn:(Liri)|z|+Zn:(ci )]yl.

elde edilir.

_ab+3c -
2(ab+c)

olarak tanimlayalim.

O zaman, |y|>K, igin (1—1|y|)2h sartin1 saglayan bir K, (K, >1) sabiti
Y7,

vardir 8yle ki, |y| > K, igin

n

ﬂZ g; (y)y—ilgi (y)|—cy? —%Z[(H 2u)G; + ul |7, y?

i=1

elde edilir.



54

Boylece,

, ab—c ab—c
V(Xt’yt’zt)g_( 4 _lejyz_( b _leJZZ

+(um+1+a+5+m+cr)|y|+(m+ L)z,

bulunur. Burada,

n n n

2 [@+2u)c +ul], N, :%Z[(2+,u)Li +¢] YL=L

i=1 i=1 i=1

M, =

N[~

olarak alinmaktadir.

. |ab—c ab-c
7 <min ,
2bN, ~ 4M,

sart1 kullanilirsa, 0 zaman bir o, pozitif sabiti i¢in yukaridaki esitsizlikten
V'(%, Y. 2) <=6,(y* +2%) + (um+a+S5+m+cr +1)|y|
+(m+L7)|z|

yazilabilir.

P, =max{um+a+35+m+cr+1Lm+Lr}

alalim. Bu durumda |y| > (V2 +1) 5,6, olmak kaydiyla kolaylikla,

, 0,
\Y (Xt’yt’zt)s_El(yz"‘Zz)

yazilabilir.

K = max{(~2 +1) p,6, %, K.} alalim. Eger ly|> K ise, 0 zaman

V,(XI’ yt,zt)g_%(y2+zz)

elde edilir. I. Durumun incelemesi tamamlanmis olur.

I1. Durum: |z]> M, ve X,y keyfi olsun. O zaman, kolaylikla

V(% i, ) <Y

elde edilir. Onceki duruma benzer bir yol izlenerek,
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V4 =%Li(l+ﬂ), B =%Ci(1+ﬂ)

alinarak ve

. |ab—c ab-c
7 <min ,
2bN, * 4M,

sarti goz oniinde bulundurularak, bazi &, ve p, pozitif sabitleri icin |z|>M =K

oldugunda,

V(oY) <=2 +7)

esitsizligi saglanir.
Sonug olarak, max{]y|—K,|z|-M}<0 olmak lizere vV fonksiyonelini géz 6niine
alalim. |X| >H >1 olsun. V, fonksiyonunun tiirevi mevcut sartlar altinda dikkate

aliirsa,

. 1 & n n t
V<= i (0sgn x-+max > o, (y)]+ 2o [ [y(s)]ds
i=1 - i=1 i=1

t—1

+an|.i j |z(s)|ds+a+5+m (5.8)

t—1

bulunur.
(5.3), (5.6) ve (5.8)’den asagidaki esitsizliklere kolaylikla ulasilabilir:

V'(X, Y, 2,) S_(abdf—c —erj y? _(E_ Nlrjz2

2b

1 n n
—— > f.(X)sgn x + max :
o 2 fi00son - max Y g, (v)
+@+o+m+LMz+ umK +mM). (5.9)

|X| > o0 icin f,(X)sgnx —> oo ve x| = H >1 oldugundan,
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zn: f.(X)sgn x ]
—= { }so

o +imax Y |g,(y)|+ (@+S+m+LMz+ umK + mM)
i=1

lylsK 4=

yazilabilir. Son esitsizlik, (5.9)’da yerine yazilirsa asagidaki esitsizlige ulasilir:

, ab—c ab—c
V(Xt’yt’zt)s_( 4 _lejyz_( b _lejzz

1 n
——E f, :
2M = (x)sgnx

Yukarida elde ettigimiz sonu¢ yardimiyla, yeterince buyik bir R pozitif sabiti
vardir yle ki u® > R? igin
V(% i, 2) <—(u)
olur. Burada U = (X? +y? +2°)"?" dur.
Boylece, V(X,Y,,z) Lyapunov fonksiyoneli Teorem 3.20’nin tiim sartlarini

sagladigindan Teorem 5.1 i¢in ispat tamamlanmis olur.

Ornek 5.1. (5.1) denkleminin 6zel bir hali olan uglincii mertebeden iki sabit

gecikme bilesenli asagidaki lineer olmayan diferansiyel denklemi ele alalim:

1 )
X"+ 4+ ——— |X"+4X'(t—7,)) +sinX'(t -t
[ 1+(X,)2] (t-7)+sinX(t-7)

HX'(t—7,)+sinX'(t—7,) +1x(t — 1) +11x(t —7,) (5.10)

3 sint+cost
3+sint+x* +...+X?(t—1,) +X

n2 "

Burada, 7, >0 ve 17,>0 sabit gecikmelerdir. (5.10) diferansiyel denklemi

diferansiyel denklem sistemi olarak ifade edilip, elde edilen sistem (5.2) sistemi ile

karsilastirilarak, Teorem 5.1 sartlarinin saglandigi kolaylikla gosterilebilir:
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w(y)=4+ O<w(y)-4<1,

1+y?’

=4+ p _3 y20,

a=4, 6=1 g,(y)=4y+siny, ¢,(0)=0, y

g,(y)
y

g/ (y)|<5=L,

0,(y) =4y+siny, g,(0)=0, gzy) =4+ b, =3, y#0,

g, (v) <5=L,,

f,(x) =11x, f,(0)=0,

f,(xX)sgnx =11xsgnx >0, (x=0),

|X| = oeigin f;(x)sgn x =11xsgn x — o,

00 =11 ¢ =11

f,(x) =11x, f,(0)=0,

f,(x)sgnx =11xsgnx >0, (x=0)

f,(X)sgn x =11xsgn x — oo as |x| = oo,

f,(x)=11, ¢, =11, c=c +C, =22, b=b +b, =3+3=6, ab—c=2>0,

_ab+3c _@<
2(ab+c) 92

sint +cost
- 2 2 ;<1l=m,
3+sint+ X" +..+y(t—7,)+z

p(t+27z,.)=p(t,.)
oldugu agiktir. Boylece yukaridaki islemler dikkate alindiginda, verilen denklemin

p()=

Teorem 5.1°in tiim sartlarmin saglandigi goriilmektedir. Bu durumda (5.10) denklemi en

az bir T =2z —periyodlu ¢6ziime sahiptir.
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5.2. Uclincti Mertebeden Lineer Olmayan Coklu Gecikmeli Bir Diferansiyel

Denklemin Periyodik C6zUmlerinin Varhgi, Kararhihig Ve Siirhihg

Tejumula ve Tchegnani (2000), UGgtncl mertebeden, sabit gecikmeli, lineer

olmayan
X"+t x, X, X)X +g(t, x(t—7),X'(t—7)) +h(x(t—7)) =P,

diferansiyel denklemini ele alarak bu denklemin kararliligini, sinirliligini ve periyodik
¢cozlimlerin varligi incelendi.

Burada, r > 0 sabit gecikme bileseni, f,g,h reel degerli ve siirekli fonksiyonlar
ve

R =RB({ xX, X" x(t-7),X'(t—7))

seklindedir.

Calismamizin bu bélimiinde, Lyapunov ikinci metodu yardimiyla, asagidaki

coklu gecikmeli diferansiyel denklem ele alinacaktir:
X"+ o(t, X, X', X)X+ Y g, (t,X(t—7), X (t—7)) + Y_h (x(t—7,) =P. (5.11)
i=1 i=1
Burada
B=RB{tx X, X", xt-5),...xt—7,),..X"t—7),...X"(t—7,)),
ve 7,20,i=12,..n, sabit gecikmeler, ¢, g;, h ve B(.) reel degerli ve siirekli
fonksiyonlar olup belirtilen bilesenlere baghdir. Ayrica, te[0,00), X e R, R =(—o0,0)

oldugu ve h, fonksiyonlarmin bilesenleri cinsinden tiirevlerinin siirekli oldugu kabul

edilmektedir.

Simdi (5.11) diferansiyel denklemi asagidaki sistem gibi ifade edilebilir:
X'=Yy,

y'=z,
z’=—az—zn: iy—i L(X) + N(1). (5.12)
i=1 i=1
Burada

0

N(t)=az—o(t,x,Y,2)z +Zn:bi J. z(t +¢9)d9—zn:gi t,x(t—7),y(t-))

R,



59

Y hyt-5)+ Y] [ W (x(t+ oy +o)do+ R

i1

olup, a,b,creel sabitler ve > ¢, =c, > b =b dir.
i=1

i=1
Teorem 5.2. Her t,X ve i=12,...,n icin
h(0)=0=g;(t,x,0)
olsun.
Ayrica, 1=12,..,n i¢in a,b, a’,b, s ve ¢ pozitif sabitlerinin ab—c>0
olacak sekilde var oldugunu ve asagidaki sartlarin saglandigini kabul edelim.
)] Her t,X,Y,Z icin, a<o(t,X,y,z)<a,

ii) Her t,x ve y=0 igin, b <M£b,', Zn:b.' =b,i=(2,..,n),

y izl

i) Her x=0 igin, K. NG D K=K veher X icin
X

i=1

h(x)<c, i=@12,...,n).

Bu takdirde, yeterince kiiglk z;’ler ve B =0 i¢in (5.12) sisteminin sifir ¢oziimii

diizglin asimptotik kararlidir.

Teorem 5.3. Teorem 5.2’nin sartlarinin saglandigini kabul edelim. Ayrica A, >0 ve
Ay >0 sabitleri vardir 6yle ki

IB| < Ay + Ay ((X|+ || +]2) (5.13)
saglansin. Bu takdirde, yeterince kuglk z;’ler icin (5.12) sisteminin her ¢oztimi diizgin

stnirlidir ve diizgiin mutlak sinirlidir.

Uyar1. Periyodik c¢oziimlerin varligi icin (5.11) denkleminde ¢, g, ve P
fonksiyonlarinin t’ye goére T —periyodik (her 1=12,...,n icin T >z) oldugu kabul

edildigi takdirde, Teorem 5.3’0in sartlari altinda, (5.12) sistemi en az bir T -periyodik

¢cozlme sahiptir.
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Teorem 5.2 ve Teorem 5.3’ iin ispati.

V =V(X,Y,2,X,Y,, 2) fonksiyoneli asagidaki sekilde tanimlansin:

V =Vi(% Y, 2) Vo (%Y, 2) +V5(X, Vi 2,)-

Burada,

2, = ZZIh (s)ds+ay’ + &by’ +£,2° + 2yz+ 26,y D h(X),
i=1

i=1 o

A, = ZaZ'fhi (s)ds +&,bx? +(a% —&,)y? +by? + 22

i=1l o

+28¢,Xy +2£,X2 + 28z +2y > _h(X),

i=1

V, :Zn:%j‘ jl[xz(t+9)+y2(t+9)+22(t+6?)]d9ds

i=1 i -7s

ile verilmektedir. ab—c >0 oldugundan
at<g <bct ab-c>as, >0,¢5 > {(b’—b)+(a’—a)}%

kosullarma uygun olarak, &,&, >0 sabitleri secilebilir ve » >0 olup daha sonra

belirtilecektir.
Teoremlerin ispatlarint tamamlamak icin gerekli olan asagidaki Lemma’y
verelim:

Lemma 5.1. Teorem 5.2°nin (i)-(iii) sartlar1 saglandigin1 kabul edelim. Bu takdirde
yukarida tanimlanan V =V (X, Y, 2, X, ,, z,) fonksiyoneli igin,

i) d,,d, ve d, pozitif sabitleri vardir 6yle ki;
1
dy(x*+y*+2°)2 V(X Y. 2, %, Vi, Z,)

1 1
<d, (X +y?+2°)2 +d,(x2+ V.2 +2%)2, (5.14)

i) (5.12) sisteminin her (X,Y,z,X,Y,,z) ¢6zimi icin d,,d;>0 pozitif

sabitleri vardir oyle ki;
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n 0
V'<-2d,(xX* +y* + 22)—2% .|‘ X (t+0)dO+A,ds (X +|y] +z)) (5.15)
i=1 T -7

Ozellikleri saglanir.

Uyarl. Eger (5.14) ve (5.15) saglanirsa, B =0, (A,=0) olmak kaydiyla (5.11)
denkleminin sifir ¢6ziimii diizgiin asimptotik kararli ve tiim ¢6ztimleri diizgiin sinirh ve
diizgiin mutlak sinirhdir. Ayrica, (5.11) denklemindeki otonom olmayan terimler T —
periyodik oldugunda verilen denklem en az bir T —periyodik ¢dzlime sahiptir.

Harrow (1968) ve Tejumola (1972)’nin ¢alismalarindaki sonuglar ve V, g0z
Ontine aliarak (5.14)lin saglandig1 kolaylikla gosterilebilir.

Simdi, Teorem 5.2’nin ispat1 i¢in V,,V,,V, tiirevleri sirasiyla,

, oV, oV,_ oV _,
V=—"y+—L724+—12
OX oy 0z

olarak yazilirsa,
V) =2¢ Y Zn: h'(X) +2&byz +22° — 2ag,7° — 2bg,yz
i=1
—2by® +[26,2+2y|N(1),
2V, =2ag,y’ + 2y22n: h'(x) - Zgzzn: h (x)x — 2aby?
i=1 i=1

+(22+2¢,x+2ay)N(t),
n 0
V=Y 2 [ [ y? 422 2t +0) Y2t + 0)— 22(t+ )]0
=1 i g
seklinde elde edilir.
Buna bagli olarak, Teorem 5.2°nin (iii) sart1 g6z oniine alindiginda,

V/+V, < —Kg,x* —[(b—¢c) + (ab—ae, —c) ] y?
—(ag, —1)2% + (&, x|+ (@+D)|y| + (&, +1)|Z) N (1)
esitsizligine ulagilir.
Burada,
d, =min{Ke,,[(b—¢&c) +(ab—ag, —C)], (ag, —D}>0,
d, =max{e,, (a+1), (g +1)}>0

olarak belirlenirse,
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V4V, <—dg(* +y* +2%) +d, (X +|y| +|z]) [N ()| (5.16)

seklinde bulunur. Burada, N(t) fonksiyonu igin,

IN()| <z +|o(t,x, v, z)||z|+ibiI|z(t+6')|d9+i|gi(t,x(t—ri), yt—z,)

W (t+0)||y(t+0)|do+[R] (5.17)

S yE-n)+ Y |

i=1 7,
esitsizliginin saglandig1 agiktir. Ayrica Teorem 5.2 nin (ii) sart1 ve
0
y(t-7) =y - [ 2(t+6)do
esitligi kullanilarak asagidaki esitsizlige ulasilir:

>t [ 2+ )]0+ Do . x(t-5), Y -) + 30y -r)

n 0
<(b+b)y|+20Y" [|z(t+6)|do.
i1
(5.17), (5.13), Teorem 5.2°nin (i) ve (iii) sartlar1 ile yukaridaki esitsizlik goz
Ontine alinirsa ve
(X+|y|+|z)? <3(x* +y* +2°)
esitsizligi kullanilirsa,

dr (X +Y[+[ZDIN )] < dr A (x| +[y] +[z]) + 3K (" + y* +2%)

(XD [yt o)+ 2+ 6)1de

i=l g,
elde edilir. Burada,
k =d, max[max{a+a’+Ag,b+b"+Ag, Ay}, max{c, 2b}]
olarak segilmistir.

4d, —3K —4+/3kz, >0 (4d; =d;—3k sartindan dolayr d; >0 saglanir) kabul

edilip,
d;? ~3kz2)’ 62 -3Kz2)”
yi_$—< 5 ! ) >, ui=$+( ° ‘) >0 (5.18)
2n 2n 2n 2n

seklinde tanimlansin.
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(5.16) esitsizligi asagidaki sekilde yeniden diizenlenebilir:

V/+V, < —4dg (X% + Y2 +2°) +d, Ao (X +]y| +|2))

+k(|x|+|y|+|z|)z j [y (t +6)|+|z(t + O)[1d6.

i=l g,

Son bulunan esitsizlik ile V, tiirevi ve (5.18) goz 6niine alindiginda asagidaki

esitsizligin saglandig agiktir:

n 0
S—ng(x2+y2+22)—z% .[ X*(t+0)dO+A.d, (X +]y|+]2))
T

—Z j[u. —kz| xlly(t+0)|+ yY:(t+6)1do

_1|T

>2 [ Ly —ke,|y|[y(+0)|+ 2 7y? (t + O)1d0
3

i1 i b

0

—Zn:j J.[/,z,z —kz; | z||y(t+9)|+ 7y’ (t+0)]do

i=1 i -7

0

> [ ek, |x||z(t+0)|+ v 22 (t+6)]do

i=1 i -7

0

_Zn: 1 I[/J. kri|y||z(t+6’)|+§7i22(t+6)]d6

i=1 i -7

_anl j‘[y,x —kz| z||z(t+0)|+ 7%z’ (t+0)1do.

Bu esitsizlikteki integrallerin her birinin diskiriminanti —2k*z,* <0 oldugundan

bu integraller pozitif tanimlidir. Boylece,

<=20,(X° +y* +2%) =) 2n Ix (t+6)do+d,A, (X +|y|+|z)
_1 3
esitsizligi saglanmais olur.

O halde elde edilen yukaridaki sonuglardan P, =0 igin (5.12) sisteminin sifir

¢cOzimunin dizgin asimptotik kararli oldugu sdylenebilir. Ayrica, (Chukwu, 1978,
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Teorem 1.1 ve Teorem 1.2 dikkate alindiginda) verilen diferansiyel denklemin en az bir

periyodik ¢6ziminln var oldugu ve ¢6zumlerinin smirli oldugu sonucuna varilabilir.



6. DORDUNCU MERTEBEDEN LINEER OLMAYAN COKLU GECIKMELI
BiR DIFERANSIYEL DENKLEMIN PERiYODiK COZUMLERININ VARLIGI,
KARARLILIGI VE SINIRLILIGI

Tejumula ve Tchegnani (2000), dérdinci mertebeden,

XD+ o(t, X, X', X", X")X" +y(t, X (t—7), X" (t—7))
+x(t, X(t—7), X't —7)) +h(x(t-7)) =F,
diferansiyel denklemini ele alarak bu denklemin c¢dzlmlerinin kararliligini, sinirliligin

ve periyodik ¢oziimlerin varligini inceledi.
Burada, >0, sabit gecikme bileseni, h,p,iy ve y reel degerli ve siirekli
fonksiyonlar ve
P, =Rt x, X, X", X", x(t—7),X'(t —7), X"(t — 7))
seklindedir.

Calismamizin bu boliimiinde, asagidaki ¢oklu gecikmeli diferansiyel denklem

ele alinacaktir;

n
X+ £ (X, X, X X)X+ ) it X (t—7,), X (t—7,))
i=1

st S

=P, x, X, X", X", x(t-7),... x(t—7.),... X"(t—7,),... X"(t—7,)). (6.1)

Burada 7, >0,1=12,..n, sabit gecikmeler, f,g,,h,w; ve P reel degerli slrekli
fonksiyonlardir. Ayrica, te[0,00), XeR, R=(—0,0) oldugu ve h fonksiyonlarinin

bilesenleri cinsinden tiirevlerinin siirekli oldugu kabul edilmektedir.
Simdi (6.1) denklemine esdeger sistem

X'=Y,

y'=1,

Z'=w,
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W=-aw->bz-> cy-> h(x)+M(), (6.2)
i=1 i=1 i=1
seklindedir.
Burada

M(t) =aw— f(t,x,y,z,W)w+ Zn:bi T w(t + 0)d<9—_zn:y/i tyt-7)z(t-=))

Sy hat-n)+ > ] 2(t+6)d6- g, (t Xt -7,), y(t —7,)

+_Zn:ci yt-7)+3 T W (x(t+0)y(t+6)do+P()

i1

olup, a,b,c reel sabitler ve Y ¢, =c, > b =b" dir.
i=1l i=1

6.1 Coziimlerin Kararhhgi, Sinirlhilig: ve Periyodik Coziimiin Varhgi

Teorem 6.1. Her t&[0,), xeR, R=(—o0,00)ve i =1,2,...,n icin
Gi(t,x.0) =yi(t,y,0)=0
olsun. Ayrica a,b,c pozitif sabitler olmak {izere asagidaki sartlar1 saglayan d.,d;, K
pozitif sabitlerinin var oldugunu kabul edelim.
ab—c>0, s=abc—c’-a’d>0, s*=s+2ad(ab—c)b™,
) Her t,X,Y,Z,W igin, 0< f(t,x,y,z,wW) <a,

l//i(t!y’z) Sbl,
YA

gi(t.xy) .

i) Her t,y, ve Z#0 igin, 0<
iii) Her t,X, ve y =0 igin, 0<

iv)  Her X igin, 6, <h'(x)<d;, >.d =d, >6=5 d-2asc’<s,

i=1 i=1

. S.C. h(X) <
i Her x#0 igin, d. | 1-—/—— |< K. </—~ | » K, =K.

O zaman, yeterince kugclk z;’ler ve P(.)=0 igin (6.2) sisteminin sifir ¢6ziimii

diizgiin asimptotik kararlidir.
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Teorem 6.2. Teorem 6.1’in sartlarmim saglandigim kabul edelim. Ayrica A>0 ve

A, > 0 sabitleri vardir dyle ki
IPOI<A+A (X +]y|+]|z|+|w]) (6.3)
saglansin. Bu takdirde, yeterince kiiglk z; ’ler i¢in (6.2) sisteminin her ¢6zimu dizgun

stirlidir ve diizgiin mutlak simirlidir.

Teorem 6.1 ve Teorem 6.2°nin ispati:
Teorem 6.1 ve Teorem 6.2’nin ispatlar1 birbirine baglantili oldugundan burada

bu iki ispat birlikte verilmektedir.

W =W(X,y,Z,W,X,Y,,Z,W) Lyapunov fonksiyoneli asagidaki sekilde tanimlansin:
W =W, (X, Y,2) +W, (X, Y, 2) +W5 (%, Yis Z,)-

Burada,

2W, =m (W+mz+mdcty)? +c(z+my+ mlc‘lzn:hi (x))?

i=1

+mdoc?(y+cmao 'z)? +m,z%,

2W, =a(w+az+(@ab—n)a’y+Bx)° +n(z+ay+an Y h(x))°
i=1

cva (y+an o X +n + 26D [ (E)dE—dkx

e~ T | e i),
w, = 3 T j).[yz(t+9)+zz(t+0)+w2(t+0)]d6'ds,

olup, » >0 ihtiyaca gére daha sonra belirlenecektir. Ayrica verilen fonksiyoneldeki
sabitler icin,

O<a<s(bc—ad)™, 0<pB<s(@-c)?,

s=abc—c’—ad >0, ab-c>0

m=(@-a)>0, k =ab-n +dm?**>0, n=c—4>0,

0<m, =sc™ +(ad —bc)ac™ +am’m,c ™ +admc™,
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m,=c—adm >0, o=mbc—m?d-c*>0,

n,=v-pn, v=abn —-n?-a’d >0,

n,=dsn " +apnnyu-dp@b-c)n*+ds>0
sartlarinin saglandig1 kabul edilmektedir.

Teorem 6.1 ve Teorem 6.2 ispatinda kullanilacak olan asagidaki Lemma’y1

verelim.

Lemma 6.1. Teorem 6.1’in (i)-(v) sartlart ve (6.3) saglansin. Bu taktirde,

W =W(X,y,Z,W,X,Y,,Z,W) fonksiyoneli ve tirevi i¢in asagida verilen esitsizlikler

saglanir:
)] d,,d, ve d, pozitif sabitleri vardir 6yle ki,
1
d, (X + Y2+ 22 +W)2 <W(X,Y,Z,W, X, Vi, Z,, W,) (6.4)

1 1
<d, (X +y? + 22 +W)2 +d, (% + Y, +2° +W7)2,

i) (6.2) sisteminin her (x,y,z,w) ¢dzimi i¢in, d. =d.(a,b,c,d,8,,6,), 1=4,5
pozitif sabitleri olmak lzere;

W' <-2d,(x* + Yy + 2% + W?) + Ad (| x| +|y| +| 2| + |w)). (6.5)

Simdi Teorem 6.1°in ispati i¢in gereken W, ,W,,W, tiirevlerini sirasiyla

hesaplayalim:
W,'= W, y+8Wi eraWi W+8Wi w
OX oy oz oW

oldugu dikkate alinirsa;
W/=my> h'(x) (z +my+mc?y h (x)j
i=1 i=1
+m’dc'z (W+ mz + mldc’ly)

+mlcz[z +my+ rT1lc’1Zn:hi (x)) +mdoc?z (y + mi(:aa’lz)

i=1
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+m?w(w+mz+mdc™y) + cw(z +my+ mlc‘lzn:hi (x)]
i=1

+leC71d CXW( y + rnlcaai:LZ) + m22W+ (rnlw+ mlzz + ledC—ly)W,,

W, = a,By(W+ az+(ab-n)aty+ ﬂx)

+ayZn: h'(x) [z +ay+ anllzn: h (x)j

+n, By (y +an, Box) +n,xy + Ky Dy (x) —dk, xy

i=1

Han +rrfc-1)(d2xy—yihi (x)ih{(x)]

+z(ab—n,)(w+az+(ab—n)a’y+ Bx)+ anlz(z +ay + anl‘lzn:hi (x)j
i=1

+va'z ( y+ anlﬁu’lx) + azw(w+ az+(ab-n)a’ty+ ﬁx)

+nw| z+ay+an™ n h(x) |+(aw+a’z+(ab—n)y+apsx)w,
1 nl 1 1
i=1

o 0
w;:Z%j [y +22 + W2 — y2(t+6) — 2 (t + 0) — W’ (t + 6)]d 6

i=1 ¢ -7
seklinde elde edilir. Bu esitlikler ve bazi1 diizenlemeler kullanilarak W' tirevi yeniden
yazilirsa:
W' =-U(X,Y,z,W)+[(m +a)w+(m?+a®)z+ky+aBx]M(t)
n 0
+Z%j [y2 + 2% + W2 — Y2 (t +0) — 22 (t + 6) — WA (t + 0)]d 6,
i=1 Ti -

elde edilir. Burada,

U(x,Y,z,w) =maw’ +n,y’ +aﬁi@x2 +T(X,Y,2)

i=1

TOxy2)=me mar +(n 420 30 ()]

) 3306, ) |y
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el CECH)

+{mlc‘1m3 —%[d —Zh{(x)}} 22

olarak alinmaktadir.

5 <h'(x)<d, Zdi =d oldugundan,
i=1

T(x,y,2)> %{i h'(x)—d - 2mlm3cl)} 72

esitsizliginin saglandigi kolaylikla gosterilebilir. Bu esitsizlik U(X,y,z,w)’da yerine
yazilir ve
D, = min{ma,n,, aﬂK,%[é— (d-2mmgcH]}>0,
D, = max{(m, +a),(m’ +a%),k,af}>0
seklinde secilirse,
U(X,Y,z,W) > D,(X* +y* +2° + W)
olarak elde edilir. Yukaridaki ifadeler W' tiirevinde yerine yazildiginda;

W' < =D, (x* +y? + 22 +W?) + D, (|X| +] Y| + 2|+ |w]).

Jaw]+[f(t.x,y,z,w)|[w] +Zn:b. j’ w(t+6)|do
Shntyt-a)a-a)l+ o -0

+an:Ci _f |Z(t+t9)|d9+an:|gi txt—7), yt—1))

+ici|y(t—ri)|+ij

i=1 7,

hi'(x(t+<9))‘|y(t+<9)|d0+|P2|}

+zn“%]l [y + 22 +W —y?(t+60) - 2> (t+ 0) — W (t + O)]d @ (6.6)

i=1 i -7

elde edilir.
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Simdi Teorem 6.1°in (ii) ve (iii) sartlar1 dikkate alinarak asagidaki esitsizliklere

ulagilir:

St Y(t-5). 2t e )]+ Y2 -5)| <203 [zt

gt x(t -7, Y- e+ ey -a)] <263 |yt )}

Son esitsizlikler ve Teorem 6.1’in (iv) sart1 goz Oniine alinarak, (6.6) esitsizliginden,
W' < =D, (x* +y? + 22 + W?) + D, (|X| +] Y| + 2|+ |w]).

[@+]ftxy.zw i+ T w(t +6)]d6-+ 203 [2(t -7,

+2Ci|y(t—ri)l+ici TIZ(t+9)|d9+di T |y(t+6)|do+|P|

-7 i=l g

+z37yf [y? + 22+ W — y2(t+6) — 22(t+ 6) — WA (t + 6)1d @ (6.7)

=l fi g

elde edilir. Burada,

ZbZn] 2(t—7 )| ve 2Ci| y(t—7;)| terimleri ele alinir ve
=) i1

0
|2(t—7)| =[]~ [ |w(t+O)do
esitligi kullanilirsa,

25 [2(t-7)| < 2b[2(t)] + 20 [ it +6)do

i1

ve

0

|yt—z)=|y(®)|- [ |2(t+6)de

esitligi kullanildiginda ise,
n n 0
2> ¢ |y(t-7)| < 2c|y(®)|+2c)" [ [2(t+6)|do
i=1 i=1

elde edilir.
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Teorem 6.1’in (i) sarti, (6.3) esitsizligi ve son elde edilen esitsizlikler (6.7)’de
yerine yazildiginda bazi diizenlemeler yardimiyla;

W' < =D, (x? +y? + 22 + W?) + AD, (|X| +]y| + 2|+ |w])

+D4(|x|+|y|+|z|+|vv|){3bzn:I|w(t+9)|d9

53 j 2(t+6)|do+d. T |y(t+¢9)|dt9}
+D4(|x|+|y|+|z|+|vv|)[A1|x|+(A1+2c)|y|+(A1+2b)|z|+(A1+2a)|w|]

+Zn:%j' [y? +2% +W —y*(t+0) —2°(t + 6) —W* (t + 6)]d & (6.8)

N
olarak yazilabilir. Burada
A, =max{A,, A, +2C, A, +2b, A, +2a},
k =D, max{3b,3c,d,A,}
olarak secilirse, (6.8) esitsizliginin asagidaki sekilde yazilabilecegi kolaylikla

gorulebilir:

W' <—D,(x* + y? + 2% +W*) + AD, (|X| +|y| +|z|+|W]) + k(| X|+] ] + |z| +|w)].

. Zn:_[{|y(t+49)|+|z(t+0)|+|W(t+0)|}d¢9+(|x|+|y|+|z|+|w|)

i=1

+Zn:%f|)' [y + 2% + W — y2(t+0) — 22(t+ 0) — W (t + O)]d 6. (6.9)

i=1 i -7
Burada k(x|+|y|+|z|+|w|)* ifadesi gozonine alidiginda 2|alb|<a’+b?

esitsizligi yardimiyla,

k(x| +|y|+|z|+W)? < 4k (x*+y*+22+w?)

elde edilir. Son esitsizlik (6.9)’da yerine yazildiginda,
W' <—D,(X* + Y2 + 22 + W) + AD, (| x| +|y|+|z| +|W]) + 4k (X* + y* + 2% + W?)

+ki [ QX+ [yl +[2]+ W) {|y(t + )] +|z(t + O)] + it + )]} d 0
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n 0
+Z%j[y2 +2° + W -y (t+0) - 27 (t+0) W (t+ )] @

=1t g
oldugu goriiliir.
Burada D, —4k =5D >0 almirsa ve y,, 4,
D? —4k?z2 )" D? —4k?z2)"
, -0 | ) 2o 4-D.l ) 6
2n 2n 2n 2n

olarak secilirse, son esitsizlik asagidaki sekilde yeniden diizenlenebilir:

W' <=2D(X* +y* +2° + W?) + AD, (|X| +|y| + 2]+ [w])

_anij' X +g;/iy2(t+6?)—kri |x||y(t+9)|}d0

_Zn:lj' e +%;/izz(t+49)—kri |x||z(t+0)|}d9

> yix"'+%7/iwz(t+9)—kri|x||w(t+6?)| do

=1 Y4l -

n1 e[ 3 i

=2 [ |yt 5y )=k Myt + )] (do
o187, 3

Sy (t+0)—kri|y||z(t+0)|}d0

y1 ,uiy2+%yiwz(t+«9)—kri|y||w(t+0)|}d6’
n1 el 3

—z—j ,ui22+zyiy2(t+9)—kfi|z||y(t+0)|}d6’
180, 3

_z_j M+ (t+0)—kri|z||z(t+0)|}d0

1 ,uizz+§;/iwz(t+6’)—kri|z||w(t+49)|}d6?

n or
S w2y o) ke |W||y(t+0)|}d9
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_Zn“li _,uiWZ +%]/i22(t+9)—kfi |W||z(t+9)|}d6’

—le LW +gy/iwz(t+6?) —kz; | |w(t +«9)|}d6?.
Yukaridaki esitsizlikteki herbir integral pozitif tanimlidir. Bdylece,

W' <=2D(x* + y* + 2° + W*) + AD, (|X|+|y| +|z|+|w])
esitsizligi elde edilir. Yani, Lemma 6.1’de verilen (6.5) esitsizligi saglanmis olur. O
halde (6.2) sisteminin sifir ¢éziimiiniin diizgiin asimptotik kararli oldugu sdylenebilir.
Ayrica, (Chukwu, 1978, Teorem 1.1 ve Teorem 1.2) dikkate alindiginda verilen

diferansiyel denklemin en az bir T - periyodik ¢6ziimiiniin var oldugu ve ¢dzliimlerinin

siirl oldugu sonucuna varilabilir.



7. TARTISMA VE SONUC

Bu tezde, Giris ve Kaynak Bildirisleri boliminde, ilgili literatirde bahsi gecen,
ikinci, Uclinct ve dordinci mertebeden lineer olmayan gecikmeli fonksiyonel bazi
diferansiyel denklemler igin periyodik ¢ozlmlerin varligi, kararliligi, asimptotik
kararlilig1, sinirhilig1 ve diizgiin sinirliligi tizerinde durulmustur.

Bu dogrultuda, tglincii boliimde tezdeki ¢alismalarda kullandigimiz ve temel
nitelikte olan bazi temel tanim ve teoremlere yer verilmistir.

Calismanin  dordiincli boliimiinde ikinci mertebeden lineer olmayan sabit
gecikmeli ve degisken gecikmeli iki farkli diferansiyel denklemin periyodik
¢coziimlerinin varlif1 icin yeter sartlar, besinci boliimiinde iiclincli mertebeden lineer
olmayan coklu gecikmeli iki farkli diferansiyel denklemin periyodik c¢ozimlerinin
varligi icin yeter sartlar Lyapunov yontemi yardimiyla elde edilmistir. Altinci bolimde
ise dordinci mertebeden lineer olmayan coklu gecikmeli bir diferansiyel denklemin
periyodik ¢ozumlerinin varligi, kararlilik durumu ve smirlihi@i igin yeter sartlar
Lyapunov yontemi araciligiyla elde edilmistir.

Sonug olarak, bu tezde ele alinan problemlerin ilgili literatiire katkilarinin

olabilecegi diisiiniilmektedir.
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