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OZET
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Tez Danismani: Dog. Dr. Senay BAYDAS
Haziran 2018, 61 sayfa

Bu tez yedi boliimden olusmaktadir. Birinci ve ikinci boliimde giris ve kaynak
bildirisleri verilmistir. Ugiincii boliimde temel kavramlar, dordiincii bélimde koklerle
¢ozilebilirlikten bahsedilmistir. Besinci ve altinct boliimlerde Galois gruplart ve
palindromik polinomlarin kokleri incelenmistir. Yedinci boliimde ise sonug ve tartisma

ile tez sonlandirilmustir.
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ABSTRACT

GALOIS THEORY, PALINDROMIC POLYNOMIALS AND
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POLYNOMIALS
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M. Sc. Thesis, Department of Mathematics
Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Senay BAYDAS
June 2018, 61 pages

This thesis consists of seven chapter. In the first and second chapters,
introduction and literature were given. In the third chapter, basic concepts, in the fourth
chapter, solubility with roots are mentioned. In the fifth and sixth chapters Galois
groups and the roots of palindromic polynomials are investigated. In the seventh

chapter, the thesis is terminated with conclusion and discussion.
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1. GIRIS

Bes ve daha yiiksek mertebeden polinomlarin genel ¢éziimiiniin olmamasi ilk
olarak Abel tarafindan ve sonrasinda Galois teori simetri gruplarin1 insa ederek ve
kullanarak Galois tarafindan ispat edilmistir. Polinomlar halkasinin 6zel altgruplari igin
¢Oziim teknikleri gelistirmek Abel ve Galois sonrasinin 6nemli matematik arastirmalari
arasindadir. Polinomlarin rasyonel sifirlarinin olmamasi durumunda Evariste Galois’in
onciiliigiint yaptig1 cisim genislemesinde polinom sifirlar1 hesaplanabilir. Bes ve daha
yiikksek mertebeden polinomlarin ¢oziimii i¢in bir genel kural verilememesi, bes ve
besten biiyiik mertebeli biitiin polinomlar i¢in gegerli degildir. Bu polinomlardan biri
palindromik polinomlardir. Bu tez calismasinda Galois teori, polinomlarin sifirlarinin
bulunabilirligi, bagh algoritmalar, kéklerin bulunmasina dair algoritma verilemezliginin
mertebeye bagli durumlari, bazi 6zel polinomlarin katsayilara bagli sifirlarinin

bulunabilirligi ve 6zel olarak palindromik polinomlar incelenmistir.






2. KAYNAK BILDIRISLERI

n. dereceden polinomlarin sifirlarinin arastiritlmasi ilk olarak Harezmi’nin
calismalarinda yer alir (Rosen, 1831). Giiniimiiz terminolojisi ile ax? + bx + ¢ = p(x)

—b+Vb2-4ac

2. dereceden polinomun sifirlart x; , = ”»

ile hesaplanabilir. 3. ve 4. dereceden

polinomlarin sifirlarinin hesabi i¢in doniisiim formiilleri ile hesap teknikleri mevcuttur
(Stiray, 1970).

Polinomlarin rasyonel sifirlarinin olmamasi durumunda Galois’in Onciiliigiinii
yaptig1 cisim genislemesinde polinomlarin sifirlar1 hesaplanabilir. Ornegin, x2 — 4
polinomunun Q da sifirlari hesaplanabilirken, x% + 4 polinomunun sifirlari Q(iv/2)
cisminde mevcuttur. Bu durum 3. ve 4. dereceden polinomlar i¢in de sdylenebilir.

Onemli olan G(Q(cy, ¢y, ..., €y)/Q) = S, € izomorf olmasidir ve S, n < 4 icin
¢oziilebilirdir. Bir bagka ifadeyle 2., 3. ve 4. dereceden polinomlar ¢oziilebilirdir.

Bes ve besten daha yliksek mertebeden polinomlarin ¢6ziimii i¢in bir genel kural
verilememesi, n > 5 igin B,(x) polinomlarinin timiini icermez.

Simetrik polinomlar, palindromik polinomlar vs. genel ¢éztimleri verilebilecek
olan polinom tipleridirler. Bu tezde palindromik polinomlar ele alinacaktir.

Bir P(x) = ¥X_, a,x™ polinomunda, a,,_, = a;, Vk icin saglaniyor ise P(x) e
palindromik polinom adi verilir. Palindromik polinomlarin karakterizasyonu
P(x) = an(i) seklindedir.

Palindromik ve antipalindromik polinomlarin kokleri ¢iftler halinde bulunur
(4, 1/A) (Markovsky ve Rao, 2008).

R(z)=1+Az+z%+ -+ 2z"1) + z" 1 € R palindromik polinomunun biitiin
stfirlarinin birim ¢ember lizerinde olmasi icin gerek ve yeter kosullar verildiginde
S(z) = R(z) + yz" nin sifirlar1 kapali birim disk i¢indedir (Botta ve ark., 2014).

Bir palindromik polinomunun matris formunun 6zdegerlerinin hesaplanmasi igin
Ehrlich-Aberth kok bulma yontemine dayanan bir algoritma mevcuttur (Gemignani ve
Noferini, 2013).

o € Q durumunda kdklerin tiimii gercel say1 olan polinomlarin genel yapisi igin

Coulson tipi integral formiilleri verilmistir (Qiao ve ark., 2018).



Palindromik polinomlarin sifirlarinin ayni anda incelenmesi i¢in Ehrlich-Aberth
yonteminin bir varyasyonu verilmektedir (Brugiapaglia ve Gemignani, 2014).

Palindromik polinomlar ve Galois teori ile ilgili literatiirde 6nemli ¢alismalar
mevcuttur (Joyner ve Shaska, 2000; Lindstorm, 2015).



3. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde tez igin gerekli olan temel tanim ve teoremler aktarilacaktir.
Tamim 3.1. G bos olmayan bir kiime ve G iizerinde bir * iKili islemi tanimli olsun.
Asagidaki sartlar saglaniyor ise (G,*) sirali ikilisine bir grup denir.

(i) * islemi birlesme 6zelligini saglar ; yani, her a, b, ¢ € G igin

(a*b)*xc=ax(bxc)ise
(i) Her a € G i¢in
ar*e=e*xa=a

olacak bigimde bir e € G birim eleman1 vardir.

(i)  Hera € G igin

axa'=a'xa=e
olacak bigcimde bir a’ € G vardir (a’ ne a nin bir ters eleman1 denir)
Ek olarak eger (G,*) grubunda her a, b, ¢ € G igin
ax*b=>b=xa
ise bu gruba degismeli ya da abelyan grup denir (Stewart, 1945).
Tanmim 3.2. G bir grup olsun. G nin kardinalitesi |G| ye G nin mertebesi denir. Eger |G|
sonlu ise G ye sonlu grup ve sonsuz ise sonsuz grup denir (Fraleigh, 2006).
Boylece bir sonlu grubun mertebesi o grubun eleman sayisidir.

Tamm 3.3. G bir grup ve H, G nin bos olmayan bir altkiimesi olsun. Eger H, G nin
islemine gore kapali ve bu isleme gore bir grup ise o zaman H a G nin bir altgrubu denir
ve H < GyadaG > H ile gosterilir (Asar ve Arikan, 2011).

G ve {e}, G nin altgruplar1 oldugu agiktir. Bunlara G nin agikar altgruplari denir.
Teorem 3.1. G bir grup ve a € G olsun. O zaman

(a) = {a*: k € 7}
dir (Fraleigh, 2006).

Tanim 3.4. G bir grup olsun. Eger G = (a) olacak bigimde bir a € G varsa G ye a

tarafindan tretilen bir devirli grup denir (Asar ve Arikan, 2011).

Tanmm 3.5. A bostan farkli bir kiime olsun. A iizerinde tanimli birebir ve Orten bir

fonksiyona A {izerinde bir permiitasyon denir.



Bir A kiimesi iizerinde tanimli biitiin permiitasyonlarin kiimesi Sym(A) ile
gosterilir. I, = {1,2, ..., n} kiimesi lizerinde taniml1 biitiin permiitasyonlarin kiimesi ise
S, ile gosterilir.

Sym(A) grubuna A kiimesi lizerindeki simetrik grup denir. Sym(A) nin her
altgrubuna da A {izerinde bir permiitasyon grubu denir (Artin, 1944).

Teorem 3.2. A, n elemanli bir kiime olsun. O zaman |Sym(A)| = n! dir (Hungerford,
1974).

Teorem 3.3. n = 2 olsun. O zaman 4,,, S,, nin mertebesi %n! olan bir altgrubudur.

|A,| = %n! dir. A,, grubuna derecesi n olan alterne grup denir (Feyzioglu, 1990).

Teorem 3.4. G = (a) devirli grubu verilsin. G nin her altgrubu devirlidir (Asar ve

Arikan, 2011).

Tamm 3.6. G ve H iki grup ve ¢: G = H fonksiyonu verilsin. Eger her a, b € G igin
@(ab) = ¢(a)p(b)

ise ¢ ye G den H ya bir grup homomorfizmasi denir.

Eger ek olarak ¢ birebir ise ¢ ye bir grup monomorfizmasi; orten ise ¢ ye bir
grup epimorfizmasi ve @ hem birebir ve hem de Orten ise ¢ ye bir grup izomorfizmasi
denir. ¢ bir izomorfizma ise G, H a izomorftur denir ve G = H ile gosterilir. Ayrica
eger G = H ve ¢, G den G ye tanimli1 birim fonksiyon ¢, G nin bir otomorfizmasi denir
(Jacobson, 1910).

Tamm 3.7. ¢: G — H bir grup homorfizmasi olsun.

Ker(p) ={g € G:9(g) = ey} ve Im(¢) = ¢(G) ={p(g):g € G}
kiimelerine, sirasiyla, ¢ nin ¢ekirdegi ve gortintiisii denir (Asar ve Arikan, 2011).
Teorem 3.5. (Cayley Teoremi) Her grup bir permiitasyon grubuna izomorftur (Asar ve
Arikan, 2011).

Tamim 3.8. G bir grup ve H, G nin bir altgrubu olsun. H in G igindeki sol (sag)
kosetlerinin kardalitesine H 1in G ig¢indeki indeksi denir ve |G:H| ile gosterilir
(Hungerford, 1974).

Teorem 3.6. (Lagrange Teoremi) G bir sonlu grup ve H, G nin bir altgrubu olsun. O
zaman H nin mertebesi G nin mertebesini bdler (Dummit ve Foot, 2004).

Sonug 3.1. G bir sonlu grup ve H, K, G nin altgruplar1 olmak tizere K < H olsun. O

Zaman



|G:K| = |G:H||H: K|
olur (Asar ve Arikan, 2011).
Sonug 3.2. p bir asal say1 ve G mertebesi p olan bir grup olsun. O zaman G devirlidir ve
G = Z, dir (Fraleigh, 2006).
Tamim 3.9. G bir grup olsun ve N, G nin bir altgrubu olsun. Eger her g € G i¢in
gNg™' =N
ise N ye G nin bir normal altgrubu denir ve N < G ile gosterilir.
Her G grubunda G ve {e} normal altgruplaridir (Asar ve Arikan, 2011).
Teorem 3.7. G bir grup ve N, G nin bir altgrubu olsun. Eger |G: N| = 2 ise N < G dir
(Asar ve Arikan, 2011).
Sonug¢ 3.3. n = 2 olsun. O zaman 4,, < S,, dir (Hungerford, 1974).
Tanmm 3.10. G bir grup ve G # {e} olsun. Eger G nin {e} ve G den baska normal
altgrubu yoksa G ye bir basit grup denir (Asar ve Arikan, 2011).
Tanmm 3.11. G bir grup ve {e} = Hy < H; < -+ < H, = G,G nin altgruplarinin bir
artan zinciri olsun. Eger her 0 < i < n icin H;, H;, i¢inde normal ise;
{e}=Hy<Hy < <H,=G

ise bu zincire G nin bir altnormal serisi denir. Her H; ye altnormal serinin bir terimi ve

H”l/ . bolim grubuna altnormal serinin bir boliintiisii denir. Birbirinden farkli
2

boliintiilerin sayisina altnormal serinin uzunlugu denir. Eger 0 < i < nicin H; < G ise
seriye normal seri denir. H, G nin bir altgrubu olsun. Eger
H = Hy, Hy, ..., H, = G, G nin altgruplart olmak tizere H = Hy < H; < -~ < H, = G ise
H a G nin bir altnormal altgrubu denir (Asar ve Arikan, 2011).
Tamim 3.12. G bir grup ve

{e}=Hy<H < <H,=G

G nin bir altnormal serisi olsun. Eger 0 < i < nigin Hi“/ . bolum grubu abelyan ise
4

G ye ¢Oziilebilir grup denir (Asar ve Arikan, 2011).
Ornek 3.1. n < 4 igin S, ¢oziilebilirdir. S; ve S, abelyan oldugundan ¢oziilebilirdir. S;
tin bir normal serisi

{(D} <43 <255



Burada A5 /{(1)} ile S3/A; boliim grubu abelyan oldugundan S; ¢oziilebilirdir. S, tin
bir normal serisi
{D}aVy<4y =S,

Burada V,, Klein 4-grubudur. A¢ik¢a gorildigi gibi, V,/{(1)},A4/V4,S4/A, bOlim
gruplar1 abelyan oldugundan S, ¢oziilebilirdir (Asar ve Arikan, 2011).
Sonug 3.4. n > 5 olsun. O zaman S,, ¢oziilebilir degildir (Asar ve Arikan, 2011).
Tamm 3.13. R, bos olmayan bir kiime olsun. R {izerinde her a, b € R i¢in

+:(a,b) > a+ b, “(a,b) > a-b

oo
.

bigiminde tanimli ve sirasiyla, toplama ve ¢arpma denilen "+ ve ikili iglemleri
verilsin. Eger asagidaki sartlar1 saglarsa
(1) (R,+) bir abelyan gruptur,
(i) Carpma birlesme 6zelligini saglar; yani a, b, c € R igin
(a-b)-c=a-(b-c)ise,
(i) - islemi + islemi iizerinde dagilma 6zelligine sahiptir; yani
a,b,c € R i¢in
a(b+c)=a-b+a-c(soldagilma dzelligi)
(a+b)-c=a-b+a-c(sagdagilma ozelligi) ise,
(R, +,") siral1 Gigliisiine bir halka denir. Eger her a,b € R i¢in a-b = b - a ise halkaya
bir degismeli halka denir. R nin toplamsal birimi 0y ile gosterilir ve buna R nin sifir1
denir. Eger hera € R i¢in a-1g = 1p-a =a olacak bi¢gimde 1 € R varsa 1j
elemanina halkanin birim elemani (birimi) ve halkaya da birimli halka denir. R = {0}
halkasinin birimi 1z = 0 dir. (R, +) grup oldugundan Oy her zaman vardir fakat 15
olmayabilir (Adamson, 1964).
Tamim 3.14. R bir halka ve a,b € R olsun. Eger a,b # 0 a b = 0y ise a ya bir sol
sifir boleni ve b ye bir sag sifir boleni denir. Hem sol sifir boleni hem de sag sifir boleni
olan bir elemana sifir bdleni denir. Ne sol sifir boleni ne de sag sifir boleni bulunan bir
halkaya da sifir b6lensiz halka denir (Asar ve Arikan, 2011).
Tammm 3.15. R birimli bir halka (0 # 1z) ve O # a € Rolsun. Eger a-b =
15 olacak bi¢cimde b € R varsa b ye a nin sag tersi ve ¢ - a = 1 olacak bi¢imde ¢ € R
varsa ¢ ye a nin sol tersi denir. Eger d € R olmak lizere a-d = d - a = 1 ise d ye a nin

bir tersi ve a ya tersinir (birimsel) eleman denir (Asar ve Arikan, 2011).



Tanim 3.16. R birimli degismeli bir halka ve 0 # 1 olsun. Eger R sifir bolensiz ise R
ye bir tamlik bolgesi denir (Fraleigh, 2006).

Tanmm 3.17. R birimli degismeli bir halka ve 0p # 1zolsun. Eger R nin sifirdan farkl
her elemani tersinir ise R ye bir bolme halkas1 denir. Degismeli bir bélme halkasina
cisim denir (Hardy ve Wright, 1960).

Tamim 3.18. Eger R halkasinda her r € R i¢in nr = 0p olacak bigcimde bir pozitif n
tamsayis1 varsa bu n sayilariin en kii¢ligline R nin karekteristigi denir. Eger boyle bir
pozitif tamsayis1 yoksa R nin karakteristigi 0 olarak tanimlanir. R nin karakteristigi
kar(R) ile gosterilir (Asar ve Arikan, 2011).

Tamim 3.19. R bir halka ve R nin bostan farkli bir altkiimesi A olsun. Eger A, R nin
islemlerine gore kapali ve bu islemlere gore bir halka ise A ya R nin bir althalkas1 denir.
F bir cisim ve E, F nin bir althalkasi olsun. Eger E ayn1 zamanda bir cisim ise, E ye F
nin bir altcismi denir.

Agikga gorildigi gibi, R ve {0z}, R halkasinin althalkalaridir. {0z} ve R ye R
nin asikar althalkalar1 denir. R nin kendisinden farkli her althalkasina R nin bir 6z
althalkas1 denir (Hoffman ve Kunze, 1961).

Tamm 3.20. Bir cismin biitiin altcisimlerinin kesisimine o cismin asal cismi denir (Asar

ve Arikan, 2011).

Tanim 3.21. R ve S iki halka ve ¢: R — S fonksiyonu verilsin. Eger her a, b € R i¢in
¢(a+Db) = ¢(a) + ¢(b) ve p(ab) = p(a)p(b)

ise @ ye R den S ye bir halka homomorfizmasi denir. Eger ek olarak ¢ birebir ise ¢ ye

bir halka monomorfizmasi, orten ise bir halka epimorfizmas1 ve birebir esleme ise bir

halka izomorfizmasi denir. R den R ye tanimli bir homomorfizmaya endomorfizma ve

bir izomorfizmaya otomorfizma denir (Dummit ve Foot, 2004).

3.1. Cisim Genislemeleri

Tamim 3.1.1. E bir cisim ve F, E nin bir altcismi olsun. O zaman E ye F nin bir cisim
genislemesi denir. E bir cisim ve E;,E, EgE nin altcisimleri olmak iizere her
0<i<s i¢cinE; <E;;; olsun. O zaman E; < E, <--- < E; yiikselen zincirine bir

cisim kulesi denir (Artin, 1944).
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Ornek 3.1.1. Reel sayilar cismi R, rasyonel sayilar cismi Q, kompleks sayilar cismi C
olmak iizere C, hem R nin ve hem de Q nun birer cisim genislemesidir. Boylece
Q < R < C cisim kulesi elde edilir (Asar ve Arikan, 2011).
Lemma 3.1.1. F bir cisim ve E, F nin bir cisim genislemesi olsun. O zaman E, F
tizerinde bir vektor uzayidir (Asar ve Arikan, 2011).
Tamm 3.1.2. F bir cisim ve E, F nin bir cisim genislemesi olsun. O zaman E nin F-
uzay1 olarak boyutuna E nin F tizerindeki derecesi denir ve [E: F] ile gosterilir. [E: F]
nin sonlu ya da sonsuz olmasina gére E ye F nin bir sonlu cisim genislemesi ya da bir
sonsuz cisim genislemesi denir (Fraleigh, 2006).
Ornek 3.1.2. R, Q nun bir sonsuz cisim geniglemesi ve C, R nin bir sonlu cisim
genislemesidir.C = {a + ib: a,b € R} ve {1, i}, Ciizerinde lineer bagimsiz oldugundan
[C:R] = 2 dir. Ote yandan e sayis1 sabit olmayan higbir g(x) € Q[x] polinomunun
kokii degildir. Dolayisiyla {ei: i = 0} sonsuz kiimesi Q iizerinde lineer bagimsizdir ve
[R: Q] sonsuzdur (Asar ve Arikan, 2011).
Tamim 3.1.3. p(x) € F[x] olsun. Eger

(1) p(x) sabit degilse ve

(if) p(x), F|[x] iginde, her birinin derecesi p(x) derecesinden daha kiigiik olan
iki polinomun ¢arpimi olarak yazilamazsa o zaman p(x) e F|[x] i¢inde bir indirgenemez
polinom denir.

Boylece p(x) in indirgenemez olmasi i¢in gerek ve yeter sart
der(p(x))= 1ve p(x) = r(x)s(x) iken r(x) ya da s(x) in sabit olmasidir.

Tanimdan goriildiigii gibi birinci dereceden her polinom indirgenemezdir (Asar
ve Arikan, 2011).
Teorem 3.1.1. (Eisenstein Indirgenemezlik Kriteri) p bir asal say1 ve
f(x) = apx™ + ap_1x"" 1 + -+ ag € Z[x] olsun. Eger
() plag,vlay, ..., pla,—, fakat p t a,, ve
(ii) p? t a, ise
0 zaman f(x), Q[x] i¢inde indirgenemezdir (Asar ve Arikan, 2011).
Teorem 3.1.2. (Kronecker Teoremi) p(x) € F[x] bir indirgenemez polinom olsun. F
nin Oyle bir cisim geniglemesi E vardir ki p(x) in E i¢inde bir kokii vardir (Asar ve
Arikan, 2011).
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Sonu¢ 3.1.1. f(x) € F[x] sabit olmayan bir polinom olsun. F nin &yle bir cisim
genislemesi E vardir ki E i¢inde f(x) in bir kokii vardir (Asar ve Arikan, 2011).
Teorem 3.1.3. F bir cisim ve E, F nin bir cisim genislemesi olsun. Ayrica u € E, F
iizerinde cebirsel, ind(u,F) = p(x) ve der(p(x)) = n olsun. Asagidakiler saglanir
(Fraleigh, 2006).

(i) F(u) = Flu] ve F(u) = F[x]/{(p(x)) tir.

(i) {1, ..,u™ 1}, F(u) nun bir F-bazidur.

(iii)  [F(uw):F] =ndir.

3.2. Cebirsel Cisim Genislemeleri

Tanmm 3.2.1. E, bir F cisminin bir cisim genislemesi olsun. Eger E nin her elemani F
tizerinde cebirsel ise E ye F nin bir cebirsel genigslemesi denir (Asar ve Arikan, 2011).

E, F nin bir cebirsel genislemesi ise kisaca F < E bir cebirsel genisleme denir.
Her cisim kendisinin cebirsel genislemesidir.
Ornek 3.2.1. C, R nin bir cebirsel genislemesidir. a,b € R olmak ilizere z =a + ib
olsun.
gx) = (x — z2)(x — 2)= x* — 2ax + (a* + b?) € R[x] ve g(z) =0 oldugundan z, R
tizerinde cebirseldir (Asar ve Arikan, 2011).
Teorem 3.2.1. Her sonlu cisim genislemesi bir cebirsel genislemedir (Asar ve Arikan,
2011).
Teorem 3.2.2. F < E <K cisim kulesi verilsin. Eger E, F nin ve K, E nin sonlu
genislemeleri ise o zaman K, F nin bir sonlu cisim genislemesidir ve

[K:F] = [K:E][E: F]
olur (Asar ve Arikan, 2011).
Tanim 3.2.2. E bir F cisminin bir cisim genislemesi olsun.
Fz = {c:c € E ve ¢, F lizerinde cebirseldir}

kiimesine F nin E i¢indeki cebirsel kapanist denir (Asar ve Arikan, 2011).
Tamim 3.2.3. F bir cisim olsun. Eger F[X] in sabit olmayan her elemaninin F iginde bir
kokii varsa F ye cebirsel kapali bir cisim denir (Fraleigh, 2006).
Tamim 3.2.4. Bir F cisminin cebirsel kapal1 bir cebirsel genislemesi varsa buna F nin bir

cebirsel kapanigt denir (Asar ve Arikan, 2011).
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Teorem 3.2.3. Her cismin bir cebirsel kapanis1 vardir (Fraleigh, 2006).

Teorem 3.2.4. F bir cisim olsun. F nin cebirsel kapali olmasi i¢in gerek ve yeter sart
F[x] in sabit olmayan her polinomunun F[x] ig¢inde lineer ¢arpanlara ayrilmasidir
(Fraleigh, 2006).

3.3. izomorfizmalarin Genisletilmesi ve Otomorfizma Gruplari

Tamm 3.3.1. F bir cisim E, F nin bir cebirsel genislemesi ve u,v € E olsun. Eger
ind(u, F) = ind(v, F) ise uile v, F iizerinde esleniktir denir (Asar ve Arikan, 2011).
Ornek 3.3.1. z € Colsun. z nin R iizerindeki eslenikleri z ve Z dir. a,b reel sayilar
olmak iizere z = a + ib olsun. Eger b = 0 ise z = a ve Z = a dir. Ayrica

ind(a,R) = x —a oldugundan a nmn tek eslenigi kendisidir. Simdi b # 0 olsun.
p(x) = (x — 2)(x — Z)= x% — 2ax + (a® + b?) olsun. O zaman p(x) € R[x] tir.

p(x) in kokleri z, Z reel olmadigindan . p(x), R tizerinde indirgenemezdir. Dolayisiyla
z nin eslenikleri z , Z dir (Asar ve Arikan, 2011).

Tamim 3.3.2. ¢: R = S bir halka homomorfizmasi ve A, R nin bir althalkas1 olsun. Her
a € Aigin @(a) = aise @, A y1 sabit birakir denir. 0: A — S bir halka homomorfizmasi
olsun. Eger ¢|A =0 ise o ya ¢ nin A ya kisitlanisi ve ¢ ye o nin R den S ye bir
genislemesi denir (Asar ve Arikan, 2011).

Lemma 3.3.1. 0: F = F' bir cisim izomorfizmasi olsun. O zaman

o*:(ag+ a;x + -+ a,x™) - a(ay) + a(a;)x + -+ o(a,)x™ eslemesi F[x] ten
F'[x] e bir halka izomorfizmasidir. Ayrica p(x) € F|[x], F iizerinde indirgenemez ise
o*(p(x)), F iizerinde indirgenemezdir (Fraleigh, 2006).

Teorem 3.3.1. E = F(u) ve E' = F'(v) basit cebirsel genislemeler ve o: F = F' bir
cisim izomorfizmasi olsun. Ayrica p(x) = Ind(u, F) ve o*(p(x)) = ind (v, F") olsun.
O zaman Oyle bir r: E = E' cisim izomorfizmasi vardir ki, r(u) = v ve r|F = o dir.
F=F,E=EFEvec=1t ise 0 zaman r:F(u) — F(v)izomorfizmasi, ,, ile
gosterilir ve buna temel izomorfizma(monomorfizma) denir (Dummit ve Foot, 2004).
Sonug 3.3.1. F ve F' iki cisim ve bunlarin birer cebirsel genismeleri, sirasiyla, E ve E’
olsun. Ayrica o: F — F' bir cisim izomorfizmasi olsun. p(x) € F[x] bir indirgenemez
polinom ve p(x) in E igindeki bir kokii u olsun. O zaman ¢ nin F(u) dan E’ igine

tanimli her genislemesi u yu a*(p(x)) inbir kokiine gotiirir. Dolayisiyla o nin
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genislemelerinin sayisi a*(p(x)) in E' i¢indeki koklerinin sayisina esittir (Fraleigh,
2006).

Sonug 3.3.2. E = F(w), F nin bir basit cebirsel genislemesi , p(x) = Ind(u, F) ve
der(p(x)) = n olsun. E nin F yi sabit birakan bir homomorfizmasi r olsun. p(x) in E
i¢indeki bir kokii v olmak tlizere r = 1, ,, dir. Dolayisiyla 7, E nin F yi sabit birakan
otomorfizmalarinin sayis1 p(x) in E i¢indeki koklerinin sayisina esittir. Bundan baska
her b € E i¢in ¢y, ¢y, ..., Cp—1 € F olmak lizere

b=cy+ciu+t-+c,_qu"tver(h) =cy+c,v+ -+ c,_,v" tdir (Fraleigh,
2006).

Ornek 3.3.2. E = Q(V2) cisminden C ye tamml biitin Q-monomorfizmalarini
belirleyelim. ind(\/z Q) = x2 — 2 oldugundan 2 nin Q iizerindeki eslenikleri
—V/2,4/2 dir. Dolayisiyla Sonug 3.3.2 geregince E nin Q yu sabit birakan biitiin

monomorfizmalart ¢, 5.5 Ve 5 _ 5 dir. E nin tipik elemani a,b € Q@ olmak lzere

a + bv/2 bigimindedir ve Vz_yzla+ bv2)= a — b2 dir (Asar ve Arikan, 2011).
Tamim 3.3.3. Bir E cisminden kendi lizerine tanimli bir izomorfizmaya E nin bir
otomorfizmasi denir. E nin biitiin otomorfizmalarinin kiimesi Aut(E) ile gosterilir
(Dummit ve Foot, 2004).
Tamm 3.3.4. E bir cisim F, E nin bir altcismi ve H, Aut(E) nin bir altgrubu olsun. O
zaman E nin F yi sabit birakan biitiin otomorfizmalarinin kiimesi G (E /F) ile ve E nin H
tarafindan sabit birakilan elemanlarinin kiimesi Ey ile gosterilir. Boylece

G(E/F) ={o € Aut(E):hera € F icino(a) = a}
ve

Ey ={a € E:hero € Hicina(a) = a}

olur (Dummit ve Foot, 2004).
Teorem 3.3.2. E bir cisim ve Aut(E) nin bir altgrubu H olsun. O zaman Ey kiimesi E
nin bir altcismidir (Asar ve Arikan, 2011).
Ey cismine H nin E i¢indeki sabit cismi denir.
Teorem 3.3.3. F bir cisim, E, F nin bir cebirsel genislemesi ve E = F(uq,uy, ..., Uy)
olsun. O zaman G(E/F) nin ¢ eleman uq,u,,..,u, deki degerleriyle tam olarak

belirlenir. Bundan baska eger G (E/F) nin her ¢ elemani igin

o({ug, Uy, oo, Ui }) < {uyg, Uy, ., Uy}
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ise 0 zaman G(E/F), Sym({uy,uy, ..., u;}) nin bir altgrubuna izomorftur (Asar ve
Arikan, 2011).
Sonug¢ 3.3.3. F bir cisim, E, F nin bir cebirsel genislemesi ve E = F(uy, Uy, ..., Uy)
olsun. Ayrica ¢ € G(E/F) i¢in

o({uq, uz, .., ur}) S {uqg, uy, .o, ug}
olsun. O zaman G(E/F), Sy nin bir altgrubuna izomorftur ve boylece |G(E/F)||k! dir
(Fraleigh, 2006).
Ornek 3.3.3. G(C/R) grubunu belirleyelim. C = R(i) oldugundan. ind(i,R) = x? + 1
oldugundan i nin R iizerindeki eslenikleri i, —i dir. Dolayistyla Sonug 3.3.2 geregince
G(C/R) = {th;;, ¢;_;} dir. Ayrica G(C/R) nin sabit cismi R dir (Asar ve Arikan,
2011).
Ornek 3.3.4. E = Q(v/2) olsun. G(E/Q) yu belirleyelim. Ornek 3.3.2 den dolay1

GE/Q) =W zv3 Vyz-vz)

dir. Dolayisiyla G (E/Q), mertebesi iki olan bir devirli gruptur. Egg/q) = Q dur. E nin
Q ve kendisinden bagka altcismi ve G (E/Q) nun birim ve kendisinden baska altgrubu
yoktur (Asar ve Arikan, 2011).

3.4. Parcalanma Cisimleri ve Normal Genislemeler

Tamim 3.4.1. F bir cisim, f(x) € F[x] derecesi n > 1 olan bir polinom ve K, F nin bir
cisim genislemesi olsun. Eger f(x),K|[x] iginde lineer ¢arpanlarina ayrilirsa; yani
a € F veuy,uy, ..., u, € K olmak iizere
fO) =ale —u)(x —up) .. (x —up)

olarak yazilabilirse f(x), K {izerinde pargalanir denir. Eger f(x), K iizerinde parcalanir
fakat K nin higbir 6z altcismi iginde pargalanmazsa; yani, K = F(uq, Uy, ..., uy) ise K
ya, f (x) in F lizerinde bir pargalanma cismi denir (Kaplansky, 1972).

Ornek 3.4.1. f(x) = (x?> —5)(x2 — 7) € Q[x] polinomun Q iizerindeki parcalanma
cismi  Q(5,V7) tir. (x*—5)(x?2—7), polinomunun kokleri ++/5,+v7
oldugundan f(x) polinomu Q(/5,vV7) iginde ¢ozilebilirdir. Ancak f(x) polinomu
Q(V/5,47) nin altcisimleri olan Q(v/5), Q(~7) ve Q cisimlerinde parcalanmaz. Bu

nedenle Q(+V5, £V7) = Q(/5,V7) pargalanma cismidir. [Q(V5,V7) : Q] = 4 tiir.
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Teorem 3.4.1. f(x) € F[x] derecesi n = 1 olan bir polinom olsun. O zaman f(x) in F
lizerinde bir par¢alanma cismi K vardir ve [K: F] < n! dir (Fraleigh, 2006).

Teorem 3.4.2. F bir cisim ve K, F iizerinde derecesi n > 1 olan bir f(x) € F[x]
polinomunun parcalanma cismi olsun. f(x) in K i¢indeki birbirinden farkli kokleri
Uq, Uy, ..., U Olsun. O zaman G(K/F), Sym({uy,uy, ...,ux}) mnin bir altgrubuna
izomorftur ve | G(K/F)||k! dir (Asar ve Arikan, 2011).

Ornek 3.4.2. x3 — 2 € Q[x] polinomunun Q iizerindeki par¢alanma cismi K olsun. K y1
ve G(K/Q) grubunu belirleyelim. x3 — 2 € Q[x] polinomunun Q iizerindeki

—1+iV3
2

pargalanma cismi Q(E\'/E, l\/§) tiir. x3 — 2 nin biitiin kompleks kokleri, w =

olmak tizere V2, 32w, ¥2w?oldugundan x3 — 2 nin Q iizerindeki pargalanma cismi

K = Q(V2,32w,V2w?) = Q(¥/2,iV3) tiir. Ind(32,Q) = x* — 2 oldugundan
Q(gi/i) nin bir Q-baz1 {1, V2, 3&/1} tiir. Ayrica iv/3 ¢ Q(W) oldugundan K nin bir
Q(gi/i) bazi {1, l\/§} tiir. Dolayisiyla K nin bir Q-baz1 {1, V2, V4,iV3,iV3V2, lx/gi/Z}
ve buradan [K: Q] = 6 dir. Simdi o € G(K/F) olsun.

Teorem 3.3.3’ten dolay1 o, a(?{/i) ve o (iv3) degerleriyle tam olarak belirlenir. Ayrica
0'(3&/7) € {3\/2 V2w, 3\/§W2} ve o(iv3) € {ii\/g} oldugundan , o alt1 farkli bicimde
belirlenir. Dolayisiyla 6 tane otomorfizma vardir ve boylece |G(K/Q)| = [K: Q] = 6

dir. Ayrica Teorem 3.4.2°den dolay1 G (K /Q), Sym(¥2, V2w, ¥2w?) nin ve 0 zaman
S5 lin bir altgrubuna izomorf oldugundan G (K/Q) = S5 tiir. G(K/Q) un biitiin
elemanlar1 asagida verilmistir.
V2 - 32, iV3 - iV3

oy: V2 - ei/iw, iv3 - i3

0,: V2 - V2w?, iV3 - iV3

03:V2 - 2, iV3 - —iV3

0,:V2 - 2w, W3- —iV3

05: V2 - V2w?, W3- —iV3
olmak tizere G(K/Q) = {\, 0y,0,,05,0,,05} tir. Burada ¢ = g, ve 7 = g3 olsun. O
zaman ¢2:32 - 2w?, iV3 > iv3 oldugundan 6% = g, dir. Benzer bicimde
03 =12 =1 dir. Ayrica o1: V2 - V2w?, iv/3 » —iv/3 oldugundan ot = o5 tir.

2

Benzer bi¢imde 0%t = o, bulunur. Boylece G(K/Q) = {y,0,02,7,07,0%1} olur. Ayrica
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0T = t0% oldugundan (o) < G(K/Q) dir. Esasen G(K/Q) = S; tiir. Bunun igin
(ay,a,, a3) = (V2,V2w, V2w?) ve I; = {1,2,3} olsun. Her 8 € G(K/Q) i¢in

6:I; - I3 fonksiyonu sdyle tanimlansin: 6(a;) = a; ise 8(i) = j olsun. O zaman
12 3y~ (1 23y —_(1 2 3
=, 3 97=G 3 1)7=G 12

7=(1 3 272G 2 )= 1)

olur. Kolayca goriilecegi gibi, 8 - 0 eslemesi G(K/Q)dan S; e bir grup
izomorfizmasidir (Asar ve Arikan, 2011).
Teorem 3.4.3. F bir cisim ve f(x) € F[x] olsun. f(x) in F iizerindeki bir pargcalanma
cismi K ve p(x), F[x] in bir indirgenemez polinomu olsun. Eger p(x) in K iginde bir
kokii varsa p(x), K tlizerinde parcalanir (Fraleigh, 2006).
Tanim 3.4.2. F bir cisim ve E, F nin bir cebirsel cisim genislemesi olsun. Eger E i¢inde
bir kokii olan her p(x) € F|[x] indirgenemez polinomu E iizerinde pargalanirsa E ye F
nin bir normal genislemesi denir (Fraleigh, 2006).
Teorem 3.4.4. F < E < K bir cisim kulesi ve K, F nin bir sonlu normal genislemesi
olsun. O zaman E den K ya tanimli F-monomorfizmalarinin sayis1 < [E: F] dir. Bundan
baska bu monomorfizmalarinin sayis1 K dan bagimsizdir; yani, yanliz E ve F ye baglidir
(Asar ve Arikan, 2011).
Tanmm 3.4.3. F < E < K bir cisim kulesi ve K, F nin bir sonlu normal genislemesi
olsun. O zaman E den K ya tanimli F-monomorfizmalarinin sayisina E nin F tizerindeki
indeksi denir ve {E: F} ile gosterilir (Asar ve Arikan, 2011).
Teorem 3.4.4’ten dolay1 {E: F} < [E: F] dir.
Teorem 3.4.5. K, F nin bir sonlu cisim geniglemesi ve F < E < K olsun. O zaman
{K:EHE:F} = {K: F} dir (Fraleigh, 2006).
Teorem 3.4.6. F bir cisim ve E, F nin bir sonlu cisim geniglemesi olsun. Asagidakiler
denktir (Fraleigh, 2006).

(1) E, F nin bir normal geniglemesidir.

(i) {E:F}=|G(E/F)|dir.
Ornek 3.4.3. E = Q(+v/2) olsun. {E: Q} yu belirleyelim. E, Q iizerinde par¢alanma cismi

oldugundan Q nun bir normal genislemesidir. Ornek 3.3.4’den dolay1

G(E/Q) = {1/)\/5‘\/5, lpﬁ’_ﬁ}oldugundan {E:Q} = 2 dir (Asar ve Arikan, 2011).
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3.5. Aynilabilir Genislemeler

Tanmm 3.5.1. f(x) € F[x] ve

f(x) = apx™ + ap_1x" 1+ ax+ag
olsun. O zaman

fl(x) =na,x™ 1+ (n—Da,x" 2+ +a,
polinomuna f(x) in bigimsel tiirevi denir (Asar ve Arikan, 2011).
Teorem 3.5.1. f(x) € F[x] in F nin bir cisim genislemesi i¢indeki bir kokii u olsun. u
nun ¢okkatli kok olmasi igin gerek ve yeter sart f'(x) in bir kokii olmasidir (Asar ve
Arikan, 2011).
Ornek 3.5.1: p bir asal say1 olmak iizere Zy, lizerinde bir belirsiz t olsun. Z,[t] polinom
halkasmin kesirler cismi Z,(t) ve p(x) =xP —t € Z,[t] olsun. O zaman p(x)
indirgenemezdir ve ¢okkatli kokii vardir. p(x) in Z,(t) nin bir cisim genislemesi
icindeki bir kokii u olsun. u? — t = 0 ve buradan t = u? oldugundan
p(x) =xP —uP = (x —u)?

olur. Ind (u, Zp(t)) = q(x) olsun. O zaman q(x) | p(x) oldugundan q(x) = (x — u)®
olacak bicimde 1 < s <p vardir. Miimkiinse s <p olsun. q(x) in sabit terimi
(—1)°u® € Z,(t) oldugundan u® € Z,(t) olur. Ayrica (s,p) = 1 oldugundan
ms + np = 1 olacak bi¢imde m, n tamsayilar1 vardir. Buradan

u = um™t = uYPT =y € Z,(t)
oldugundan u € Z,(t) olur ki, bu celiskidir; ¢linkii ~u € Z,(t) dir. Dolayisiyla
p(x), Z,(t) tizerinde indirgenemezdir. Ayrica p(x) = x? — uP = (x — u)? oldugundan
u cokkatli koktiir (Asar ve Arikan, 2011).
Tanmm 3.5.2. p(x) € F[x] bir indirgenemez polinom olsun. Eger p(x) in F iizerindeki
bir par¢alanma cismi i¢indeki her kokii basit kok ise p(x) e F {izerinde bir ayrilabilir
polinom denir. f(x) € F[x] sabit olmayan bir polinom olsun. Eger f(x) in her
indirgenemez ¢arpani F {izerinde ayrilabilir ise f(x) e F lizerinde bir ayrilabilir polinom
denir (Asar ve Arikan, 2011).
Tanmm 3.5.3. F bir cisim E, F nin bir cebirsel genislemesi ve u € E olsun. Eger

ind(u, F) aynlabilir ise u ya F iizerinde bir ayrilabilir eleman denir. Eger E nin her
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elemani F {izerinde ayrilabilir ise E ye F nin bir ayrilabilir cisim geniglemesi denir (Asar
ve Arikan, 2011).
Teorem 3.5.2. F bir cisim ve kar(F) =0 olsun. O zaman F nin her cebirsel
genislemesi ayrilabilir genislemedir (Asar ve Arikan, 2011).
Teorem 3.5.3. F bir cisim ve E, F nin bir sonlu cisim genislemesi olsun. Asagidakiler
denktir (Asar ve Arikan, 2011).

(1) E, F nin bir ayrilabilir genislemesidir.

(i) {E:F} = [E:F]olur.
Tanim 3.5.4. F bir cisim olsun. Eger F nin her sonlu genislemesi ayrilabilir genisleme
ise F ye bir miikemmel cisim denir (Asar ve Arikan, 2011).
Sonug 3.5.1. Karakteristigi sifir olan her cisim miikkemmeldir (Asar ve Arikan, 2011).
Teorem 3.5.4. kar(F) = p olsun. F nin miikemmel olmasi icin gerek ve yeter sart
F = FP olmasidir. Burada FP = {a”:a € F } (Fraleigh, 2006).
Sonug 3.5.2. Her sonlu cisim mitkemmeldir (Fraleigh, 2006).
Ornek 3.5.2: Omek 3.5.1°de tanimlanan Z,(t) cismi milkemmel degildir. Ciinkii
p(x) =xP —t € Z,(t) lizerinde indirgenemezdir fakat Z,(t) nin bir cebirsel
genislemesi i¢inde c¢okkathi bir kokii vardir. Dolayisiyla Teorem 3.5.4 geregince

Zy(t) # Z,(t)P dir (Asar ve Arikan, 2011).

3.6. Sonlu Cisimler

Teorem 3.6.1. F bir sonlu cisim ve kar(F) = p olsun. O zaman bir n > 1 igin F,p"
elemanl bir cisimdir (Fraleigh, 2006).

Sonu¢ 3.6.1. Bir sonlu cismin her sonlu genislemesi bir basit genislemedir (Fraleigh,
2006).

Teorem 3.6.2. F,p™ elemanli bir cisim ise 1;x?" — 1zx € A(F)[x] polinomunun A(F)
tizerindeki bir par¢alanma cismidir. Ayrica p™ elemanli herhangi iki cisim birbirine
izomorftur (Asar ve Arikan, 2011).

Sonug 3.6.2. Her sonlu cisim mitkemmeldir (Fraleigh, 2006).

Teorem 3.6.3. Her p asal sayis1 ve her n = 1 igin p" elemanli bir cisim vardir.
Cogunlukla, Z,, yi iceren p™ elemanl bir cisim GF (p") ile gosterilir ve bu cisme p™

elemanli bir Galois cismi denir (Rotman, 1998).
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Teorem 3.6.4. F bir sonlu cisim olsun. Her n > 1 i¢in F[x] i¢inde derecesi n olan bir

indirgenemez polinom vardir (Asar ve Arikan, 2011).

3.7. Galois Genislemeleri

Tanim 3.7.1. F bir cisim ve E, F nin bir sonlu cisim genislemesi olsun. Eger E, F nin bir
ayrilabilir normal genislemesi ise E ye F nin bir Galois genislemesi ve G (E /F) grubuna
da bu genislemenin Galois grubu denir (Hungerford, 1974).
Ornek 3.7.1. E = Q(v/2) olsun. E, Q iizerinde x? — 2 nin parcalanma cismidir. Ayrica
Teorem 3.4.2°den dolay1 E, Q nun bir ayrilabilir genislemesi oldugundan Q {tizerinde
Galois dir [E: Q] = 2 oldugu aciktir. Ayrica Ornek 3.3.4’ten dolay1
GE/Q) =s_y3) ={L¥s_y) oldugundan [E:Q] =|G(E/Q)| dur (Asar ve
Arikan, 2011).
Teorem 3.7.1. F bir cisim ve E, F nin bir sonlu cisim genislemesi olsun. E nin F
tizerinde Galois olmasti i¢in gerek ve yeter sart |G(E/F)| = [E: F] olmasidir (Dummit
ve Foot, 2004).
Lemma 3.7.1. F bir cisim E, F nin bir Galois genislemesi ve F < B < E olsun. O
zaman E, B nin bir Galois genislemesidir (Fraleigh, 2006).
Lemma 3.7.2. F bir cisim E, F nin bir Galois geniglemesi ve F < B < E olsun. O
zaman E;g/5) = B (Fraleigh, 2006).
Lemma 3.7.3. F bir cisim E, F nin bir Galois genislemesi, G = G(E/F) ve H, G nin bir
altgrubu olsun. O zaman G(E/Ey) = H dir (Fraleigh, 2006).
Teorem 3.7.2. (Galois Teorisinin Temel Teoremi ) F bir cisim E, F nin bir Galois
geniglemesi ve G = G(E/F) olsun. Ayrica E nin F yi igeren biitiin altcisimlerinin
kiimesi Ara(E/F) ve G nin biitiin altgruplarinin kiimesi Alt(G) olsun. O zaman her
B € Ara(E/F) i¢in 8: B = G(E/B) eslemesi Ara(E/F) den Alt(G) lizerine bir bire
bir eslemedir. Ayrica asagidakiler saglanir (Dummit ve Foot, 2004).

(i) Her B € Ara(E/F) igin B = Eg g /g dir.

(i) Her H € Alt(G) i¢in H = G(E/Ey) dir.

(i) [E:B] =|G(E/B)|ve[B:F] =|G(E/F):G(E/B)| dir.

(iv) B nin F nin bir Galois genislemesi olmasi i¢in gerek ve yeter sart

G(E/B) < G(E/F) olmasidir. Bu durumda G(B/F) = G(E/F)/G(E/B) dir.
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Ornek 3.7.2. E = Q(3 2, l\/g) ve G = G(E/Q) olsun. G nin biitiin altgruplarin1 ve E
nin biitiin altcisimlerini belirleyelim.
Omek 3.4.2°de goriildiigii gibi E,x3—2 nin Q iizerindeki pargalanma cismi
oldugundan E, F tizerinde Galois dir. Ayrica, w = %(—1 + iv/3) olmak iizere
o2 - Ww,i\/g—u'\/gver= V2 -2 ,i\/§—>—i\/§

olarak tanimlanirsa, G = {y,0,02%,1,0r,0%r} olur. o2, 0r,0%r otomorfizmalarinin
V2, iv/3 iizerindeki etkileri asagida verilmistir.

o2 V2 -3V2w?,  iW3-iV3

or: V2 - 2w? iV3 - —iV3

o’r: V2 - V2w, iV3 - —iV3
Ormnek 3.7.2°de goriildiigii gibi, 03 = 02 = 1ve or = o?r esitlikleri saglanir ve G = S
olur. Buradan sabit cisimlerini belirleyelim. E; = Q ve E, = E oldugu agiktir. Lemma
3.7.1 ve Lemma 3.7.2°den dolay1 E, E, lizerinde Galois dir ve [E: E;] = |(o)| = 3 tiir.

Simdi o (iv3) = i3 oldugundan Q(3/2) < E, dir. Ayrica
6 = [E:Q] = [E: Q(iV3)][Q(iV3): Q] = [E: Q(iV3] x 2
oldugundan [E:Q(iv3)] =3 olur. Dolayisiyla E, = Q(iv3) tiir. Benzer bigimde
E, = Q(iv/3) tiir. Simdi or yu belirleyelim. [E: E,;,.] = |[{o7)| = 2 olmalidr.
or(V2w?) = ¢ (r(sx'/fwzn =0 (r(i/f)r(wﬂ) = o(V2w) = a(32)w = V2w?
oldugundan Q(32w?) < E, dur. Ayrica Ind(V2w?, Q) =x3—2 oldugundan
[@(3/2w?): Q] = 3 ve buradan, yukarida oldugu gibi, Eg = Q(¥2w?) bulunur.

Benzer bigimde E 2, = Q(3/2w) dir. G nin altgruplar ile E nin altcisimleri arasindaki
Galois eslemesi asagida gosterilmistir (Asar ve Arikan, 2011).

Q(¥2iV3) (Y, Q(iV3) (o)

Q(V2) & (r), Q(w?¥2) & (or)

Q(WW) o (a?r), G Q
Lemma 3.7.4. s,t € C olmak iizere f(x) =x2+sx+t olsun. f(x),C iizerinde
pargalanir (Asar ve Arikan, 2011).

Lemma 3.7.5. f(x) € R[x] ve der( f(x)) = n bir tek tamsay1 olsun. O zaman f(x) in
bir reel kokii vardir (Asar ve Arikan, 2011).
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Teorem 3.7.3. (Cebirin Temel Teoremi) C[x] in sabit olmayan her polinomu C

tizerinde pargalanir (Asar ve Arikan, 2011).






4, KOKLERLE COZULEBILIRLIK

Bu boliimde 2, 3, 4. dereceden polinomlar i¢in ¢6ziim teknikleri aktarilacaktir.

4.1. 2. Dereceden Polinomlarin Sifirlarinin Bulunusu

ax?+bx +c=0,a,b,c € Qve a # 0 olsun. Gerekirse esitligin her iki yan1 a
ile bolinerek a = 1 alinabilir.
X>+bx+c=0

. b
denkleminde x =y — > konulursa

2 b2 b2

D 4 by =D tc=yt—by+o+b +c=y? +c=0
-3 G-D+e=y"—by++by——+c=y"—4+c=

2 VBT=C

elde edilir. Buradan y? =b:—c oldugundan kokler y;, =+ bulunur. Bu

degerler x in esitliginde yerine konulursa

—b +Vb?% —4c
2
bulunur. Eger b? — 4c > 0 ise kokler reel, b> — 4c < 0 ise kokler komplekstir (Asar

ve Arikan, 2011).

X122 =

4.2. 3. Dereceden Polinomlarin Sifirlarinin Bulunusu

a,b, c € Q olmak iizere
x}*+ax?+bx+c=0 4.1)

olsun. Bu denklemde x =y — % i¢in, sadelestirmelerden sonra,

2 2a3 b
(S ey (-2 - 2
a? 2a3  ab ..
bulunur. Burada p = -5t b,q = ~; — 5 T cigin
y2+py+q=0 (4.3)

elde edilir. Bu Es. 4.3 y = u + v i¢in,

y3 = (@w+v)® =ud+3u?v+3uv? + v =ud+v3+ 3uvy (4.4)
elde edilir. Bu deger Es. 4.3 yerine konulursa
wW+v3+GBu+p)y+q=0
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elde edilir. Simdi 3uv + p = 0 ve bdylece uv = —g olsun. O zaman
3
ud +v3 =—queudvd = —2—7 (4.5)
esitlikleri elde edilir. Dolayisiyla u3 ve v3
2 _r_
X“tqx—-= 0 (4.6)

ikinci derece denkleminin kokleridir. Buradan

3 - 1f_ /zf 3—1__’2£
u—z( q+ q+27>,v—2<q q+27> 4.7)

3
bulunur. u3v3 = _12)_7 denkleminin kokleri (uw,v) swrali ikilileri olmak iizere

(u, v), (w, wo), (u, w?v), (wu, v), (Wu, wv), (wu, w?v), (w?u, v), (w2, wv) (w?u, w?v)
—14iV3
2

olur. Burada w = Bunlardan bilesenleri ¢arpimi —g e esit olanlar

(u, v), (wu, w?v), (W?u, wv) dir. Dolayisiyla y3 + py + g = 0 denkleminin kokleri
olarak u + v,wu + w?v, w?u + wv bulunur. Buradan Es. 4.1’in kokleri olarak
x1=u+v—§,x2=Wu+W2v—§,x3=W2u+wv—§ (4.8)

bulunur. Bu formiillere Cardano formiilleri denir (Tignol, 2001).

4.3. 4. Dereceden Polinomlarin Sifirlarimin Bulunmasi

a,b,c,d € Q olmak iizere
ax*+bx3+cx? +dx+e=0 (4.9)
seklindedir. Bu denklemin koklerinin elde edilmesi {igiincii dereceden bir denkleme

indirgemeyle elde edilir. Gergekten Es. 4.9°da a # 0 oldugu g6z oniine tutularak,

X423 =Sz 4, ¢ (4.10)
a a a a

seklinde yazildiktan sonra esitligin iki tarafina b%x?/4a? ilave edilerek; birinci taraf bir

tam kare olur, yani

(2 + 507 = a2 — 2L (4.11)

4a? a a

elde edilir. Simdi Es. 4.11°de esitliginin iki tarafina (x* + bx/2a)y + y?/4 ifadesini
ilave edelim. Birinci taraf yine bir tam kare olup (x? + bx/2a + 2)? seklindedir;
boylece Es. 4.17i

b?-4ac

b d 1
O+ (2y—S)x+GyE -9 (4.12)

b 1
(P +gx+oy)i =0+
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seklini alir. Es. 4.11°de birinci taraf gibi ikinci tarafinin da bir tam kare olmasi igin

b d\? b%-4ac, , 1 e
Gay—2) —40+=EOGy -9 =0 (*4.13)
elde edilmesi veya y nin kuvvetlerine gore siralandiktan sonra
— _h2p_ 2
y3 _ syz _ bda;laCy n 4ace I;Se ad? _ 0 (4.14)

olmalidir. Es. 4.13’de Es. 4.14’nin koklerinden biri alindig: taktirde bu esitligin ikinci
tarafi Ax + B gibi birinci dereceden bir ifadenin karesi olacaktir. Boylece, Es. 4.12i

yerine buna esdeger olan

2,0 41 2, b 1,
x +2ax+2y—Ax+B,x tooXx Iy = (Ax + B) (4.15)
denklemleri elde edilir. Bu Es. 4.15’nin kokleri;
b d 1
(2 +mx+39)P = 0+ s + (5 - D) x + G2 =9 (4.16)
denkleminin ve dolayisiyla
wW+vi+@Gu+p)y+q=0 (4.17)

denkleminin dort kdkiinden ibarettir (Siiray, 1970).
Ornek 4.2.1: f(x) = x® — 3x — 1 polinomunun kéklerini Cardano formiillerini

uygulayarak bulalim. p = —3 ve g = —1 dir. Bu degerler;

3 _1(_ /2 4p3 3_1__’ i
u _2< a+ 4 +27>’v _2< q q +27>

esitliklerinde yerine konulursa

e (1 N /1+4< 3)3) _ (1+Z-—3) _ (1+2w§) ve vd = (1-;@

(—1+iV/3)
2

bulunur. Dolayisiyla f(x) in kokleri w = olmak iizere,

= i/%(1+i\/§)+3\/%(1—ix/§)

Xy = 3/%(1 +iV3)w + 3/%(1 —ivV3)w?
3’1 ) ) 3’1 )
X3 = 5(1 + l\/§)W + 5(1 — l\/§)W

(1+l\/—)

olarak bulunur. Burada ———= = cosz 2y sm— sayisinin bir kiip kokii,
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t= cos% + i sin% oldugundan Yu = t ve /v = t . Buradan

_ s
Vu+v=t+t =2cos§,

2n . | 2w T T m . I¢w
(cos?+151n?)(cos§+151n§)=cos?+Lsm?
oldugundan
Vuw + Yow? = (cos7—n+isin7—n)+(cos7—n—isin7—n) = 2cos7—n
9 9 9 9 9
ve
2 27m T 0T T o T
(cos? — isin ?) (cos§ + isin 5) = cos(— ?) + isin(— ?)
oldugundan

5m 5 5 51 51
Yuw? + Yfvw = (cos— — isin—) + (cos— + i sin—) = 2 cos —
9 9 9 9 9

bulunur. Dolayisiyla

T
X, = 2cos§,
7
X, = ZCOS?,

ve
5w
X3 = ZCOS?

olup biitiin kokler reeldir (Asar ve Arikan, 2011).

Ornek 4.3.2. f(x) = x* — 3x — 2 = 0 denkleminin kéklerinin bulunuz.
a=1,b=0,c=0,d =-3,e =—2 oldugundan denklemi y* + 8y —9 = 0
seklindedir. Bu denklemin koklerinden birinin y = 1 oldugu goriilmektedir. Bu deger

2+b +1 , +b2—4ac 2+<b d> +1 , e
R PR R Nl Gl v AR U7 ) R S )

(x2+1)2=x2+3x+1+2=(x+E)2
2 4 2
veya
X2 —x—1=0,x>+x+2=0

denklemleri elde edilir; bunlar sira ile

_—1+iV7 _ —1-iV7 _ 1+V5 1—5
1=, KT BT T
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koklerine sahiptirler. Verilen denklem x in ikisi kompleks ve ikisi reel olan bu dort
degeri kok olarak kabul eder.
Tamm 4.1. F bir cisim ve E, F nin bir sonlu cisim genislemesi olsun. Eger F den E ye
bir cisim kulesi

F=F<F<--<F=E
varsa Oyle ki; 1 < i < tigin F; = F;_;(u;) ve u;"€ F;_; olacak bi¢imde bir
u; € Even; =1 olsun, o zaman E ye F nin bir kok genislemesi ve bu cisim kulesine
de bir kok kulesi denir.

Yukaridaki tanimda her 1 < i < t i¢in u;"™ = a; konulursa 0 zaman
u;, x™ — a; = 01n bir ¢ézliimii olur. Burada u; = ni/a konulursa
E = F("\ay, "¥ay, ..., "\/a,) olur (Fraleigh, 2006).
Tanmm 4.2: F bir cisim ve f(x), F[x] in sabit olmayan bir polinomu olsun. Ayrica

f(x)in F izerinde bir par¢alanma cismi K olsun. Eger F nin K y1 iceren bir kok

geniglemesi varsa f(x) = O denklemi F {izerinde koklerle ¢oziilebilir denir.
E =F("Vai, "¥az, ..., ni/a_t) olacak bigimde ay, ..., a; € E vardir. Boylece
f(x) = 0p denkleminin E igindeki ¢oziimleri "¥/ay, "3/ay, .., ni/a_t koklerinin
monomlarmnin F-lineer kombinasyonlar1 olur (Fraleigh, 2006).
Ornek 4.3. f(x) = x? + bx + c € Q[x] olsun. f(x) in kokleri
—b + Vb2 —4c

2
dir. Simdi Q < Q(vb% — 4c) ve (Vb2 — 4c)? = b? — 4c € Q oldugundan

X1,2 =

Q(\/ﬂ), Q nun bir kdk genislemesidir ve x;, x, € Q(Vb2 — 4c) oldugundan

f(x) = 0 denklemi Q tizerinde koklerle ¢oziilebilir (Asar ve Arikan, 2011).

Lemma 4.1. F < B < L bir cisim kulesi, kar(F) =0, L, F nin bir sonlu cisim
genislemesi ve B, F nin bir normal genislemesi olsun. Ayrica bir v € L ve k > 1 igin
L = B(v) ve v* € B olsun. O zaman L nin dyle bir cisim genislemesi N vardir ki N, B
nin bir kok geniglemesi ve F nin bir normal genislemesidir (Fraleigh, 2006).

Lemma 4.2. F,kar(F) = 0 olan bir cisim ve f(x), F[x] sabit olmayan bir polinom
olsun. Eger f(x) = 0r denklemi F iizerinde koklerle ¢oziilebilirse o zaman F nin Gyle

bir normal kok genislemesi N vardir ki N, f(x) in F {lizerindeki bir pargalanma cismini

icerir (Fraleigh, 2006).
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Lemma 4.3. F,kar(F) = 0 olan bir cisim olsun ve birimin bir ilkel n yinci kokiinii
igersin. Ayrica a € F olmak iizere x™ — a polinomunun F nin bir cisim genislemesi
igindeki bir kokii u olsun. Asagadakiler saglanir (Fraleigh, 2006).

Q) F(w), F nin bir Galois genislemesidir.

(i) G (F(u)/F) Galois grubu devirlidir.
Teorem 4.1. F,kar(F) = 0 olan bir cisim ve E, F nin bir normal kok genislemesi
olsun. O zaman G(E/F) Galois grubu ¢oziilebilirdir (Asar ve Arikan, 2011).
Teorem 4.2. F,kar(F) = 0 olan bir cisim, f(x), F[x] sabit olmayan bir polinom ve
f(x) in F fiizerindeki bir par¢alanma cismi K olsun. Eger f(x) = 0z denklemi F
tizerinde koklerle ¢oziilebilirse o zaman G (E/F) Galois grubu ¢oziilebilirdir (Fraleigh,
2006).
Teorem 4.3. F,kar(F) = 0 olan bir cisim ve E, F nin bir Galois genislemesi olsun.
Eger G(E/F) Galois grubu ¢oziilebilir ise o zaman F nin E yi igeren bir kok
genislemesi vardir (Fraleigh, 2006).
Teorem 4.4. Besinci dereceden koklerle ¢oziilemeyen bir f(x) € Q[x] polinomu vardir.
Ispat:

f(x) = 2x> — 5x* + 5 olsun.
@) f(x) =2x>—5x*+5, Q iizerinde indirgenemezdir. Gergekten p =5 icin
Eisenstain indirgenemezlik kriterine gore f(x) indirgenemezdir.

(b) f(x) in ig reel kokii ve iki reel olmayan kokii vardir. f(x) in tiirevi alinirsa

f(x)=10x*—20x3=0=>10x3(x —2)=0=>x=0vex =2
bulunur. Kolayca goriilebilecegi gibi, f fonksiyonu, (—oo,0] araliginda artan, [0, 2]
araliginda azalan, ve [2,0), araliginda artandir. f(—1) = —-2<0ve f(0)=5>0
oldugundan bir a; € (—2,0) i¢in f(a;) =0dir. f(0) =5>0vef(2) =—-11<0
oldugundan bir a, € (0, 2) i¢in f(a,) = 0 dir. Son olarak
f(2)=—-11<0ve f(3) =86 >0 odugundan bir az € (2,3)i¢in f(az) =0 dir.
Boylece f(x) in biitiin reel kokleri a,, a, Ve as tiir.
f(x) in reel olmayan kompleks kokleri b; ve b, olsun. O zaman f(x) in pargalanma
cismi K = Q(aq,a,,as,by,by) olur.G = G(K/Q) olsun. Eger G nin ¢oziilebilir

olmadigin1 gosterebilirsek Teorem 4.2 den dolayi , f(x) koklerle ¢oziilemez.
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K, Q iizerinde Galois oldugundan , [K:Q] = |G| dir. Ayrica [Q(a;):Q] =5
oldugundan 5||G|dir. o €G olsun. o, {a;,a, as, by, b, } kiimesi iizerinde bir
permiitasyon tanimlar ve bu permiitasyona karsilik {1,2,3,4,5} lizerinde & permiitasyonu
tanimlanir. Ayrica o = & eslemesi G den S5 i¢ine bir monomorfizmadir. G nin Sg
icindeki goriintiisii G olsun. 5||G| oldugundan G nin mertebesi 5 olan bir elemant
vardir. r = {1,2,3,4,5} olsun. Ss icinde mertebesi 5 olan her eleman 5 — devri
oldugundan r ile esleniktir. Dolayisiyla bir s € Ssicinsrs™! € G dir. Bdylece
{t1, ty, t3, t4, ts} = {1,2,3,4,5} olmak iizere srs~! = {t;,t,, ts, ty, ts} tir. Ote yandan,
by, b, & Q(ay,a,, as ) oldugundan 6yle bir r € G vardir ki,
r(by) = by, r(by) = by ver,Q(aq,a,, as ) i sabit birakir. Simdi
b, = a4 ve b, = ag olarak tanimlanirsa ¥ = (4,5) olur. Ayrica
(srs )% ={4,5,¢;, ¢y, c3} olacak bigcimde {cj,c,, c3} ={1,2,3}ve k > 1 tamsayisi
vardir.

(4,5, ¢1, ¢2,¢3)(4,5)(4,5,¢1,¢2,¢3) ™" = (5,¢1)
ve
(4,5,¢1,¢2,¢3)(5,¢1)(4,5,¢1,¢5,¢3) 7" = (€1, ¢2)
oldugundan (5,c¢;),(cy,c;) € G dir. Ayrica (4,5) € G oldugundan,{(4,5), (c1,c3)), G
nin mertabesi 4 olan bir altgrubudur. Dolayisiyla 4| |G| dir. Ayrica
(4,5), (c1,¢3) = (4,5,¢;) € G oldugundan, 3||5| dir. Dolayisiyla 3%x 4 X 5 = 60 sayisi

|G| sayisin1 boler. Ote yandan Ss i¢inde mertebesi 60 olan tek altgrubu As oldugundan,

As < G olmalidir. Ustelik (4,5) € G_/ 4°ldugundan G = S5 olmalidir. Buradan

G = S5 bulunur. Fakat Sonug 3.4’ten dolay1 Sy ¢oziilebilir olmadigindan, G ¢oziilebilir
degildir. Dolayisiyla Teorem 4.2 geregince, f(x) = 2x>—5x*+5 polinomu Q

tizerinde koklerle ¢oziilemez (Asar ve Arikan, 2011).
4.4. Simetrik Fonksiyonlar ve N. Dereceden Genel Polinomlarin Galois Grubu

F bir cisim ve E, F nin bir cisim genislemesi olsun. F {izerinde n tane belirsizin

polinom halkas1 F[xy, x5, ..., X,] Ve uy, ..., u, € E olsun.
Doy, FlX1, %2, 0, x5 2 E,

Doty (F(xl, X3, ...,xn)) = F(uy, ..., Up) Ve Dy, 4, |F = Tp biciminde tanimli
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Dy,,...u, Tonksiyonunu goz oniine alalim. Bir belirsizin polinom halkasinda oldugu gibi
D,....u,, bir halka homomorfizmasidir ve buna da bir deger homomorfizmasi denir.
Simdi F[xq, X5, ..., X, ] in kesirler cismi F (xy, x5, ..., X,) Yi 0 € S,, olmak lizere

?

Flxq, X5, o, Xn] =& F(xq, X3, ..., X,) deger homomorfizmasini g6z 6niine

alalm. g = @ ve F(xq, x5, ..., x,) € Ker(a) olsun. O zaman

Xg(1),..Xa(n)

f(x(,(l), ...,xa(n)) = 0 dir. F(xq, X5, ..., Xp), i1, ..., i, dogal sayilar olmak lizere
i, X" ..xin

tipindeki monomlarin bir sonlu toplam1 oldugundan

f(Xa1)r s Xom)), 0@y, i, X" o xin)= ail__.izxél(l) x;”(n) tipindeki monomlarin bir

sonlu toplamidir. Ustelik {xy(1), -, Xo(y } = {%1, -, X} oldugundan jy, ..., j, dogal
sayilar olmak iizere

ail___izxffl(l) ...x;"(n) = q;, g, Xt .0
dir. f(xa(l), ...,xa(n)) = 0r demek f(xo(l), ...,xa(n)) n her teriminin = Oy olmast
demek her a;,_; = Op ve buradan f(xy, ..., x,) = Op bulunur. Boylece
a,Fxy, ..., x,] den F[xq, ..., x,] ye F yi sabit birakan bir monomorfizmadir. Dolayisiyla

Sonug 4.1 geregince &, f(xy, ..., X,) nin bir otomorfizmasina genisler. Bu

flx1,uxn)

otomorfizma da & ile gosterilsin. O zaman her
9(x1,...%n)

€ F(xq, ..., xy) igin

f(x1; "'ﬂxn) — f(xo'(l)' ""xo'(n))
g(xL ---;xn) g(xa'(l); ---rx()'(n))

a(
dir. Simdi S,, = {&: 0 € S,} olsun. Kolayca goriilebiliecegi gibi, & — o eslemesi S,, den

S, ye bir halka izomorfizmasidir (Asar ve Arikan, 2011).

Tamm 4.4.1. L2 ¢ F(x4, ..., xp) olsun. Her ¢ € §,, igin

g(xq,.0Xn)
5(f(x1' "':xn) L f(xo'(l)l "-:xo'(n)) _ f(xl, ...,xn)
g(xll "'Ixn) g(xo-(l),...,xo-(n)) g(xl,...,xn)
ise % ye F lizerinde x4, ..., x,, nin bir simetrik fonksiyonu denir.
1ritn

Boylece biitiin simetrik fonksiyonlar S,, in f(xq, ..., x,) icindeki sabit cismini
olusturur. Bu cisim K olsun.
Simdi f (x4, ..., X,) lizerinde bir t belirsizinin polinom halkast f (x4, ..., x,)[t] yi

g0z Oniine alalim ve
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f©) = ﬁ(t —x)

olsun. @ € S, ve & nin f(xy, ..., x,)[t] ye

f(xa(l)» ""xa(n)) _ flxq, v Xn)
g(xd(l); --'rxo'(n)) g(xll ---;xn)

ise % ye F lizerinde x4, ..., x,, nin bir simetrik fonksiyonu denir.
1A n

Boylece biitiin simetrik fonksiyonlar S,, in f (x4, ..., x,,) genislemesi ; olsun. O zaman

af@) =a( |- =] [¢-xw) =] [e-x=r®
i=1 i=1 i=1

oldugundan &, f(t) nin katsayilarmi sabit birakir. Buradan f(t) € K[t] bulunur. Ote

yandan f(t) nin sag yani agilir ve t nin kuvvetlerine gore diizenlenirse

n

Sy = in veheri = 2icins; = Z Xiy o X

i=1 1<iy<..<ij
olmak iizere f(t) =t"—s;t" 1+ -+ (—1)"s, elde edilir. Her G €S, ve her
1 <i<nigina(s;) = s; oldugundan s; € K dir (Stewart, 1945).
Tammm 4.4.2. Her 1 <i<nigin s; ye xy,..,x, Nnin i yinci elemanter simetrik
fonksiyonu denir (Stewart, 1945).
Kolayca goriildiigii gibi

S =X1+ Xy + 0+ X, VO S, = XXy .. Xy
olur.
n = 2 igin elemanter simetrik fonksiyonlar

S1 = X1 + Xy, Sy = X1X;
ve n = 3 i¢in elemanter simetrik fonksiyonlar
S = X1+ Xy + X3, S = XXy + X1X3 + XpX3, S3 = X1X2X3

olur.

Simdi E = f(s1,..,8,) olsun. O zaman E <K dir. Ayrica f(t) € E[t]
oldugundan f(xy, ..., xy), f(t) nin E {izerindeki bir pargalanma cismidir ve f(t) nin
biitiin kokleri birbirinden farkli oldugundan E nin bir ayrilabilir genislemesidir. Boylece
f(xq1, ..., x),E tlizerinde Galois’dir. G = G(F(xq,...,x,)/E) olsun. O zaman
[(F(xq,...,xp):E] = |G| dir. Ayrica E < K < F(x4, ..., x,,) oldugundan F(xy, ..., Xy),
K nin bir Galois genislemesidir. Simdi S,, < G(F (x4, ..., x,,)/K) ve Teorem 3.4.1 den



32

dolay1 [F(xy, ..., %,): K] < n! oldugundan [F(xy, ...,x,): K] = |S,,| = n! dir. Buradan
ozel olarak |G| = n! bulunur. Fakat F(xy, ..., xy), F tizerinde f(t) nin bir pargalanma
cismi oldugundan Teorem 3.4.2’den dolay1 |G| < n! ve boylece |G| =n! bulunur.
Buradan G =S, olur. Ozel olarak G = S,, dir. Ote yandan [F(xy,...,%,): K] = |S,|
oldugundan K = E dir. Boylece asagidaki sonug elde edilir.
Teorem 4.4.1. (Simetrik Fonksiyon Teoremi) F bir cisim ve x4, ..., x,,, F tane belirsiz
olsun. Ayrica x,...,%, Uzerinde tanimli elemanter simetrik fonksiyonlar s, ...,s,
olsun. O zaman F(sy,...,S,) bitlin simetrik fonksiyonlar kiimesidir. Ayrica
F(xy, ..., xp), F(sq, ..., Sp) nin bir Galois genislemesidir ve

G(F(xy, o, X)) /F(S1, ey Sp)) = Sy
dir (Asar ve Arikan, 2011).

4.5. N. Dereceden Genel Polinom

F bir cisim, F iizerinde n tane x4, ..., x,, belirsizinin rasyonel fonksiyonlar cismi

F(xq, ..., x,) Ve F(xy, ..., x,,) lizerinde bir belirsiz t olsun. O zaman
gn(t) = th —xt" L 4 o+ (= 1),

polinomuna F fiizerinde n yinci dereceden bir genel polinom denir. g,(t) ye genel
polinom denilmesinin nedeni $6yle agiklanabilir.F[t] i¢inde n yinci dereceden her
monik polinom , x, ..., x,, yerine F nin uygun elemanlar1 segilerek g, (t) den elde edilir.
Gergekten f(t) = t" —a;t" 1 + -+ (—1)"a, € F[t] olsun. O zaman her x; yerine
a; konularak tammlanan @, . :F(xq, ..., x,)[t] > F[t] deger homomorfizmasi
altinda g, (t) nin goriintiisii f(¢t) dir. Dolayisiyla eger g,,(t) = 0 polinom denkleminin
¢ozlimleri igin Xy, ..., x;,, cinsinden formiil varsa o zaman bu formiilde x, ..., x,, Yerine
ai, ...,a, konularak f(t) = 0 polinom denkleminin ¢dziimleri elde edilir. Ornegin

n = 2 igin Q(xy, ..., x,,)[t] igindeki genel polinom g,y = t* — x4 (t) + x, Ve gy = 0
X1+ [x%—4x,
2
_ 24Va+¥4

t;2 = —— = 1+ 2 bulunur (Fraleigh, 2006).

n ¢oziimleri t; , = dir. Buradan t? — 2t — 1 = 0 1 ¢dziimleri

Teorem 4.5.1. F bir cisim, F {izerinde taniml1 bir genel polinom

gn(®) = t" —x t" 1+ o+ (1),
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ve  gp(®)nin F(xq,..,x,) tuzerindeki pargalanma cismi K olsun. O zaman
K, F(x4, ..., xp,) lizerinde Galois’dir ve G (K /F (x4, ..., x,)) = s, dir (Fraleigh, 2006).
Sonug 4.5.1. F karakteristigi sifir olan bir cisim olsun. n = 5 i¢in n yinci dereceden bir
genel polinom g,(t) = t" —x;t" 1 + -+ (—1)"x, , F(xy, ..., x,,) lizerinde koklerle
¢Oziilemez.
ispat :
gn(®) nin F(xy, ..., x,) lizerindeki pargalanma cismi K ve

G(K/F(xq, .., Xn))
olsun. Teorem 4.4.2’den dolayr G = S, dir. Sonu¢ 3.4’ten dolayr n > 5 igin s,
¢oziilebilir olmadigindan Teorem 4.2’den dolay1 g, (t), F(xy, ..., x,) lzerinde koklerle

coziilemez (Fraleigh, 2006).






5. PALINDROMIiK POLINOM

4. kesimde 5. dereceden polinomlarin sifirlarinin ¢6ziimii i¢in bir genel formiil
verilemeyecegi gosterilmisti. Bir genel formiil verilemeyecegi ifadesi 6zel durumlar igin
formiiller verilebilecegine isaret eder. Bu tiir polinomlardan biri palindromik
polinomlardir ve yapisi geregi genel bir formiil verilebilir.

Bu kesim palindromik polinomlarin sifirlarinin hesabi ig¢in genel ¢oziimleri
kapsar.

Tamim 5.1. P(x) € Q[x] polinomu
P(x) =aux™+ap_1x"+ -+ a1x+qg
olarak verilsin. Eger i = 0,1, ..., n i¢in
An-i = a;

ise P(x) polinomuna Q iistiinde palindromik polinom denir (Sun ve ark., 2015).

5.1. Palindromik Polinomlarin Koékleri

P(x) =x"+ax" 1+ ax" 2+ +ax" '+ +ax+1
palindromik polinomu verilsin. P(x) in n-tane kokiinin a4, ay,...,a, oldugunu
varsayalim. Bu durumda

P(x) = (x —a))(x —az) . (x — ay)
yazilabilir.
Her monik palindromik polinom i¢in sabit terim 1 oldugundan,
1= (-a)(=az)..(—an)
= 1.0 ... 0y (=17

=a.0y .0, = (1"

yazilabilir.
n = 2 i¢in, sifirlar @, ve a, dir ve ayrica, a, = ail ve a; = aiz
P(x) = x% + bx + 1 i¢in,

_—b+Vb2 -4

aq >
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oldugu bilinmektedir. @, = — i irdelersek
1

1 1 2 —b—Vb?2 -4
J— :az

a1 —b+Vb2—4 —b+\b2—4 2
— 2

elde edilir.
n =3 icin P(x) =x3+ ax?+ax+ 1 palindromik polinomlarm genel formudur.
Sifirlar
Qq, Ay, A3 iSE,
a. ay. a3 = (—1)3=-1
olur. -1, 3. dereceden palindromik polinomlar igin sifirdir. S6yle ki;
P-1D)=(-1D3+a(-1D*+a(-1)+1=0

1
a, = —1alirsak, a,. a3 = 1 veya az = — olur. Buna ek olarak
2

PxX)=x3+ax’+ax+1=(x+1(x—a,)(x—a3)
=x3+(1—a, —az)x?+ (az.a3 — a3 — ay)x + ay.as
=x3+ (1 —a,—az)x?+ (1 —az —ay)x+1

(burada a; = —1 ve a,.a3=1 oldugu kullanildi). Bu nedenle « = 1 — a, — a3 olur)
(Lindstorm, 2015).
Teorem 5.1.1. P(x) tek say1 mertebeden bir palindromik polinom ise sifirlarindan biri
—1 olur.
ispat:

P(x)=x"+ax" 1+ ax" 2+ +ax*+a;x+1
tek say1 mertebeden bir polinomve n = 2m + 1 olsun. P, x = —1 i¢in

P =CD"+a, (D" +a,(-D)" %+ -+ a,(-1)* +a; (1) + 1
=—-14+a;,—a;+--+a,—a;+1
=a—a,++a,—a
=0

(Lindstorm, 2015).
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Teorem 5.1.2. P(x) € Q[x], n-dereceden polinomun palindromik polinom olmasi i¢in

gerek ve yeter sart
1
P(x) = x"P(-)
X
olmasidir.

Ispat: P(x) bir palindromik polinom olsun.

=Px) =x"+ax" P+ ax"r+ -t axttagx+ 1
(D) vad) rerad) rad ey
x x x x x
=1+ax* +ax?+ - +ax" 1+ x"
= P(x)

Tersine;
1
P() = x"P()

olsun. Bu durumda;
n-1 2

x™. P <l> = x"((l)n + ay (1) +--+a, (1> + a4 <l>
x x X x x
= Ay 4 Ay X + Ap_yx? + -+ ax™ 1+ agx™
= P(x)
a,_; = a; karsilagtirmasiyla P(x) palindromik polinomdur (Lindstorm, 2015).
Palindromik polinomlar fonksiyonlarin ¢arpma islemine gore kapalidir.
Teorem 5.1.3. Iki palindromik polinomun ¢arpimi Ve boliimii palindromik polinomdur.

Ispat: P(x) ve Q(x) iki palindromik polinom olsun. Bu durumda

P(x) = x™P (%) ve Q(x) = me(i) esitlikleri saglanir.

R(x) = P(x).Q(x) R (%) =P (%) 0 G)
R(x) = P(x)Q(x)

-er oo}
GLE
()

Benzer olarak H(x) = ise,

P
Q)
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H(x) =x""™H (1>

x
olur (Lindstorm, 2015).

Teorem 5.1.4. P(x) bir palindromik polinom, @, P(x) in bir kokii olsun. Bu durumdai

bir koktir.

Ispat: @ = 1 igin ispat asikardir. @ # 1 olsun. a bir sifir ise P(a) = 0 dir. Ayrica,
P(x) = x"P (ﬁ) oldugu bilinmektedir. Buna gore,
1 1
P(a)=0 = a™P(>)=0vea" #0dan P(>) =0

elde edilir (Lindstorm, 2015).

Lemma 5.1.1. Eger a=1, bir palindromik polinomun bir sifir1 ise o zaman katli koktiir.

Ispat: Teorem 5.1.4 ten a; # +1, P nin bir sifir ise l nin de bir sifir oldugunu ve ayni

aj
katli kok sayisina sahip oldugu bilinmektedir, n;. Sifirn (-1) kath kokiinin n_; ve
sifirm kath kokiinii r olarak belirtirsek, P
1 1
P(x)=(x—1)"(x+ D" (x% - (a1 + —)x + 1™ . (x?% - (am + —) x + 1)"m
a; am
olarak yeniden yazilir.
1 in kath kokiinin tek sayr oldugunu varsayarsak, r = 2k + 1 diyelim ve
(x —1)? = x? — 2x + 1 in palindromik polinom
1 1
P(x) = (x — D 1 (x + D" 1 (x?% - (al + —)x + 1™ L (2 — (am + —> + 1)"m
a, am
1 1
=(x—-1D%—2x+ D+ D) T(x?% - (al + a—)x + D)™ L (k% — (am + —)
1 m
+ 1)"m

burada (x? —2x + D%, (x + D" ve (x2 - (ai + al)x + 1™ i=1,2,..,m igin
palindromik polinomdur. Bu onlarin katli kokiinlin palindromik polinom oldugu
anlamma gelir. Bu nedenle, katli kokiin sabit terimi 1 dir. Ancak P nin son katli kokii
(x — 1) ile carpildiginda sabit terimin -1 oldugunu goriiriiz. Dolayisiyla P(x)
palindromik polinom olamaz ki bu sifir 1 in tek say1 olduguna iligkin varsayimimiza ters

diiser (Lindstorm, 2015).
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Teorem 5.1.5. P(x) palindromik polinom ise asagidaki iki kosulu saglar:
1) 1 katli kok ise koktiir.

2) a bir sifir ise % da ayn1 zamanda katli kokii olan bir sifir olur.

Ayrica (-1) bir palindromik polinomun bir sifir1 ise, polinomun derecesi tek sayidir

(Lindstorm, 2015).

5.2. Palindromik Polinomlarin Koklerini Bulmak

Bir P(x) palindromik polinomun sifirlari (ai,%) formunda c¢iftlerden olusur.

P(x) € Q[x], n-dereceden monik polinom olsun. a,, a5, ..., @, P(x) in sifirlar1 olsunlar.
Eger tiim sifirlarin farkli oldugunu varsayilirsa ve bunlarin hicbiri Q da degilse, P nin
parcalanig cismi Q (a4, ay, ..., ay,) olur ve P Galois grubu

G (Q(ay, az, ..., a)/Q)
olur.

Niels Henrik Abel, mertebesi bes ve besten daha yiiksek olan polinomlar igin
sifirlarin hesaplanmasi i¢in bir formiil bulunamayacagini kanitladi. Aslinda Galois 2., 3.
ve 4. mertebeden polinomlarda Galois teorisini kullanarak ¢oziilebilirligini gostermistir.

G (Qay, az ., a,)/Q) = Sy

Sny n <4 i¢in ¢oziilebilir, n =5 i¢in ¢oziilemezdir. Bu demek oluyor ki
mertebesi 2, 3 ve 4 olan polinomlarin sifirlar1 hesaplanabilir.

Her kok baska bir kokiin tersidir, fakat bu sadece palindromik polinomlar igin
gecerlidir.

n nin bazi degerleri i¢in palindromik polinomlarin sifirlar1 agagidaki gibi bulunur.
n = 5 i¢in palindromik polinomlarin sifirlarinin hesabi:
P(x) =x>+ax*+ax3+ax?+a;x+1
P(-1)=0

dir. Bu durumda % 4. dereceden bir polinomdur. P(x) = (x + 1)P;(x) ve P;(x)

X

4. dereceden oldugundan sifirlar1 bulunabilir.

Sonug olarak P(x) in sifirlar1 hesaplanabilir.
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n = 6 i¢in palindromik polinomlarin sifirlarinin hesabi:
P(x) = x% 4+ a;x° + ax* + azx® + ax? + ayx + 1 (5.1)
6. dereceden bir palindromik polinomdur ve a4, a,, a; € Q olsun. Bu polinomun sifirlari

1 1 1 ,.. . .
ay, @z, Az —,— Ve — tir. P(x) polinomu sifirlar cinsinden yazilirsa,
1 2 3

1 1 1
PG = (x—a) (¥ - =) -a) (x—2) - a)x - 7-) (52)
elde edilir. Gerekli islem ve diizenlemeler yapilirsa;

P(x) = (x* - (a1 + ail)x + 1)(x? - (az + aiz)x + 1)(x?* - (a3 +ai3)x +1) (5.3)

Bi=a; +% (5.4)
degisimiyle
P(x) = (x? = Byix + 1)(x%? — Box + 1)(x? — B3x + 1) (5.5)
ve buradan;
P(x) = x® = (By + B2 + Ba)x° + (3 + P12 + B1Bs + BaBs)x* (5.6)

+(2(B1 + B2+ B3) + B1B2B3)x> + (3 + 1Py + B1Bs + B2B3)x* + (By + B2 + B3+ 1

ve

S1=P1+ B2+ B (5.7)
Sz = P1B2 + B1B3 + B2Ps3 (5.8)
S3 = P1B2P3 (5.9)
degisimiyle,
Si=—a; (5.10)
S, =a,—3 (5.11)
Sz =—a3— 25, =2a, —a; (5.12)
yazilabilir.
B1, B2 ve B3,
X3-S5 x*+5,x—S3=0 (5.13)
x3+a;x?+ (a, —3)x— (2a; —a3) =0 (5.14)
denklemin ¢éziimiidiir. S, 8, ve B3 hesaplandiktan sonra,

1
Bi=a; + ;i

esitliklerinden a; ler,

aiff; = a;* +1
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(liz - aiﬁi +1=0 (515)

denklemlerinden hesaplanir.

7

Ornek 5.2.1. P(x) = x® — =x° _ 1974 1067 3 197

x2—Lx+1

12 4 16 4 12
7 197 1067
VI e T
degerleri Es. 5.10, Es. 5.11, Es. 5.12’lerde yerine yazilirsa
7
S1 = 12
209
2=~
3257
5= "5

degerleri elde edilir. Bu degerler Es. 5.13’de yerine yazilirsa

7 , 209 3257

3 r— e _——
x> + 12x 4 X+ 48
denklemi elde edilir. Buradan kokler
r 5 B 17 B 37

31_2'32_4'33_ 6
bulunur. Bu kokler Es. 5.15°de yerine yazilirsa

a12—§a1+1=0 :>a1:_2

azz_%az‘i'l:o =>a2=_4

a32+3j:a3 +1=0 =a; =6
Buradan
PO = (x+2)(x+ Dx—6) (x+3) (x + Dx =)
olur.
n =7 i¢in palindromik polinomlarin sifirlarinin hesabi:
-1 bir sifir oldugundan bu durumda &‘1) 6. dereceden bir polinomdur.

X+

P(x) = (x + 1)P;(x)ve P;(x) 6. dereceden oldugundan sifirlar1 bulunabilir. Sonug

olarak P(x) in sifirlar1 hesaplanabilir.
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n = 8 i¢in palindromik polinomlarin sifirlarinin hesaba:

P(x) = x84+ a;x7 + ayx® + azx® + agx* + azx® + a,x? +ax + 1

. . . 1
palindromik polinomunun sifirlarin1 hesaplayalim. Sifirlar a4, a5, a3,a, —,

tiir.

1
Bi=a; + @
denirse,

B +1ﬁ +1B +1/3 +1
= —_, = —_, =« —_, =« —_
1 1T P2 27 g, P 37T g P ‘T

P() = (x* = Prx + D(x® = fox + D(x? = fax + D(x? = fox +1) =x° = (B +

Bz + B3 + Ba)x” + (4 + B1B + B1Bs + B2B3 + BiBs + BaBa + B3fa)xt —
(B(B1 + Bz + Bs) + B1B2Bs + B1B2Bs + B1BaBs + B2B3Ba)x> + (6 + 2,8, +

2183 + 2B2B5 + 2B1Bs + 22 B4 + 2B3Bs + B1B2B3Ba)x* — (B(By + B2 + B3) +

B1B2B3 + B1B2Bs + B1B3Bs + B2BaBa)x® + (4 + 1By + B1B3 + BaBs + B1fa +

B2bBa + BsBa)x? — (By + B2 + B3+ Pa)x + 1
ve

S1=P1+ B2+ B+ P

Sz = P1B2 + B1Bz + B2z +B1Ba + B2Pa + B3P
S3 = P1B2Bz + B1B2Pa + P1B3Ba + B2z

Sa = P1B2B3Pa

degisimiyle,

S =—a4

S, =a,—4

S3=—a3; —3S5; =3a; —a;

S, =a3—6—-2S,=a,—6—2(a,—4) =a,—2a,+2
yazilabilir.

B1, B2, B3 ve B,

x* =S x3+S,x2 —S3x+ S, =0

x*+ax3+(a, —4)x*—Ba;—az)x+a, —2a,+2=0
denklemin ¢oziimiidiir. 4, 85, B3 Ve B, hesaplandiktan sonra,

1
Bi = a; +—

o

(5.17)

(5.18)
(5.19)
(5.20)
(5.21)

(5.22)
(5.23)
(5.24)
(5.25)

(5.26)
(5.27)
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esitliklerinden a; ler,

af =a;2+1
a?—af;+1=0 (5.28)
yazilabilir.
Ornek5.2.2.P(x) = x8 — L x7 — 256 4 23345 4 2834 7,3 242 B, 11
15 2 20 5 15 2 20
137 9 2373 293
=g =Ty BTy T
Bu degerler Es. 5.22, Es. 5.23, Es. 5.24, Es. 5.25’lerde yerine yazilirsa
137
S, = Tc
5 = 17
y 2
2921
%570
. 348
Ny 4
degerleri elde edilir. Bu degerler Es. 5.26’de yerine yazilirsa
x* —£x3 —zx2 +2921x+ﬁ= 0
5 2 20 5

denklemi elde edilir. Buradan kokler

10 26 17
p1=2,0, = ?;,33 = I p1 = Y

bulunur. Bu kdkler Es. 5.28”de yerine yazilirsa

a2 —2a;,+1=0 >a,=-1
a22_13_0a2+1=0 $a2=_3
a32_25_6a3+1=0 $a3=_5

a2+, +1=0 sa; =4
Buradan
PG) = G+ DE+DE+5)(x -+ 1) (x+3) x+D(x +7)

olur.
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n = 9 i¢in palindromik polinomlarin sifirlarinin hesaba:

-1 bir sifir oldugundan bu durumda % 8.dereceden bir polinomdur.

P(x) = (x + 1)P;(x)ve P;(x) 8. dereceden oldugundan sifirlar1 bulunabilir. Sonug

olarak P(x) in sifirlar1 hesaplanabilir.

5.3. Palindromik Polinomlarin Galois Teorisi

P(x) bir palindromik polinom, P(x) in pargalanis cismi F olsun. P(x) in
Galois grubu G (F/Q), Q yu sabit birakan tim @: F — F otomorfizmalarinin grubudur.
P(x) in -1 hari¢ tim sifirlar giftler halindedir, Q dan ve G (F/Q) nun elemanlari grup

izomorfizmleri olduklarindan eger a, = ailve DEG(F/Q), B(ay) = ay,

O(ay) = a ise
2(1) 1

1
O@) = 0G) = ooy =7 =@

yazilabilir.

Teorem 5.3.1. x, +xi ifadesi x +§ e gore rasyonel katsayili bir polinom olarak

n

verilebilir.

Ispat: Yontem olarak tiimevarim yontemini kullamlirsa;
n = 1liginx® + % =x+ % oldugu asikardur.

_ .. l_ k L
n—klglnPk(x+x)— X+

olsun.
1 N (k3 L Iy L k+1 k-1 1 1
x+;Pk(x+;)—(x +x—k)(x+;)— X + x +xk—1+m
— L k+1 k-1
=X +xk+1+x +x"‘1
=P,
Boylece;

1 1 1 1
xk+t 4 oy = (x +;) P.(x + ;)- P_1(x +;)

elde edilir ve bu ispat tamamlanir (Lindstorm, 2015).

P(x) =x?"+ a;x®" 1+ ax?" 2 + ot ax?+ax+1
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palindromik polinomunu ele alalim. P(x) in 2n tane farkh a4, a,, ...,an,ai,i, ., —

sifirlar1 olsun. Bunlarin higbiri Q da olmasm. Bu durumda P(x) in Q daki parcalanis

cismi F = Q(ay, ay, ..., ay) dir.
Simdi, Q(x) = %:) rasyonel fonksiyonunun hesaplanmasi durumunda

P(x) x*"+a;x® ' +ax®™ P+t ax® +ax+1
xn xm

Qx) =

000 = x" + a1 4 b2y L
1 xn=1  xn

Q(x)zx"+i+a x4 ! +a, (x" 2+ ! +-+a (x+l)+a
X7 1 xn—1 2 x—2 n-1 x n

elde edilir. Boylece, % polinomu Q,, (x g i) rasyonel katsayili polinomu yazilabilir.

Genel olarak, P(x) katsayilari bir E cisminden alinan bir polinom ise, ?

n

polinomu da katsayilar1 E de olan bir polinomdur ve ayrica Q, (x + %) €EE (x + %)

olur.
E bir cisim, P(x) n-dereceden E-katsayili bir palindromik polinom, sifirlari
aq, g, ...,an,ai,ai, ai olsun. @, (x + i) = % polinomuna E (x + i) —katsayili,
1 2 n

P(x) in x™ ile tiiretilmis polinomu ad1 verilir.

Ozellik 5.3.1. P(x) in bir sifirinin a, (@ # 0) olmas! icin gerek ve yeter sart a + % nin

1) . ..
Qp (x + ;) in bir sifir1 olmasidir.
Ispat:
(=):P(a) = 0vea™ # 0 olsun.
1 P(x
:Qp<x+_): ( )=0

X x™

(=):a+ % = 0 olsun. (a™ # 0).
1
=P(x) = Q, (x +;) x™

=Px) =0y (a +%> a’
= P(a) =0. a™
= P(a) =0
(Lindstorm, 2015).






6. GALOIS GRUP

a bir p(x) palindromik polinomun bir sifir1 ise « +§ nmn Q,(x + i) nin sifir
oldugu agiktir.
P(x) =x*" +a;x®" P+ ax® 2+t apx® +ax + 1
alnirsa. @, nin pargalanig cismi

E=0( R i
=Q( al,az az,...,an an)

ve @, nin katsayilar1 Q da oldugu i¢in E, Q tlizerinde bir pargalanis cismidir. Galois
teorisine gore E, Q ilizerinde bir pargalanis cismi oldugundan E, Q nun sonlu bir normal
genislemesidir. Teorem 3.7.2°de E, Q nun normal bir genislemesi oldugundan G(F /E),
G(F/Q) nun normal altgrubudur. Dolayisiyla

G(E/Q) = G(F/Q) /G(F/E)
olur. G(F/Q) nun kag elemani oldugunu belirlemek kolay degildir. Gordiigiimiiz gibi Q
yu sabit birakan F nin tim otomorfizmalari G(F /Q) da bulunmaktadir. Boylece F deki
elemanlarin sayis1 hakkinda daha fazla bilgi edinmek i¢in x™ ile tiiretilmis Q,, polinomu
ve G(F/E) nin Galois grubu goz oniine alinirsa.
Once G(E/Q) y1 diisiiniiliirse;

G(E/Q), E nin Q yu sabit birakan tiim otomorfizmalarinin grubudur.
Goriildiigii gibi bunlar @, nin sifirlarini degistiren E nin tiim otomorfizmalaridir.
Sifirlari n tane oldugundan G(F/Q) = S, olur.

Bu yiizden |S,,| = n! oldugundan |G(E/Q) | = n! elde ederiz.
Sonra G(F /E) yi diistiniiliirse:

E nin F yi sabit birakan tiim otomorfizmalarin grubu, Yani «; yi ; ye yada ai ye
gonderen F nin otomorfizmi G(F/E) dir. Ciinkii a; yi ya a; ye yada ai ye gonderir.
i
J # i o zaman E yi sabit birakmaz a; + ai yia; + ai ya gonderir. Dolayistyla;
i j

IG(F/E) | = 2™

olmalidir.
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Galois teorisinden G(E/Q), G(F/Q) nin G(F/E) ile

IGE/Q) | = |G(F/Q) |/IG(F/E) |

=[G(F/Q) | = |G(F/E) |.IG(E/Q) |
=IG(F/Q) | = 2".n!

(Lindstorm, 2015).
Ornek 6.1. Derecesi 4 olan bir palindromik polinom alalim.
n=2ve

p(x) =x*+ax3+bx?>+ax+1

— 1 1 . . 5 D
olsun. Simdi a4, ay, —- Ve —nin P nin sifirlar1 oldugunu ve pargalanis cisminin
1 2

F = Q (a4, ay) oldugunu varsayalim.
F nin maximum bir genigleme olmasi durumunda
IG(F/Q) | = 2™ nl=22%.21=4.2=8 olur.

Basit olmasi i¢in koklerimizi {a;, az,i = ={1, 2, 3, 4} olarak alinsin.
a; az

Ornegin 1 — 3 giderse 2 —» 4 e gider. Yani (1342)€ S,, permiitasyonu G(F/Q) da
degildir.
Mertebe 0: {e}
Mertebe 2: {(12), (34), (12)(34), (13)(24), (14)(23)}
Mertebe 3: yok
Mertebe 4: {(1324), (1423) }
Bu degismeli olmayan bir gruptur, sadece h = (34) ve k = (13)(24), G(F/Q) dedir.
O halde

hk = (34).(13)(24) = (1423)
iken

kh = (13)(24).(34) = (1324),
yani

hk + kh.
D,, degismeli olmayan bir gruptur. Agikga goriiliir ki G(F/Q) = D, olur.
D,, sekiz elemanli dehidral gruplar siklikla karenin simetrileri ile iliskilendirilir.

Eger koseler asagidaki gibi {1, 2, 3, 4} ile gosterilirse, her otomorfizma karenin bir

simetrisi ile gosterebilir.



49

Ilk olarak kare saga 1, 2 ve 3 kez déndiiriilsiin (Sekil 6.1).

T T s

4 1 2 4 3 5

2 _(13249) |3 3| (12)(39) |1

=

(1423) |4

Sekil 6.1. Saga bir, iki, li¢ kez dondiirme.

Kare kosegenlerden birinin etrafinda yansir. ilk 6nce yansir sonra dondiiriiliir (Sekil6.2).

sl 69 N W amean,

Sekil 6.2. Simetriye karsilik gelen permiitasyonlar.

Son iki simetri, biri diyagonal etrafinda yansiyan (birinci) daha sonra da (ikinci)

yanstyan ve donmeden olusur (Sekil 6.3).
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1

3 N4 o N

-

# -~

'_.r’# '/'
-~ _,f’
,f, I
#

2 r” [:12] 4 1 .f, [14)(23:] 3
J" ‘p"

Sekil 6.3. Donme ve yansimalara karsilik gelen permiitasyonlar.

Son olarak otomorfizm birimdir, kenarlar1 sabit birakir (Sekil 6.4).

Sekil 6.4. Birim otomorfizm.

Buradan G(F/Q) = D, olur.

Aym zamanda x? ile tiiretilmis P polinomunun Qp(x+§) Galois grubu
diisiiniiliirse. Once Qp(x + i) 1 hesaplayalim:

p(x) a 1
Q(x)=?=xz+ax+b-|—;+x—2

(21 L L
=x*+)+talx+)+b
=(x+ )22+ a(x+) +b

=Qp(x+§)=(x+§)2+ a(x+i)+(b—2)-
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Qp nin sifirlarinin @y +Uli1 ve a, +ai2 oldugu bilinmektedir, bu ylizden @, nin

pargalanis cismi E = Q(aq +ai , Oy +ai) nin Q tlizerinde de bir parcalanig cismi
1 2
oldugu varsayililirsa.
Simdi hem G(F /E) yi hemde G(F /Q) yu diigiiniiliirse:
G(E/Q), E nin Q yu sabit birakan tiim otomorfizmalarinin grubudur. G(E/Q) da Ki

tek otomorfizm a4 +0(i I a, +0(i ye gotiiren birim doniislimiidiir. Dolayisiyla
1 2

G(E/Q) nun mertebesi |G(E/Q) |=2 olur.

G(F/E),F nin E yi sabit birakan otomorfizmalarinin grubudur, bu nedenle
i = 1,2 igin ; yi ; ye ve — ye gonderilebilir. Burada

|G(F/E) | = 22 =4
olur.
1 G(F/E) - G(F/Q) - G(E/Q) - 1,
dizisi G(F/E) nin G(F/Q) = D, un normal bir altgrubu oldugu anlamina gelir.
G(F/E) ={e (12),(34), (12)(34)}
olur. G(F/E) = Z, X Z, < D, oldugu goriiliir.
Galois grubunun elemanlart G(E/Q) den bir eleman ve G(F/E) den bir

elemandan olusan bir yapidir. Permiitasyon (1423)€ G(F/Q) yani
1 1

> —>—>a; > A
a; aq

olsun.
G(E/Q) de &y + — i @, + — ye gondeririz a; + —, — + a, de herhangi bir fark
a1 [24] a; ap
gormedigimiz i¢in bu (1324) e esittir. Bu da

1 1
a2, > —>oD— >
1 2 7 T . 1

olur. Ote yandan G(F/E)de a, +0£i i ve a, +al sabit tutulursa ve bu doniistim
1 2

a, - ai ia, > ai ye yani permiitasyon (12)(34) e esittir.
1 2

Dolayisiyla G(F /Q) daki (1423) permiitasyonu
(1423)=(12)(34)(1324)

carpimina esittir.
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Diisiik dereceli palindromik polinomlarin sifirlari i¢in formiil bulmak x + % gibi

polinom haline déniisebilecegini kullanabiliriz (Lindstorm, 2015).
Ornek 6.2. 4. dereceden palindromik polinomun sifirlarin1 hesaplamak icin formiil

bulmak istiyoruz. p(x) = x* + ax® + bx? + ax + 1 varsayalim. Goriildiigii gibi eger
a+ i, Qp nin bir sifir1 ise 0 zaman a, P nin bir sifir1 olacak sekilde Q,, (x + %)

polinomu bulabiliriz. p(x) = x* + ax® + bx? + ax + 1 polinomunda

p(x)

) a 1
— =x"tax+b+-+—
X X X

Q) =
—(v2 4 L L
=(x +x2)+a(x+x)+b
- e, L
—(x+x) 2+a(x+x)+b
=Qp(x+§) = (x+§)2+ a(x+§)+(b—2)
i buluyoruz. Basit olsundiye y = x + % olsun

Q) =y*+ay+(b-2)=0=>y*=—-ay—b+2

¢Ozebiliriz.
r —a++Va?—4b+8
= 2
Yani

1
x+;=y=>x2—yx+1=0

ve dolayisiyla

yty*—4
X=——""
2

—axva? —4b+8_LJa2 Fbva?-4b+8 —2b+4-8
T
> +

2a

X=
2
—_a Va’-4b+8 | 1 [ T _ 1,2 Z _2ph —
x== 2+ 20 4 a2 £ Va® — 4a?b + 8% — 2b — 4

Simdi p(x) in dort koki i¢in bir formiil bulunur.

Ornek 6.2 te goriildiigii gibi

_—ai\/az—4b+8
Y= 2
1 _—ai\/az—4b+8

= —_ =
x+x y >
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=>a1+i=—g+l\/a2—4b+8 ve a, +—=-242VaZ—4b+8
aq 2 2 (24} 2 2

olur (Lindstorm, 2015).

6.1. Polinom Sifirlarimin Karakterizasyonu

Bir polinomun sifirlari, Galois grubunun ozellikleri kullanilarak bulunabilir.
Ancak bu islem bazen zor ve uzun zaman gerektirir. Sifirlart buldugumuzu varsayarsak,
sifirlar arasindaki iligkiyi veren Onemli kavramlardan biri, bir polinomun

diskriminantidir (Lindstorm, 2015).

Tammm 6.1.1. P(x) = X", a;x" polinomu igin , ay,ay,...,a, P(x) in sifirlar1 olmak

A= q2n2 H(al- - a;)?

i<j

uzere

degerine P(x) in diskriminanti denir (Lindstorm, 2015).
Sifirlardan biri kath kok ise A= 0 dir.
n = 2 i¢in A y1 hesaplansin.
n = 2i¢in P(x) = ax? + bx + c dir.
Tanim geregi, n = 2,a, = a,i = 1,j = 2, kokler ay, a, alinirsa;
A= a??2(a, — a,)?
=a?(a? - 2a,a, + a?)
P(x) sifirlar cinsinden yazilirsa,
P(x) = alx —a))(x — a;)
=ax? —a(a; + a)x + aa a,
=>b=—-a(a; +a,)
¢ = aa,a, alinirsa
= b? = a?(a? + 2a,a, + a3)
ve boylece;
A= a’a? — 2a%(a; + ay) + a?
= b? — 4ad’a;a,
= b? — 4ac
benzer hesaplama n = 3 i¢in yapilirsa,

P(x)=ax3®+bx?+cx +d
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icin

A= b?c? — 4ac® — 4b3d — 27a*d? + 18abcd
elde edilir.
n = 3 i¢in dyle ki

Px)=x3+bx*+cx+d

A= 0 oldugu kabul edilsin. Sifirlar 2 ya da 3 ten ¢ok ise P nin katsayilarin1 kullanarak
bir sey soylenebilir mi ?
P nin 3 {in kat1 olan a gibi sadece bir sifir1 olsun.

P(x) =(x—a)®=x3—-3ax?+3a’x—a?

=b=-3a,c=3a%d=—-a3
=b? =9q? =3¢, b3 = —27a3® =27d,c3® = 27a® = 27d

Biz ii¢ tane alt diskriminant tanimlanirsa

Al: = bZ - 3C
A= b3 —27d
A3: = C3 - 27d,

Picin A;=0,A,= 0,A;= 0 dur.
Alt diskriminantlar1 kullanarak diskriminant yeniden yazilabilir (& = 1 alinsin)
A= b%c? — 4¢3 — 4b3d — 27%d? + 18bcd
=c?(b? — 3c) — ¢® — 4b3d + d(b® — 27d) — b3d + 18bcd
=c2(b* — 3c) — ¢® = 5b3d + d(b® — 27d) + 6b3d — 6bd(b* — 3¢)
=(c? = 6bd)( b? — 3c) +d(b® —27d) + b3d — ¢3
=(c? — 6bd) A, + dA, + b3d — ¢3
Kabul edilsin
b3d — c¢3 = d(b® —27d) — (¢ — 27d*) = dA, — A,
A= (c? — 6bd) Ay + dA, + b3d — 3
=(c? — 6bd) Ay + dA, + dA, — Ag
=(c? — 6bd) A, + 2dA, — A4
A4, A, ve A5 alt diskriminantlar kullanarak diskriminant i¢in yeni bir ifade bulundu.

Eger A{,A, ve A;= 0 ise P nin 3 iin kat1 olan bir sifir1 vardir.
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6.2. Palindromik Diskriminant

Bir polinomun palindromik diskriminanti sdyle tanimlanir.
Tamim 6.2.1. P(x) = X1, a;x" polinomu igin,
2n—-n 1
ty=ai | (a2
i#] J
degerine P(x) in palindromik diskriminanti denir (Lindstorm, 2015).
n = 2 i¢in A y1 hesaplayalim.

n = 2i¢in P(x) = ax? + bx + c ve sifirlar a4, a, olsun. Bu durumda

5 1 1
Ap=a (a1 = a—z) (a2 _a_1)

—)

a2

=a’(a,a, — 2 +

=a? (S, - 2+ 2)=2 (5,2 - 25, +1)

a?(S;—1)?
Sz

2% o _av2
p S, (SZ 1) - ’
ve buradan S,, a; ve a,, iki degiskenli temel simetrik polinomdur.

a’(a,a, — 1)?
A= (ara, — 1)

P a1,

elde edilir. 2. dereceden polinomlar i¢in, a;a, = 2 dan,

_a(c—a)’

p c

yazilir. Agikga goriiliir ki, tim palindromik polinomlar i¢in A,= 0 dur.






7. TARTISMA VE SONUC

Galois tarafindan bes ve besten daha yiiksek mertebeli polinomlarin ¢éziimii igin
bir genel formiil verilemeyecegi Galois teori temelli ispatlanmigtir. Ancak 6zel yapiya
sahip bazi1 polinomlar i¢in ¢06ziim algoritmalar1 verilebilir. Simetrik polinomlar,
palindromik polinomlar vs. bunlardan bazilaridir. Bu tezde palindromik polinomlar igin
¢Oziim algoritmalar1 verildi ve 6rneklendirildi.

Palindromik polinomlar, kokler arasinda a,_; = a; ilgisi olan ve a bir kok iken
% nin da kok oldugu ozelliklerinden dolayi sifirlarinin bulunusu igin algoritma

verilebilir tipten polinomlardir. Ayrica tek say1 mertebeden palindromik polinomlar i¢in
-1 bir kok oldugundan tek sayr mertebeli bir P(x) polinomu P(x) = (x + 1)Q(x)

olarak yazilir. Burada Q(x) ¢ift mertebeli bir polinomdur. Q(x) in mertebesi 2n ise

Qq, e, Ay VE i, ,i ler ve -1 P(x) in sifirlaridir. Sonug olarak 2n + 1 mertebeden bir
a an

P(x) polinomunun sifirlarinin bulunusu algoritmik olarak n. mertebeden bir polinomun

stfirlarinin bulunusuna indirgenmis olur.
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tarafindan Turnitinintihal tespit programindan asagida belirtilen filtreleme uygulanarak alinmis olan orijinallik
raporuna gore, tezimin benzerlik oran1 % 3 (Ug) tiir.

Uygulanan filtreler agagida verilmistir:

- Kabul ve onay sayfasi harig,

- Tesekkiir harig,

- i¢indekiler harig,

- Simge ve kisaltmalar harig,

- Gereg ve yontemler harig,

- Kaynakga harig,

- Alintilar harig,

-Tezden g¢ikan yaynlar harig,

- 7 kelimeden daha az drtiisme igeren metin kisimlari harig (Limit inatch size to 7 words)

Van Yiiziincii Y1l Universitesi Lisanststii Tez Orijinallik Raporu Alinmasi ve Kullanilmasina Iligkin
Yonergeyiinceledim ve bu yonergede belirtilen azami benzerlik oranlarina gére tez ¢alismamin herhangi bir
intihaligermedigini; aksinin tespit edilecegi muhtemel durumda dogabilecek her tiirlii hukuki sorumlulugu
kabulettigimi ve yukarida vermis oldugum bilgilerin dogru oldugunu beyan ederim.

Geregini bilgilerinize arz ederim.

27.06.2018

Adi Soyad1: Fatma Tutar
Ogrenci No:159102003
Anabilim Dali: Matematik

Programi: Matematik

Statiisﬁ:Y.LisansﬂDoktoraD
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Dog. Dr. Senay BAYDAS (Unvan, Ad Soyadi, Imza)




